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Uvob

Pitanje izbors elemenata planetskog kretanja postaje vrio
aktualno kad je rec o poremelenom kretanju planete. Koji de se
elementi definitivno wupotrebiti, zavisi sa kog stanoviSta se pri-
stupa posmatranju problema: sa stanoviita teoriske matematike, ili
sa stanovi3ta numeridkog izradunavanje, ili sa stanoviltz mehani-
ke (kinematike i dinemike),

Mi smo u ovom radu stali na stanoviste dinamike: rastavlja-
Juéi poremeéajru silu u komponente, razmetrame kako pojedine od
njih utifu na geometriske i kinematiZke elemente kretanja i obre
nuto; usled dejstve koje komponente se neki od ovih elemenata u
poremeéenom kretanju menja. Pri tome smo uspeli, generali¥udi po-
jam vektorskog elementa Keplérﬁva kretanja, da ova razmatranja
izvodimo u opStem Gbliku, koji keo specijalne slulajeve sadrii -
sve dosada poznate i koriSdene vektorske elemente.



T. NEPCREMECENC PLANETSK(O KRETAKJE

1. Za neporemedeno (Keplerovo) planetsko kretanje vaZzi sistem

diferencijalnih jednaéina

2 2 2,
d°x -3 d -3 d -3
—% = =pX T m—§-= -Ry T = -@®z T (1.1)
w7 © o as s ' dtz F '
M= K2(1 + m), r° = x° +-y2 + 2° .

Iz njega se dobivaju dve grupe tzv, prvih integrala: integrali po-
vrEine (ili sektorske brzine)

¥ %% -z %% = Cqy» Z %%m- x'g% = Cos X %¥ -y g% = 63 (1.2)

i Laplace-ovi integrali:

d dz X
3 -Caq@ P Do
dz ax
Cy T - C3aE T pF = Do
., dx a A
Co % ~ C1 7 - FF = Dy :

gde su C; 1 Dy konstante (i = 1, 2, 3). Medjutim, ovim integralima
jo3 nije u potpunosti reZen problem kretanja planete, jer lzmedju
Yest konstanti Cys +e. 5 Dy postoji relacija

(1.3)

CyD; + 4292 + 03 3 = O. | (1.4)

Ragnim algebarskim operacijama mogu se iz ovih Zest integrala, (1.2)
i (1.3), dobiti i drugi - koliko hodemo -~ no =2vi su oni njihova po-
sledica, pa ne daju niZta novo; semo mogu da posluZe za analizu re-
zultata ili da uproste ili komplikuju radune. Iz (1.1) se moze lako
dobiti tzv. integral Zive sile

-2"6" -J“‘:::h

gde je v brzina planete, a h konstanta. Ko, ni on ne daje niita no-
vo, jer se iz (1.2) i (l.3)_mﬂﬁs kao posledica izvesti da Je



gde je
= DY + D3 + Ds , (1.5)

pe Je o L2 2
Prema tome, sa h nismo dobili novu negavisnu konstantu. Nova nega-
vigna konstanta dobiva se tek u Keplerovoj jednacdini

n{t « ) = E - e gin E, (1.6)

naime trenutak prolaza kroz perihel, T. Ova nezavisne konstanta in-
tegraljenja sistema (1.1) mo¥e se, opet, sliéno kao i konstante Cy

i D;, smeniti nekom drugom: srednjom, eksceniriénom ili pravom ano-
malijom za usvojenu epohu, ili srednjom longitudom zz epohu, i tsl.

2. Kojih &e se Sest nezavisnih konstanti definitiwno upotrebi-
ti, zaviei sa kog stanovifta se pristupa refavanju probleme ili ko-
riSdenju dobivenih integrala. Sa glediSta matematike biraju se kon-
stente tako da re3avanje i izrazi budu Eto prostiji i Xto dostupni-
Ji metematicke] analizi. Sa gledista mehanike najprirodnije je uge-
ti koordinate planete (x_, y_,» 2,) 1 komponente njene brzine (x o? Yo
34 ) u odredjenom trenutku (t ) (pocetni uelovi kretanja ili tzv La~-
granngov1 posredni elem&ntl). Rejzad, aa gledifte astronomije nagpye
praktic¢nije je usvojiti astronomske elemente

£y - 1ongitudui?§£laznog Svora,

w - argument latitude perihela,

i -~ naglih putanjske ravni,

a - veliku poluosu elipticke putanje (ili parametar p),
¢ - ekacentridnost putanje, i

B_ = srednju anomaliju za epohu tg,

koji najbolje odgovaraju geometrisko-kinematidékoj prirodi problema.

Poznate su veze izmedju ovih astronomskih elemenats i konstanti
Cs D, Ci, Bi iz (1.2)s (1.3) 1 (1.5):
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%1 = cosbcogw ~ sgin Sl gin w cos i,
%2 = ginflcosw + cosfl! Binw cos i, (2.1)

e

%3 = gsinw gin i;

= -cog §Leinw - sin §L cos w cos i,

o
D, = C:D '
"3 ,1151,,_5_._1 3 - =gin ﬂ Bin w + GBSR cO8S ) COB i., (2-2)
¢.D, =~ CoDy
%1 = sinfd sin i,
%2 = ~c08 5b 8in i, | (2.3)
%3 = cos i;
2
a=""'"'2'q__g: 3='E§. (2.4)
pm- =D , S
p - -g-- - (2-5)
r

3 ﬁeats tri skalarne jednadine (1l.1) moZe se napisati jedna

vektorska:

O

qd=r e
—y = T . (3.1)
at I*

Iz nje de se dobiti prva dva integrala u vektorskom obliku: integrazl

povrEina

T (F, = |F7] =T | (3.2)
i Laplace=ov integral

[v E] "tr T = ‘ﬁf (3.3)
to jest, s obzirom na (3.2),

T,(F, )= (v (3.4)

To u skalarnom obliku znadi (1.2) i (1.3). No, vekteri T i D nisu
nezavigni, jer medju njima postoji veza

$tc u skalarnom obliku znacéi (1.4).
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Kao 3to se iz formulas (2.1) = {(2.4) vidi, astrononski elementi
L, wi i su odredjeni jedini&nim vektorima T:C, DiD, a elementi
a i e -— apsolutnim vrednostima vektora T i D, Za potpunoc re3enje
problema potrebno je, naravno, opet dati i element T.

Kombinujudi na razne nadine integrale (3.2) i (3.4), mogzu se

- dobiti i drugi, no oni ~ kao §to smo ranijé kazall za (1.2} i {(1.3)
- ne daju ni¥ta novo. Tako, na primer, kad pomnoZimo vektorski (3.2)
i (3.4), dobidemo tzv. Hamilton-ov integral Keplerova krefanja:

7,7 » s LE0F+ {(FAFTD -pefv=lo3]. G0

ni¥ta nam ne gtoji na putu da mestc Sest (skalarnih) nezavisnih
ronstanti uzmemo sedam konstanti, medju kojima postoji jedna rela=-
cija, ili osam sa dve relacije, i%d. = &ako nam 0 olak3ava racune
ili daje bolji uvid u mehanizem kretanja.

tko je v prava anomalija, bide

r o= GE(}« + D cos v)-l, (3.7)
g = g cos V o+ E%T—‘gl gin v, (3.8)

<}

- %{_. % *sin v + %(D +f4 cOS v}} ; (3.9)

0davde se jasno vidi da je za potpuno reSenje prablema potrebno jos
da se zna kakva je funkeija v od t. To se dobiva kada se prava anc-
malija v izrazi, poznatom geometriskom vezom, pomodu ekscentricne
anomalije %, @ ova - preko Keplerove jednacine (1.6) - veZe sa vre-
menom t. Tu &ée se pojaviti nova nezavisna konstante T.

4. Kao 3t0 gmo ved rekli, raznim kombinacijams inﬁegrala (3.2)
i (3.4) mogu se dobiti drugi, u kojima e se pojaviti drugl konstant-
ni vektori ~ oznadimo ih, recimo, sa & i B ~ kao funkcije vektora T
i D. Tako demo umesto vektorskih elemenata planetskog kretanja C i
D imati vektorske elemente £ i B. Cilj je ovog rada da ispita: kako
se mogu konstruisati vektori ¥ i B i mofie 1i se, specifikacijom tih
vektora, dobiti neka korist u teoriji i praksi racuna planetskog
kretanja. Pri tome demo obratiti naroditu peZnju na moguédnost formi-
ranja nezavisnih vektora X 1 %; drugim redima takvih, da Sest nji-
hovih komponenata mogu da jednoznadno zamene Sest negzavisnih eleme-
nata Xeplerova kretanja.
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2+ U koordinatnom eistemu Oxyz, u kojem vale jednadine (1.1) -

tJ. vektorska (3.1) - uzmimo ma kakav konstantni vektor % # 0, sa
komponentama Al, ﬂg i A3=

T =47+ 47 +'_33E ] (5.1)

U svemu daljem pretpastavljaéemc da imamo posla sa eliptickim kre-
tanjem. Tada je sigurno T £ 0, D £0, T = [T 5] # 0, a vektori T,
C i T &ino ortogonslan trijedar. Modi demo, dakle, pisati i

E = 3-115 + aﬂﬁ " aB"J, (5.2)
zde bar jedan od konstantnih skalara 8qy 85 i 8 nije jednak nuli.
Ako u (5.2), umesto B, T 1 ¥, uvrstimo leve strane jednadina (3.4),
(3.6) i (3.2), dobidemo

gl(Ff v) = a (I", V) + 32 3(1'-'! ¥) + 33 1(rr ?) = r (5-3)

$tc je opet integral diferencijalne jednadine (3,.1).

Tako smo Jednadinom (5.2) izvr3ili generalisanje vektorskih
elemenate Keplerova kretanja: svaka tri uredjena konstantna skgls-
ra, od kojih bar jeden nije nula, odredjuju - oznefivii ih sa 8y s
2, i 2y = posredstvom jednadine (5.2), jedan vektor koji je konstan-
ta integraljenja diferencijalne jednaline neporemedena kretanja (3.1)
Drugim redima: takav vekitor moZemo usvojiti za element elipiickog
kretanja. 8 druge strane, sve operacije sa ovakvim vekbtorims moéi
Geme izvoditi sa njihovim karskteristidnim skalaerims ay (i = 1, 2,

3), po Jjedinstvenim obrascima. No, ovo pitanje demo ovde ostaviti
po sirani, poSto nam se odmah namede drugo, mnogo vaZnije.

6. Odmah posle ovakve generalizacije postavlja se pitanje ce-
lishodnogti traZenja novih vektorgkih elemenata. Naime, izborom Sest
konstantnih velidina a; 19, (1 =1, 2, 3) odredjena su dva vektor—
ska elementa kretania:

X = al'ﬁ + 32‘5 4 a375, i B -"'-I"hlﬁ + b2§ #+ EBE. (6,1)

Pretpostevimo da su oni nezavisni, to jest da su Sest njihovih kom-
ponenata A, i B; dovoljne da potpuno opi¥u neporemedeno planetsko
kretanje. No i u tome sludaju telko je odekivati da ée odgoveraju-
i izrazi

T= =%, B) i v = v(%, B)
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biti jednostavniji od onih (3.8) i (3.9), koje treba da zamene i
koje bismo dobili izraiavajuéi TiDpomodu X i¥ iz (6.1) i uno=~
sedi ik u (3.8) i (3.9). Stoga femo ovde na3u glavnu pazZnju posve-
titi ulozi opfteg vektorskog elementa X iz (5.2) u poremedenom -
to jest stvarnom - planetskom kretanju.



11, POREMECENO PLANETSKO KRETANJE

I. Pretpostavimo da na planetu deluje neka "poremedaijna silan
¥. Tada demo, umesto jednaclne (3.1), imeti jednadinu
dB-
dt

Ao i ead ognalimo T ¥V

= --P,r T + F. (7.1)

sa C, nede vile oval vektor biti konstania,
kao 3to je to blo u sludaju jednadine (3.1), nege neka funkeija od
t. Diferenciranjem demo dobiti

2= “
¥ v 4_-[5-;-1;%]: ["f C—Fr'3?+F)]
dakle | |
%g=[’f F] . (7.2)
S1lidno, ako ~ povodedi se za (3.3) - stavimo da je

b= 77] -&F,

neée D biti konstanta kao ranije, veé neka funkcijs vremena. Dife-
renciranjem nalazimo:

=[§c] +[?§§]-J;'f+§§§:~s.
No, kako je
[ 2t = [-pr3Fem ] - - EE A « (7o -
= -prPEDNF+ prIFEHTL (PO -

= -rJA-r"-Br g% r & rr—;’,rz v o+ [F E] ’
to Je
F-rd v &1, S

Kako smo, dakle, i u paremaéenam kretanju definisali vektore
Ti¥ na isti nacin kae i u Keplerovu kretanja, to e i dalje vaZi-



ti jednadine (3.7), (3.8) i (3.9), samo Sto u njima nede T i D bi~

ti konstante, ved funkcije za koje vaZe diferencijalne jednacine
(7.2) i (7.3). - He gubimo iz vide da i opet nedoetaje Zests ska-
tarna kxonstanta, poSto je 1 dalje u veZnosti jJednadina (3.5). I ta
dopunska "konstanta", bez obzira kake je odaberemo, bide sada neka
funkcija vremena, za koju demo samo modi izvesii diferencijelnu jed-

nadinu, analognu onime (7.2) 1 (7.3).

8. Vektore T i B upotrebljavao je konzekvenino M. Milankovid
/1/ i to tako &to je u (7.2) 1 (7.3) mesto poremeéajne sile T uveo
funkdiju poremedaja K, za koju je

F o grad R-

Do definitivnih rezultata dofao Jje preko Legrange-ovih zafrada. -
Sa igtim vektorima operile i B. Popovid, /2/ 1 /3/, koji je, podav-
%i od (7.2) i (T.3), dobioc i jednadine sa funkcijom poremedaja, no
bez upotrebe lagrange-ovih zagrada. Postupak za neposredni prelasz
sa jednog sistema evakviﬁ'jednaéina na drugi dao je autor ovog rade
/4/, bez obzira na vrste vektorskih elemsnata.

Jednadine (7.2) 1 (7.3) izgledaju proste, 2li se prilikom nji-
hova reSavanjae nailaezl na velike teskode, bilo da se radi sa pore-~ -
medajnom silom, bilo sa funkcijolm poremedeaja. U ralunu specijalnih
poremedaja neposredno ih je primenio autor ovog rada /5/, a neSto
transformisane B., Popovié /6/. Ove itefkoée su navele neke autore na
ideju da mesto vektora T i D uvedu neke druge vektore. Takc S. Her-
rieck, /7/ i /8/, radi sa vektorima

~ 1l ' 1
2 =21, b = {7 ], (8,1)
M P Vp E
a P. Husen /9/ sa vekiorima
- 1 - -
iz . 8.2
c i E = YF: (8.2)
Vektori u parovima C i D, 8 i b, ¢ 1 g, nisu nezavisni, Jer Je

" (TD) =(2D) = (t g = 0.

Zbog toga se, u sva tri ova sludaja, mora uzeti u obzir jo¥ i neki
skalarni element kretanja (u citiranim radovima: trenutak prolaza
kroz perihel ili srednja anomalije za epohu). A. Bilimovié /10/ je
uveo par nezavisnih vekitorsa |



“.9'_
1 a- -g 1-5 T |
i ~ TP (8.3)
gde je n srednje sidericko dnevno xretanje, i dao za'njih diferen-
cijalne jednaline sa funkcijom poremedaja, izvedene Pfaff-ovom me-

todom,

9. Uvadjenjem opsteg vektnrakog elementa £, koji kao posebne
slulajeve sadrii i elemente (3. 2); (3.3), (8.1), (8.2) i (8.3), do-
311 smo u mopguénost da izvedemo i njegovu diferencijalnu jednacimm.
Time izboru velktorskog elements poremedena kretanja mo¥emo da pri-
stupimo na obrnuti nadin; drugim reCima, moZemc ga birati teko, da
mu diferencijalna jednacéina bude Sto prostija.

No, da biemo izrazom (5.2) moglil obuhvatiti gve vektorske ele~
mente, moramo pretpostaviii da a; mogu biti, u op8tem sludaju, funkw
cije Sest nezavisnih elemenata kretanja. To nam sugeriSu jednacine
(842) i (8.3). Neka t1i elementil budu

¢, D, S8, w, i, T« (9.1)

Pada &e u Keplerovu kretanju vektor & biti konstantan, a za poreme-

deno kretanje treba adrediti*gg; pomodu poremedajue sile F iz (T7.1).

Ovu silu demo prikazatl komponentama 7,, F., 1 F3 u ortogonal=-
nom trijedru jedinicénih vektora

x =7§ ’ EE’=E%§ij]=r Z = g:' | (9.2)
Dakle:
F = F\X + Fo5 + F3z. (9.3)

di .

Da blﬁmﬂ~3¥ izrazill pomodu 1,'F2 i FB* potrebno je, prvo, pomoéu
igtih velidina, izraziti izvode po t vektora C, DDiQ i gkalara

iz (9.1).



111, IZVODI PO VREMERU ELEMERATA PLANETSKOG KRETAHJA

10. Radi kradeg pisanja uveSdemo oznake
s = (r V), q = 02 --Jur._ (10.1)
1z prve jednaSine u (9.2) je odmah r = r ¥. Za brzinu v imamo:
T=(vIOX + (THT + (¥ 5)%.

Medjutim je, prema (9.2),

FH =2 7 = &,
(FF) =gz GT D =<,

I tako je
T = r X, ?=-i'-_-(s'-f+0'§). (10.2)

Unegemo 1i ovo u (3.2) i (3.3)‘ debidemo:

P-iaF-co®, T=%CesT+a¥, T=CZE  (10.3)
Ha osnovi toga, iz (7.2) 1 (7.3) izlaszi:
g% - r(-rF3'§ ¢ PE), (10.4)
dﬁ_.gcﬁ!}'x'..fc}? % 87.)Y =~ 6F.,2 (10.5)
qE = V¥ T AV ¥ BRply = BEyE. '

Cdavde éemo izraéﬁnati
Q.4 -8+ [z ],
naime
g% = C(CPy + 28F,)F + (q + 2C°)F,F + oF,%. (1G.6)
PomnoZimo 1i jadnaéinu (10.4) skalarno sa T, dobifemo, uzevEi

u obzir tredu jednadinmu u (10.3),

F = B, . (10.7)

Pommo¥imo 14 jednadinu (10.5) skalarnoe sa D, dobidemo, uzev3i u ob-
zir prvu Jjednadinu w (10.3), .



D . C{cer, + (29 + sD)F,} . (10.8)

rako smo izrazili, pomoéu F,, F, i F,, izvode vektora D, G i T, kao
i izvode skalara C i D iz (9.1). -

Sto se tide izvoda skalarnog elementa §¢ , njega moZemo dobi-
ti diferenciranjem prve dve jednaCine (2.3)

(T IT) = ¢ sin f2 8in i, (BT = - C cos §d sin i,

i elimiﬁisanjem izvoda %%, Jedinidni véktari’?} Jji E’Gdredjuju

pravee osa pravouglog heliocentridnog ekliptidkog koordinatnog si-
stema, u kcjem skalari 52-, w i1 1 imaju poznato, ranije navedeno,
geometrisko tumalenje. Iskoristimo 1i €injenicu da koordinatni egi-
stem ga pravcima osa (9.2) moZemo dobiti rotacijom koordinatnog 8-
stema sa pravcima osa D:D, G:Q, C:C - oko zajednilke ose T, u di-
rektnom smeru - za ugs0 W = @ 4 v, to komponente jedinicnih vek-
tora (9.2) u sistemu Y, J, ¥ dobivamo iz jednaéina (2.1) - (2.3),
u kojima «w smenjujeme sa u. iko iskoristimo ovo, kao 1 jednadinu
(10.7), dobiéemo

d81= r sin u 7
dt " 0T 83n 1 *3°

Ko, kako je
gin v = sinw cos v % cos W s8in ¥,

gin v = %g, co8 V =-5§,
to je, konacno, | |
dsl cogec i P . |
I =1-B~ﬁ~w(q gincw + 8 cos uJ)FB. (10.9)
Za nalaZenje %%-ﬁajpogndﬁije je diferencirati poslednju jedna-
Sinu u {(2.3) '
(TX) =« C cos i,
Na sli&an nacin keo 1 ran;ja, dobidemo

%%-=4§ cos8 u Fj,
to jest

di 1 . - |
T = Bﬁ(q cosw - C8 sin w )FB' (10.10)
S1lidan postupak demo primeniti i na tredu Jjednacinu u (2.1)
(D) =D gin wein i,

u cilju dobivanja

dev - |
F = n«%'cﬂﬂ v F, +«E%{c2 +pr)sin vF, -
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Dakle, sa promenljivim (10.1),

dw _ _ C
ok -52-: Fi + T(C ‘*‘J""I’nE T%—(q ginw + g cosw ),h(?-. o
el

K¥ajmad, izvod trenutka prolaza kroz perihel,-%%, nalazimo iz
Keplerove jednaline (l.6), koju piSemo u obkliku

&B(t""T)=‘T'*E“DSiHE' , __(\r" _,,E}ﬁ'-

Tzvod pomodéne velidine € dobivamo pomodu (10.7) i (10.8), a eks-
centridéne mnomalije B -~ recimo iz jednadine putanje

g°p = A= D cos E.
Jednostavnﬁati.radi,_&obiveni rezultat demo pisati u obliku

H= o Pyt P ¥, (10.12)
gde'je |

3 .
o = E?qr+:£‘3 ’ P"ra, s v g;_y(c +J‘*I’) g‘g(t T).

(10.13)
Take imemo pripremliiene 1 izvodé gvih gkalara iz (9.1). -
1l. EKako veé napomenuemo, preipostavili smo da je
a, = a;(C, D, §¢,w, i, T), i=1, 2, 3.

dakle, u poremedenom kretanju,

da 2a. aC aT
",sﬁ'l -_'F“:ti‘!‘ﬂia'fa

"Ako ovamo unesemo igzraze (10.7) - (10.13), izvode od a, demo grupi~
sati, po kampcnentama poremedéajne sile, u
gde &e biti

2 .
C s oa. o, C, 3&
Ui=ﬁ§ﬁl+dﬂl" -.am ’

Vs = %g'i + 'B%(EQ + 8° —'ﬁl [3 ﬁi ¥ —g—(eg +ﬁr)3a%i ? (11.2)

oa.

‘ﬂim ﬁ%(q coBl - Cs sin Ww )Ri - —E%'i"q gin W + {8 cos w 5-;1 ’

R: = coseec ilaai + 9&1

b | 383 ’ i = 1’ 2* 3_,_
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Indeks "i" nedemo medatl sa istom oznakom 2za ugaoc nagiba putanjske
ravni planete, u odnosu na ravan aklip#ik&. -

Diferenciranjem definicione jednaline opZteg vektorskog elemen-
ta (5.2), nalezimo

g:%—%l'ﬁ-b 2> T 4 3'C+alg+32%-g+a3%%.

{ako su nam sada ved poznati svi izvodi na desnoj sirani ove gedna-
Sine, to cdemo Je gruplsatl, po vektorima (9. 2), 1

Vrednosti skelara X, Y 1 72 su:
T = YTy + Y F, + Y3P5, (11.4)
Z = Zq9Fy + ZF5 + 253F4,
a onikh L, ¥; 1 2, (i =1, 2, 3) su:

=
-
H

sUg),

_ 1 2
Ec(al + sag) +-§(q?l + C

2

EVE), (1115)

P4
AV
i

1, .o .

¥4
)
#

Y, = -Ca; + =(-sU, + qU,),
2 —_
Y, = =88, + {q + 2C )az +*§{ns¥1 + qvg), {11.6)
| G, |
Yy = ~ra, + =( sW, + qﬁz);

H

CU,,

B2
ot
H

Time imamo, konalno, izved op3teg vektorskog clementa A izra-
Zen pomoéu poremedajne sile F i velilind a,, koje karakterifu uo-
Seni element XK. |



IV, SPECIFIEACIJA VERTORSKIH LLEMERATA

12. Pretpostavimo da smo se opredelili za neke odredjene funk-
cije a;, a, i &3 velilina C, D, §¢ ,ew , i, T. Ako pomodu njih i kom=-
ponenata F,, P, éifﬂ poremedajne gile F izrazimo, na napred navede-
ni nafin, igvod ¥, imademo podatak kako vektor A, formiran po (5.2),
varira sa vremenom. Jasno je da se uvek moZe odabrati 1 drugs troj-
ka by, by, 1 b3, pa pomodu ove formirati i drugi vektor B, i to ne-
zavismo od X. HMo%emo, dakle, formirati beskonadno mnogo raznih paro-
ve nezavignih vektora 4 i B, koji odredjuju planetsko kretanje, a u
sludaju poremedenog kretanja Jo8 i1 videti, po (1l1.3), kako oni vari-
raju sa vIremenon,

| Izvod<g¥; dat u (11.3), odredjen Jje svojim komponentama X, Y 1
Zy & ove su, prema (11.4), funkcije komponenata F,, F, i F, poreme-
daine sile F. Podi demo sa gledifta dinamike i postaviti zaehtev da
izved %%:ne zavigi od nekih komponenata poremedajne sile i dz nema
kxomponentu duZ nekog od vekiora X, y ili Z. To znadi da demo zahte-
vati anulirenje igvesnog breja velidine Xi, Y ili Zi* Time de mge 1§
diferencijalna Jednalina (11.3) uprostiti.

vbog toga je potrebno da ispitamo moguénesti ispunjavenjs uslo-
va za anuliranje velilina X.,, Y. 1 Z; (i = 1, 2, 3).

13. Keako je izradunavanje uslova za anuliranje pomenutih veli-
cina dosta dugo, mi éemo ga, da ne bismo prekidali lzlaganje, na o-
vom mestu izostaviti, ps navesti samo rezultatej racunanje je dato

u Dodatku,

Tako dolazimo do ovih uslova za anuliranje X;, Y, i Z.:

X1.=O=

o o8,

oa
20 =ﬁ;§2 = (3



12 =z 02
& o8 28, _ pBs _
EB = O:
?-t-wctgigﬁlz—-o R*etgwctgigﬁzﬁﬁ
=1 & - Do ’ 2 | ) '
.4 087 - 285y . oy
R, tg w + ctg i bcol C.(PL2 tg wetg 1 3"*-’2) O3
Yl = C’:'
o8 . oz 24 o 08 da .
Dmlvcﬁ.?:{}, ,-b-‘;l-l-uDgEE-U, Caw2+al O,
o8 08
sTH = aTc = V3
Yz - O*
o8 2@, . oa 2a |
’Sﬁl = 3—-; = ;ng - G, C ,-a"'a'l + &1 = 0, 3,2 - Oi
_ _ Y, = O:
By -~ ¢ wct'i-@-;a’-l-l—ti(ﬂ t*'w+ctg;139‘2)=0
1 E _ g S0 o & Ste ’
. e a8 -+ . 4 285y .
Ry tgw + ctg 1 2-;1 C(R2 tew ctig iﬁME) = 0,
. . s OB,y _ o
B(ﬁz cogw -~ ginw ctg 1 ,3-;2.) By = O;
% = O
28, _ 98, _ 284
35° = 5w” st = O3
32 = %
%%'”% “’-%%3:01 0%34-33-0;
23 = 0:

C(R3 sinw + cksw cig 1%3) + I}al =-_O,

R_casw-sinwctg.ié&. | |

(13.2)

(13.3)

(13.4)

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.9)
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aye ove uslove deme ogtaviti u ovom obliku, ma da se nelke par-
cijalne jednaline mogu elementarno integraliti. |

14. Ake sad sa ovog gledilta posmatramo vektore T i D, vidi-
mo, preme (10.4) i (10.5),ﬁﬁa-§gne zavisli od Fl i nema kompcnentu
du? wvektora X. Medautim,=3ftzaviei od Fl, F2 i P3 i ima sve tri kom-
poriente u trijedru X, ¥, 2. Vektor ¢, naveden u (8.2), ima i=tu o-
sobinu kac i vektor T, a{:”“ﬁ] kao B. Isto je i sa vektorime uvede-—
nim u (8.3). ¥edjutim, oba vektora a i'E, vvedena u (8.,1), imaju o=~

aobinu kae vektor T,

Se istog glediéta mogu se posmatrati i astronomskl elementl iz

ass 4 ~
(3.1). Iz (10.9) i (10.10) vidi se da g¢' 1 13¥ zevise samo od F,; iz

(10.7) lﬁl&ﬁi daqaf~zavisl samo od Feg.medjutim, prema (10.8) i (10.
'12)"3?' 'Ef eu funkeije od F Fy i FE' Najkomplikovanije Je ga'Ef
prema (10.11) ovaj izvod zavisi i od F Fqs iod FE' i od Fj.

15. 0d dosad posmatranih vektora najjednastavniji je T: njegov
izvod ne zavigi od Fyod nema komponentu duf vektora X. Poéi Semo sad
obrnutim putem: po¥avii od (11.3) i (11.4), potraZidemo vektor X u

koga je

X, = ¥y = Zq =_o. | X, = 0, X3 = 0. (15.1)

1
Bide, dsakle, |
X =0, Y=Y,y YqPq, 2= 2585 + I3F3,

pa je -
55 = (YoF, + Y3F3')‘:E + (Z,F5 + 33F3)"£.

Izvod takvog vektora, dakle, ne zavisi od Fl i nema komponentu duZ
vektora X; isto keo vektor T.

.....

prvi i drugi uslov za Il O u (13 1), dobléema 28 8,

o8& va 2a
ﬂ2=r2zw2=ol

pe onda tredi uslov u (13,1) daje a, = 0. Sa ak'= a, = 0 zadovolje~
ni su na¥i uslovi X, = 12 = X3 =0 iy, =0, & osim toga je JoE, pre-
ma (13,.6), 1 ¥, = 0.

Ostao nam je jo¥ uslov Z, = O. On nam, prema (13.7), daje
2, = 85(C, 62, 1).
I tako je, premz (5.2),
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L= a3(ﬂi§1 , 1)C, (15.2)
a za njegov izvod dobiwamo
dk - . g -
7 = 13837 + (L7, + I3F3)%. (15.3)

Sta de biti YB’:EE i 23 -~ zpavigi od 8. Mofemo ih izracunati po op-
tem postupku (11.6) i (11.7), no u nafem konkretnom slucaju brze Ce
iéi neposredno iz (15.2):

dEk _ da, ac
IE =33 C t 83 7% ¢

UzevE®i u obzir (10.3) i (10.4), dobiéemo

% = :---- aBrFBEF + (C -%%3 + a3rF2)"r2‘,

2y = aB(C, 3, 1).

(15.4)

Teko smo do¥li do najopstijeg vektora A (15,2) koji, 8to se izvoda
tide, ima istu osobinu kao 1 vektor T.

16. Pitanje Je sad: mo¥emo 1i za &, izabrav3i zgodno &, = aB(C,
$L, i), dobiti neSto jo¥ prostije nego Zto je T? Iz (15.,3) i (13.6)
se vidi da se komponenta du¥ vektora ¥ ne moZe anulirati, jer bl za
to trebalo uzeti da Jje 1 8y = O. 1z istog razloga Se ne moze ukloni-
$i ni Slan koji sadrZi Fy. Ostaje; dakle, jedino da se pokula da u-
kloni komponenta du? vektora 2, tj. da se uzme, ako je mogude,

da., |, _
. C HEB + aBr F2 = Q.
To, na osnovi (10.7), gnadi |
da ac _ - k
C HfB % ﬂ3*3¥ = 0, dzkle a3 = 7oy
cde je k konstanta koja se tokom kretanje (vremena) ne menja. Prema

tome Jje

X=-5T.
No ovaj vektor ima stalan intenzitet (k), pa daje svega dva nezaviw
ana skalarna elementa, Ni¥ta nedemo izgubiti u opStosti ako uzmemo de
je k = 1, 1. |

T=5CT =% ' (16.1)

Iz (15.4) igzlagzi onda | -

o o

1]

}
)
w”@i

n

Kako Jje
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W=z Fy T, (16.3)
dobidemo konadno o S | n
%—% = [‘ﬁ z! . (16.4)

Tako smo u (16,1) do8li, istina, do jednog specijalnog vektor
skog elementa Z, koji ne zaviei ni od Fy, ni od F, i ima samo kom-
ponentu du¥ vektora y, no koji daje samo dva nezavisna skalarna ele-
menta, po¥to je on jedinidni vektor. Dakle, nelto prostije od vekto~-
ra T sa tog gledifta ne mo¥e se postidi. - Iz (2.3) se vidi da vek-
tor 2 odrediuje skalarne elemente S0 1 i. |

17. Na osnovi izloZenoga, vektor Z specifikovedemo tako %o be-
mo uzeti ¥ = T. Prema (2.3) 1 (2.5). vekitor T odredjuje tri skalar-
na elementa: $¢ , i, p3 u (10.9), (10.10) 1 {10.7) dato Jje kako oni
variraju se vremenom, IzabravEi 2 = {, ostaje da se izabere i drugi
vektor

B = b0 + b4 + byl,
koji bi trebalo da odredi preostala tri elementa w4, &, T.

Keko, prema (10.11),=%%’zavisi od sve tri komponenie poreme-

éajne sgile, to 1 vektor B mora zavigiti od sve te itri komponente.
Pakav vektor postojis na primer, vektor G u (8.3). Medjutim, prema
(2.4), (10.8) i (10.12), e (odnosno B} 1 T ne zavise od FB' Ponji-
ma, mogao bi se specifikovati vektor B tako da ne sadrZi komponen-
tu Fj, all zbog «w ne mo¥e. Ma kako, dakle, izabrali vektor B neza-
vigan od Fqy pgmdéu;njega e se, eventualno, modi odrediti %%ri %%,
ali nefe moéi ¥ .



V. ODREDJIVANJE KRETANJA
POROCT SEDAY SKALARNIN BLEMELATA

18. Vektor G u (8.3) Je nezavisan od T; stoga T i G odredjuju
kretanje. Par T 1 D svakako je prostiji od para T i U, 2li je zbog
(€ U) = 0 potrebne, pored jednafina (1C.4) i (10.5), jo¥ i jednali-
na {10.12). Uostalom, ni jedmacina (1C.5) nije tako prosia, ma da
je prostija od jednacine za-gg. Polazedi sa naSeg gledilta uproséa-
vanja vektora B, nije vaZno pitanje da 1i &e on padriavati T (keo @)
ili ne (kso D), veé da mora, zbog W, sadrfovati i Fis 1F,, 1 F3, |
a uproidavanje bi trebalo, s obzirom nz e i T, da se sastoji u tome
da ne gadrzi FB. |

Izlagzak iz ove tefkode mogué je samo na jedan nain: da se¢ u-
zao w u raval putanje rastavi u dva ugla:

tako da se mesto jedne jednacdine (10.11) dobiju dve:

g‘%’l o - %‘-ﬁbﬁ(q sinw + Cs coB w )3‘3, (13.2)
dwx _ | C _ 8 2 X3 3 0
E‘EE = - 1313 Fl + E(ﬁ + @ 1‘;?2. i%.3)

Time se, istina, mesfo jednog clementa w uvode dva, w 1 1wy, i
mesto jedne jednaline (10.11) dobivaju dve, (18.2) i (18.3), ali
prva sadrzi samo Fj, a drugea samo Fy 1 Pse Stoga oy spada u grupu
ukojui §31 i, @ @, uonuu kojue i T, Izvod %% (odnosﬁg,%%gf
zavigl semo od F,. |

Ead se operife msa vektorima € i U, dve vektorske jednaline (10.
.4) i (10.5) daju ¥est skalarnih jednaline ze izvode Zest skalarnih
velidina: Cis Coo 03; Dy Do Dj, tj. komponenata vektora C i D; uz
to jo¥ dolazi 1 jednacine (10.12) za skalar T. Ukupno je, dakle, po-=
stavljeno sedam skalarnih jednadine 2za sedam skalara. Sta de se po-
sle, 1 kako, izradunavati iz njih za prektidne potrebe astronomije,
to je drugo pitanje. Istl je sluda] i kad se radi s& vektorims (8.1)
i (8.2).

Isto u osnovi radimo I mi rastavljejuéi w u w, i W, : ope~
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rifemo s& gedam skalsrnih clemenatas Samo, mi smoe do njik doeli dr-
Yedi se izvesnog principa: birali smo ih tako da se vide utlcaji po-
jedinih komponenata Fq¢ F, 1 Fq poremeéajne sile T.

19. Polazedi sa saavim druzog gledista, razlcﬁie je ergument

latitude perihela u dve sabirka i K. KeSanin 713/, stevivEi

]

w o= W + ) A %%C= ( %glg )3 (1%.1)

¥ se meri od Svorhe linije preme apsidnoj liniji u istom smetu u
kome i w, & u podetnom trenutku mo¥e se A uzeti proizvoljno. Pomo-
cu ugla A, u /11/ je definisan trijedar medju sobom ortogonalnih je=-
dini¢nih vektors ?,_ '{5 iz= % sa podetkom u sredistu (0) Suuca, ko-
3i zadovoljaveju diferencijalne jednaline

di  re= =7 - e
a%ﬂ[wu . 11=§,'l?,2",,

/rna koju smo 1 mi neifli u (16.4) za Zz/ i pokazano Je da se poreme-
deno kretanje moZfe razloZiti u dva: obrtanje ovog trijedra oko tacke

O (prenosnc kretanje) i kretanje u ravnl 0¥y (relatiwmo kretanje).

Havan D§77 je upravna na %, pa sadrZi vektore T i 7.

PotraZimo vezu'izmadju ovog razleganja (19.1) i naSeg razlaga-
nja (18.1), definisanog sa (18.2) i (18.3). U /11/ je pokazano da je
%%’proPQTEionalna koordinati F, (k2o i naSe %%i),-a %%‘je homogena
linearna funkcija komponenata Fl i?®, (kao naSe %%?). Stavim/1i

wl=w+"w“l, w2=7(+~xl,
bide ; i ,
~ X d a 7P a
Sy+A;=0 i g e=FEl-T+ T - fe - -
P{fma tome,:ggl je proporcionalno komponenti F3 (jer su takvi %%ﬁ i
%%5, a %%1 je homogena linearna funkcija od Fl i FE (jer su takvi

i%—%“Zi %):

)

do | d)t' | .
a‘%‘i = J\BFB, Frl = AP 4+ )\QFQ )

1z
e . | o I s =
wl + Xl= 0 iZl&zi \hlil + AZEE + ABFB—_ On-
Kako se Fy, F, i F3 moraju dati proizveljno, to znaci da Je

Prema tome su 361 i )(l konstante (tj. ne zavise od vremena ni u
poremedenom kretanju), tj. &, i, a isto tako i W - 1 X razliku-
ju s& samo gza aditivmnu konstantu.

Kako ove aditivne konstante nemeju nikekve vaZnosti, jer se mo—
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Ze u pocetnonm trenutku X uzeti proizvoljno, to moZemo redi da su
w, i B, a isto tako w, 1 X, igte velidine, samo ¥to se do njih
do%lo polazedi sa dva razna gledidte: do « i X razlaZudi kretanje
u dva prostija; do w, 1 w, uklanjanjem nekih od komponenata po-
remedajne sile.

20. Narawvno, getronomi de uvek traZiti da im se u krajnjoj li-
niji dadu St, to , i, @8, € 1 Ty bez obzira na {0 preko kaskvil ge po-
srednih velifina do njik d403lo, jer su im ovi elementi najpogedniji
ze njihove ciljeve. Kalkulstori e idi za tim da numericka izracuna-
vanja budu 5to prostija i da se izvrSe u Sto kradem vremenu; no, i¢
ravisi 1 od tehnidkih sredstava kojima ze rzfun raspolaZu, Hatemati-
cari teoretidari de ove elemente birati u zavisnosti - narawvnc, po-
srednej - od difereﬁcijalnih jednacina tih elemenata, iz kojih mogu
analizom iznaéi osobine nepéznatih funkeija.

Sa gledi¥ta kinematike, treba komplikovano kretanje razloziti
u vife prostijih, pa se ondas elementi moraju birati tako dea omogude
to razlaganje 1 da se na taj naéin dobije uvid u mehanizam pojave.
Sa gledi¥ta dinemike, treba videti kako izvesne komponente poreme-
¢ajne eile uticu na geometriske i kinematidke elemente kretenja i,
obrnute, usled koje komponente se neki od ovih elemenata u poreme-
éenom kretanju menja. _

Mi smo u ovom radu poSli sa gledilta dinamike, rastavljejuéi
poremedajnu silu u tri komponente: jednu, upravnu na ravan putanje;
drugu, duz radijusvektora planete; iredu, upravnu na ove dve. 3#ilo
je razloga da se ba¥ za ove tri opredelimo, Prva od njih, FBE, i sa-
mo ons, menjz raven putanje; druga,'Fli} ima isti pravec kao i pri-
vliacna sils Sunca; treéa, F2§} ga prve dve ¢ini ortogonalni trijedar,
u kome je rafunanje lak#e nego 1li u kosougzlom.

TraZzedl elemente, vektorske i skalsrne, koji zavise od Sto me-
njeg broja komponenata. poremedajne sile, do3li smo do sedam skalar-
nih elemenata, i to bad istih do kojih se doflo i sa glediSta kine-
matike, kad ase poremedeno kretanje rastavljalo u dva prostijs -~ pre-~
nosno i relativno., U tim zajednidkim elementima su se sloZilz oba
gledidta: kinematike i dinamike,



| DODATAK
Tzvodjenje uslovnih jednacinea (13.1) -~ (13.9)

Jednactine (13.1) = {(13.9) pretstavljaju, kako rekosmo, uslove
pod kojima de se anulirati funkeije S, (5 =X, ¥, % 1 = 1, 2, 3).
Ove veliline zavise od kerakieristiénih Tunkcija &, uocenog vekitore
skog elementa X, njkhovih parcijalnih izveda po elementima (9.1) i
vremena; ono se implicitno sedrZi ur, B8 i q.

Da bismo videli kada se 5; mogu da anuliraju za sveko t, pome-
nute tri funkcije vremena, r, s i q, izrazidemo pomedu Jjedne jedine,
ekascentridne anomalije E, Tada de se na¥ zadatak svesti na nalaZenje
uslove anuliranja 5; za svako E. U tu svrhu demo iskoristiti poznate
jednadine

r =E'2(Ju- D cos E).._ 8 = DS_lsin E, q =D E’"E(J.\cca E - D).(1)

Noe prema (11.2) i (10.13), pojavide se u 3; i Slanovi ga mnofite-
ljem t - T. Da i njega izrazimo pomodu eksceniricne anomalije, po=-
slufidemo se Keplerovom jednalinom, odakle nalazimo da Je

f « T = éE“EEftS'-1=E - 8), (2)

Unesemo 1i, dakle, .jednaine (1) i (2) u (1l.2.) i (11.5) - (11.7),
velidine 54 modti demo dz svedemo ne oblik

| Si_ = é{lf(sm 5, cos B) + kK E} . (3)

™u de P da bude polinom po nagnacenim argumentima; njegovi koeflici-
jenti su funkcije od a, i parcijalnih izvods. Takva je i velidina k.
R je oblika klr ili kgrz, pa nede uticati na snuliranje celog izra-
za (3). Sto se tide promenljive K, nju smo definisell, keko se iz (3)
vidi, na taj nadin da nam kN pretstevlje skup svih funkcija u odgo=-
varajuéem S; koje se, zbog (2), neposredno mno¥e ekscentridnom ano-
malijom, & ne nekom njenom goniometriskom funkcijom. Zeto dfemo za-
kljuditi, kada na pomenuti nedin formiramo N za svako S, d& je
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q%l-t—ﬂs?ﬁﬁ zaxlixe,

q %_,_,2 ' 28 Y, i Yo,
R = (4)
o2& - .
,B-T-B e Zl 3 212,
. O H o z& X3y Y3 i Z5.

Ovde nismo imali potrebe za izraZavanjem s i q pomodu eksceniridéne
anomalije; dovoljno nem je bilo da znamo da se N, oblike (4) v po-
jedinim sludajevima, mnoZi sa E.

Kada smo oveko, jednalinom (3), odredili opSii oblik na koji
se mo%e svesti svako S,, moZemo pristupiti nalaZenju uslova za nji-
hovo anuliranje. | |

i uslovi su, ofigledno, oni koji dovede do anuliranja kako
polinom P, tako i velidinu N, za proizvoljnu vrednost ekacentricne
anomalije. Kako N zavisi samo od prisustvae parcijalnih izvoda po T

s nekim s.. to odmah mo¥emo, prema (4), ispisati sledede zakljudke:

i
Xl' KE, Y, i I, mogu se anulirati samo ako Je 2;: afg%e = 0,
2 18, " v moomoom 283 .0, (5)
XB, YB i Z3 #wo.ooo" ﬁ bez obzira nﬂuggia i=1,2,3.
Ovi usla;i su navedeni u odgovarajudim jednadinama (13.1) - (13.9).

Ako, dakle, Zelimo da nam neko 51 bude identicki jednako nuli,
uslovi (5) moraju biti ispunjeni. No, oni su, kako veé napomenusmo,
samo potrebni, ali ne i dovoljni. |

7ato sada obratimo paZnju na polinom P u (3). Preipostevijaju-
éi da su odgovarajudi uslovi iz (5) zadevoljeni, a zadrZavajudi joS
promenljive r, s i gq, pomenuti polinom se, u sludajevima 8y =0 1
53 = O, gvodi na

2 2 2

Fr™ + Gs~ + Hq~ + Isr +%i$q + Ks ¢+ Lg = 0O, (6)

& u sluCsjevima S, = 0, na

2 2
+ Gy87 + Ilsr} + q(FQr

o |
_+ F3r2 + 638‘ + qu2 + Jd,8Q0 = 0. (7)

2

2
+ st_

s(F,r + I,8r) +
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Velicine oznzacene velikim slovime su funkcije od a; i parcijelnihk
izvoda, iguzey po T.

Polinomi po r2, 32, ees u (6) i (7) svode se, primenom jedna-

¢ina (1), na

uﬁ + ul gin ¥ + ?2 coeg E 4 u3 sin K cos E +

+ U, sin2 E + uS,cssz E = 0. (8)
Koeficijent: U (3 = 0, 1, oss 4 5) Bu funkcije od #, ... , Fiy ees

.+e 5 dakle: od &, 1 parcijalnih izvoda. Yrems tome, S; = O bide

identicki zadovoljeno za svako t kada su ispunjeni uslovi (5) i ka-
da odgovarsjude jednacdine (8) predju u identicénosti. A to de za sva-
ko E (dakle, za svako t) biti kada je

U, = = U, = = Ug, u1=u2=u3=0. (9)

Tako smo u (5) 1 (9) doSli d¢o potrebnih i dovolinih uslova za
amaliranje svake funkcije S;. Uvedemo 1i jednaline (1) u onu (B),
uslovi (9) se syode na

| JuzF + D°€%: + D% - D& %L = O,

(0% + @%)F + D2(D° + w¥)H ~ D EZL =

I-mJ =0, ' (10)

'rI-D‘2J+£2K=O,

2F + 2D°H - €°L = 0.
Ostavljajudi pe strani mogudnesti njihovih redukovanja, primetimo
samo dz isto vafi, mutetis mutandis, i u slucajevima (7).
Tako, na primer, jednacina X, = 0y prema (11.5), glasi:

e | a -
Crayr + Ulq + C UEE = 0,

Unegemo 1i ovameo, iz (11.2), izragze za Uy i Uy - vodedi racuna o (5)
- prethodnsa jedﬂaéina prelazi u

2 3 3&. 2 ©oa oa
L:D&ZZ" + C ‘b S -ﬁ-lq +C(D l-GWZ)Eq

To znaci da je u ovom sludaju, prema (6),
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~3y 28 a8, _ ~ 08
G=bD-5'E‘2, J#G(D;wl Cﬁz),
Ha-%-il, K =1 =0,

Udjemo 1i sa ovim u (10), dobidemo uslove (13.1), gde smo dodali
i odgovarajude iz (5). lstim postupkom smo izveli i jednsdéine (13.

«-2) - (13l9)-

Koristim i ovu priliku da izrazim svoju duboku gahvalnaSt
profesoru R, Kafaninu, koji mi je, tokom izrade ovog rada, dac
niz korisnih savete i sugestija.

Isto tako, trajnu zahvalnost dugujem profesorima V. V., Hi-
Xkovidu i T, P. Andjelidu na pomoéi koju su mi pruzili dokom

radsa.

R T X
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