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["her cinen Satz vom Vijayaraghavan.
Von

J. Karamata in Beograd.

-

Bei den Beweisen der Sitze von Tauberschem Charakter, wegen
ihrer Vereinfachung, spielt eine wichtige Rolle der folgende Satz von
H. T. Vijayaraghavan'):

Satz 1. Ser fir) = N u v’ konvergent flir r -2 1 und

=1

fir) =011, bet r—1:

/

tf
aus Nu, > — M, fiir alle n << ¢ <<3n und n=1,2,5,..., folgt

N

!‘Ir
Du =01, bet n— .
=} '

:

Da dieser Satz auch an und fiir sich emn gewisses Interesse darbietet,
gebe ich hier einen einfachen Beweis desselben, indem ich ihn zugleich
folgendermalien verallgemeinere:

Satz 2. Sei A1) eine Funktion wvon beschrdnkier Schrwankung in
jedem Infervall (0, T, und existiere das Integral

(1) Iisi— f&”d{ﬂ{i}} fiir jedes s =10
aus {l

(2) Iis) —O(l), bet 3— 0,

und

(3] A(z) — Aixy > —wiiy, fir jedes a >0 und <t <xi, i1,
folgt
(4) oAt — 001y, bed xoe o

g Ijﬂl} Téifijaf araghavan, A Tanberian theorem, Journal London Math, Soc. 1 (1926),
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Beweis. Ich betrachte dic Funktion

. L o, 2
gl =—{l—ale’ —ac

dann ist @0+ —1, ¢z, zunehmend fur O <2 ¢ und abnehmend fur

FAE A i o SN
Welter 15t, wenn
=y Jisi—{1+a Ilsi—al(ls)

o -
und @ -= - gesetat wird,

ol

Jigy —Aix)= _f{mfst} — 1 d A} - Jep{stid{dit])
o
L A

- 2 flqﬂstl -—l}d{*i il_, ) J: q-['_ng.{i-{A*i:t:]},

= e r=Ii1 I«

und nach dem zweiten Mittelwertsatz

Jig) — Alz) = T‘ {q:'l:ﬂ:.i“l—l}lfllmf | —A{&1}
+ No(ei){A(s) — Az

Wi

1lf‘x

T2 £y < .: llr-_U:-'_"]-r__;—"}:

so dall nach (3)

- " . - - - . . Al
Jigi - Alx) = —H'{:,-{ji_ S fpled) —1) - Moler'} .

Algo wird

) : “ .'rcf\' H ; 0
(G) Arzy < J. J:J dow(A) Miw, £),
WO
M, iy— X (1—ex" {ae™ — 1 Yt (1l e —ad
" l'——'--:,l;x r=1

-lgli—ﬂ und a == 1.

Da wegen (2] und (5]
J(gi=0(1), be s — {1,

ist, so folgt aus {6, dab

(7 Al = O{1), ber x—x.
Wird nun an Stelle vou ¢(z) die folgende Funktion
Iy ) ﬂ_'é‘].l'_ E,:.L' -H
glr)=———71 7 a > 1,

genommen, so liefern ahnliche Betrachtungen, dal

[ 2) Af{z*=071), bel x-»00.

wo a1, undseize lg, = —o= 0.

A
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Denn, witd Jgza =1« gesetzt, =0 18t G071, §j L@ abuehmend
swisehen (0 und &, dann zunehmend und negativ,

-

Wird weiter @ -= und
F . 1
gy Jlg; = n;—-lI 2§ = __--—-ll{s]
gesetzt, 80 wird
Az —d(s Ffu —gisthalAny — J —g{strd{dity]
T
0 ! - AL |
— v [ (—g(st}afdin) X [ --gstrd{A{t}
y= oz xr V1 p=i1 gl
f . a g -
— M { —g e p{dixa) — A(E]}
+ X {—glai ) {AlE) — Alx i)
¥=0
> e[ 3 (- glein) — Ig(ei)],
Y= — & =]
wu -
pi TP E < a y—0, —1,—2,... und wi < E g7, v=01,2...
Al=o 15t
{10 Alx) = d | T o AT M (i, A
WO
f-r_ . ] ” 0 . R o Qi__.r,. __.‘,"
.-1 ‘ﬂ[':_, ..lf..._.' == !'] —1 LP:E'_‘D:["]- — I'r'I ||\ —!—ﬂ -_if,"_l_li'l.jl'_r’u- .] '_ﬂ-!? : )J}

¢ =lg2a und a1,

Wegen (2) und (9) folgb nun (8) aus (10), und aus {8} und (7} de
Behauptung (4.

Zum Schlul sel noch folgendes bemerks:
Erstens, daB der vorstchende Beweis fast ungeindert verwendet werden

kann, um den foigenden allgernelneren Safz zu heweigen:

Satz 3. Ser A(3) von beschrinkter Sehwankung in jedem Intervall
{0, T, und exisizere das Integral

I(s) ﬁuféﬂd{‘fl(i)} fir jedes ¢ =0,
set ferner g(x) steltg und posthiv tn (0, oc) und
g(2z) = 0{g(x)}, be =z — ov;

(11) ' 1{8)20{9@)}3 bei s— 0,
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und

12) A(t)—dix) = —w(iiglx), fir jedes x>0 und 2<i<ai, i>1,
folgl danr

{13] Alz;=0{g(z);, ber z— .Y

Zwertens dall dasselbe Prinzip, indem man die Funktionen @) und
¢{x) durch passend gewihlte Polynome von &~ ersetzt, auch dazu ver-
wendet werden kann, um die Tauberschen Siitze (besonders Satz A, & ;33,
meiner unter *) zitierten Arbeit + direkt zu beweisen, wie ich es unlangst
m einer ganz allgemeinen Form gezeigt habe),

Beograd, den 25. Februar 1931.

‘) Wirde in diesem Satze statt 18) nur verlangt, daB A(x) > Ofgla)) wird,
80 verliert er fir zu schnell wachsende Funktionen giz) {z. B. wenn g{x) ~ 27,
g 7=} } seinen Sinn, da in diesem Falle A(x)> Ofglx)} schon aus 1127 folgt, wie ich
€5 in meiner Arbeit: J. Karamata, Neuer Beweis und Yerallgemeincirong der Tuuber-
schen Bitze, welche dic Laplaceschen Stieltjesschen Transformationen betrefien, Jour-
nal fiir die reine 1. angewandte Math. 184 {19313, 8.36 gezeigt habe.

Zugleich sei bemerkt, daB der Satz 3 den auf 8. 36 meiner eben ziticrten Arbcit
angefiihrten Hilfseatz enthilt, wodurch die Beweise dieser Arbeit otwas verkiirzt
weriden, und in welchem Falle die Bewcisanordnung diejenige des Herrn Vijayaraghavan
wire, welche er (siehe loc. eit. 1)) fiir Potenzreihen verwendet hat.

7 J. Karamata, Sur le rapport enire les convergences d'une suite de fonctions
et. de Jeurs moments, ot son application & Pinversion des procédéa de sommabilite,
“tudia Methematica 3 (19310, S, 6% 76, Lwdw.

{Eingegangen am 2% Febraar 1931.)

Printed in Germmany.
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