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0. L’inégalité de Hlawka
(H) @y +ay| +]a5 + a] +ay + a3 | <|ay [ + @] + |ay| + |a; + a, + a3

(a;, a,, a; éléments d’un espace préhilbertien, |a| demi norme de a) a été
généralisée en 1963 dans [1] par I'inégalité

(A) » |a,+a,|<(n-—2)lil[a‘|+iia, (=34, ...

I<i<jgn [

Aprés, D. Z, Dokovit [2] a généralisé le dernier résultat par I'inégalité

n—2\ 2 n—2\| Z
D) S tatera <) Slal+((T0)) e
tip<- - o <k k—1 o ] k—2 iml

(1<k<n—1; n=3,4,...).

Les résultats (A) et (D) sont aussi valables dans tout espace préhilbertien.
On a établi en 1964 dans [3] que si Iinégalité (D) avec n=3, k=2
(c’est-a~dire I'inégalité (H)) n’est pas valable dans tout lespace demi normé
considéré, alors il en est ainsi de (D) pour tout n>3 et pour tout 2<<k<n.

Un des résultats de [4] (1968) peut étre €noncé comme il suit:

(V) Soit f une fonction réelle convexe du troisiéme ordre (pour la définition
voir [5]) dans Ulintervalle [0, a) (a>0) et soit &,€[0, a) (i=1, ..., n) et

> a4;€[0, a). Alors

i=1

s> faray+(" ) r0<e-d Sr@+s(3a) >3

lssi<jsin iml iex]

Les résultats (A) et (V) contiennent les inégalités 3 peu prés de méme
forme, mais les conditions sous lesquelles ces inégalités sont valables sont
incomparables (on peut dire méme: disparates). En outre, le résultat (A) et le
résultat (D) plus général sont déduits des identités correspondantes, et cela
pour tout n et k, tandis que (V) est démontré d’abord pour n=3 et étendu
ensuite, par induction mathématique, & tout n>3.
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108 P. M. Vasi¢ — D. D. Adamovi¢

Inspirés par tous les faits précédents, nous avons obtenu le théoréme
suivant de caractére assez général, lequel, entre autre, met en évidence (partiel-
lement au moins), la s:ructure logique et la connexion mutuelle des résultats
(H), (A), (D), [3], (V) et rend possible une démonstration de (D) différente
de celle exposée dans [2] et [1). 1l faut noter, cependant, que ce théoréme ne
contient pas (et ne fournit pas de moyen pour obtenir) les conditions
nécessaires et suffisantes pour que I'inégalité en question devienne égalité,
lesquelles sont formulées et démontrées pour chacun des cas (A), (D) et (V),
dans les travaux correspondants [2], [1] et [4], d’'une maniére particuliére.

1. Théoréme. Soient: D un demi groupe additif et commutatif a
Pélément neutre O, ECD un ensemble aux propriétés:

a) 0CE;

v=l

n m
8) (a,eE(i=1, ey /\Za,EE): S 6,EE (I<hi<+ - - <ip<n)
i=]

et G un groupe additif, commutatif et totalement ordomnné (le dernier signifie
que G est muni d’une relation d’ordre total < avec la propriété

(a, becGAa<d) > a+c<b+o).

Pour une fonction f: E—G désignons par (Cy ;) la condition

fmﬁ~~+wg+fzﬁw—0ﬂm

i <o s <iesn

Qthﬂa% Dfé%)

(a,EE(lgign), ‘i‘a,EE).

Alors les deux implications suivantes sont valables:

) ' (Cs2) > (Cap) 2sk<n—1; n23),

2) ™ non(Cy,) = non(Cyyp) 2<k<n—1; n>3).
Autrement dit, toutes les conditions

&) (Ca)  (@<k<m n23)

sont remplies si et seulement si une quelconque d'entr’elles est remplie; ou bien:
chacune des conditions (3) est équivalente @ toute autre de ces conditions.

Avant de passer & la démonstration, notons que I’on peut considérer
I'implication (1) comme [’énoncé du fait que la ,,solution générale* du ,,systéme
infini d’inégalités fonctionnelles* (3) est donnée (déterminée) par Pinégalité
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(G;,y), dans le sens que la fonction f (:E—G) est une solution du systéme (3)
si et seulement si f satisfait 4 (C;,).

Démonstration. On peut supposer que
f(0)=0.

En effet, supposons que I'on ait déja démontré le théoréme sous I’hypo-
thése (4) et appliquons-le & la fonction f(x)—f(0). Etant donné que
. Pinégalité dans (C, ;) devient alors

@

fa, +

<lksn

() grr (5L (o

: +af,,)—( ,’:)f(m

gh<- -

et que l'on a

(-G

n
k

(

et

m—mm—n

N -1y,

i)
(%)

il en résulte immédiatement le cas général du théordme.

Supposons donc, sous ’hypothése (4), la condition (C,,;) remplie. Avant
de démontrer, par induction, que P'on a alors (3), nous allons prouver, de la
méme maniére, les cas particuliers suivants: (C,,) (#>3) et (Cpq-)) (n223),

c’est-a-dire que I'on a

%) S f@+a)<(n—2) S fa)+( 3 a«)
Ii<j<<n el i1
(a,EE (i=1,...,mn), ia,EE; n>3)
et =
© L, et e, )< gf(ac)+(n—2)f(h2' a,)

(a‘EE G=1,...

), D aE€E; n>3

st n=3)
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Pour n=3 chacune des assertion (5) et (6) se réduit & (C,,) et est donc
vraie, selon I’hypothése. Supposons la proposition (5) vraie pour un nombre
naturel n(=>3) et soit

n+1
) aq€E (i=1,...,n+1), Za,EE.
i=1

En applicant (5) aux éléments

@®) a (i=1,...,n—1), ag+a,,,
on obtient
n-1
) z flag+a) + Z f(ag+an+an,y)
Igi<jgn—1 fmt

n—1 n+1
<—2) [,7-, F@)+f(an+ au+.)]+f( 5 a)

i=1

et en applicant (C;,) aux éléments a;, a, et a,,,, pour tout i=1,...,n—1
a part, on obtient

—f(@+ap+8y )< —f(a+a,)—f (@ + ay 1)
—'f(aﬂ +a1l+1) +f(ai) +f(a’t) +f(a1l+l) (i= 1’ LECIE | n_l),

ou bien, aprés addition,

(10) _"i‘ S(@+an +ap4y) < __"i: [f (@ +an) +f (s + p 1)l —(1—1) f (@5 + a11)

l=1

n-1
+ ,Zl S @)+ (n—1) [f(ay) +f(@nt))]
L’addition des inégalités (9) et (10) donne

n—1
S f@+a)+ 3 [f(@+ap) +1 @+ D1+ S @ntGas)

1< i<j<n—1 =1

<(—1) ["E'f(a,) +f(ay) +f(a,.+,)] +f("§ «),

[EY i=1
c’est-3-dire

f@+a)<in+ -2 r@y+1(S

+1
ai),
I<i<ientl =1 S

ce qui achéve la démonstration inductive de (5).



Sur un systéme infini d’inégalités fonctionnelles 111

Supposons maintenant I’assertion (6) vraie pour n(>3) et que l'on ait
de nouveau (7). L’application de (6) aux éléments (8) donne

(11) f(nil a,)+f("—2a,+a,, +a,,.,_l)+ T +f(j§:a¢+an+a,.+.)

i=1 I=1

n--1 n+1
<3 s@)+f et ani) (-2 /(3 )
i=1 i=1

et I'application de (C,;,) aux éléments

n—1

Z a;, ay et Qi
i=1
conduit a

(12) 7(3 ) +f(iZl Ot Gt )+t + )

=l

</ (3 a)+s@+sand 11 (% a):

i=1

On obtient par addition de (11) et (12)

n+1 n+1
St +a) <3 f@ e+ D-27(3 a),
= o

Iy o - <l"<n+l

ce qui termine la démonstration inductive de (6).
L’assertion (C, ;) pour n=3 (et k=2, la seule possibilité pour k) est
vraie, d’aprés I’hypothése. Supposons (C, ;) vrai avec le premier indice variant

jusqu’au nombre naturel n(>3). En supposant (7), I’application de (C, ;) aux
éléments (8), avec 2<<k<n—1, donne (aprés multiplication par k—1)

(13) k—1) S f@ +- - +ay)
lsi‘<- . <1k<n-l
+(k—1) > Sflag + - +ay,_ +a,+ay,)
ls:Jl<- . ~<lk._|<n—l

<(k—-1) [(Z:f) [: f(a)+f(a,+ a,.+.)] + (::z) f (nil a«)} :

i=1

L’application de (6) aux k+ 1 éléments @, ... 8, Gn, Gny et laddition
de toutes ces inégalités donne

(14) —(k—1) > f@g+ .- +a,_ +ay+ay.)
Ih<-.-<i_ sn-1
+ > > flay + - +ay)
I§JI<- .-<lk_’€n—l i< o<} R
Jiveves /ke[ll, P Ik_l,n. n+1}

< > Ua)+- - +f(@, )]

Iiy<e o s <ik_lgn-l

+ (k - 1 ) Lf(aw) +/ @ns 1))
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En ajoutant (14) & (13), on obtient
(15) (k—1) > S+ - +ag)

Ih<o-o <It=§n—l

+ > > fla + - +a,);

1<h<»- -<lk_,sn—l <o '<j),--
FITRRERY A=3 UPRPRRY Sy Ay L3}

- n—1 —
<te-n (! ) S S+ (:_ :) Lf (@) +£ (1))

+ S f@)+ - +1 (@, )]

lshy<o . o<ty <n—1

+6e=1) (372 fanraned+ =0 (1) (S ai):

En ajoutant & (15) toutes les inégalités de méme type ol le rdle des
éléments a, et a,,, est joué par toutes les autres paires des éléments a,
(G=1,...,n+1), on obtient

(16) A3 St +ay)
I<ihp<. - -<Ik<u+l
’ nt ’ ".+l — n—2 .
<B/'S f@+C f(hzl a‘)+(k 1) (k_l) 2 Sera

on va donner les expressions pour 4,, B, et C,'.
On a, d’aprés (5) appliqué aux éléments a; (=1, ..., n+1),

a7 *k—1) (”‘2) S f@-+a)

k—1 Igicjgatl

<=0 (o= s+ - ;%) (3 a):

I=1 i=1

L’addition de (16) et (17) donne

n41 n+1
(18) Ay z f(all +oee +al,‘)<Bn Zf(at)"‘cnf( ai)'
i=1

|<l|<"'<'k€n+l i=

Ici on a:
An=(n;1)[(k—-l) (";l)+(k+1)(::i)]:("zl)
_+n k! (n——l) [(k_l)+(k+l)k]
2 m+Dn...n—k+2) \ k —k

=—;~(n—k+ 1) (k—n + 2K),
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(19) B,.=B,'+(k—1)(::f>(n_1)

=(n42- 1)[(::?)(1:-1) (n—l)+2(::1)+(k—l)(:::)] ;:—3
+¢-n¢:ﬁm—n

=(n-;-l)n __I___(n

—1
e — k__)[(k—l)(n-—k)+k+l]+( l)(k-—l)(n—-k)

.3_( - )[(n—k+1)(nk—n+2k-—2)+n(k+l)]

=_1.(":1) (—k+1) (k—n+ 2&)

2
=(::i)4,.,
(20)  Cu=Cy +(k—1) (Zj)

e[ ()
N CLTE IS

- n—-l) (n—k+1) (n—1)(nk—n-+2k)
(k——2 2(n—1)

=(::;)A,..

D’aprés (19), (20) et le fait que dans un groupe totalement ordonné

ma<mb = a<b (m nombre naturel),

P’inégalité (18) devient
) f@y+ - +a‘k)<((n+l) 2)"§f( a)+ ((n+1) z)f(nfa,)

1<i< <<l k =1 2 i=1
@2<ksn—1).

Tenant compte de (6), on a ainsi démontré la validité de (C, ) pour le
nombre n+1 au lieu de n, ce qui achéve la démonstration inductive de (3),
c'est-3-dire la démonstration de (1).

8 Publications de I'Institut Mathematique
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L’assertion (2) est évidemment équivalente & I’assertion que la validité
de (C,) pour un n (=3) et un k (2<<k<n) déterminés entraine (C;,). Or, il
suffit de poser dans l'inégalité (Cyp) @4=- - - =a, =0 pour qu'elle se réduise
a (Cs,), ce qu'on vérifie aisément (tenant compte de (4)).

Ainsi, notre théoréme est complétement démontré.
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