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1. Dans cet exposé, nous aurons hesoin de deux suites de nom-
bres, que N, NizLsex (1) a appelés coefficients de STIRLING de premiere

P 8 8
et seconds espéce, et les a désignes par C, et €, . I1 nsus semble,

par contre, qu'il est plus commode de faire une legére modificaticn
dans la notation de ces coefficients en considérant les denx suites de

nombres [ﬂ et {:,1} , qui leurs en sont rattacheés de ia maniére sul-

vants
n n—vy n H—Y
(1!1) [v] = C‘ﬂ, et {y} = ('S"y_]_]_ 7
puisque, par cetie notation, les formules deviennent pius symétriques,

Les deux suites de nombres [:"] at {:‘} sont alors définies com-

me coefficients des développements suivants :

(1,2) m(m+1)(m+2)...(m+n-n=2ﬂmm“, =0, n=0.1, 2,
V=0 L

1
(1) ar= S o) (@-2) . (v i D) H}.—..O,, n=0,1,2,3,..

=0
De ces relations 'on vérifie alors facilement, que les cocflicients

(1, 1) sont tous positifs, que les coefficients lﬂ satisfont alarelation

4y N. NIELEEH, Handbueh der Thegrie der Gammafunktion, Leipzig,
1906, Voir, en partieulier p. 66—71,
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-de récurrence E.:,] T M [ :] = [.“:]

(L) ﬁﬂg-f a ="t

v
ol

>

.. ﬂ! ‘H‘=0, 1’ 2-’ 3, * aE . [:} *“ .'h
_ | . v

et que les coefficients {:‘} ont 1a forme explicite suivante i: ']h{;:.

{f}=(;—?vzv' =1y’ [;) v, omy v=0, 1, 2, 3.

1={)

Les formules (1, 2) et (1, 8) ne-sont, d’autre part, que des cas

.particuliers des formules suivantes: ¢.py?
H % (1) oAl
{1, 5) i_f_!m{f(mg x)}-= sz) f=logx, *

; ot -¥={)
(4, 6) DL e = {1 e o) (=",

et il suffit d’y poser, d’une part f{f} = ¢~¥, d'autre part f({) = ¥, pour
les obtenir.

DI:?:E relations: {1, b) et (1, 6) l'on peut en déduire une auire paire
de relations, des quelles ressort encore mieux la réciprocité existante entre
ces coefficients ; -cos relations sont les suivantes :

=i
‘-ﬂn= L {:”'l B".’
alars ) ﬂ=0,_1,2,3,..., Ap=8q,
{1, 7 Br=(-1)" -1)r§"
(1, 7) 0" DDA

v =10

Tontes caes relations se trouvent-établies pour les coefficients C; et

Tt
€, dans le livre cité de NieLsew, et‘l'on y passe facilement aux coef-

Lficients IT:| at {T:} par les relations (1, 1).

-
L

- 2 Nous ‘dirons pour abréger gu’une fornetion f{«x), ou bien qu'une
»suite ‘A, , relatif & une décomposition donnée, soit CE

J@) = S ),
=0
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respectivement
o0
Aﬂ =‘Z'; lI':E.I-",J"il %

sont les génératrices des procédés de sommabilité définis par les expres—

s100s
: ST
— Fp ¢'1ﬂ (L) y -
f(:l;*; =0
respectivement

,I r o]
A E 8y Ay, n-e
"y =0

. . 1
Ainsi, par exemple les fonctions 1., ot €5 développées suivant’

les puissances de w, sont les génératrices des proecédés de sommabilité -
d’ABEL (A), et de BoreL (B). D’autre part, les suites de nombres n et

n n
27, relatives aux développements- —n=21 et~ 2n'= 2['{:) , sont:
V=1 vr.—1)

les génératrices des procédés de Cesiro (C) et d’Eurer (1), Plus géné--

ralement, la suite de nombres [ﬂ +:§_1J , relative & la décomposition:

i1 Zu [ﬂ+ﬂf:~gil],

etla suite de nombres (1+%)7 développés suivant-les puissances: de k.

c’est-a-dive, |
(b= ()

F = - S

sont les génératrices des procédés de Crsiro, respectivement d’EvLEr, .
d'ordre k, {C(k) et E(K)}.

De méme que toute suile sommable~C(k), est semmable-A, d'B'1

méme, toule suite sommable-E(k) est sommable-E, quelque soit le-
nombre &£ > (). D'autres amalogies existent:encore,.enlte les. prnﬁédéé:
C(4) et A d’une part, et les procédés E(k) et B de l'dutre.

D’autre part, en considérant l'inversion du procédé d’Apzr relative-
aux suites a termes positifs, on est.naterellement conduit au proeéds-
de CEesiro, ¢’est-a-dire: toule suite de nombres: positifs, sommable-AL
est sommable-C,

Or, en considérant: l'inversion relative aux suites & termes posi=
tifs du procédé de sommabilité. de Borer, on n’arrive pas au procédé:
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«d'LuLER, comme ons atiendrait, maispar une voie toute naturells on est
-conduit au procédé de sommabilité dont la suite génératrice est
iI' (k~n)

I'ik),

T_{ﬁ;;)“) k) E42) . (etnel) = Y m .

vy—10

, développée-sunivant les; puissances de %, c’est=a-dire,

|

7i . "
L.es nombres L, j étant: les coefficients de STIRLING mentionnés an

+début, nous-appellerons ce procédé le procédé de StirLing d'ordre k, {S(k)}
Nous verrons comment un ecaleul plutét formel nous conduit au
wproeédé S{k) ainsi défini,

3. Dans cet exposé nous asurons encore besoin d’une certaine
motion de croissance réguliére, 'que:j’ai -étudié antérieurement>(?); je
-mentionerai. ici les propriétés principales.

.Une fonction: continue v{x) est dite 4 croissance réguliere lorsque

+(3,1) rr{;;;f) — vers une himite délersninée pour foul w >0, z > oo,

Or, pour -que (3, lj ait lieu, il faut et il soffit que I'on ait
(3, 2) r(x) = xtL(x),
-OU
6y P ata o @, o o w>0;
ia fonction k(x), dite.a croissance lente a pour forme canonique

® e dl
L{x) = e(x)e""?

(3, 4)

avee cfx)—reOete(x) >0, 2 » o,

Or, -cetle croissance est celle qui correspond le mieux an procédé
-de sommalion d’AseL. En ce qui concerne le procédé de Bomer, e’ast
‘une croissance plus rapide qu'il faut lui faire correspondre. Nous la
-définirons d’une maniére analogue, en disant qu’une fonetion ‘continue
‘R{y) est & crofssance régulitre rapide, lorsque

‘R -
(3, 5) éﬁ;;w) > vers une himve-délerminde pour fout v, y - co.

(). Karamazs, ,Sur un mede ‘de croissance réguli¢re des fonctions®.
Mathematica, (Cluj) Vol. IV, p, 3953 {1980), et ,Sur un mode de croisance
reguliere. Théorémes. fondamentawx®, Bull. de la Soc. Metk, de France, vol, 61,
ip. 61 (1933), '
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Mais il est faefle d’éxprimer ces- fonctions par les fonetions ar
croissance réguliére 7(z), et d’en tirer les relations- analogues 4 (3, 2,~
3, 4).

I} suffit, en effet, d'y poser

(3, 6) R)s=r(e?), er=a et & =y,

pour voir que
R(y) = 1) = 6 L(e") = eA(y),.

avec la fonetion A(y) satisfaisami 4 la rélation

ﬂf{;t})f—r l, y—= oo, pour fowl v,
ayani, d'apres (3, 4), Ia forme canonique
-y
5 ety di
Ay)=Ce =
on Gy) > C = 0 et efy} >0 lorsque ¥y — .

Rappelons encore la propriéié suivante des fonctions a. croissancer
réguliére, qui peut du reste servir & les définir,
La fonction r(x) sera & croissance régulidre lorsque

1
rah) di — i, €T > W,
, 1{x): &

car, il en résulte

r{xt)
rix)

Or, un résultat analogue peut s'exprimer pour les- fonctions &
eroissanse réguliére rapide. 11 suffit, en effet, de se servir des traps-,
formations (8, 6), en pesant R(y)=0, y < 0; pour obtenir le résuitak
suivant: |

La fonction R(y) sera & ecroissance réguliére rapide, lorsque

> (#-!, -0, pour fout 0.

y(=) _
Riy—- 1) 4
. e . i
(= 4 Su Ry di > =, § > &,
car, 11 en résulte
Riy={t)

& 9 () |

if = oo, pour lout L
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4, Considérons a présent le théoréme connu de HARDY-LITTLEWOOD
qui, étendu aux fonctions & croissance réguliere, prend la forme

sulvanie :
TutoreME A, Soit p, une suile de mombres pomiifs, lels que la
gérie

o
x) = py 2? converge pour tout (x| <1,
-0
et gue la fonetion p{x) soit & erofssance réguliere lorsque & — 1, cest=a-
dire 5 i N
o [ —— — 1,
p(z) (‘1-3:] L[l-:ﬂ) ' ¥ =
alors
< 1 ,
Z Pe ™ Tla) n®~! L(n) , n - oo (3
V=0

On peut encore généraliser légérement ce theéoreme, en se sers
vant dua résultat suivant, de ma note {3);

TagortME A'. P, élani une suite de nombres positifs, de la relation
< 13 (1 .
v =10 t

1l résulfe

= vy - | o= 1

-~ A o — ~da e~ a ;
Z;E‘pg(ﬂ)e F{“}SB gife-tdinLin), n > o
V= 0

pour toute fonclion g(t) intégrable-R, et monoione au voisinage des points
oit elle devient infinie.

En posant dans ce théoréme g(f)=¢", k > 0, il en résulte que
{4, 1) entraine

7] ¥ .
2 WP o DEEE) o L{n), n—> .

I'iz)
=0 : 1
Cette relation, multipliée par 1—e » «»—, donne
n
3 T(a+k){ 1 }“’f*—‘ 1 ]
k o T P

ST {r+ WPrp—r*Pr}a’ e = (1—:1: L(=—] a1
=10

1
ayant posé e « = X,

¥ J, KapaMaTa, Sur certains ,Tauberian theorems® de MM, Harpy et
LirrLewoop, Mathematica, (Gluj), Yol 1lI, p. 33—48 (1930),



170 ) ] KARAMATA

En appliquant, enfin, & cetle derniére relation le théoréeme A,
’on obtient la généralisation mentionnée :

TatoreMe A, Soit Py une suite de mombres positifs tels que la
série

v
P(x) = 2 P’ comverge pour fout |2 < 1.

¥ =0

De la rélation
Pia) o (JE]“L( 4 J], e = 1.

3! résuliec

lorsque il existe, en oulre un nombre Lk > 0, tel que
(4, 2) (n+ AV Prpy—nPa = 0, n=2~0,1, 2, 3,...

ou bien, lorsque Pn est tel que

(4, 3) Pn-l—l"'Pﬂ.__}—_—"k%, n=12 8...
Ce théoréme généralise, en effet, le théoreme A, la suite

Pp= 2 ps , n’étant plus foreément monotone.
= -
5. En partant des 1lhéoremes précédents, un caleul presque for-

mel nous conduit aux théoremes analogues relatifs a la sommabilité-B,
ot & la place des sommes ordipaires se présentent les sommes de

SrRLING, mentionnées au debut,
Considérons pour cela la fonection

o
5, 1) qy) = > ;ﬁ, y,
V=1

les coefficients g élant supposes positifs et tels que la serie (b, 1

converge pour toufes les valeurs de .
Supposons, en outre, que {a fonction gfy) soit & croissanc Tegu~

liere rapide. c'est-a-dire, que
(5, 2) gy) o e A(y)=e L(e¥}, y > <.

Pour pouvoir appliquer les theoremes A & l'étude des séries (5, 1)
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3] est naturel d'y poser
P

1—=x

ot da développer la fonction ains! obtenue suivant les puissances de .
L'on obtient alors d’'une part,

oo

Q(:r)=4{lug(l _-—r ‘ Z' ‘lr—llﬂg 1_1_1; } -2t ELHI:

v=I[} =¥

5, 8) =2p12M H“=Zﬂ5ﬁ"

Swi’m_qh

p=0

FalH

=pu15qua, d’aprés (1 5),

- S

p="r

D'autre part, d'apres (5, 2), il s’ensuit que

Q‘i““”)“_‘Z%S"“F” [1lmJﬂL[1+-1-m)* il

En appliquant, done, a cette rélation le théoréme A", ilen résul-
-terait (que

i*snrnfz[::l'qr %)

p=0

ne-1L{n), n — o,

«i la suite —l-i S, satisfait & la condition (4,2) {ou (4, 3%,

Mais, d’aprés la formule de recarrence (1, 4) des coefficients [ ]

-'DI] a

1 +1
e SH—H ( 1 {Sn+1*ﬂ55}— “:'l_1

S - e el o

{4} voir de méme loc, eit, (1) p. 308,
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ce qui montre que la condition (4, 2) {pour .I;.=1} sera satisfaite toutes
les fois que ¢, = (.
Nous obtenons done le

TeoreMe B. Soit ¢, v=0, 1, 2, 3,..., une smte de nombres:
positifs, et tels que la série

' 1
Q(y) — E ;‘T‘Q’p L/ converge pour toul i
v==0 '

De la relation
(5, 4) 9y - eVifer), ¥y > o,
3l résulle alors

(5, 5) ﬂf—Sn— ,Z‘[ J

r=0

n““L(n) % > o0,

et snversement.

Dans la relation (5, b) se présente donec la somme de STRLING.

S(k) avec k=1. Mais, il est de méme trés facile d’obienir, du thécreme

B, 'expression asymptotique des sommes 3{%) avec k quelconque >> O

Il suffit, en effet, de poser dans (5, 4) Ly au lien de v, et de
considérer k"'g,- comme une suite gv. L’on obtient alors de (5, 5)

2 [ quk" Tia k} (n—1) I n=*L{n"), n—=> o,

r—{

En divisant, d’autre part, cette relation par
EE+1)(k+2).. (L-l—n-{l)wmm (rn-1)! n*, n -> @,
il en résuite _
l [}
, Sﬂ N = 1 4 Y
(5, 6) () MEF1}h+2) ... (E4+n-1) Z; L]q .

I'(%)
I'{ak)

.|'|.' -1 A
s (n ) Linh), no—= W,

On a done le

TutoreME B', Les hypothéses du théoréme B étant satisfailes, on
a de méme la relation (5, 6), pour tout k > 0.

Si Pon y pose, en particulier a=1 et L{z)=s, il en résulte le

Tugoreme B”. Toute suite 3, de nombres positfs sommable-B, est

de méme sommable-5(k) avee la méme somme, ¢est-a-dire de
L
e'?E'y'y”—}s, o o,

=10
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il résuite

n = XD,

Kk 1) (L—E—QJ Akt n— 1)2[ ‘S;- ¥ — s,

=10

quelque soit k& > 1),

6. Il v aurait done intérét 4 voir comment se comporte la som-
mabilité S(k) envers la sommabilité E(k). A ce sujet, nous allons mon~
trer que la sommabilité S(&) occupe, en quelque sorte, une place inter-
médigire entre la sommabilité E(k) et B; plus précisément

Tukosese C. On a
E(kye S(k)c B,

c'est-g-dive, toule suile sommable-E'L) est de méme soemmable-S(f), toute
suite sommable-S(k) est de méme sommable-B Utnverse n'ayant pas liew
en générdl,

Le fait que S(k)=B est évident et résulie des considérations pré=-.
eédentes, en particulier de la relation (5, 3).

Pour montrer, d'autre part, que E(%)c= S(k), posons

(6. 1) ki =(1-:;u:,n§ (:ﬂ) e, w=0,1,2 8...,

et supposons que la suite s, est sommable-E(k), c’est-a-dire, que

(6, 2} Ep, - s, n > oo,
Be {6, 1) il résulte
sn=(—)=0 > (~1 [‘:‘J (14LYE,, n=0,1,2,....
V=0

Eo eempizgant, done, cette valeur de s, dans la somme de S(1'),
c'est-a~dire danps

s 1 2
B i

K=}

I'on obtient
a1 oA+ WL K
69 s0=gp 3 [ (-

r=q

ou l'on a posée

¥o(r) = 2{x+1) (@42} ... (z-}n—1).
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Puisque, quelque soit k&', Up(E') > oo avee #n et
1—!-;‘ 1 |V} kr
t}r,.,(,h,) ( ] L ("E)zi’
y=0

il s'ensuit, des résultats généraux de Toeprrrz (5} et de (G, 3)" que
Salk’) = 8, m — oo, pour toute suiie E. satisfaisant a (6, 2), lorsque

6o ZPETY ol

V==(

=) {T'n(k')}, o~ O,

Done, en posant k' = k, pour qu'une suite s, sommable-E(k) soit
sommable-S(k), il faut et il suffit que

(6, 5) 2(’1+f»} TIEN(=1)| = 0 Tk}, n >,

y=0

quelque soit &,
Or, en posant

% rP(-1) = 27,
on a évidamment _

'F,,(ﬂ:—’l)=(3:_—-—‘l):c(m 1).. (x4+n-2)= 2 A
v 0

, puisgue
Wile—1)=(x—1) V,_i(x)=(x—1) Z‘ [ﬂ“—‘l]
.o ov=0
St bt

il s'ensuit, gue

6,6 A& = [“_1] — [‘"'"1] , =042 % et A= [ﬂ’_i] =14,

y—1 v
Puisque les coefficients de StiruiNg :"'
sant, puis décrolssent jusqu'a 1, ii s’ensuit que les coefficients A, sont
négatifs jusqu'a une certaine valeur de l'indice v, positifs aprés, 1’autre
n

part, l'expression 2(1+k}" Ay="¥,(k) étant positive, il s'ensuit (que

v ==l

(5) O. ToepLitz, Uber allgemeine lineare Mittelbﬂdun_.g:m. Prace Mat.-
Fiz. 22, p, 113—119 (Warszawa, 1911).

vont d’abord en crois-
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la condition (6, d) sera satisfaite toutes les fois que

n
(6, 7) 2 (iF+5yas =0 {11",,{}’5 } , pour tout p=0, 1, 2,..1 n > .

Ur, en tenant compte de (6, 6) on aura

ZZ’(‘I 4 E)PAR = g {Lﬁf:ﬂ_ [ﬂ—:’l]} (1+p+ [2:% (47 =

=k ,;’; [n—-l] (14-ky—1 4 [ﬂ—l] (1R =< W (k) + ;’_"ﬂ (1+kp =

N N L)

Done, la eondition (6, 7), et par suite (6, ), est satisfaite, d'od
il résulte gque toute suite sommable-E(%) est de méme sommable-S(k).
Il reste encore & monirer que la proposition inverse n’a pas lieu.
en général. — Posons pour cela

68 So= T {h+n—’1)2[ ]k"s., n=0,1,2,3..

en supposant gue

6, 9) Se > 8 , n > o,

De (6, 8) il résulte alors, d’apres (1, 7).

sw=(-E)y" DT (-1 "

y={

k(1) (5+2) o (k+v-1)S,, m=0,1, 2 ... ..

51 I'on remplace, done, cette valeur de s, dans la somme En(E} 5
d’EuLer, on ohtient

EA(k)=(1+F }-HZ‘ [ j vy
- +k")—n§,‘ (- 5*_‘1]"5?(-1)”{‘* ;Ff[k—l-‘.l)ik—l-ﬂ) o (kDS

={1+k J-HZ' Su KR4 10k 4 2).. 4 p-1X~1) 2{ J( EJt

k4

;.t-—ﬂ

=45 J'“Zﬁf ] kb D42) .. (Ry-1)S, .
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précise comme on vient de l'obtenir pour les sommes de STIRLING.
Qela résultera des considérations suivantes.
Pour que la somme de BoreL

En y posant, en paticulier, L'=F et A?{1)= A", I'on obtient

6. 10) En(l)=(14+0)7" > A%kik+ 1) (k+2). .. (k+v—1) S, .

r=={) ¥
Y= Z’ Ly

Puisque cette expression est égale A I'unité lorsque 5; = sp=1, - ve={
e 17,y 2o o5 guelquesselt ko O, il stensuit: gue soit 4 croissance réguliere rapide, il faut et il suffif, d'aprés (3, 7) et
<Y 7 (8, 8) que
6, 11) 4{1+m}"=2m a(x-+4) (242}, . . (24-v—1, )4 4 1
- s
, 1) S g;(y)y} etdt >, y > o,

- relation qui peut en méme temps servir pour déterminer les coefficients A.. 0

Par suite, pour que lexpression (6, 10) - s, (n - @) pour ;
toute suite Sy satisfaisant 4 (6, 9) il faut et il suffit que <ar, de (7, 1) il résulte

Y an 17, 2) 2y +) = et~y & cc, quelgue soit v,
(6, 19) Z‘m, k(41 (k+2). .. EHv=1)=0{14+:"}, n — . q(y)
=40 Or, en posant
Or, cette relation n'est pas satisfaite. Car, de (6, 11) I'on cbtient (i 2' 1
. 3 H #5 . L v q].r !
. pour les ecoefficients A, la forme explicite suivanie LT

T’on obtient

i 1 vl oo . -
Ap=— —7 (—1}’(.J (1~4)"
1
v :=2ﬂ l -y Yo 2
= 1 -f qﬂt_.)” di = € Q{Tj dT = v=1
d'ou 1'on voit gue \ e ) = 7 o) = = o
|AV | 7o v 2 =y
A~ o ™ -
dés que Par suite, la relation (7, 1) aura lieu tuutes les fois que
v. > k42, c’est-a-dire 14-v]| > k4+1; - - s
-1a relation (6, 12) ne peut done A fortiori avoir liew, d'ou il résulte 2[”""1] g
(qu'it existera toujours une suite particuliére s, sommable-S(%) et qui Qney  v—0 L
| = : A7, 8) = — o, o B
‘ne sera pas sommable-E(k), (0 B 7
Les résultats précédents montrent, en particulier, pourquoi il est 2 (v]ﬁ"’

=0 °

plus facile & passer de la sommabilité-B a la sommabilité-S(/) que de

la sommabilité-B 4 la sommahilité-E{k), -c’'est A-dire, toutes les fois que la somme d’FEurer de la suite ¢, sera a

crolssance réguliére rapide, puisque de (7, 3) il résulte

7. Remarquons en dernier lieu, qu'en appliquant 4 la somme de
Bogrer (5, 1) des considérations analogues & celles que j'ai exposées
au premiers Congrés des Mathématiciens Roumains (6), ralativement &
la somme d'ABEL, on arrive aux sommes d’EuLEr; mais, ¢es sommes
.ne se présentont pas liées 4 la somme de Borer d’une maniére aussi

v, 4) Qn i > a7, n o~ oo, pour toul .

(Ja

On peut, done, conclure des relations (7, 2) et (7, 4} qu’entre
les valeurs asymptotiques de Qn et ¢(y) il existe le rapport suivant:

{T: 5) Qn o mu[‘l(ﬂn)u no= w0,

Mathemalica [1X. 12

8 Voir log, cit, (3),
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entraine .
. 5 gy) v efo=L{er), " o> 00 .

Il serait done a voir si, d’une part, la relation (¥, 2) entraine
{7, 4) lorsque les ¢, sont positifs, et d’autre part, si les fonctions &
croissance lente Li(x) et Li(x) des relations (7, ) et (7, () sont iden-
tiques, c’est-a-dire, s'l existe entre les procédés de sommabilité de
Borer et d’FuLem des rapports aussi intimes que ceux qu’on a obtenus
eénire les sommabilités de BoreL et Stirping.
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