DRAGAN 8. DIMITROVSKI ¢t DUSAN D. ADAMOVIC

SUR QUELQUES FORMULES DU CALCUL DES RESIDUS

MaTeMaTHYR BeCHHK
1 (16), Ce. 2, 1964



MATEMATMYKH BECHMK
1 (16), 1964 crp. 113—117.

Dragan S. Dimitrovski || SUR QUELQUES FORMULES
et Dusan D. Adamovié || DU CALCUL DES RESIDUS

(Communiqué le 8 novembre 1963)

1. Soit f(2) une fonction analytique univoque possédant dans tout le plan
complexe fermé un nombre fini de pbles ou de singularités essentielles qui n’ap-
partiennent pas au segment [a, b] (a<b).

Alors on a la formule
b
Inz az+b
g [ reas-a—n 3 res {5757 (75)}
0

ot la somme s’étend a toutes les singularités hors de la demi droite 0<x<oo
de la détermination de la fonction

Inz az+b
F@ =Gy f( 1+z)

laquelle correspond & la coupure 0 <z<<oo et pour laquelle Inz>0 si z>1.

En effet, mettant 3 profit la substitution bilinéaire

at+b
2 =T
on obtient
4 B lateby d
at+ t
® ff(x)dx=(b—a)off( )
La transformation bilinéaire
az+b
z¢ 1+z

applique le segment [a, b] sur [0, +o0), transforme la fonction f(z) en fonc-
. +b . .
tion f (——‘;z“) et chacune des singularités de f(z) en une singularit¢ de méme

b
type de la fonction f (%), les derniéres étant toutes hors de la demi-droite
[0, +00).
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C’est pourquoi on peut appliquer au calcul de P’intégrale
+ o
/‘ (at+b) dt
. f 1+¢ )/ (1+1)?
0
le procédé connu consistant 3 intégrer la détermination mentionnée de la fonc-

tion F(z) le long du contour formé de deux cercles dont les centres sont dans
Porigine et de deux segments sur la demi-droite [0, + oo ]. En effet, la fonction

_._-l,_ (az+b
(l+z)'f l+z)

n’a d’autres smgularltés que celles mentionnées ci-dessus. D’autre part, comme

z+b
la fonction f (—l:;) reste finie lorsque z—o , de sorte que l’on a
(az+b
f 1+2

pour |z| suffisamment grand, nous avons

|| Feaz|< f | (Senr)

lz[=R

<M

|In Rei®| R 21:MR(lnR+2n)

7 Raop A9< oy 0, R—e.

L’application de ce procédé-ld conduit au résultat

| " az
N N o]
D’aprés (3) et (4), on a (1).

L’idée initiale du procédé que nous exposons ici est due 4 SlaviSa Presi¢
(voir [1]). Notons que le présent arcticle précise et compléte les résultats de [2].

2. Dans les livres [3] et [4] on trouve le résultat que voici: Soit f(z) une
fonction rationnelle ne possédant pas de pdles sur une ligne régulié¢re C non-
fermée qui joint les points finis z=a et z=5b. On a alors la formule

©) [7@ydz=3 Res [ f@In j{—z—] +Res [ f@n f,{-f:]
c - r=et ’

—b
oll on a choisi la détermination de In :—_—_; qui correspond a4 la coupure le
long de C et ot la sommation s’étend & tous les pdles de la fonction

La méthode par laquelle est obtenu ce résultat-]d différe de celle par
laquelle nous avons démontré la formule (1).

On peut remarquer, tout d’abord, que le résultat (5) reste valable si I’on
remplace la supposition que la fonction f(z) est rationnelle et ne posséde pas de
péles sur la ligne C par la supposition plus générale que f(z) est une fonction
analytique univoque possédant dans tout le plan complexe un nombre fini de
pbles et de singularités essentielles qui n’appartiennent pas d la ligne C.
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En effet, on voit sans difficulté que la démonstration de la formule (5),
exposée dans le livre [3], peut &tre étendue sans changement au cas plus gé-
néral que nous venons de préciser.

Dans le cas spécial, qui coincide avec celui qui nous traitons dans 1.,
on obtient de la formule (5) la formule

(6) j f(®)dx=" Res [f(z) In :—:—Z] +21§e: [f(z) In :—:—:]

valable aussi sous I’hypothése moins restrictive sur la fonction f(z).

On remarque que notre formule (1) et la formule (6) servent a calculer
la méme intégrale déterminée. Un des seconds membres de ces deux formules
ne peut pas étre obtenu, dans le cas général, de I’autre par quelque transfor-
mation simple. En effet, comme on peut le montrer par des exemples simples
convenables, les résidus pour les singularités correspondantes des fonctions

Inz

@—b) G f(“l—’ff) ot 1) In=>

1
ne sont pas égaux. Considérons, par exemple, la fonction f (z)=(7_—3)~zz—:5

qui ne posséde pas de singularités sur le segment [a, b]. La fonction qui cor-
respond a notre procédé:
—Inz

(1+22 2+32)

a les singularités z= —-—;- et 2= —%, avec les résidus correspondants In 2—xi

2
et ]n—3~+ wi; d’autre part, les singularités de la fonction du procédé de Behnke-

Sommer

1 1 1
(z—2) (z=3) "‘( _7)

sont les points z=2 et z=13 avec les résidus correspondants In2 et ln%.

La confrontation des formules (1) et (6) conduit, cependant, au théoréme
suivant:

Soit f(z) une fonction analytique ne possédant pas de singularités sur le
segment [a, b] de I'axe réel (a<<b).

Alors on a Iidentité
(7  (@—b)2 Res {(—l—lg—:)—, f(a—lz—}zi)} =D Res {f(z)ln ;—:%} +£e: {f(z) In i—-:—l;},

avec les déterminations des logarithmes précisées ci-dessus et les sommations
s’étendant aux singularités hors de la semi-droite [0, + o] et du segment [a, b],
respectivement, des fonctions correspondantes. .

Ce théoréme peut servir de source d’identités différentes.
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3. Pour illustrer I'application des résultats précédents, nous allons citer
quelques exemples.
3.1. Considérons la classe suivante d’intégrales définies
b
dx
@® ! fo'+Bx'+Cx+D (@<b),
a

ol A#0 et le dénominateur ne s’annule pas dans [a, §). La substitution (2) conduit a

~(h— _(1+n)dr
[-é a)f P+POLyr+0

avec
a=a*A+atB+aC+D,
B=3a*bA+(2ab+a®)B+(2a+b)C+3D,
v=3abt A+ (b*+2ab)B+(a+2h)C+3D,
§=0A4+*B+bC+D.

On obtient une sous-classe des intégrales (6), 4 savoir celle pour laquelle B=y=0,
dont le calcul au moyen du procédé exposé est trés facile.

En procédant de maniére analogue on peut obtenir diverses classes d’intégrales de fonc-
tions rationnelles dont le calcul est assez simple.

2 1
3.2. L’application de (1) au calcul de f e”* dx fournit la formule
1

' 2 1 21 & (=) (n—k)
) Tdx=In2+e> 551 A
',fe kzlzkkn-zk+l n!

En confrontant (9) au résultat qu’on obtiendrait au moyen du développement de la fonction
exp (1/z) en série des puissances, on aboutit a I’identité

l

L]
] ]
27k 2 ni te Z (k+l) k'

i 1 & (=) () _ 1
On obtient pareillement la représentation suivante de I'intégrale-sinus
b a
sin x
f v 5,050 @

(=D¥1 o—a)* 2k ( o VP (—pnut
~sina. Z-——(—zT)—”—-— l(b-_a) —

(=1 (b—a)"‘*‘zk“( a )*T e
+cosa- Z"—mﬁ—— 2= Ta

qui peut servir en méme temps de formule de sommation pour la derniére expression.
1 ' '

3.3. Soit /(Z)-(Z—‘l) —a) - G—a) avec a,<a,<: - <a,<a<b.
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Toutes les singularités de cette fonction sont hors du segment [0,1). D’aprés I'une ou
l'autre des formules (1) ou (6) et d’aprés I’égalité (7), on aboutit aux résultats

lnb—a"

b
dx 5 a—a
-(—1)n—1 ,
f(x—al) (x—a) .-+ (x—ay) =D kzl -
. n (av—a,‘)

v=1, vk
n
1
> —g———0.
k=1 T @—a)
v=1, vtk
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