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Predgovor

Pojam latinskog kvadrata potiqe od igara sa kartama i re�aǌa
figura na xahovskoj tabli, a prvi pisani materijali, kao i sam
naziv se vezuju za Ojlera (L. Euler) i 18. vek.

Latinski kvadrat reda n je matrica dimenzija n×n qija svaka
vrsta i svaka kolona sadr�i permutaciju skupa od n simbola. Bez
smaǌeǌa opxtosti mo�e se uzeti da je skup simbola {0, 1, 2...n−1}.

Latinski kvadrati spadaju u xiroku klasu kombinatornih ob-
jekata, pa su kao takvi pre svega predmet prouqavaǌa diskretne
matematike, a primena u statistici, kriptografiji i teoriji kodo-
va dala je na znaqaju ovim objektima i u drugim srodnim oblas-
tima.

Za dva latinska kvadrata se ka�e da su u istoj izotopnoj klasi
ako se jedan mo�e dobiti od drugog permutacijom vrsta, kolona i
simbola.

Problem koji se rexava u ovoj tezi je generisaǌe predstavnika
izotopnih klasa latinskih kvadrata xto je mogu�e ve�ih dimen-
zija. Ovakvo generisaǌe, po jednog kvadrata iz svake klase se
naziva klasifikacija.

Najve�a dimenzija za koju je klasifikacija uspela je 8 i ona je
jednaka sa najboǉim rezultatom koji se trenutno mo�e na�i u lit-
eraturi. Pri tome metoda kojom je taj rezultat dobijen je nexto
drugaqija od onih koje su korix�ene u drugim radovima.

Rad se sastoji od 6 poglavǉa.
Prvo poglavǉe sadr�i uvodne pojmove i primere, kao i veze

latinskih kvadrata i pravougaonika sa drugim matematiqkim ob-
jektima. U ovom poglavǉu je tako�e dat i pregled nekih primena
latinskih kvadrata.

Tema drugog poglavǉa je prebrojavaǌe latinskih kvadrata i
pravougaonika. U ǌemu je najpre dat istorijski pregled rezul-
tata, a zatim su detaǉnije obra�ene metode kojima su dobijeni
trenutno najboǉi rezultati.
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U tre�em poglavǉu se definixu klase latinskih kvadrata i
pravougaonika i razmatraju metode za odre�ivaǌe broja ovih klasa.

Qetvrto poglavǉe je centralni deo rada. Tema ovog poglavǉa je
generisaǌe predstavnika klasa latinskih kvadrata, odnosno sama
klasifikacija. Izlagaǌe je osmixǉeno tako da je svaki algoritam
za klasifikaciju najpre opisan na opxtem nivou kombinatornih
objekata, a zatim primeǌen na latinske kvadrate. Zbog ovakve
koncepcije razmatraǌa data u ovom delu mogu biti od koristi i
za klasifikaciju drugih kombinatornih objekata.

Peto poglavǉe sadr�i opis implementacije nekih od algori-
tama iz qetvrtog poglavǉa, kao i rezultate dobijene uz pomo�
razvijenih programa.

U posledǌem, xestom poglavǉu sumiraju se postoje�i rezul-
tati i ukazuje se na mogu�e pravce u daǉem radu.

Osim ponavǉaǌa trenutno najboǉeg rezultata u klasifikaciji
kvadrata, u rezultate ove teze se mogu uvrstiti i osobine kanon-
skih pravougaonika koje su date u taqki 4.1.2.

Tako�e, originalan rezultat ovog rada su brojevi izotopnih
klasa qiji su kanonski predstavnici redukovani pravougaonici
(qetvrta kolona tabele 5.1). Ovaj rezultat je prihva�en i objav-
ǉen u ”Enciklopediji celobrojnih nizova” (The On-Line Encycople-
dia of Integer Sequences) pod brojem A162545.
(http://www.research.att.com/ njas/sequences/A162545)
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Osnovni pojmovi i
tvr�eǌa

Na poqetku �e biti definisani pojmovi latinskog kvadrata i
pravougaonika, kao i razmotreni neki primeri.

1.1 Uvodne definicije i primeri

Neka su k i n dva pozitivna cela broja takva da je k ≤ n.

Definicija 1.1 Latinski pravougaonik dimenzija k×n je matrica
L = (Li,j) sa k vrsta i n kolona, qiji elementi su simboli azbuke
od n elemenata, takva da su elementi u svakoj vrsti i elementi u
svakoj koloni razliqiti.

Latinski pravougaonik za koji je k = n se naziva latinski kvadrat.
U ovom sluqaju dimenzija se naziva i red latinskog kvadrata.

Pridev latinski potiqe od simbola latinske azbuke koje je
Ojler koristio kao elemente kvadrata. U nastavku se ovaj pridev
podrazumeva u svim sluqajevima uz reqi kvadrat ili pravougaonik
i onda kada nije naveden.

Azbuka simbola mo�e biti proizvoǉna, ali se radi jednos-
tavnijeg izlagaǌa u ovom radu za latinski pravougaonik sa n
kolona koristi azbuka Σ = {0, 1, ..., n − 1}. Tako�e, u radu se ko-
risti indeksiraǌe vrsta i kolona od 0.

Latinski pravougaonik mo�e da ima proizvoǉne dimenzije. Na-
ime, va�i slede�e tvr�eǌe:
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Teorema 1.1 Za svaka dva pozitivna broja k i n takva da je k ≤ n
postoji latinski pravougaonik dimenzija k × n.

Dokaz: Jednostavan naqin za konstrukciju latinskog pravougaoni-
ka je da se za svako i i j (0 ≤ i < k, 0 ≤ j < n) elementi definixu na
slede�i naqin:

Li,j = i + j (mod n).

Primer 1.1 Latinski kvadrat reda 4 konstruisan postupkom iz do-
kaza prethodne teoreme je:

L =

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

Latinski pravougaonik dimenzija k × n se mo�e predstaviti i
svojom tzv. ortogonalnom reprezentacijom. To je matrica dimenz-
ija 3× k · n, qije kolone su oblika [i, j, Li,j ]T , (0 ≤ i < k, 0 ≤ j < n).

Primer 1.2 Ortogonalna reprezentacija kvadrata iz primera 1.1 je:

OR(L) =
0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2

Redosled kolona u ovoj matrici nije va�an, pa se ona mo�e
posmatrati i kao skup kolona. Svaka kolona matrice OR(L) je
oblika [r, c, s]T , gde je r vrsta, c kolona, a s odgovaraju�i simbol
latinskog pravougaonika. Svi ure�eni parovi (r, c) koji se javǉaju
u kolonoma su razliqiti. Isto va�i za sve parove (c, s) i sve
parove (r, s).

Definicija 1.2 Za latinski kvadrat qija ortogonalna reprezenta-
cija se mo�e dobiti permutacijom vrsta u ortogonalnoj reprezenta-
ciji kvadrata L se ka�e da je konjugat kvadrata L.

Neposredno iz definicije sledi da svaki kvadrat ima najvixe
3! = 6 konjugata.

Primer 1.3 Konjugat kvadrata L koji se dobija zamenom prve dve
vrste u matrici OR(L) je transponovan kvadrat LT .

Definicija 1.3 Za latinski pravougaonik dimenzija k×n se ka�e da
je redukovan (normalizovan) ako je ǌegova prva vrsta [0, 1, 2, ..., n−1],
a ǌegova prva kolona [0, 1, 2, ..., k − 1]T .
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Primer 1.4 Latinski kvadrat iz primera 1.1 je redukovan.

Ako je pravougaonik (kvadrat) redukovan onda su elementi ǌe-
gove poqetne vrste i poqetne kolone pore�ani u rastu�em poretku.
Treba naglasiti da za kvadrate va�i i obratno tvr�eǌe, ali za
proizvoǉan pravougaonik ne, kao xto pokazuje naredni primer.

Primer 1.5 Elementi u poqetnoj vrsti i poqetnoj koloni pravouga-
onika

P =
0 1 2 3
1 2 3 0
3 0 1 2

su pore�ani u rastu�em poretku, ali on nije redukovan.

Va�an pojam u vezi sa latinskim kvadratima su i me�usobno
ortogonalni kvadrati.

Definicija 1.4 Neka su L′ i L′′ latinski kvadrati reda n i neka je
S skup ure�enih parova

S = {(L′i,j , L′′i,j), 0 ≤ i, j < n}.

Za kvadrate L′ i L′′ se ka�e da su me�usobno ortogonalni ako skup
S sadr�i n2 razliqitih ure�enih parova.

Primer 1.6 Latinski kvadrati

L′ =
0 1 2
1 2 0
2 0 1

i L′′ =
0 1 2
2 0 1
1 2 0

su ortogonalni. Zaista, svi ure�eni parovi u skupu

S = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 0), (0, 1), (2, 1), (0, 2), (1, 0)}

su razliqiti.

Pojam ortogonalnosti se definixe i za skup koji sadr�i vixe
od dva latinska kvadrata.

Definicija 1.5 Skup latinskih kvadrata {L1, L2, L3, ...} se naziva
ortogonalnim (MOLS - muthual orthogonal latin squares) ako su svaka
dva kvadrata iz ovog skupa ortogonalna.
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Odre�ivaǌe najve�eg broja me�usobno ortogonalnih kvadrata
za proizvoǉnu vrednost n je otvoren problem koji nije predmet
ovog rada. Slede�a teorema (koja �e biti navedena bez dokaza),
je ilustracija nekih rezultata vezanih za ovaj problem, a vixe
rezultata se mo�e na�i na primer u [12].

Teorema 1.2 Ako je N(n) najve�i broj me�usobno ortogonalnih kvadra-
ta reda n va�i:

• N(n) ≤ n−1. Dakle, skup iz primera 1.6 se ne mo�e proxiriti.

• N(6) = 1. Drugim reqima, ne postoje dva me�usobno ortogonalna
kvadrata reda 6.

1.2 Ekvivalentni objekti

U ovoj taqki se razmatra ekvivalentnost latinskih pravougaonika
(kvadrata) sa nekim drugim matematiqkim objektima, xto je od
va�nosti za nastavak izlagaǌa.

1.2.1 Kvazigrupe i latinski kvadrati

Teorema 1.3 Tablica mno�eǌa konaqne grupe reda n je latinski kva-
drat.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji grupa (G, ·)
takva da u nekoj vrsti ǌene multiplikacione tablice postoje dva
ista elementa. Ovo bi znaqilo da za neke elemente grupe a, b i
c, (b 6= c) va�i: a · b = a · c. Kako a, kao i svaki element grupe
ima inverzni element, mno�eǌem gorǌe jednakosti sa a−1 sa leve
strane se dobija b = c, xto je kontradikcija. Sliqna argumentacija
va�i i za kolone.

Naredni primer pokazuje da obratno ne va�i, pa ne postoji
ekvivalencija izme�u grupa i latinskih kvadrata.

Primer 1.7 Latinski kvadrat

0 2 1
2 1 0
1 0 2

ne sadr�i vrstu koja je identiqka permutacija, pa algebraska struk-
tura qija je tablica mno�eǌa predstavǉena ovim kvadratom nema
neutralni element, tj. nije grupa.
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Matrica dimenzija n× n je latinski kvadrat ako i samo ako je
tablica mno�eǌa neke kvazigrupe.

Definicija 1.6 Kvazigrupa je ure�eni par (G, ·), gde je G skup, a ·
binarna operacija za koje va�i:

1. ako x, y ∈ G, tada je x · y ∈ G.

2. za svaka dva elementa a, b ∈ G jednaqina a · x = b ima jedin-
stveno rexeǌe po x.

3. za svaka dva elementa a, b ∈ G jednaqina x · a = b ima jedin-
stveno rexeǌe po x.

Kvazigrupa za razliku od grupe ne mora da ima neutralni ele-
ment, pa ekvivalentnost sa latinskim kvadratima neposredno sledi.

1.2.2 Grafovi i latinski pravougaonici

Pre razmatraǌa odnosa latinskih pravougaonika i grafova bi�e
date definicije odre�enih pojmova i navedena neka tvr�eǌa iz
teorije grafova neophodna za nastavak izlagaǌa.

Definicija 1.7 Graf G je bipartitan ako se skup ǌegovih qvorova
mo�e podeliti na dva disjunktna podskupa U i V tako da svaka
grana grafa G povezuje jedan qvor iz skupa U sa jednim qvorom iz
skupa V . Ovakav graf se uobiqajeno obele�ava sa G = (U ∪ V,E), gde
je E skup grana.

Naredni pojmovi mogu biti definisani i za proizvoǉne grafove,
ali je za nastavak dovoǉno ograniqiti se samo na bipartitne
grafove.

Definicija 1.8 Za bipartitni graf G = (U ∪ V,E) se ka�e da je
k-regularan, ako je svaki ǌegov qvor iz skupa U povezan sa taqno k
qvorova iz skupa V i obratno.

Posledica definicije je da za k-regularan graf G = (U ∪ V, E)
va�i |E| = k|U | = k|V |, odnosno |U | = |V |.

Definicija 1.9 Neka je G = (U ∪ V,E) bipartitni graf. 1-faktor
grafa G je 1-regularan bipartitni graf G′ = (U∪V,E′), gde je E′ ⊆ E.

Iz definicija 1.8 i 1.9 sledi da je |U | = |V | potreban uslov da
graf G = (U ∪ V,E) ima 1-faktor.

Dovoǉan uslov va�an za nastavak izlagaǌa, dat je u narednoj
teoremi.
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Teorema 1.4 Ako je G = (U ∪ V, E) bipartitni graf u kojem je |U | =
|V | i svaki skup qvorova S ⊆ U je povezan sa bar |S| qvorova iz skupa
V , tada postoji 1-faktor grafa G.

Dokaz: Tvr�eǌe se mo�e dokazati indukcijom po broju qvorova
u skupu U . Ako je |U | = 1, jedini qvor iz skupa U je prema pret-
postavci teoreme povezan sa jedinim qvorom iz skupa V . Ova grana
je tra�eni 1-faktor.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za |U | ≤ n i razmotrimo tvrd-
jeǌe kada je |U | = n + 1. Prema pretpostavci teoreme svaki qvor
iz skupa |U | je povezan sa bar jednim qvorom iz skupa V . Treba raz-
motriti dva sluqaja vezana za skup U :

Postoji qvor u0 ∈ U koji je povezan sa taqno jednim qvorom v0 ∈ V .
Neka je G′ = (U ′ ∪ V ′, E′) graf koji se dobija uklaǌaǌem qvorova
u0 i v0 i svih grana povezanih sa ǌima iz grafa G. Doka�imo da
G′ ispuǌava uslov teoreme. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji skup qvorova S′ ⊆ U ′ koji je u grafu G′ povezan sa |S′|−k
qvorova, gde je k > 0. U tom sluqaju bi skup S = S′ ∪ {u0} bio
povezan sa |S′| − k + 1 qvorova u grafu G . Kako graf G ispuǌava
uslov teoreme, to je |S| = |S′|+ 1 ≤ |S′| − k + 1, tj. k ≤ 0, xto
je kontradikcija.

Graf G′ dakle ispuǌava uslov teoreme i va�i |U ′| = n, pa po
indukcijskoj pretpostavci postoji 1-faktor F ′ grafa G′. Do-
davaǌem grane (u0, v0) skupu F ′ se dobija 1-faktor grafa G.

Ne postoji qvor u skupu U koji je povezan sa taqno jednim qvorom
iz skupa V . Neka je (u0, v0) proizvoǉna grana u grafu G i neka
je G′ = (U ′ ∪ V ′, E′) graf koji se dobija uklaǌaǌem qvorova u0

i v0 i svih grana povezanih sa ǌima iz grafa G. Doka�imo da
G′ ispuǌava uslov teoreme. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji skup qvorova S′ ⊆ U ′ koji je u grafu G′ povezan sa |S′|−k
qvorova, gde je k > 0. Kako je S′ u grafu G povezan sa bar |S′|
qvorova, sledi da je k = 1, tj. da je skup S′ u grafu G povezan sa
taqno |S′| qvorova. Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom da
u grafu G ne postoji qvor iz skupa U koji je povezan sa taqno
jednim qvorom iz skupa V .

Graf G′ dakle ispuǌava uslov teoreme i va�i |U ′| = n, pa po
indukcijskoj pretpostavci postoji 1-faktor F ′ grafa G′. Do-
davaǌem grane (u, v) skupu F ′ se dobija 1-faktor grafa G.

Definicija 1.10 1-faktorizacija bipartitnog grafa G = (U ∪V, E)
je skup Φ = {F0, F1, ...} 1-faktora grafa G, takvih da su skupovi ǌi-
hovih grana disjunktni i da je unija ǌihovih grana jednaka skupu E.
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Broj mogu�ih 1-faktorizacija grafa G �e u nastavku biti oz-
naqen sa M(G). Ova vrednost se mo�e izraqunati rekurzivno, na
osnovu narednog tvr�eǌa iz teorije grafova koje navodimo bez
dokaza:

Teorema 1.5 Neka je G k-regularan, bipartitni graf i neka je e ǌe-
gova proizvoǉna grana. Ako je Φ skup svih 1-faktora grafa G koji
sadr�e granu e, tada je:

M(G) =
∑

F∈Φ

M(G− F ). (1.1)

Jox jedan pojam koji ima va�nu ulogu u prebrojavaǌu i klasi-
fikaciji latinskih pravougaonika i kvadrata je izomorfizam gra-
fova. Izomorfizam se mo�e definisati za proizvoǉne grafove,
ali je za ovo izlagaǌe dovoǉno ograniqiti se samo na bipartitne.

Definicija 1.11 Bipartitni grafovi G = (U1 ∪ V1, E1) i H = (U2 ∪
V2, E2) su izomorfni ako postoje bijekcije

f1 : U1 → U2, f2 : V1 → V2

ili bijekcije
f1 : U1 → V2, f2 : V1 → U2

takve da je (u, v) grana grafa G ako i samo ako je (f1(u), f2(v)) grana
grafa H. Par preslikavaǌa (f1, f2) se naziva izomorfizam grafova
G i H.

Neformalno, dva grafa su izomorfna, ako sadr�e isti broj
qvorova povezanih na isti naqin. Izomorfizam koji preslikava
graf u sebe se naziva automorfizam. Skup svih automorfizama
grafa G sa operacijom kompozicije funkcija qini grupu Aut(G).

Izomorfnost grafova je relacija ekvivalencije koja skup grafo-
va deli u klase izomorfnih. Tvr�eǌe koje je neposredna posled-
ica ekvivalentnosti izomorfizama grafova i odgovaraju�ih per-
mutacija qvorova je:

Teorema 1.6 Broj bipartitnih grafova izomorfnih sa grafom G =
(U ∪ V, E) u kojem je |U | = |V | = n je

2(n!)2

|Aut(G)| . (1.2)

Trenutno najefikasniji program koji za zadate grafove G i
H pronalazi sve ǌihove izomorfizme je NAUTY, qiji je autor
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Mekej( B. McKay). Ako je G = H, NAUTY rexava problem odre�i-
vaǌa grupe automorfizama Aut(G). To je i motiv za izbor naziva
programa (”No AUTomorphisms, Yes?”).

Vratimo se odnosu izme�u latinskih pravougaonika i grafova.
Svakom latinskom pravougaoniku L dimenzija k×n mo�e se pridru-
�iti jedinstven bipartitni graf γ(L) na slede�i naqin:

• Skup qvorova grafa γ(L) je C ∪ S, gde je C = {c0, ..., cn−1} i
S = {s0, ..., sn−1}.

• (ci, sj) je grana grafa γ(L) ako i samo ako kolona i pravougaoni-
ka L sadr�i simbol j.

Ovako definisan graf γ(L) je k-regularan. Naime, svaka kolona
pravougaonika sadr�i po taqno k razliqitih simbola, pa je svaki
qvor iz skupa C povezan sa taqno k qvorova iz skupa S. Sa druge
strane, svaki simbol se u latinskom pravougaoniku dimenzija k×n
pojavǉuje taqno k puta (po jednom u svakoj vrsti), pa je svaki qvor
iz skupa S povezan sa k razliqitih qvorova iz skupa C.

Primer 1.8 Na slici je dat 3-regularan graf koji odgovara latin-
skom pravougaoniku iz primera 1.5.

c0

c1

c2

c3

s0

s1

s2

s3

0.врста (1-фактор F0)

1.врста (1-фактор F1)

2.врста (1-фактор F2)

Slika 1.1: graf γ(L)

Obratno, proizvoǉan k−regularan bipartitni graf G sa ukupno
2n qvorova ne odre�uje jednoznaqno pravougaonik L, jer ne uzima u
obzir redosled simbola u ǌegovim kolonama. Broj pravougaonika
koji mu odgovaraju je dat u narednoj teoremi.

Teorema 1.7 Za svaki k-regularan bipartitni graf G sa ukupno 2n
qvorova postoji taqno k!M(G) razliqitih latinskih pravougaonika
L dimenzija k × n takvih da je γ(L) = G.
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Dokaz: Svakom 1-faktoru datog grafa odgovara jedna vrsta pravou-
gaonika, pa jednoj 1-faktorizaciji odgovara skup od k vrsta pravouga-
onika. Kako se ove vrste mogu pore�ati na k! naqina, sledi da jednoj
1-faktorizaciji grafa G odgovara k! razliqitih latinskih pravougao-
nika, odakle neposredno sledi tvr�eǌe teoreme.

1.3 Parcijalni latinski kvadrati

Pod parcijalnim latinskim kvadratom se podrazumeva kvadratna
matrica koja zadovoǉava ograniqeǌa iz definicije latinskog kva-
drata, ali qija sva poǉa nisu definisana.

Primer 1.9 Kvadrat

L =

0 x x 3
1 x x 0
x x 0 x
x 0 x 2

je parcijalni latinski kvadrat reda 4. Poǉa koja sadr�e simbol x
nisu definisana.

Pitaǌe koje se prirodno name�e je da li je mogu�e odred-
iti vrednost nedefinisanih poǉa tako da se od parcijalnog do-
bije potpun latinski kvadrat. U sluqaju kvadrata iz prethodnog
primera odgovor je potvrdan - jedno od rexeǌa je latinski kvadrat
iz primera 1.1.

U opxtem sluqaju ovaj problem odluqivaǌa je NP-kompletan
[2]. Bez obzira na ovu qiǌenicu, postoje instance problema koje
jesu rexive. Na primer, narednu teoremu je Evans ( T.Evans)
iskazao kao pretpostavku 1960. godine [5], a dokazana je nakon
21 godine [23]:

Teorema 1.8 Proizvoǉan parcijalni latinski kvadrat reda n sa ma-
ǌe od n definisanih poǉa se mo�e dopuniti do latinskog kvadrata.

Od znaqaja za nastavak ovog rada su oni parcijalni kvadrati
qija definisana poǉa qine latinski pravougaonik. Naime, mo�e
se dokazati da je svaki latinski pravougaonik mogu�e dopuniti do
latinskog kvadrata [12]. Za to su neophodne naredne dve teoreme.

Teorema 1.9 Neka je S skup koji sadr�i r proizvoǉnih kolona pravou-
gaonika L dimenzija k × n (k < n). Postoji bar r simbola koji nisu
u svakoj koloni iz skupa S.
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Dokaz: Neka je za svako i ∈ {0, 1, ...n − 1} Si skup simbola koji ne
postoje u i−toj koloni pravougaonika L. Ako se izabere proizvoǉnih
r skupova Si, oni ukupno imaju r(n − k) simbola. Pretpostavimo
suprotno tvr�eǌu teoreme, da je me�u ǌima maǌe od r razliqitih.
Iz ove pretpostavke sledi da postoji simbol koji se javǉa vixe od
n − k puta u skupovima Si. Ovo je kontradikcija, jer se svaki sim-
bol u pravougaoniku javǉa taqno k puta (po jednom u svakoj vrsti),
odnosno postoji u taqno n− k skupova Si.

Teorema 1.10 Svaki latinski pravougaonik dimenzija k×n se mo�e
proxiriti dodavaǌem nove vrste u pravougaonik dimenzija (k+1)×n.

Dokaz: Za dati pravougaonik L konstruiximo odgovaraju�i bi-
partitni graf γ(L) = (C ∪S, E) na naqin opisan u taqki 1.2.2. Neka
je G graf komplementaran sa γ(L), to jest u grafu G postoji grana
(ci, sj) ako i samo ako i−ta kolona pravougaonika L ne sadr�i sim-
bol j. Prema tvr�eǌu prethodne teoreme G je bipartitni graf u
kojem je svaki skup qvorova C ′ ⊆ C povezan sa bar |C ′| qvorova iz
skupa S. Dakle, graf G ispuǌava uslov teoreme 1.4, pa je mogu�e
konstruisati ǌegov 1-faktor, xto je ekvivalentno dodavaǌu nove
vrste pravougaoniku L.

Neposredna posledica prethodne teoreme je:

Teorema 1.11 Svaki latinski pravougaonik se mo�e dopuniti do
latinskog kvadrata.

Na kraju ovog dela, navodimo bez dokaza tvr�eǌe vezano za jox
jednu vrstu parcijalnih kvadrata koje je dao Rajzer (H.J.Ryser)
[19].

Teorema 1.12 Neka je L parcijalni latinski kvadrat reda n takav
da je poǉe Li,j definisano ako i samo ako je 0 ≤ i < r i 0 ≤ j < s i
neka je N(i) oznaka za broj elemenata kvadrata jednakih i. Kvadrat
L mo�e biti dopuǌen do latinskog kvadrata reda n ako i samo ako
za svako i, (0 ≤ i < n) va�i:

N(i) ≥ r + s− n.

Primer 1.10 Parcijalni latinski kvadrat

L =

0 1 2 x x
1 2 0 x x
2 0 1 x x
x x x x x
x x x x x

ne zadovoǉava Rajzerov uslov, jer je N(3) < 3+3−5, pa ne mo�e biti
dopuǌen do latinskog kvadrata.
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1.4 Neke primene latinskih kvadrata

Za kraj ovog poglavǉa navodimo pregled nekih primena latinskih
kvadrata, kao i veza sa drugim matematiqkim objektima. Vixe o
ovde navedenim, kao i o drugim primenama se mo�e na�i na primer
u [12].

Primena u statistici

Originalna motivacija za prouqavaǌe latinskih kvadrata le�i
dobrim delom u primeni u kreiraǌu statistiqkih eksperimenata.

Neka je dat proces P (A,B) definisan sa dva parametra A i B
koji mogu da imaju redom, vrednosti a0, a1, ..., an−1 i b0, b1, ..., bn−1

i neka je potrebno testirati dejstvo promenǉive S koja mo�e da
ima vrednosti s0, s1, ..., sn−1, na taj proces. Eksperiment koji na-
jefikasnije i sistematski vrxi tra�eno testiraǌe podrazumeva
kreiraǌe latinskog kvadrata reda n qiji elementi su vrednosti
si, 0 ≤ i < n, a qije vrste i kolone redom, predstavǉaju vrednosti
parametara A i B

Za testiraǌe istovremenog dejstva dve promenǉive S i T na
isti proces pogodna metoda je konstrukcija ortogonalnih kvadrata
i ǌihovo ”spajaǌe” u jedan kvadrat qiji su elementi odgovaraju�i
parovi (si, tj).

Slede�i primer je ilustracija opisane tehnike za dizajniraǌe
statistiqkog eksperimenta u oblasti poǉoprivrede.

Primer 1.11 Neka je potrebno ispitati dejstvo hemijske supstance
S koja mo�e da ima vrednosti s0, s1 i s2 na prinos odre�ene kul-
ture u tri godixǌa doba Γ0, Γ1 i Γ2. To se mo�e uqiniti podelom
zemǉixta na delove ∆0, ∆1 i ∆2 i zatim testiraǌem u skladu sa
slede�im rasporedom:

∆0 ∆1 ∆2

Γ0 s0 s1 s2

Γ1 s0 s1 s2

Γ2 s0 s1 s2

Loxa osobina ovakvog testiraǌa je qiǌenica da se svaka vred-
nost promenǉive S testira uvek na istom zemǉixtu. Eksperi-
ment u skladu sa latinskim kvadratom

∆0 ∆1 ∆2

Γ0 s0 s1 s2

Γ1 s1 s2 s0

Γ2 s2 s0 s1
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daje taqnije rezulate o prednostima i manama korix�eǌa supstance
S u svakom godixǌem dobu, uz minimiziraǌe uticaja zemǉixta na
rezultat.

Kodovi za ispravǉaǌe grexaka

Taqan prenos informacija je va�an pri prenosu podataka kroz za-
xumǉene kanale kao xto su na primer telefonske linije ili pri
snimaǌu podataka na kompakt diskove. Ciǉ je, ne samo da se even-
tualne grexke pri prenosu i zapisu informacija prona�u, ve� i
da se mogu efikasno ispraviti.

Skup reqi kojima se kodiraju informacije se naziva kod. For-
malnije, taj skup se uvodi narednom definicijom.

Definicija 1.12 q−narni kod du�ine n je skup stringova du�ine n
nad azbukom Sq = {0, 1, 2, ...q − 1}.
Primer 1.12 Skup C2 = {00000, 10000, 10110} je binarni kod du�ine
5, a C3 = {0000, 0111, 0222, 1012, 1120, 1201, 2021, 2102, 2210} je ternarni
kod du�ine 4.

Za dva stringa x i y se Hemingovo (R.Hamming) odstojaǌe d(x, y)
definixe kao broj ǌihovih razliqitih koordinata. Tako u kodu
C2 iz primera 1.12 va�i d(00000, 10000) = 1, a u kodu C3 za svaka dva
stringa x i y va�i d(x, y) = 3. Na osnovu Hemingovog odstojaǌa se
mo�e definisati minimalno odstojaǌe koda.

Definicija 1.13 Minimalno odstojaǌe koda C je:

d(C) = min{d(x, y)|x, y ∈ C}.
Na primer, neposredno se proverava da za kodove iz primera

1.12 va�i d(C2) = 1 i d(C3) = 3.

Ako je vrednost d(C) ve�a, pronala�eǌe i ispravǉaǌe grexki
u kodiranim porukama kodom C je jednostavnije.

Ovo se mo�e primetiti i u sluqaju kodova iz primera 1.12.
Grexka u jednom simbolu u poruci kodiranoj kodom C2 ne mora
biti otkrivena, dok se takva grexka u poruci kodiranoj kodom C3

mo�e uvek otkriti i ispraviti.
Zaista, ako se pri kodiraǌu kodom C2 poqetni simbol u stringu

00000 grexkom zameni sa 1 to ne�e biti registrovano, ve� �e
string sa grexkom biti protumaqen kao string 10000 koji tako�e
postoji u kodu C2.

U sluqaju koda C3 ovakva situacija se ne�e desiti, jer se
string sa jednom grexkom razlikuje od svih ostalih stringova.
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U ovom sluqaju grexka se mo�e i ispraviti jer se string sa jed-
nom grexkom od originalnog stringa razlikuje u jednom simbolu,
a od ostalih u dva simbola.

Osim minimalnog odstojaǌa, bitne karakteristike koda su i
broj reqi u ǌemu kao i ǌihova du�ina. Ve�i broj reqi doprinosi
ve�oj ”izra�ajnosti” koda, a maǌa du�ina reqi znaqi efikasniji
prenos informacija.

Mogu�e su konstrukcije kodova zasnovane na primeni latinskih
kvadrata. Naredna teorema se odnosi na takvu konstrukciju.

Teorema 1.13 Postoji n-arni kod sa n2 reqi du�ine s i minimalnim
odstojaǌem s − 1 ako i samo ako postoji skup od s − 2 me�usobno
ortogonalnih latinskih kvadrata reda n.

Naredni primer ilustruje znaqeǌe prethodne teoreme za n = 3
i s = 4. U ǌemu se konstruixe ternarni kod sa 9 reqi du�ine
4 i minimalnim odstojaǌem 3 na osnovu 2 ortogonalna latinska
kvadrata reda 3.

Primer 1.13 Neka su, kao u primeru 1.6 dati me�usobno ortogonalni
latinski kvadrati

L′ =
0 1 2
1 2 0
2 0 1

i L′′ =
0 1 2
2 0 1
1 2 0

.

Kod koji sadr�i stringove definisane kolonama matrice

M = [i, j, L′i,j , L
′′
i,j ]

T , 0 ≤ i, j < 3

ima tra�ene osobine. Zaista, stringovi definisani sa 9 kolona
matrice

M =

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 1 2 2 0 1 1 2 0

zbog ortogonalnosti kvadrata L′ i L′′ imaju najvixe 1 jednak simbol
na istoj poziciji, to jest ǌihovo minimalno odstojaǌe je 3.

Primena u kriptografiji

Kriptografija se bavi konstrukcijom sistema za xifrovaǌe.
Jedan od naqina kreiraǌa takvog sistema podrazumeva generi-

saǌe tajnog kǉuqa K i funkcije EK kojom se poruka M trans-
formixe u xifrovan tekst C, kao i generisaǌe funkcije DK koja



20 1. OSNOVNI POJMOVI I TVR�EǋA

xifrovan tekst ponovo transformixe u poruku M . U nastavku
�e biti dat jednostavan primer generisaǌa kǉuqa K korix�eǌem
latinskih kvadrata.

Kǉuq za xifrovaǌe K se mo�e definisati kao par me�usobno
ortogonalnih kvadrata (L′, L′′). Ako je (i, j) poruka koju treba
xifrovati i funkcija EK se definixe sa

EK(i, j) = (L′i,j , L
′′
i,j) = (α, β),

dexifrovaǌe dobijene poruke (α, β) se vrxi pronala�eǌem koor-
dinata (i, j) u kvadratima L′ i L′′ koje zadovoǉavaju uslove L′i,j = α
i L′′i,j = β. Me�usobna ortogonalnost kvadrata L′ i L′′ obezbe�uje
jedinstvenost tako dexifrovane poruke.

Primer 1.14 Ako kǉuq qine kvadrati L′ i L′′ iz primera 1.13, va�i

EK(1, 2) = (L′1,2, L
′′
1,2) = (0, 1)

Postoje sluqajevi kada kǉuq treba da bude podeǉen izme�u
vixe uqesnika. Ciǉ je podeliti kǉuq na n delova tako da se
mo�e rekonstruisati samo u prisustvu vixe od k delova, gde su n
i k unapred definisani brojevi takvi da je 0 < k ≤ n.

Jedan od naqina za konstrukciju ovakvog kǉuqa se bazira na
pojmu kritiqnog skupa latinskog kvadrata.

Definicija 1.14 Kritiqni skup C(L) latinskog kvadrata L je skup
ure�enih trojki (i, j, k) za koji va�i:

1. L je jedini latinski kvadrat za koji je Li,j = k za svaku trojku
(i, j, k) iz skupa C(L)

2. Ne postoji pravi podskup skupa C(L) koji ima svojstvo 1.

Kritiqni skup C(L) je drugim reqima, parcijalni latinski
kvadrat sa minimalnim brojem definisanih poǉa, koji se mo�e
dopuniti samo do kvadrata L.

Primer 1.15 Skup C(L) = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1)} je
kritiqni skup kvadrata

L =

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
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Odgovaraju�i parcijalni kvadrat je

C(L) =

0 1 x x
x x x 2
x 3 x x
x x 1 x

Naredni primer ilustruje primenu tehnike podeǉenog kǉuqa
na osnovu pojma kritiqnog skupa latinskog kvadrata.

Primer 1.16 Neka je kǉuq K latinski kvadrat L iz prethodnog pri-
mera i neka je svakom od 5 uqesnika koji treba da dexifruju poruku
dodeǉena po jedna trojka iz skupa C(L). U prisustvu svih uqesnika
se mo�e konstruisati jedinstven kǉuq L, a maǌe od 5 uqesnika to
ne mogu da urade.

Magiqni kvadrati i sudoku

Magiqni kvadrat reda n je matrica dimenzija n×n qiji elementi
su razliqiti brojevi iz skupa {0, 1, 2, ...n2 − 1} tako raspore�eni
da je zbir brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni i u obe glavne
dijagonale jednak.

Primer 1.17 Matrica

M =

0 7 9 14
10 13 3 4
15 8 6 1
5 2 12 11

je magiqni kvadrata reda 4.

Veza izme�u latinskih i magiqnih kvadrata je data u nared-
noj teoremi. Pridev dijagonalni koji postoji u ǌoj se odnosi
na kvadrat qije obe dijagonale sadr�e me�usobno razliqite el-
emente.

Teorema 1.14 Neka su L′ i L′′ dva dijagonalna, me�usobno ortogo-
nalna latinska kvadrata reda n. Matrica

M = n · L′ + L′′ (1.3)

je magiqni kvadrat.

Dokaz: Za svako i, 0 ≤ i < n zbir elemenata u i−toj vrsti
kvadrata M je

n−1∑

j=0

n · L′i,j +
n−1∑

j=0

L′′i,j = n · n(n− 1)
2

+
n(n− 1)

2
=

n(n2 − 1)
2
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Isti rezultat se dobija i za svaku kolonu, kao i obe dijagonale
kvadrata M .

Primer 1.18 Neka su dati kvadrati

L′ =

0 1 2 3
2 3 0 1
3 2 1 0
1 0 3 2

i L′′ =

0 3 1 2
2 1 3 0
3 0 2 1
1 2 0 3

.

Primenom jednakosti 1.3 na L′ i L′′ dobija se magiqni kvadrat M iz
prethodnog primera.

Najpoznatiji latinski kvadrat je sudoku (Jap. Suuji wa dokushin
ni kagiru - ”broj se sme pojaviti samo jednom”).

Sudoku je latinski kvadrat reda 9 podeǉen na 9 kvadrata reda
3, takav da su svi elementi u maǌim kvadratima razliqiti.

Primer 1.19 Latinski kvadrat

L =

4 2 3 5 6 7 8 0 1
5 6 1 0 8 4 2 3 7
0 8 7 2 3 1 4 5 6
7 4 8 6 5 0 3 1 2
3 1 5 7 4 2 6 8 0
6 0 2 8 1 3 7 4 5
8 5 0 4 2 6 1 7 3
1 7 6 3 0 8 5 2 4
2 3 4 1 7 5 0 6 8

je sudoku kvadrat.

Oko 0, 00012% svih latinskih kvadrata reda 9 jesu sudoku kvadrati
(Felgenauer (B.Felgenhauer) i Jarvis (F.Jarvis), 2005. godine).
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Broj latinskih
pravougaonika

U ovom poglavǉu se razmatra ukupan broj latinskih pravougaonika,
kao i veza ovog broja sa brojem redukovanih pravougaonika. Prvi
od ova dva broja �e u nastavku biti oznaqen sa Λk,n, a drugi sa

Rk,n. Pored toga, koriste se i oznake Λn
def= Λn,n i Rn

def= Rn,n.
Prebrojavaǌe se ovde odnosi na sve pravougaonike koji se razli-

kuju na naqin uobiqajen za razlikovaǌe matrica, to jest za dva
latinska pravougaonika L i L′ istih dimenzija se ka�e da su ra-
zliqiti ako i samo ako postoje i i j takvi da je Li,j 6= L′i,j.

2.1 Eksplicitne formule i neke procene

Razmotrimo najpre latinske pravougaonike dimenzija 2× n.
Prva vrsta ovakvog pravougaonika je bilo koja od n! permutaci-

ja skupa {0, 1, ..., n − 1}. Druga vrsta mo�e biti permutacija koja
se na svakoj poziciji razlikuje od prve vrste.

Neka je k ∈ {0, 1, ..., n}. Broj permutacija koje imaju bar k
simbola na istim pozicijama kao prva vrsta je

(
n
k

)
(n − k)! = n!

k! .
Ako se fiksira prva vrsta, primeǌuju�i formulu ukǉuqivaǌa i
iskǉuqivaǌa, dobija se da je broj naqina na koji se mo�e konstrui-
sati druga vrsta

n∑

k=0

(−1)k n!
k!

= n!− n!
1!

+ ... + (−1)n n!
n!

.

23
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Sledi je ukupan broj latinskih pravougaonika dimenzija 2× n

Λ2,n = (n!)2(1− 1
1!

+
1
2!
− 1

3!
+ ... +

(−1)n

n!
).

Izraz u drugoj zagradi predstavǉa prvih n+1 sabiraka razvoja
funkcije ex za x = −1, pa za n →∞ va�i aproksimacija:

Λ2,n ∼ (n!)2

e
.

Za svaki pozitivan ceo broj n grexka ove aproksimacije je maǌa
od 1

(n+1)! , pa se i za relativno male vrednosti n dobijaju rezul-
tati veoma bliski taqnim.

Nexto slo�enijim razmatraǌem (videti npr. [12]) se za broj
latinskih pravougaonika dimenzija 3× n mo�e dobiti:

Λ3,n ∼ (n!)3

e3
, n →∞.

Pod pretpostavkom da je k < 3
√

n, Jamamoto (K.Yamamoto) je
dokazao i analogno opxte tvr�eǌe [26]:

Λk,n ∼ (n!)k

e(
k
2)

, n →∞.

Pretpostavka pod kojom va�i prethodna aproksimacija govori
da ta procena nije precizna kada su u pitaǌu kvadrati. Boǉu pro-
cenu za broj kvadrata daje aproksimacija koja va�i za k = o(n6/7),
a koju su dali Godsil (C.D.Godsil) i Mekej [7]:

Λk,n ∼ (n!)k(
n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
)n(1− k

n
)−n/2e−k/2, n →∞.

Za kraj, navodimo jox dve procene za broj razliqitih latin-
skih kvadrata reda n [24]:

(n!)2nn−n2 ≤ Λn ≤
n∏

k=1

(k!)
n
k

n2√
Λn ∼ n

e2
, n →∞
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2.2 Broj redukovanih pravougaonika

Ovaj deo izlagaǌa razmatra odnos izme�u ukupnog broja latinskih
kvadrata i broja redukovanih latinskih kvadrata istog reda. Za
utvr�ivaǌe datog odnosa neophodna je slede�a teorema.

Teorema 2.1 Neka je L proizvoǉan latinski kvadrat reda n. Pos-
toje permutacija c ∈ Sn ǌegovih kolona i permutacija r ∈ Sn ǌegovih
vrsta koja fiksira poqetnu vrstu, koje kvadrat L transformixu u
redukovan kvadrat.

Dokaz: Neka je c permutacija kolona koja sortira u rastu�em
poretku elemente poqetne vrste kvadrata L daju�i kvadrat L′.
Neka je daǉe, r permutacija vrsta koja sortira u rastu�em poretku
elemente poqetne kolone kvadrata L′ daju�i kvadrat L′′. Neposredno
sledi da permutacija r fiksira poqetnu vrstu, kao i da je L′′ reduko-
van kvadrat.

Slede�i primer je ilustracija prethodne teoreme.

Primer 2.1 Permutacijom kolona, kojom kolone 0, 1 i 2 postaju re-
dom kolone 2, 0 i 1 kvadrat

L =
2 0 1
1 2 0
0 1 2

se transformixe u kvadrat

L′ =
0 1 2
2 0 1
1 2 0

.

Permutacijom vrsta, koja razmeǌuje sadr�aj vrsta 1 i 2 kvadrat
L′ se transformixe u redukovan kvadrat

L′′ =
0 1 2
1 2 0
2 0 1

.

Treba napomenuti da za latinske pravougaonike ne va�i analo-
gna teorema. Na primer, pravougaonik kojeg qine poqetne dve
vrste kvadrata L iz prethodnog primera se ne mo�e permutacijom
kolona i permutacijom vrsta koja fiksira poqetnu vrstu, trans-
formisati u redukovan pravougaonik.
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Izme�u ukupnog broja latinskih kvadrata Λn i broja reduko-
vanih kvadrata Rn postoji odnos dat u narednoj teoremi.

Teorema 2.2
Λn = n!(n− 1)!Rn.

Dokaz: Ako je dat proizvoǉan latinski kvadrat reda n, ǌegove
kolone se mogu permutovati na n! naqina. Svaka dva od ovako do-
bijenih kvadrata su razliqita. Nakon permutacija kolona analogno
se mo�e izvrxiti (n−1)! permutacija vrsta, izuzimaju�i poqetnu.
Svi ovako dobijeni kvadrati su ponovo me�usobno razliqiti, a ra-
zliqiti su i od kvadrata dobijenih primeǌuju�i samo permutacije
kolona (jer je poqetna vrsta fiksirana).

Dakle, krenuvxi od proizvoǉnog redukovanog kvadrata reda n se
na ovaj naqin mo�e dobiti n!(n−1)! me�usobno razliqitih kvadrata.
Od ǌih je, zbog fiksiranosti poqetne vrste, taqno jedan (poqetni)
redukovan, tj. navedenim transformacijama se redukovani kvadrat
ne mo�e transformisati u drugi redukovani kvadrat.

Za dokaz teoreme dovoǉno je jox dokazati da se svaki latin-
ski kvadrat mo�e na opisani naqin dobiti od nekog redukovanog
kvadrata, kao i da se dva redukovana kvadrata na opisan naqin ne
mogu transformisati u isti kvadrat.

Prvi od ovih uslova je neposredna posledica teoreme 2.1 - svaki
kvadrat se mo�e dobiti od nekog redukovanog kvadrata primeǌuju�i
inverzne permutacije permutacija r i c iz teoreme 2.1.

Pretpostavimo da drugi uslov ne va�i tj. da postoje odgo-
varaju�e permutacije kolona i vrsta ci i ri, i ∈ {1, 2} takve da za
dva redukovana kvadrata L′ 6= L′′ va�i

r1(c1(L′)) = r2(c2(L′′)).

U tom sluqaju bi, me�utim va�ilo

L′ = r−1
1 (r2(c−1

1 (c2(L′′)))),

tj. bilo bi mogu�e jedan redukovan kvadrat transformisati u drugi,
xto je kontradikcija.

Analogno se mo�e dokazati i opxte tvr�eǌe, vezano za latinske
pravougaonike:

Teorema 2.3

Λk,n =
n!(n− 1)!
(n− k)!

Rk,n. (2.1)
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Prebrojavaǌe latinskih kvadrata ima dugu istoriju. Ve�ina
radova je za ciǉ imala odre�ivaǌe broja kvadrata, ali je to
obiqno podrazumevalo i prebrojavaǌe pravougaonika. Odnosi nave-
deni u posledǌe dve teoreme su razlog zbog kojeg se svi autori
bave odre�ivaǌem broja redukovanih kvadrata (pravougaonika).

Broj kvadrata reda n ≤ 5 je odredio Ojler [4] 1782. godine. Do
broja kvadrata reda 6 je doxao Frolov (M.Frolov), 1890. godine
[6]. U istom radu je dat i pogrexan broj kvadrata reda 7, kao i
u radu Nortona (H.W.Norton) iz 1939. godine [17]. Taqan broj
kvadrata reda 7 je dao Xade (A.Sade), 1948. godine [21]. Broj
kvadrata reda 8 je odredio Vels (M.B.Wells) 1967. godine [25], a
broj kvadrata reda 9 su objavili Bamel (S.E.Bammel) i Rotxtajn
(J.Rothstein) 1975. godine [18].

Broj kvadrata reda 10 je prvi odredio Rogovski (E.Rogoyski)
1990. godine, a taj broj je potvrdio i Mekej slede�e godine. Ovi
rezultati su objavǉeni u [13]. Tadaxǌi nivo razvoja hardvera
nije bio dovoǉan da se do�e do broja kvadrata reda 11, ali je 2005.
godine primenom skoro identiqnog algoritma to uspelo Mekeju i
Vanlesu (I.M.Wanless) [15]. Rezultati kao i algoritam naveden u
ovom radu �e biti razmotreni u nastavku.

U taqki 1.2.2 je razmatran odnos izme�u bipartitnih grafova
i latinskih pravougaonika. Ekvivalencija pravougaonika i 1-
faktorizacije odgovaraju�eg grafa je u [15] poslu�ila kao osnova
za odre�ivaǌe broja latinskih pravougaonika.

Iz teoreme 1.7 neposredno sledi da je ukupan broj latinskih
pravougaonika dimenzija k × n jednak:

Λk,n =
∑

G

k!M(G). (2.2)

Ovde se sumiraǌe vrxi po svim k-regularnim bipartitinim
grafovima G sa ukupno 2n qvorova, a M(G) je broj mogu�ih 1-
faktorizacija grafa G.

Kako je M(G) invarijanta za izomorfizme grafa G, odnosno
svi izomorfni grafovi imaju jednak broj 1-faktorizacija, sledi
da se prethodno sumiraǌe mo�e vrxiti po maǌem skupu β(k, n)
koji sadr�i po taqno jednog predstavnika iz svake izomorfne klase
k−regularnih bipartitinih grafova sa ukupno 2n qvorova, odnosno
va�i:

Teorema 2.4 Broj redukovanih latinskih pravougaonika dimenzija k×
n je:

Rk,n = 2nk!(n− k)! ·
∑

G∈β(k,n)

M(G)
|Aut(G)| . (2.3)
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Dokaz: Iz (1.2) broj bipartitinih grafova izomorfnih sa sa svakim
grafom G iz skupa β(k, n) je 2(n!)2

|Aut(G)| , pa je na osnovu (2.2) Λk,n =
∑

G∈β(k,n)
2(n!)2

|Aut(G)|k!M(G). Odavde se zamenom (2.1), neposredno dobija
tra�eno tvr�eǌe.

Specijalno za k = n se za broj redukovanih latinskih kvadrata
reda n dobija

Rn =
M(Kn)
(n− 1)!

.

Ovde je Kn oznaka za potpun bipartitni graf sa ukupno 2n qvorova.
Za prebrojavaǌe latinskih pravougaonika Mekej i Vanles su u

[15] primenili slede�i postupak:

• Koriste�i program NAUTY, za sve parove (k, n) 1 ≤ k ≤ n ≤
11 odre�eni su skupovi β(k, n).

• Na osnovu (1.1) odre�ena je vrednost M(G) za svaki graf G ∈
β(k, n).

• Na osnovu (2.3) izraqunate su vrednosti Rk,n.

Kada je u pitaǌu prvi korak prethodnog postupka, treba napome-
nuti da je dovoǉno odrediti skupove β(k, n) samo za k ≤ n

2 . Za
k > n

2 grafovi u skupu β(k, n) su komplementi onih grafova koji su
u skupovima β(n− k, n).

Glavnu texko�u u celom algoritmu predstavǉa veliki broj
grafova u skupovima β(k, n). Na primer, najve�i broj grafova
za n = 11 se dobija kada je k = 5 i on je oko 8 · 107. Vreme potrebno
da bi se doxlo do objavǉenih rezultata je, prema autorima, bilo
oko 2 godine (na procesoru Pentium 3, koji je radio na frekvenciji
od 1 GhZ).

Malo je verovatno da �e uskoro biti mogu�e izraqunati broj
R12, jer je na primer broj grafova u skupu β(6, 12) ve�i od 1011.

Rezultati dobijeni za n ≤ 11 prikazani su u tabeli 2.1. Na
kraju tabele su procene broja redukovanih latinskih kvadrata
reda 12 ≤ n ≤ 15 [13].
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k n Rk,n k n Rk,n

1 1 1 1 9 1
2 9 16.687

1 2 1 3 9 103.443.808
2 2 1 4 9 207.624.560.256

5 9 112.681.643.083.776
1 3 1 6 9 12.952.605.404.381.184
2 3 1 7 9 224.382.967.916.691.456
3 3 1 8 9 377.597.570.964.258.816

9 9 377.597.570.964.258.816
1 4 1
2 4 3 1 10 1
3 4 4 2 10 148.329
4 4 4 3 10 8.154.999.232

4 10 147.174.521.059.584
1 5 1 5 10 746.988.383.076.286.464
2 5 11 6 10 870.735.405.591.003.709.440
3 5 46 7 10 177.144.296.983.054.185.922.560
4 5 56 8 10 4.292.039.421.591.854.273.003.520
5 5 56 9 10 7.580.721.483.160.132.811.489.280

10 10 7.580.721.483.160.132.811.489.280
1 6 1
2 6 53 1 11 1
3 6 1.064 2 11 1.468.457
4 6 6.552 3 11 798.030.483.328
5 6 9.408 4 11 143.968.880.078.466.048
6 6 9.408 5 11 7.533.492.323.047.902.093.312

6 11 96.299.552.373.292.505.158.778.880
1 7 1 7 11 240.123.216.475.173.515.502.173.552.640
2 7 309 8 11 86.108.204.357.787.266.780.858.343.751.680
3 7 35.792 9 11 2.905.990.310.033.882.693.113.989.027.594.240
4 7 1.293.216 10 11 5.363.937.773.277.371.298.119.673.540.771.840
5 7 11.270.400 11 11 5.363.937.773.277.371.298.119.673.540.771.840
6 7 16.942.080
7 7 16.942.080

1 8 1
2 8 2.119
3 8 1.673.792
4 8 420.909.504
5 8 27.206.658.048 12 12 ∼ 1, 62 · 1044

6 8 335.390.189.568 13 13 ∼ 2, 51 · 1056

7 8 535.281.401.856 14 14 ∼ 2, 33 · 1070

8 8 535.281.401.856 15 15 ∼ 1, 50 · 1086

Tabela 2.1: broj redukovanih latinskih pravougaonika
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3

Klase latinskih kvadrata

Permutacijama vrsta i kolona, kao i preimenovaǌem (permutaci-
jom) simbola latinskog kvadrata se dobija novi latinski kvadrat,
ekvivalentan polaznom. Na ovaj naqin, u zavisnosti od broja i
vrsta permutacija se na skupu latinskih kvadrata mo�e uoqiti
vixe klasa ekvivalencije, o kojima �e u nastavku biti reqi.

Prva klasifikacija koja �e biti opisana (klase izotopije) se
mo�e primeniti na skup latinskih pravougaonika, dok su naredne
dve (izomorfne klase i glavne klase) vezane iskǉuqivo za latinske
kvadrate.

Simbol Sn koji �e se pri ovim definicijama qesto koristiti je
uobiqajena oznaka za simetriqnu grupu (grupu svih permutacija)
skupa {0, 1, ..., n− 1}.

Za permutaciju
(

0 1 2 ... n− 1
p(0) p(1) p(2) ... p(n− 1)

)

u nastavku �e biti korix�en zapis
(

p(0) p(1) p(2) ... p(n− 1)
)
.

3.1 Klase izotopnih latinskih pravougaonika

Definicija 3.1 Za dva latinska pravougaonika L i L′ dimenzija k×n
se ka�e da su izotopni ako postoje permutacije r ∈ Sk i c, s ∈ Sn,
takve da va�i:

L′i,j = s(Lr(i),c(j)), 0 ≤ i < k, 0 ≤ j < n.

Trojka (r, c, s) se u ovom sluqaju naziva izotopizam. U sluqaju kada
je k = n govori se o izotopizmu latinskih kvadrata.

31
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Primer 3.1 Pravougaonici

L =
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1

i L′ =
0 1 2 3
1 3 0 2
2 0 3 1

su izotopni. Odgovaraju�i izotopizam, kao xto pokazuje naredna
tabela je (r = (120), c = (3021), s = (0132)).

i j r(i) c(j) Lr(i),c(j) s(Lr(i),c(j))

0 0 1 3 0 0
0 1 1 0 1 1
0 2 1 2 3 2
0 3 1 1 2 3
1 0 2 3 1 1
1 1 2 0 2 3
1 2 2 2 0 0
1 3 2 1 3 2
2 0 0 3 3 2
2 1 0 0 0 0
2 2 0 2 2 3
2 3 0 1 1 1

Izotopizam koji pravougaonik L preslikava u sebe se naziva
autotopizam pravougaonika L.

Neposredno se proverava da je biti izotopan relacija ekviva-
lencije na skupu latinskih pravougaonika odre�enih dimenzija.
Klase ekvivalencije ove relacije se nazivaju izotopnim klasama.

3.2 Klase izomorfnih latinskih kvadrata

Definicija 3.2 Za dva latinska kvadrata L i L′ reda n se ka�e da
su izomorfni ako postoji permutacija f ∈ Sn, takva da va�i:

L′i,j = f(Lf(i),f(j)), 0 ≤ i, j < n.

Permutacija f se u ovom sluqaju naziva izomorfizam.

Primer 3.2 Kvadrati

L =

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

i L′ =

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2
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su izomorfni. Odgovaraju�i izomorfizam, kao xto pokazuje naredna
tabela je f = (0213).

i j f(i) f(j) Lf(i),f(j) f(Lf(i),f(j))

0 0 0 0 0 0
0 1 0 2 2 1
0 2 0 1 1 2
0 3 0 3 3 3
1 0 2 0 2 1
1 1 2 2 1 2
1 2 2 1 3 3
1 3 2 3 0 0
2 0 1 0 1 2
2 1 1 2 3 3
2 2 1 1 0 0
2 3 1 3 2 1
3 0 3 0 3 3
3 1 3 2 0 0
3 2 3 1 2 1
3 3 3 3 1 2

Izomorfizam f ∈ Sn je izotopizam (r, c, s) za koji va�i r = c =
s = f .

Izomorfizam koji kvadrat L preslikava u sebe se naziva auto-
morfizam kvadrata L.

Relacija biti izomorfan je relacija ekvivalencije na skupu
latinskih kvadrata odre�ene dimenzije. Odgovaraju�e klase ek-
vivalencije se nazivaju izomorfnim klasama.

3.3 Glavne klase latinskih kvadrata

Ako se osim permutacija vrsta i kolona, kao i primenovaǌa (per-
mutacija) simbola razmatra i permutacija znaqeǌa ovih pojmova,
dobija se jox jedna klasa ekvivalencije latinskih kvadrata.

Definicija 3.3 Za dva latinska kvadrata L i L′ reda n se ka�e
da su paratopni ako je kvadrat L izotopan sa nekim konjugatom
kvadrata L′. Odgovaraju�e preslikavaǌe se u ovom sluqaju naziva
paratopizam.
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Drugim reqima, paratopizam je qetvorka (r, c, s, t), gde je (r, c, s)
izotopizam, a t ∈ S3 odgovaraju�a permutacija vrsta ortogonalne
reprezentacije.

Primer 3.3 Kvadrati

L =

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

i L′′ =

0 1 2 3
3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0

su paratopni. Odgovaraju�i paratopizam je (r = (0213), c = (0213),
s = (0213), t = (021)).

Zaista, kao xto je pokazano u prethodnom primeru, kvadrat L
se izotopizmom (r = (0213), c = (0213), s = (0213)) preslikava u
kvadrat L′ qija je ortogonalna reprezentacija (videti primer 1.2):

OR(L′) =
0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2

Permutacijom t = (021), koja razmeǌuje sadr�aj vrsta 1 i 2 ma-
trice OR(L′), dobija se matrica:

OR(L′′) =
0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

koja je ortogonalna reprezentacija kvadrata L′′.

Paratopizam koji kvadrat L preslikava u sebe se naziva au-
toparatopizam kvadrata L.

Relacija biti paratopan je relacija ekvivalencije. Odgovaraju-
�e klase ekvivalencije se nazivaju glavnim klasama.

Iz prethodnih definicija sledi da izme�u klasa definisanih
u ovoj taqki va�i implikacija:

L i L′ su izomorfni
⇒

L i L′ su izotopni
⇒

L i L′ su u istoj glavnoj klasi.

Dakle, svaka glavna klasa se sastoji iz jedne ili vixe klasa
izotopije, koje se sastoje iz jedne ili vixe izomorfnih klasa.
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3.4 Broj klasa

Glavna tema radova o kojima je bilo reqi na strani 27 je ukupan
broj latinskih kvadrata. Rezultati u vezi sa brojem klasa za
isti red kvadrata su se po pravilu pojavǉivali nekoliko decenija
kasnije

Taqan broj glavnih i izotopnih klasa do reda 6 je dao Xonhart
(E.Schonhardt) 1930. godine [22].

Prvi pribli�an rezultat vezan za kvadrate reda 7, u kojem su
nedostajale po jedna glavna i izotopna klasa, dao je 1939. godine
Norton [17], a nedostaju�e klase je 1951. godine dao Xade [21].

Skoro taqan rezultat za red 8 je objavio Braun (J.W.Brown)
1968. godine [1]. U ovom radu je nedostajalo 10 klasa izotopije.
Taqan broj glavnih klasa i klasa izotopije kvadrata do reda 8
dali su Kolesova (G.Kolesova), Lam (C.W.H.Lam) i Til (L.Thiel)
1990. godine [11].

Posledǌi dobijen rezultat je broj klasa kvadrata reda 9 i
reda 10, dat 2005. godine u radu [16] qiji su autori Mekej, Mejn-
ert (A.Meynert) i Mirvold (W.Myrvold).

Pre razmatraǌa rezultata iz [16], bi�e uvedeni neki pojmovi
sa kojima se na drugaqiji, formalniji naqin mogu definisati
klase iz prethodnih delova.

Najpre, od va�nosti je pojam dejstva grupe na skup.

Definicija 3.4 Neka je data grupa (G, ◦) i skup S. Preslikavaǌe
d : G× S → S, u oznaci d : (g, X) → gX za koje va�i:

1. 1X = X

2. (g(hX) = (g ◦ h)X

se naziva dejstvo grupe G na skup S. Ovde su g i h proizvoǉni
elementi grupe G, a 1 je jediniqni element iste grupe.

Ako je X element skupa S na koji deluje grupa (G, ◦), skup

{gX|g ∈ G}

se naziva orbita elementa X u odnosu na grupu G.
Sa druge strane, skup

{g ∈ G|gX = X}

se naziva stabilizator elementa X u odnosu na grupu G.
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Neka je Sn simetriqna grupa skupa {0, 1, 2, ..., n − 1} i neka je
skup 〈S3

n, S3〉 definisan kao:

〈S3
n, S3〉 = Sn × Sn × Sn × S3.

Ako je · operacija kompozicije permutacija zadata sa (f ·g)(X) =
f(g(X)), za dva elementa (r, c, s, t) i (r′, c′, s′, t′) iz skupa 〈S3

n, S3〉
definiximo operaciju ◦ na slede�i naqin:

(r, c, s, t) ◦ (r′, c′, s′, t′) = (r · r′, c · c′, s · s′, t · t′).

Neposredno se proverava da je par Γ = (〈S3
n, S3〉, ◦) grupa reda

6(n!)3.

Neka je daǉe, ∆n skup svih latinskih kvadrata reda n. Dejstvo
prizvoǉnog elementa (r, c, s, t) grupe Γ, na kvadrat L ∈ ∆n, qija je
ortogonalna reprezentacija OR(L) = [i, j, Li,j ]T0≤i,j<n definiximo
na slede�i naqin:

OR((r, c, s, t)L) = [t(r(i), c(j), s(lr(i),c(j)))]T0≤i,j<n.

Na ovaj naqin je definisano dejstvo grupe Γ na skup ∆n.
Orbite ovako definisanog dejstva grupe na skup su glavne klase

latinskih kvadrata, odnosno kvadrati koji su u istoj orbiti ovog
dejstva su paratopni. Stabilizator

Par(L) = {(r, c, s, t) ∈ Γ|(r, c, s, t)L = L}

se naziva autoparatopna grupa kvadrata L. ǋeni elementi su au-
toparatopizmi kvadrata L.

Klase izotopnih kvadrata su orbite definisane delovaǌem grupe
Γ′ ≤ Γ, qiji su elementi one qetvorke (r, c, s, t) u kojima je t = id3

identiqka permutacija. Stabilizator

Is(L) = {(r, c, s, id3) ∈ Γ′|(r, c, s, id3)L = L}

se naziva autotopna grupa kvadrata L. ǋeni elementi su auto-
topizmi kvadrata L.

Klase izomorfnih kvadrata su orbite definisane delovaǌem
grupe Γ′′ ≤ Γ′, qiji su elementi one qetvorke (r, c, s, id3) u kojima je
r = c = s. Stabilizator

Aut(L) = {(r, r, r, id3) ∈ Γ′′|(r, r, r, id3)L = L}
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se naziva automorfna grupa kvadrata L. ǋeni elementi su auto-
morfizmi kvadrata L.

Tvr�eǌe slede�e teoreme posledica je poznatih svojstava, kada
su u pitaǌu dejstva grupa na skupove.

Teorema 3.1 Neka je L latinski kvadrat reda n. Tada va�i:

1. Broj kvadrata u istoj glavnoj klasi kao kvadrat L je 6(n!)3

|Par(L)| .

2. Broj izotopnih klasa u glavnoj klasi kvadrata L je 6|Is(L)|
|Par(L)| .

3. Broj izomorfnih klasa u izotopnoj klasi kvadrata L je (n!)2|Aut(L)|
|Is(L)| .

Neka je Mn skup koji sadr�i po jedan kvadrat sa netrivijal-
nim autoparatopizmom iz svake glavne klase u kojoj takav kvadrat
postoji. Tada va�i:

Teorema 3.2 1. Broj glavnih klasa latinskih kvadrata reda n je

Rn

6nn!
+

∑

L∈Mn

|Par(L)| − 1
|Par(L)| .

2. Broj izotopnih klasa latinskih kvadrata reda n je

Rn

nn!
+ 6 ·

∑

L∈Mn

|Is(L)| − 1
|Par(L)| .

3. Broj izomorfnih klasa latinskih kvadrata reda n je

(n− 1)!Rn + 6(n!)2 ·
∑

L∈Mn

|Aut(L)| − 1
|Par(L)| .

Dokaz:
Neka je Γ1 skup glavnih klasa koje imaju predstavnika u skupu Mn,

a Γ2 skup glavnih klasa koje nemaju predstavnika u skupu Mn.
Nepsredno sledi da je |Γ1| = |Mn| =

∑
L∈Mn

1.
Odredimo broj elemenata u skupu Γ2. Iz tvr�eǌa 1 teoreme 3.1

sledi da je broj kvadrata qije glavne klase nemaju predstavnika u
skupu Mn jednak Λn −

∑
L∈Mn

6(n!)3

|Par(L)| . Svi takvi kvadrati imaju
trivijalne autoparatopne grupe, pa se nalaze u glavnim klasama
reda 6(n!)3. Odavde je |Γ2| = 1

6(n!)3 (Λn −
∑

L∈Mn

6(n!)3

|Par(L)| ), pa je
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|Γ1|+ |Γ2| =
∑

L∈Mn

1 +
1

6(n!)3
(Λn −

∑

L∈Mn

6(n!)3

|Par(L)| ).

Zamenom Λn = n!(n − 1)!Rn u posledǌu jednakost, direktno sledi
tra�eno tvr�eǌe. Tvr�eǌa 2 i 3 se dokazuju analogno uz primenu
teoreme 3.1.

n broj glavnih klasa broj izotopnih klasa
1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 2 2
5 2 2
6 12 22
7 147 564
8 283.657 1.676.267
9 19.270.853.541 115.618.721.533

10 34.817.397.894.749.939 208.904.371.354.363.006

n broj izomorfnih klasa
1 1
2 1
3 5
4 35
5 1.411
6 1.130.531
7 12.198.455.835
8 2.697.818.331.680.661
9 15.224.734.061.438.247.321.497
10 2.750.892.211.809.150.446.995.735.533.513

Tabela 3.1: brojevi klasa latinskih kvadrata

Da bi doxli do brojeva klasa, datih u gorǌoj tabeli, Mekej i
Mirvold [16] su primenili slede�i postupak:

• Odre�ene su vrednosti Rn iz tabele 2.1

• Koriste�i program NAUTY odre�en je skup Mn i izraqunate
su vrednosti |Par(L)|, |Is(L)| i |Aut(L)| za svaki kvadrat L iz
skupa Mn [16].

• Izvrxena su sumiraǌa iz teoreme 3.2
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Algoritmi za
klasifikaciju kvadrata

Na kraju prethodnog poglavǉa u tabeli 3.1 su dati brojevi klasa
koji su izraqunati, bez generisaǌa predstavnika klasa. Gener-
isaǌe odgovaraju�ih predstavnika, tj. klasifikacija latinskih
kvadrata je tema ovog poglavǉa. Izlagaǌe je koncipirano tako
da je svaka tehnika klasifikacije najpre opisana na opxtem nivou
kombinatornih objekata, a zatim primeǌena na latinske kvadrate.

Pre same formulacije problema koja je data u drugoj taqki, u
prvoj taqki su uvedene pojedine oznake i neki matematiqki pojmovi
neophodni za nastavak. U tre�oj taqki se razmatra generisaǌe
stabla pretrage koje sadr�i objekte koje treba klasifikovati, a
qetvrta taqka sadr�i algoritme za klasifikaciju i ǌihovu anal-
izu.

4.1 Kanonsko preslikavaǌe

Neka je dat skup Γ i grupa (G, ◦) koja deluje na Γ u smislu defini-
cije 3.4. Na skupu Γ se mo�e definisati relacija ∼G na slede�i
naqin:

X ∼G Y
def⇔ (∃g ∈ G) gX = Y. (4.1)

Za relaciju ∼G se na osnovu definicije dejstva grupe na skup,
neposredno mo�e proveriti da je relacija ekvivalencije, odnosno
da na skupu Γ odre�uje klase ekvivalencije.

39
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Primer 4.1 Neka je Γn skup svih latinskih kvadrata reda n. U
poglavǉu 3 su razmatrane grupe (S3

n × S3, ◦), (S3
n, ◦) i (Sn, ◦) i ǌihovo

delovaǌe na skup Γn, a zatim su na osnovu tog delovaǌa definisane
redom glavne, izotopne i izomorfne klase latinskih kvadrata.

Za objekte X,Y ∈ Γ za koje va�i X ∼G Y ka�e se da su izomorfni,
a odgovaraju�e preslikavaǌe g ∈ G se naziva izomorfizam.

Izomorfnost se mo�e proxiriti i na parove objekata na slede�i
naqin:

(X, Z) ∼G (Y, W ) def⇔ (∃g ∈ G) gX = Y i gZ = W. (4.2)

Neposredno se dokazuje da iz (X,Z) ∼G (Y, W ) sledi X ∼G Y
kao i Z ∼G W , ali obratno ne va�i.

Pojam neophodan u nastavku izlagaǌa, a koji se definixe na
osnovu ovako uvedene relacije ∼G je kanonsko preslikavaǌe.

Definicija 4.1 Kanonsko preslikavaǌe skupa Γ u odnosu na relaci-
ju ∼G je funkcija ρ : Γ → Γ za koju va�i:

1. za svaki objekat X ∈ Γ je X ∼G ρ(X).

2. za svaki objekat X ∈ Γ i svako g ∈ G je ρ(X) = ρ(gX).

Objekat ρ(X) se naziva kanonski oblik ( kanonska slika) objekta X.

U nastavku se podrazumeva da je kanonsko preslikavaǌe u odnosu
na relaciju ∼G i kada to nije navedeno u nazivu preslikavaǌa.
Tako�e, indeks �e biti izostavǉen u zapisu relacije ∼G, to jest
ako se ne naglasi drugaqije podrazumeva se da je ∼ relacija defin-
isana izrazom (4.1), odnosno izrazom (4.2).

Primer kanonskog preslikavaǌa je dat u narednoj teoremi.

Teorema 4.1 Neka je data relacija potpunog poretka ≺ na skupu Γ
na kojem deluje grupa G. Funkcija ρ : Γ → Γ definisana sa:

ρ(X) = min≺{gX|g ∈ G}

je kanonsko preslikavaǌe.

Dokaz: Funkcija je dobro definisana, jer su orbite {gX|g ∈ G}
konaqni skupovi, pa minimumi u odnosu na relaciju ≺ postoje. Nepo-
sredno se dokazuje da funkcija zadovoǉava oba uslova iz definicije
4.1.
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Analogna teorema va�i i ako se umesto minimalne vrednosti
izabere maksimalna vrednost.

Slede�e tvr�eǌe neposredno sledi iz definicije kanonskog
preslikavaǌa.

Teorema 4.2 Ako je ρ : Γ → Γ kanonsko preslikavaǌe, tada za svaka
dva objekta X, Y ∈ Γ va�i:

X ∼ Y ⇔ ρ(X) = ρ(Y )

Dokaz:
⇒: Ako je X ∼ Y , tada postoji g ∈ G tako da je Y = gX. Iz uslova
2 definicije 4.1 je ρ(X) = ρ(gX), pa sledi ρ(X) = ρ(Y ).
⇐: Ako je ρ(X) = ρ(Y ), tada iz uslova 1 definicije 4.1 sledi da je
X ∼ ρ(X) = ρ(Y ) ∼ Y .

Neka je γ proizvoǉna klasa ekvivalencije odre�ena relacijom
∼ na skupu Γ. Iz prethodne teoreme sledi da svi objekti u klasi
γ imaju jedinstvenu kanonsku sliku γρ odre�enu preslikavaǌem ρ.
Ova slika je tako�e, element klase γ.

Definicija 4.2 Jedinstvena kanonska slika γρ objekata iz klase γ
je kanonski predstavnik klase γ.

Neposredno sledi da je objekat X u kanonskom obliku ako i
samo ako va�i

X = ρ(X),

xto je i naqin za proveru da li je neki objekat kanonski pred-
stavnik klase.

Slede�a taqka sadr�i primer kanonskog preslikavaǌa defin-
isanog na skupu latinskih pravougaonika.

4.1.1 Kanonski oblik latinskog pravougaonika u odnosu
na relaciju izotopije

Neka je ≺ relacija potpunog poretka, definisana na skupu vektora
dimenzije n na slede�i naqin:

x ≺ y
def⇔ x0 < y0 ∨ (∃i, 0 < i < n)(xi < yi ∧ (∀j < i)(xi = yi))

Ovde je < uobiqajena relacija leksikografskog poretka na skupu
simbola {0, 1, 2, ...} definisana sa 0 < 1 < 2 < ....
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Ako je x ≺ y ka�e se da je vektor x leksikografski maǌi od
vektora y.

Ako se svakom latinskom pravougaoniku L dimenzija k × n do-
deli jedinstvena k · n-orka vL na slede�i naqin:

(∀i, j, 0 ≤ i < k, 0 ≤ j < n) vL
n·i+j

def= Li,j ,

relacija leksikografskog upore�ivaǌa se mo�e definisati i na
skupu latinskih pravougaonika:

L ≺ L′ def⇔ vL ≺ vL′ .

Ako je L ≺ L′ ka�e se da je pravougaonik L leksikografski maǌi
od pravougaonika L′.

Specijalno za k = n, govori se o leksikografskom upore�ivaǌu
latinskih kvadrata.

Primer 4.2 Neka su dati kvadrati

L =
0 1 2
1 2 0
2 0 1

i L′ =
0 1 2
2 0 1
1 2 0

Kako je vL = (012120201) i vL′ = (012201120), va�i L ≺ L′.

Neka je G grupa izotopija koja deluje na skup latinskih pravou-
gaonika Γk,n, tj. grupa qije delovaǌe omogu�ava permutacije vrsta,
kolona i simbola u latinskom pravougaoniku (videti definiciju
3.1).

Kako je ≺ relacija totalnog poretka definisana na skupu Γk,n, u
skladu sa teoremom 4.1 se mo�e definisati kanonsko preslikavaǌe
ρ u odnosu na relaciju izotopije ∼ na slede�i naqin:

ρ(X) = Y
def⇔ X ∼ Y ∧ (∀g ∈ G) Y ¹ gX.

Preslikavaǌe ρ dakle, svaki pravougaonik X slika u leksiko-
grafski minimalan pravougaonik koji je izotopan sa X.

4.1.2 Neke osobine kanonskih pravougaonika

Tvr�eǌa data u nastavku ove taqke sadr�e neophodne uslove da
bi pravougaonik bio kanonski u odnosu na relaciju izotopije. Do
ovih uslova je autor doxao u toku rada na ovoj tezi.
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Treba napomenuti da se i u nastavku, kao i ranije koristi in-
deksiraǌe od 0, odnosno da se poqetna vrsta oznaqava kao vrsta
0, a naredna kao vrsta 1. Isto va�i i za kolone.

Najpre, razmotrimo poqetnu vrstu i poqetnu kolonu.

Teorema 4.3 Poqetna vrsta i poqetna kolona kanonskog pravougao-
nika sadr�e elemente pore�ane u rastu�em poretku.

Dokaz:
Pretpostavimo suprotno, da postoji i (0 ≤ i < n − 1) tako

da u kanonskom pravougaoniku L va�i L0,i+1 < L0,i. Permutaci-
jom kolona koja razmeǌuje sadr�aj i-te i (i + 1)-ve kolone se dobija
pravougaonik L′ koji je leksikografski maǌi od L xto je kontradik-
cija. Dokaz je analogan i ako su u pitaǌu elementi poqetne kolone.

Specijalno, za k = n prethodna teorema ima slede�e znaqeǌe:

Teorema 4.4 Kanonski predstavnik svake izotopne klase latinskih
kvadrata je redukovan kvadrat.

Naredna teorema daje neophodne uslove za vrstu 1.

Teorema 4.5 Neka je L pravougaonik dimenzija k× n koji je kanonski
u odnosu na relaciju izotopije. Tada va�i:

1. L1,0 = 1.

2. Za svako j (0 ≤ j < n− 1) va�i L1,j ≤ j + 1.

3. Ako je poz(j) pozicija na kojoj se element j nalazi u vrsti 1
pravougaonika L, tada za svako j (0 < j ≤ n− 1) va�i

j − 1 ≤ poz(j) ≤ n− 1.

Dokaz:

1. Iz teoreme 4.3 sledi da je L0,0 = 0, pa je L1,0 6= 0. Pret-
postavimo da je L1,0 = x > 1. Neka je L′ pravougaonik koji
se od L dobija permutacijom simbola koja razmeǌuje simbole 1
i x i permutacijom kolona koja razmeǌuje sadr�aj kolone 1 i
x-te kolone.

0      1     ...      x     ...

x     ...     ...     ...     ...
1 x

L L’

0      x     ...      1     ...

1     ...     ...     ...     ...

0      1     ...      x     ...

1     ...     ...     ...     ...
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Neposredno sledi da je poqetna vrsta pravougaonika L′ jednaka
sa poqetnom vrstom pravougaonika L. Tako�e, va�i

L′1,0 = 1 < x = L1,0,

pa je L′ < L xto je kontradikcija sa pretpostavkom da je L
kanonski.

2. Dokaz se mo�e izvesti indukcijom po j.

Za j = 0 tvr�eǌe je dokazano u prethodnom delu ove teoreme.

Neka je 0 < l < n − 1 i neka tvr�eǌe va�i za svako j < l.
Doka�imo da tada tvr�eǌe va�i i za j = l. Pretpostavimo
suprotno, da je L1,l = x > l + 1. Neka je L′ pravougaonik koji
se od L dobija permutacijom simbola koja razmeǌuje simbole x
i l + 1 i permutacijom kolona koja razmeǌuje sadr�aj x-te i
(l + 1)-ve kolone.

0      1      2     ...      l      l+1   ...      x     ...

...    ...     ...     ...     x      ...     ...      ...    ...

0      1      2     ...      l       x     ...     l+1   ...

...     ...    ...     ...    l+1    ...     ...     ...     ...

0      1      2     ...       l     l+1   ...      x     ...

...    ...     ...     ...     l+1   ...     ...     ...     ...

l+1 x

L

L’

Neposredno sledi da je poqetna vrsta pravougaonika L′ jednaka
sa poqetnom vrstom pravougaonika L. Iz indukcijske pret-
postavke sledi da su u vrsti 1 pravougaonika L na mestima
0, 1, ..., l−1 elementi maǌi od l+1, pa se ovaj deo pravougaonika
navedenim transformacijama ne meǌa. Tako�e, va�i

L′1,l = l + 1 < x = L1,l,

pa je L′ < L xto je kontradikcija sa pretpostavkom da je L
kanonski.

3. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoji j, (0 < j ≤ n− 1)
tako da je poz(j) = x < j − 1, odnosno da je L1,x = j i j > x + 1.
Odavde, me�utim sledi da je L1,x > x + 1 xto je kontradikcija
sa 2. delom ove teoreme.

Posledica teoreme 4.3 je da vrsta 0 kanonskog pravougaonika
sadr�i identiqku permutaciju, tj. da se vrsta 0 kanonskog pravou-
gaonika mo�e konstruisati na jedinstven naqin.
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Razmotrimo na osnovu teoreme 4.5, na koliko naqina se mo�e
konstruisati vrsta 1.

Konstrukcija mo�e poqeti od ”prazne” vrste, tj. permutacije u
kojoj nije definisan sadr�aj ni na jednoj poziciji. Ova vrsta se u
prvom koraku proxiruje definisaǌem pozicije za element n−1, na
sve naqine dopuxtene teoremom 4.5. Zatim se sve dobijene vrste
proxiruju definisaǌem pozicije za element n − 2, na sve naqine
dopuxtene teoremom 4.5 itd. U pretposledǌem koraku se odre�uje
pozicija za element 1, a u posledǌem (n-tom koraku) za element 0.

Ova konstrukcija se mo�e predstaviti stablom τ datim na nared-
noj slici.

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...                         n-1

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...                  n-2  n-1

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...                         n-1   n-2

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...          n-3  n-2  n-1

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...                 n-2   n-1   n-3

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...          n-3          n-1   n-2

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...   n-4  n-3  n-2  n-1

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...          n-3  n-2   n-1  n-4

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...   n-4         n-2   n-1   n-3

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...   n-4  n-3          n-1   n-2

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...          n-3  n-4   n-1   n-2

 

...   n-5  n-4  n-3  n-2   n-1

...                         
0. ниво

1. ниво

2. ниво

3. ниво

    . . .

Slika 4.1: konstrukcija vrste 1 kanonskog pravougaonika

Na 0. nivou stabla τ je ”prazna” vrsta 1, a na k-tom nivou
(1 ≤ k ≤ n) se nalaze sve vrste 1 koje ispuǌavaju uslove iz teoreme
4.5 i u kojima je definisana pozicija za elemente n−1, n−2, ..., n−k.

Razmotrimo koliko sinova ima proizvoǉan qvor u ovom stablu.

Teorema 4.6 Neka je 0 ≤ k < n − 2 i X proizvoǉan qvor na k-tom
nivou stabla τ . Tada va�i:

• Ako na mestu X1,n−k−1 nije definisan sadr�aj, tada X ima
taqno jednog sina.

• Ako na mestu X1,n−k−1 jeste definisan sadr�aj, tada X ima
taqno dva sina.

Dokaz: Prema naqinu konstrukcije stabla τ u vrsti 1 qvora X
su definisane pozicije za taqno k elemenata: n− 1, n− 2, ..., n− k.
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Iz 3. dela teoreme 4.5 sledi da za pozicije tih elemenata u vrsti
1 va�i

poz(n− 1) ≥ n− 2, poz(n− 2) ≥ n− 3, ..., poz(n− k) ≥ n− k − 1.

Dakle, svih k definisanih pozicija u vrsti 1 qvora X se nalaze u
intervalu [n− k− 1, n− 1], odnosno X u tom intervalu ima taqno
jednu nedefinisanu poziciju. Neka je ta pozicija X1,p. Pokaza�emo da
ako je p = n−k−1, qvor X ima taqno jednog sina, a ako je p 6= n−k−1
qvor X ima taqno dva sina.

Sin qvora X se dobija tako xto se u vrsti 1 qvora X odredi
pozicija za element n − k − 1. Za tra�enu poziciju prema 3. delu
teoreme 4.5 va�i

poz(n− k − 1) ≥ n− k − 2.

Kako je X1,p jedina pozicija u intervalu [n − k − 1, n − 1] koja nije
definisana sledi

poz(n− k − 1) ∈ {n− k − 2, p}.
Dakle, qvor X mo�e imati najvixe dva sina:

qvor Y u kojem je Y1,n−k−2 = n− k − 1

qvor Z u kojem je Z1,p = n− k − 1

Qvor Y se na opisan naqin uvek mo�e definisati.
Qvor Z se na opisan naqin mo�e definisati samo u sluqaju da je

p 6= n− k− 1, jer bi u suprotnom va�ilo Z1,n−k−1 = n− k− 1, xto je
kontradikcija sa qiǌenicom da je Z0,n−k−1 = n − k − 1, a koja sledi
iz teoreme 4.3. Ovime je teorema dokazana.

Neka je Y sin qvora X u stablu τ . Za qvor koji je sin qvora
Y kaza�emo da je unuk qvora X. Posledica prethodne teoreme je
naredno tvr�eǌe.

Teorema 4.7 Neka je 0 ≤ k < n − 3 i X proizvoǉan qvor na k-tom
nivou stabla τ . tada va�i:

• Ako X ima taqno jednog sina, tada X ima taqno dva unuka.

• Ako X ima taqno dva sina, tada X ima taqno tri unuka.

Dokaz: Ako je Y jedini sin qvora X, tada je prema dokazu prethodne
teoreme sadr�aj na poziciji Y1,n−k−2 definisan. Kako je Y na (k+1)-
om nivou stabla τ i va�i k+1 < n−2, sledi da Y prema prethodnoj
teoremi ima taqno dva sina. Dakle X ima taqno dva unuka.
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Ako X osim qvora Y ima i sina Z, tada prema dokazu prethodne
teoreme sadr�aj na poziciji Z1,n−k−2 nije definisan. Kako je Z na
(k + 1)-om nivou stabla τ i va�i k + 1 < n − 2, sledi da Z prema
prethodnoj teoremi ima taqno jednog sina. Dakle X u ovom sluqaju
ima taqno tri unuka (dva sina qvora Y i jednog sina qvora Z).

Na osnovu prethodne dve teoreme mo�e se odrediti rekurentna
formula za broj qvorova na nivoima stabla τ .

Neka je k ≥ 0 i neka su αk i βk brojevi qvorova na k-tom nivou
stabla τ koji redom imaju taqno jednog sina i taqno dva sina. Ako
je Uk ukupan broj qvorova na k-tom nivou stabla τ , tada va�i:

1. U0 = 1 (iz definicije stabla τ)

2. U1 = 1 (iz 1. dela teoreme 4.6 za k = 0)

3. Za svako k ≤ n je Uk = αk +βk (iz definicije brojeva αk i βk)

4. Za svako k ≤ n − 1 je Uk+1 = αk + 2βk (iz definicije brojeva
αk i βk)

5. Za svako k < n− 3 je Uk+2 = 2αk + 3βk (iz teoreme 4.7)

6. Un−2 = Un−1 = Un

(Ako je X qvor na (n−2)-om nivou stabla τ , ǌegovi sinovi se
dobijaju definisaǌem pozicije za element 1. Kako je X1,0 = 1
(1. deo teoreme 4.5), ta pozicija je jednoznaqno odre�ena, pa
svaki qvor na (n−2)-om nivou ima taqno jednog sina, odnosno
va�i Un−2 = Un−1.

Ako je X qvor na (n − 1)-om nivou stabla τ , on ima n − 1
definisanih pozicija, pa je preostala pozicija za element 0
jednoznaqno odre�ena. Dakle, svaki qvor na (n− 1)-om nivou
ima taqno jednog sina, odnosno va�i Un−1 = Un.)

Sabiraǌem desnih strana tre�e i qetvrte jednakosti dobija se
desna strana pete jednakosti, pa sledi da za svako k < n− 3 va�i

Uk+2 = Uk + Uk+1.

Iz prethodnog sledi da su brojevi U0, U1, ..., Un−2 elementi
Fibonaqijevog (L.Fibonacci) niza, odnosno niza definisanog na
slede�i naqin:

• F0 = F1 = 1

• Fn = Fn−1 + Fn−2 (za n > 1).

Na osnovu svega izlo�enog sledi:
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Teorema 4.8 U latinskom pravougaoniku sa n kolona, koji je kanon-
ski u odnosu na relaciju izotopije, vrsta 1 se mo�e konstruisati
na najvixe Fn−2 naqina.

Dokaz: Vrsta 1 kanonskog pravougaonika zadovoǉava uslove iz teo-
reme 4.5, pa je tra�eni broj vrsta jednak ukupnom broju qvorova na
posledǌem ( n-tom ) nivou stabla τ . Kako za taj broj ( Un ) va�i
Un = Un−1 = Un−2 = Fn−2, tvr�eǌe je dokazano.

Specijalno za k = 2 prethodna teorema ima slede�e znaqeǌe:

Teorema 4.9 Broj pravougaonika dimenzija 2 × n koji su kanonski u
odnosu na relaciju izotopije je najvixe Fn−2.

Primer 4.3 Na slici je dato stablo qiji su listovi svi latinski
pravougaonici dimenzija 2× 5 koji ispuǌavaju uslove iz teorema 4.3
i 4.5.

0     1      2     3      4
0. ниво

1. ниво

2. ниво

0     1      2     3      4

4

0     1      2     3      4

4      3

0     1      2     3      4

3     4

0     1      2     3      4

2     3     4

0     1      2     3      4

3     4      2

0     1      2     3      4

2             4      3

0     1      2     3      4

1     2     3     4

0     1      2     3      4

1             3     4      2

0     1      2     3      4

1     2             4      3

0     1      2     3      4

1     2     3     4      0

0     1      2     3      4

1     0      3     4      2

0     1      2     3      4

1     2      0     4      3

3. ниво

4. ниво

5. ниво

Broj dobijenih pravougaonika na 5. nivou stabla odgovara 3. qlanu
Fibonaqijevog niza ( F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3 ).

Neophodni uslovi za kanoniqnost navedeni u prethodnim teo-
remama mogu znatno da doprinesu efikasnosti algoritma za odre-
�ivaǌe kanonskog oblika zadatog pravougaonika. Efikasnost ovog
algoritma suxtinski utiqe na algoritme za klasifikaciju u nare-
dnoj taqki.

Ako je dat pravougaonik dimenzija k × n elementarna metoda
za odre�ivaǌe ǌegovog kanonskog oblika zahteva (n!)2k! transfor-
macija. Ona podrazumeva da se pravougaonik transformixe svim
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permutacijama simbola, vrsta i kolona i da se zapamti leksiko-
grafski minimalan pravougaonik.

Algoritam kanonski pravougaonik sadr�i znatno efikasniju pro-
ceduru koja neposredno sledi iz teoreme 4.3.

ALGORITAM 4.1 [ kanonski pravougaonik(pravougaonik Lk,n) ]

1 min:= L;
2 for all p ∈ Sn

3 neka je L′ dobijen od L permutacijom simbola p;
4 for (i := 0; i < k; i + +)
5 izvrxi perm. kolona u L′ tako da vrsta i bude rastu�a;
6 izvrxi perm. vrsta u L′ tako da kolona 0 bude rastu�a;
7 if (L′ ≺ min) min:= L′;
8 return min;

Ovaj algoritam tako�e zahteva razmatraǌe n! permutacija sim-
bola, xto se posti�e petǉom u 2. liniji algoritma. Od 4. do
7. linije se realizuje konstrukcija leksikografski minimalnog
pravougaonika koji se od L′ mo�e dobiti permutacijama vrsta i
kolona. U 4. liniji se vrxi izbor vrste koja �e biti poqetna u
rezultuju�em pravougaoniku, a zatim se u 5. liniji elementi iz-
abrane vrste sortiraju, qime se odre�uje permutacija kolona. El-
ementi poqetne kolone u dobijenom pravougaoniku se sortiraju u
6. liniji algoritma, xto odre�uje permutaciju vrsta. Celokupna
procedura zahteva kn! permutacija u linijama 5 i 6.

Navedeni algoritam se mo�e jednostavno transformisati u pro-
ceduru odluqivaǌa koja daje odgovor na pitaǌe da li je dati pravo-
ugaonik L kanonski. Ova procedura je data u narednom algoritmu.

ALGORITAM 4.2 [ kanon pravougaonik(pravougaonik Lk,n) ]

1 if L ne zadovoǉava neophodne uslove iz teorema 4.3 i 4.5
2 return 0;
3 for all p ∈ Sn

4 neka je L′ dobijen od L permutacijom simbola p;
5 for (i := 0; i < k; i + +)
6 izvrxi perm. kolona u L′ tako da vrsta i bude rastu�a;
7 izvrxi perm. vrsta u L′ tako da kolona 0 bude rastu�a;
8 if (L′ ≺ L) return 0;
9 return 1;



50 4. ALGORITMI ZA KLASIFIKACIJU KVADRATA

Uz pomo� prethodnog algoritma se mo�e pokazati da teorema
4.4 va�i samo kada su u pitaǌu kvadrati, odnosno da latinski
pravougaonik koji je kanonski u odnosu na relaciju izotopije ne
mora da bude redukovan.

Primer 4.4 Latinski pravougaonici

L1 =
0 1 2 3 4 5
1 2 0 4 5 3
3 4 5 1 2 0

i L2 =
0 1 2 3 4 5
1 2 0 4 5 3
3 5 4 1 0 2

su kanonski, iako nisu redukovani.

Mo�e se pokazati i da su L1 i L2 pravougaonici najmaǌih dimen-
zija koji imaju ovu osobinu.

Naime, iz 1. dela teoreme 4.5 sledi da za svako n, pravougaonik
dimenzija 2× n koji je kanonski jeste i redukovan.

Razmotrimo pravougaonike dimenzija 3× 3, 3× 4, 3× 5 i 4× 5.

• U prvom sluqaju u pitaǌu su kvadrati, a za ǌih po teoremi 4.4
va�i da ako su kanonski, jesu i redukovani.

• Od svih pravougaonika dimenzija 3× 4 neophodne uslove iz teo-
rema 4.3 i 4.5 ispuǌavaju pravougaonici oblika

0 1 2 3
1 0 3 2
x x x x

i
0 1 2 3
1 2 3 0
x x x x

.

ǋihov broj je 2 i odgovara qlanu F2 Fibonaqijevog niza. Postoje
3 neredukovana pravougaonika koji su ovog oblika:

0 1 2 3
1 0 3 2
3 2 0 1

,
0 1 2 3
1 0 3 2
3 2 1 0

i
0 1 2 3
1 2 3 0
3 0 1 2

.

Procedura data u algoritmu 4.2 pokazuje da nijedan od ǌih nije
kanonski. Izotopizmi (zapisani u skladu sa definicijom 3.1)
koji navedene pravougaonike transformixu u leksikografski ma-
ǌe su, redom:

(r = (012), c = (0132), s = (0132)),
(r = (012), c = (0132), s = (0132)),
(r = (120), c = (3102), s = (0213)).
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• Od svih pravougaonika dimenzija 3× 5 neophodne uslove iz teo-
rema 4.3 i 4.5, kao xto je pokazano u primeru 4.3 ispuǌavaju
pravougaonici oblika

0 1 2 3 4
1 2 3 4 0
x x x x x

,
0 1 2 3 4
1 0 3 4 2
x x x x x

i
0 1 2 3 4
1 2 0 4 3
x x x x x

.

ǋihov broj je 3 i odgovara qlanu F3 Fibonaqijevog niza. Postoji
25 neredukovanih pravougaonika koji su ovog oblika. Procedura
data u algoritmu 4.2 pokazuje da nijedan od ǌih nije kanonski.

• Od svih pravougaonika dimenzija 4× 5 neophodne uslove iz teo-
rema 4.3 i 4.5, kao xto je pokazano u primeru 4.3 ispuǌavaju
pravougaonici oblika

0 1 2 3 4
1 2 3 4 0
x x x x x
x x x x x

,

0 1 2 3 4
1 0 3 4 2
x x x x x
x x x x x

i

0 1 2 3 4
1 2 0 4 3
x x x x x
x x x x x

.

ǋihov broj je 3 i odgovara qlanu F3 Fibonaqijevog niza. Postoji
38 neredukovanih pravougaonika sa rastu�om poqetnom kolonom
koji su ovog oblika. Procedura data u algoritmu 4.2 pokazuje da
nijedan od ǌih nije kanonski.

4.2 Klasifikacija kombinatornih objekata

Uopxteno reqeno, klasifikacija kombinatornih objekata se odnosi
na skup objekata Γ i relaciju ekvivalencije ∼ definisanu na ǌemu.
Problem klasifikacije za (Γ,∼) se mo�e formulisati na slede�i
naqin:

Generisati skup Σ koji sadr�i taqno jedan objekat iz svake klase
ekvivalencije definisane relacijom ∼ na skupu Γ ili zakǉuqiti da
je Γ prazan skup.

Relacija ∼ iz prethodne formulacije mo�e biti proizvoǉna
relacija ekvivalencije, ali se u nastavku podrazumeva da je to
relacija data izrazom (4.1) koja je definisana dejstvom grupe G
na skup Γ.
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Kada su u pitaǌu latinski kvadrati, problem klasifikacije
kojim se bavi ovo poglavǉe se odnosi na relaciju izotopije i mo�e
se formulisati na slede�i naqin:

Generisati skup Σ koji sadr�i taqno jedan latinski kvadrat iz
svake klase izotopije skupa Γn.

Elementarna i neefikasna tehnika za klasifikaciju je da se
najpre generixe skup Γ, a zatim da se iz ǌega ukloni izomorfnost
primeǌuju�i slede�i algoritam:

ALGORITAM 4.3 [ neizomorfni(skup objekata Γ) ]

1 Σ = ∅;
2 for all X ∈ Γ
3 if u skupu Σ ne postoji Y tako da je X ∼ Y
4 Σ := Σ ∪X;

Dakle, za svaki objekat X se ispituje da li je izomorfan sa
nekim objektom koji je ve� u skupu Σ. Ako to nije sluqaj objekat
X se dodaje skupu Σ, a u suprotnom se to ne radi. Skup Σ na kraju
sadr�i taqno jednog predstavnika svake klase.

Ako se u 2. liniji algoritma elementima skupa Γ pristupa po
leksikografskom poretku, skup Σ na kraju sadr�i kanonskog pred-
stavnika svake klase.

Nastavak ovog poglavǉa sadr�i efikasnije tehnike za klasi-
fikaciju proizvoǉnih objekata, a zatim se razmatra primena ovih
tehnika na problem klasifikacije latinskih kvadrata u odnosu na
relaciju izotopije.

Algoritmi koji se razmatraju sastoje se od dve faze:

• generisaǌe stabla pretrage koje sadr�i sve objekte iz skupa
Γ koje treba klasifikovati.

• uklaǌaǌe izomorfizma iz stabla pretrage, odnosno generisaǌe
skupa Σ ⊆ Γ bez me�usobno izomorfnih objekata, tako da je
svaki element skupa Γ izomorfan sa nekim elementom iz Σ.

Prvi deo je tema naredne taqke. U ǌoj su dakle, razmatraǌa koja
se tiqu samo konstrukcije objekata, bez ispitivaǌa izomorfnosti.
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4.3 Konstrukcija kombinatornih objekata

Algoritam za konstrukciju svih kombinatornih objekata nekog ti-
pa podrazumeva postepenu proceduru, koja kre�e od inicijalnog
objekta, proxiruje ga na sve mogu�e naqine i preko parcijalnih
(nepotpunih) objekata dovodi do potpunih (zavrxnih) objekata.

Struktura najpogodnija za razvoj ovakve procedure je stablo.
Koren R stabla mo�e da bude prazan ili da sadr�i neki inici-
jalni objekat. Izme�u qvorova X i Y postoji grana ako se Y do-
bija u jednom koraku proxireǌem objekta X. Listovi na posled-
ǌem nivou stabla sadr�e potpune objekte, a listovi na ostalim
nivoima nepotpune objekte koji se ne mogu daǉe proxiriti.

Za svaki qvor X, skup ǌegovih neposrednih naslednika (sinova)
u nastavku �e biti oznaqen sa C(X), a ǌegov neposredni prethod-
nik (otac), ako postoji, sa p(X).

Konstrukcija stabla se mo�e realizovati narednim rekurzivnim
algoritmom.

ALGORITAM 4.4 [ stablo(qvor X) ]

1 if X je potpun objekat
2 return;
3 C(X) :=proxiri(X);
4 for all Y ∈ C(X)
5 stablo(Y );

Stablo je dakle odre�eno korenom R koji je argument prvog
poziva procedure i funkcijom proxiri(). Ona za objekat X izraqu-
nava skup ǌegovih sinova C(X) koji se dobijaju u jednom koraku
proxiruju�i X na sve mogu�e naqine. Algoritam se zatim rekurzi-
vno primeǌuje na svaki objekat iz skupa C(X).

Skup C(X) dobijen u 3. liniji algoritma je prazan ako je X
parcijalni objekat koji se ne mo�e daǉe proxiriti, odnosno ako
ne postoji potpuni objekat koji se dobija proxirivaǌem objekta
X. U tom sluqaju, tok se predaje pozivaju�oj funkciji, odnosno
algoritam se vra�a korak unazad (backtracking) i prelazi se na
novi parcijalni objekat.

U narednoj taqki se razmatra primena upravo opisane proce-
dure za konstrukciju stabla koje na posledǌem nivou sadr�i sve
latinske kvadrate odre�enog reda.
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4.3.1 Stablo pretrage za latinske kvadrate

Tehnika prikazana u algoritmu stablo u prethodnoj taqki �e na-
jpre biti primeǌena za proxireǌe latinskog pravougaonika novom
vrstom.

Generisaǌe skupa Σ svih latinskih pravougaonika dimenzija
(k+1)×n, koji se mogu dobiti dodavaǌem nove vrste pravougaoniku
L dimenzija k × n se mo�e realizovati pozivom rekurzivnog algo-
ritma novavrsta, ako se kao prvi argument navede pravougaonik
L, a kao kolona od koje se vrxi konstrukcija nove vrste navede
c = 0. Skup Σ je pre poqetka rada procedure prazan, a nova vrsta
se formira postepeno, element po element.

ALGORITAM 4.5 [ novavrsta(pravougaonik Lk,n, kolona c) ]

1 if (c = n)
2 Σ := Σ ∪ L;
3 S :=skup kandidata za poziciju c u novoj vrsti;
4 for all x ∈ S
5 Lk,c := x;
6 novavrsta(L, c + 1);

Pitaǌe u 1. liniji odgovara pitaǌu ”if X je potpun objekat”
u 1. liniji algoritma stablo. Skup S u 3. liniji se formira
u skladu sa definicijom latinskih pravougaonika, odnosno u tom
skupu su oni elementi koji u trenutnom pravougaoniku ne postoje
u vrsti k i koloni c. Realizacija 3, 4 i 5. linije ovog algoritma
odgovara pozivu funkcije proxiri() u algoritmu stablo. Skup
Σ na kraju sadr�i sve pravougaonike sa posledǌeg nivoa stabla,
koje se implicitno formira u toku rada algoritma. To su svi
pravougaonici dimenzija (k+1)×n koji se dobijaju proxirivaǌem
pravougaonika L novom vrstom.

Algoritam koji dodaje novu vrstu redukovanom pravougaoniku
je istog oblika, ali se u sluqaju kada je c = 0 skup S definixe kao
jednoqlan, odnosno tada je S = {k}. Ovaj algoritam �e u nastavku
biti oznaqen sa novavrstaR.

Primer 4.5 Dodavaǌe nove vrste latinskom pravougaoniku qija je
jedina vrsta 012, primenom algoritma novavrsta je predstavǉeno
stablom na slici 4.2.
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0 1 2

1 x x 

0 1 2

1 0 x

назад

0 1 2

2 x x 

0 1 2

1 2 x

0 1 2

2 0 x

012

120

012

201

012

Slika 4.2: dodavaǌe nove vrste latinskom pravougaoniku

Primer 4.6 Dodavaǌe nove vrste redukovanom latinskom pravouga-
oniku qija je jedina vrsta 0123, primenom algoritma novavrstaR je
predstavǉeno stablom na slici 4.3.

0123

0 1 2 3

1 x x x 

0 1 2 3

1 0 x x

0 1 2 3

1 3 x x

0 1 2 3

1 2 x x

0 1 2 3

1 0 3 x

0 1 2 3

1 3 0 x

0 1 2 3

1 2 0 x

0 1 2 3

1 2 3 x

0123

1032 

назад
0123

1230 

0123

1302 

Slika 4.3: dodavaǌe nove vrste redukovanom pravougaoniku

Skup svih latinskih kvadrata reda n se mo�e generisati pri-
menom algoritma stablo iz prethodne taqke na prazan koren, ako
ulogu funkcije proxiri() ima algoritam novavrsta. Stablo koje
se dobija na ovaj naqin na svom k-tom nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�i sve
latinske pravougaonike dimenzija k × n. U nastavku �e se oznaka
Tn odnositi na ovakvo stablo.

Primer 4.7 Na slici 4.4 je dato stablo T3. Broj dobijenih pravouga-
onika na svakom nivou je jednak odgovaraju�im vrednostima u tabeli
2.1 pomno�enim sa n!(n−1)!

(n−k)! .
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0 1 2

1 0 x

0 1 2

1 2 x

0 1 2

2 0 x

0 2 1

1 0 x

0 2 1

2 0 x

0 2 1

2 1 x

1 0 2

0 1 x

1 0 2

0 2 x

1 0 2

2 1 x

1 2 0

0 1 x

1 2 0

2 0 x

1 2 0

2 1 x

2 0 1

0 1 x

2 0 1

0 2 x

2 0 1

1 2 x

2 1 0

0 2 x

2 1 0

1 0 x

2 1 0

1 2 x

012

120

012

201

021

102

021

210

102

021

102

210

120

012

120

201

201

012

201

120

210

021

210

102

0 1 2

1 2 0

2 x x

0 1 2

2 0 1

1 x x

0 2 1

1 0 2

2 x x

0 2 1

2 1 0

1 x x

1 0 2

0 2 1

2 x x

1 0 2

2 1 0

0 x x

1 2 0

0 1 2

2 x x

1 2 0

2 0 1

0 x x

2 0 1

0 1 2

1 x x

2 0 1

1 2 0

0 x x

2 1 0

0 2 1

1 x x

2 1 0

1 0 2

0 x x

0 1 2

1 2 0

2 0 x

0 1 2

2 0 1

1 2 x

0 2 1

1 0 2

2 1 x

0 2 1

2 1 0

1 0 x

1 0 2

0 2 1

2 1 x

1 0 2

2 1 0

0 2 x

1 2 0

0 1 2

2 0 x

1 2 0

2 0 1

0 1 x

2 0 1

0 1 2

1 2 x

2 0 1

1 2 0

0 1 x

2 1 0

0 2 1

1 0 x

2 1 0

1 0 2

0 2 x

012

120

201

012

201

120

021

102

210

021

210

102

102

021

210

102

210

021

120

012

201

120

201

012

201

012

120

201

120

012

210

021

102

210

102

021

0 1 2

1 x x

0 1 2

2 x x

0 2 1

1 x x

0 2 1

2 x x

1 0 2

0 x x

1 0 2

2 x x

1 2 0

0 x x

1 2 0

2 x x

2 0 1

0 x x

2 0 1

1 x x

2 1 0

0 x x

2 1 0

1 x x

012 021 102 120 201 210

0 1 x 0 2 x 1 0 x 1 2 x 2 0 x 2 1 x

0 x x 1 x x 2 x x

Slika 4.4: stablo T3
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0 1 2 3

1 x x x 

0 1 2 3

1 0 x x

0 1 2 3

1 3 x x
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Slika 4.5: stablo T4
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Skup svih redukovanih latinskih kvadrata reda n se mo�e gener-
isati primenom algoritma stablo iz prethodne taqke na koren koji
sadr�i vrstu 0123...n−1, ako ulogu funkcije proxiri() ima algori-
tam novavrstaR. Stablo koje se dobija na ovaj naqin na svom k-tom
nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�i sve redukovane latinske pravougaonike
dimenzija k × n. U nastavku �e se oznaka Tn odnositi na ovakvo
stablo.

Primer 4.8 Na slici 4.5 je dato stablo T4. Broj dobijenih reduko-
vanih pravougaonika na svakom nivou je jednak odgovaraju�im vred-
nostima u tabeli 2.1.

U oba primera na ”spoǉaxǌem” nivou pretrage (dodavaǌe celih
novih vrsta) nema vra�aǌa (backtracking-a), jer se prema teoremi
1.10 svakom latinskom pravougaoniku mo�e dodati nova vrsta.
Zato je svaki qvor koji je potpun pravougaonik koren podstabla
qiji je bar jedan list potpun latinski kvadrat.

Na nivou ”unutraxǌe” pretrage, odnosno pri realizaciji al-
goritama novavrsta i novavrstaR situacija je drugaqija. Ovde se
dexava da parcijalno rexeǌe ne vodi potpunom rexeǌu i u tim
sluqajevima tok se predaje pozivaju�oj funkciji.

4.4 Algoritmi za klasifikaciju

U prethodnoj taqki smo razmotrili algoritam za konstrukciju
stabla pretrage, a u ovoj prelazimo na klasifikaciju objekata
dobijenih u tom stablu.

4.4.1 Tehnika quvaǌa objekata

Neka je T stablo qija svaka dva izomorfna qvora imaju izomorfne
sinove, to jest stablo za qija svaka dva qvora X i Y va�i:

C 1 X ∼ Y ⇒ (∀Z ∈ C(X))(∃W ∈ C(Y )) Z ∼ W

Pokaza�emo da algoritam koji sledi, kada se primeni na koren
stabla koje zadovoǉava uslov C1, vrxi klasifikaciju u odnosu na
relaciju ∼. Algoritam zahteva quvaǌe skupa ∆ neizomorfnih ob-
jekata koji su obra�eni do trenutka poziva procedure. Pre prvog
poziva skup ∆ je prazan.
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ALGORITAM 4.6 [ record(qvor X) ]

1 if (∃Y ∈ ∆ tako da je X ∼ Y )
2 return;
3 ∆ := ∆ ∪ {X};
4 if(X je potpun objekat)
5 Σ := Σ ∪X;
6 else
7 for all Y ∈ C(X)
8 record(Y );

Dakle, kada pretraga do�e do objekta X, testira se postojaǌe
objekta Y u skupu ∆ koji je izomorfan sa X. U sluqaju da takav
objekat postoji, iz daǉe pretrage se odbacuje ne samo X, ve� i
celo podstablo qiji je X koren.

Kako stabla pretrage na svojim vixim nivoima sadr�e maǌe
(parcijalne) objekte, a potpuni objekti su na najni�em nivou, na
ovaj naqin se posti�e uklaǌaǌe izomorfnosti ve� na nivou par-
cijalnih objekata, to jest izbegava se prolazak kroz veliki broj
podstabala koja na svojim krajevima imaju izomorfne potpune ob-
jekte.

Za dokaz korektnosti algoritma record , neophodno je slede�e
tvr�eǌe:

Teorema 4.10 Neka je γX oznaka za klasu ekvivalencije u kojoj je ob-
jekat X. U stablu pretrage koje zadovoǉava uslov C1 se mo�e defin-
isati relacija poretka < na klasama ekvivalencije qvorova, takva
da za svaki qvor X razliqit od korena va�i γp(X) < γX .

Dokaz:
Neka je G graf konstruisan na osnovu stabla T na slede�i naqin:

1. Qvorovi grafa G su klase ekvivalencije objekata iz stabla T .

2. U grafu G za svaki qvor X koji nije koren stabla T postoji
grana usmerena od klase γp(X) do klase γX .

Treba dokazati da graf G ne sadr�i ciklus.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji ciklus u kojem su

klase ekvivalencije γ0, γ1, ..., γm−1 tako da za svako i ∈ 0, 1, ..., m− 1
postoji grana od γi do γi+1(mod m). Za j ∈ 0, 1, ... uoqimo niz qvorova
Xj ∈ γj. Za dati objekat Xj postoje objekti Y ∈ γj i Z ∈ γj+1(mod m)

takvi da je X ∼ Y i Y = p(Z). Prema uslovu C1 u klasi γj+1(mod m)
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postoji objekat Xj+1 takav da je Xj = p(Xj+1) i da je Xj+1 ∼ Z. Na
ovaj naqin se mo�e konstrusiati put proizvoǉne du�ine u sta-
blu T indukovan sa X0, X1, .... Ovo je me�utim kontradikcija, jer je
stablo T konaqno.

Dakle, graf G ne sadr�i ciklus, pa topoloxko sortiraǌe ǌegovih
klasa ekvivalencije daje tra�enu relaciju poretka na ǌima.

Sada se uz pomo� prethodne teoreme mo�e dokazati korektnost
algoritma record .

Teorema 4.11 Kada se primeni na koren stabla koje zadovoǉava uslov
C1 procedura data u algoritmu record formira skup Σ koji sadr�i
taqno jedan potpun objekat iz svake klase ekvivalencije odre�ene
relacijom ∼.

Dokaz: Prema strukturi algoritma neposredno sledi da skup Σ
na kraju sadr�i najvixe jedan potpun objekat iz svake klase ekvi-
valencije. Treba dokazati i obratno, odnosno da za svaki potpun
objekat X na kraju rada algoritma record u skupu Σ postoji objekat
Y takav da je X ∼ Y .

Najpre, treba primetiti da se objekat iz korena stabla nalazi
u skupu ∆, kao i da se svaki potpun objekat koji je u skupu ∆ nalazi
i u skupu Σ.

Pretpostavimo da postoji neprazan skup S potpunih objekata
koji nemaju izomorfne objekte u skupu Σ, a time ni u skupu ∆. Iz
prethodne teoreme sledi da postoji minimalna klasa qvorova iz
skupa S. Neka je X element te klase. Kako X nije koren stabla, to
postoji qvor p(X). Qvor p(X) nije u skupu S, jer bi u tom sluqaju on,
a ne X bio minimalan u ǌemu. Dakle, postoji objekat Y ∈ ∆ izomor-
fan sa p(X). Ovo je, me�utim kontradikcija, jer bi tada zbog ispun-
jenosti uslova C1 u skupu ∆ postojao i objekat Z ∈ C(Y ) izomorfan
sa X.

U realizaciji 1. linije algoritma record se obiqno koriste
kanonska preslikavaǌa iz definicije 4.1. Naime, u skupu ∆ se
ne quvaju objekti ve� ǌihovi kanonski oblici, pa se ispitivaǌe
izomorfnosti realizuje upore�ivaǌem kanonskih oblika objekata.
Pretra�ivaǌe velike kolekcije objekata u skupu ∆ se vrxi ko-
riste�i hex tabelu ili neku drugu strukturu koja ga ubrzava.

Najznaqajnija mana tehnike koja je opisana u ovoj taqki je potre-
ba za quvaǌem velikog broja objekata u skupu ∆. Druga texko�a je
nemogu�nost paralelizovaǌa algoritma, jer proces pretrage mora
sve vreme da ima pristup svim dotadaxǌim rezultatima.
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Potencijalni problem je i qiǌenica da ispitivaǌe izomorfno-
sti, pa i upore�ivaǌem kanonskih oblika razliqitih objekata
mo�e da bude veoma zahtevno xto se tiqe i vremenskih i pros-
tornih resursa.

U narednoj taqki se algoritam record primeǌuje na latinske
kvadrate i relaciju izotopije.

4.4.2 Klasifikacija latinskih kvadrata tehnikom qu-
vaǌa objekata

Neka je Tn stablo pretrage definisano u poglavǉu 4.3.1, koje na
svom k−tom nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�i sve latinske pravougaonike
dimenzija k × n.

Va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 4.12 Stablo Tn ispuǌava uslov C1 u kojem je ∼ oznaka za
relaciju izotopije.

Dokaz: Neka su X i Y qvorovi stabla Tn koji su izotopni i neka
je g odgovaraju�a izotopija. Po konstrukciji stabla sledi sa su X
i Y na istom nivou stabla. Ako je to k−ti nivo, tada su X i Y
pravougaonici dimenzija k × n.

Ako je Z ∈ C(X), prema naqinu konstrukcije stabla (radom algo-
ritma novavrsta) prvih k vrsta pravougaonika Z je jednako sa prvih
k vrsta pravougaonika X.

X

X

Z

Y

Y

W

g

g

Slika 4.6: izotopni pravougaonici X i Y imaju izotopne sinove
Z i W u stablu pretrage

Neka je W pravougaonik koji se dobija primenom izotopije g na
Z (slika 4.6). Prvih k vrsta pravougaonika W je jednako sa prvih
k vrsta pravougaonika Y . Kako se skup C(Y ) dobija dodavaǌem nove
vrste pravougaoniku Y na sve mogu�e naqine, sledi da je W ∈ C(Y ).

Iz prethodne teoreme sledi da se procedura data u algoritmu
4.6 - record mo�e primeniti na stablo Tn.
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Na taj naqin se generixu predstavnici klasa, tj. izvrxava se
klasifikacija latinskih kvadrata reda n u odnosu na relaciju
izotopije.

Neka je T ′n podstablo stabla Tn qije qvorove obra�uje algori-
tam record. Broj listova na posledǌem nivou stabla T ′n je jednak
broju klasa izotopije kvadrata reda n, a broj qvorova koji nisu
listovi na k-tom nivou (1 ≤ k < n) stabla T ′n, odgovara broju klasa
izotopije pravougaonika dimenzija k × n.

Primer 4.9 U gorǌem delu slike 4.7 je prikazano stablo T3 gener-
isano u primeru 4.7, a u doǌem delu je podstablo T ′3 koje obra�uje
algoritam record.

Svi qvorovi na prvom nivou stabla T3 se mogu dobiti permutaci-
jom simbola u qvoru P1, pa algoritam daǉe razmatra samo podstablo
qiji je koren P1. U preostalom stablu qvorovi P2 i P3 su izotopni
( izotopija koja P2 slika u P3 je (r = (10), c = (201), s = (012)) ), pa se
daǉe razmatra samo podstablo qiji je koren P2.

Broj qvorova na tre�em nivou stabla T ′3 odgovara rezultatu iz
tabele 3.1, odnosno postoji taqno jedna klasa izotopije latinskih
kvadrata reda 3.

Tehnika koja je opisana sastoji se iz dve faze:

• generisaǌe stabla pretrage (algoritam 4.4 - stablo)

• klasifikacija kvadrata (algoritam 4.6 - record)

Znatno ubrzaǌe, kao i uxteda memorije se posti�e spajaǌem
ova dva algoritma, qime se odsecaǌe podstabala sa izotopnim
kvadratima vrxi jox u toku samog generisaǌa stabla.

Algoritam koji ovo realizuje je record1 . On se dakle, ne pri-
meǌuje na stablo Tn, ve� direktno generixe stablo T ′n.

ALGORITAM 4.7 [ record1(qvor X) ]

1 if(kanonski pravougaonik(X) ∈ ∆)
2 return;
3 ∆ := ∆ ∪ kanonski pravougaonik(X);
4 if(X je potpun kvadrat)
5 Σ := Σ ∪X;
6 else
7 C(X) :=novavrsta(X, 0);
8 for all Y ∈ C(X)
9 record1(Y );
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Slika 4.7: stablo T3 i podstablo T ′3
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Funkcije kanonski pravougaonik() u 1. liniji i novavrsta() u
7. liniji se realizuju istoimenim algoritmima 4.1 i 4.5.

Korektnost algoritma record1 je neposredna posledica korek-
tnosti algoritama stablo(4.4) i record(4.6), to jest skup Σ na
kraju sadr�i taqno jedan kvadrat iz svake klase izotopije. Jednos-
tavnim meǌaǌem upita u 4. liniji se mo�e posti�i da Σ sadr�i
pravougaonike odre�enih dimenzija.

4.4.3 Kanonska klasifikacija

Tehnika koja se opisuje u ovoj taqki ima va�nu osobinu da se od-
luka o tome da li daǉe razmatrati podstablo qiji je koren qvor
X donosi lokalno, samo na osnovu svojstava qvora X, bez ispiti-
vaǌa ǌegove izomorfnosti sa drugim qvorovima. Ovakva pretraga
mo�e biti efikasno paralelizovana, jer se odvojena podstabla
mogu pretra�ivati nezavisno. Dobra osobina ovog metoda je i
nepostojaǌe potrebe za memorisaǌem parcijalnih objekata.

Neka je Γ skup objekata koje treba klasifikovati u odnosu na
relaciju ∼ i ρ : Γ → Γ kanonsko preslikavaǌe u odnosu na istu
relaciju (definicija 4.1). Neka je daǉe, T stablo sa korenom R
koje sadr�i sve objekte iz Γ i koje zadovoǉava slede�e uslove:

C 2 Kanonski oblik svakog potpunog objekta je qvor u stablu T .

C 3 Za svaki qvor X 6= R koji je u kanonskom obliku, qvor p(X) je u
kanonskom obliku.

Razmotrimo naredni algoritam:

ALGORITAM 4.8 [ kanonska klasifikacija(qvor X) ]

1 if(X 6= ρ(X))
2 return;
3 if(X je potpun objekat)
4 Σ := Σ ∪X;
5 else
6 for all Y ∈ C(X)
7 kanonska klasifikacija(Y );
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Va�i tvr�eǌe:

Teorema 4.13 Kada se na koren stabla koje zadovoǉava uslove C2
i C3 primeni algoritam kanonska klasifikacija formira se skup
Σ koji sadr�i taqno jedan potpun objekat iz svake klase odre�ene
relacijom ∼.

Dokaz: Iz 1. i 2. linije algoritma sledi da procedura razmatra
samo objekte koji su u kanonskom obliku, pa neposredno sledi da �e
najvixe jedan potpun objekat iz svake klase ekvivalencije biti do-
dat skupu Σ. Treba pokazati i obratno, odnosno da �e iz svake klase
potpunih objekata bar jedan element biti dodat skupu Σ.

Neka je X proizvoǉan potpun objekat. Prema uslovu C2 ǌegov
kanonski oblik ρ(X) je qvor stabla. Iz uslova C3 sledi da su svi
prethodnici objekta ρ(X) ukǉuquju�i i koren stabla, tako�e u kanon-
skom obliku. Odavde sledi da algoritam kanonska klasifikacija
obra�uje celo podstablo

R, ..., p(p(ρ(X))), p(ρ(X)), ρ(X)

i na kraju ρ(X) dodaje u skup Σ, jer je ρ(X) potpun objekat.

U narednoj taqki se upravo opisana procedura primeǌuje na
latinske kvadrate i relaciju izotopije.

4.4.4 Kanonska klasifikacija latinskih kvadrata

Neka su Tn i Tn stabla pretrage definisana u poglavǉu 4.3.1,
koja na svom k−tom nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�e redom, sve latinske
pravougaonike dimenzija k×n i sve redukovane latinske pravouga-
onike istih dimenzija.

Uslove neophodne za primenu algoritma kanonska klasifikacija
u odnosu na relaciju izotopije ispuǌavaju i stablo Tn i stablo
Tn. Zbog toga se algoritam mo�e primeniti na stablo Tn koje ima
maǌe qvorova, pa se mo�e efikasnije obraditi.

Va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 4.14 Stablo Tn ispuǌava uslove C2 i C3 u kojima je ∼ oz-
naka za relaciju izotopije.

Dokaz:
Uslov C2 je ispuǌen, jer algoritam novavrstaR() pri generisaǌu

stabla Tn na posledǌem nivou generixe sve redukovane kvadrate, a
kanonski predstavnik svake klase izotopije latinskih kvadrata je
prema teoremi 4.4 redukovan.
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Uslov C3 je tako�e ispuǌen. Pretpostavimo suprotno, to jest
da u stablu Tn postoji pravougaonik L koji je kanonski, a da ǌegov
neposredni prethodnik p(L) nije kanonski. U tom sluqaju bi pos-
tojala izotopija g takva da je gp(L) ≺ p(L). Me�utim, tada bi
neposredno sledilo i gL ≺ L, xto je kontradikcija.

Iz prethodne teoreme sledi da se procedura data u algoritmu
4.8 - kanonska klasifikacija mo�e primeniti na stablo Tn i na taj
naqin izvrxiti klasifikacija redukovanih (a time i svih) latin-
skih kvadrata reda n u odnosu na relaciju izotopije.

Neka je T ′n podstablo stabla Tn qije qvorove obra�uje algori-
tam kanonska klasifikacija.

Na posledǌem nivou stabla T ′n su svi redukovani kvadrati reda
n koji su kanonski objekti, to jest koji su kanonski predstavnici
sopstvenih klasa izotopije. Kako je prema teoremi 4.4 kanonski
predstavnik svake klase izotopije latinskih kvadrata redukovan,
to broj qvorova na posledǌem nivou stabla T ′n odgovara broju
klasa izotopije latinskih kvadrata reda n.

Razmotrimo ostale nivoe stabla T ′n. Objekti na k-tom nivou
(1 ≤ k < n) ovog stabla koji nisu listovi su redukovani pravougao-
nici dimenzija k×n koji su kanonski (leksikografski minimalni)
u svojoj klasi izotopije.

Primer 4.4 pokazuje da kanonski predstavnik klase izotopije
latinskih pravougaonika ne mora da bude redukovan, pa je broj
pravougaonika na k-tom nivou stabla T ′n koji nisu listovi maǌi
od broja klasa izotopije latinskih pravougaonika dimenzija k ×
n. On je jednak broju onih klasa qiji kanonski predstavnik jeste
redukovan.

Primer 4.10 U gorǌem delu slike 4.8 je prikazano stablo T4 gener-
isano u primeru 4.8, a u doǌem delu je odgovaraju�e podstablo T ′4.

Na prvom nivou stabla T4 pravougaonik P1 nije kanonski jer va�i
P1 6= ρ(P1) = P2, pa dolazi do odsecaǌa podstabla qiji je koren P1.

U preostalom stablu pravougaonik P3 nije kanonski zato xto je
P3 6= ρ(P3) = P4, pa dolazi do odsecaǌa i podstabla qiji je koren P3.

Broj qvorova na qetvrtom nivou stabla T ′4 odgovara rezultatu iz
tabele 3.1, to jest postoje dve klase izotopije latinskih kvadrata
reda 4.

Broj qvorova na prvom, drugom i tre�em nivou stabla T ′4 koji
nisu listovi, odgovara broju onih klasa izotopije pravougaonika di-
menzija 1× 4, 2× 4 i 3× 4 qiji kanonski predstavnici su redukovani
pravougaonici.
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2301

3210

0123

1032

2301

0123

1032

2310

0123

1230

2301

0123

1032

0123

1230

0123

1302

0123

P1P2

P3P4

0123

1032

2310

3201

Slika 4.8: stablo T4 i podstablo T ′4
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Tehnika koja je opisana sastoji se iz dve faze:

• generisaǌe stabla pretrage (algoritam 4.4 - stablo)

• klasifikacija (algoritam 4.8 - kanonska klasifikacija)

Kao i u prehodnoj taqki, opisana tehnika se mo�e znatno pobo-
ǉxati spajaǌem ova dva algoritma, qime se odsecaǌe podstabala
sa nekanonskim pravougaonicima vrxi jox u toku samog gener-
isaǌa stabla.

Algoritam koji ovo realizuje je kanonska klasifikacija 1. On
se dakle, ne primeǌuje na stablo Tn, ve� direktno generixe sta-
blo T ′n.

ALGORITAM 4.9 [ kanonska klasifikacija 1(qvor X) ]

1 if(¬kanon pravougaonik(X))
2 return;
3 if(X je potpun kvadrat)
4 Σ := Σ ∪X;
5 else
6 C(X) :=novavrstaR(X, 0);
7 for all Y ∈ C(X)
8 kanonska klasifikacija 1(Y );

Funkcije kanon pravougaonik() u 1. liniji i novavrstaR() u 6.
liniji se realizuju istoimenim algoritmima 4.2 i 4.5.

Korektnost algoritma kanonska klasifikacija 1 je neposredna
posledica korektnosti algoritama stablo(4.4) i kanonska klasi-
fikacija(4.8), to jest skup Σ na kraju sadr�i po jedan kvadrat iz
svake klase izotopije.

Ako se 3. linija zameni linijom

if(X je pravougaonik dimenzija k × n)

skup Σ na kraju sadr�i redukovane pravougaonike dimenzija k× n
koji su kanonski.
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4.4.5 Slabo kanonsko proxireǌe

U ovoj taqki se razmatra tehnika kanonskog proxireǌa koju je
definisao Mekej [14]. Glavno svojstvo ove tehnike je da se objekti
generixu na karakteristiqan naqin, odakle potiqe i naziv pos-
tupka.

Neka je T stablo pretrage sa korenom R, koje sadr�i objekte
koje treba klasifikovati u odnosu na relaciju ∼. Neka je daǉe, ω
funkcija koja svakom objektu X 6= R dodeǉuje objekat ω(X), takav
da za svaka dva qvora X i Y u stablu T va�i:

X ∼ Y ⇒ ω(X) ∼ ω(Y ). (4.3)

Objekat ω(X) se naziva slab kanonski otac objekta X.
Ovo preslikavaǌe je uvek mogu�e definisati. Trivijalno se

to mo�e uqiniti tako xto ω slika svaki objekat u koren stabla,
a preslikavaǌe koje se uobiqajeno koristi pri klasifikaciji je
dato u narednoj teoremi.

Teorema 4.15 Neka je I(X) izomorfizam koji objekat X preslikava
u ǌegov kanonski oblik ρ(X) u odnosu na relaciju ∼. Preslikavaǌe ω
definisano sa:

ω(X) = I(X)−1(p(ρ(X))) (4.4)

zadovoǉava uslov (4.3), tj. ω(X) je slab kanonski otac objekta X.

p(X)

X ρ(X)
I(X)

p(ρ(X))
I(X)

ω(X)
-1

Slika 4.9: konstrukcija slabog kanonskog oca ω(X) objekta X

Dokaz: Neka su X i Y dva izomorfna objekta. Doka�imo da tada
va�i i ω(X) ∼ ω(Y ), to jest da postoji izomorfizam koji pres-
likava objekat ω(X) u objekat ω(Y ).

Neka je g = I(Y )−1I(X). Neposredno iz definicije preslikavaǌa ω
i I, kao i qiǌenice da zbog X ∼ Y va�i ρ(X) = ρ(Y ), sledi:

gω(X) = I(Y )−1I(X)I(X)−1(p(ρ(X))) = I(Y )−1(p(ρ(Y ))) = ω(Y ).
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Dakle, g je tra�eni izomorfizam koji preslikava objekat ω(X) u
objekat ω(Y ).

U narednom primeru je razmotrena konstrukcija slabog kanon-
skog oca latinskog pravougaonika.

Primer 4.11 Neka je dat latinski pravougaonik

X =
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1

.

Primenom programa koji je implementacija algoritma 4.1 za kanon-
sku sliku pravougaonika X se dobija

ρ(X) =
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0

.

Odgovaraju�i izotopizam I(X) je (r = (021), c = (0213), s = (0213)).
Prema teoremi 4.3 elementi u poqetnoj vrsti i poqetnoj koloni
kanonskog pravougaonika su pore�ani u rastu�em poretku, pa je per-
mutacija vrsta u izotopizmu I(X) jednoznaqno odre�ena permutaci-
jama simbola i kolona. Ovo nam omogu�ava da inverzni izotopizam
I(X)−1 definixemo samo na osnovu inverznih permutacija simbola
i kolona i zatim ga na naqin dat u prethodnoj teoremi primenimo
na p(ρ(X)). Opisana konstrukcija je data na narednoj slici.

p(X)

0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

ρ(X)

I(X)

p(ρ(X))

I(X)

ω(X)
-1

X

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

0 1 2 3

1 2 3 0

0 1 2 3

2 3 0 1

0 1 2 3

1 0 3 2

( r = (021), c = (0213), s = (0213) )  

( c = (0213), s = (0213) )  

Slika 4.10: konstrukcija slabog kanonskog oca kanonskog
pravougaonika

Dakle, slab kanonski otac pravougaonika X je

ω(X) =
0 1 2 3
2 3 0 1 .
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Slab kanonski otac ω(X) i ”obiqan” otac p(X) mogu da budu u
razliqitim odnosima. Situacija koja je znaqajna je kada su ova
dva objekta izomorfna.

Za objekat X za koji va�i:

p(X) ∼ ω(X) (4.5)

se ka�e da je generisan slabim kanonskim proxireǌem.

Primer 4.12 Pravougaonik X iz prethodnog primera (slika 4.10) nije
generisan slabim kanonskim proxireǌem, jer ǌegov otac p(X) i ǌegov
kanonski otac ω(X) nisu izotopni.

Pravougaonik ρ(X) iz prethodnog primera jeste generisan slabim
kanonskim proxireǌem. U ovom sluqaju preslikavaǌe I(ρ(X)) je iden-
tiqko, pa je otac objekta ρ(X) istovremeno i ǌegov slab kanonski
otac.

Za dva izomorfna qvora X i Y generisana slabim kanonskim
proxireǌem na osnovu (4.3) i (4.5) va�i:

p(X) ∼ ω(X) ∼ ω(Y ) ∼ p(Y ). (4.6)

Drugim reqima, izomorfni qvorovi generisani slabim kanon-
skim proxireǌem imaju izomorfne oqeve (slika 4.11).

p(X)

X

ω(X)
h1

ω(Y)
g

p(Y)

Y

h2

g
1

2

Slika 4.11: izomorfni qvorovi X i Y generisani slabim kanon-
skim proxireǌem

Pretpostavimo da na nekom nivou stabla nema izomorfnih qvo-
rova i da su X i Y objekti generisani slabim kanonskim proxire-
ǌem na slede�em nivou stabla. Iz prethodnog razmatraǌa sledi
da, ako su X i Y izomorfni, oni imaju zajedniqkog oca. Dakle, uk-
laǌaǌe izomorfizma me�u qvorovima koji ispuǌavaju uslov (4.5)
je dovoǉno sprovesti samo me�u sinovima istog oca. Ova osobina
se mo�e iskoristiti za algoritam klasifikacije.



72 4. ALGORITMI ZA KLASIFIKACIJU KVADRATA

Neka je T stablo pretrage sa korenom R i neka za ǌegove qvorove
X i Y va�e uslovi:

C 1 X ∼ Y ⇒ (∀Z ∈ C(X))(∃W ∈ C(Y )) Z ∼ W.

C 4 Za svaki X 6= R, postoji Y takav da je X ∼ Y i p(Y ) ∼ ω(Y ).

Kao xto je i ranije napomenuto, znaqeǌe uslova C1 je da izomor-
fni qvorovi imaju izomorfne sinove. Smisao uslova C4 je da
u svakoj klasi ekvivalencije postoji objekat koji je generisan
slabim kanonskim proxireǌem.

Razmotrimo slede�i algoritam:

ALGORITAM 4.10 [ slabo kanonsko proxireǌe(qvor X) ]

1 Σ := Σ ∪X;
2 ∆ := ∅;
3 for all Z ∈ C(X)
4 if p(Z) ∼ ω(Z)
5 if u skupu ∆ ne postoji Y takav da je Z ∼ Y
6 ∆ := ∆ ∪ Z;
7 for all Z ∈ ∆
8 slabo kanonsko proxireǌe(Z);

Neformalno, algoritam vrxi pretragu stabla T razmatraju�i
podstablo T ′ koje sadr�i samo qvorove generisane slabim kanon-
skim proxireǌem. Ovo se posti�e u linijama 3 i 4 tako xto se za
sinove istog oca ispituje va�eǌe uslova (4.5). U razmatraǌu koje
neposredno prethodi algoritmu pokazano je da samo me�u takvim
objektima treba tra�iti izomorfne, pa se u 5. i 6. liniji al-
goritma posti�e jedinstvenost predstavnika svake klase u skupu
∆. Egzistencija predstavnika svake klase u skupu Σ je obezbe�ena
zbog va�eǌa uslova C4.

Ako je ≺ relacija poretka na skupu qvorova stabla T i ako se
3. linija algoritma realizuje tako xto se objekti pretra�uju od
”maǌih” ka ”ve�ima” u odnosu na ≺, tada skup Σ na kraju sadr�i
kanonskog predstavnika svake klase.

Dokaz naredne teoreme je formalan dokaz korektnosti algo-
ritma slabo kanonsko proxireǌe.



4.4. ALGORITMI ZA KLASIFIKACIJU 73

Teorema 4.16 Kada se algoritam slabo kanonsko proxireǌe prime-
ni na stablo pretrage T u kojem va�e uslovi C1 i C4, generixe se
skup Σ koji sadr�i taqno jedan objekat iz svake izomorfne klase ob-
jekata iz stabla T .

Dokaz: Neka su izomorfne klase qvorova pore�ane na naqin koji
sledi iz teoreme 4.10. Dokaz se mo�e izvrxiti indukcijom po red-
nom broju izomorfne klase. Kako je jedini element u prvoj izomorfnoj
klasi koren stabla, a argument prvog poziva procedure je upravo
koren, neposredno sledi da je ispuǌena poqetna indukcijska pret-
postavka.

Da bi dokazali jedinstvenost elementa iz svake izomorfne klase
u skupu Σ, pretpostavimo da jedinstvenost va�i za prvih l klasa,
kao i da postoje dva objekta Z1 i Z2 iz (l + 1)−ve klase u skupu Σ.
Ova dva objekta su proxla test u 4. liniji algoritma pre nego xto
su u narednom pozivu procedure dodati skupu Σ, pa va�i:

p(Z1) ∼ ω(Z1) i p(Z2) ∼ ω(Z2)

Kako su Z1 i Z2 iz iste klase, na osnovu (4.3) va�i ω(Z1) ∼ ω(Z2),
pa je p(Z1) ∼ p(Z2). Zbog indukcijske pretpostavke i qiǌenice da su
p(Z1) i p(Z2) u klasi reda maǌeg od l + 1, sledi da je p(Z1) = p(Z2),
a kako se u 5. liniji algoritma izomorfizam me�u sinovima istog
oca uklaǌa, sledi da je Z1 = Z2.

Treba dokazati i egzistenciju elementa iz svake izomorfne klase
u skupu Σ.

p(Y)

Y

ω(Y) ω(Z) X

ZW

γ

γ
l+1

l Σ

Pretpostavimo da ona va�i za prvih l klasa i neka je W objekat
iz (l+1)−ve klase, tj. W ∈ γl+1 (gorǌa slika). Dokaza�emo da u skupu
Σ postoji objekat izomorfan sa W .
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Prema uslovu C4 postoji objekat Y izomorfan sa W takav da je
p(Y ) ∼ ω(Y ), a iz naqina na koji su pore�ane klase neposredno sledi
Y ∈ γl+1 i p(Y ), ω(Y ) ∈ γl.

Prema indukcijskoj pretpostavci u skupu Σ postoji qvor X, takav
da je X ∼ p(Y ), a iz uslova C1 sledi da postoji Z ∈ C(X) takav da je
Z ∼ Y . Iz definicije slabog kanonskog roditeǉa sledi ω(Z) ∼ ω(Y ),
odnosno

p(Z) = X ∼ p(Y ) ∼ ω(Y ) ∼ ω(Z).

Dakle, objekat Z zadovoǉava uslov u 4. liniji algoritma pa se
nalazi u skupu Σ.

Va�no je napomenuti da skup Σ na kraju rada opisane proce-
dure sadr�i predstavnike klasa svih objekata u stablu, odnosno
i parcijalne i potpune objekte. Algoritam se mo�e jednostavno
modifikovati da bi se iz skupa Σ izdvajali samo potpuni objekti.

4.4.6 Klasifikacija latinskih kvadrata slabim kanon-
skim proxireǌem

U ovoj taqki se razmatra primena tehnike slabog kanonskog proxi-
reǌa, date u prethodnoj taqki, na latinske kvadrate.

Neka je Tn stablo pretrage definisano u taqki 4.3.1, koje na
svom k−tom nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�i sve latinske pravougaonike
dimenzija k × n. Va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 4.17 Stablo Tn ispuǌava uslove C1 i C4 u kojima je ∼ oz-
naka za relaciju izotopije, a ω(X) = I(X)−1(p(ρ(X))) preslikavaǌe
definisano kao u teoremi 4.15.

Dokaz: Ispuǌenost uslova C1 za stablo Tn je dokazana u teoremi
4.12. Uslov C1 je u tom delu bio neophodan za primenu tehnike qu-
vaǌa objekata (algoritam 4.6 - record).

Doka�imo da je ispuǌen i uslov C4, to jest da u svakoj izotop-
noj klasi postoji latinski pravougaonik koji je generisan slabim
kanonskim proxireǌem.

Takav pravougaonik je kanonski pravougaonik. Zaista, ako je Y
kanonski pravougaonik tada va�i Y = ρ(Y ), odnosno preslikavaǌe
I(Y ) je identiqko, pa je

ω(Y ) = I(Y )−1(p(ρ(Y ))) = I(Y )(p(Y )) = p(Y ).

Dakle, u svakoj klasi postoji qvor Y takav da je p(Y ) ∼ ω(Y ), to
jest ispuǌen je uslov C4.
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Iz prethodne teoreme sledi da se procedura data u algoritmu
4.10 - slabo kanonsko proxireǌe mo�e primeniti na stablo Tn i na
taj naqin izvrxiti klasifikacija latinskih kvadrata reda n u
odnosu na relaciju izotopije.

Neka je T ′′n podstablo stabla Tn qije qvorove obra�uje algori-
tam slabo kanonsko proxireǌe. Broj qvorova na posledǌem nivou
stabla T ′′n odgovara broju klasa izotopije kvadrata reda n, a broj
qvorova na k−tom nivou (1 ≤ k < n) stabla T ′′n koji nisu listovi,
odgovara broju klasa izotopije pravougaonika dimenzija k × n.

Tehnika koja je opisana, kao i tehnike u prethodnim taqkama,
sastoji se iz dve faze:

• generisaǌe stabla pretrage (algoritam 4.4 - stablo)

• klasifikacija (algoritam 4.10 - slabo kanonsko proxireǌe)

I u ovom sluqaju mo�e se posti�i znatno poboǉxaǌe spajaǌem
ova dva algoritma. Algoritam kojim se to realizuje je slabo kano-
nsko proxireǌe 1. On se dakle, ne primeǌuje na stablo Tn, ve�
direktno generixe stablo T ′′n .

ALGORITAM 4.11 [ slabo kanonsko proxireǌe 1(qvor X) ]

1 if(X je potpun kvadrat)
2 Σ := Σ ∪X;
3 else
4 ∆ := ∅;
5 C(X) :=novavrsta(X, 0);
6 for all Z ∈ C(X)
7 if p(Z) ∼ ω(Z)
8 if u skupu ∆ ne postoji Y takav da je Z ∼ Y
9 ∆ := ∆ ∪ Z;
10 for all Z ∈ ∆
11 slabo kanonsko proxireǌe 1(Z);

Funkcija novavrsta() u 5. liniji se realizuje istoimenim algo-
ritmom 4.5. U linijama 6 i 7 se iz daǉeg razmatraǌa uklaǌaju svi
pravougaonici koji nisu generisani slabim kanonskim proxiren-
jem, a u 8. liniji se me�u bra�om uklaǌaju izomorfni.

Korektnost algoritma slabo kanonsko proxireǌe 1 je posledica
korektnosti algoritama stablo(4.4) i slabo kanonsko proxireǌe
(4.10), to jest skup Σ na kraju sadr�i po jedan kvadrat iz svake
klase.
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4.4.7 Kanonsko proxireǌe

Tehnika predstavǉena u taqki 4.4.5 mo�e se poboǉxati, ako se
uslovi neophodni za ǌenu realizaciju uqine stro�ijim. U ovoj
taqki, osim toga da je qvor X generisan slabim kanonskim proxire-
ǌem, tj. da ispuǌava uslov p(X) ∼ ω(X), zahteva se i da je X do-
bijen proxireǌem objekta p(X) na karakteristiqan naqin.

I u ovom sluqaju razmatramo klasifikaciju objekata koji se
nalaze u stablu pretrage T sa korenom R.

Neka je m funkcija koja svakom objektu X 6= R dodeǉuje objekat
m(X), tako da za svaka dva izomorfna qvora X i Y isti izomor-
fizam koji postoji izme�u ǌih postoji i izme�u m(X) i m(Y ).
Odnosno, neka je m preslikavaǌe za koje va�i:

X ∼ Y ⇒ (X, m(X)) ∼ (Y, m(Y )). (4.7)

Objekat m(X) se naziva kanonski otac objekta X. Uslov (4.7) je
stro�ija verzija uslova (4.3), pa sledi da kanonski otac jeste i
slab kanonski otac, ali obratno ne va�i.

Kao i kod slabog kanonskog oca ovo preslikavaǌe je uvek mogu�e
definisati. Trivijalno se to mo�e uqiniti tako xto m slika
svaki objekat u sebe, a preslikavaǌe za koje je u teoremi 4.15
dokazano da je slab kanonski otac zadovoǉava i uslov (4.7). Naime,
va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 4.18 Neka je I(X) izomorfizam koji objekat X preslikava
u ǌegov kanonski oblik ρ(X) u odnosu na relaciju ∼. Preslikavaǌe m
definisano sa:

m(X) = I(X)−1(p(ρ(X))) (4.8)

zadovoǉava uslov (4.7), to jest m(X) je kanonski otac objekta X.

Dokaz: Neka je X ∼ Y . U teoremi 4.15 je dokazano da je g =
I(Y )−1I(X) izomorfizam koji preslikava objekat m(X) u objekat m(Y ).
Doka�imo da isti izomorfizam preslikava i objekat X u objekat
Y , to jest da je (X, m(X)) ∼ (Y, m(Y )).

Zaista, neposredno iz definicije preslikavaǌa m i I, kao i qi-
ǌenice da zbog X ∼ Y va�i ρ(X) = ρ(Y ), sledi:

gX = I(Y )−1I(X)X = I(Y )−1ρ(X) = I(Y )−1ρ(Y ) = Y.
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Primer 4.13 Iz prethodne teoreme sledi da je slab kanonski otac
latinskog pravougaonika iz primera 4.11 istovremeno i ǌegov kanon-
ski otac, odnosno va�i:

Kanonski otac pravougaonika

X =
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1

je pravougaonik

m(X) = 0 1 2 3
2 3 0 1 .

Analogno kao u taqki 4.4.5, mo�e se definisati pojam kanonskog
proxireǌa. Za objekat X za koji va�i:

(X, p(X)) ∼ (X, m(X)) (4.9)

ka�e se da je generisan kanonskim proxireǌem. Objekat X je dakle,
generisan kanonskim proxireǌem ako postoji ǌegov automorfizam
koji preslikava p(X) u m(X).

Za objekat koji je generisan kanonskim proxireǌem tj. ispu-
ǌava uslov (4.9) sledi da je generisan i slabim kanonskim proxiren-
jem tj. da ispuǌava uslov (4.5), ali obratno ne va�i.

p(X)

X

m(X)
a1

m(Y)
g

p(Y)

Y

a2

g

a1 a2

Slika 4.12: izomorfni qvorovi X i Y generisani kanonskim
proxireǌem

Za dva izomorfna qvora X i Y generisana kanonskim proxire-
ǌem na osnovu (4.7) i (4.9) va�i:

(X, p(X)) ∼ (X,m(X)) ∼ (Y, m(Y )) ∼ (Y, p(Y )). (4.10)

Drugim reqima, izomorfni qvorovi generisani kanonskim pro-
xireǌem ne samo da imaju izomorfne oqeve, ve� i izme�u oqeva
postoji isti izomorfizam kao izme�u ǌihovih sinova (slika 4.12).
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Pretpostavimo da na nekom nivou stabla nema izomorfnih qvoro-
va i da su X i Y objekti generisani kanonskim proxireǌem na
slede�em nivou. Iz prethodnog razmatraǌa sledi da ako su X i
Y izomorfni, oni imaju zajedniqkog oca, kao i da je izomorfizam
koji preslikava X u Y automorfizam ǌihovog zajedniqkog oca.

Dakle, uklaǌaǌe izomorfizma me�u qvorovima koji ispuǌavaju
uslov (4.9) je dovoǉno sprovesti samo me�u sinovima istog oca i
to ispituju�i da li izme�u ǌih postoji izomorfizam g koji je au-
tomorfizam oca. Ova osobina se mo�e iskoristiti za algoritam
klasifikacije.

Neka je T stablo pretrage sa korenom R i neka va�e uslovi:

C 5 X ∼ Y ⇒ (∀Z ∈ C(X))(∃W ∈ C(Y )) (Z, X) ∼ (W,Y ).

C 6 Za svaki qvor X 6= R, postoji qvor Y takav da je

X ∼ Y i (Y, p(Y )) ∼ (Y,m(Y )).

Uslovi C5 i C6 su stro�ije verzije uslova C1 i C4, a u ve�ini
sluqajeva, stablo koje zadovoǉava uslov C1, zadovoǉava i uslov
C5.

Znaqeǌe uslova C5 je da izomorfni qvorovi imaju izomorfne
sinove izme�u kojih va�i isti izomorfizam kao izme�u oqeva.
Smisao uslova C6 je da u svakoj klasi ekvivalencije postoji ob-
jekat koji je generisan kanonskim proxireǌem.

Razmotrimo naredni algoritam:

ALGORITAM 4.12 [ kanonsko proxireǌe(qvor X) ]

1 Σ := Σ ∪X;
2 ∆ := ∅;
3 for all Z ∈ C(X)
4 if (Z, p(Z)) ∼ (Z,m(Z))
5 if ∆ ∩ {aZ : a ∈ Aut(X)} = ∅
6 ∆ := ∆ ∪ Z;
7 for all Z ∈ ∆
8 kanonsko proxireǌe(Z);

Glavna razlika izme�u upravo navedenog algoritma i algo-
ritma 4.10 - slabo kanonsko proxireǌe je u liniji 5. Ova lin-
ija se u algoritmu 4.10 realizuje tako xto se ispituje postojaǌe
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izomorfnog objekta sa Z u skupu ∆, razmatraju�i sve izomor-
fizme. U algoritmu kanonsko proxireǌe to se qini razmatraju�i
samo automorfizme objekta X, xto znatno ubrzava pretragu. Kao
xto smo pokazali u razmatraǌu koje neposredno prethodi algo-
ritmu kanonsko proxireǌe, ovo je omogu�eno uslovom u 4. liniji.

Naredna teorema i ǌen dokaz su ekvivalentni teoremi 4.16 o
korektnosti algoritma 4.10 - slabo kanonsko proxireǌe i ǌenom
dokazu.

Teorema 4.19 Kada se algoritam kanonsko proxireǌe primeni na
stablo pretrage T u kojem va�e uslovi C5 i C6 generixe se skup Σ
koji sadr�i taqno jedan objekat iz svake izomorfne klase objekata
iz stabla T .

Dokaz: Neka su izomorfne klase qvorova ponovo pore�ane na naqin
koji sledi iz teoreme 4.10. Dokaz se mo�e izvrxiti indukcijom
po rednom broju izomorfne klase. Kako je jedini element u prvoj
izomorfnoj klasi koren drveta, neposredno sledi da je ispuǌena poqe-
tna indukcijska pretpostavka.

Da bi dokazali jedinstvenost elementa iz svake izomorfne klase
u skupu Σ, pretpostavimo da jedinstvenost va�i za prvih l klasa,
kao i da postoje dva objekta Z1 i Z2 iz (l + 1)−ve klase u skupu Σ.
Ova dva objekta su proxla test u 4. liniji algoritma pre nego xto
su u narednom pozivu procedure dodati skupu Σ, pa va�i:

(Z1, p(Z1)) ∼ (Z1,m(Z1)) i (Z2,m(Z2)) ∼ (Z2, p(Z2)).

Kako su Z1 i Z2 iz iste klase, na osnovu (4.7) va�i

(Z1, p(Z1)) ∼ (Z1,m(Z1)) ∼ (Z2,m(Z2)) ∼ (Z2, p(Z2)),

odakle sledi p(Z1) ∼ p(Z2).

Kako su objekti p(Z1) i p(Z2) u klasi reda maǌeg od l + 1, sledi
da je p(Z1) = p(Z2), pa iz (Z1, p(Z1)) ∼ (Z2, p(Z2)) sledi da postoji
a ∈ Aut(p(Z2)) takav da je aZ2 = Z1.

Odavde sledi da ako Z1 ∈ ∆, tada skup ∆ ∩ {aZ2 : a ∈ Aut(p(Z2)} u
5. liniji nije prazan, pa se Z2 u 6. liniji ne dodaje skupu ∆. Ovo je
kontradikcija sa pretpostavkom da se i Z1 i Z2 nalaze u skupu Σ.

Treba dokazati i egzistenciju elementa iz svake klase u skupu Σ.
Pretpostavimo da ona va�i za prvih l klasa i neka je W objekat iz
(l+1)−ve klase. Dokaza�emo da u skupu Σ postoji objekat izomorfan
sa W .
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Prema uslovu C6 postoji objekat Y izomorfan sa W takav da je
(Y, p(Y )) ∼ (Y, m(Y )). Iz indukcijske pretpostavke sledi da u skupu
Σ postoji X, takav da je X ∼ p(Y ), pa iz uslova C5 sledi da postoji
Z ∈ C(X) takav da je (X,Z) ∼ (p(Y ), Y ).

p(Y)

Y

m(Y)

m(aZ) X

aZW

γ

γ
l+1

l Σ
m(Z)

Z

a1

a1

a

a

g1

g1

g1

Neka je a ∈ Aut(X) tako da je aZ ∈ C(X). Neposredno sledi da je
p(aZ) = X = p(Z) i (aZ, X) ∼ (Z, X), pa iz (4.7), daǉe sledi da je

(aZ, m(aZ)) ∼ (Z,m(Z)) ∼ (Y,m(Y )) ∼ (Y, p(Y )) ∼ (Z, p(Z)) ∼ (aZ, p(aZ)).

Dakle, aZ prolazi test u 4. liniji algoritma. Sledi da skup Σ na
kraju sadr�i objekat izomorfan sa Z ∼ Y ∼ W .

Kao i u algoritmu 4.10, skup Σ na kraju sadr�i predstavnike
klasa svih objekata u stablu, to jest i parcijalne i potpune ob-
jekte. Algoritam se mo�e jednostavno modifikovati da bi se iz
skupa Σ izdvajali samo potpuni objekti.

Procedura data u algoritmu kanonsko proxireǌe se mo�e efek-
tno paralelizovati, jer se ispitivaǌe glavnog uslova (4.9) odnosi
samo na objekat i ǌegovog oca. Tako�e, izomorfnost se ispituje
samo izme�u sinova istog oca, pa u datom trenutku znaǌe o drugim
objektima osim ǌih nije potrebno.

4.4.8 Klasifikacija latinskih kvadrata kanonskim
proxireǌem

U ovoj taqki se razmatra primena tehnike kanonskog proxireǌa,
date u prethodnoj taqki, na latinske kvadrate.

Neka je Tn stablo pretrage definisano u taqki 4.3.1, koje na
svom k−tom nivou (1 ≤ k ≤ n) sadr�i sve latinske pravougaonike
dimenzija k × n. Va�i slede�e tvr�eǌe:
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Teorema 4.20 Stablo Tn ispuǌava uslove C5 i C6 u kojima je ∼ oz-
naka za relaciju izotopije, a m(X) = I(X)−1(p(ρ(X))) preslikavaǌe
definisano kao u teoremi 4.18.

Dokaz: Znaqeǌe uslova C5 u ovom sluqaju je da izotopni pravouga-
onici u stablu imaju izotopne sinove izme�u kojih va�i isti izo-
topizam kao izme�u oqeva. Ispuǌenost ovog uslova u stablu Tn je
ve� dokazana u dokazu teoreme 4.12 (slika 4.6).

Doka�imo da je ispuǌen i uslov C6, to jest da u svakoj izotop-
noj klasi postoji latinski pravougaonik koji je generisan kanonskim
proxireǌem.

Takav pravougaonik je kanonski pravougaonik. Zaista, ako je Y
kanonski pravougaonik tada va�i Y = ρ(Y ), odnosno preslikavaǌe
I(Y ) je identiqko, pa je

m(Y ) = I(Y )−1(p(ρ(Y ))) = I(Y )(p(Y )) = p(Y ).

Dakle, u svakoj klasi postoji qvor Y takav da je (Y, p(Y )) ∼ (Y,m(Y )),
to jest ispuǌen je uslov C6.

Iz prethodne teoreme sledi da se procedura data u algoritmu
4.12 - kanonsko proxireǌe mo�e primeniti na stablo Tn i na taj
naqin izvrxiti klasifikacija latinskih kvadrata reda n u odnosu
na relaciju izotopije.

Neka je T ′′n podstablo stabla Tn qije qvorove obra�uje algori-
tam kanonsko proxireǌe. Broj qvorova na posledǌem nivou stabla
T ′′n odgovara broju klasa izotopije kvadrata reda n, a broj qvorova
na k−tom nivou (1 ≤ k < n) stabla T ′′n koji nisu listovi, odgovara
broju klasa izotopije pravougaonika dimenzija k × n.

Tehnika koja je opisana, kao i tehnike u prethodnim taqkama,
sastoji se iz dve faze:

• generisaǌe stabla pretrage (algoritam 4.4 - stablo)

• klasifikacija (algoritam 4.12 - kanonsko proxireǌe)

I u ovom sluqaju spajaǌe ova dva algoritma rezultira znatnim
ubrzaǌem cele procedure.

Algoritam u kojem je spajaǌe realizovano je kanonsko proxireǌe 1.
On se dakle, ne primeǌuje na stablo Tn, ve� direktno generixe
stablo T ′′n .
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ALGORITAM 4.13 [ kanonsko proxireǌe 1(qvor X) ]

1 if(X je potpun kvadrat)
2 Σ := Σ ∪X;
3 else
4 ∆ := ∅;
5 C(X) :=novavrsta(X, 0);
6 for all Z ∈ C(X)
7 if (Z, p(Z)) ∼ (Z, m(Z))
8 if ∆ ∩ {aZ : a ∈ Aut(X)} = ∅
9 ∆ := ∆ ∪ Z;
10 for all Z ∈ ∆
11 kanonsko proxireǌe(Z);

Funkcija novavrsta() u 5. liniji se realizuje istoimenim al-
goritmom 4.5. U linijama 6 i 7 se iz daǉeg razmatraǌa uklaǌaju
svi pravougaonici koji nisu generisani kanonskim proxireǌem, a
u 8. liniji se me�u bra�om uklaǌaju izomorfni.

Korektnost algoritma kanonsko proxireǌe 1 je posledica ko-
rektnosti algoritama stablo(4.4) i kanonsko proxireǌe(4.12), to
jest Σ na kraju sadr�i po jedan kvadrat iz svake klase izotopije.

4.4.9 Pregled navedenih algoritama

Na kraju poglavǉa razmotrimo jox jednom navedene algoritme.
Najpre �e ukratko biti opisani svi algoritmi, a zatim je data

tabela 4.1 koja se odnosi na algoritme za klasifikaciju. Ona
sadr�i uslove koje stablo treba da zadovoǉava da bi odgovaraju�i
algoritam za klasifikaciju bio primeǌen, kao i neka pozitivna
i negativna svojstva algoritama koji se primeǌuju.

• ALGORITAM 4.1
[ kanonski pravougaonik(pravougaonik Lk,n) ]

Za dati latinski pravougaonik generixe ǌegov kanonski ob-
lik u odnosu na relaciju izotopije. (str. 49)

• ALGORITAM 4.2
[ kanon pravougaonik(pravougaonik Lk,n) ]

Odluquju�a verzija prethodnog algoritma. Za dati latinski
pravougaonik ispituje da li je kanonski u odnosu na relaciju
izotopije. (str. 49)
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• ALGORITAM 4.3
[ neizomorfni(skup objekata Γ) ]

Elementaran algoritam za klasifikaciju skupa kombinatornih
objekata. (str. 52)

• ALGORITAM 4.4
[ stablo(qvor X) ]

Generixe stablo koje na svom posledǌem nivou sadr�i sve
kombinatorne objekte nekog tipa. (str. 53)

• ALGORITAM 4.5
[ novavrsta(pravougaonik Lk,n, kolona c) ]

Dati latinski pravougaonik na sve naqine proxiruje novom
vrstom. Odgovaraju�i algoritam koji se odnosi na reduko-
vane pravougaonike je oznaqen sa novavrstaR. (str. 54)

• ALGORITAM 4.6
[ record(qvor X) ]

Vrxi klasifikaciju proizvoǉnih kombinatornih objekata me-
todom quvaǌa objekata. (str. 59)

• ALGORITAM 4.7
[ record1(qvor X) ]

Prethodni algoritam primeǌen na latinske kvadrate i rela-
ciju izotopije. (str. 62)

• ALGORITAM 4.8
[ kanonska klasifikacija(qvor X) ]

Vrxi klasifikaciju proizvoǉnih kombinatornih objekata ka-
nonskom metodom. (str. 64)

• ALGORITAM 4.9
[ kanonska klasifikacija 1(qvor X) ]

Prethodni algoritam primeǌen na latinske kvadrate i rela-
ciju izotopije. (str. 68)
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• ALGORITAM 4.10
[ slabo kanonsko proxireǌe(qvor X) ]

Vrxi klasifikaciju proizvoǉnih kombinatornih objekata me-
todom slabog kanonskog proxireǌa. (str. 72)

• ALGORITAM 4.11
[ slabo kanonsko proxireǌe 1(qvor X) ]

Prethodni algoritam primeǌen na latinske kvadrate i rela-
ciju izotopije. (str. 75)

• ALGORITAM 4.12
[ kanonsko proxireǌe(qvor X) ]

Vrxi klasifikaciju proizvoǉnih kombinatornih objekata me-
todom kanonskog proxireǌa. (str. 78)

• ALGORITAM 4.13
[ kanonsko proxireǌe 1(qvor X) ]

Prethodni algoritam primeǌen na latinske kvadrate i rela-
ciju izotopije. (str. 82)
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C1 Izomorfni qvorovi u stablu imaju izomorfne sinove.

C2 Kanonski oblik svakog potpunog objekta postoji u stablu.

C4 Otac svakog kanonskog qvora je u kanonskom obliku.

C4 Za svaki qvor, u stablu postoji ǌemu izomorfan qvor
koji je generisan slabim kanonskim proxireǌem.

C5 Izomorfni qvorovi u stablu imaju izomorfne sinove
izme�u kojih postoji isti izomorfizam kao izme�u oqeva.

C6 Za svaki qvor, u stablu postoji ǌemu izomorfan qvor
koji je generisan kanonskim proxireǌem.

pozitivna negativna
uslovi algoritam svojstva svojstva

algoritma algoritma

quvaǌe parcijalnih
C1 ALGORITAM 4.6 jednostavna objekata, ispitivaǌe

record implementacija izomorfnosti,
nemogu�nost

paralelizovaǌa
jednostavna

ALGORITAM 4.8 implementacija, ispitivaǌe
C2 kanonska ne ispitivaǌe kanoniqnosti
C3 klasifikacija izomorfnosti, velikog broja

mogu�nost objekata
paralelizovaǌa

ALGORITAM 4.10 ispitivaǌe quvaǌe parcijalnih
C1 slabo kanonsko izomorfnosti objekata,
C4 proxireǌe samo me�u implementacija slabog

bra�om kanonskog roditeǉa

ALGORITAM 4.12 ispitivaǌe konstrukcija grupe
C5 kanonsko malog broja autotopizama Aut(),
C6 proxireǌe izomorfizama implementacija

samo me�u kanonskog roditeǉa
bra�om

Tabela 4.1: algoritmi za klasifikaciju
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Implementacija
algoritama

Trenutno najboǉi rezultat u klasifikaciji latinskih kvadrata
u odnosu na relaciju izotopije je dao Mekej [14] i odnosi se na
kvadrate reda n ≤ 8. Ovaj rezultat je dobijen implementacijom
algoritma 4.13 - kanonsko proxireǌe 1 datog u taqki 4.4.8. Osim
tehnika opisanih u toj taqki, za realizaciju linije

8 if ∆ ∩ {aZ : a ∈ Aut(X)} = ∅

ovog programa je bilo potrebno odrediti grupu autotopizama za
kvadrat X, xto je ura�eno transformisaǌem kvadrata X u odgo-
varaju�i graf γ(X) (kao u taqki 1.2.2) i zatim odre�ivaǌem grupe
Aut(γ(X)) uz pomo� programa NAUTY.

Kao me�urezultat (u stablu pretrage pre posledǌeg nivoa) do-
bijeni su i predstavnici klasa izotopije latinskih pravougaonika
dimenzija k×n za n ≤ 8 i 1 ≤ k ≤ n, a dodatno je izvrxena i klasi-
fikacija pravougaonika dimenzija k × 9 za 1 ≤ k ≤ 4.

Rezultati Mekeja iz [14] su navedeni u 3. koloni tabele 5.1.

5.1 Implementacija kanonske klasifikacije

Program koji izvrxava kanonsku klasifikaciju latinskih kvadrata
u odnosu na relaciju izotopije je sastavni deo ovog rada. ǋime
je kao i u [14] izvrxena klasifikacija za kvadrate do reda n ≤ 8.
Kako je korix�ena druga tehnika, odgovaraju�i me�urezultati

87
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imaju drugi smisao, ali je konaqan rezultat, to jest broj dobi-
jenih kvadrata identiqan kao u radu Mekeja.

Kao xto je navedeno u taqki 4.4.4, dobijeni me�urezultati u
stablu pretrage na nivoima pre posledǌeg, u ovom sluqaju pred-
stavǉaju brojeve onih izotopnih klasa qiji su kanonski predstavni-
ci redukovani pravougaonici.

Algoritam kanonska klasifikacija 2 koji je implementiran je
nexto drugaqiji od algoritma 4.9 - kanonska klasifikacija 1 nave-
denog u taqki 4.4.4. Izmene nisu suxtinske i ura�ene su da bi se
omogu�ila realizacija programa ”deo po deo”, odnosno da bi se
stablo pretrage obra�ivalo ”nivo po nivo”. Ovo je bilo va�no
zbog dugog vremena potrebnog za klasifikaciju, kao i velike koli-
qine radne memorije koja bi bila neophodna za klasifikaciju iz
jednog dela.

Program je napisan u programskom jeziku C, a eksperimeni su
izvrxeni na raqunaru sa procesorom koji radi na frekvenciji od
3,06 GhZ i ima 2GB RAM-a.

Program je realizovan tako da je ǌegov ulaz fajl F sa svim
redukovanim pravougaonicima dimenzija k × n (1 ≤ k < n) koji
su kanonski. Ovi pravougaonici se proxiruju novom vrstom, a u
izlazni fajl G se upisuju oni novodobijeni pravougaonici koji su
tako�e kanonski.

ALGORITAM 5.1 [ kanonska klasifikacija 2(fajl F ) ]

1 fajl G = ∅;
2 for all X ∈ F
3 C(X) :=novavrstaR(X, 0);
4 for all Y ∈ C(X)
5 if(kanon pravougaonik(Y ))
6 G := G ∪ Y ;

Da bi se izvrxila klasifikacija kvadrata reda n (1 < n ≤ 8)
primeǌen je slede�i postupak:

• program je primeǌen na datoteku file 1xn koja sadr�i samo
pravougaonik [012...n−1], qime je generisana datoteka file 2xn
sa svim redukovanim pravougaonicima dimenzija 2×n koji su
kanonski.



5.1. IMPLEMENTACIJA KANONSKE KLASIFIKACIJE 89

• program je primeǌen na datoteku file 2xn koja sadr�i sve
pravougaonike dimenzija 2×n koji su kanonski, qime je gene-
risana datoteka file 3xn sa svim redukovanim pravougaoni-
cima dimenzija 3× n koji su kanonski.

• ...

• program je primeǌen na datoteku file (n-1)xn koja sadr�i
sve pravougaonike dimenzija (n−1)×n koji su kanonski, qime
je generisana datoteka file nxn sa svim kvadratima reda n
koji su kanonski.

Datoteke file kxn (1 ≤ k ≤ n ≤ 8) koje predstavǉaju odgo-
varaju�e nivoe stabla pretrage su tako�e, sastavni deo ovog rada.

Rezultati programa su dati u qetvrtoj koloni tabele 5.1. Ovi
rezultati su prihva�eni i objavǉeni u ”Enciklopediji celobro-
jnih nizova” (The On-Line Encycopledia of Integer Sequences) pod bro-
jem A162545. (http://www.research.att.com/ njas/sequences/A162545)

U posledǌoj koloni tabele je ukupno vreme potrebno za gener-
isaǌe odgovaraju�ih kvadrata.
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broj izotopnih klasa qiji ukupno vreme
k n broj izotopnih klasa su kanonski predstavnici potrebno za

[14] redukovani pravougaonici generisaǌe
1 1 1 1
1 2 1 1
2 2 1 1
1 3 1 1
2 3 1 1
3 3 1 1
1 4 1 1
2 4 2 2
3 4 2 2
4 4 2 2
1 5 1 1
2 5 2 2
3 5 3 3
4 5 3 3
5 5 2 2
1 6 1 1
2 6 4 4
3 6 16 14
4 6 56 34
5 6 40 31
6 6 22 22 1 sekund
1 7 1 1
2 7 4 4
3 7 56 54
4 7 1.398 427
5 7 6.941 1.410
6 7 3.479 1.096
7 7 564 564 12 sekundi
1 8 1 1
2 8 7 7
3 8 370 330
4 8 93.561 20.259
5 8 4.735.238 509.027
6 8 29.163.047 3.144.797
7 8 13.302.311 2.847.673
8 8 1.676.267 1.676.267 82 sata
1 9 1 1
2 9 8 8
3 9 2.877 2.409 52 sata
4 9 8.024.046

Tabela 5.1: dobijeni rezultati algoritama za klasifikaciju
latinskih kvadrata
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Pravci daǉeg rada

Glavno svojstvo koje razlikuje program korix�en u ovom radu od
programa koji su ranije dali iste rezultate je da on ne trans-
formixe latinske pravougaonike (kvadrate) u grafove, pa se klasi-
fikacija izvrxava bez alata za manipulaciju grafovima kao xto
je NAUTY.

Bitno je tako�e naglasiti i razmatraǌe maǌeg broja pravouga-
onika koji su me�urezultati. Naime, algoritam kanonske klasi-
fikacije generixe, kao xto je ranije istaknuto, samo redukovane
latinske pravougaonike. Ako je ciǉ samo klasifikacija kvadrata,
a ne i pravougaonika ovo je boǉi pristup od algoritama koji
generixu sve pravougaonike.

Program, kojim je izvrxena klasifikacija i koji je sastavni
deo ovog rada, realizovan je na raqunaru sa procesorom koji radi
na frekvenciji od 3,06 GhZ i ima 2GB RAM-a.

Ukupno vreme potrebno za klasifikaciju kvadrata reda 8 je
bilo 82 sata (tabela 5.1).

Kako je za generisaǌe 2.409 redukovanih pravougaonika dimen-
zija 3×9 koji su kanonski bilo potrebno oko 52 sata i kako postoji
115.618.721.533 izotopnih klasa kvadrata reda 9 (tabela 3.1), pro-
ceǌuje se da bi za klasifikaciju kvadrata reda 9 istom programu
na istom raqunaru bilo potrebno vixe hiǉada godina.

Sa druge strane, vreme potrebno za klasifikaciju kvadrata
reda 7 je samo 12 sekundi, pa se mo�e proceniti da je najva�niji
uzrok nemogu�nosti klasifikacije kvadrata reda 9 ǌihov veliki
broj, a ne samo eventualni nedostaci algoritma. Ovo potvr�uje
i qiǌenica da ni drugim autorima nije uspela klasifikacija za
red 9.

Vreme potrebno za klasifikaciju ne uve�ava samo nedovoǉno
velika procesorska brzina, ve� i nedostatak radne memorije. Nai-
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me, veliki broj klasa ima za posledicu da se ǌihovi predstavnici
ne mogu quvati u radnoj memoriji do kraja rada programa, ve� se
moraju smextati u spoǉaxǌu memoriju xto znatno usporava pro-
ces. Ovo bi se u budu�nosti moglo rexiti korix�eǌem umre�enih
raqunara od kojih bi svaki obra�ivao zasebno podstablo pretrage
i time u svojoj radnoj memoriji quvao deo skupa rexeǌa.

Xto se samog algoritma tiqe, najvixe vremena se troxi na
proveravaǌe kanoniqnosti velikog broja pravougaonika na svakom
nivou stabla, od kojih vrlo mali procenat jeste kanonski. Znatno
ubrzaǌe bi se postiglo smaǌeǌem broja ”kandidata”, xto bi se
moglo ostvariti eventualnim pronala�eǌem novih neophodnih us-
lova za kanoniqnost pravougaonika koji imaju k ≥ 3 vrsta, kao xto
je u taqki 4.1.2 ura�eno za pravougaonike koji imaju 2 vrste.

Sa druge strane, napredak primenom drugih algoritama (pre
svega algoritma 4.13 - kanonsko proxireǌe) pored navedene ideje
umre�avaǌa mo�e se ostvariti i poboǉxaǌem osobina programa
NAUTY, xto podrazumeva i izvestan napredak u teoriji grafova.
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