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I[Ipenrosop

Ilojam marmHCKOr KBagpaTa IOTHYE OJ Mrapa ca kKaprama u pebama
¢urypa Ha ImaxoBCKOj Tabiu, a OIPBU NUCAHA MaTepHUjaayd, Ka0 U CaM
Ha3us ce Bedyjy 3a Ojmepa (L. Euler) u 18. sBek.

JlaTuHCKMN KBaApaT pena n je MaTpula AUMEH3HUja n X N duja CBaKa
BPCTa M CBaKa KOJIOHA CAIp:KU IMEePMyTallrjy CKyma omx n cumboia. bes
CMamEema OMINTOCTU MOKe ce y3eTn aa je ckym cumboaa {0,1,2..n—1}.

JlaTuHCKM KBaOpaTU CHAAajy yV MIUPOKY KJIACY KOMOMHATOPHUX O0-
jexaTa, ma Cy Kao TaKBU IIpe CBera IpPeaMeT IPOoydYaBama IUCKPETHE
MaTEeMaTUKe, & IPUMEHa Y CTATUCTUIN, KPUNITOTPahUju U TEOPUjU KO IO-
Ba NaJia je Ha 3HAa4Yajy OBMM OO0jeKTMMa M y APYTUM CPOJTHUM Objac-
TUMA.

3a mBa JATUHCKA KBaJAPATa Ce KajKe na Cy Y UCTOj M3OTOIMHOj KIACU
aKoO ce jemaH MOyKe JOOUTH OO APYTOr MepMyTalurjoM BPCTa, KOJOHA U
cumboua.

IIpobmem koju ce pemaBa y OBOj T€3M je reHEPUCAHE IIPEICTABHUKA
M30TOMHUX KJIaca JIATUHCKUX KBaJpaTa mTo je mMoryhe Behux mumen-
3uja. OBakBO reHepucame, IO jeOHOT KBaapaTa M3 CBaKe Kjace ce
Ha3UBa Kaacudurayuja.

Hajseha mumenswuja 3a kojy je knacuduranuja ycmnesaa je 8 u OHA je
jemHaka ca HajOOSUM PE3yaTATOM KOjU Ce TPEHYTHO MO:ke Hahu y JuT-
epatypu. IIpu Tome MeToma KojoM je Taj pe3yaraT AOOUjEH je HEITo
Opyradmja O OHUX KOje Cy KopumilieHe y IPYTUM PaIOBUMA.

Pan ce cactoju on 6 moraasma.

IIpBo mornasspe caapsky yBOIHE IOjMOBE UM IPUMEpPE, KAO U Be3e
JIATUHCKUX KBaAPATa W IPABOYTAOHUKA CA APYTUM MaTEMaTAYIKUM O0-
jexkTuMa. Y OBOM IOTJIaB/pY je TakOoDe marT u Iperiiel HEKUX IPUMEHA
JIATUHCKUX KBaApaTa.

Tema npyror mormaBsma je mpeOpojaBame JaTUHCKAX KBAAPATa U
IpaBOyraoHUKa. Y HEMY je Hajlupe AT UCTOPUjCKU IpErJiel pe3yJi-
Tara, a 3aTuM Cy gerassHuje obpabene merome rojuma cy mobujeHu
TPEHyTHO Haj0O0J/bU PEe3yJITATH.



Y tpehem mormaBmpy ce AeUHUNIY KIace JIATUHCKUAX KBaapaTa U
IIpAaBOYTAOHUKA U Pa3MaTpajy MeTone 3a oapebuBame 6poja OBUX Kiaca.

YeTBpTO MOTIIABILE j€ MEHTPAIHA A0 paga. TeMa OBOT MOrIaBiba je
reHepucame IPEeaCTABHUKA KJIaca JATUHCKAX KBaApaTa, OOHOCHO CaMa
knacupuranuja. Vzmarame je OCMANIEEHO TAKO Ia je CBAKU aJIlOPUTAM
3a KJacuU(UKAIMjy HajIpe ONMCAH Ha ONIITEM HUBOY KOMOMHATOPHUX
objerara, a 3aTUM IPUMEHEH HA JATUHCKE KBaapare. 3000 OBakBe
KOHIEIIje pa3MaTpama AaTa Y OBOM eIy MOTY OUTH OX KOPUCTU U
3a KIacU(UKAI]y OPYTUX KOMOMHATODHUX OOjerara.

Ileto morsaB/me camp:ku ONMC MMIJIEMEHTANUje HEKUX O AJTrOPU-
TaMa W3 4YeTBPTOr IOTJaBJ/ba, KAO U pe3yirare NoOmjeHe y3 momMoh
pa3BUjeHUX IporpaMma.

Y mociemmeM, MECTOM HOTJIABJBY CcyMmMupajy ce mocrojehu pesyi-
TATU U yKa3yje ce Ha MOTylie mpaBue y HajbeM Pamy.

OcwuMm nonaB/bama TPEHYTHO HAjOOJMEr pe3ynTara y KIacuQUKAIju
KBaJApaTa, y Pe3ysTare OBe Te3€e Ce MOT'Y YBPCTUTU WM OCOOWMHE KAHOH-
CKUX NIPaBOYTAOHUKA Koje cy maTe y Tauku [4.1.2)

Tarkobe, opurunaJsan pesyjaTaT OBOI pajga Cy OpOjeBU M3OTOMHUX
KJaca YUjU Cy KAHOHCKU IIPEJCTABHUIM DeNyKOBAHU IIPaBOYTAOHUIU
(uerBpra rosona rabene [5.1). Osaj pesyarar je npuxsahen n o6jas-
mwen y 7 Eamukaone nuju nenobpojuux wuzosa” (The On-Line Encycople-
dia of Integer Sequences) mox Gpojem A162545.
(http://www.research.att.com/ njas/sequences/A162545)
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OCHOBHU IIOjMOBU U
TBpbhema

Ha mouerky he Outu nmeduHMCAHM [OjMOBM JATHUHCKOD KBaIpaTa U
MPABOYTAOHUKA, KAO U PA3MOTPEHU HEKU IIPUMEPH.

1.1  YBonmue medununuje u npumepnu
Heka cy k n n nBa mo3uTuBHA Iesaa Opoja TakBa ma je k < n.

Hedpuuvnuja 1.1 JlaTuacku npaBoyTraoHUuk dumensuja k Xn je mampuya
L = (L;;) ca k epcma u n K040KG, WUJU EAEMENMU CY CUMOOAU a30YKe
00 N eaemenama, makea 0a Cy eACMEHMU Y C8AKO] 8PCTAU U CACMEHU Y
€8aK0J KOAOHY PABAUNUMU.

Jamurcru npagoyzaonuk 3a Koju je k = n ce Ha3uea TATUHCKA KBaAPAT.
Y 080M cayuajy Qumensuja ce Ha3u8a U PEeX JATUHCKOT KBagpaTa.

[Ipunes samuncku moTmdue om cumboia JAaTHUHCKE a30yke Koje je
Ojnep KOPUCTHO Kao esieMeHTe KBaapaTa. Y HACTABKY Ce OBaj OPUIEB
IoApa3yMeBa y CBUM CJIyUYajeBUMa Y3 PeUn keadpam WA NpasoyzaoHUK
¥ OHIA Kala HUje HaBEIEH.

A3bykra cuMmbosa MOke OWUTH TPOM3BOJLHA, AU CE PAIU jeTHOC-
TAaBHUjer M3Jarama y OBOM pany 3a JIATUHCKA NPABOYTaOHUK ca 7
KoJoHa kopuctu a3byka X = {0,1,...n — 1}. Tarobe, y panmy ce ko-
PUCTU MHIEKCUPaWme BPCTa U KosoHa o1 0.

JlaTuHCKM IpaBOYTaOHUK MOXKE 1a UMa MIPOU3BOJbHE nuMmeH3uje. Ha-
uMme, Basku ciaenehe tBpbheme:
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Teopema 1.1 3a ceaxa dsa nosumusna bpoja k u n maxsea da je k < n
NOCMOJU AAMUKCKY NPABOY2a0HUK JuMen3uja k X n.

Jokas: Jeonocmasan navum 36 KORCMPYKUUTY AGMUNCKO2 NPAGOY2A0HU-
xa je da ce 3a ceaxo i uj (0 <i<k, 0<j<n)eremenmu defuruwy na
caedehu Hauum:

Lij=1i+j (mod n).

Mpumep 1.1 Jamuncku keadpam peda 4 Konempyucar nocmynxom us 00-
Ka3a NPemrooHe MeoPemMe je:

LW~
S LW N~
~ O LN
N~ @

JlaTuHCKM IpaBOYTAOHUK AUMEH3Uja k X n ce MOke IPEeICTABUTU U
CBOjOM T3B. 0pPMO20HAANOM penpesenmarujom. To je MaTpuna IuMeH3-
uja 3 x k- n, unje ronone cy obmuxa [i,],L; ;]7, (0<i<k, 0<j<n).

IIpumep 1.2 Opmozonasna penpesenmanuja xeadpama us npumepall.dl je:

OR(L) =

S S D
~ o~
NN D
[SURENURR
_ S e~
N~
L N~
S W~
N DS N
L ~ N
S o N
~ N
L W
S~ W
~ N W
NCEENCRRC)

Penmocnen xomoHa y 0OBOj MaTpumu HHMje BaskaH, Ia CE€ OHA MOKE
nocMarparu U Kao ckyn kosona. Csaka kosmona marpune OR(L) je
obmuka [r,c, s]T, rme je r Bpcra, ¢ KodMoHA, a s oaroBapajyhu cumGoT
naTuHCKOT mpasoyraounuka. Csu ypebenu naposu (r,¢) Koju ce jaBmajy
y KOJOHOMa cy paszamuntu. VlcTo Bakm 3a cBe mapose (c¢,8) U CBe
napose (7, 8).

Hepuunumja 1.2 3a samuncku K6a0pam wuja 0pmozonaiha PEnpe3eHma-
yuja ce moxnce 006UMU NEPMYMAYUIOM 8PCNG Y 0OPMOZOHAANO] DEND E3EHMA-
yuju xeadpama L ce kamce da je xoujyrar xeadpama L.

Henocpenno u3 mepunnnuje cienu na CBaku KBaJApaT MMa HAjBUIIE
3! = 6 roHjyrara.

[pumep 1.3 Kowjyzam xeadpama L wxoju ce dobduja samernom mpae dse
apcme y mampuyu OR(L) je mpancnonosan xeadpam LT .

Heduuvnmja 1.3 3a aamuncku npagoyeaonur dumensuja kxn ce xaxce oa
je penykoBaH (HOPMaJIM30BaH) ako je wezosa npea epcma [0,1,2,...,n—1],
a mezoea npaa xonona [0,1,2, ...k — 1],
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Mpumep 1.4 Jamuncku xeadpam us npumepall. 1l je pedyrosan.

Axo je mpaBoyraonuk (KBaApaT) peLyKOBaH OHIA CYy €JIEMEHTHU He-
roBe IoYeTHEe BPCTe U moyeTHe Kosoue nopebhanu y pacryhem nmoperky.
Tpeba marnacuTu na 3a KBaJapaTe Baykyu M oOpaTHO TBpheme, anu 3a
IPOU3BOJLAH TPABOYTAOHUK HE, KAO MITO IOKA3yje HAPEIHU IPUMED.

IIpumep 1.5 Eaemenmu y nowemmoj 8pcmu u nouemmnoj KoA0KU NPagoyza-
OHUKG

o 1 2 3
P=|1 2 3 0
3 0 1 2

cy nopehanu y pacmyhem nopemxy, asu ox HUje PEOYKOBaAH.

Baskan mojaMm y Besu ca JIATUHCKUM KBaapaTuMa cy u mehycodno
0pPMO2OHAAHYU KBALPATH.

IHepununmja 1.4 Hexa cy L' u L” aamuncku xeadpamu peda n u nexa je
S cxyn ypehenuxr naposa

S ={(Li; Li;),0<i,j <n}.

4,57

3a xeadpame L' u L" ce xamce da cy MeycoOHO OPTOTOHANHU a%0 CKYN
S cadpacu n? pazauvwumuz ypehenus napoaa.

Mpumep 1.6 Jamurcku xeadpamu

L= ull =

N~ D
SN~
~ N
~ N D
N DS~
S~ N

CY OPMOZOHAAHU. 3aucma, ceu ypehenu naposu y ckyny

5 =1{(0,0),(1,1),(2,2),(1,2),(2,0),(0,1),(2,1),(0,2), (1,0)}

CY pa3auvumu.

HOjaM OPTOTOHAJHOCTHU Ce€ ,Z[e(i)I/IHI/IH_Ie n 3a CKyII KOjI/I CaapyENn BUIIIE
OO OBa JAaTUHCKa KBaapaTa.

Hepuannuja 1.5 Ckyn aamunckux keadpama {Li, Lo, Ls,...} ce nasusa
opmozonaarum (MOLS - muthual orthogonal latin squares) axo cy ceaxa
08a K8a0paAMaA U3 0802 CKYNA 0PMOZOHANNA.
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OppebuBame najsehier 6poja mehycobHO OPTOroHAJIHUX KBaIpaTa
3a OPOM3BOJFHY BPEINHOCT 7 je OTBOPEH HPOOJEeM KOjU HUje IpeaMeT
osor pagna. Cuenehia Teopema (koja he Guru HaBenena Ge3 mokasa),
je miycTpanuja HEKMX pe3yaTaTa Be3aHuX 3a 0Baj mpobiem, a BUIIe
pesyarata ce Moske Hahu Ha npumep y [12].

Teopema 1.2 Axo je N(n) najeehu 6poj mehycobro opmozonastuz xeadpa
ma peda n 8aNCU:

o N(n) <n-—1. Aakae, ckyn uz npumepall.f ce ne moxce npowupumu.

e N(6) = 1. Apyeum pevuma, ne nocmoje 08a mehycobno opmozoraina
xeadpama peda 6.

1.2 ExBuBaseHTHU 00jeKTHU

Y 0BOj Tayku ce pa3MaTpa €eKBUBAJIEHTHOCT JIATUHCKUX IPABOYTAOHUKA
(kBagpaTa) ca HEKUM APYTUM MATEMATUYKUM OOjJEKTHMMAa, MITO je Of
Ba)KHOCTU 3& HACTABAK U3JIarama.

1.2.1 Ksasurpymne u JaTUHCKA KBaIPATU

Teopema 1.3 Tabauya mHoNCEHA KOMAUNE 2PYNE PEOG T J€ AGMUHCKY KEa-
dpam.

Joxaz: IIpemnocmasumo cynpommo, 00xocko 0a nocmoju zpyna (G, -)
maxea 06 Y HeKoj 8pCmu HeRe MYAMUNAUKAYUORE Mabauye nocmoje 08a
ucma eaemenma. 080 6u 3navuao da 3a Heke eaemenme zpyne a,b u
¢, (b # ¢) eamcu: a-b = a-c. Kako a, xao u ceaxu eaemenm ezpyne
UMA UHBEPIHU CACMENT, MHOACEHEM 20pTHE jeOHAKOCMAU ca a” ' ca nease
cmpane ce dobuja b = ¢, wmo je xonmpaouryuja. CAuvHG apeymenmanuja

8ANMU U 34 KONOHE.

Hapemun npumep mora3yje ma oOpaTHO He BajKW, a HE MOCTOjU
eKBUBaJIeHIja u3MeDy rpymna u JIATUHCKUX KBaApaTa.

Mpumep 1.7 Jdamurcku xeadpam

~ N D
S ~ N
N DS~

He cadpACcu 8PCMY KO0ja je UOEHMUNKE NEPMYMAYUUIQ, NG AA2e0PACK CIMPYK-
MYPa “uja je mabaua MHONCEDE NPEJCMaAB.HEHE 08UM KEAOPAMOM HEMA
HEYMPANHY eAeMENT, M]. HUJE 2pynd.
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Matpuna nuMmeHsuja n X n je JATUHCKM KBaAPAT aKO M CAMO aKO je
TabauIa MHOKEHa HEKe KBAa3UTPYIIE.

Hedununuja 1.6 Ksasurpyna je ypehenu nap (G,-), 2de je G ckyn, a -
OUNHAPHA ONEPAUUIG 30 KOJE 8ANCU:

1. axo z,y € G, mada je x -y € G.

2. 3a ceaxa dea eaemenma a,b € G jeonauuna a - = b uma jeoun-
cmeeno peuiemne no .

3. 3a ceaxa dsa eaemenma a,b € G jeonawuna T -a = b uma jedun-
cmeeno peuieme no .

KBasurpymna 3a pa3nuky on rpymne He MOpa Oa MMa HEyTPAJHU €Je-
MEHT, IIa €KBUBAJICHTHOCT Ca JIATUHCKUM KBaJpaTUMa HEIIOCPEIHO CIeaN.

1.2.2 TI'padoBu m 1aTWHCKM TPABOYTAOHUIN

[Ipe pasmaTpama omHOCA JIATWHCKUX IPaBOyTraoHWKa U rpadosa dbumhe
nare nepumHrnuMje onpebheHnx mojMOBA W HaBeIeHA Heka TBpDema u3
Teopuje rpadoBa HEOMXOTHA 38 HACTABAK M3JIATAMHA.

Hepunnmuja 1.7 I'pad G je GUNAPTUTAH KO ce CKYN HE208UT 4BOPOBG
Moxce nodeaumu Ha 08a Jucjynkmua nodekyna U uw V' maxo da ceaxa
epana epapa G nosesyje jedan weop uz ckyna U ca jednum “eopom u3
ckyna V. Osaxae epaf ce yobunajerno obesemncasa ca G = (UUV, E), 2de
je E cxyn epana.

Hapenuu nmojmoBu Mory 6mTy nerHUCAHN 1 38 IPOU3BOJbHE Ipa(oBe,
ajqy je 3a HACTaBaK JOBOJLHO OTDAHMYUTHU CE€ CaMO Ha OMIAPTUTHE
rpadgose.

Hepuunnuja 1.8 3a ounapmumnu zpad G = (U UV, E) ce kaxce da je
k-perymapan, axo je ceaxu wezos wsop uz ckyna U nosesan ca mauno k
wgoposa uz cxyna V. u obpammo.

Mocaemuna nepununuje je ma 3a k-perymapan rpadp G = (UUV, E)
Baskn |E| = k|U| = k|V|, omrocuo |U| = |V|.

Hepuunnuja 1.9 Hexa je G = (U UV, E) bunapmummu epaf. 1-dpaxrop
epaga G je 1-pezyaapar bunapmumnuy zpap G' = (UUV, E'), 20e je E' C E.

N3 nedpunvmja 1.8/ u (1.9l ciemqun na je |U| = |V| morpeban ycnos na
rpap G = (UUV,FE) uma 1-dparrop.

JloBo/maH yCcaOB BaskaH 3a HACTaBaK M3Jjarama, naT je y HapegHO]
TEOpEMU.
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Teopema 1.4 Axo je G = (U UV, E) bunapmumnu epad y xojem je |U| =
V| u cearu cxyn wsoposa S C U je nosesan ca bap |S| wsoposa uz cxyna
V', mada nocmoju 1-daxmop epafa G.

Loxas: Tephewe ce moxmce dokazamu undyKyujom no 6pojy wsoposa
y ckyny U. Axo je |U| = 1, jedunu weop usz cxkyna U je npema npem-
nOCMABYY Meopeme NOBe3aH ca jedurnum weopom uz ckyna V. Osa epana
je mpaxcenu I-parmop.

IIpemnocmasumo da mephewe sancu sa |U| < n u pazmompumo mepo-
jewe xada je U] = n+ 1. Ilpema npemnocmasuu meopeme cC8aKU 480D
u3 cxyna |U| je nosesan ca bap jeownum wsopom uz ckyna V. Tpeba pas-
Mmompumu 08a cayyajae sesana 3a cxyn U:

Hocmoju weop ug € U xoju je nogesan ca mauno jeOHuM 480pom vg € V.
Hexa je G' = (U' UV’ E') epad xoju ce dobuja yxramamem 480posa
UQ U VY U COUT 2PANA NOBE3AHUT Ca huMma uz epada G. Lokaxcumo da
G’ ucnymasa ycaoe meopeme. IIpemnocmasumo cynpommo, mj. 0a
nocmoju ckyn weoposa S’ C U’ xoju je y epagy G’ nosesan ca |S'|—k
weoposa, zde je k > 0. Y mom cayuajy ou cxyn S = S" U {ug} 6uo
nosesan ca |S'| —k+1 weoposa y epagy G . Kaxo epad G ucnymwasa
ycaoe meopeme, mo je |S| = [S'|+1 < |S'|—k+1, mj. k<0, wmo
je xonmpaoukyuja.

I'pag G' daxae ucnymwasa ycaos meopeme u saxncy |U'| = n, na no
uMOYKYUjcKoj npemnocmasyy nocmoju I-gaxmop F' epada G'. Ho-
dasamem zpane (ug,vo) cxyny F' ce dobuja I-paxmop epaga G.

He nocmoju weop y ckyny U xoju je nosesan ca mauwno jeORum 480pom
uz ckyna V. Hexa je (ug,vo) npoussonna epana y epady G u neka
je G = (U UV'E") 2pad xoju ce dobuja ykaamamem 4680posa ug
UV U COUT 2PAMA NOBe3aRUT ca numa u3 epada G. Loxaxcumo oa
G’ ucnymasa ycaoe meopeme. Ipemnocmasumo cynpommo, mj. 0a
nocmoju ckyn wsoposa S’ C U’ xoju je y epagy G’ nosesan ca |S'|—k
weoposa, 20e je k > 0. Kaxo je S" y epagy G nosesan ca 6ap |S'|
weoposa, caedu 0a je k =1, mj. da je cxyn S" y epady G nosesan ca
mauno |S’| weoposa. Oso je xonmpadukyuja ca npemnocmagkom 0a
y epagy G e nocmoju weop uz ckyna U xoju je noeesan ca mauno
jeonum weopom uz ckyna V.

I'pad G' dakae ucnymwasa ycaoe meopeme u eaxncu |U'| = n, na no
undyKyujcroj npemnocmasyu nocmoju I-gaxmop F' epada G'. Lo-
dasamem zpane (u,v) ckyny F' ce dobuja 1-daxmop epaga G.

Hepunumuja 1.10 1-dparropusanuja bunapmumnoz zpada G = (UUV, E)
je ckyn © = {Fy, F1,...} 1-gaxmopa epada G, maxeur da cy ckynosu mwu-
TOBUT 2PaAHG QUCIYNKMHKY U 04 je YHUja BUTO8UT 2pana jednara ckyny E.
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Bpoj moryhux 1-¢paxropuzamnuja rpada G he y macraBry Gutm 03-
Hauen ca M(G). OBa BpegHOCT ce MOKe M3pauyHATH PEKYpP3UBHO, HA
ocHOBY HapenHor TBpbema m3 Teopuje rpadoBa kKoje HaBomgumO 0Oe3
[OKa3a:

Teopema 1.5 Hexa je G k-pezyaapan, bunapmummnuy zpad v nexa je e mwe-
208a npousgonna zpana. Axo je ® cxyn ceuxr I-daxmopa 2pada G xoju
cadpaxce 2pany e, mada je:

M(G)= > M(G-F). (1.1)

Fed

Jom jemanm mojaM Koju mMa BasKHY yJIOTY y IpebpojaBamy U KIACU-
¢UKALMjU TATUHCKUX IIPABOYTAOHUKA M KBaApaTa je M30Mop(pr3aM rpa-
¢oBa. HM3omopdusam ce mMoxe NeduUHMCATUA 32 IPOMU3BOJLHE TI'padose,
aJu je 3a OBO M3Jlarame NOBOJHHO OIPDAHUYUTY CE CAMO Ha OMIAPTUTHE.

Hepuunnuja 1.11 Bunapmummu epagosu G = (U UV, Ey) u H = (U2 U
Va, Es) cy mzomopduU axo nocmoje bujexyuje

fi:Uir—= U, fo: V1 — Vs

uau bujexuyuje
fi:U1—=Va, fa:Vi—Us

maxee 0a je (u,v) epana epada G axo u camo axo je (f1(u), f2(v)) epana
epaa H. Ilap npecauxasamwa (f1, f2) ce nasusa mzomopousanm rpagosa
GuH.

Hedopmanro, mnBa rpada cy msomopdHa, ako canpke UCTU OPOj
YBOPOBa IMOBE3aHUX HA UCTU HauuH. VI3oMopdusam KOju IpeciankaBa
rpa¢ y cebe ce HasmBa aymomopguszam. Crynm cBUX ayToMOpdrsama
rpada G ca onepanujoMm Kommosunuje Gpyurmuja unnau rpymy Aut(G).

M3zomopdrOCT rpadoBa je pesanuja eKBUBAJIEHINjE KOja CKYI I'pado-
Ba menu y kiace nm3oMopduux. TBpDheme koje je HemocpenHa mocien-
UIa eKBUBAJIEHTHOCTU nM30Mopdum3ama rpadosBa u oaropapajyhux mep-
MyTallija YBOPOBAa je:

Teopema 1.6 Dpoj bunapmummnuz 2pagosa usomopdprur ca zpagom G =
(UUV,E) y xojem je |U| = |V]|=n je

2(n!)?
TAut(G) (1.2)

TpenyrHo HajepumracHUju mporpaM Koju 3a 3angare rpadose G u
H nponanasu cse muxoe mzomopouszme je NAUTY, umju je ayrop
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Mexej( B. McKay). Axo je G = H, NAUTY pemasa npo6aem onpebu-
Bama rpyne ayromoppuszama Aut(G). To je m Mmorus 3a u3bop HA3UBA
nporpama (”No AUTomorphisms, Yes?”).

Bparumo ce onrocy usmeby saTuHCKUX mpaBOyraoHuka u rpagdoBa.
CBakoOM JIATUHCKOM ITPaBOYTAaOHUKY L nuMeH3uja kXn Moke ce IpUIpy-
sKUTU jequHcTBeH Ounaprutau rpa¢ v(L) ma caenehu mauwun:

e Cxyn usoposa rpada v(L) je CUS, rme je C = {co,....,cn_1} 1
S = {S(),...,Snfl}.

o (c¢;, s;) je rpana rpada (L) ako ¥ caMO aKO KOJIOHA § IPABOYTaOHMU-
ka L canpsku cuM0boIT j.

Osako nedunucan rpad y(L) je k-perynapan. Haume, cBaka kosona
IPaBOYTAOHUKA CAAPMKU MO TAYHO Kk PasauyuTux cuMbosia, ma je CBaku
uyBop u3 ckyna C moBesaH ca TauyHo k uBopoBa u3 ckymna S. Ca apyre
cTpaHe, CBaku cuMOOJI ce y JIATUHCKOM MPaBOYTAOHUKY AUMEH3Uja kX n
nojasspyje Taudo k myra (110 jeIHOM y CBAKO] BPCTH), A je€ CBAKUA YBOD
u3 ckymna S moBe3aH ca k paznuuuTux yBopoBa u3 ckyma C.

IMpumep 1.8 Ha cauyu je dam 3-pezysapan epad xoju odzoeapa aamum-
CKOM NPaBOY2a0HUKY U3 npumepa 1.5

— — —0.Bpcra (1-¢paxrop Fo)
........... 1.Bpcra (1-pakrop F1)

2.pcra (1-hakrtop F2)

Cuura 1.1: rpa¢ v(L)

O6partHo, npon3Bosban k—perynapan ounaptutau rpad G ca yKyIHO
2n uBopoBa He onpebyje jenHo3HAYHO MpaBOYraoHuk L, jep He y3uma y
003up penociaen cuMmbOIa y BHErOBUM KOJOHAMa. Bpoj mpaBOyraoHUKA
KOju My OAroBapajy je maT y HapemHO] TEOPEMU.

Teopema 1.7 3a ceaxu k-peeyaapan bunapmummnuy epad G ca yxynmo 2n
wgoposa nocmoju mauro k!M(G) passuuumus AamunckuT npasoyeaoruKa
L dumensuja k x n maxsuzx da je y(L) = G.
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Lowas: Cearxom 1-Paxmopy damoe epada 00zoeapa jedra epcma npasoy-
2a0nuka, na jeonoj 1-faxmopusayuju odzoeapa crym 00 k epcma npagoyza-
onuxa. Kaxo ce oge eapcme moey nopehamu wa k! nawuwna, caedu da jednoj
1-parxmopusayuju zpada G odzosapa k! pasiuvumuz aamuncrur npasoyeao-
HUKG, 00aKAE HEMOCDEOHO caedu mepheme meopeme.

1.3 IlapnujasHu JIaTUHCKUA KBaApaTHU

ITon mapnujanaHuM JIATUHCKAM KBAIPATOM Ce IOJApa3yMeBa KBaApaTHA
MaTpHIa KOja 3aJ0BOJbaBa OI'PAHUYEHA U3 NeDUHUIM]je JATUHCKOT KBa-
apaTa, aJu 4Yuija CcBa I0Jba HUCY Oe(UHUCAHA.

ITpumep 1.9 Keadpam

88 ~O
e W

S8 &8 8
8 o8 8

je napuujasnu samuncku xkeadpam peda 4. Ilowa xoja cadpace cumbon x
Hucy dedurucana.

ITurame koje ce mpupomuo mamehe je ma s je moryhe ompen-
UTU BPEOHOCT HeAEe(PUHUCAHUX I0Jba TAKO Oa Ce O MapuujasiHOT IO0-
Orje mOTIIyH JIATUHCKU KBAILpaT. Y CIydYajy KBaApaTa U3 IPETXOITHOT
IpuMepa OArOBOP je MOTBPAAH - JEIHO O PEIIEHkh A je JIATUHCKU KBaAPAT
u3 npumMmepa 1.1

Y ommrreM ciydajy oBaj mpobJsieMm omnyumBama je NP-roMmmimeran
[2]. Bes o63upa Ha OBy UMILEHMIY, IOCTOje MHCTAHIE NPOGIeMa Koje
jecy pemwmse. Ha mnpumep, mapenny rteopemy je Esanc ( T.Evans)
rcka3ao kao npernoctaBky 1960. romume [5], a mokazana je HakoH
21 rommue [23]:

Teopema 1.8 IIpousgoman napuyujasty AGMUHCKY K8a0pam pedan ca ma-
we 00 N JePuHUCAGHUT NOLA ce MONCE QONYRUMU 00 AGMUHCKOZ K8AODAMA.

On 3mavaja 3a HacTaBakK OBOT pajia Cy OHU HAPIUjAJHU KBAIPATHU
ymja neuHNCAHA II0Jba YMHE JIATUHCKU IPaBOyraoHuk. Hawmme, Moxke
ce IOKA3aTU Ia je CBAKU JIATMHCKYU IPAaBOYTAOHUK MOTyhe MOmyHUTH 10
nmaTuHECKOr kKBanparta [12]. 3a To cy HeomxomHe HapemHE IBE TEOPEME.

Teopema 1.9 Heka je S ckyn xoju cadpacu  npou3eonsHUT KOAOKG NPGEOY-
2aonuka L dumensuja k x n (k< n). Hocmoju 6ap r cumbonra Koju Hucy
Y C8aK0J KOAOHU U3 cxyna S.
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Noxas: Hexa je sa ceaxo i € {0,1,..n — 1} S; ckyn cumboaa xoju e
nocmoje y i—moj Koaonu npagoyzaonuka L. Axo ce uzabepe npouzeosnus
r cxkynosa S;, onu ykynuo umajy r(n — k) cumbona. IIpemnocmagumo
cynpomno mephewy meopeme, 0a je mehy wuma mame 00 T PABAUHUMUL.
U3 ose npemnocmaske caedu 0a nocmoju cumbos Koju ce jasna suuie 00
n —k nyma y cxynosuma S;. Oso je xonmpaduxuyuja, jep ce c8aKu CuM-
boa y npagoyzaonuky jasma mawno k nyma (no jednom y ceaxoj epcmu),
00H0CHO nocmoju Yy maurno n — k cxynosa S;.

Teopema 1.10 Ceakxu samuncku npagoyzaonuk dumensuja k Xn ce moxce
npowupumu 0o00asamem Hoge epcme Y npasoyzaonuk oumensuja (k+1)xn.

Loxasz: 3a damu npasoyzaonukx L xoncmpyuwumo odzosapajyhu 6u-
napmumny epad (L) = (CUS, E) na nawun onucarn y mawxu|l.2.2. Hexa
je G epag vomnaemenmapar ca (L), mo jecm y epady G nocmoju zpana
(ci,85) axo u camo axo i—ma KoAOKA Npasoyeaonuke L He campxu cum-
boa j. IIpema mephewy npemzodne meopeme G je bunapmummnu zpad y
Kojem je ceaxu ckyn wsoposa C' C C nosesan ca bap |C'| wsoposa uz
ckyna S. axae, 2pag G ucnywasa ycaoe meopeme 1.4, na je moeyhe
KOHCMpYucamu wezoe I-gaxmop, wmo je exgueanrenmno 000a8any Hose
apcme npasoyeaonuxy L.

Henocpenna nocnenuna nperxonHe Teopeme je:

Teopema 1.11 Csaku aamuHcky Npagoyzaonuk ce moxnce QonyHumiU 00
AAGMUHCKOZ KE8AOPAMA.

Ha kpajy oBor mexna, HaBomumo 6e3 moka3a TBpDeme Be3aHO 3a oI
jemHy BPCTY HapuujastHux kKBaapara koje je mao Pajzep (H.J.Ryser)
[19].

Teopema 1.12 Hexa je L napyujasnu asamuncku xeadpam peda n maxas
da je nowe L;; defunucarno axo u camo axo je 0 < i <rul0<j<su
nexa je N(i) osmaxa 3a 6poj esemenama keadpama jeonaxur i. Keadpam
L moxce bumu donymern 00 AamMuHCKo2 K8a0pama peda n ako U Camo aKo
3a ceaxo i, (0 < i< n) samcu:

N(i) >r+s—n.

Mpumep 1.10 Hapyujasru aamuncku xeadpam

0 1 2 =z =z
1 2 0 =z =z
L=|2 0 1 =z =x
r T T T x
r T T T X
ne zadosomasa Pajsepos ycaos, jep je N(3) < 3+3—5, na ne moxce bumu

donymweH 00 AaMuUHCKOZ K8adpama.
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1.4 Heke mpuMeHe JaTUHCKUX KBaIpaTa

3a Kpaj OBOT IOTJIaBJ/ba HABOIUMO IPErJie]] HEKUX IMPUMEHA JIATUHCKUX
KBaIpaTa, Kao W Be3a ca APYTUM MATEeMAaTUYKUM OOjekruma. Bumre o
OBJIe HABEIEHUM, KA0 U O APYTUM IpUMeHaMa ce Mo:ke Hahu Ha nmpumMep

y [12].

HpI/IMeHa, Yy cTaTuCTUI

OpurunajHa MOTUMBAIM]a 3a IPOyYaBame JATUHCKUAX KBaApaTa JIEKU
OOOPUM MEJOM ¥ MPUMEHU Y KPEUPahy CTATUCTUUKAX CKCIIEPUMEHATA.

Heka je mat mponec P(A, B) nedunucan ca nsa mapamerpa A u B
KOjU MOTY Ia MMajy PeIOM, BPEAHOCTU aQ, G, .-, Gn—1 41 bg,b1,...; b1
U HEKa je moTpebHO TecTUpaTy NejCTBO MPOMEHJbUBE S KOja MOXKE Ia
nuMa BPETHOCTHU Sq, S1,...,Sp—1, HA Taj mpoiec. ExcnmepuMeHT Koju Ha-
jeburacHMje W CHCTEMATCKN BPIIM TPaXEHO TeCTUPAame NMOIpa3yMeBa
Kpeupame JIATUHCKOI KBaJpaTa Pela N YWju eJIeMEHTH CY BPEIHOCTU
$i,0 <4 < n, a uuje BpCTe M KOJIOHE PEIOM, IPENCTABILA]Y BPETHOCTHU
napamerapa A u B

3a TecTupame MCTOBPEMEHOr nejcTBa naBe mpoMensmuse S u T Ha
UCTU IPOIEC TOTOAHA METOA j€ KOHCTPYKIja OPTOTOHAJIHUX KBAIPATA
1 BUXOBO ’cmajame” y jemaH KBaapaT YMju Cy eJIeMEHTH OAarosapajynu
napoBu (S;,t;5).

Cnenehu npumep je miycrpanuja ONMCAHE TEXHUKE 38 NU3ajHIPAHE
CTATUCTUYKOI €KCIIEPUMEHTA Y ODJIACTY IIOJBONPUBPELE.

IIpumep 1.11 Hexa je nompedro ucnumamu 0ejcmeo Temujcke cyncmanye
S xoja moxmce da uma épedrocmu Sg,S1 U Sz MG NPUKOC odpeheHe Kya-
mype y mpu 200uwma doba I'g,T'1 u Ty, To ce momce ywunumu nodeaom
sempuwima nwa denoge Ng, A1 u Ao u 3amum mecmupamem Yy CrAGOY Ca
caedehum pacnopedom:

Ag A Ay
Iy | so s1 82
Iy S0 S1 52
Iy | s s1 82

Jowa ocobuna osaxsoe mecmupana je “uBEHUYA 0G Ce C8AKG 8Peo-
HOC npomensuse S mecmupa ysex wa ucmom zemmpuwmy. FErxcnepu-
MEHM Y CKAQOY CG AGMUHCKUM KEAOPAMOM

Ag A Ay
To| so s1 82
i s1 82 so
T2 | s2 sp 1
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daje mavHuje pesyaame 0 nPedHOCMUMA U MAHAME KOPUWHERA CYNCMANYE
S y ceaxom zoduwmem 000y, Y3 MUHUMUSUPAHE YMUYGTEL F3EMMADUWME HA
pesyamam.

KomoBu 3a ucnpasspame rpemaka

Tauan npeHoc nEGOpPMaIja je BajKaH IPU IPEHOCY II0OJaTaKa KPO3 3a-
IIyMJbeHe KaHajle Kao IITO Cy Ha IpuMep Tese(OHCKe JUHUje UIN NIPU
CHUMaBYy NOJaTaka Ha KOMIAKT quckose. lluib je, He camMo ma ce eBeH-
TyaJiHe I'DEellKe NpU IpPEeHOCy u 3amucy uHpopmanuja npoHaby, Beh u
Ia ce MOry e(@UKacHO MCIPABUTU.

Ckyn peun kojuMa ce Koaupajy uHpopmamnuje ce HazuBa kod. Pop-
MaJHHje, Taj CKYI Ce YBOIU HApPETHOM He(OUHUINjOM.

Hedpuuvmuja 1.12 g—napru K00 dyacure n je ckyn cmpunzosa 0YnCure n
nad asdyrom Sy = {0,1,2,...q — 1}.

IMpumep 1.12 Cryn Cy = {00000,10000, 10110} je bunapru ko0 dyxcune
5, a Cs = {0000,0111, 0222, 1012, 1120, 1201, 2021, 2102, 2210} je meprapru
%00 Oyacune 4.

3a nBa crpunra z u y ce Xemuuaroso (R.Hamming) oxcrojame d(z,y)
nepuHUIIe KA0 OpPOj HUXOBUX PA3IUUATUX KOOPIUHATA. TaKO y KOIY
Cy u3 npumepa [1.12 sasxu d(00000, 10000) = 1, a y konay C3 3a cBaka aBa
crpunra x u y Baxku d(z,y) = 3. Ha ocuoBy XeMuHrosor oacrojama ce
MOKe Te(UHMCATH MWHIMAJHO OICTOjame KOIa.

Hedunrvmuja 1.13 Munumaarno odcmojamwe xoda C' je:
d(C) = min{d(z,y)|z,y € C}.

Ha mnpumep, HemOCpeOHO ce IHpoBepaBa Aa 3a KOLOBE U3 IpUMepa
1.12 sasku d(C2) =1 u d(C3) = 3.

Axko je Bpemuoct d(C) Belia, npoHasakeme U UCIPABIbAKE [PELIKK
y rogupanuM nopykama rkomom C' je jemHoctaBHU]E.

OBO ce MOMke IPUMETUTH U Yy CIydYajy KomoBa u3 mpuMmepa 1.12.
I'pemra y jemaom cumbousy y mopynu komupanoj komom Co HE Mopa
OUTU OTKPUBEHA, JOK CE€ TAKBa TPEIIKa y mopyuu komupanoj komom Cs
MOK€ YBEK OTKPUTHU U WUCIPABUTU.

3awncra, aKo ce Ipu Koaupamy KoaoM Co ToYeTHr CUMOO0I ¥ CTPUHTY
00000 rpemkom 3amenu ca 1 To Hehe Outm peructpoBamo, Beh he
CTPUHL ca rpemkoM 6uty nporymadern kao crpuar 10000 koju takobe
mocroju y xkoxy Co.

Y cayuajy roma (3 oBakBa curyauuja ce Hehe mecuru, jep ce
CTPHHL Ca jeTHOM T'DEIIKOM PAa3JMKyje OA CBUX OCTAJIUX CTPUHCOBA.
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Y OBOM cCiIydajy T'DEIIKa Ce MOYKe U UCIPABUTU jeP Ce CTPUHT ca je.-
HOM I'DEIIKOM O]l OPUTUHAJIHOT CTPUHIA PAa3JINKyje y jeAHOM CUMOOJLY,
a om ocTayMx y mBa cuMboJa.

OcuM MUHUMAJIHOT OICTOjama, OWTHE KapaKTEPUCTUKE KOAa Cy U
Opoj peun y meMy Kao U BbUXOBa HyskuHa. Behwu Opoj peun mompuHocu
Behoj "uspaskajoocTn” Koma, a Mama OY:KUHA PEYN 3HAYN e(PUKACHU)U
IpeHoC mHpOopMaIyja.

Moryhe cy KOHCTpYKIIje KOIOBA 3aCHOBAHE HA IPUMEHU JIATUHCKUX
kBaapaTa. Hapemna Teopema ce OTHOCK Ha TAKBY KOHCTPYKIU]Y.

Teopema 1.13 Iocmoju n-apru %00 can? pewu QYyacumne s U MUNUMAGALHUM
odcmojawem s — 1 axo u camo axo mnocmoju cxyn 00 s — 2 mehycobro
0PMOZOHANHUL AGMURCKUT K8a0pama peda n.

Hapenmuu npumep unycTpyje 3HaUueHme IPETXOAHE TeopeMe 3a N = 3
u s = 4. Y meMy ce KOHCTPyWUIIE TEPDHAPHU KOXA ca 9 pedwm my:KuHE
4 ¥ MUHUMAJHUM OJCTOjalm-€M 3 Ha OCHOBY 2 OPTOTOHAJHA JaTUHCKA
KBaIpaTa pena 3.

Mpumep 1.13 Hexa cy, xao y npumepyll.6 damu mehycobro opmozornarnu
AGMUHCKY KE8AO0PaAMU

0 1 2 0o 1 2
L'=|1 2 0|ul"=|2 0 1
2 0 1 1 2 0

Koo xoju cadpacu cmpunzose dedunucare K0AOHAME MAMPUYE

M = [i,j, L,

4,37

L))" 0<i,j<3

uMa mpaxcene ocobure. 3aucma, cmpunzo8u defunucanu ca 9 Korona
Mampuye

S
[ N N )

NI NGl

N R~
~ QS N~
~ N D N
S ~ N o

N~ D~
N D =N

2 0

3602 opmozonaanocmu xkeadpama L' u L' umajy najeuwe 1 jeonar cumbon
NG UCTNO] NOZUYUJU, O JeCm BUTO80 MUKUMAAHO odcmojame je 3.

IIpumena y kpunrtorpaduju

Kpunrorpaguja ce 6aBu KOHCTPYKIMjOM CUCTEMA 3a OIU(POBAILE.
Jenman on HaunHA Kperpama TaKBOI CHCTEMa IOapa3yMeBa NeHepU-

came TajHOr kKbydya K m ¢ysrnumje Ex kKojoMm ce mopyka M Tpanc-

dopmumne y mupposan Tekct C, kKao u renepucame ¢pyurmuje Di roja
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mmM@pPOBaH TEKCT IIOHOBO TpaHchopMmumie y nopyky M. Y HacTaBky
he 6buty mat jemHocTaBaH mpuUMep reHepucama kpyda K rkopumhemeM
JIATUHCKUX KBaAPATA.

Kmyu 3a mudposame K ce moke mepumHucatu xao nap mehycobHO
oproronamaux kBazapata (L', L"). Axo je (i,j) mopyka kojy Tpeba
mmdpoBatu 1 GyHKIUja Ei ce meduHuire ca

EK(Zvj) = (L;,jﬂL;/,j) = (avﬁ)v

nmemuppoBame nobujene mopyke (o, 3) ce BpIM MpoHATIAKEHEM KOOD-
nmumata (i,7) y kBanpatuma L' u L xoje samoBomasajy yciose Lj ; = a
u L}, = 3. Mebycobua oproromamnoct ksanpara L' u L"” oGeszbebyje
jeMMHCTBEHOCT TaKO AEMU(POBAHE TTOPYKE.

Ipumep 1.14 Axo xapyy wune keadpamu L' u L' uz npumepall. 13, seancu

EK(132) = ( /1,27 /1/,2) = (07 1)

ITocToje cayuajeBu kKama kmyd Tpeba ma Oyme momemeH usmeDy
Bumie ydecHuka. [luib je momenuTu KBbyd Ha N JAEJIOBa TAaKO Oa Ce
MOK€ PEKOHCTPYUCATU CAMO Yy IPUCYCTBY BUIIE On k HeJyioBa, TOe Cy N
u k ynanpen nepunnucanu 6pojeBu taxBu ga je 0 < k < n.

Jeman om HauwHA 3a KOHCTPYKIM]Y OBAKBOT KJbyda ce 6asupa Ha
OjMY KPUMUWKHOZ CKYNG JIATUHCKOT KBAAPATA.

Hedununmja 1.14 Kpumuuwu cxyn C(L) aamunckoz xeadpama L je cxyn
ypehenuz mpojru (i, 4, k) 3a xoju eaxncu:
1. L je jedunu aamuncxu xeadpam 3a xoju je L; j = k 3a ceaxy mpojry
(i,7, k) us cxyna C(L)

2. He nocmoju npasu nodckyn ckyna C(L) xoju uma ceojcmeo 1.

Kputuunu ckyn C(L) je mpyruM peumMa, TapIUjaJHU JATHHCKA
KBaJpaT Ca MUHUMAJHUM OpojeM mepUHUCAHUX II0Jba, KOJU Ce MOKe
JOMYHUTU CaMO IO KBaaparta L.

Ipmyep 1.15 Cryn C(L) = {(0,0,0),(0,1,1),(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1)} je
KpUmu4Hu cryn %ea()pama

~ W N
S~ N W

W~
N WD~
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Oo0zosapajyhiu napyujasru xeadpam je

0 1 x «x
r T x 2
CL) = r 3 T T
r x 1 =x

Hapenun nmpumep maycrpyje mpuMeHY TEXHUKE IIOAE/HEHOr KIbYUa
Ha OCHOBY MOjMa KPUTUYHOI CKYIa JIATMHCKOI KBaAPAaTA.

[Mpumep 1.16 Hexa je koyw K aamuncku xeadpam L uz npemzoodnoz npu-
MepPa U HeKa je ceaxom 00 5 yueckuxa xoju mpeba 0a dewudpyjy nopyxy
dodemena no jedna mpojra uz ckyna C(L). Y npucycmey ceux yuecHura
ce moace Konempyucamu jedurncmeen koyy L, a mamwe 00 5 yuecHurxa mo
He Moz2y 0a ypade.

Maruunu KBaIpaTu U CyIOKY

Maruunu KBagpaT pena n je MaTpula OUMEH3Uja 1 X N YUjU eJIeMEHTU
cy pasmmuuTé 6pojesu u3 ckyma {0,1,2,..n? — 1} Tako pacmnopebenn
na je 30up OpojeBa y CBakOj BPCTHU, CBAKOj KOJOHU U y 00e rjaBHe
OVjaroHaJie jenTHaK.

Ipumep 1.17 Mampuua

o 7 9 14
10 13 3 4
M= 15 & 6 1
5 2 12 11

je mazuuny xkeadpama peda 4.

Besa mzmeby smatuHCKUX M MarndyHUX KBaapara je mara y Hapem-
Hoj Teopemu. IlpmaeB OJujaeoHaany KOJU TOCTOJU Yy HOj Ce OTHOCU
Ha KBaIpaT uuje obe mujaroHase canp:ke mMehycoOOHO paszaumuure eJi-
€MEeHTE.

Teopema 1.14 Hexa cy L' u L"” dsa dujazonasna, mebycobro opmozo-
Haana aamuncka xKeadpama peda n. Mampuua

M=n-LI'+L" (1.3)

je mazuuny Keadpam.

Jokas: 3a ceaxo i, 0 < i < n 30up eaemenama Yy i—moj 8pcmu
rxeadpama M je

n—1 n—1

nn—1) nn-1) nn>-1)
Zn'L;J—'—ZL;/J:n. 9 + 9 = 9
3=0 §=0
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Hemu pesyamam ce dobuja u 30 c8aKY KOAOWY, KGO U obe Oujaeonare
rxeadpama M.

ITpumep 1.18 Hexa cy damu xeadpamu

0 1 2 3 0 3 1 2
2 3 0 1 2 1 3 0

! /2 —

L=lg 5 1 o|"F" =135 0 2 1]
10 3 2 1 2 0 3

Hpumernom jeonaxocmull.3 na L' u L" dobuja ce mazuunu xweadpam M u3z
npPemrooHoz NPUMepQ.

Hajmosunartuju natuacku kBaapatr je cydoky (Jan. Suuji wa dokushin
ni kagiru - ”6poj ce cMme mojaBUTH caMo jeqHOM” ).

Cymory je saTUHCKM KBaapaT pena 9 momesbeH Ha 9 KBagpaTa pena
3, TakaB Ia Cy CBU €JIEMEHTU y MAaHUM KBAAPATUMA PA3JTUUUTH.

Mpumep 1.19 Jamuncku xeadpam

b(

I
R~ 0| W N[ e
W G|~ R[>
My | G N~
~ W A N D D >
N N~ A W o
G W N D~ A N
S G~ N D W N X
SN N B S A B
o A Wt D |y N~

je cydoky xeadpam.

Oxko 0,00012% cBux nmaTuHCKMX KBagpaTa pena 9 jecy CyIOKy KBaApaTh
(Pesrenayep (B.Felgenhauer) u Japsuc (F.Jarvis), 2005. roaume).



2

bpoj maTurCKHIX
IIpaBOyTa0HUKA

Y oBOM HOrJIaBiby Ce Pa3MaTpa YKYIaH OPOj JATUHCKUX IPaBOYTaOHUKA,
Ka0 U Be3a OBOT Opoja ca O6pojeM penyKOBaHWX MMPABOYTaoHUKa. IIpBu

oxn oBa nBa 6poja he y macraBky Ouru o3Hauen ca Aj,, a Apyru ca

def def
Ry . Ilopen tora, kopucte ce u o3uare A, = Ap, u Ry, = Ry pn.

IIpeGpojaBame ce 0Be 0HOCHK Ha CBE IPABOYTAOHUKE KOjU Ce PA3JIN-
Kyjy Ha HauyuH yoOudJajeH 3a pa3jIMKOBame MATPUIA, TO jeCT 3a IBa
JIATUHCKa TpaBoyraouka L m L' mcTux muMmeH3mja ce Kaske Oa Cy pa-
3JIMYUTH aKO M CaMO aKO IOCTOje ¢ U j TakBu na je L;; # Lg’j.

2.1 ExconaunutHe QopMysie M HEKe IMPOIEHE

Pasmorpumo Hajupe marvHCKE IpaBOyraOHUKE IUMEH3Uja 2 X n.

IIpBa BpcTa 0OBAKBOT MPABOYTAOHWEKA je OMJIO Koja omx n! mepMmyranu-
ja cryma {0,1,..,n — 1}. Ilpyra BpcTa MO:Ke OUTH IepMyTaluja Koja
Ce Ha CBaKO] IO3UIUjU Pa3iIUKyje Ol IPBE BPCTe.

Heka je k € {0,1,..,n}. DBpoj mepmyrammja koje mmajy Gap k
cuMbosa Ha MCTHM mosummjama kao mpsa Bpera je (})(n — k)l = 2.
Ako ce ¢pukcupa mpBa BpcTa, npuMenyjyhn ¢opMmyry ykbyduBama u
UCKJbYUMBaa, 0o0OUja ce ma je 6poj HaurHa Ha KOjU Ce€ MOsKE KOHCTPYU-
caTm Apyra BpCTa
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Cnenu je ykynan Opoj JaTUHCKUX IPABOYTaOHUKA, AUMEH3Uja 2 X 1

1 1 1 —-1)"

WN3pa3 y apyroj 3arpamu npeacraBiba IpBux n+1 cabupaka pasBoja
¢yurmmje e* 3a x = —1, ma 3a N — 00 BaKU ANPOKCUMAIN]a:

3a CcBaKM MO3UTUBAH IO OPOj N IPElIKa OBE AIPOKCUMAILjEe je Mamba
on ﬁ, IIa Ce W 3a PeJaTHUBHO Majle BPENHOCTU N n00ujajy pesyi-
TATU BeOMa OJIMCKU TAYHUM.

Hemro cuosxkenujum paszmarpamem (Bugeru Hup. [12]) ce 3a Gpoj
JIATUHCKUX IPABOYTAOHUKA AMMEH3Uja 3 X n MOKe OOOWUTU:

(n!)?*

e3

A3, ~ n — 0.
3, )

IMon mpernocraskoM nma je k < ¢/n, Jamamoro (K.Yamamoto) je
MOKA3a0 M aHAJOTHO ommTe TBpbheme [26]:

IIpeTnocTaBka MOX KOJOM BaykKWU IIPETXOMHA AIPOKCUMAIN]ja TOBOPU
Ia Ta IpoIleHa HUje MPenu3Ha Kaga Cy y IUTamy KBaapaTtu. Bosmy mpo-
neny 3a 6poj KBaapaTa Jaje ampokcuMamuja Koja Bawxu 3a k = o(n%/T),
a kojy cy manu l'ogcun (C.D.Godsil) u Mexkej [7]:

n — oo.

A ~ (n')k(n(n — 1)n(: —k+1) (1 — E)fn/%ik/z,

3a kpaj, HABOAMMO jOII ABE MPOIEHE 3a OpPOj Pa3IUUYUTUX JIATUH-
CKUX KBagpara pena n [24]:

()= < A, < [T (R0 E
k=1

2 n
"\/Anrv?, n — 0o
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2.2 Dbpoj penykoBaHUX NPaBOYTraOHUKA

OBaj meo m3narama pa3mMaTpa OqHOC u3Mehy yKymHOT Gpoja JaTUHCKUX
KBaJpaTa 1 Opoja PeayKOBAHUX JATUHCKAX KBAApATa UCTOT pena. 3a
yrBpbhuBame maTor omHoCa HEOmxXomHa je ciemeha Teopema.

Teopema 2.1 Heka je L npoussoman aamumncky xeadpam peda n. Ioc-
moje nepmymayuja ¢ € Sy, He20BUT KOAOKG U NEPMYMAYUJQ T € S, HE20BUL
epcma koja Pukcupa novemny epcmy, xoje keadpam L mpancopmuwy y
pedykosan Keadpam.

Zoxaz: Hexa je ¢ nepmymayuja xoaoka xoja copmupa y pacmyhem
nopemxy eaemenme nouemme epcme keadpama L dajyhiu xeadpam L.
Hexa je dame, v nepmymayuja epema koja copmupa y pacmyhem nopemry
eaemenme nouemne Koaone keadpama L' dajyhu weadpam L. Henocpeono
caedu da nepmymayuja r Gurcupa novemny epemy, kao u da je L pedyxo-
san xeadpam.

Cnenehu mpumep je miaycrpanuja IpeTxoaHe TeopeMe.

IIpumep 2.1 Hepmymayujom konona, kKojom xosone 0, 1 u 2 nocmajy pe-
dom xoaone 2, 0 u 1 xeadpam

2 0 1
L=|1 2 0
0 1 2
ce mpancpopmuuie y xeadpam
0 1 2
L'=|2 0 1
1 2 0

Hepmymayujom epcema, Koja pasmenyje cadpxacaj epcma 1 u 2 xeadpam
L' ce mpancpopmuwe y pedyrosan keadpam

0 1
L"=|1 2
2 0

~ N

Tpeba HanomMeHyTH Ia 3a JIATUHCKE IPABOYTAOHUKE He 8a4HCY AHAIIO-
raa Teopema. Ha mpumep, mpaBOyraoHUK KOjer YMHE TOUYETHE MBE
BpCTe KBaapaTa L m3 IPeTXOMHOT IpUMepa Ce He MOMKE IMEePMYTAINjOM
KOJIOHA U IEePMYTaIljoM BPCTa Koja (UKCUPa MOYETHY BPCTY, TPAHC-
dopMucaTu y pemnyKOBaH IPABOYTAOHUK.
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Wamebhy ykymuor Opoja maTtuHCKUX KBagpata A, u Opoja pemnyko-
BaHUX KBagpaTta [, MocToju OgHOC naT y HapegHO] TEOPEMU.

Teopema 2.2
A, =nln—-1)IR,.

Loxasz: Axo je dam mpousgonaH AGMUKCKU KEadpam peda N, mezo0se
KoaoHne ce mozy nepmymosamu wa n! wavuna. Ceaxa dsa 00 osakxo 0o-
bujenuzs xkeadpama cy pazsunuma. Haxow nepmymayuja x0A0Ha aHaAAOZHO
ce moace uzspwumu (n— 1) nepmymayuja epema, usysumagyhiv nowemmy.
Ceu osaxo dobujenu xeadpamu cy nokogo mehycobro pazsuvumu, a pa-
aaunumu ¢y u 00 keadpama 000ujeHUT npumenyjyhu camo nepmymayuje
K0A0Ha (jep je nowemmua epema Purcupana,).

Jaxae, Kpenyswu 00 npoussonroz pedykosaroz xeadpama peda n ce
Ha 08aj nawun moace dooumu nl(n—1)! mehycobro pasavwumux keadpama.
00 wuz je, 3002 Purcuparocmu novemne 8peme, maywHo jedarn (novemmnu,)
pedykosan, mj. nasedenum mpancPopmayujama ce pedyrosany xeadpam
He Modce mpanchopmucamu y 0pyeu pedyKosany Keadpam.

3a dokaz meopeme 0080mHO je jou, 00Ka3amMU 04 CE CEAKU AGMUH-
CKU Keadpam Moxce MG ONUCGHU HauuH 000umu 00 Hekoz pedykoeanoez
xeadpama, kao u 0a ce 08a pedyko8ara Keadpama Ha ONUCAH HAYUH He
MOZY MPAKCPOPMUCAMU Y UCTNU KEAOPAN.

IIpsu 00 osux ycaosa je nenocpedna nocaeduya meopeme 2.1 - cearu
xeadpam ce moxuce 0obumu 00 Hexoe Pedyro8aroz k8adpama npumenyjyhu
UHBEPIHE NEPMYMAYUUJE NePpMYyMayuja r % ¢ u3 meopeme 2. 1.

IIpemnocmasumo 0a Opyeu ycaos e saxcu mj. da nocmoje 0020-
sapajyhie nepmymayuje xoaona u epema ¢; u ri, i € {1,2} maxee da za
dsa pedyxosana xeadpama L' # L' eamcu

ri(ei(L')) = r2(ca(L")).
Y mom cayuajy o6u, mehymum eaxncuio
L' = (ra(eg H(ea (L)),

mj. b6uso 6u mozyhe jedan pedyxosar xeadpam mparchopmucamu y Opyeu,
WMo je KoOHMpaouKyuja.

Amajorso ce Moke IOKa3aTy 1 onmTe TBpheme, Be3aHO 3a JIATUHCKE
IPaBOYTAOHUKE:

Teopema 2.3
nl(n —1)!
Agw = ———— Rk .
b (n—k)! B,
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IIpebpojaBame JaTUHCKUX KBajapaTa mMa Ayry ucropujy. Behuna
pamoBa je 3a nmip ummaiga onapebuBame Opoja KBagpaTa, aju je TO
00uyHO TOopa3zyMeBasio u npedbpojaBame npasoyraouauka. OnHocu HaBe-
IEHU y TIOCJEIhEe IBE TEOPEME Cy Pasior 360r KOjer ce CBU ayTopu
6ase ompebusamem Gpoja pemykoBaHUX KBampaTa (IPaBOYyTAOHUKA).

Bpoj kBaapara pena n < 5 je ogpemno Ojuep [4] 1782. romune. o
6poja rBampara pema 6 je momao Pposos (M.Frolov), 1890. romune
[6]. Y ucTom pamy je mar u morpeman 0poj KBaapara pena 7, Kao U
y pamy Hoproma (H.W.Norton) uz 1939. romume [17]. Tauam Gpoj
kBanpara pena 7 je mao lane (A.Sade), 1948. romume [21]. Bpoj
kBanpara pena 8 je ompemuo Benc (M.B.Wells) 1967. romume [25], a
6poj xBaapara pena 9 cy objasunu Bamen (S.E.Bammel) u Pormraju
(J.Rothstein) 1975. roxune [18].

Bpoj xBagpara pena 10 je npsu oxpemuo Poroscku (E.Rogoyski)
1990. romume, a taj 6poj je morBpano u Mekej caenehe romure. OBu
pesyaratu cy obGjasmenu y [13]. Tamammu HUBO pa3Boja xapasepa
HUje Oro moBoJsbaH na ce nobhe mo 6poja kBanpara pena 11, amu je 2005.
rouHe IIPUMEHOM CKOPO MICHTUYHOT AJTOPUTMAa TO ycmeso Mekejy u
Baunecy (I.M.Wanless) [15]. Pesyaratu kao um anropuram HaBeIeH y
OBOM pany he OuUTH Pa3MOTPEHU y HACTABKY.

Y raurm 1.2.2] je pazmarpan ognoc uzmelhy OumapTuTHUX rpadoBa
U JIATAHCKUX OPABOYTaOHWKA. EKBUBAJEHIMja NPaBOYyraoHWKA u 1-
daxropuzanuje onrosapajyher rpada je y [15] nocaysxuna kao ocuona
3a ogpebuBame Opoja JATUHCKUX MPABOYTAOHUKA.

N3 teopewme (1.7 HemocpemHo cienu ma je yKymaH OpOj JTaTUHCKUX
NpaBOYraoHUKA OUMeH3Uja k X n jenHak:

Apn =Y _KIM(G). (2.2)
G

OBpe ce cymupame BpIIKA O CBUM k-peryiapHuM OUIAPTUTIHIM
rpadosuma G ca ykymHOo 2n usopoBa, a M(G) je 6poj moryhwmx 1-
¢arropuzanuja rpada G.

Kako je M(G) umsapujanta 3a msomop¢usme rpada G, OTHOCHO
cBu m3oMOpdHU rpadoBu uMmajy jemHak Opoj l-dparropusanuja, cienu
a ce NPeTXOMHO CYyMUDame MOKe BpmuTu o MameM ckymy [(k,n)
KOJH! CaAPYKU IO TAYHO jeTHOT NMPEeCTABHUKA U3 CBaKe U30MOD(QHE KIace
k—perymapHux OUIapTUTUHUX CPpaoBa ca YKYIHO 21 YBOPOBa, OJHOCHO
BasyKU:

Teopema 2.4 Bpoj pedyko8anuT AaMUHCKUT NPABOY2a0HUKG dumenauja kX
n je:

_ M(G)
Rin = 2nk!(n — k)! - GGEZ(W e (2.3)
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Loxas: Mz (1.2) 6poj bunapmumunus epagosa usomop@Pnuz ca ca cearum

epagom G us cxyna B(k,n) je %, na je na ocnosy (2.2) Ay, =

doGeskn) ijgi(!);)‘k!M(G). Odasoe ce samenom (2.1), nenocpedno dobuja

mpaxceno mephewe.

Crenujanuo 3a k = n ce 3a 6poj peayKOBaHUX JIATUHCKUX KBAIPaTa
pena n mobuja
M(K,)
(n—1)1"
Ospge je K,, o3Haka 3a nomnyx OunapTuTHA rpad ca YKYIHO 21 YBOPOBA.

3a nmpebpojaBame JaTUHCKUX TpaBoyraonuka Mekej u Baunmiec cy y
[15] mpuvennnu caenehn nocrynak:

R, =

e Kopucrehu nporpam NAUTY, 3a cse mapose (k,n) 1 <k <n<
11 ompebenu cy ckynosu [(k,n).

e Ha ocuosy (1.1) onpebena je Bpennoct M(G) 3a cBaku rpad G €

B(k,n).

e Ha ocroBy (2.3) uspauyrare cy BpenHoctu Ry .

Kana je y nuramy npBu KOpak NIpeTXOAHOT MOCTYIKA, Tpeba HamoMe-
n

HyTH 1a je OOBOJBHO onpemutu ckymose ((k,n) camo 3a k < 4. 3a
k> % rpadosu y cxymy B(k,n) cy KoMmIemenTH OHUX rpaoBa Koju cy
y ckymosuma [(n — k,n).

Tnasuy Temkohy y mesoM aJropurmy OpeACTaBLA BEJIUKA OpPOj
rpagosa y ckynosuma ((k,n). Ha npumep, majsehu Gpoj rpadosa
3a n = 11 ce nobuja kama je k =5 u on je oko 8-107. Bpeme morpe6uo
na 6u ce momIo mo objaB/beHUX pe3ysITaTa je, mpema ayTopuma, Ouio
oko 2 roause (Ha npomnecopy Pentium 3, koju je pamuo Ha QpexkBeHIUjU
on 1 GhZ).

Mauimo je BepoBaTHO nma hie yckopo Outu moryhe mspauynaTtu 6poj
Ri2, jep je ma mpumep 6poj rpadosa y cxymy ((6,12) sehum ox 10

Pesyararu mobujenu 3a n < 11 mpurazanu cy y tabeau 2.1. Ha
kpajy Tabeje cy mpouene Opoja PEAYKOBAHMX JIATUHCKUX KBAIpaTa
pena 12 <n <15 [13].
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k n ka k n ka
1 1 11 1 9 1
2 9 16.687
1 2 11 3 9 103.443.808
2 2 11 4 9 207.624.560.256
5 9 112.681.643.083.776
1 3 1] 6 9 12.952.605.404.381.184
2 3 11 7 9 224.382.967.916.691.456
3 3 1] 8 9 377.597.570.964.258.816
9 9 377.597.570.964.258.816
1 4 1
2 4 3|1 1 10 1
3 4 41 2 10 148.329
4 4 41 3 10 8.154.999.232
4 10 147.174.521.059.584
1 5 1] 5 10 746.988.383.076.286.464
2 5 11| 6 10 870.735.405.591.003.709.440
3 5 46 | 7 10 177.144.296.983.054.185.922.560
4 5 56 | 8 10 4.292.039.421.591.854.273.003.520
5 5 56| 9 10 7.580.721.483.160.132.811.489.280
10 10 7.580.721.483.160.132.811.489.280
1 6 1
2 6 53| 1 11 1
3 6 1.064 | 2 11 1.468.457
4 6 6.552 | 3 11 798.030.483.328
5 6 9.408 | 4 11 143.968.880.078.466.048
6 6 9.408 | 5 11 7.533.492.323.047.902.093.312
6 11 96.299.552.373.292.505.158.778.880
1 7 11 7 11 240.123.216.475.173.515.502.173.552.640
2 7 309 | 8 11 86.108.204.357.787.266.780.858.343.751.680
3 7 35.792 | 9 11 2.905.990.310.033.882.693.113.989.027.594.240
4 7 1.293.216 | 10 11 5.363.937.773.277.371.298.119.673.540.771.840
5 7 11.270.400 | 11 11 5.363.937.773.277.371.298.119.673.540.771.840
6 7 16.942.080
7T 7 16.942.080
1 8 1
2 8 2.119
3 8 1.673.792
4 8 420.909.504
5 8  27.206.658.048 | 12 12 ~1,62-10%
6 8 335.390.189.568 | 13 13 ~ 2,51 -10%
7 8 535.281.401.856 | 14 14 ~2,33.107
8 8 535.281.401.856 | 15 15 ~ 1,50 1086

Tabena 2.1: 6poj peayKOBaHUX JATUHCKUAX IPaBOYTaOHUKA
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3

Kiace maTuHCKUX KBaapaTa

IMepmyTanujaMa BPCTa U KOJOHA, KAO U NPEUMEHOBameM (IepMyTanu-
joM) cumOBoa JIATUHCKOT KBaApaTa ce nobuja HOBU JIATUHCKM KBAADAT,
E€KBUBAJIEHTAH MOJIa3HOM. Ha oBaj HauumH, y 3aBUCHOCTU OJ Opoja u
BpPCTa IEPMyTAIMja Ce Ha CKYIy JATUHCKAX KBAAPATa MOMKE YOUUTHU
BUIIE KJIAaCa €KBUBAJICHIM]€, O KOjuMa he y HACTaBKYy OWUTU pedmn.

IIpBa knacuduranuja xoja he Gurn onmcana (kjIace M30TONUjE) Ce
MOJKe IPUMEHUTU Ha CKYI JATUHCKAX IPABOYTaOHUKA, JOK Cy HapelHe
nBe (M30MOp(dHE KIace U TIABHE KIACe) BE3AHE UCKILYYUBO 38 JIATUHCKE
KBaIparTe.

Cumbou S, koju hie ce mpu oBuM nepuHUIIjaMa YECTO KOPUCTUTH je
yobuuajena o3HaKa 3a CUMETPUYHY Irpyny (IPYyNy CBUX IEPMYTALN]a)
ckyma {0,1,...,n —1}.

3a mepMyTanujy

( 0 1 2 ... n-1 )
p(0) p(1) p2) .. p(n—1)
y HacTaBKy he OuTu Kopumhen 3amuc

(p(0) p(1) p2) ... pln-1)).

3.1 Kaace u30TONMHUX JIATUHCKUX MPABOYyTaOHUKA,

Hepunnnuja 3.1 3a dea samuncka npasoyzaonuxa L u L' dumensuja kxn
ce xaxmce 0a cy M3OTOMHU ak0 nocmoje nepmymayuje r € Sk u ¢, s € Sy,
maxee 0a 8aXMCU:

L;,j = S(L,.(i)7c(j)), 0<i<k0<j<n.

Tpojra (r,¢,s) ce y 080M cayuajy Ha3uea U30TOIU3aM. ¥ CAy4ajy Kada
je k =mn zoeopu ce 0 U30MONUIMY AGMUKCKUT KEGODAMAQ.

31
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IIpumep 3.1 Ilpasoyeaonuyu

L= uw L =

N~ D
L N~
S W N
~ S W
N~ D
S W~
LW DN
~ N W

cy uzomonnu. Odeosapajyhu uzomonuzam, Kao wWmo nokasyje Hapeona
mabena je (r = (120), ¢ = (3021), s = (0132)).

~
<
=
—~
.
~
Q
—~
<
~

Lr(iyei) | 8(Lr(ies)

NN ERRRDSIDDIDID
WN DWW ~D
SO NN N~ =N~
NN D LWRNDNDWRNDD W
NN DWW DN RN WNRD
~ W AN DLW~ ~D

M3zoTonm3am koju mpaBoyraoHuk L mpeciukaBa y cebe ce Ha3uBa
aymomonu3am TpaBoyraoHuka L.

Hemocpenno ce nmposepaBa ma je 6umu uzomonan peiialuja eKBUBA-
JICHIIj€ HA CKYyIy JAaTWHCKUX IPABOYTAaOHWKA OApeheHnX IuMeH3uja.
Knace ekBuBasieHnuje oBe pesamuje ce HA3UBAJY UIOMONHUM KAAUCAMA.

3.2 Krnace m30MOp(HUX JTaTUHCKUX KBaApaTa

Hedununmja 3.2 3a dsa aamuncka xeadpama L u L' peda n ce xamxce da
cy n3oMophHU akxo nocmoju nepmymayuja f € S,, maxea da saxncu:

Lij = I(Lsayse), 0<ij<n.
Hepmymayuja f ce y osom caywajy wa3usa U30MOPHU3AM.

Ipumep 3.2 Keadpamu

0 1 2 3 0 1 2 3
|10 3 2 , 12 3 0
L=y 5 7 ol “L=|5 5 o 1
3 2 0 I 3 0 1 2




3.3. TNVIABHE KJIACE JJATHMHCEUX KBAJIPATA 33

cy usomopdru. Odeosapajyliv usomopdusam, xKao wmo noxkasyje Hapeora
mabena je f = (0213).

S
<

~
—~

~.

=
~
—~
<

=

Ly ey | TLsey, )

W WWWRNNNNHRNRRNRDDODD
LWNRJSLWNN DLW ~RIJ|LWN =D
WWWR MR HNRDDDLDODNNDDDDDD
WML RNNDLWURNIDJLWRNDD
NN DWW DWRDLURDNDWRND
N~ D WD WHDWNN W ~D

Wzomopdusam f € S, je uzoronusam (7, ¢, s) 3a KOjU BAKU I' = ¢ =
s=f.

WMzomopduzam xoju kBanpar L npeciaukaBa y cebe ce HA3UBA aymo-
MmopPuzam kBanparta L.

Penanuja 6umu usomopdan je penanuja exBUBaJICHOUje HA CKYILy
sartuHCKUX KBaapara onpebene mumensuje. Omprosapajyhe kiace ek-
BUBAJIEHI[j€ Ce HA3UBA]Y U0OMOPPHUM KAGCAMA.

3.3 I'nmaBHe Kjace JaTHMHCKUX KBaapaTa

Ako ce ocuMm mepMyTanuja BpCTa U KOJIOHA, KA0 U IPUMEHOBama (mep-
MyTanuja) cuMbosa pasMaTpa U MepMyTalyja 3HAUEHa OBUX IIOjMOBA,
noduja ce joIl jegHa Kaaca €KBUBAJICHIM]e JATUHCKAX KBaApaTa.

Hepunnnuja 3.3 3a dsa aamunckxa xeadpama L u L' peda n ce waxnce
da cy mapaTomHU ako je keadpam L usomonam ca HeKuM KOHjY2amom
xeadpama L'. Oodzosapajyhe npecauxasame ce y 080M cAyuajy wasuea
MAPATOIM3aM.
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IlpyruM pedrMa, mapaTonu3aM je 4eTBOpKa (7, ¢, s, t), rae je (1, ¢, s)
n3oronusaM, a t € S3 oxrosapajyha mepMmyTamuja BpCTa OPTONOHAIHE
penpe3eHTanuje.

Mpumep 3.3 Keadpamu

0

u L' =

N WD~
S~ W N
~ Qo N W
~ N D
N WD~
WD~ N
S~ N W

1
2
3

cy napamonnu. Odzosapajyhu napamonusam je (r = (0213), ¢ = (0213),
s = (0213), t = (021)).

3aucma, xkao wmo je nokazano Y npemroonom npumepy, xeadpam L
ce uzomonuamom (r = (0213), ¢ = (0213), s = (0213)) npecaurasa y
xeadpam L' wuja je opmozonaana penpesenmanuja (eudemu npumep [1.2):

~

OR(L') =

S D
~~
NN D
LW W D
~ S ~
N~ e~
LW N~
S W~
N D N
LW~ N
S NN
~ o N
L W
S~ W
~ N Qo
N Lo

Hepmymauujom t = (021), xoja pasmemwyje cadpacaj epcma 1 u 2 ma-
mpuye OR(L"), dobuja ce mampuya:

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
ORL"Y=|0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2
0 1 2 3 0 1 2 3 01 2 3 0 1 2 3

Koja je opmozonaana penpesenmanuja xeadpama L.

ITaparommu3am koju kBagpar L mpeciaukaBa y cebe ce Ha3uBa ay-
monapamonusam KBanpata L.

Penamuja 6umu napamonan je penanuja eksuasennuje. Oarosapajy-
he kiace ekBuUBaJieHIMje Ce HA3UBAJY 2408HUM KAGCAMA.

W3 nperxomaux medpunnnuja ciaenu na uzmebhy kiaca mepuHUCAHUX
Y OBOj TAYKU BaKN MMILIUKAI]A:

Lu L' cy uzomopdpun
=
L u L' cy nzoronan
=
L u L' cy y ucToj TIaBHO] KJIACH.

Ilakne, cBaka ryaBHA KJIaca Ce CACTOJU W3 jedHE WUIU BUIIE KIaca
M30TONNj€e, KOje Ce cacToje U3 jedHe WJIM BUIIe M30MOP(PHUX KIaca.
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3.4 Dbpoj kinaca

I'maBHa Tema pamoBa O KojuMa je OMIO peunm Ha cTpaHu 27 je yKynax
6poj naTWMHCKUX KBajgpara. Pesyaratu y Besu ca OpojeM Kjaaca 3a
UCTU Pel KBaIpaTa Cy Ce IO MPABUIY I0jaB/HUBAJIM HEKOJIUKO NELEHU])a,
KacHUje

Tauan 6poj rIaBHUX M U30TOMHUX KJaca 1m0 pena 6 je mao Hlouxapt
(E.Schonhardt) 1930. roxune [22].

IIpBu mpubawxkan pesyarar Be3aH 3a KBajgpaTe pena 7, y KOjeM Cy
HeJOoCTajaJjie Mo jenHa TJaBHA U M30TOINHA Kiaca, mao je 1939. ronume
Hopron [17], a memocrajyhe ruaace je 1951. romuue nao Ilazne [21].

Cropo Tauan pesyarar 3a pex 8 je oGjaBuo Bpayn (J.W.Brown)
1968. romume [1]. ¥ oBom panmy je memocrajaso 10 kmaca msoronuje.
Tauvyan 6poj TIaBHUX Kjaca U KjIaca M30TONHje KBaapara OO pena 8
nanu cy Komecosa (G.Kolesova), Jlam (C.W.H.Lam) u Tun (L.Thiel)
1990. romuue [L1].

Ilocnenmu mobujen pesyartar je 6poj kaaca KBaapaTta pena 9 u
pena 10, nar 2005. romuue y pany [16] uuju cy ayropu Merej, Meju-
epr (A.Meynert) u Mupsoax (W.Myrvold).

IIpe pasmarpama pesyartata u3 [16], 6buhe yBenenn mekm mojMoBU
ca KOojuMa ce Ha Apyravyuju, (GOpMajHUjU HAUWH MOTY Ie(pUHUCATHI
KJIaCe M3 MPETXOMHUX HEIOBA.

Hajupe, on BaskHOCTU je mojam dejcmea zpyne na CKyn.

Hedpununmja 3.4 Hexa je dama zpyna (G,0) u cxyn S. Ilpecauxasame
d:GxS— S, yosnayud: (g,X) — gX 3a xoje eancu:

11X =X
2. (9(hX) = (goh)X

ce Hasusa mejctBo rpyme G Ha ckyn S. Oegde cy g u h npoussomru
eaemenmu epyne G, a 1 je jedunuvnu eaemenm ucme 2pyne.

Axko je X emement ckyna S Ha Koju meayje rpymna (G, o), cryn
{9Xl|g € G}

ce HazuBa opbuma emementa X y omHocy Ha rpymy G.
Ca mpyre crpase, CKyn

{g € GlgX = X}

ce HasmBa crabunm3arop eixementa X y omHocy Ha rpymy G.
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Heka je S, cumerpuuna rpyma ckyma {0,1,2,...,n — 1} u Heka je
cryn (S2,S3) mepunucan rao:

<S§1,7S3> = Sn X Sn X Sn X Sg.

Axo je - omepanuja koMmosunuje nepmyranuja sanata ca (f-g)(X) =
f(g(X)), 3a mBa enementa (r,c,s,t) u (r',c,s',t') us cxynma (S3,S3)
JepHAIIIMO ollepanujy o Ha ciexehu mauwm:

(rye,s,t)o (r',d sty =(r-r',e-c,s- s t-t).

Henocpenno ce nmposepasa na je map I' = ((S3,93),0) rpyna pena
6(n!)3.

Heka je name, A, CKyn cBUX JAaTUHCKUX KBaapara pena n. Zejcmeo
Opu3BOJLHOr esneMeHTa (1, ¢, s,t) rpyne I') na xBagpar L € A,, yuja je
oproronamua penpesenranuja OR(L) = [i,], Li jl{<; j o, medumammio
Ha caenehwm HauwH:

OR((T7 ¢ S, t)L) = [t(?‘(i), C(j)’ S(ZT(i),c(j)))]ggi,j<n'

Ha oBaj mauun je mepuuncano mejcrso rpyme I Ha ckym A,,.

Opbure 0Bako mepUHUCAHOT AejCTBA TPYIE Ha CKYII CY TJIABHE Kilace
JIATUHCKUX KBAJpaTa, OAHOCHO KBAAPATU KOjU Cy y MCTOj OpOUTH OBOT
nejcrBa cy maparonau. CrabunuszaTrop

Par(L) = {(r,c,s,t) € T'|(r,¢,s,t)L = L}

ce Ha3uBa aymonapamonka zpyna kBanpata L. Hbenn emementu cy ay-
TomapaTonu3Mu kKBaapara L.

Knace uzoronnux kBaapara cy opoure nepuHUCAHE NEI0BANLEM IPYIIe
I < T, umju cy esemeHTH OHE YeTBOpKe (r,c¢,s,t) y Kojuma je t = ids
naeHTUYKa nepMmyramja. CrabuamsaTtop

Is(L) = {(r,c,s,ids) € I'|(r,c,s,id3)L = L}

ce Ha3uwBa aymomonka zpyna kBaapara L. Hoeum emementu cy ayto-
Tonm3Mu KBaapara L.

Knace mszomopduux KBampara cy opbure HeduHUCAHE NEIOBAHEM
rpyne I <T' umju cy enementu one yetBopke (T,¢, s,id3) y KojuMa je
r =c=s. Crabuauszartop

Aut(L) = {(r,r,r,id3) € T”|(r,r,r,id3)L = L}



3.4. BPOJ KJIACA 37

ce Ha3mBa aymomopPra zpyna kBanpara L. Ibenu ememenTu cy ayro-
Mop¢u3smMu KBangpaTta L.

Tepbeme cnenehe Teopeme mocienuna je mo3HATUX CBOjCTaBa, KaIa
Cy y mATa®my AEejCTBA T'PyNa HA CKYTOBE.
Teopema 3.1 Heka je L aamuncku xeadpam peda n. Tada eaxcu:

6(n!)>
[Par(L)["

1. Bpoj xeadpama y ucmoj 24a810j kaacu xao xkeadpam L je

6|Is(L)|
[Par(L)|"

2. Bpoj uzomonnur xaaca y 2aaekoj kaacu xeadpama L je

(n1)?| Aut(L)|

3. Bpoj usomopdnuz xaaca y uzomonnoj kaacu xeadpama L je TTs(D)|

Hexka je M, ckym xoju caap:Ku IO jemaH KBaApaT Ca HETPUBU]jAJI-
HUM ayTONapaTONM3MOM M3 CBAaKe IJIaBHE KJace Y KOjO] TaKaB KBaIpPaT
nocroju. Tana Baku:

Teopema 3.2 1. Bpoj eaasHur KAaca AaMUHCKUT Keadpama peda n je

R, |Par(L)| — 1
6nn! + Z |Par(L)|

LeM,

2. Dpoj u30monnuz kaaca AamMuHCcKux Keadpama peda n je

R Is(L)] -1
ZI (L)

n
— +6- .
nn! + |Par(L)|

LeM,

3. Bpoj usomopdruz xaaca samunckur xeadpama peda n je

|Aut(L)] — 1

(n—1D!R, + 6(n!)?- Z |Par(L)|

LEM’VL

Loxas:

Hexa je 'y cxyn enaenuz xaaca xoje umajy npedcmaewura y cxyny My,
a Ty ckyn 2nasnuz xaaca xoje nemajy npedcmasHura y ckyny My,.

Hencpedro caedu da je |T'y| = |[Mp| =3 1 cpp 1.

Oopedumo b6poj eaemenama y cxyny LU's. Mz mephewa 1 meopeme (3.1
caedu da je 6poj Keadpama wuje 2408He KAGCE HEMAy NpedcmasHruka Y
ckyny M, jeonax A, — ZLEMn %. Ceu makxeu keadpamu umajy
MPUBUJAAHE GYMONAPAMONHKE 2PYNe, NG Ce HAAAZE Y ZAAGBHUM KAGCAMA

. nl)3 .
peda 6(n!)3. Odasde je |T's| = m(An — Y Lem, %), na je
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R SR R W
! 2 6(nh)3 " " |Par(L)|”
LeM, LeM,
Samernom A, = nl(n — )R, y nocaedwy jednarxocm, oupexmmuo caedu

mpaxnceno mephewe. Tephewa 2 u 3 ce QoKasyjy anaroero y3 Npumeny
meopeme 3. 1.

n Opoj ryIaBHUX KJilaca OpOj M30TOMHUX KJIaca
1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 2 2
5 2 2
6 12 22
7 147 564
8 283.657 1.676.267
9 19.270.853.541 115.618.721.533
10 | 34.817.397.894.749.939 | 208.904.371.354.363.006

n Opoj m30MOpHHUX KIaca

1 1

2 1

3 5

4 35

5 1.411

6 1.130.531

7 12.198.455.835

8 2.697.818.331.680.661

9 15.224.734.061.438.247.321.497

10 | 2.750.892.211.809.150.446.995.735.533.513

Tabena 3.1: O6pojeBu KIaca JATUHCKAX KBALPATA

Ia ©6u momau mo 6pojeBa kaaca, OJATUX y TOpmoj Tabenu, Mekej u
Mupsonxz [16] cy npumennnu caenelin nmocrynak:

e Onpebere cy Bpennoctu R, mu3 tabemne 2.1

o Kopucrehu nporpam NAUTY onpeben je ckyn M, u uzpauynare
cy spennoctu |Par(L)|,|Is(L)| n |Aut(L)| 3a cBaku xBanpar L u3
cryna M, [16].

e Vzppmena cy cymupama u3 reopeme [3.2
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Anropurmu 3a
KJIacUuPpuUKaU]y KBaagpaTa

Ha kpajy mperxomuor morsassma y Tabenu 3.1 cy maTtm 6pojeBu Kiaca
KOjU Cy m3padyHaTu, Oe3 z2enepucamd TPENCTABHUKA Kiaca. |eHep-
ucame oAroBapajynux mpencraBHUKA, Tj. KIACUPUKANM]a JTATUHCKUAX
KBaIpaTa je TeMa OBOr IorjaBiha. VI3narame je KOHIMIUPAHO TaKO
Ia je CBaKa TeXHUKA KIaCUPUKAIMje HAJIPE OMMCAHA HA OIIITEM HUBOY
KOMOMHATOPHUX O0OjeraTa, a 3aTUM IPUMEHEHA Ha JIATUHCKE KBAIpaTe.

IIpe came ¢popmyrnamnuje npobirema Koja je mara y APYroj TAYKHU, y
NIPBOj TAYKU Cy yBeIeHe [I0jearHe O3HAKE U HEKM MAaTEeMaTUUKU I0jMOBU
HEONXOJHU 3a HacTaBak. ¥ Tpehoj Taukym ce pasMarpa TeHEPUCAHE
crabia mperpare Koje canp:ku objekTe Koje Tpeba Kiacu(PUKOBATH, &
YEeTBPTA TAUKA CAIPIKU AJTOPUTME 32 KIACUDUKANN]Y U IHbUXOBY aHAJ-
u3y.

4.1 KaHOHCKO IpeciauKaBame

Heka je mat ckyn I' u rpyna (G, o) xkoja meayje na ' y cMucay neduaun-
uuje 3.4, Ha ckyny I' ce moxxe mepumuucaru penanuja ~¢g Ha ciaenehu

Ha4UVH:

XY ¥ (Fgeqgx =Y (4.1)

3a pesanujy ~¢G Ce Ha OCHOBY Ie(UHHUIMje NejCTBa Ipyle Ha CKYII,
HEMIOCPEMHO MOYKE TMPOBEPUTU A j€ pejallija eKBUBAJEHIUje, OJHOCHO
na Ha ckymy I onpebyje kiace ekBuBaJieHIU]eE.

39
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IIpumep 4.1 Hexa je T, ckyn ceux aamunckur xeadpama peda n. Y
noeaasny 3 cy pasmampane zpyne (S5 x Sz,0), (S3,0) u (Sp,0) u muroso
denosamwe na ckyn L'y, a 3amum cy na ocnosy moe denosamwa dedurucare

p600M 2Aa8HE, U30OMONKHE U U30M0p¢H€ Kaace aAamuHcrur wea()pama.

3a o6jerre X,Y € I' 3a koje Basku X ~¢ Y raske ce na cy n3oMopdHU,
a omgrosapajyhe mpecaukaBame g € G ce Ha3uBa M30MOPPU3AM.

M3zomopdrOCT ce Mmorke mpommpuTu 1 Ha napose objekara Ha ciaenehnu
HAUMH:

(X,Z) ~g (VW) € (Fge@)gX=YigZ=W. (4.2)
Henocpenuo ce nokasyje na u3 (X, 2) ~q (Y, W) ciemn X ~g Y
kao u Z ~g W, anu obpaTHO HE BaKU.

Ilojam mHeomxomaH y HACTABKy M3jarama, a KOju ce aeduHUIIE Ha
OCHOBY OBAaKO yBENEHE DeJlalldje ~¢G j€ KGHOHCKO NPEeCAUKABAE.

He¢unrnnuja 4.1 KanoHcko mpecinkaBame ckyna ' y ogHOCy Ha pesanm-
jy ~¢ je dynxuuja p: ' — T' 3a xojy eancu:

1. 3a ceaxu objexam X €T je X ~¢ p(X).
2. sa ceaxu objexam X € T u ceaxo g € G je p(X) = p(9X).

Objexam p(X) ce nazusa KAHOHCKY OOIUEK (KaHOHCKA CIHKA) o6jexma X .

Y HacTaBKy Ce HOApa3yMeBa Ja je KaHOKCKO NPEeCAUKasa®ne y ONHOCY
Ha pejanujy ~¢ 4 KaJa TO HUje HaBEIEHO y HA3UBY NPECINKABAHA.
Tarobe, unnexc he 6uTy U30CTABLEH Y 3aIUCy peJanuje ~¢G, TO jecT
aKo ce He HaIJacH Ipyradnje IoIpa3yMeBa ce Ja je ~ peamnuja neuH-
ucana uspazom (4.1)), onaocuo uspazom (4.2)).

IIprMep KaHOHCKOr IpecIMKaBama je HaT y HapeTHOj TEOPEMM.

Teopema 4.1 Hexa je dama pesauuja nomnynoz nopemxa < wa ckyny I
na Kojem deayje epyna G. dymwxyuja p: I' — I' dedunucana ca:

p(X) = minz{gX|g € G}
je KAHOHCKO Npecaurasame.

Moxas: Pynryuja je dobpo dedunucana, jep cy opbume {gX|g € G}
KORAUHU CKYNOBU, Na MUKUMYMY Y 00KOCY Ha peaayujy < nocmoje. Heno-
cpedno ce doxasyje da Pywryuja sadosomasa oba ycaosa uz deduruyuje
4.1.
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AHaJIOFHa TeopeMa BaKM 1M aKO C€ YMECTO MUHUVMAJJHE BPEIHOCTU
n3zabepe MAKCUMaJIHA BPEAHOCT.

Cnenehe tBpbeme Hemocpemso cienu m3 nepUHUII]E KAHOHCKOT
IPECINKABAIA.

Teopema 4.2 Axo je p : I' — T xanoncko mpecaukagame, mada 36 c8axKa
daa objexma X, Y € T" samcu:

X~Y & p(X)=pY)

Loxas:

=: Axo je X ~Y, mada nocmoju g € G maxo da je Y = gX. Uz ycaosa
2 degunuyuge 4.1l je p(X) = p(gX), na caedu p(X) = p(Y).

<: Axo je p(X) = p(Y), mada uz ycaosa 1 degunuyuje 4.1 caedu da je
X ~p(X)=p(Y)~Y.

Hexka je v mpomsBosmpHa kiaca exkBuBavieHnuje onpebena pesnanujom
~ ma cryny I'. VI3 nperxonne Teopeme ciaemu na CcBU ODjEKTH y KJacu
v UMajy jeIMHCTBEHY KaHOHCKY CIHKY 7, oapebheHy mpeciukaBameM p.
Osa cauka je takobhe, eseMeHT Kiace 7.

Hepurnmmja 4.2 Jedurncmeena KaHOKCKG CAUKG 7Y, o0jexama u3 Kaace 7y
je KaHOHCKU IIPENCTABHUK KJace 7.

Henocpenuo caenu na je objekar X y KaHOHCKOM OOJIMKY akKO u
caMO aKO Ba:KU

X = p(X),

ITO je W HAUYMH 34 MPOBEPY Ha JU je HeKu 00jeKkaT KaHOHCKU Ipe-
CTaBHUK KJIace.

Cneneha Tauka cagp:ku IpruMep KAHOHCKOD IPECIUKABAMKA Te(UH-
MCAHOI Ha CKYIy JIATUHCKUX IPaBOYTaOHUKA.

4.1.1 KamoHCKU OOJUK JaTUHCKOT TPABOYTaOHUKA Y OTHOCY

Ha peJlanujy U30TONUje

Hexa je < penanuja noTmyHOr nmopeTka, Ae(@UHICAHA Ha CKYILy BEKTOPA
AUMeH3Uje n Ha cienehn HaduH:

=<y &f 2o <yo V(FL,0<i<n)(x; <y AV]<i)(x; =y;))

OsBne je < yobuuajeHa pesamnuja JIEKCUKOIPAPCKOr IMOPETKA HA CKYIY
cumbona {0,1,2,...} nepurncana ca 0 <1 <2< ...
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AKo je T < y KaKe ce Ia je BEKTOD T AEKCUK02PAPCKU Mamlu OI
BEKTOpa Y.

AXo ce cBakOM JIATMHCKOM MPAaBOYTaOHUKY L mumeHsuja k X m mO-
nemu jemuHCTBeHA K - n-opka vl ma cremehu mauwmm:

. . . def
(Vi,7, 0<i<k, 0<j<n) vk, i = L,
pesanuja nexcurorpadckror ynopebuBama ce Moxke mehUHUCATA U HA
CKYIy JaTWHCKUX IPABOYTAOHUKA!

def /
L<L & o<l
Axo je L < L’ raxxe ce ma je IpaBOyTraoHUK L sekcukozpa@cku mMamu
on mpapoyraoHuka L’.
Crenujanso 3a k = n, roBopu ce o JeKkcurorpadcrkoM ynopebhusamy
JIATUHCKUX KBaAPATA.

IIpumep 4.2 Heka cy damu xeadpamu

0o 1 2 0 1 2
L=|1 2 0|\ul'=|2 0 1
2 0 1 1 2 0

Kaxo je v% = (012120201) u v~ = (012201120), sancu L < L'.

Hexka je G rpyna uzoronuja Koja nesyje Ha CKyI JATUHCKUAX IPABOY-
raonuka I'y ,, Tj. Tpyna umje nemoBame oMoryhasa mepMyTanyje BPCTa,
KOJIOHA 1 cuMBOoJa y JATUHCKOM IPABOYTAOHUKY (BUIETH NE(PUHULL]Y
3.1).

Kaxo je < penanuja ToTanHor nopeTka AepuHMCcaHa HA CKYyIy L'y p, ¥
ckiany ca TeopeMmoM 4.1l ce MOke mepuHUCATY KAHOHCKO IIPECIUKABAHE
p Yy ONHOCY Ha peJlalljy U30TONMje ~ Ha cienenn HaUYMH:

pX)=Y ¥ X~VA(VgeG) YV =gX.

IIpecnukaBame p makie, cBaAaKM OIPABOYTAOHUK X CIUKA Y JIEKCUKO-
rpa)CKu MUHUMAaJIAH IPABOYTaOHUK KOju je m30oTomaH ca X.

4.1.2 Hexke ocobuHe KaAHOHCKUX MPaBOYTaOHUKA

Tepbewma nara y HacTaBKy OBe Tauke Caap:ke HEONXOAHE YCJIOBE 1A
Ou mpaBOYTraoHUK OMO KAHOHCKM y OIHOCY Ha pesanujy mzoromnuje. Jlo
OBUX YCJOBa je ayTop IOMmao y TOKYy pala Ha OBOj TE3W.
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Tpeba HamoOMeHyTH Ja ce U y HACTABKY, KAO U PAHUje KOPUCTU WH-
nexkcupame on 0, OMHOCHO ma ce MOYEeTHA BPCTa O3HAYaBa Kao 8pcma
0, a mapenaa rao gpcma 1. VicTo Bakm u 3a KOJIOHE.

Hajnpe, pazMoTprMo mOYeTHY BPCTY U IHOYETHY KOJIOHY.

Teopema 4.3 Ilouemna epcma U NovemHa K0A0Ha KAHOHCKOZ NPABOY2a,0-
HUKa cadpace eaemenme nopehare y pacmyhem nopemry.

Loxas:

IIpemnocmasumo cynpomno, da nocmoju i (0 < i < n — 1) maxo
da y xamnonckom npagoyeaonury L saxmcu Lo11 < Lo;. IHepmymayu-
Jjom Koaona Koja pasmenyje cadpxucaj i-me u (i + 1)-ae xoaone ce dobuja
npasoyzaonux L' xoju je aexcuroepadcru manu 00 L wmo je xonwmpaduk-
yuja. [oxas je ananozan U aKo cy y numany eseMenmu NoOYemHe KoAoHe.

Crenujanso, 3a k = n nperxonHa teopeMa mMa ciaenehe 3uademe:

Teopema 4.4 Kanoncku npedcmasruk c8axe uzomonke KAGCe AGMUHCKUT
xeadpama je pedykosan keadpam.

Hapenua teopema naje HeonmxonHe yciioBe 3a BpcTy 1.

Teopema 4.5 Hexa je L npasoyzaornux dumensuja k X n xoju je KaHOHCKU
Yy 00HOCYy Ha pesauujy usomonuje. Tada eanmcu:

1 Lig=1.
2. Ba cearo j (0<j<n—1) eamcu Li; < j+1.

3. Axo je poz(j) nosuyuja ma Kojoj ce eaemenm j mansazu y epemu 1
npasoyeaornura L, mada 3a ceaxo j (0 < j <mn—1) sancu

j—1<poz(j) <n-—1.

Loxkas:

1. U3 meopeme 4.3 caedu da je Loo = 0, na je L1y # 0. Ilpem-
nocmasumo da je L1 = x > 1. Hexa je L' npasoyzaonux xoju
ce 00 L dobuja nepmymavujom cumbora xoja pasmemnyje cumbone 1
U T U NEPMYMAYUJOM KOAOHA KOJa pasmewyje cadpxcaj xoaone 1 u
T-me KoAONeE.
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Henocpeowno caedu da je nouemma epcma npasoyzaonuxa L' jeonaxa
ca nowemnom epcmom npagoyzaonuka L. Taxole, eaxncu

Lll)o =1 < xr= Ll,Oa

na je L' < L wmo je xowmpadukxyuja ca npemnocmaskxom o0a je L
KAHOHCKU.

. Jokxaz ce moxce uzsecmu UHOYKUUJOM NO j.

3a j =0 mephewe je dokaszano y npemrodHom Oesy o8e meopeme.

Hexa je 0 < I < n—1 u Hexa mephewe sancu 3a cearxo j < l.
Hokancumo da mada mephewe saxncu u 3a j = 1. IIpemnocmasumo
cynpomno, da je L1y = x > 1+ 1. Heka je L' npasoyzaonur xoju
ce 00 L dobuja nepmymayujom cumbosa xoja pasmewyje cumbone
u l 4+ 1 u nepmymayujom Koaona Koja pasmemyje cadpacaj t-me u
(I + 1)-ee xoaone.

L O 1] 2.1 |1 ..|x

I+l €<—>x

o 1]2 I x 141

B |-

o[t 2 [ [x
L1 -

Henocpeowno caedu da je nouemmna epcma npasoyzaonuxa L' jeonaxa
ca nouemHom epcmom mpasoyzaonuka L. Wz undykyujcke npem-
nocmaske caedu da cy y epcmu I npasoyeaonuxa L wa mecmuma
0,1,...,1—1 eaemenmu mamwu 00 l+1, na ce osaj deo npagoyzaonuxa
nasedenum mpanchopmayujoma ne mewa. Taxohe, saxncu

Ly, =l+1<z=Ly,

na je L' < L wmo je xonmpaduxyuja ca npemnocmasxom 0a je L
KAHOHCKU.

. IIpemnocmasumo cynpommo, mo jecm da nocmoju j, (0 < j <n—1)

maxo da je poz(j) =x < j—1, o0nocro da je L1z, =5 uj>x+ 1.
Odasoe, mehymum caedu da je Ly 5 > =+ 1 wmo je xonmpaduxyuja
ca 2. denom oee meopeme.

ITocnemuna teopeme 4.3 je na Bpcra 0 KAHOHCKOT ITPABOYTAOHUKA

CaIp:KU NACHTUYKY IepMyTanujy, Tj. na ce Bpcta 0 KAHOHCKOT IpaBoOy-
TAa0HUKA MOK€ KOHCTPYUCATHU HA jeIUHCTBEH HAUNH.
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Pazmorpumo Ha ocHOBY Teopeme 4.5, Ha KOJIMKO HAUWHA CE€ MOKE
KOHCTpyucartu Bpcrta 1.

Koucrpykmmja moske moueru on ’mpasHe” BpCTe, Tj. mepMyTaluje y
KOjoj HUje me¢umHUCAH caap:kaj HU Ha jenHo] mozumuju. OBa BpcTa ce 'y
IPBOM KOpPakKy IPOIIUPYje nepUHUCAHEM IO3UNUje 3a eJIeMEHT n— 1, Ha
CBe HauumHe nomymreHe teopemoMm 4.5. 3arum ce cBe nobujeHe BpcTe
Ipomupyjy OeUHUCAHEM IO3UIMje 3a €JIEMEHT N — 2, Ha CBE HAUWHE
nomymTeHe TeopeMoM 4.5 uta. Y mpernocienmeM Kopaky ce oapebyje
no3unuja 3a ejaeMeHt 1, a y mocaemmeM (N-ToM KOpaky) 3a ejement 0.

OBa KOHCTPYKIIja ce MOKe IPEICTABUTY CTabIOM T TaTUM Ha HapeI-
HOj CJIUIU.

.| n-5{n-4|n-3[n-2 [n-1 0. HUBO
.|n-5{n-4|n-3|n-2 | n-1 1. HUBO
n-1
... |n-5{n-4|n-3|n-2 | n-1 ...|n-5(n-4|n-3[n-2 | n-1 2. HHBO
n-2{n-1 n-1[n-2 '
.| n-5|n-4|n-3[n-2 | n-1 ... |n-5{n-4{n-3|n-2 [ n-1 ... [n-5|n-4{n-3|n-2 [ n-1 3. HUBO
n-3[n-2|n-1 n-2 [ n-1|n-3 n-3 n-1|n-2 )
... |n-5|n-4{n-3|n-2 [ n-1 ... |n-5{n-4|n-3[n-2 | n-1 ... |n-5{n-4{n-3|n-2 [ n-1 ... |n-5|n-4{n-3|n-2 [ n-1 ...|n-5(n-4|n-3[n-2 |n-1
. [n-4{n-3|n-2[n-1 n-3[n-2| n-1{n-4 ... |n-4 n-2| n-1{ n-3| ... |n-4|n-3 n-1| n-2[ | .. n-3|n-4 | n-1| n-2

Cuura 4.1: KOHCTpYKnMja BpCcTe 1 KAHOHCKOD NPAaBOyTaOHUKA

Ha 0. =HumBOy crabna 7 je "mpasma” Bpcra 1, a Ha k-TOM HUBOY
(1 <k < n) ce namase cBe BpCTe 1 KOje UCIYHaBajy YCIOBE U3 TEOPEMe
4.5lu y xojuma je nepuHICcaHa mo3unuja 3a eaemente n—1,n—2,...n—k.

Pa3MOTpI/IMO KOJIMKO CMHOBa Ma IIPOU3BOJ/LAH YBOD Yy OBOM CTa6J’Iy.

Teopema 4.6 Heka je 0 < k < n — 2 u X npoussonmar 4eop wa k-mom
Hueoy cmabaa 7. Tada saxcu:

o Axo na mecmy X1 n—k—1 HUje deduHUCAH cadpacaj, made X uma
MauHo jedHoe CUHG.

o Axo wa mecmy Xin—p—1 jecre medpunucan cadpxcaj, mada X uma
mauno 084 CUHA.

Lloxasz: Ipema wavuny xoncmpyxuuje cmabaa T y epemu 1 wsopa X
cy dedunucare nosuyuje 3a mawwo k easemenama: n—1, n—2, ..., n—k.
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Uz 3. deaa meopeme 4.5 caedu da 3a nozuyuje mur esemenama y epcmu
1 sancu

poz(n—1)>n—2, poz(n—2)>n—-3, .., poz(n—k)>n—k—1.

Laxane, ceur k dedunucarur nosuyuja y epcmu 1 weopa X ce nanrase y
unwmepeaay [n —k —1, n—1], odnocrno X y mom unmepeany uma masHo
jeony nededunucany nosuyujy. Hexa je ma nosuyuja X1 . Ioxazahemo da
axo jep =n—k—1, ugop X uma mauno jeonoe cuna, a axo jep #=n—k—1
ygop X uma mauro 084 CuHQ.

Cun wsopa X ce dobuja maxo wmo ce y epcmu 1 weopa X o0dpedu
nosuyuja 3a esemenm n — k — 1. 3a mpanceny nosuyujy npema 3. deay
meopeme 4.5 eaxncu

pozin—k—1)>n—k—2.

Kaxo je X1, jeduna nosuwyuja y uwmepsany [n —k —1, n — 1] xoja nuje
degunucana caedu

poz(n—k—1)e{n—k—-2, p}.
axae, wgop X moxmce umamu Hajeuwe 084 Cuna:
uBop Y y kojem je Yippo=n—k—1
uBOp Z y Kojem je Zip,=n—k—1

Yeop Y ce na onucan Hawun yeex mooxce defunucamu.

Yaop Z ce na onucan Hawun mMooxce dedurucamu camo y cayywajy oa je
pF#n—k—1, jep bu y cynpomuom eancunro Zy p_p—1 =n—k—1, wmo je
KOHMPAOUKYUJa ca wumeruyom 0a je Zop_p—1 =n —k — 1, a xoja caedu
uz meopeme 4.3. Osume je meopema 00Ka3GHA.

Hexka je Y cun usopa X y crabay 7. 3a 4BOp KOjU je CUH UBOpa
Y razahemo ma je yuyx uBopa X. Ilocmemuma mperxomme Teopeme je
HapemHo TBpheme.

Teopema 4.7 Hexa je 0 < k < n — 3 u X npoussomarn ueop wa k-mom
HUBOY CMabAa T. MAdG 8AHCU:

o Axo X uma maurno jeonoe cuna, mada X uma mauno 084 YHYKG.
o Axo X uma mauno dea cuna, mada X uma mawro mpu yRyKa.

Loxaz: Axo jeY jedunu cum weopa X, mada je npema 00Ka3y npemrooHe
meopeme cadpacaj Ha nosuyuju Y1 ,—g—o dedunucan. Kaxo jeY na (k+1)-
oM Hugoy cmabaa T u sanmcu k+1 <n—2, caedu da'Y npema npemxooroj
meopemu uma mayno 0sa cuna. axse X uma mawno dea ynyxa.
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Axo X ocum weopa Y uma u cuna Z, mada npema 00Ka3y npemroore
meopeme cadpacaj Ha nNouYUU L1 n—g—o wuje dedunucan. Kaxo je Z na
(k + 1)-om nueoy cmabaa T w eamcu k+ 1 < n— 2, caedu da Z npema
nPemrooH0j Mmeopemu umMa mauro jeornoez cuna. Laxae X y o8om cayuajy
uMa MauKo Mpu YHyka (0sa cuna weopa Y u jednoe cuna wsopa Z ).

Ha ocuoBy mperxonse mBe TeopemMe MOKe Ce€ OAPEAUTU PEKYypPEHTHA
¢dopMmya 3a Opoj UBOpOBa Ha HMBOMMA cTabiIa 7.

Hexka je k > 0 u mera cy ap u [ OpojeBu uBopoBa Ha k-TOM HUBOY
cTabiia T KOju pemIoM MMajy TAYHO jeQHOT CHMHA U TAYHO OABa CUHAa. AKO
je U yxymaun 6poj uBopoBa Ha k-TOM HUBOY cTabJja T, Tama BayKuU:

1. Up =1 (u3 medpununuje crabia 7)

2. Uy =1 (n3 1. mena Teopeme 4.6/ 3a k = 0)

3. Ba cBako k < n je Uy = oy + O (u3 nepununnje 6pojesa ay u Fi)

4. 3a cBaro k < n —1 je Upr1 = ai + 20 (u3 nedpuuunuje Gpojesa
ay u B)

5. 3a cBako k <n — 3 je Ugya = 2a + 30 (u3 Teopeme 4.7))

6. Un_g = Un—l - Un
(Ako je X uBop Ha (n—2)-oM HUBOY cTabia T, HETOBU CUHOBU CE
nobujajy mepuHMCameM nosunuje 3a exeMmeHT 1. Kako je X; 9 =1
(1. meo Teopeme [4.5)), Ta mosunuja je jemmosnauno ompebena, ma

cBakM YBOD Ha (N —2)-OM HMBOY UMa TAYHO jeJHOT CHHA, OXHOCHO
Basku U, _o = U,_1.

Ako je X uBop mHa (n — 1)-om HmBOy crabma 7, oH uma n — 1
ne(rHUCAHUX [IO3UIMja, ITa je IpeocTalia no3unyuja 3a eixemeHT 0
jemmosnauno oxpebena. Ilakne, cBaku uBop Ha (n — 1)-oM HUBOY
“Ma TAYHO jeJHOT CUHA, OQHOCHO Basku U,_1 = U,.)

Cabupamem necHux crpana Tpehe m yeTBpTe jemHakocTu mobuja ce
[eCHa CTpaHa IeTe jeqHAKOCTH, Ila CIeIU Oa 3a CBAKO k < n — 3 BaKu

Uiy2 = U + Ug41.

N3 mperxomuor cmemu ma cy 6pojesu Uy, Ui, ...,U,_o emxementu
dubonaunjesor (L.Fibonacci) HM3a, OXHOCHO HU3a NEPUHUCAHOT HA
caenehu HauuH:

[ ] F():Fl:].
e [, =F, 1+F, 2 (dan>1).

Ha OCHOBY CB€ra M3JIOKE€HOTI' CJIeOu:
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Teopema 4.8 YV namunckom npagoyzaonuxy ca n K0A0Ha, KOJU je KAHOH-
CKU Y 00HOCY Ha PeAGUUJY u3omonuje, epcma 1 ce Mowce KOHCMPYUCAMU
Ha najeuwe F,_o navuna.

Jokas: Bpema 1 kxaHoHCKO2 NPasoyzaonuka 3600806084 YCA0BE U3 MEO-
peme 4.5, na je mpaxcenu 6poj epecma jeonak YKynHom OPoOJy 480posa Ha
nocaedwem ( n-mom ) nueoy cmabaa 7. Kaxo za maj 6poj (U, ) eaxncu
U,=U,_1 =U,_s = F,_o, maphewe je doxasaro.

Crenujanano 3a k = 2 nperxonsa TeopeMma uMma cienehe 3Haudeme:

Teopema 4.9 Dpoj npasoyeaonuka umensuja 2 X n Koju ¢y KAHOHCKUY Y
o0nocy Ha peaayufy usomonuje je najeuwe F,_o.

[pumep 4.3 Ha cauvyu je 0amo cmabao wuju cy AUCMOBY CEU AGMUNCKY
npasoyzaoruyy dumensuja 2 X 5 Koju ucnymwasajy ycaose uz meopemal4d.3
u 4.5,

o|l1]2]3]4 0. HuBo
of1|2]3]4 1. HUBO
4

o|l1]2]3]4 of|1]2]3]4 2 HEBO

3[4 ’

o|1]2]3]4 ol1]2 o|l1]2]3]4 3
234 342 5 213 . HUBO

of|1]2]3]4 ol1]2]3]4 o1 ]2]3]4

21312 ; STaT2 . 7 4. HUBO
0|12 4 o|l1|2]3]4 of|1]2]3]4 5. uMBO

12340 1{o]3 2 1]2]0]4 '

Dpoj dobujenux npasoyzaonuka va 5. Hueoy cmabaa 00208apa 3. 4AGHY
Pubonauujesoe nwuza (Fo =1, F1 =1, Fo =2, F3=3 ).

Heonxonun ycnoBr 3a KAHOHUYHOCT HABEIEHU Y NPETXOIHUM TEO-
pemMaMa MOry 3HATHO Ja HONPUHECY €(PUKACHOCTHU AJTOPUTMA 38 OJpe-
buBame KaHOHCKOr 00JMKa 3a0aTOr IpaBoyraouuka. EduracrHocT oBOr
aJrOPUTMa CYIMITUHCKA yTUUE Ha AJITOPUTME 38 KIACU(PUKAILA]Y y HApe-
IHO] TAYKU.

Ako je mar mpaBOyraoHUK IMMeH3Uja k X m eJeMeHTapHa MeTOna
3a onpehuBame HeroBor KaHOHCKOT obamka 3axtena (n!)2k! Tpancdop-
maruja. OHa mogpa3yMeBa na ce IPaBOYTAOHUK TPAHCHOPMUIIE CBUM
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mepMyTanjaMa cuMbosa, BpCcTa M KOJIOHA U Oa Ce 3alaMTU JIEKCUKO-
rpaCK1 MUHUMAJIAH IPABOYTaOHUK.

Anropuram KaHOHCKU_NPABOY2A0HUK CALPIKU 3HATHO €PUKACHU]Y IPO-
enypy Koja HemocpemHo ciienu mu3 Teopeme 4.3k

AJITOPUTAM 4.1 [ KaHOHCKM IPaBOYLAOHUE(IPaBOYTraoHUK Ly ,,) |

1 muma:= L;

2 forallpe S,

3 Hekra je L' nobujen on L mepmyTamujom cuMGosia p;

4 for (i :=0;i < k;i+ +)

5 m3BpImY nepM. KoJoHa y L' Tako ma Bpcra i Gyme pactyha;
6 u3Bpmu nepM. BpcTa y L' Tako ma xosona 0 6yme pactyha;
7 if (L' < mum) mum:= L';
8 return mwum;

Osaj anropuram takobhe 3axTeBa pazmarpame n! nepMmyranuja cuM-
0oJia, mMTO Ce MOCTU:KE MeThboM y 2. JuHuju aiaropurma. Omn 4. m@o
7. JVHUje ce peann3yje KOHCTPYKIMja JIEKCUKOI'DA(GCKUA MUHUMAJTIHOT
NpaBOyTaoHMKa Koju ce onx L' moske mobuTm mepMyTanuyjama BPCTa U
koJoHA. Y 4. jwHUju ce Bpmu m360p BpcTe Koja he OuTu moderHa y
pesyaryjyheMm mpaBOyraoHUKYy, a 3aTUM Ce€ y 5. JIMHUjU €JIEMEHTU W3-
abpane BpcTe COpTUPAjy, ynMe ce oapebyje mepMmyTanuja Koaona. K-
€MEeHTU NToYeTHe KOJIOHE y NOOMjeHOM IPaBOYyraOHUKY Ce€ COPTHUPAjY Y
6. muHUju asropurMa, mTo onpebyje mepmyranujy Bpcra. llemorymnua
nporenypa 3axreBa kn! mepMmyranuja y auanjama 5 u 6.

Hagenenu anropuram ce MOke je THOCTABHO TPAHCHOPMUCATHU Y NPO-
yedyYpy 00AYHUBAME KOja daje OArOBOD HA MUTAE A JIU je JaTU IPaBO-
yraonuk L ramouncku. OBa mpouenypa je mata y HAPEITHOM aJITOPUTMY.

AJITOPUTAM 4.2 [ kaHOH_PaBOYTraOHUK(IPABOYraoHUK Ly ) |

1 if L me 3amoBosbaBa HeomxoaHe yciose us teopema 4.3/ u 4.5

2 return 0;

3 forall pe S,

4 mera je I’ nobujen on L mepmyTammjom cumGosia p;

5 for (i :=0;i < k;i++)

6 M3BpIIM IepM. KOJIOHA y L' Taxo ma Bpcra i Oyne pactyha;
7 u3Bpmuy nepM. BpcTa y L' Tako ma xosona 0 Gyne pacryhia;
8 if (L’ < L) return 0;

9 return 1;
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Y3 moMoh mpeTXOmHOT AJIrOPUTMA Ce MOKE IOKAa3aTU Na TeopeMa
4.4 Bakm caMO KaJaa Cy y NUTAKRY KBaApaTU, ONHOCHO Oa JIATUHCKU
MTPaBOYTAOHUK KOjU je KAHOHCKU y OMNHOCY Ha PeJlalijy U30TONUje He
Mopa ma Oyme pemayKOBaH.

IIpumep 4.4 Jlamuncku npasoyzaoruy

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Liy=|1 2 0 4 6 3jluls=|1 2 0 4 & 3
3 4 5 1 2 0 3 6 4 1 0 2

CY KAGHOHCKU, UAKO HUCY DeOYKOBAHU.

Moxce ce noxasamu u da cy Ly u Ly npagoyeaonuuu Hajmanus 0umer-
3Uja Koju uMajy 08y 0CoOUMY.

Haume, uz 1. deaa meopeme 4.5 caedu da 3a ceakxo n, npasoyzaonuk
Jumernsuja 2 X n Koju je KaHOHCKU jecme U PedyKo8an.
Pasmompumo npagoyzaonuxe dumensuja 3 X 3, 3 x4, 3 x5 udx5.

o YV npsom cayuajy y numany cy keadpamu, & 3a HUT no meopemu 4.4
8axCU 00 AKO CY KAHOKCKU, jecy U pedyko8aHu.

o 00 ceur npasoyzaonuka dumensuja 3 X 4 HeoNnTooHe YCA08€E U3 Meo-
pema 4.3 ul4.5 ucnymwaeajy npagoyeaonuyu 0bAUKG

8~
8 O~
8 W N
8 o W
S
8 ~ O
8 N0~
8 W o
8 S w

Fbuzxoe 6poj je 2 u 00zo08apa waany Fo Pubonavujesoe nuza. Ilocmoje
3 HepedyKosana NPasoyzaoHUKA KOJU CY 0802 00AUKG:

0o 1 2 3 0o 1 2 3 0 1 2 3
10 3 2, |1 0 3 2ju|l1 2 3 0
3 2 0 1 3 2 1 0 3 0 1 2

Ipouyedypa dama y aszopummy 4.2 nokasyje da nujedar 00 HUL HUuje
xanoncku. Hsomonusmu (3anucanu y ckaady ca dedunuyujom 3.1)
KOJu HasedeHe NPasoy2aoHUKe MPanchopmuuy y sekcurozpaderu ma-
we CY, Pedom:

(r=(012), ¢=(0132), s=(0132)),
(r=(012), ¢=(0132), s=(0132)),
(r = (120), c¢=(3102), s=(0213)).
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o 00 ceuz npasoyzaonuka OuMeR3uja 3 X 5 HeonToore ycaose uz meo-
pema |4.3 u 4.5, xao wmo je noxazano y npumepy 4.3 ucnymwasajy
npasoy2aoHUYY 06AUKG

8 A WL
8 oA
S
8~
8 N~
8 oo
8 A W
8 w i

SEEEN
8 ~ O
8 O~
8 w i

8~
8 N~
8 W o
8 A W

Fbuzoe 6poj je 3 u 0odzosapa urany F3 Pubonauujesoz nusza. Ilocmoju
25 HepedyKosanUT NPaeoy2aoRuKa Koju cy 080z obauka. IIpoyedypa
dama y anzopummy 4.2 noxasyje 0a nujedan 00 HUT HUje KAHOHCKU.

e 00 ceuz npasoyzaonuka Jumensuja 4 X 5 Heonrodre ycaose uz meo-
pema |4.3 u 4.5, xwao wmo je noxazano y npumepy 4.3 ucnymwasajy
NPABOY2AOHUYY 00AUKA

828 ~O
8 8 N0~
88 W
8 8 A w
8 8 oK
88 ~O
8 8 O~
8 8 Wi
8 8 A W
8 8 oA
88 ~0
82 8 N0~
8 8
8 8 AN W
8 8 WA

Ibuzxos 6poj je 3 u odeosapa urany Fy Pubornauujesoe nusa. Ilocmoju
38 nepedyko8aHUT NPABOY2GOHUKG CG PACMYROM NOYEMHOM KOAOHOM
xoju cy 080z obauka. IlIpoyedypa dama y anzopummy'4.2 noxasyje da
Hujedan 00 HUL HUje KAHOHCKU.

4.2 Knacudpuranyja koMOMHATOPHUX O0jekaTa

YonmreHo pedyeHo, KIacupuKanyja KOMOMHATOPHUX 00jeraTa ce O THOCH
Ha ckyn objekara I’ u penanujy ekBuBaJieHIIUje ~ NePUHUCAHY HA HEMY.
IIpo6aem knacudpuranuje 3a (I', ~) ce moske Ppopmynucatu na caenehn
HAaYNH:

Tenepucamu ckyn X Koju cadpacu mawHo jedan objexam u3 c8ake Kaace
exgusasenyuje defunucane peaayujom ~ Ha ckyny I' uau saxpywumu da
jge I' npasan cryn.

Penanuja ~ m3 nperxonHe ¢opmynanuje Moske OUTH NPOM3BOJHHA
penanuja eKBUBAJEHIMje, ajld Ce y HACTABKY MOAPA3yMeBa Oa je TO
penanuja narta uspasom (4.1) koja je mepunucanma mejctBom rpyme G
Ha crym .
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Kanma cy y nmuramy JaTHHCKM KBaApaTw, NpobieM KiIacupuranmje
KOjUM ce DaBU OBO IIOIJIABJLE CE ONHOCU HA PEeJIalidjy M30TOMINje U MOXKE
ce popmynucatu Ha cienehu HauwmH:

T'enepucamu ckyn 3 Koju cadpxicu MasHo je0GH AAMUNCKY K8a0Pam u3
caaxe xaace uzomonuje cxyna I'y,.

Enemenrapra m HeepurkacHa TeXHUKA 3a KJIACHQUKANU]Y je nOa ce

Hajupe reHepume ckyn I', a 3aTuM na ce U3 mera yKIOHU U30MOP(HOCT
npuMmenyjyhu caemehu anropuram:

AJITOPUTAM 4.3 [ memzomop¢uu(ckyn oGjexkara I') |

1 X=0;

2 forall X eT

3 if y crymy X me mocToju Y tako ma je X ~Y
4 Y :=XYUX;

Ilakne, 3a cBakm objerkar X ce umcnuryje ma au je uzoMopdaH ca
HekuM oGjexkToM koju je Beh y ckymy ¥. Ako To Hmje cayuaj objerar
X ce momaje crymy X, a 'y cynporHOM ce TO He pamu. Ckyn X Ha Kpajy
camgp:KA TAYHO jeTHOT IPEACTABHUKA CBaKe KJIACE.

Axo ce y 2. guHUjU aJropurMa ejJeMeHTUMa CKyla | mpucrymna mo
JIEKCUKOT'PA(CKOM IOPETKY, CKYI X Ha KPajy CaIp:KM KAHOHCKOT IIpe-
CTaBHUKa CBaKe KJlace.

HacraBax oBor mormaBma canp:iy e(pUKACHHU]E TEXHUKE 3a KJIACU-
¢urranmjy Tpon3BOBHUX 00jeKara, a 3aTUM Ce pPa3MaTpa IPUMEHA OBUX
TEXHVKA Ha IpobJieM KiIacuuKranuje JaTUHCKUX KBaAPaTa y OQHOCY HA
pejanujy m30TONuje.

AnropurMu Koju ce pa3MaTpajy cacroje ce ox aBe dase:

e zemepucame cmabaa npempaze Koje canp:ku cBe O0jeKTe U3 CKyma
I" xoje Tpeba rnacuprroBaTu.

® YKaahame u3oMopPusma uz cmabaa npempaee, OJHOCHO TEHEPUCAH€
ckyma X C I' 6e3 mebhycobro mzomopdumx objerara, Taxko na je
CBAKM €JIEMEHT CKyna | m30MOpdaH ca HEKUM €JIEeMEHTOM U3 X..

IIpBu meo je Tema Hapemae Tauke. Y H0j Cy Oakjie, pa3MaTpama KOja
Cce TU4y caMO KOHCTPYKIUje o0jekara, 0e3 ncnuTuBama n30MOP(PHOCTH.
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4.3 KoucTpyEKnuja KOMOUHATOPHUX ODOjerkaTa

Anropuram 3a KOHCTPYKIH]Y CBUX KOMOMHATOPHUX 00jeKaTa HEKOT TU-
ma moAgpa3yMeBa IOCTENeHy NPOIEeNypy, Koja kpelie o wmHUIUZjaTHOT
objekTa, mpomupyje ra Ha CBe MOTyhe HAauMHE W IMPEKO MapIlijaJTHUX
(menmornynux) objexkaTa HOBOAM HO NMOTIYHUX (3aBPIIHKUX) objekara.

CrpykTypa HAJIOroJgHUja 3a Pa3BOj OBAKBE Ipolerype je crabio.
Koper R crabna moxke ma Oyne mpas3al Wil Oa CAOPKU HEKU WHUIM-
jasqau objerar. M3ameDhy uBoposa X m Y mocroju rpana ako ce Y mo-
buja y jemHoM Kopaky mpomwupemeMm objekra X. JlucroBu ma mocien-
meM HUBOY cTabja caapske MOTHyHe O0bOjeKkTe, a JUCTOBU HA OCTAJIUM
HUBOUMA HEIOTIyHe O0DjeKTe KOju ce He MOI'y naJjbe IPOUINPUTU.

3a cBaku YBOp X, CKyI HErOBUX HENOCPEIHUX HACIEIHUKA (CUHOBA)
y HacraBky he Guru oszunauven ca C(X), a BEroB HENOCPEIHU IPETXO -
muk (oram), ako mocroju, ca p(X).

Koucrpyruuja crabia ce MOske peann3oBaT HAPEAHUM PEKY P3UBHAM
aJITOPUTMOM.

AJITOPUTAM 4.4 [ crabno(usop X) ]

if X je mornyn oGjexar
return;

C(X) :=npommupu(X);

for all Y € C(X)
crabao(Y);

T W N

Crabno je makne ompebeno rkopeHoMm R KOju je apryMeHT IPBOT
no3uBa nporenype u pyuruujom npowupu(). OHa 3a ob6jekar X msapauy-
HaBa CKyn merosux cuuoBa C(X) KOju ce mobujajy y jeIHOM KOPakry
npoumpyjyhu X Ha cBe moryhe Haunne. Anropuram ce 3aTUM peKypP3U-
BHO OpuMemyje Ha cBaku objerar u3 cryna C(X).

Cryn C(X) nobujen y 3. nuHUju aaropurMma je mpasaH ako je X
mapIiujajiHd 00jeKaT KOju ce He MOKe JaJbe IPOUIMPUTH, OTHOCHO aKO
He IOCTOju HOTIyHU O0jekaT Koju ce qobuja mpommpuBameM 0OjerTa
X. Y Tom cayuajy, TOK ce mpemaje mo3uBajyhoj (GyHEIUjU, OTHOCHO
anmropuram ce Bpahia kopak ymaszan (backtracking) u mpesasu ce Ha
HOBU MaPIjaaHu 0OjeKar.

Y HapemHO] TauKM ce pa3MaTpa IPUMEHa yIpaBO ONKCAaHE IPOIe-
Oype 3a KOHCTPYKNOUjy cTabja Koje Ha MOCIeIHheM HUBOY CAIPKU CBE
JIATUHCKE KBaapare oxpebheHor pena.
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4.3.1 Crabno nperpare 3a JaTUHCKE KBaIpaTe

Texnuka IprUKa3zaHa y ajJrOpuTMy cmab.ao ¥y IPETXOTHO] TAUKy Ne Ha-
jupe OUTH IpUMEHEeHa 38 IPOIIMPEHE JATUHCKOT TPABOYTA0OHUKA HOBOM
BPCTOM.

I'enepucame ckyma X CBUX JATUHCKUX HOPABOYTAOHWKA OUMEH3U)a
(k+1)xn, koju ce Mory qOOUTU OOAABAKEM HOBE BPCTE IPABOYTAOHUKY
L muvensuja k X n ce MOKe Peajn30BaTHU MO3WBOM PEKYP3UBHOI AJIIO-
puTMa H08a8pPCMa, aKO CEe Ka0o IPBU APryMEHT HaBede IPABOYTAOHUK
L, a xao KOJIOHA OJ KOje ce BPIIM KOHCTPYKIMja HOBE BPCTe HaBee
c¢=0. Cgyn X je mpe moueTka paja Ipolerype Mpa3aH, a HOBa BPCTAa
ce (opMUpa IMOCTENEHO, €JIEMEHT IO €JIEMEHT.

AJITOPUTAM 4.5 [ moBaBpcra(mpaBoyraouuk Ly ,, KOJIOHA ¢) |

if (c=n)

X:=XUL;
S :=CrymI KaHIUIATA 33 MO3UIU]y ¢ Y HOBOj BPCTU;
for all x € S

Ly = x;

umosaspcra(L,c+ 1);

O T W N~

Huramwe y 1. auuumju onrosapa nuramy ~if X je mormyn oGjekat”
y 1. smmauju aaropurMma cmabso. Cryn S y 3. aumHHju ce dpopMupa
y CRIamy ca NeGUHUNMIjOM JIATUHCKUX MPABOYTAOHUKA, OJHOCHO Y TOM
CKyIy Cy OHU €JIE€MEHTHU KOjU Yy TPEHYyTHOM MPABOYTaOHUKY HE IOCTOje
y Bpctu k 1 KojJoHuU c. Peanuzanuja 3, 4 u 5. n1uHUje OBOT aJropur™Ma
oArosapa mO3uBY (yHEIUje npowupu() y aaroputmy cmabno. Cryn
Y Ha Kpajy CaIp:KWU CBe INPaBOYTAOHUKE Ca IOCIEAlm-er HMBOA cTabIa,
KOje ce MMIIIUOUTHO (opMHupa y TOKYy pana ajaropurma. 1o cy cBu
npasoyraoununu auMensuja (k+1) X n koju ce nobujajy IpomUpUBaKEM
npaBoyraoHuka L HOBOM BPCTOM.

Anropuram Koju qonaje HOBY BPCTY PeOYKO8AHOM MPABOYTAOHUKY
je mcror obnuka, ajau ce y ciaydajy kana je ¢ = 0 ckyn S medurMIIe Kao
jemmoumnan, onnocuo tana je S = {k}. Osaj amropuram he y macrasky
OuTM O3HAUEH ca Hosaspcmal.

ITpumep 4.5 Zlodasame nose 8pcme AGMUHCKOM NMPABOY2GOHUKY “Uja je
jeouna epema 012, npumenom aszopumma HOBABPCTA je Npeicmasoero
cmabaom Ha cauyy 4.2,
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012
012 012
1 xx 2)()(\
012/-\012 012
10x 12x 20x
Haszaz 0 012
120 201

Cunuka 4.2: momaBame HOBE BPCTE JIATUHCKOM IPABOYTAOHUKY

[pumep 4.6 Jodasame nose epcme peayKOBAHOM AAMUHCKOM NPABOY2a-
onuky vwuja je jeduna epcma 0123, npumerom aszopumma soBaspctaP je
npedcmasmweno cmabaom na caunu 4.3

0123
1 XXX

0123/01123\

0123
10xx 12xx 13xx
0123 0123 0123 0123
10|3x 120x l2|3x 13|0x
0123 Hasan 0123 0123
1032 1230 1302

Cunuka 4.3: momaBame HOBE BPCTE PEIyKOBAHOM IPABOYTAOHUKY

Ckyn CBUX JATUHCKUX KBAAPATa pela N ce MOKe MeHepUCaT! HpU-
MEHOM aJITOPUTMA CMab.A0 U3 MPETXOIHE TauKe Ha Mpa3aH KOPEH, aKo
yaory ¢ymrnuje npowupu() nma ansropuram Hogaspema. Crtabio koje
ce mobuja Ha 0Baj HaumH Ha cBOM k-ToM HEBOY (1 < k < n) caump:xu cse
JIATUHCKE MPaBOYTAOHUKE NUMeEH3uja k X nm. Y HACTaBKy Ne ce O3HaKa
T,, ooHOCUTH Ha OBaKBO CTabJIO.

IIpumep 4.7 Ha cauuyu'4d.4 je damo cmabao Ts3. Bpoj dobujenux npasoyza-
OHUKG HG CBAKOM HUBOY je jeonak odzo8apajyhum epedrocmuma y mabeat,

I(n—1)!
2.1 nommoncenum ca “0 ,) .
(n—k)!
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/Oxx\ /lxx\ /2“\
10x
012 021 102 120 201 210
012 012 021 021 102 102 120 120 201 201 210 210
1xx 2xx 1xx 2XxXx 0xx 2xx 0xx 2XxXx 0xx Ixx 0xx Ixx

|

012012 012021021 021102102 102120 120120201201 201210210210
10x 12x 20x 10x20x 21x01x02x 21x 01x 20x 21x 01x 02x 12x02x 10x 12x

012](012]021 021 102{]102|{120}|120 201 201](210}{|1210
120]{201]{102 210 021]210{012]{201 012 120(|021{]102
012 012 021 021 102 102 120 120 201 201 210 210
120 201 102 210 021 210012 201 012 120021 102
2xx 1xx 2xx Ixx 2xx 0xx 2 0xx 1xx 0xx Ixx 0xx
012 012 021 021 102 102 120 120 201 201210210
120 201 102 210 021 210012201 012 120021 102
20x 12x 21x 10x 21x 02x 20x 01x 12x 01x 10x 02x

012{|012}{021 021 102]|102)|1201120] (201 201{[210(|210
120]201}|102 210 021{|210}[012|{201] 012 120((021({102
201{|120)|210 102 210(1021)j201}{012 120 012{)102)[021

Cauxra 4.4: crabmno T3
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Cnuka 4.5: crabmo Ty

0123
13xx

0123
130x

0123
1302

0123
1302
2XXX

0123
1302
20xx

N

0123 0123

1302 1302
201x  203x

0123
1302
2031

0123
1302
2031
3xxX

0123
1302
2031
32xx

0123
1302
2031
321x

0123
1302
2031
3210
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Crym CBUX pedyko8aHuT JTATUHCKUAX KBaApaTa Pela 1 Ce MOXKe TeHeP-
UCATU IPUMEHOM AJTOPUTMA, CMabd.A0 U3 TPETXOAHE TAUKE HA KOPEH KOjU
canpsxku Bpery 0123...n—1, ako ynory ¢pyHKOUje npowupu() uMa aaropu-
TaMm nosaepcmaP. Crabiio koje ce mobuja HA OBaj HAUMH HA CBOM k-TOM
auBoy (1 < k < n) canp:u cBe penyKOBaHE JIATUHCKE NMPABOYTAOHUKE
muvensuja k x n. Y macTaBKy he ce o3Haka 1, OTHOCHTU Ha OBAaKBO
crabio.

[Ipumep 4.8 Ha cauyu 4.5 je damo cmabao Ty. Bpoj dobujenuzs pedyro-
BANHUT NPABOY2AOHUKA MG CE8AKOM HUB0Y je jednar odzosapajyhum epeod-
nocmuma y madenu 2.1

Y 0b6a npumepa Ha ” ciosbammem” HUBOY mperpare ([0IaBame Meaux
HOBUX BpcTa) Hema Bpahama (backtracking-a), jep ce nmpema Teopemu
1.10 cBakoM JIATUHCKOM TPaBOYTaOHUKY MOYKE MTOAATU HOBA BPCTA.
3aTo je CBaKM YBOp KOjU je MOTIYH IPABOYTaOHWK KOPEH moacrabia
ynju je 6ap jemaH JUCT HOTHYH JATWHCKUA KBAIPAaT.

Ha muBoy ”ymyTpamme” mperpare, OIHOCHO IPU PEANU3ANUJUA AT~
ropurama nogaepcma u woeaspcmalP curyanuja je npyraumja. OBne ce
[emaBa a HapUUjajHO Pellelkhe He BOAW MOTIYHOM PEIeHnY U y TUM
clIyJajeBUMa TOK ce Ipenaje mo3mBajyhoj ¢pyHrumju.

4.4 Anropurmu 3a KIacCUPUKAI]Y

Y NOPeTXONHOj TAUYKU CMO Pa3MOTPUIU AJTOPUTAM 33 KOHCTPYKIU]Y
crabmna mperpare, a y OBOj Ipeja3rMO Ha Kilacupuranujy objerara
noOujeHux y ToM cTabiy.

4.4.1 Texuuka dyBama oOjerara

Hexa je T crabno umuja cBaka aBa m30MOpQHA YBOPA UMa]jy M30MODPpHE
CUHOBE, TO jecT cTabJiio 3a ymja cBaka aBa yBopa X u Y BaKu:

Cl X~Y=NVZeCX)EWeCY)) Z~W

Iloxkazahemo ma amropmram KOju cienu, Kaa Ce IPUMEHU HA KOPEH
crabia koje 3amoBosbaBa ycaoB Clll, Bpmu kiracuGuKanujy y OQHOCY Ha
penamujy ~. Asropuram 3axTeBa UdyBame CKyna A HEM30MOPQHUX 06-
jexara Koju cy obpabenu no TpenyTra nmosua mponenype. IIpe mpsor
mo3uBa CKym A je mpasas.
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AJITOPUTAM 4.6 [ record(usop X) ]

if (Y € A Tako na je X ~Y)
return;

A:=AU{X}

if(X je mormyn oGjekar)
Y =XUX;

else
for all Y € C(X)

record(Y);

0O Ot Wi+

Hakne, kama mperpara gobe mo objexkra X, TecTupa ce MOCTOjarme
objexra Y y ckyny A koju je mzomopdan ca X. Y ciaydajy ma Takas
objerar mocToju, M3 masse mperpare ce onbamyje He camo X, Beh um
1eJ10 moacTabo unju je X KOpeH.

Kako crabmna mperpare Ha CBOjUM BUIIUM HUBOUMA CAAP:KE MAFbhe
(mapuujanne) objekTe, a MOTHYHM O0jEKTH Cy HA HAJHIKEM HUBOY, HA
0OBaj HAYMH Ce IMOCTWEE YRIamame m3oMopdHOocTU Beh Ha HUBOY map-
nujasHux objekara, TO jecT m3beraBa ce MPOJIA3aK KPO3 BEJIUKU OPOj
nmoncrabala KOja Ha CBOJUM KpajeBUMa MMajy M30MOpQHE IHOTIyHE 00-
jexre.

3a MOoKa3 KOPEKTHOCTU aJropurMma record, HeonxonHo je ciaenehie
TBpbheme:

Teopema 4.10 Heka je yx 03MHAKG 30 KAGCY eke8uBaAENUUJE Y KOJO] je 00-
jexam X. Y cmabay npempaze xoje 3a0o8omasa ycaos C ce mooce dedumn-
UCAMU PEAGUUIA NOPEMES < HA KAACAMG EKBUBAAEHUUJE Y80POBA, MAKEA
da 3a ceaxu weop X pazaunum 00 KOPENa 8ANCU Vp(x) < VX -

Lloxas:
Hexa je G 2pag xoncmpyucan na ocrosy cmabaa T na caedehu navun:

1. Yeoposu epaga G cy xaace exeusarenyuje objexama uz cmabaa T

2. Y epagy G 3a cearu weop X xoju nuje wopen cmabaa T nocmoju
2pana yemepena 00 Kaace Ypx) 00 KAace yx.

Tpeba dokazamu da epad G ne cadpaxcu yukayc.

IIpemnocmagumo cynpommo, 00HOCHO 0G NOCMOJU YUKAYC Y KOjeM CY
KAGCE EKBUBAAEHUUIE Y0, V1, -y Ym—1 Maxo 0a 3a ceaxo i € 0,1,....m —1
nocmoju 2para 00 y; 00 Yit1(mod m)- 3a j €0,1,... youumo nuz weoposa
Xj € ;. 3a damu objexam X; nocmoje objexmuY € vj U Z € Yji1(mod m)
maxeu da je X ~Y uY = p(Z). Ipema ycaosy Cll y KAacU Vi1 (mod m)
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nocmoju objexam X ;11 maxae da je X; = p(Xj41) v da je Xj11 ~ Z. Ha
088G HAMUH CE MONCE KORCMPYCUAMU NYM NPOUIBOLHE OYNCUNHE Y CMa-
oay T unodyxosan ca Xo, Xq,.... Oso je mehymum xonmpaduxuuja, jep je
cmabao T xonauno.

Laxane, epad G He cadpacu yuraAyc, NG MONOAOWKO COPMUPATHE TELOBUT
KAGCA eK8uBanenyuje 0aje mpanceny Peaayujy nopemra Ha »humd.

Canma ce y3 momohl mperxomgHe TeopeMe MOKE JOKa3aTU KOPEKTHOCT
ajgropuT™ma  record.

Teopema 4.11 Kada ce npumenu na xoper cmabaa Koje 3600805084 YCA08
C1 npouedypa dama y aseopummy record gopmupa ckyn X Koju cadprcy
mauno jedan momnyM objekam uz ceake Kaace exksusaneHyuje oopeherne
DEAAUUJOM ~.

Loxasz: Ilpema cmpyxmypu aazopumma Henocpeoro caedu 0a cxyn X
HAQ KPajy cadpacu wajeuwe jedan nomnym objexam us ceake Kaace exeu-
sanenyuje. Tpeba doxasamu u 0bpammo, 00HOCHO 0a 3G CEGKU NOMNYH
objexam X wa kpajy pada aseopumma record y cxyny X nocmoju objexam
Y makas da je X ~Y .

Hajnpe, mpeba npumemumu da ce objexam u3 Kopena cmabia HaAa3U
y ckyny A, xao u da ce ceaxu nomnyn objexam Koju je y ckyny A waaasu
U Y cKyny .

IIpemnocmasumo da nocmoju wenpaszan cxyn S nomnyHur objexama
KOJu Hemajy uzomopdne objexme y ckyny X, a mume nu y ckyny A. Hs
npemzroone meopeme caedu 04 NOCMOJu MUNUMGAHG KAGCG Y80PO8A U3
cxyna S. Hexa je X eaemenm me xaace. Kaxo X wuje xopew cmabaa, mo
nocmoju weop p(X). Yeop p(X) nuje y cxyny S, jep b6u y mom cayuajy on,
a ne X 6uo murnumanran y wemy. axae, nocmoju objexam Y € A uzomop-
dan ca p(X). Oso je, mehymum xonmpadukyuja, jep 6u mada 360z ucnym-
jenocmu yeaosa Cll y cxyny A nocmojao u objexam Z € C(Y) uzomoppar
ca X.

Y peanusamuju 1. JuHUjE aJropuT™ma record ce ODUUYHO KOPUCTE
KAHOHCKa TpeciaunkaBama u3 gepuaunnuje [4.1. Hawmme, y crymy A ce
He yyBajy 00jekTu Beh HUXOBM KAHOHCKM OOJIMIN, I CE€ UCIUTUBAHE
“30MOP(HOCTHU peanusyje ynopebhuBameM KAHOHCKUX 00IMKa o0jexaTa.
[IperpaskuBame Beaumke kKoJeknuje objerara y ckymy A ce BpmIK KO-
puctehiv xem tabeny miau HEKYy APYry CTPYKTYpPY Koja ra yGpsasa.

Hajznauajuuja MaHa TEXHUKE KOja je OMMCAHA Yy OBOj TAYKU j€ MOTPe-
6a 3a uyBameM BeJUKOT Opoja objerkara y ckymy A. IIpyra remkoha je
HEMOTYHOCT Iapaenn3oBama aJIrOPUTMa, jep Mpolec IpeTpare Mopa
CBe BpeMe Ja UMa MPUCTYI CBUM JOTANAIILUM PE3yJITATAMA.
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Ilorenmnujanau npodiaeM je u YMHEHUIA & UCIUTUBAH€ N30MOP(PHO-
cTy, ma "W ynopebuBameM KaHOHCKMX OOJMKa pa3nmuuutux objerara
MO:ke Ja Oyne BeoMa 3aXTEBHO INTO Ce TUYE M BPEMEHCKUX U IIPOC-
TOPHUX pecypca.

Y HapemHO] TauKM Ce ajJropuraM record IpUMemYyje Ha JIATUHCKE
KBapaTe U Pejalujy U30TOIUje.

4.4.2 Kanacuduranuja JaTUHCKUX KBaIpaTa TEXHUKOM Uy-
Bama objekara

Heka je T, crabmo mperpare mepumuucano y moriaassmpy 4.3.1, xoje Ha
cBoM k—roM HuBOY (1 < k < n) caup:xu cBe JATUHCKE NPABOYTAOHUKE
nuMensuja k X n.

Bawxu cnenehe tpheme:

Teopema 4.12 Cmabao T, ucnymwasa ycaoe Cl y xojem je ~ o03naKa 30
PeaayuJy uzomonuje.

Lloxas: Hexa cy X u'Y weoposu cmabaa T, Koju cy uzomonnu u Heka
je g odzoeapajyha usomonuja. Ilo xoncmpykyuju cmabaa caedu ca cy X
uwY Ha ucmom wusoy cmabaa. Axo je mo k—mu nuso, mada cy X u'Y
npasoyzaoruyy dumensuja k X n.

Axo je Z € C(X), npema navuny xowcmpykyuje cmabaa (padom aseo-
pumMma HOBABpCTa ) npeux k epcma npasoyzaonura Z je jedHaro ca npeus
k epcma npasoyzaonuxa X .

X |- v

[\

X g Y

Z Y%

Cuura 4.6: uzoromuu npaoyraonunu X u Y mMajy M30TONHE CUHOBE
Z u W y crabay nperpare

Hexa je W npagoyeaonur koju ce 006uja npumeHom u3omonuje g wa
Z (cauxa [4.6). Ilpsux k epcma npasoyzaonuxa W je jednaxo ca npeux
k epcma npasoyzaonuxa Y. Kaxo ce cxyn C(Y) dobuja dodasamem nose
epcme npasoyzaonuky Y na cee moeyhe navune, caedu da je W € C(Y).

W3 nperxomue TeopemMe ciaeand ma ce MpoIenypa DaTa Y aJlOPUTMY
4.6/ - record moske mpumenuTu Ha ctabso T),.
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Ha Taj mauuH ce reHepurry npencTaBHUIM KJIACA, Tj. M3BPIIaBa Ce
rIacUPUKALja JATUHCKAX KBaApaTa Pefa n y ONHOCY Ha pesanujy
U30TOMNjeE.

Hexra je T moncrabao crabna T, uuje usopose obpabyje aaropwu-
tam record. Bpoj mmcToBa Ha mOcienmeM HUBOY crabna 1), je jenHak
Opojy KJaca M30TONHUje KBaJpaTa pena n, a OPOj YBOPOBA KOjU HUCY
auctoBu Ha k-toMm HUBOY (1 < k < n) crabna T),, onroBapa Gpojy kaaca
M30TONMje IPAaBOyraoOHUKa AUMEH3uja k X n.

IIpumep 4.9 V zopwem deay cauke 4.7 je npukazano cmabao Tz eenep-
ucarno y npumepy 4.7, a y dowem Odeay je mnodcmadbao T4 woje obpahyje
anzopumam record.

Ceu w60posu Ha npaom Hueoy cmabdaa T3 ce mozy dodbumu nepmymanu-
jom cumbona y weopy Pr, na arzopumam dame pazmampa camo nodcmadao
yuju je xopen Pi. Y mpeocmanom cmabay wsoposu Py u P3 cy usomonnu
( uzomonugja xoja Py cauxa y Ps je (r = (10),c = (201),s = (012)) ), na ce
dame pasmampa camo nodcmabao wuju je xopen Ps.

Dpoj weoposa na mpehiem nueoy cmabaa T4 odeosapa pesyamamy us
mabene 3.1, oonocno nocmoju mauno jedna xaaca uzomonuje AGMUHCKUL
xeadpama peda 3.

Texnrra Koja je ommcaHa cacToju ce u3 nBe dase:
e remepucame crabiaa nperpare (aaropuram 4.4/ - cmabao)
e kiacupuranuja ksaapara (amropuram 4.6/ - record)

3HaTHO yOp3ame, Kao M yIITena MEMOPHje Ce MOCTUKE CIIajareM
OBa [ABa AJIrOPUTMa, UKMMeE Ce OJCelame moacTtabasa ca W30TOITHUM
KBaAPATAMA BPIIU jOII y TOKY CaMOT TeHepucama crabia.

Asropuram koju oBo peasusyje je recordl. OuH ce makie, He IpU-
Mewyje Ha crabno T, seh muperrno remepumme crabmo T,.

AJITOPUTAM 4.7 [ recordl(usop X) |

if(kanorcku_paBoyraoHuk(X) € A)
return;
A := A U raHOHCKU_TIpaBOyraoHuk(X );
if(X je mormyn xBagpaT)
Y=Y UJX,;
else
C(X) :=moBaspcra(X,0);
for all Y € C(X)
record1(Y);

© 00 O Tl W N+
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012 [o12| |021] Jo21] [102] [102] (120} (120][201| (201 {210 (210
120 |201| |102| [210[ {021] [210[ [012| (201|012 {120] |021] {102
201{ (120 |210] 102 [210] [021] [201] (012|120 [012] [102] |021

012 012
120, [201
P> P3
012
120
201

Cnuka 4.7: crabno T5 u noxcrabao T4
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Oyurumje xanwoncku_npasoyzaonuk() y 1. muaujn m wosaspema() y
7. IVHUjU ce peanusyjy mcrouMmeHnM ajaropurmuma 4.1] 4.5l

Koperrroct asropurma record] je HEmOCpemHa MOCIEINANA KOPEK-
tHocTr asropurama cmabao(4.4) u  record(4.6), To ject ckynm ¥ Ha
Kpajy Calp:Ku TAYHO jelaH KBaApaT U3 CBAKe Kiace u3oronuje. Jemaoc-
TaBHUM MeHameM yluTa y 4. JUHUjU ce MOke mocTuhu na Y campsku
npasoyraounuke onpebhenux numensuja.

4.4.3 KanoHCka KIacuduranyja

Texnuka Koja ce ommcyje y OBOj TAUKM MMa BaKHY OCOOMHY ma ce OI-
JIyKa O TOME Ma JU JaJbe Pa3MaTpaTu MoACTabIIo YMju je KOPEH JUBOP
X nmomocwu JOKAJHO, CAMO HA OCHOBY CBOjcTaBa uBopa X, 6e3 ucnuru-
Bama HEroBe N30MOpPQHOCTH ca ApYTuM uBopoBuMa. OBakBa mpeTpara
MO:ke OuTH epuKACHO MapaJieln30BaHa, jep ce OIBOjeHa moacTtabiia
MOr'y mpeTpaskmBaTu He3aBucHo. JloOpa ocobmHa OBOr MeTOna je u
HEImoCTOjame moTpebe 3a MEMOPUCAEM MaPIUjaJHUX oDjerara.

Heka je I' ckyn objerara koje Tpeba KiIacU(PUKOBATHA y OTHOCY Ha
penamujy ~ u p : I' — I' kaHOHCKO TpecauKaBame y OAHOCY HA UCTY
penanujy (nepununuja [4.1). Hera je mamwe, T crabmo ca kopenom R
Koje camp:ku cBe objekre m3 I' 1 Koje 3amoBosbaBa caemehe yciaose:

C 2 EKanoncku obaux cearxoz nomnynoz objexma je waop y cmabay T.

C 3 3a ceaxu weop X # R xoju je y xanonckom obauxy, weop p(X) je y
KAHOHCKOM 00.AUKY.

Pasmorpumo Hapemun aaropuram:

AJITOPUTAM 4.8 [ ranoucka_knacudpuramuja(usop X) |

(X £ p(X))
return;
if(X je mormyn oGjerar)
Y =XYUJX,;
else
for all Y € C(X)
kaHOHCKa_kiaacupurammja(Y);

N O Uk W=
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Baxu tBpheme:

Teopema 4.13 Kada ce wa xopew cmabaa koje 3adogomasa ycaose C2
u O3 npumenu anzopumam KaHOHCKA_KJIACHUOPUKALUjA fopmupa ce ckyn
3 Koju cadpacu mauno jedanw nomnyw objexam uz ceaxe xaace odpehene
DEAAUUJOM ~.

okaz: Uz 1. u 2. aunuje arzopumma caedu 06 npoyedypa pasmampa
camo objexme Koju cy Y KAHOHCKOM O00AUKY, Ma Henocpedro caedu da he
Hajeuwe jedan nomnyr objexam us ceake Kaace exsusasenyuje bumu 0o-
dam ckyny X. Tpeba nokaszamu u obpammo, 00Hocko 0a hie uz caake Kaace
nomnyHur objexama bap jedan eaemenm bumu dodam cxkyny .

Hexa je X npouszeoman nomnyw objexam. Ipema ycaosy C2 wezos
rkanoncku obaux p(X) je weop ecmabaa. Mz yeaosa Ci3 caedu da cy ceu
npemzodnuyu objexma p(X) yxwyuyjyhiiv u kopen cmabaa, maxobe y warnown-
ckom obauxy. Odasde caedu Oa asz0pumam KAHOHCKA_KJIACUPUKALIL]A
obpahyje yeao nodcmabaro

R, ....p(p(p(X))), p(p(X)), p(X)
u na kpajy p(X) dodaje y cxyn 3, jep je p(X) nomnyn objexam.

Y HapemHOj TAUKM Ce yIpaBO OMUCAHA TPOIEAypa MpUMeEmyje Ha
JIATUHCKE KBaJpaTe U PeJalujy M30TOIuje.

4.4.4 KanoHCKa K1acu(UKaIUja JATUHCKAX KBAJIpaTa

Heka cy T, u T, crabma mperpare medurucana y moraasmy [4.3.1)
koja Ha cBoM k—roM HUBOY (1 < k < n) canpse penoMm, CBe JATUHCKE
IpaBOYTaOHUKE AUMEH3Uja kXN U CBe PeIyKOBAaHE JIATUHCKE IPABOyTa-
OHUKE UCTUX OVMEH3U]a.

Y cjl0Be HEONXOAHE 33 IPUMEHY AITOPUTMA KAHOKCKG_KAACUPURALUIQ
Y OMHOCY Ha peJIallijy M30TONHje UCIymaBajy u crabiso T, m ctabio
T,,. 360r Tora ce adropuTaM MOMe IPUMEHUTH Ha cTabiao T, Koje mMa
Mame YBOPOBA, Ia Ce MOKe ehUKacHUje 00paauTu.

Baxu cimenehe tBpbeme:

Teopema 4.14 Cmabao T,, ucnymwasa ycaoge C2 u C3 y Kojuma je ~ 03-
HAKG 30 PeAaYUY u30moniuje.

Loxas:

Yenoe C2 je uenywen, jep anzopumanm sosaspcraP () npu zenepucamy
emabaa T,, na nocaedmem nueoy zenepuwie cee pedykosane xkeadpame, a
KAHOHCKU NMPEOCTNABHUK C8AKe KAACE U0MONUJe AGMUNCKUT KE8adpama je
npema meopemu 4.4 pedykosan.
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Yenoe C3 je maxohe ucnywen. IIpemnocmasumo cynpommo, mo jecm
da y cmabay T,, nocmoju npasoyeaonur L woju je karmoncku, a 0a mezos
nenocpeonu npemzoonuk p(L) nuje xanoncku. Y mom cayuajy 6u noc-
mojaaa usomonuja g maxea oa je gp(L) < p(L). Mehymum, mada 6u
Henocpedno caeduno u gL < L, wmo je xonmpaduryuja.

W3 nperxonue Teopeme cienu ga ce NPONENypPa HATa Y AJITOPUTMY
4.8]- xanoncra-xaacupurayuje Moske IpUMeHNTH HA CTAbIIO T,, n Ha Taj
HAYUH M3BPIIUTY KIACUYUKAIja PEAYKOBAHUX (& TUME U CBUX) JIATHH-
CKUX KBaJpaTa pena n y OAHOCY Ha peJlallijy M30TOIUje.

Hexka je T/ moacrabmo crabaa T, umje usopose obpabyje amropu-
TaM KGHOHCKG_KAGCUPUKAYU]a.

Ha nmocnenmem suBoy ctabaa T, cy CBU peIyKOBAHU KBAAPATH Pea
N KOjU CY KAHOHCKU OOjeKTU, TO j€CT KOju Cy KAHOHCKU NMPEACTABHUIA
COINICTBEHUX KJyaca m3oronuje. Kako je mpema Teopemu 4.4] KaHOHCKU
IpPEACTABHUK CBaKe KJIACEe M30TONMje JIATUHCKUX KBaAPaTa PeIyKOBaH,
To Gpoj UBOpOBa Ha TOCTENHeM HuBOY cTabia 1), oarosapa OpoOjy
KJlaca M30TONUje JATUHCKUX KBaApaTa pena mn.

PasmoTrpumo octase musoe crabia 1. OGjextu Ha k-TOM HUBOY
(1 < k < n) oBor cTabia KOjU HUCY JIUCTOBU Cy PEMLYKOBAHU IPABOYTa0-
HULW JUMEH3Uja kX 1 KOjU CY KAHOHCKU (JIEKCUKOIPA()CKY MUHIMAJIHY )
Y CBOjOj KJacU U30TOIHUjE.

IIpumep 4.4 mora3yje ma KAHOHCKMA MPEACTABHUK KJIaCe M30TOINje
JIATUHCKUX NPaBOYTaoOHMKA He MOpa na Oyne penykoBaH, Ia je Opoj
npaBoyraonuka Ha k-Tom HUBOY cTabmaa T KOju HUCY JUCTOBU MAHU
on Opoja kJaca M30TONUje JATUHCKAX MPABOYTAOHUKA AUMEH3Uja k X
n. OH je jemar OpPOjy OHMX KJaca YMju KAHOHCKU MPEICTABHUK jecTe
PEeLyKOBaH.

[Ipumep 4.10 YV zopwem Oeay cauxe 4.8 je npuxasano cmabao Ty zemep-
ucano y npumepy 4.8, a y dowem deay je odzosapajyhie nodcmabro fi.

Ha npsom nusoy cmabaa Ty npasoyeaonux Py nuje xanoncku jep eaxcu
Py # p(Py) = Py, na dosaszu 0o odceyama noocmabaa wuju je xopen P.

Y npeocmansom cmabay npagoyzaonur Ps nuje xanoncku 3amo wmo je
Ps # p(P3) = Py, na doaasu 0o odceyama u nodcmabaa wuju je kopew Ps.

Bpoj weoposa na wemepmom nusoy cmabaa T 0dzoeapa pesyamamy uz
mabenel3. 1, mo jecm nocmoje dae Kaace u30MoONUjE AGMUKHCKUL KEAOPAMA
peda 4.

Bpoj weoposa na npeom, Opyzom u mpehem nueoy cmabaa T Koju
NUCY AUCTNOBU, 00208aPaA OPOJY ONUT KAGCA U30MONUJE NPABOY2AOHUKE OU-
Mmenauja 1 X 4, 2 x4 u 3 X 4 yuju kanoncku npedcmashuy cy pedykosan
NPaABOY2AOHUYY.
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0123
0123 0123 0123
1032 1230 1302
0123 0123 0123 0123
1032 1032 1230 1302
2301 2310 2301 2031
| P4 P3 |
0123 0123 0123 0123
1032 1032 1230 1302
2301 2310 2301 2031
3210 3201 3012 3210
0123
0123 0123 0123
1032 1230 1302
/\ P2 Pi
0123 0123 0123
1032 1032 1230
2301 2310 2301
| P4 P3
0123 0123
1032 1032
2301 2310
3210 3201

Cuuka 4.8: crabiao Ty u noactabiio fi
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Texnura Koja je ommcaHa cacrToju ce u3 nse dase:
e remepucame crabuaa nperpare (amropuram 4.4 - cmabao)
o rnacuduranuja (anropuram [4.8| - xanoncka_kaacudurayuja)

Kao u y npexonHoj Tauku, ommcaHa TEXHUKA CE€ MOKe 3HATHO MODOo-
JBIIIATU CIIAjaeM OBa IBa AJTCOPUTMA, YMME Ce OJMCelame moacradbalia
Ca HEKAHOHCKUM IIPaBOYTAOHUIMMA BPIOM jOII y TOKY CaMOI' T'e€Hep-
ucama crabia.

AnropuraM Koju OBO peanusyje je xanoncra_xsacupurayuje_l. On

ce makie, He nMpuMemnyje Ha crabio T,, Beh muperrHO reHepurne cra-
610 T} .

AJITOPUTAM 4.9 [ ranoncka_kiaacupurammja_l(usop X) ]

if(-kanoH_paBoyraocHuk (X))
return;
if(X je mormyn kBampar)
Y :=XYUX;
else
C(X) :=noBaspcraP (X, 0);
for all Y € C(X)
kaHOHCKa kaacupurammja_1(Y);

0O Ot Wi+

Dyurumje kanon-npasoyzaonuk() y 1. muauju u wosaspecmaP() y 6.
JIMHUJU Ce peasu3yjy UCTOMMeHuM aJjropurMmmMma 4.2 m |4.5.

KopexraocT anropurMma kanoncka_xaacudurayuja_l je HemocpenHa
HOCJIeANI[a KOPEKTHOCTU aJsropurama cmabao(4.4) u xanoncka_xaacu-
purayuja(4.8)), To ject ckyn ¥ Ha Kpajy cagp:Ky IO jelaH KBaIpaT U3
CBake Kjace M30TOIUje.

Ako ce 3. JIuHMja 3aMEHU JIMHU)OM
if(X je mpaBoyraonur aumensuja k X n)

CKyHI Y Ha Kpajy CaAp:Ku PeIyKOBaHE MPAaBOYTAOHUKE AUMEH3Uja k X n
KOjU CY KAHOHCKU.
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4.4.5 Cnabo KAHOHCKO HPOIINPEHE

Y 0BOj Tauk;m ce pa3MaTpa TEXHHKA KAHOHCKOT MPOIMUPEHma KOjy je
nepurucao Mekej [14]. T'maBrO cBOjCTBO OBE TexHUEKE je ma ce 06jexTn
FeHepUITy Ha KapaKTePUCTUYaH HAUMH, OJaKje MOTUYe U HA3UB IOC-
TYIKAa.

Heka je T crabiso nperpare ca ropeHoMm R, koje canpskm objerre
Koje Tpeba K1acupuKOBATH ¥y OZHOCY Ha penanujy ~. Heka je masme, w
¢yurnmja xKoja ceakoMm oGjexkry X # R nomemyje oGjexat w(X), Takas
na 3a cBaka ABa yBopa X m Y y crabay 1’ Basku:

X~Y = wX)~w)). (4.3)

O6jerar w(X) ce HasuBa caab Kanoncku omay objexma X .

OBo mpecnukaBame je yBek moryhe medurucatu. TpuBujanno ce
TO MOK€ YUUHUTHU TAKO IITO W CIUKA CBAKU OOjeKaT y KOpeH crabia,
a IpecinKaBame Koje ce yobrduajeHO KOPUCTU NPU KIACU(PUKAIUU je
JATO Y HAPEIHO] TEOPEMMU.

Teopema 4.15 Hexa je I(X) usomopdusam xoju objexam X npecaurasa
y wezos kanoncku obaur p(X) y odnocy wa peaauyujy ~. Ipecaurxasamwe w
dedunucano ca:

w(X) = I(X) " (p(p(X))) (4.4)

sadogomasa ycaoe (4.3), mj. w(X) je caab kanoncru omay objexma X.

p(X) oX) | <-22- [p(p(X))

X N GO A e

Cnuka 4.9: roHcTpykimmja caabor kaHoHCKOT oma w(X) objexra X

oxas: Hexa cy X vY daa usomopdra objexma. oxaxncumo da maoa
samcu u w(X) ~ w(Y), mo jecm da nocmoju usomopguzam Koju npec-
aukasa objexam w(X) y objexam w(Y).

Hexa je g = I(Y)™11(X). Henocpedno uz defurnuyuje npecaurasama w
u I, xao u wumenuye da 300e X ~Y eamncu p(X) = p(Y), caedu:

gw(X) = 1(Y)(X)I(X) ™ (p(p(X))) = 1Y) (p(p(Y))) = w(Y).
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[axae, g je mpancenu uzomopdusam xoju npecaukasa objexam w(X) y
objexam w(Y).

Y HapemHOM IpUMEpy je pasMOTpEeHa KOHCTPYKIMja ciaabor KaHOH-
CKOT' Olla JIATUHCKOT IIPABOYTAOHUKA.

[Ipumep 4.11 Hexa je dam aamuncky npasoyzaoHu

0 1 2 3
X=|1 2 3 0
2 3 0 1

Ipumernom npoepama xoju je umnaemernmayuja areopummald.l 3a xaron-
cKY cauky npasoyzaonurae X ce dobuja

0

p(X) =

LW D~
~ L N

3
1 2
2 0

Oozosapajyhu usomonuszam I(X) je (r = (021),c = (0213),s = (0213)).
IIpema meopemu 4.3 eaemenmu y nouemnoj 8pcmu U NO%EMHO] KOAOHU
KAHOHCKO2 NPABOY2aonuKa cy nopehanu y pacmyhem nopemxy, na je nep-
mymayuja epema y uzomonuzmy 1(X) jednosnaurno odpeherna nepmymanu-
jama cumbona u xoaona. 080 wam omozyhasa 0a UHEEP3HU UOTNONUIAM
I(X)™! deunuwenmo camo na ocnosy uHEEPsNUT MEPMYMayUja cumbona
U KOAOHG U 34MUM 20 MG HAYUH OGN Y NPEMIOOH0] MeopemU NPUMEHUMO
na p(p(X)). Onucana Konempyryuja je 0ama 1a Hapeoroj CAuYU.

p(X) o(X) p(p(X))
0123 0123 1(X)" 0123
D
1230 23011 (c=(0213),5=(0213)) 1032
0123 0123
I(X
1230 - g -)- ------------ > 11032
2301 (r=(021), c=(0213), s = (0213)) 5310
X p(X)
Cunra 4.10:  ROHCTpYKHMja CcJIabOT KAHOHCKOI OIa KAaHOHCKOL
IPaBOYTaOHUKA

Llaxae, crab xanoncku omay npasoyzaonuxa X je

0 1 2 3
2 3 0 1

w(X) =
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Cnab ranoncku ortan w(X) u ”obuuan” oran p(X) mory na Oyay y
paznuuntuM onHocmMa. Curyaluja koja je 3HadajHa je Kaja Cy OBa
nBa objexra m3oMOpQHa.

3a objexkar X 3a KOju BaKu:

p(X) ~ w(X) (4.5)
ce KaKe nOa je TreHepurucaHn CAAOUM KAHOHCKUM npowup EwLEM.

Mpumep 4.12 Ipasoyzaonux X usz npemzodroz npumepa (cauvkald. 10) auje
2ENEPUCAN CAADUM KAHOHCKUM Npowupemem, jep mezos omay p(X) u wezoe
xanoncku omay w(X) Hucy usomonnu.

Ipasoyeaorur p(X) uz npemrooroz npumepa jecte zenepucar caadum
KQHOKCKUM Npowupenem. Y oom cayyajy npecaurasane I(p(X)) je uden-
muuko, na je omay objexma p(X) ucmospemeno u we208 caabd KaAHOHCKU
omay,.

3a mBa m3oMmopdHa yBopa X m Y reHepucana ciaabrM KAHOHCKUM
npounmpemeM Ha ocuoBy (4.3) u (4.5) Bawu:

P(X) ~ w(X) ~w(Y) ~p(Y). (4.6)

IlpyruM peurMa, m30MOP(HU YBOPOBY NEHEPUCAHU CIAOUM KaHOH-
CKUM IIPOMKpERneM uMajy uzomopdue ouese (ciauka [4.17]).

h,
p(X) |- _h_l > oX) |- & > oY) | <7 | pY)

b G s | Y

Cuura 4.11: uzomopduu uBopoBu X m Y reHepucanu ciaabuM KaHOH-
CKUM HPOIIUPEHEM

IIpernocraBumo ma Ha HEKOM HUBOY cTabiia HeMa M30MOP(HUX UBO-
poBa u ma cy X u Y ob6jekTu reHepucanu ciaabuM KAHOHCKUM IPOIIUPE-
meM Ha ciaenehem mHuBOoy crabmna. VM3 mperxomHor pasmarpama Cjaenn
na, ako cy X u Y m3oMop¢HU, OHU UMAjy 3ajenHudkor omna. Jlakie, yk-
namame u3oMoppusma Mehy uBopoBnMa Koju ncnymasajy yciaos (4.5)
je MOBOJLHO cupoBecTu camo mehy cunosuma ucmoz oya. OBa ocobuua
ce MOKe MCKOPUCTUTHU 33 AJITOPUTAM KIACU(PUKAIM]E.
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Heka je T' cTrabiso mperpare ca kKopeHoM R u HEKa 3a HErOBE UBOPOBE
X n Y Baxke ycyoBu:

Cl X~Y=WVZelCX)FWeCY)) Z~W.
C 4  3acsaxu X # R, nocmoju Y maxae da je X ~Y up(Y) ~w(Y).

Kao mro je u panuje zHamoMenyTo, 3Hayemne ycaosa Cllje na nzoMop-
¢HM yBOpOBM mMajy m3omop¢ue curoBe. Cwmwucao yciaoBa C4 je na
Y CBaKOj KJIaCH EKBUBAJICHIWj€ IOCTOjU OOjeKaT KOju je TeHepUCaH
c1abrM KaHOHCKUAM IIPOIINPEHEM.

PaBMOTpI/IMO C.TIe,Z[el’_lI/I aJIropruTaM:

AJITOPUTAM 4.10 [ cnabo_rkanoucko_npomupeme(usop X) |

1 ¥:=XuUX;

2 A=

3 forall Z € C(X)

4 if p(Z) ~w(2)

5 if y ckyny A e mocToju Y TakaB ma je Z ~Y
6 A:=AUZ;

7 forall Z €A

8

cy1ab0_KaHOHCKO _Ipomupene(Z);

Hedopmanno, anropuram Bpmwu nperpary crabna T pasmarpajyhn
noncrabiao T Koje caap:Ku caMO UYBOPOBE IeHepucaHe CJIabuM KaHOH-
ckuM npomupemeMm. OBO ce mocTwke y guHujaMa 3 U 4 TAKO IITO Ce 33
CHMHOBE UCTOT Olla UCIUTYje Baskeme ycaosa (4.5). Y pasmarpamy Koje
HEMOCPEAHO MPETXOAU AJrOPUTMY MOKA3aHO je ma caMmo mebhy TaxkBum
objerTuma Tpeba TpakuTy M30MOpOdHE, ma ce y 5. u 6. JIMHUjU aj-
FOPUTMA TOCTIHKE jeAMHCTBEHOCT MPENCTABHUKA CBAKe KJIACE Y CKYIy
A. Ersucrennuja npeacraBHUKA CBakKe Kjace y CKyILy Y je obe3bebena
360r Baskema ycaoBa C4l

Axo je < penanuja mopeTka Ha CKymy 4uBOpoBa ctabma T m ako ce
3. IuHMja AJCOPUTMA PEeain3yje TAKO IITO Ce OOjeKTH MPEeTpakKyjy On
"Mamux” kKa "BelimMa” y omHOCY Ha <, TaJga CKyI X HA KPajy CaApPKU
KAaHOHCKOT IIDENCTaBHUKA CBAKe KJace.

Iloka3 mapemHe TeopeMe je (GopMaJiaH OKa3 KOPEKTHOCTU AaJIro-
pUTMA CAA0O0_KAHORCKO_ND OWUP EBe.
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Teopema 4.16 Kada ce anzopumam c1abo_KaHOHCKO _IPOUIUPEH-€ NpuMe-
HUu Ha cmabao npempaze T y xojem saxnce yeaosu Cl u C4, zenepuwe ce
ckyn X Koju cadpocu mauro jedarn objexam uz ceare usomopgre xaace 06-
jexama uz cmadbaa T.

Hoxaz: Hexa cy uzomopgne xaace weoposa nopehare ma HauuM Koju
caedu uz meopeme [4.10. loxaz ce moxmce uzgpuumu unOyKyUjom no peo-
HOM OpojJy uszomopPre kaace. Kako je jedunu esemenm y npeoj usomopdroj
KAGCU KOPEH CMAbAG, G APZYMENM NPEOZ MO3UBE NPOYedYpe je Yynpaso
KOPEH, HENnocpeono caedu 0a je UCnYmeHa Nouemma uHOYKyujcka npem-
nocmasxa.

La bu dokazasu jedurncmeerocm eaemenma u3 c8aKe uU30MopPre Kaace
Y cKyny X, npemnocmasumo 06 jeOuHCMEeRoCm 8axcy 3a npeus | xaaca,
Kao u da nocmoje dsa objexma Z1 u Za uz (I + 1)—ee xaace y ckyny X.
Osa dsa objexma cy npowaa mecm y 4. AUHUIU QAZOPUMME NPE HEZO U0
cy Y napedHom nozuey npoyedype 000aMu CKYny 3, na aANCU:

p(Z1) ~w(Z1) i p(Z2) ~ w(Za)

Kaxo cy Zy u Zy us ucme xaace, na ocnosy (4.3) eancu w(Zy) ~ w(Zs),
na je p(Z1) ~ p(Zsa). 360z undykyujcke npemnocmaske u wumbenuye 0a cy
p(Z1) u p(Z2) y waacu peda mamwee 00 |+ 1, caedu da je p(Z1) = p(Zs),
a KaKO ce Y 5. AUNUU GAROPUMMG USOMODPU3aM MeDY Cunos8uMa ucmoz
oua ykaamwa, caredu 06 je Z1 = Zs.

Tpeba 00Kazamu u e23ucCenyUfy eACMERa U3 C8aKe u30MopPre Kaace
Y cRyny .

Y z
p(Y) o(Y) o(Z) X
/ \
/ \
\
Y W z
|

IIpemnocmasumo da ona eaxcu 3a npeuz | kaaca u wexa je W objexam
uz (l+1)—ee xaace, mj. W € ~141 (eopwa cauxa). Hdoxaszahiemo da y cxyny
¥ nocmoju objexam uzomopdar ca W.
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IIpema yeaosy C4 nocmoju objexam Y usomopdar ca W maxae da je
p(Y) ~w(Y), a us nawuna na xoju cy nopeliane kaace nenocpeono caeou
Y €41 up(Y),w(lY) €.

IIpema undykyujcKoj npemnocmasyu y cxyny X nocmoju 4eop X , maxae
da je X ~p(Y), a uz ycaoea Cll caedu da nocmoju Z € C(X) maxae da je
Z ~Y. Hsz dedunuyuje caaboe kanoncroz podumena caedu w(Z) ~ w(Y),
00H0CHO

p(Z) = X ~p(Y) ~w(Y) ~ w(Z).

Laxae, objexam Z 3a0080ma8a ycao8 y 4. AuUNHUU aszopumma na ce
HAAA3Y Y CRYNY 2.

Baxbo je mamomemyT: nma ckym X Ha Kpajy paja OmMUCaHe IpoIe-
Oype Canp:KU IPeNCTABHUKE Kjaca ceur objerara y crabiy, OIZHOCHO
U mapuujajiHe U IMOTIOyHe o0jekre. AJsropuraM ce MOKe jeIHOCTABHO
MOIM(UKOBATU Oa OU Ce M3 CKyNa X M3ABajaii caMo MOTIYHU OOjeKTH.

4.4.6 Krnacudpuranuja JaTUHCKUX KBaApaTa CIaOUM KaHOH-
CKUM IPOIIUPEHEM

Y 0BOj TauKM ce pazMaTrpa NPUMEHA TEXHUKE CIa00r KAHOHCKOT IPOII-
pema, mare y NPEeTXOIHO] TAYKM, HA JATUHCKE KBaIpaTe.

Hexa je T, crabmo mperpare nedpunucano y tauku 4.3.1) koje Ha
cBoM k—rom HUBOY (1 < k < n) camp:u CBe JATUHCKE IMPABOYTAOHUKE
mamensuja k X n. Baxu cnenehe tpheme:

Teopema 4.17 Cmabao T, ucnywasa ycaoge Cl u C4 y xojuma je ~ 03-
naxa 3a peaayujy usomonuge, a w(X) = [(X) " (p(p(X))) npecauxasame
dedunucaro xao y meopemu 4. 15.

LHoxaz: Ucnywenocm ycaosa Cl 3a cmabao Ty, je doxazana y meopemu
4.12. Yeaoe Cl je y mom deay 6u0 HeONTo0aH 30 NPUMENRY METHUKE UY-
sama objexama (aneopumam 4.6 - record).

Lokxancumo da je ucnymwen u ycaos C4, mo jecm da y ceakxoj uzomon-
HOJ KAACU MOCMOJU AGMUNCKY NPAEOY2A0HUK KOJU jJe 2eHepucan Caabum
KAHOHCKUM TP OULUD ETEM.

Taxae npasoyzaoruk je KAHOHCKU NPAEOY2aoHuk. 3aucma, ako je Y
Kanoncku npagoyeaonuk mada eaxcu Y = p(Y), odnocho npecaukasame
I(Y) je udenmuuxro, na je

Laxae, y ceaxoj xaacu nocmoju weop Y maxae da je p(Y) ~ w(Y), mo
jecm ucnymwen je ycaoe CH4.
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W3 nperxonne TeopemMe cienu na ce NPOUEAypa IaTa y aJTOPUTMY
4.10l- caabo_kanoncro_npowupemwe MOKe IPUMEHATH Ha cTabimo 1), u Ha
Taj HAYMH M3BPUINTU KJIACKUPUKANM]A JIATUHCKUX KBaApaTa pena n y
OIHOCY Ha PeJIAIU]y M30TOIHUjE.

Hexka je T) momcrabno crabmaa T, umje usopose obpabyje anropu-
TaM €Aab0_KaHOKCKO_Npowupene. Bpoj UBOpOBa Ha MOCIEAIHEM HUBOY
crabaa T, ogrosapa Gpojy Kjlaca M30TONHUje KBaApaTa pena n, a 0poj
ugopoBa Ha k—roMm HuBOy (1 < k < n) crabaa T, Koju HUCY JUCTOBH,
oaroBapa OpOjy KJaca M30TONUje MPaBOYTAOHUKA AUMEH3Uja k X n.

TexHuka Koja je ommMcaHa, KAO M TEXHUKE Yy IPETXOIHUM TadKaMa,
cacToju ce U3 nBe ¢ase:

e remepucame crabiaa nperpare (amropuram 4.4l - cmabao)

e rinacuduranuja (anropuram [4.10] - caabo_karoncro_npowupemne)

W y oBom cayuajy Moske ce mocTuhu 3HATHO TOOOJBIIALE CIIajamheM
oBa nBa ajJropurMma. AsropuraMm KOjuUM Cce TO peaJsusyje je caabo_karo-
nexo_npowupewe_I. OH ce makie, He mpuMmemyje Ha crtabmno T,, Beh
IUPEKTHO reHepuiie crabio 1) .

AJITOPUTAM 4.11 [ cnabo_rkaroHCKO_mpomupeme_1(usop X) |

if(X je mormyn KBagpar)
Y :=XUX;
else
A = 0;
C(X) :=noBaspcra(X,0);
for all Z € C(X)
if p(2) ~ w(Z)
if y ckyny A me moctoju Y takas ma je Z ~Y
A:=AUZ,
forall Z e A
cnabo_KaHOHCKO_npomupeme_1(Z);

— = © 00 0O Ol Wi+~

— O

dyurnuja Hosaspema() y 5. JUHUjU Ce peau3yje UCTOUMEHUM aJiro-
put™moMm 4.5. Y nuHMjama 6 u 7 ce U3 maJber pa3MaTpama YKIAWmajy CBU
NPABOYTAOHUIM KOJU HUCY TE€HEPUCAHU CJIA0MM KAHOHCKUM IIPOIIUPEH-
jem, a y 8. murmju ce mebhy Opahom yknamajy uzomopdHn.

Kopekraoct anropurma caabo_kanoncko_npowupene_l je mocienuna
KOpekTHOCTH anropurama cmabao(4.4) u caabo_karoncko_npowupeme
(4.10), To ject ckym ¥ Ha Kpajy CAOp:KU 1O jeNAaH KBAIAPAT U3 CBAKE
KJIace.
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4.4.7 KaHOHCKO MpOIIUPEHE

Texuuka npencrasmena y tauru 4.4.5] moske ce mobospmary, ako ce
YCJIOBU HEOUXOMHUW 33 HEHY Peau3alujy YUUHE CTPOKUjuUM. Y OBOj
TaYKM, OCUM TOr'a na je uBop X reHepucaH cIabrM KAHOHCKUM IPOIIUpPe-
meM, Tj. na ucnymasa yciaoB p(X) ~ w(X), 3axresa ce u na je X no-
bujen npomupemeM objexra p(X) Ha KapAKTEPUCTUYAH HAULH.

W y oBom caiyuajy pa3zmarpamo karacupuranumjy objerara KOju ce
Haja3e y crabay mperpare T ca ropenom R.

Heka je m ¢yurumja xoja csakom objekty X # R momesmyje oGjerat
m(X), Tako ma 3a cBaka ABa uzoMopdHa yBopa X m Y ucTu M30MOp-
¢uzam koju mocroju uszmeby mux mocroju u mameby m(X) u m(Y).
OmHOCHO, HEKA je M MPEeCIuKaBalme 3a KOje BarKn:

X ~Y = (X, m(X)) ~ (Y,m(Y)). (4.7)

OGjerar m(X) ce HasuBa kanoncku omay objexma X. Ycaos (4.7) je
crpoxkmja Bep3uja ycaosa (4.3), ma ciaemu ma KaHOHCKA OTall jecTe U
c71ab KaHOHCKM OTall, aj OOPATHO HE BAKM.

Kao u ko c1abor KaHOHCKOT OI1a OBO MPECIUKABALE je YBEK MoTyhe
nepurucaru. TpuBujasHo ce TO MOkKE YUMHATU TAKO IITO 1M CJIUKA
cBaku o0Ojekar y cebe, a mpeciukaBame 3a Koje je y Teopemm 4.15
[OKa3aHo ha je cuab KaHOHCKU OTall 3a,10BoJbaBa 1 ycuos (4.7). Haunwme,
Basku caenehe TBpbheme:

Teopema 4.18 Hexa je I(X) usomopusam xoju objexam X npecaurxasa
y mezoa Kanoncku obauk p(X) y o0nocy na peaayujy ~. Ilpecauxasame m
dedunucano ca:

m(X) = I(X) ™ (p(p(X))) (4.8)

sadosomasa ycaoe (4.7), mo jecm m(X) je xanoncku omay objexma X .

Loxasz: Hexa je X ~ Y. Y meopemu 4.15 je doxaszano da je g =
I(Y)™'1(X) usomopgusam xoju npecaurasa o6jexam m(X) y objexam m(Y').
Lokancumo da uemu uszomopdusam npecaukasa u objexam X y objexam
Y, mo jeem da je (X, m(X)) ~ (Y,m(Y)).

3aucma, nenocpedrno uz dedunuyuje npecauxasane m v I, xao u wu-
menuye da 3602 X ~Y samncu p(X) = p(Y), caedu:

X = 1Y) I(X)X = I(Y) " p(X) = I(Y)'p(Y) = V.
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[Ipumep 4.13 U3z npemzodne meopeme caedu 0a je caab KAHOHCKU 0OMAl
AAMUHCKOZ NPABOY2G0HUKG U3 npumepa 4. 11 ucmospemero u me2o8 KaHoH-
CKU 0may, 00HOCHO 8ANCU:

Kanoncrxu omay npasoyzaonuka

0 1 2 3
X=|1 2 3 0
2 3 0 1

je npasoyzaoHuk
0 1 2 3
mX) =\, 3 9 1

Amnanorso kao y tauku 4.4.5 Moxke ce gqeprHICATH TOjaM KAHOHCKOT
npomupema. 3a objerkar X 3a KOju BayKU:

(X, p(X)) ~ (X, m(X)) (4.9)

KayKe ce [a je TeHepUcaH kanonckum npowupewem. Objerar X je makie,
PEHEPUCAH KAHOHCKUM MPOUIMPEHEM aKO IMOCTOJU HeroB ayToMOPhr3am
koju npecaukasa p(X) y m(X).

3a objerar KOju je reHEepUCAH KAHOHCKUM HPONUIUPEHEM Tj. HUCIY-
wasa ycios (4.9) ciaenu na je remepucan u caabuM KAHOHCKUM IPOIIADPEH-
jeM Tj. ma ucnymasa ycuaos (4.5), anu o6paTHO HE BaKU.

a a
pX) [--5 m) [-E-3] mov) | <3| o0
X | el I
PN AN
/\__,’al az’\ _

Caura 4.12: wm3omopdum uBopoBu X u Y TeHEpUCAHU KAHOHCKUAM
IPOIIMPEHEM

3a nBa m3omop¢dHa yBopa X u Y reHepucaHa KAHOHCKUM IIPOIIUPE-
meM Ha ocHoBy (4.7) m (4.9) Bakm:

(X, p(X)) ~ (X, m(X)) ~ (Y,m(Y)) ~ (Y, p(Y)). (4.10)

Ipyrum peurMa, M30MODP(HU YBOPOBU TE€HEPUCAHU KAHOHCKUAM IIPO-
mupemeM He caMo Ja uMajy m3oMopdue odeBe, Beh m m3mehy ouesa
HOCTOJU UCTU U30MODpu3aMm Kao uzMehy muxosux cunosa (cauxa4.12)).
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IIpernocraBumo na Ha HEKOM HUBOY cTadia HEMa M30MOP(HUX YBOPO-
Ba m na cy X u Y 00jeKTH reHepuCaHN KAHOHCKUM IIPONIMPEHEM Ha
caenehem mmBoy. V3 mpeTxomHor pasmaTpama ciiead Oa ako cy X u
Y m3omMop¢HU, OHM MMAa]jy 3ajeIHUYKOr OIa, KA0 M Aa je M30MOpQr3aM
Koju mpeciankaBa X y Y aymomopduzam HUXOBOT 3ajeTHUYKOL OLA.

Iakne, yraamame n3oMopduszma Mehy 4BopoBrMa KOjU UCIYHABA]y
ycaos (4.9) je NOBOBHO CIPOBECTU CaMO MeHy CUROBUMA UCTOZ 0UA U
mo ucnumyjyhu da au usmehy wur nocmoju uzomopduzam g Koju je ay-
momopduzam oya. OBa ocobruHa ce MO¥KE MCKOPUCTUTHU 33 AJCOPUTAM
KJIacUPUKALL]E.

Heka je T crabisio mperpare ca KOpeHOM R M HEKa BasKe YyCJIOBU:

C5 X~Y=>NVZelX)@AWelY)) (Z,X) ~(W,Y).
C 6 3a ceaxu weop X # R, nocmoju weop Y maxae da je

X ~Y u (Vop(Y)) ~ (Y, m(Y)).

Ycaosu Cblu C6 cy crposxkuje Bepsuje ycnosa Cllu C4l a y Behuun
crydajeBa, crabio koje 3amoBosaBa ycaoB Cll, 3amoBossaBa u ycioB
C5.

3uaveme yciaoBa (5l je ma m3oMop¢HU YBOPOBU MMa]jy U30MODPQpHE
cuaoBe m3MeDhy Kojux Baskum mcTuM m3oMopduzam kao maMmebhy ouesa.
Cmucao ycunosa Clfl je na y cBakoj KiIacu €KBUBaJICHNUje HOCTOjU 0O-
jeKaT KOju je TeHepUCaH KAHOHCKUM IPOIIUPEHEM.

Pasmorpumo Hapenun aaropuram:

AJITOPUTAM 4.12 [ raroucko_npomupemne(usop X) |

1 Y¥:=YUJX,;

2 A :={;

3 forall Z € C(X)

1 (Zp(2) ~ (Zm(2))

5 if An{aZ:ae€ Aut(X)} =0
6 A:=AULZ,

7 forall Z e A

8

KaHOHCKO_Tpoimupene(Z);

I'maBua pasaura mameDy ynpaBo HaBEIEHOT AaJTOPUTMA U AJCO-
purma 4.10 - caabo_kanoncko_npowupewe je y muauju 5. Ona auH-
uja ce y anropurmy 4.10 peanmusyje Tako mMTO Ce UCIUTY]€ MOCTO]aHmE
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uzomopguOor obGjekra ca Z y crymy A, pasmarpajyhium cBe m3oMop-
puzMe. Y alIropurMy KAHOKCKO_NPOWupeme TO ce YMHU pa3dMarpajyhn
caMo ayTtoMmop¢u3Me objexra X, mTo 3HATHO yOp3aBa nperpary. Kao
IITO CMO IOKAa3aJu y pasMaTpamy KOje HENOCPENHO NPETXOAU aJiro-
PUTMY KAHOHCKO_NPOWwupeme, OBO je oMOryheHno yciaoBoMm y 4. JUHUjU.

Hapenna teopema u meH noka3 cy ekBuBaJsieHTHU Teopemu 4.16| o
ropekrHocTu asgropurMma 4.10 - caabo_kanoncko_npowupene M EHEHOM
JOKa3y.

Teopema 4.19 Kada ce anzopumam KaHOHCKO_NPOIINPEHE NPUMENU Ha
cmabao npempaze T y xojem eaxnce yeaosu CH u C6 zenepuwe ce ckyn 2
Koju cadpucu mauno jedan objexam usz ceaxe usomopdre xaace objexama
uz cmabaa T

okas: Hexa cy uzomopfre xaace 480posa nonoso nopelare na nauun
xoju caedu uz meopeme 4.10. Jloxas ce moxce uzspuumu uHOYKUUIOM
no pedHom bpojy usomopgre waace. Kaxo je jeduwu eanemewm y npeoj
UBOMOPPHOJ Kaacy KoOper 0peema, HENOCPEOHO CAelU 0a je UCTYHEera noe-
mra uHOYKYUjCKa Npemnocmaesxa.

Ja 6u doxazasu jeOuHCMBEROC EAEMENTMA U3 CEAKE UOMOPPHE KAace
Y cKyny X, npemnocmasumo 0a jeduHCmeenocm eaxcu 3a npeut | xaaca,
Kao u da nocmoje dsa objexma Zy u Zy uz (I + 1)—ee kaace y cxyny 2.
Oea dsa objexma cy npowaa mecm y 4. AUNUJU AGAZOPUMMEG NPE HEZO UMO
cy Y HapeoHom nozuey npoyedype 000aMu CKYny 3, na 8aNCU:

(Z1,p(Z1)) ~ (Z1,m(Z1)) i (Z2,m(Z2)) ~ (Z2,p(Z2)).

Kaxo cy Z1 u Zy us ucme kaace, na ocnosy (4.7) eaxncu

(Z1,p(Z1)) ~ (Z1,m(Z1)) ~ (Z2,m(Z2)) ~ (Z2,p(Z2)),

odaxae caedu p(Zy) ~ p(Za).

Kaxo cy objexmu p(Z1) u p(Z2) y xaacu peda mamwez 00 1 + 1, caedu
oa je p(Z1) = p(Zs2), na uz (Z1,p(Z1)) ~ (Z2,p(Z2)) caedu da nocmoju
a € Aut(p(Z2)) maxae da je aZs = 7.

Odasoe caedu da axo Z1 € A, mada cxyn AN{aZy: a € Aut(p(Za)} y
5. aunuju nuje npasan, na ce Zo y 6. aunuju ve momaje ckyny A. Oso je
KONMPAOUKYUja ca npemnocmaskom 0a ce u Z1 u Zs wanasze y cxyny .

Tpeba dokazamu u €23UCMEHYUY EAEMEHME U3 CBAKE KAGCE Y CKYNY 2.
IIpemnocmasumo da ona eaxcu 36 npeux | kaaca u wexa je W objexam u3z
(I+1)—see xnace. Jdoxasahemo 0a y ckyny 3 nocmoju objexam uzomophan

ca W.
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IIpema yeaosy C6 nocmoju objexam Y uszomopdar ca W maxae da je
(Y, p(Y)) ~ (Y,m(Y)). Uz undyxyujcre npemnocmaske caedu 0a y cxyny
Y nocmoju X, maxae da je X ~ p(Y), na uz ycaosa CH caedu da nocmoju
Z € C(X) maxae da je (X, Z) ~ (p(Y),Y).

it g ---.a 3
Jmy) [ 7 m(2) o
/’/ I/ N
a’| p(Y) [ @] m@2) X
] I
] //’ \\
Yo w z aZ
ylﬂ '\_,//al e ’/gl

Hexa je a € Aut(X) maxo da je aZ € C(X). Henocpedno caedu da je
p(aZ)=X =p(Z) u (aZ,X) ~ (Z,X), na us (4.7), dawe caedu da je

(aZ,m(aZ)) ~ (Z,m(2)) ~ (Y,m(Y)) ~ (Y,p(Y)) ~ (Z,p(2)) ~ (aZ, p(aZ)).

Laxae, aZ nposasu mecm y 4. aunuju anseopumma. Caedu da ckyn X wa
Kpajy cadpacu objexam uzomopdan ca Z ~Y ~ W.

Kao u y aaropurmy 4.10, ckym X Ha Kpajy camp:Ku TpeacTaBHUKE
RJIaca ceur objekara y cTabiy, TO jeCT M maplidjajHe W TMOTIyHE 00-
jexre. AusropuraMm ce MOMKE jeAHOCTABHO MOIU(PUKOBATU Oa OU ce u3
CKyIa Y M3ABajajid caMO IOTIYHU OOjeKTH.

[Ipouenypa mara y alaropurMmy KaHOMCKO-NPOWUpene ce MOKe epek-
THO IapaJjen30BaTh, jep ce UCIUTUBae IiaaBHor ycuosa (4.9) onnocu
caMo Ha o0jexaT u Hmeropor oma. Takobe, mzomMopdHOCT ce mcuuryje
camo m3MeDhy cuHOBa MCTOr OIla, a y AATOM TPEHYTKY 3HAKE O APYTUM
objekTuMa OCUM HBUX HUje TOTPEeOHO.

4.4.8 Kuacuduranmja JaTUHCKUX KBaApaTa KaHOHCKUM
IPOMUPEHEM

Y 0BOj TaukuM ce pa3MaTpa IPHMEHA TEXHUKE KAHOHCKOI IPOMUpEena,
naTe y IPETXOMHOj TAYKWU, Ha JATUHCKE KBAApaTe.

Heka je T, crabmo nmperpare medpunucano y tauku 4.3.1, koje Ha
cBoM k—roM HUBOY (1 < k < n) camp:u CBe JATUHCKE IPABOYTAOHUKE
mumven3uja k X n. Baxun ciemehe tBpheme:



4.4. AJITOPUTMU 3A KIIACUPUKATINITY 81

Teopema 4.20 Cmabao T, ucnywasa ycaose CH u Ch y xojuma je ~ 03-
naxa 3a peaayujy usomonuje, a m(X) = I(X) 1 (p(p(X))) npecaurasame
degunucarno xao y meopemu 4.18.

Loxaz: 3navewe ycaosa CHy osom cayuajy je 0a u30monnu npasoyza-
OHUYY Y CMAOAY UMAJY USOMONHE CUHOBE USMEDY KOJUT 8ANCU UCTNU U30-
monuszam Kao usmely ovesa. Henymwenocm osoz ycaosa y cmabay Tp, je
eeh doxasana y doxaszy meopeme 412 (caura 4.6).

Loxancumo da je ucnymwen u ycaoe Clb, mo jecm da y ceakoj uzomon-
H0J KAQCU NOCMOJU AAMUHCKY NPABOY2A0HUK KOJU je 2eHePUCAH KAHOHCKUM
NP oOUWUP EHEM.

Taxae npagoyzaoruk je KaHOHCKU NpPagoyzaonuk. 3aucma, ako je Y
Kanoncku npasoyzaonuk mada sancu Y = p(Y), oonocno npecaukasamwe
I(Y) je udenmuuro, na je

Uaxne, y ceaxoj xaacu nocmoju weop Y maxas oa je (Y,p(Y)) ~ (Y, m(Y)),
mo jecm ucnymwen je ycaoe CO.

W3 nperxonHe TeopemMe cienu ga ce NPOIENYpPa AaTa Yy AJITOPUTMY
4.12! - xanoncko_MpoOWUpeEwEe MOXKE TPUMEHUTU Ha cTabiso T, u Ha Taj
HaYWMH U3BPIINUTHU KIaCU(UKAIN]a JJATUHCKIX KBaIpaTa pena n y OqHOCY
Ha peJlallijy M30TOMUje.

Hexra je T/ moncrabno crabmaa T, umje usopose oGpabyje aaropwm-
TaM KaHOHCKO_npowupeme. Bpoj UBOPOBA Ha MOCIEIHEM HUBOY CTabia
T onrosapa 6pojy KIaca M30TONMjE KBaIpaTa pela n, a 6poj 4Boposa
Ha k—rtom HuBOy (1 < k < n) crabna T,/ koju HUCY JUCTOBU, OArOBapa
O6pojy Klaca M30TOIMje IPaBOYTaOHUKA AUMeH3uja k X n.

Texnuka Koja je OomMCaHa, KAO0 M TEXHUKE y MPETXOIHUM TadyKaMa,
cacToju ce m3 IBe (hasze:

e remepucame crabaa nperpare (amropurtam 4.4 - cmabao)
o rinacupuranuja (anropuram [4.12] - xanoncko_npowupemwe)

W y oBom cayuajy cnajame oBa ABA aJrOPUTMa PE3YITUPA 3HATHUM
ybOp3ameM Iiejie Ipouesype.

Asropuram y KojeM je crajame peasim30BaHO je KaHOKCKO_npowupeme_1.
Oxn ce nakne, He npuMmemyje Ha crabino T,, Beh mupekTHO remepwurre
crabmo T/ .
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AJITOPUTAM 4.13 [ ranoncko_npomwupeme_1(usop X) |

1 if(X je mormyn kBampar)

2 Y =XUJX,;

3 else

4 A= 0;

5 C(X) :=noBaspcra(X,0);

6 for all Z € C(X)

T (Zp(2) ~ (Zm(2))

8 if AnN{aZ :a€ Aut(X)} =0
9 A:=AULZ,

10 forall Z e A

11 KaHOHCKO _npoumupene(Z);

dyuruuja wogaepcma() y 5. NUHUJU ce PeATU3Yje UCTOUMEHUM AJI-
ropur™moM [4.5. Y numuujama 6 u 7 ce u3 masser padMarpama yKIABmAjy
CBU IPABOYTAOHUIM KOjU HUCY I'€HEPUCAHU KAHOHCKUM IPOUINDPEHEM, a
y 8. auHuju ce mehy H6pahoMm yrnamajy n3oMopdHU.

KoperrHocT ajropurMa kanoncko_npowupemwe_l je mocaenuna KO-
pektHOCTH agaroputama cmabao(4.4) u xanoncko_npowupemwe(4.12), To
jecT ¥ Ha Kpajy CaIp:KU IO jeJaH KBaApaT U3 CBAKE KJIACE M30TOIUjE.

4.4.9 Ilpersen HaBemeHUX aJropuTaMa

Ha xpajy morsmaBma pa3MOTPUMO jOII jeTHOM HaBeAeHE aJlOPUTME.

Hajupe hie ykpaTro Outu onucanu ceu ajJropuTMU, a 3aTUM je IaTa
tabena 4.1 koja ce ompocm Ha amgropurMme 3a kaacupurarujy. Omna
caIp:KN yCiIoBe Koje cTtabiao Tpeba ma 3am0BosbaBa na 6u oarosapajyhn
ajJropuTaM 3a KiIacu(puranujy OMO IpUMEHEeH, Ka0 M HEKa MO3UTUBHA
U HETATMBHA CBOjCTBa aJIrOpUTaMa KOjU Ce IPUMEHY]Y.

o AJITOPUTAM 4.1

[ KAHOHCKU_IPABOYTaOHUK(IPABOYTAOHUK L ) |

3a maTyu JATUHCKYA MPAaBOYTAOHWE TE€HEPUIIE HEerOB KAHOHCKU 00-
UK y OXHOCY Ha pesanujy mzoronuje. (crp. [49)

o AJITOPUTAM 4.2
[ ramOH_paBOyraoHuK(npaBoyraoHuk Ly ,) |
Onnyuyjyha Bep3uja NIpeTxoqHOT aArOPUTMA. 3a NATU JATUHCKU
IpaBOYTAOHUK UCIUTY]je Ia JU je KAHOHCKU Yy OQHOCY Ha Pejalujy
nzoronuje. (crp. [49)
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AJITOPUTAM 4.3
[ HemzomopdHU(cryn objerara I') ]

EnemenTtapan ajaropruraM 3a KIaCUQUKALN]Y CKylla KOMOMHATOPHUX
oGjekara. (crp. [52)

AJITOPUTAM 4.4
[ crabno(usop X) ]

lenepuime cTabiio Koje HA CBOM IOCIIENEHEM HUBOY CAAPIKUA CBE
koMOuHaTOpHE O0jerre Hekor tuma. (cTp. [H3)

AJITOPUTAM 4.5

[ moBaBpcTa(npaBoyraoHuk Ly ,, KOJIOHA C) |

laTy maTUHCKU TpaBOYTraOHUK HA CBe HAUWHE IPONINPYje HOBOM
BpcroMm. Opgrosapajyhiu amropuraM Koju ce OIHOCHU Ha peyko-
6aHe TPABOYraoHUKE je o3HadeH ca noeaspemalP. (cTp. [54])

AJITOPUTAM 4.6
[ record(usop X) ]

Bpmu knacuduranujy Tpou3BObHIX KOMOMHATOPHUX O0Ojerara Me-
TomoM uyBama objekara. (ctp. [H9)

AJITOPUTAM 4.7
[ recordl(usop X) |

IIperxomam anropuTaM NPUMEHEH HA JIATUHCKE KBAAPATE U Peja-
mjy msorommje. (crp. [62)

AJITOPUTAM /4.8
[ kanoHCKa _Knacupuranuja(usop X) |

Bpmu kinacuduranujy npon3BobHEIX KOMOMHATOPHUX OOjekara Ka-
HOHCKOM MeTomoM. (crp. [64])

AJITOPUTAM 4.9
[ karouCcKka _knacupuramja_1(usop X) ]

IIperxomau aJropuTamM IPUMEHEH Ha JATUHCKE KBaAPaTe U pesa-
nujy msoronuje. (crp. 68)
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AJITOPUTAM 4.10
[ cnabo_rkaHOHCKO_pomupene(usop X ) |

Bpmu knacuduxanujy Tpou3BObHIX KOMOMHATOPHUX OOjerara Me-
TOZOM €JIaBOr KAHOHCKOT mpomupema. (crp. [72)

AJITOPUTAM 4.11
[ crabo_kanoHcko_npomupeme_1(usop X) |

IIpeTxomHM aATOpUTaM OPUMEHEH HA JIATUHCKE KBAApaTe U pesa-
mujy uzoronuje. (crp. [75)

AJITOPUTAM 4.12
[ kanOHCKO_npOomUpene(uBop X) |

Bpmu kinacudukanujy Tpou3BOLHIX KOMOMHATOPHUX OOjerara Me-
TOIOM KaHOHCKOT mpomupema. (crp. [78])

AJITOPUTAM 4.13
[ kamoucko_npommpeme_1 (usop X) |

[IpeTxomau ajropuTamM IPUMEHEH Ha JATUHCKE KBaAPaTe U Pesa-
uujy uzoronuje. (crp. 82)
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ci1 W3zomopdun yBopoBHM y cTabiy uMMajy M30MOpP(pHE CHUHOBE.
C2 KanoHCKM 06JIMK CBAKOT MOTIYHOr O0jeKTa MOCTOjU Yy CTabIIy.
Cc4 Oran cBAKOr KAHOHCKOT YBOPA je Y KAHOHCKOM OOJIUKY.
Cc4 3a cBaku 4YBOp, y CTADIY MOCTOjU HeMy M30MOD(aH UBOP
KOJU je reHepUCaH CIabuM KAHOHCKUM MPOIIUPEHEM.
Ch W3zomopdHU uBOpOBU y cTabiy MMajy m30MOp(pHE CHHOBE
n3meby rojux mocrtoju mctm m3omopduszaMm rkao uamebhy ouesa.
Cl6 3a cBaku 4BOp, y CTAbIy MOCTOjU HeMy M30MOD(aH UBOD
KOjU je "eHepUCaH KAHOHCKUM IPOIINPEHEM.
MMO3UTUBHA HEraTUBHA
YCJIOBU aJIrOpUTaAM CBOjCTBa CBOjCTBa
AJITOPUTMA, AJITOPUTMA
JyyBame MaplInjaTHIX
ci AJITOPUTAM 4.6 jemHOCTaBHA objerkara, UCIUTUBAME
record VMIIJIEMEHTAINA] &, M30MOP(HOCTH,
HeMoTyhHOCT
mapajen3oBama
jemHOCTaBHA
AJITOPUTAM 4.8 | uMmmiaemenTanuja, UCIUTUBAHE
C2 KAHOHCKA._ HE UCIUTUBAHE KAHOHUYHOCTU
c3 KJIaCUPUKALIL]a U30MOP(}HOCTH, BEJIUKOT Opoja
moryhuocT objekara
apaJjean3oBamha
AJITOPUTAM 4.10 UCIUTUBALE uyBame MapluujaHux
Cl1 c1ab0_KAHOHCKO_ M30MODP(PHOCTHI objekara,
c4 MIPOIINPEHE camo meby UMIIIEMEeHTannja caador
6pahowMm KAHOHCKOT POAUTEHA
AJITOPUTAM 4.12 UCIIUTUBAHE KOHCTPYKIKja Ipyme
Ch KAHOHCKO_ MaJjor 6poja ayrorommsama Aut(),
C6 IPOIIMPEH-E usoMopdusama UMIIJIEMEHTAIIN] &,
camo mebhy KAHOHCKOT DOIUTEIHA
opahom

Tabena 4.1: anroputMuy 3a KiIacUQUKALL]Y
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VimniemenTamnmja
aJaropuTama

TperyTHOo HajOOBM pe3ysTaT y KIACUPUKAIU]U JATUHCKUX KBaAPaTa
y omHocy Ha penanujy uzoronuje je mao Mekej [14] u ommocu ce nHa
kBagpate pena n < 8. OBaj pesyarar je mOOUjeH MMIIIEMEHTAIjOM
asropurMma 4.13| - xanorncro_npowupewe_l maror y tauru 4.4.8. Ocum
TEXHUKA ONMMCAHUX Y TOj] TAYKW, 3a Peayin3alvjy JUHUje

8 if An{aZ:a€ Aut(X)} =10

OBOI' Iporpama je Omiio HOTPeOHO OAPEennTH I'PYIY ayTOTOIM3aMa 3a
kBanpar X, mro je ypabeno rpanchopmucamem kBamgpara X y OAro-
Bapajyhu rpa¢ v(X) (xkao y rauku 1.2.2)) u 3atum ogpebusamem rpyme
Aut(y(X)) y3 momoh mporpama NAUTY.

Kao mebypesynrar (y crabiy mperpare mpe mocienmer HUBOA) I0-
OujeHu Ccy U MpeaCcTABHUIM KJIACA N30TOIM]e JIATUHCKUX IIPABOYraOHUKA,
mamensuja kxn3an < 8ul <k <n,amogaTHo je U3BPIIEHA U KJIACU-
¢uranuja npaBoyraonnka mumensuja k x 9 3a 1 <k < 4.

Pesynratu Mexreja us [14] cy naBemenu y 3. kononu tabeie [5.1.

5.1 UVwmnnementanuja KaHOHCKe KJIACU(PUKAIL]E

[Iporpam koju n3BpiIaBa KAHOHCKY KJIACU(DUKAIN]Y JTATUHCKAX KBAIPATa
Y OOHOCY HA peJlallijy M30TONMje je CACTABHU ne0 OBOr pana. Ibume
je kao u y [14] usspmena xinacupuranuja 3a kBaapare mo pema n < 8.
Kako je kopumrhena mpyra rexauka, omrosapajyhm mebypesymraru
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UMajy APYTU CMUCAO0, il je KOHAUAH Pe3yJsTaT, TO jecT Opoj mobu-
jeHUX KBaIpaTa UAEHTUYAH Kao y pany Mekeja.

Kao mro je maBemeno y rtaurm 4.4.4, nobujenu mebhypesynraru y
crabiy mperpare Ha HUBOMMA MIPE€ HOCJENEr, Y OBOM CIIyYajy HIpen-
cTaB/bajy OpojeBe OHMX M3O0TOTMHUX KJIACA YUjU CY KAHOHCKU IIPEACTABHU-
I PenyKOBaHU IIPaBOYTaOHUIU.

AnropuraM KeHOMCKG_KAGCUPUKGYUJA-2 KOJU je MMILIEMEHTUDAaH je
HEMTO Apyraduju on ajaropurMa 4.9- xanoncka_kaacuduxayujo_l HaBe-
nenor y tauku [4.4.4. VIsmene mucy cymruHcke u ypabene cy na 6u ce
oMmoryhumiaa peanausanuja mporpama ’ oeo mo meo”’, OmHOCHO ma Ou ce
crabso nperpare obpabusaso "HuBo mo HuBo”. OBO je OUIO BaKHO
300r qyror BpeMeHa NOTPEeOHOr 3a KIACU(PUKAI]Y, KA0 U BEJINKE KO-
YyyHE palgHe MeMOpHje Koja Ou Omia HEOMXOMHA 33 KIACU(PUKALU]Y U3
jemHOT meJa.

IIporpam je manucan y nporpamckom je3uky C, a €KCIEepUMEHU Cy
U3BPIIEHN HAa padyyHapPy ca IPOIEeCOPOM KOjU Paly Ha (PPEKBEHIUJU O
3,06 GhZ u mma 2GB PAM-a.

IIporpam je peanuszoBaH Taxko na je meros yia3 ¢aja F' ca cum
PeLyKOBAHMM HpaBoyraoHunuMma muMmensuja k X n (1 < k < n) roju
cy kanoHcku. OBU IPABOYTraOHUIUM CE€ IPOLIMPY]y HOBOM BPCTOM, & y
n3na3uu Gpajn G ce ynucyjy OHU HOBOJOOUjEHU MPABOYTAOHUIM KOjU Cy
TakoDhe KaHOHCKU.

AJITOPUTAM 5.1 [ kanoucka_knacudpuranuja_2(dajr F) |

1 ¢aja G =0
2 forall X € F
C(X) :=noBaspcraP (X, 0);
for all Y € C(X)
if(kamon_npasoyraounuk(Y))
G:.=GUY,

O U W

Ila 6u ce m3Bpmuia kiaacupuranuja ksanpara pema n (1 < n < 8)
npuMemeH je caenehin mocTymak:

e IporpaM je mpuMemeH Ha naTtoTeky file_ lxn Koja camp:Kud caMo
npasoyraouuk [012...n—1], yume je resepucana natoreka file 2xn
Cca CBUM DPEeIYyKOBAHUM IIPaBOYTAOHUIMMAa ANMEH3Uja 2 X N KOjU Cy
KAHOHCKMU.
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e IporpaM je mpuMeleH Ha maToTeky file 2xn Koja caapsKu CBe
IpaBOYTAOHUKE MUMEH3Uja 2 X N KOJU CY KaHOHCKU, YMME je TeHe-
pucana gatoreka file_3xn ca CBUM peOyKOBAHUM IIPaBOYTAOHU-
nuMa OUMEH3’ja 3 X N KOjU Cy KAHOHCKHU.

e porpam je mpuMemeH Ha maTtoTeky file_(n-1)xn Koja caap:ku
CBe MPaBoOyTaoHuKe muMeHsnja (n—1) X n Koju Cy KaHOHCKU, YnMMe
je remepucana gatoreka file nxn ca CBMM KBaJgpaTuMa pena n
KOjU CY KAHOHCKHU.

Iaroreke filekxn (1 < k < n < 8) kKoje mpeacraBmbajy OAro-
Bapajyhe HuBoe crabia nperpare cy Takobhe, cacTaBHU AeO OBOT Paja.

Pesysnraru nporpama cy matu y uyeTBpToj Kosouu Tabese [5.1. OBu
pesyararu cy npuxsahenu u objaBmenu y ” Exnuriaonenuju memodbpo-
juux an3oBa” (The On-Line Encycopledia of Integer Sequences) mon 6po-
jem A162545. (http://www.research.att.com/ njas/sequences/A162545)

Y mocnenmoj KoJOHU Tabese je YKYIHO BpeMme MOTpeOHO 3a reHep-
ncame oaropapajyhimx xsamgpara.
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OpOj M30TONMHUX KJIACA UUjU | YKYIHO Bpeme
k | n || 6poj U30TOMHUX KIraca CY KQHOHCKU IpPEACTABHUIN noTpebHO 3a
[14] || pexyroBanu mpaBoyraoHUIN FeHEPUCAHE
1|1 1 1
112 1 1
2|2 1 1
113 1 1
213 1 1
313 1 1
1|4 1 1
2| 4 2 2
3|4 2 2
4|4 2 2
1|5 1 1
215 2 2
315 3 3
415 3 3
515 2 2
116 1 1
216 4 4
3|16 16 14
416 56 34
5|6 40 31
6|6 22 22 1 ceryun
1|7 1 1
2|7 4 4
317 56 54
417 1.398 427
517 6.941 1.410
6|7 3.479 1.096
T 564 564 12 cexkyunu
118 1 1
2|8 7 7
318 370 330
418 93.561 20.259
518 4.735.238 509.027
6|8 29.163.047 3.144.797
718 13.302.311 2.847.673
81| 8 1.676.267 1.676.267 82 cara
119 1 1
219 8 8
319 2.877 2.409 52 cara
419 8.024.046

Tabena 5.1:
JIATUHCKUX KBAIPATA

nobujeHn pe3yJaTaTH aJIloOpUTaMa 3a KIACU(DUKAIN]Y




6
I[IpaBmu maJner pana

I';maBHO CBOjCTBO KOje pasimkyje mporpamM KOPHUIINEH y OBOM PamIy OI
mporpama KOju Cy paHWje naju KUCTe pe3yiTaTe je na OH He TPaHC-
(opmmIIe TATUHCKE IPABOYTaoHuKe (KBagpare) y rpadose, a ce Kiacu-
¢uranyja n3BpmaBa 06e3 ajara 3a MAHUNYJIANW]y rpadoBUMa KAO IITO
je NAUTY.

Burno je rakobe marmacutu u pasmarpame Mamer Opoja mpaBoyra-
oHnka koju cy mebypesynraru. Hawmme, amropmram KaHOHCKE KJacu-
¢UKanmje reHepuIle, Kao MTO je paHuje MCTAKHYTO, CaMO PEAyKOBAHE
JIATUHCKE IPAaBOYTaoHUKe. AKO je Iuib caMo KiIacuuKaiyja KBaapara,
a He W MPaBOYTAOHUKA OBO je OO0BW MPUCTYI O aJropuUTaMa KOju
TeHEPUIIY CBe NMPaBOYTaOHUKE.

IIporpam, kojum je m3BpIIeHA KIacHPUKANMja U KOjU je CaCTaBHU
€0 OBOT palia, Peajr30BaH je Ha padyyHapy ca IPOIECOPOM KOju paau
Ha ¢pexsernuju on 3,06 GhZ u mma 2GB PAM-a.

YKynHO BpeMe NOTpPeOHO 3a KIACUPUKAIU]y KBaapara pena 8 je
6uso 82 cara (rabena [5.1)).

Kako je 3a remepucame 2.409 penyrkoBaHUX OIPABOYTAOHUKA MUMEH-
3rja 3 X9 Koju Cy KAHOHCKMU Ouiio moTpedHO OKO 52 cara M KAKO MOCTOju
115.618.721.533 usoromuux knaca ksanparta pena 9 (rabesal3.1), mpo-
nemyje ce na 6m 3a KIacupUKANUjy KBagpaTa pera 9 MCTOM mporpamy
Ha UCTOM payyHapy Owuio moTpebHO BUINE XMUJbala T'OAUHA.

Ca gpyre crpase, BpeMe MOTPeOHO 3a KJIACU(DUKALN]Y KBaApaTa
pena 7 je camo 12 cexkyHnu, Ia ce MOKe IPOIEHUTU [ je HajBayKHUjU
y3pok HeMoryhHocTu knacuuranuje KBaapara pena 9 BUXOB BeJIUKU
O6poj, a He camMO eBeHTyaJHU Hemocrtamu aaropurma. OBo morepbyje
U YME-EHUIA O3 HU IPYTUAM ayTOPUMa HIUje yCIena Kilacuuranuja 3a
pen 9.

Bpewme morpebro 3a kimacu¢uranujy He yBehaBa caMo HeTOBOJLHO
BeJUKA ITpoIecopcka Op3mua, Beh u HegocTarak pamgae memopuje. Hawm-
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Me, BEJIUKU OpOj Kiiaca uMa 3a MOCIeIUIly Ja Ce HUXOBU IIPeNCTaBHUIN
He MOI'y 4yBaTH! y PaJHOj MEMODHjU IO Kpaja pala nporpama, seh ce
MOPAajy CMEMTATHA y CIOJBAIIKY MEMOPU]Yy IITO 3HATHO yCIOPAaBa IPO-
mec. OBo 6u ce y 6yayhuaocTu Mmorio pemuru kopuimhemeM yMPEeKEeHNX
pauyHapa on Kojux O6m cBaku odbpabrBao 3acebHO nmoncrabiio mperpare
¥ TUME Y CBOjOj PaTHOj MEMOPUJU UyBaO NEO CKyIa pellema.

IIIto ce camor ajaropuTma TW4Ye, HAjBUIIE BPEMEHA CE TPOIU HA
IpOBepaBame KAHOHUYHOCTY BEJIUKOr OPOja MPaBOYraOHMKA HA CBAKOM
HUBOY cTabJia, O KOJUX BPJIO MaJid MPOIEHAT jeCTe KAHOHCKUA. 3HATHO
yOp3ame Ou ce MOCTUTIO CMamemeM Opoja "kammumara’, mTo 06U ce
MOTLJIO OCTBAPUTU €BEHTYAJHUM IPOHAIAKEHEM HOBUX HEOIIXOIHUX yC-
JIOBa 33 KAHOHUYHOCT IPABOYTaOHUKA KOju uMajy k > 3 BpcTa, Kao IITO
je y taukm 4.1.2 ypabheHo 3a mpaBOyraoHWKe KOju MMajy 2 BpPCTE.

Ca mpyre crpaHe, Hampenak IPUMEHOM APYLUX aJjropuraMa (mpe
ceera asropurMma 4.13 - Kanoncko npowupewe) mopen HaBeIeHE MIeje
yMpeskaBama MOYKE Ce OCTBAPUTU U IODOJIIAKkeM OCOOMHA IporpamMa
NAUTY, wro noapasyMeBa 1 M3BeCTaH HAIPENak y Teopuju rpadosa.
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