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1 Uvod

Jedan od najlepsi prizora na svetu, i na sre¢u onaj koji mozete videti gde
god da ste, je no¢no nebo. Sve te svetlece tackice i fina prasina koje mozemo
videti na crnom platnu su oduvek budile ljudsku radoznalost. Sa razvojem
nauke pred nama se otvorio jedan novi svet u kome se nalaze razliciti objekti,
galaksije, planetarne magline, jata zvezda i mnogi drugi, svi zanimljivi i lepi
na svoj nacin. Za mene su od malena zvezde bile nesto jako zanimljivo i
misteriozno i kako sam rasla, raslo je i moje interesovanje za njihov nastanak
1 7ivot.

Zvezde nastaju gravitacionim sazimanjem meduzvezdane materije koje
moze biti spontano, izazvano gubitkom unutrasnje energije oblaka (spontani
gravitacioni kolaps) ili indukovano, izazvano udarnim talasima bliskih su-
pernovih, vetrovima vrelih masivnih zvezda i dr. Kada poc¢ne gravitaciono
sazimanje povecava se temperatura i gustina dok se u jednom trenutku ne ost-
vare uslovi za sagorevanje vodonika. Tada prestaje gravitaciono sazimanje i
zvezda se nalazi na glavnom nizu H-R dijagrama sve dok ne potrosi vodoni¢no
gorivo u jezgru. Kada se ovo dogodi zvezda napusta glavni niz, postaje nesta-
bilni crveni dzin sa jezgrom od helijuma i omotacem od vodonika. Jezgro
pocinje da se sazima i zagreva, a omotac se §iri i hladi. Ako pocetna masa
zvezde nije bila veca od 8M,, ona ¢e kroz fazu planetarne magline odbaciti
omotac i ostace samo vrelo jezgro - buduci beli patuljak, koji ¢e nastaviti
da se hladi. U slucaju da je njena masa bila 8M, < M < 30M, zvezda
¢e nekoliko puta proéi kroz stabilna (izvor energije je u jezgru) i nestabilna
stanja (izvor energije je u omotacu). Sve tezi elementi ¢e postajati nuklearno
gorivo dok se ne stvori jezgro od gvozda. Dolazi do eksplozije supernove od
¢ijeg jezgra ostaje neutronska zvezda. Crne rupe su tre¢a moguca krajnja
faza evolucije zvezda. One nastaju ako je pocetna masa zvezda bila veca od
30Me.

Ovakav tok evolucije se odnosi na usamljene zvezde. Medutim, najveéi
broj zvezda koje vidimo na nebu pripadaju visestrukim sistemima tj. sis-
temima koji se sastoje od dve ili viSe zvezda koje orbitiraju oko zajednickog
centra mase pod dejstvom uzajamne gravitacije. U ovom radu ¢emo posvetiti
paznju upravo jednoj vrsti dvojnih sistema kod kojih moze doé¢i do razmene
mase u toku evolucije - tesnim dvojnim sistemima cije su komponente beli
patuljci. Na pocetku ¢e biti rec¢i o usamljenim belim patuljcima, a zatim
o dvojnim belim patuljcima. Na kraju ¢e paznja biti posveé¢ena masama
belih patuljaka u tesnim dvojnim sistemima i utvrdivanju kako se njihova
maksimalna masa (Candrasekarova masa) menja usled rotacije i prisustva
pratioca.



2 Usamljeni beli patuljci

Beli patuljci su zvezde slabog sjaja (M, > 10™) i efektivnih temperatura
od oko 4000 K pa do iznad 80 000 K. Na H-R dijagramu nalaze se ispod
glavnog niza (klasa sjaja VII), a najveéi broj (75%) je u donjem levom uglu
dijagrama - ispod zvezda spektralne klase A (otuda i naziv ”beli” u njihovom
imenu, mada ih ima razli¢itih boja). Njihovi radijusi su reda 0.01R; =
7 x 108¢m, proseéna masa je 0.6M), a period rotacije je uglavnom duzi od
nekoliko casova.

2.1 Klasifikacija belih patuljaka

Spektroskopska posmatranja otkrivaju da se atmosferski sastav belih pat-
uljaka moze mnogo razlikovati od jednog do drugog tako da spektralni tip
D (eng. "dwarf”) ima nekoliko podtipova. Najveéu grupu ¢ine DA beli pat-
uljci (2/3 ukupnog brojal) u ¢ijim spektrima se vide samo apsorpcione linije
vodonika progirene pritiskom. Slede DB beli patuljci (8%), koji pokazuju
linija - kontinuum lisen karakteristika. Preostali tipovi ukljucuju DQ bele
patuljke sa karakteristikama ugljenika i DZ bele patuljke sa tragovima met-
ala u spektru.

Za usamljene bele patuljke proseénih masa 0.6M najdalje dokle evolu-
cija moze da ide je stvaranje jezgra od ugljenika i kiseonika koji su produkti
sagorevanja helijuma. Ovo jezgro je obavijeno tankim slojem helijuma c¢ija
masa ne sme biti iznad 1072M,. Spoljasnji sloj se sastoji od vodonika i nje-
gova masa mora biti manja od 10~*M, jer bi u suprotnom poécelo nuklearno
sagorevanje.

Ovakva struktura jezgara se objasnjava visokom povrsinskom gravitaci-
jom belih patuljaka koja vuce teza atomska jezgra ka centru dok laksa ispli-
vavaju pa zato imamo gotovo Cistu vodoni¢nu atmosferu kod DA belih pat-
uljaka.? Medutim, moze da se dogodi da je ceo vodoni¢ni omotaé odbacen
u fazi crvenog dzina tako da imamo bele patuljke tipa DB. Takode postoje
indicije da se povrsinski sastav, a sa njim i tip belog patuljka moze promeniti
u toku njegove evolucije: konvektivnim mesanjem spoljasnjih slojeva helijum
moze prodreti u tanki omota¢ vodonika, pa beli patuljak DA prelazi u tip
DB.

1 Zastupljenost je uzeta iz Carroll & Ostlie (2007).
?Na razdvajanje laksih i tezih elemenata uti¢u i gradijent pritiska i neravnoteza sila
koje deluju na jone.
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2.2 Hladenje belih patuljaka

Model koji se koristi pri proucavanju belih patuljaka ima sledece ele-
mente: jezgro zvezde, koje sadrzi skoro svu masu, je degenerisano i okruzeno
tankim omotacem od nedegenerisanog materijala. Ako bismo pretpostavili
da u jezgru belog patuljka vazi jednacina idealnog gasa, dobili bismo da je
njegova temperatura reda velicine 10° K. Na ovoj temperaturi ne moze da
postoji vodonik, a ako ima helijuma, u njegovim reakcijama bi se oslobodila
velika koli¢ina energije Sto je u suprotnosti sa posmatranim niskim lumi-
noznostima. Dakle, u jezgru belih patuljaka vazi jednacina degenerisanog
elektronskog gasa. S druge strane visoke efektivne temperature nam govore
da se povrsinski slojevi sastoje od nedegenerisanog gasa.

Pretpostavljamo da ne postoje unutrasnji izvori energije kao sto su nuk-
learno sagorevanje ili gravitaciono sazimanje. Posto nema gravitacionog
sazimanja onda radijus ostaje priblizno konstantan u toku vremena. Je-
dini izvor energije kada je najve¢i deo niskoenergetskih stanja ve¢ popunjen
je toplotno kretanje visokoenergetskih degenerisanih elektrona, koji mogu da
prevale velike razdaljine pre nego izgube energiju u sudaru sa jezgrima. En-
ergija se u belim patuljcima, dakle, prenosi toplotnim provodenjem (pre nego
zracenjem) koje je toliko efikasno da je unutrasnjost zvezde skoro izotermalna.
Temperatura znacajno opada tek u povrsinskim nedegenerisanim slojevima,
gde usled gradijenta temperaturedominira prenos energije zracenjem. Up-
ravo je omotac taj koji kontrolise stopu hladenja. Vreme hladenja je dato
jedna¢inom?

A M 5 2 5
fooo = 8.8 10°(35) (30 H () F () 1
gde je A (AJM) srednja atomska masa jezgra u atomskim jedinicama mase.
Vidimo da se najvreliji, a samim tim i najluminozniji beli patuljci najbrze
hlade. Sa druge strane, vreme hladenja za najhladnije bele patuljke sa L =
107%5Ly, je reda 10'° godina. Dakle, najhladniji beli patuljci imaju vreme
zivota koje povezujemo sa najstarijim zvezdama.

3Jednagina je preuzeta iz Hansen & Kawaler (1994)



3 Beli patuljci u tesnim dvojnim sistemima

3.1 Dvojni sistemi

Kao sto je ve¢ receno najmanje polovina svih zvezda koje vidimo pri-
padaju dvojnim sistemima. Treba razlikovati opticki dvojne sisteme (zvezde
u ovim sistemima nemaju nista zajednicko osim sto se vide u istom pravcu)
od fizicki dvojnih. Da bi odredili da li dve prividno bliske zvezde zaista pred-
stavljaju fizicki dvojni sistem potrebno je vrsiti posmatranja visoke tacnosti u
duzem periodu vremena. Proucavanje ovih sistema omogucava odredivanje
parametara zvezda kao Sto su masa, temperatura, radijus i dr, a posto su
zvezde u dvojnim sistemima iste starosti znacajni su i za proucavanje evolu-
cije zvezda.

Fizicki dvojne sisteme delimo, prema nacinu detektovanja i uzajamnom
polozaju zvezda u sistemu, na: wvizuelno dvojne (zvezde su dovoljno udal-
jene da se mogu videti odvojeno), spektralno dvojne (u spektrima zvezda
se zapaza periodicno Doplerovo pomeranje linija Sto je posledica orbitalnog
kretanja), eklipsno dvojne (zapazamo periodi¢ne promene sjaja kao posledicu
uzajamnog pomracenja komponenata) i tesne dvojne sisteme (TDS) kod ko-
jih je rastojanje izmedu komponenata uporedivo sa njihovim dimenzijama
tako da tokom vremena dolazi do razmene mase medu komponentama sto
menja sam tok njihove evolucije.

Tesne dvojne sisteme delimo na tri podgrupe: odvojene, kod kojih su
obe komponente duboko unutar svojih RoSovih ovala, polu-kontaktne, kod
kojih samo jedna zvezda ispunjava svoj Rosov oval i kontakine, kod kojih
obe komponente ispunjavaju svoje Rosove ovale (o definiciji Rosovog ovala
vidi §3.3.1).

3.2 Formiranje tesnih dvojnih sistema sa dva bela pat-
uljka

Tesni dvojni sistemi kod kojih su obe komponente beli patuljci (u dalj—
em tekstu dvojni beli patuljci) predstavljaju vrlo interesantne objekte za
proucavanje. Na njima mozemo vrsiti proveru teorija o evoluciji dvojnih
sistema, posto su najmanje dva puta prosli kroz fazu prenosa mase, i testirati
modele hladenja za bele patuljke. Zatim, smatra se da supernove tipa la
(SN Ia) mogu nastati spajanjem dva CO bela patuljka (beli patuljci cija
su jezgra sastavljena od kombinacije ugljenika i kiseonika), a predstavljaju i
potencijalne izvore gravitacionih talasa.
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Postoje dva "standardna” scenarija po kojima se formiraju dvojni beli
patuljci. U prvom, TDS prolazi kroz dve faze nestabilnog prenosa mase u
kojima se stvara zajednicki omotac, a na promenu orbitalnog rastojanja utice
ravnoteza izmedu orbitalne energije i vezivne energije omotaca zvezde koja
gubi masu. U drugom scenariju se pretpostavlja da se jedan beli patuljak
formira pri stabilnom prenosu mase, a drugi preko zajednickog omotaca.

Nelemans et al. (2001a) su procenili da je ukupan broj dvojnih belih
patuljaka u Galaksiji 2.5 x 10%. Od toga 53% ¢ine helijumski dvojni beli
patuljci, dok su 25% CO beli patuljci. CO-He beli patuljci ¢ine 14% ukupnog
broja, a He-CO 6%. Svega 1% dvojnih belih patuljaka sadrzi ONeMg belog
patuljka.

Slede scenariji formiranja ovih dvojnih sistema koje su dali Nelemans et
al. (2001a).

3.2.1 Dvojni helijumski beli patuljci

Tesni dvojni sistemi sa dva helijumska bela patuljka poticu iz sistema
kod kojih obe zvezde imaju M < 2.3Ms. Na pocetku imamo dvojni sis-
tem sa orbitalnim periodom od 40 dana i komponentama od 1.4 i 1.1M
uzete kao primer. Kada posle 3 Ggod primarna zvezda ispuni svoj Rosov
oval, ona je ve¢ crveni dzn u ¢ijem jezgru jos nije pocelo sagorevanje heli-
juma, a deo pocCetne mase je izgubila putem zvezdanog vetra. Posto ima
dubok konvektivni omotac¢ dolazi do nestabilnog prenosa mase i odbacivanja
omotaca. Jezgro crvenog dzina postaje prvi helijumski beli patuljak mase
0.31 M. Orbitalni period se ne menja mnogo.

Posle 4 Ggod prvi beli patuljak se ve¢ ohladio, a sekundarna zvezda is-
punjava svoj Rosov oval i ima dubok konvektivni omotac. Posto je sada
odnos masa ekstreman dolazi do formiranja zajednickog omotaca i orbita se
dramati¢no smanjuje.

3.2.2 Dvojni CO beli patuljci

Veéina CO belih patuljaka se formira u sistemima koji su toliko siroki (sa
orbitalnim periodom od npr. 100 dana) da njegove komponente ispunjavaju
svoje Rosove ovale tek kada se zvezda nade na asimptotskoj grani dzinova
tj. kada se jezgra zvezda veé sastoje od ugljenika i kiseonika. Kod prvog
prenosa mase promena orbitalnog rastojanja nije velika i prilikom odbaci-
vanja omotaca, regulisana je ocuvanjem momenta impulsa, dok kod drugog
prenosa mase imamo spiralno priblizavanje. Na ovaj nacin CO beli patuljci
se formiraju direktno.
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Manji deo CO belih patuljaka se formira od zvezda ¢ije su mase vecée od
2.3Mg. Ove zvezde ispune svoj Rosov oval dok jos imaju nedegenerisano
jezgro od helijuma. Posle prelivanja Rosovog ovala ostaje helijumska zvezda
male mase. Ako se ova helijumska zvezda rasiri do dzinovskih dimenzija za
vreme sagorevanja helijumske ljuske, do¢i ¢e do jos jednog kratkog prenosa
mase. Posto potrosi sav helijum u jezgru ona postaje CO beli patuljak.

CO beli patuljci takode mogu biti tzv. hibridni CO beli patuljci koji
imaju jezgra od ugljenika i kiseonika i debele omotace od helijuma. Kod 6%
CO dvojnih belih patuljaka jedna komponenta je hibridni CO beli patuljak,
a kod 5% su obe komponente hibridni CO beli patuljci.

3.2.3 CO beli patuljci sa helijumskim pratiocem

Pocetni sistem ima ekstremniji odnos masa i relativno Siroku orbitu.
Primarna zvezda ispunjava svoj RoSov oval tek kada je stvorila jezgro od
ugljenika i kiseonika. Prilikom faze odbacivanja omotaca dolazi do sman-
jivanja orbite. Sekundarna zvezda ne vrsi akreciju i ispunjava svoj RoSov
oval u stadijumu crvenog dzina. Ima degenerisano helijumsko jezgro i od nje
nastaje helijumski beli patuljak.

Drugi nacin formiranja ovog sistema je kada primarna zvezda ima radija-
tivni omotac pa dolazi do stabilnog prenosa mase kada ispuni svoj Rosov oval.
Deo prenesene mase se gubi iz sistema, orbita se Siri i primarna zvezda postaje
helijumski beli patuljak. Ona je svoj omotac prenela na pratioca koji je sad
suvise masivan da bi se od njega formirao helijumski beli patuljak. Sekun-
darna zvezda ispunjava svoj Rosov oval kada se nalazi na asimptotskoj grani
dzinova. Stvara se zajednicki omota¢ u kome se orbitalno rastojanje jako
smanjuje i formira se CO beli patuljak. Zbog diferencijalnog hladenja CO
beli patuljak moze postati bledi od svog helijumskog pratioca iako je stvoren
kasnije. Ovaj scenario formiranja dvojnog sistema sa CO i helijumskim belim
patuljkom je manje verovatan jer je verovatnoca ispunjavanja RoSovog ovala
kada zvezda ima radijativni omota¢ mala za zvezde malih masa.

Od ukupnog broja ovih sistema 20% su sistemi sa hibridnim CO belim
patuljkom.
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3.3 DMase relativistickih belih patuljaka u TDS
3.3.1 RoSov model

Kada su dve zvezde u tesnom dvojnom sistemu na dovoljno velikom ras-
tojanju te tako izazivaju samo mala odstupanja od sfernog oblika kod svog
pratioca, za njihovo opisivajne koristimo Lezandrove polinome. Medutim,
prolazedi kroz razlicite faze evolucije zvezde povecavaju svoj radijus pa se ras-
tojanje izmedu njih smanjuje sto dovodi do sve vec¢ih odstupanja od sfernog
oblika i Lezandrovi polinomi vise nisu pogodni za njihovo opisivanje. Umesto
njih koristimo Rosov model.

RosSov model se zasniva na razmatranju gravitacionog potencijala u sis-
temu dve tackaste mase koje se krecu po kruznoj orbiti oko svog baricen-
tra. Oko ovih tackastih masa mogu se konstruisati povrsi na kojima bi
trec¢a Cestica mirovala u koordinatnom sistemu koji uniformno rotira sa dve
tackaste mase. To su povrsi konstantnog gravitacionog potencijala u sistemu
dva tela i koriste se za opisivanje oblika gravitacionih povrsi zvezda u tesnim
dvojnim sistemima.

Ekvipotencijalne povrsi u odvojenim TDS, u presecima sa (z,y), (y, z) i
(z, x)-ravni su odvojene kruznice oko centara zvezda. Dakle, zvezde u odvo-
jenim tesnim dvojnim sistemima su sfernog oblika. Sa smanjenjem rasto-
janja izmedu komponenata, povrsi postaju sve deformisanije, a najvecu de-
formaciju trpe duz linije koja spaja centre masa zvezda. Na ovoj liniji se
nalazi unutrasnja Lagranzeva tacka, L, u kojoj se ekvipotencijalne povrsi
obe zvezde dodiruju i prave ”osmicu” u ravni centara zvezda. Povrsi koje pro-
laze kroz ovu tacku ogranicavaju maksimalnu oblast u kojoj svaka zvezda jos
uvek ima sve svoje elemente mase i nazivaju se (kriticnim) Rosovim ovalima
(rezultantna gravitaciona sila sistema u L; jednaka je nuli). U trenutku kada
neka od zvezda ispuni svoj Rosov oval (polukontaktni tesni dvojni sistem),
preko tacke L, dolazi do pretakanja materije na njenog pratioca. Zaprem-
ina ogranicena ovim ekvipotencijalnim povrsima zavisi od rastojanja izmedu
zvezda, a, i njihovog odnosa masa, q. Ako je ¢ = My/M; = 1, tada su
zapremine iste veli¢ine, a sa smanjenjem ¢ velicina Rosovog ovala masivnije
zvezde se povecava, a manje masivne se smanjuje.

Gubitak mase iz sistema moze da se dogodi preko spoljasnje Lagranzeve
tacke, Lo, kroz koju prolazi ekvipotencijalna povrs koja okruzuje ceo dvo-
jni sistem. Kod kontaktnih sistema, zvezde razmenjuju masu preko uskog
"vrata” u oblasti tacke L; i okruzene su zajednickim omotacem koji se nalazi
izmedu ekvipotencijalnih povrsi kroz tacke Ly i Ls.

Mochnacki (1984) je dao tabele za normalizovani potencijal, radijuse,
povrsine, srednju gravitaciju i inverznu srednju gravitaciju primarne i sekun-
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darne komponente u odvojenim, polukontaktnim i kontaktnim sistemima u
zavisnosti od odnosa masa i faktora popunjenosti Rosovih ovala.

3.3.2 Lejn-Emdenova jednacina

Da bismo dobili strukturu zvezde od centra do povrsine tj. gustinu p, pri-
tisak P, temperaturu 7', gravitacioni potencijal ®, masu M i dr, potrebno je
da resimo sistem jednacina strukture zvezde. Prilikom resavanja pretpostavl-
jamo da su zvezde sferno simetri¢ne i da promenljive ne zavise od vremena
(stati¢nost). Jednacine koje koristimo su:

1) jedacina hidrostaticke ravnoteze

pV® =-VP (2)
2) Poasonova jednacina

AP =47wGp (3)
3) jednacina odrzanja mase

d

d—T: = 47r?p (4)

i
4) politropska jednac¢ina stanja
P=Kp"=Kp'*s (5)

gde su K, I'; i n pozitivne konstante (za n=0 je p =const).

Imajuéi u vidu zavisnost samo od radijalne koordinate r, jednacina (2)
glasi

1dP  d® Gm
e ()

pdr — dr r
i Laplasijan je
1d,,d
= —=—(r"— 7
r? dr(r dr) (7)
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pa kombinacijom prethodnih jednac¢ina dobijamo Lejn-Emdenovu jednacinu:

1 d ., ,do i
€5 = 0 ©)
§2d8 " dg
1
gdeje 0" = p/p.i& = r/ry; ovde je & bezdimenzioni radijus, r2 = Kizgl)pg 1,

pe je gustina u centru, n - indeks politrope. Grani¢ni uslovi u centru su
0(0) =11 Z_g|§:0 = 0. Radijus zvezde R, nalazimo iz uslova 0(£;) = 0 gde je

¢ = 1 a ukupnu masu iz jednacine

_Tn’

“ S d . ,df do

M, = 3 20n — _ 3 T e _ 3 2 QU B

= dmripe [ € = —amrlp, [ 2@ =~ Flecq
(9)
Lejn-Emdenovu jednacinu za proizvoljno n reSavamo numericki,a za n=0,
115 postoje analiticka resenja; pri tome za n=0 imamo homogenu strukturu
(p = const), a za n = 0o - izotermicku strukturu (7" = const).

Ovaj oblik Lejn-Emdenove jednacine vazi za nerotirajuce zvezde. Ako,

pak, uzmemo da se zvezda nalazi u dvojnom sistemu i da rotira ugaonom

: G(My+M: . <. . . ..
brzinom = \/%, jednacina hidrostaticke ravnoteze i Poasonova

jednacina imace nesto izmenjen oblik:

pA@eﬁ =—-AP (10)

Adg = 4rGp — 202 (11)

gde je P = P — %QQ i GT—]‘Q/IQ efektivni gravitacioni potencijal. Drugi i treci
clan u efektivnom gravitacionom potencijalu su redom doprinosi rotacije i
sekundarne komponente, a g i 7, redom su rastojanja od ose rotacije i centra
sekundarne komponente.

Ako srednji radijus R definiSemo kao

A ps _y (12)
3

gde je V zapremina obuhvacena ekvipotencijalnom povrsi $.¢ i posto je
Qo = P (R) 1 p = p(R) Poasonovu jednac¢inu mozemo napisati u obliku:

1 0  hohs 0D
hihshs OR" Ty OR
gde su hy, ho i hy Laméovi koeficijenti.
Integraljenjem prethodne jednacine i koris¢enjem Gausove teoreme dobi-
jamo:

) = 4nGp — 202 (13)
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O hohs 0o 2/
il dRdOdp = 4 hyhohsdRdOdo—29% | hihohsd RO
/VaR(hl 8R)R ® 7TG/V,0123R ® V123R ©
(14)
1 00,
— HdS:47rG/pdV—QQ2/dV (15)
s h1 OR % v
2dq> 2
= 4R 2L~ dnGm(R) — 20°V(R) (16)

Kada ovo ubacimo u jednacinu hidrostaticke ravnoteze dobijamo jednacinu
koju je dao Eggleton (2006, str. 119)

1dP  d®g Gm
= — —Q2R 17
pdR dR Rz 3 (17)
Kombinujuéi ovu jedna¢inu sa jednac¢inama odrzanja mase i politropske struk-
ture (4) i (5)* dobijamo modifikovanu Lejn-Emdenovu jednacinu:

1 d H2d@

gde je ©" = p/p., = = R/rn iv= Ukupna masa je sada:

27er

=1
M, = 47r7"fl,oc/ =20"d=
0

—2dO 3
=t ?) (19)

gde je =y = Ry/r, vrednost bezdimenzionog radijusa na povrsini. Iz ove
jednacine dobijamo jednacinu (9) za nerotirajuce politrope (v = 0).

—as +M(&
= 6mr3p. a

= dmrpe[—

4U ovim jednac¢inama sada umesto radijalne koordinate r, koristi se srednji radijus R.
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0,06 o010 015 020 025 030 035 040 045

2,5 T+ 1 T T T T T+ T T T T T T+ T 7 2,5
2,0—- 420
1,5—- % 415
) 1,0_- 41,0
05—- 405
0,0—- ' 40,0

I I I I I I I

0,05 010 0,15 0,20 025 030 035 040 0,45

Slika 1: Zavisnost povrsine od radijusa za primarnu zvezdu. Krsti¢ima su predstavljeni
podaci na osnovu tabela koje je dao Mochnaki (1984), a punom linijom jednaéina S; =
ATR? .

3.3.3 Rezultati

Iskoristili smo tabele koje je dao Mochnaki (1984) za pravljenje grafika
zavisnosti S = S(R) 1 S -¢g = S(R)g(R) za primarnu i sekundarnu kompo-
nentu u odvojenim sistemima za razlicite odnose masa, gde je S povrSina
zvezde, g srednja gravitacija, a R radijus zvezde. Grafici su napravljeni tako
Sto su za svako ¢ dato u tabeli eliminisani faktori popunjenosti tj. radijusu
za dati faktor popunjenosti pridruzena je odgovaraju¢a povrSina, odnosno
proizvod povrsine i srednje gravitacije.

Posto je

i a(I)eff
hi OR

= |grad®es| = g, (20)
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a definicija srednje gravitacije

_ gdS
5= 3228 (21)
jednacinu (16) mozemo napisati u slede¢em obliku:
- 8 12 p3
gS = 4rGM,(R) — §Q R (22)

gde smo za V' iskoristili jednacinu (12), a M; predstavlja masu primarne
zvezde. Jednacinu (22) je potrebno napisati u bezdimenzionom obliku pa
realne vrednosti R, S i g zamenjujemo jednacinama:

R = aR1 (23)
S =a*S, (24)
_ G(M;, + M
g= LI, 2

Sredivanjem, jednacina (22) postaje

1 16

1+q 3 mh (26)
gde su vrednosti sa indeksom 1 bezdimenzione. Na slici 1 data je zavisnost
S1 = S1(Ry) za primarnu zvezdu (greska formule je 2%), a na slikama 2 i 3
S191 = S1(R1)g1(Ry) za primarnu i sekundarnu zvezdu, respektivno (greske
su reda 107%).

Osnovni cilj ovog diplomskog master rada jeste da utvrdimo kako se
Candrasekarova masa za bele patuljke u tesnim dvojnim sistemima menja
usled rotacije i prisustva pratioca. U tom cilju pokusa¢emo da pronademo
jednacinu koja ¢e omoguditi izracunavanje mase belog patuljka u funkciji
radijusa za zadati odnos masa. Da bismo ovo postigli, prvo ¢emo pokusati
da masu izrazimo preko nekih promenljivih.

U jednacini (19) zamenjujemo r2 = Srg”) pn L za indeks politrope n = 3
koji odgovara relativistickim belim patuljcima i sredivanjem dobijamo:

<%>%< =20))
2(1+q)(22)3
M, =0, 1

My, ~ (E30))01— 2(1+ q)(B)3

g151 = 8w

M, =
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0,0
24
23 4
22 ]
214
20 -
19 4
o 18—-
07 117
16 4 116
15 4 115
14 114
13 113
124 q=1,0 112
T T T T T T T T T T T T
0,0 0,1 0.2 0,3 04 0,5 06

Slika 2: Zavisnost S1g1 = S191(R1) za primarnu zvezdu. Krstiéi oznacavaju podatke, a
pune linije jedna¢inu (26) za odgovarajuce g.

gde je My, = 47T(%)%(—E%@,1)0 Candrasekarova masa za nerotirajuée bele

patuljke tj. za v = 0. Odavde izrazavamo prvu promenljivu:

=20 M 2 R
b = (:21@’1>0 = Mlh(l - g(l =+ Q)(zl)g) (29)
—1v1 c

S druge strane iz

Q2 G(M1+M2)/a3 . M1(1+q)

= = = 30
! 221G p, 221G p, 2madpe. (30)
zamenom p, ' = 2—2(%)% dobijamo
Ml(l -+ q> Rflﬂ G 3
— AT Ty g 31
! 273 Ei”( i) (31)
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0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
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11 - 11
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5 ° 1°
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5 45
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4=0,1¢ 1
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0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

Slika 3: Zavisnost S1g1 = S1(R1)g1(R1) za sekundarnu zvezdu. Krstiéi oznacavaju po-
datke, a pune linije jednacinu (26) za odgovarajuée q.

odakle izvlacimo drugu promenljivu

=3
v=y M,y Ry 4
—— =2 14+q)(— 32
Sl =+l (32)
Da bi izracunali vrednosti promenljivih z i y = y; — 1 potrebno je pronadi
d

vrednosti = i £|E:E1 tj. metodom Runge-Kuta resiti modifikovanu Lejn-
Emdenovu jednacinu za razlicite stepene deformisanosti (v = 0 — 0.00654)
i indeks politrope n = 3 koji odgovara relativistickim belim patuljcima.
Metoda Runge-Kuta je objasnjena u dodatku A, a program u kome se resava
jednacina strukture i racunaju promenljive z i y dat je u dodatku B.

Kada izra¢unamo vrednosti z i y, crtamo grafik zavisnosti y = y(x) i
vidimo da je u pitanju priblizno linearna zavisnost (slika 4). Koristimo

promenljivu y umesto y; da bi nam prva tacka bila y = 0. Metodom na-

Tr =
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jmanjih kvadrata dobijamo da je koeficijent pravca —0.310268.

yi — 1= —0.310268z (33)
=20/ v=3
=19, =1
ECAT =200, (34

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Slika 4: Krsti¢ima je predstavljena racunata zavisnost promenljivih y = y(z) gde je
=24/

— 16,
Y= @el)

=3
vE]

(—E20))o

—l,az= . Punom linijom je data jednacina (33).

Kada u jednacinu (34) zamenimo jednacine (29) i (32) imamo

My, 2 Ry,
1—-(1 —)°) =1-0.310268 - 2
= S T

eGSR €

Sredivanjem dobijamo formulu za racunanje mase primarne zvezde
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W _ ! (36)
Men 1 —p(L+q)(52)>
Analogno za masu sekundarne zvezde dobijamo
M. 1
- (37)

- 1\(Ri\3"

Mo 1= p(L+ DB

Generalizovanjem ova dva sluc¢aja dobijamo formulu za racunanje mase
zvezde u tesnom dvojnom sistemu tj. funkciju zavisnosti mase od odnosa
masa i radijusa koja vazi za svako 0 < ¢ < oo definisano kao ¢ = M/M,,. Za

q > 1, M predstavlja masu primarne zvezde, a za ¢ < 1 masu sekundarne
dok je M, masa pratioca.

M 1
= 38)
_ pnltaR\3 (
M.y 1—p . (a)

gde je p = 0.04613. Ocekujemo da ¢e se najveca masa dobiti kada zvezda
ispunjava Rosov oval. U tom slucaju R/a je dao Eggleton (1983a) za 0 <
q < 00

R 0.49¢3

— = 3 T (39)
a  0.6¢3 +In(1+ g3)

Diferenciranjem jednac¢ine (38) i izjednacavanjem sa nulom uz pomoé

jednacine (39) dobijamo

(1+2¢)Inl+ ¢ = q+q% — 0.4q3 (40)

Resenje ove jednacine je ¢ = 0.212327 i predstavlja minimum funkcije (38).
Za ovu vrednost odnosa masa dobija se M = 1.00444My,.

U slucaju ¢ = oo dobijamo da je primarna zvezda beli patuljak mase
M = 1.02577M,;, sto znaci da bi sekundarna zvezda trebalo da bude jos
manjih dimenzija. Posto su crne rupe i neutronske zvezde generalno ma-
sivnije, normalne zvezde vec¢ih dimenzija, a i za nerelativisticke bele patuljke
vazi priblizno M oc R73, ovaj slucaj je iskljucen.

Za q = 1 dobijamo masu M = 1.00504M,, Sto je manje nego za ¢ = 0, i
imali bismo formiranje sistema sa dva identicna bela patuljka u marginalnom
kontaktu sto je tesko zamisliti.

Ostaje jos slucaj za ¢ = 0 u kome je beli patuljak sekundarna zvezda, a
masivna crna rupa primarna. Cak i u ovom slu¢aju Candrasekarova masa se
promeni za samo 0.5% (M = 1.00546M.,).



4 Zakljucak

U ovom radu paznju smo posvetili belim patuljcima u tesnim dvojnim
sistemima i dosli smo do slede¢ih rezultata:

1) Na osnovu slika 2 i 3 zaklju¢ujemo da jednacina (16) dobro opisuje ekvipo-
tencijalne povrsi RoSovog modela i za male radijuse zvezda i kada je
ona u velikoj meri deformisana i dostize Rosov oval.

2) Dobili smo priblizan jednodimenzioni model strukture zvezde tj. jednac¢inu
kojom mozemo proceniti masu relativistickog belog patuljka u zavis-
nosti od radijusa za zadati odnos masa.

M 1
= 41)
_ plta(Ri\3 (
Men 1 —p=H(72)

3) Na osnovu ove jednacine trazili smo maksimalnu masu koju moze imati
beli patuljak u tesnom dvojnom sistemu. Dosli smo do zakljucka da
se maksimalna masa dobija za ¢ = oo i da iznosi M = 1.02577My,.
Medutim, ovakve sisteme u kojima je primarna zvezda Candrasekarov
beli patuljak je tesko zamisliti (formalno, za M — M, R — 0 u
Candrasekarovom modelu). Ostaje jos moguénost da je beli patuljak
sekundarna komponenta (¢ < 1, u ekstremnom slucaju ¢ — 0), ali ni
to ne daje neke kvalitativne promene. Dakle, ¢ak i pod uslovom da
postoje sistemi kod kojih su komponente beli patuljak i crna rupa i da
su oni mogudi sa aspekta evolucije zvezda (do sada nisu posmatrani),
maksimalna masa koju bi beli patuljak mogao da ima je samo za 0.5%
veéa od Candrasekareve mase.

S druge strane, neka razmatranja stabilnosti prenosa mase ukazuju da
beli patuljak koji ispunjava Rosov oval ne moze da dostigne Candrase—
karovu masu (M « 0.738 M.y, Arbutina 2009).

Mozemo da zaklju¢imo da relativisticki beli patuljak u tesnom dvojnom
sistemu koji se nalzi unutar RoSovog ovala ima masu prakticno jednaku
Candrasekarovoj i da su efekti rotacije i pratioca zanemarljivi, te da su
verovatno znacajniji drugi fizicki procesi poput kulonovskih interakcija
(neidealni gas), uticaja temperature, inverznog [ raspada i drugih.



Dodatak A

Metoda Runge-Kuta

Ova metodom vrsimo numericku integraciju obi¢nih diferencijalnih jedna—
¢ina pomodi koraka u sredini intervala kako bi se smanjile greske nizeg reda.
Pomocu nje resavamo strukturu zvezde u jednom prolazu od centra ka povrsini
za zadate pocetne uslove.

Modifikovanu Lejn-Emdenovu jednacinu:

1 d,_,dO .

ZEC g = )
rastavljamo pomoc¢u promenljivih x = =, y = © 1 2z = % = % na dve
jednacine

’ dy
= -2 = 43
y=,=z (43)
’ dZ 2
= = "= 44
v = Yy xZ+U (44)

Pocetni uslovi u centru su y(0) = 1, 2(0) = 0, a funkcija y = O je data
polinomom koji, kada se uvrste grani¢ni uslovi, ima oblik

OE)=1+cZ+ =t + ... (45)
Ovaj polinom treba da bude resenje jednacine (39) pa dobijamo
6c; + 20027 + ...~ —(1 +enZ2 + ..) + v (46)
i pronalazimo koeficijente

1—vw

6

1 = —

(47)

n 1—w
- = 48
2T T 120 " (48)
Jednacinu (42) koristimo za rac¢unanje pocetnih vrednosti x;, y; 1 z;, a
radijus politrope =; nalazimo iz uslova y = © = 0. Na osnovu pocetnih

vrednosti za dati korak h = x;,1 — x; racunamo veli¢ine

kl = hy,(xia Yi, zi)a
ll = hZ/ (l‘i, Yi, Zi)7



DODATAK

, h i I
ko =hy (i + =y + = 2+ =),

2 2 2
ly = hZ/(%‘ + g,yi + %,Zi + %)7
ks = hy (z; + g,yl- + %, zi + %2),
Iy = hy (z; + g,yi + %,Zi + %2),

ky = hy/(l'i + hyyi + ks, 2 + 13),
L= hy (i + b,y + ks, 2+ 1)

gde ¢ i 2" racunamo preko jednacina (40) i (41), a zatim vrednosti
Z;1+1 nalazimo kao

B ki ke ks kg
yz+1—yz+6+3+3+6

R
ZZ+1—ZZ+6+3+3+6
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(49)

u tacki

(50)

(51)



Dodatak B

Program za resavanje modifikovane Lejn-Emdenove jednacine
i racunanje promenljivih

Sledi program koji resava modifikovanu Lejn-Emdenovu jednac¢inu i racuna

=3
V=1

(23610

1. . :‘%@1 .
romenljive 1
P Ve =267,

pro mase

n=3.0

h=1.4-4

v=0.d

w=0.00654d

filenamel=’povrsina.dat’
filename2="unstruktura.dat’
filename3=’1sqf-in.dat’

openw, 1, filenamel

while v 1t w do begin

x=0.d

y=1.d

z=0.d

openw,2,filename?

printf, 2, x, y, z

x=x+h
y=1.0-x"2%(1.0-v)/6.0+n*(1.0-v)/120.0%x"4
z=-x*(1.0-v)/3.0+n*(1.0-v)/30.0%x"3
repeat begin

printf, 2, x, y, z

k1=hxz

11=h*(-y n-2*z/x+v)

k2=h*(z+11/2.)

12=h* (- (y+k1/2) "n-2*%(z+11/2) / (x+h/2) +v)
k3=h*(z+12/2.)

13=h* (- (y+k2/2) "n-2%(z+12/2) / (x+h/2) +v)
k4d=h* (z+13)

14=h* (- (y+k3) "n-2* (z+13) / (x+h) +v)
x=x+h

y=y+k1/6+k2/3+k3/3+k4/6
z=z+11/6+12/3+13/3+14/6
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endrep until ((y 1t h75))
close,?2

openr,2,filename?

while not eof(4) do begin
readf,2,x,y,z

endwhile

close,?2

printf,1,v,x,y,z
v=v+0.00001d

endwhile

close, 1
openr,l,filenamel
openw,3,filename3

while not eof(1) do begin
readf,1,v,x,y,z

if v eq 0.d then begin
x0=x

z0=z

endif

pl=x"3*v/(-x0"2%z0)
p2=x"2xz/(x072%z0) -1
printf,3,pl,p2

endwhile

close,1

close,3

end
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