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1. Uvod

Analiza glavnih komponenti (engl. Principal component analysis, PCA ) je metod
multivarijacione analize koja se Kkoristi za smanjivanje dimenzije skupa podataka uz
istovremeno zadrzavanje maksimalno moguceg varijabiliteta koji je prisutan u tim
podacima. Moguénosti analize glavnih komponenti prvi je opisao Karl Pearson (1901.), ali
prakticne primene razradio je Hotelling (1933.). Sira primena ove tehnike, zbog
kompleksnog racuna za veci broj promenljivih, pricekala je dostupnost racunara.

Anlaiza glavnih komponenti je jedna od dve najceS¢e koriS¢ene procedure faktorske
analize. Cesto se faktorska analiza naziva tehnikom analize meduzavisnosti (engl. analiysis
of interdependence), jer analizira nezavisnost pitanja, promenljivih ili objekata. Druga
metoda faktorske analize je analiza skupina.

Tehnike faktorske analize moZemo ilustrovati slede¢im primerom. Pretpostavimo da
Zelimo da ispitamo kako budu¢i studenti biraju fakultet na kome ¢e studirati. Prvi korak bi
bio da odredimo kako studenti vide i ocenjuju te institucije. Studentima bismo mogli
postaviti neka konkretna pitanja koja se ti¢u ovog istrazivanja. Na primer: zasto im se
dopada neki fakultet, zasto smatraju dva fakulteta sli¢nim, Sta sve utice na njihov izbor
fakulteta (drustvo, perspektivnost fakulteta, blizina, veli¢ina fakulteta, dobri profesori..).
Rezultat anketiranja studenata bi mogao da sadrZi i preko sto stavki, tj. pitanja, pri ¢emu
bismo mi dobili isto toliko i promenljivih. To bi mogle biti: veli¢ina, blizina, dobri profesori,
drustvo, sportske organizacije, prespektivnost, bezli¢an, tezZak, skup...Drugi korak bi bio da
pitamo studente koliko im je bitna svaka od ovih navedenih karakteristika fakulteta. U
ovom delu bismo mogli naSe istrazivanje mnogo da zakomplikujemo zbog velikog broja
promenljivih ili karakteristika. Mnoge od tih karakteristika bi mogle biti i suviSne jer mere
istu stvar. Ukoliko je cilj naseg istraZivanja da smanji broj bitnih karakteristika za dalju
analizu, tj. da izbacimo one promenljive ili karakteristike koje su sli¢ne i mere istu stvar, u
tom slucaju Kkoristimo analizu glavnih komponenti. U daljem istraZivanju moZe nas
interesovati da identifikujemo grupe studenata prema tome Sta ocCekuju od fakulteta.
MoZemo pretpostaviti da neku grupu studenata zanima niska cena Skolarine, drugu grupu
da je fakultet Sto blizi kuci, treéu kvalitet obrazovanja, Cetvrtu drustveni aspekti, itd.
Analiza skupina se koristi za odredivanje tih grupa. Ona se koristi za identifikovanje ljudi,
objekata ili promenljivih koje formiraju prirodne grupe ili skupine.

U ovom radu, baviéemo se analizom glavnih komponenti, ciljevima i svrhom ove analize
kao i njenom metodologijom.

1.1. Ciljevi analize glavnih komponenti

Analiza glavnih komponenti je metod kojim moZemo indentifikovati obrazac u dobijenim
podacima i predstaviti podatke na takav nacin da se istaknu njihove sli¢nosti i razlike.
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Obrazac u podacima moZe biti veoma tesSko naci u slucaju velikih dimenzija. Tada je analiza
glavnih komponenti mocan alat za analizu podataka. Druga glavna prednost ove analize je
da nakon pronalaska obrasca u podacima potom smanjimo dimenziju podataka bez gubitka
informacija.

Dakle, glavni cilj analize glavnih komponenti je da otkrije skrivenu strukturu skupa
podataka. Na taj nac¢in mozZemo biti u stanju da:

* smanjimo broj promenljivih na prihvatljiv nivo, ali bez gubitaka informacija
= olakSamo interpretaciju originalnog skupa podataka

= indentifikujemo sustinski koncept koji leZi u osnovi podataka.

1.2. Metodologija

Kao $to je ve¢ napomenuto, osnovni zadatak metode glavnih komponenti je smanjenje
dimenzije skupa podataka. Osnovna ideje za smanjenje broja promenljivih se ostvaruje
kroz linearnu kombinaciju originalnih promenljivih. Dimenzije linearnih kombinacija su
Cesto lakSe za tumacenje i sluze kao medukorak u nekim sloZenijim analizama. Preciznije su
one linearne kombinacije koje ostvaruju najveée razlike medu vrednostima. Tj. u potrazi
smo za linearnom kombinacijom sa najve¢om disperzijom.

Uopstenije, zadatak analize glavnih komponenti je odredivanje nekoliko linearnih
kombinacija originalnih promenljivih koje ¢e, pored toga Sto imaju maksimalnu disperziju,
biti medusobno nekorelisane, gubedi u sto je moguce manjoj meri informacije sadrzane u
skupu originalnih promenljivih. U postupku ove metode originalne promenljive se
transformiSu u nove promenljive (linearne kominacije) koje nazivamo glavne komponente
ili faktori. Prva glavna komponenta konstruiSe se tako da obuvata najveéi deo disperzije
originalnog skupa podataka, a naredne glavne komponente onaj deo disperzije originalnog
skupa podataka koji nije obuhvacen prethodno izdvojenim glavnim komponentama.
Analiza je bazirana na pretpostavci da ¢e nekoliko glavnih komponenti, €iji je broj znatno
manji od broja originalnih promenljivih, biti dobra aproksimacija originalnog skupa
podataka.

IzvrSavaju¢i ove zadatke metode analize glavnih komponenti, mi postiZemo ciljeve ove
analize. Prvi cilj, smanjenje dimenzije originalnog skupa podataka moZemo jos i opisati kao
,sumiranje“ podataka. Ako je moguce viSedimenzionalni skup podataka predstaviti preko
manjeg broja linearnih kombinacija, tada ¢emo na primer, umesto 10 promenljivih u daljoj
analizi koristiti 2 linearne kominacije. Takode, smanjenjem dimenzije originalnog skupa
promenljivih olakSavamo interpretaciju originalne strukture podataka na bazi manjeg
broja medusobno nekorelisanih glavnih komponenti koje je u ovom slucaju moguce
prikazati i graficki.



1.3. Geometrijsko tumacenje glavnih komponenti

PosluZimo se jednostavnim primerom u kome na dvodimenzionalnom skupu promenljivih
ilustrujemo osnovnu ideju metode i nacin konstruisanja glavnih komponenti. Na slici 1.
prikazan je dijagram osipanja promenljivih X; i X2. Linearna kombinacija ove dve
promenljive je:

\ﬁ:zcﬁlxﬁ'+cﬁzxz,

gde smo sa @, oznacili koeficijent linearne kombinacije uz j—tu promenljivu u prvoj

linearnoj kombinaciji.
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Slika 1. Projekcije skupa (roja) tacaka

Ako izaberemo koeficijente a,;, =1, a,, =0, odnosno a,, =0, a,, =1, dobi¢emo da je prva
linearna kombinacija jednaka prvoj promenljivoj, odnosno da je druga linearna
kombinacija jednaka drugoj promenljivoj. U geometrijskom smislu ovakvim izborom
koeficijenata linearne kominacije dobijamo promenljivu Y, koja je formirana na osnovu

projekcije skupa taCaka na X; i X, osu. Raspodela od Y, u prvom slucaju predstvalja
marginalni raspored od X,, a u drugom sluc¢aju marginalni raspored od X,. Ako se zahteva

reprezentovanje dvodimenzionalnog skupa samo jednom promenljivom onda bismo
izabrali onu koja ima ve¢i varijabilitet. Ovakav izbor se objasnjava time da na osnovu
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promenljive sa ve¢im varijabilitetom moZemo u vecoj meri razlikovati pojedinacne
observacije dvodimenzionalnog skupa. U ekstremnom slucaju, kada sve tacke roja (skupa)
leZe na pravoj upravnoj na X, osu, tada je dovoljno u analizi zadrzati samo promenljivu

X, jer ona nosi svu informaciju o varijabilitetu dvodimenzionalnog skupa podataka.

Sa slike 1, vidimo da je promenljiva X, kandidat za reprezenta dvodimenzionalnog skupa
podataka jer ima vecu disperziju od promenljive X,. Postavlja se pitanje, da li postoji takav

izbor koeficijenata linearne kombinacije koji ¢e kao rezultat imati vecu disperziju
promenljive Y, nego Sto je to u slucaju prethodno navedenog izbora koeficijenata. Nas izbor

koeficijenata svodi se na zadatak maksimiziranja disperzije linearne kombinacije uz uslov
da je zbir kvadrata koeficijenata linearne kombinacije jednak jedinici. Geometrijski ovaj

uslov znaci da je vektor koeficijenata linearne kominacije [a’ll,a’lz]T jedinic¢ne duzine. Uslov

normiranja se uvodi u cilju postizanja jednoznacne definisanosti linearne kombinacije. U
geometrijskom smislu izborom koeficijenata menjamo ugao pod kojim projektujemo tacke
iz roja (skupa) tacaka na pravu liniju. Biramo one koeficijente koji ¢e dati projekciju tacaka
sa najvecom disperzijom. Na prethodnoj slici, to je projekcija oznaCena sa
Y, =a,, X, +a,,X,, odnosno, ta linearna kombinacija ima najvecu disperziju od svih
linearnih kombinacija koje se mogu dobiti promenom ugla projekcije. Ovu linearn
kombinaciju, koja predstavlja projekciju roja (skupa) tacaka na prvu liniju sa najve¢om
disperzijom, nazivamo prva glavna komponenta.

Ako je za potrebe analize dovoljno izdvojiti jednu glavnu komponentu, onda se na ovom
mestu zastavljamo. U suprotnom, formiramo sledeéu linearnu kombinaciju
Y, =a, X, +a,,X,. Njene koeficijente odredujemo tako da joj se maksimizira disperzija uz

normirajuci uslov kao i kod prve glavne komponente, uz dodatni uslov da su Y, i Y,

medusono nekorelisane. Uslov medusobne nekorelisanosti u geometrijskom smislu
zahteva da prave linije na koje se projektuje roj (skup) tacaka kod prve i druge linearne
kombinacije budu medusobno normalne.

Kako je odreden poloZaj prve prave linije, druga linija leZi pod pravim uglom u odnosu na
prvu.

2. Matematicka osnova analize glavnih komponenti

Najpre, u ovom odeljku ¢emo dati neke osnovne matematicke pojmove koje treba dobro
poznavati radi Sto boljeg razumevanja procesa analize glavnih komponenti, a potom ¢emo
pre¢i na matematicke osnove samog procesa analize glavnih komponenti. Spomenu¢emo
neke pojmove iz matematicke statistike, kao i deo matricne algebre koji se odnose na
sopstvene vektore i sopstvene vrednosti, koje su s jedne strane vazne osobine matrica, a sa
druge od fundamentalnog znacaja za analizu glavnih komponenti. Na kraju ovog poglavlja



bi¢e objasnjen metod LagranZovog multiplikatora za odredivanje ekstremnih vrednosti
funkcija viSe promenljivih.

2.1. Elementi matric¢ne algebre

Matrica predstavlja Semu sastavljenu od predova (vrsta)i n kolona sa pxn elemenata:

a; Q, - &,
|8 8ypn ot Ay, _[ ]
O T A
ay a, - a,

Sa A" ili A" oznaavamo transponovanu matricu matrice A, i nju dobijamo uzajamnom
zamenom mesta redova i kolona matrice.

Za kvadratnu matricu A(nxn) kaZemo da je simetri¢na ako je A= AT, odnosno ako je

& =a;,zasvako i,j.

Kvadratna matrica A™ se naziva inverzna matrica date kvadratne matrice A ako je
AA=AAT =1, gdeje | jedini¢na matrica.

Neka je A(kxk) kvadratna matrica i I(kxk) jedinicna matrica. Skalari A,,A1,,...,A, koji
zadovoljavaju jednacinu:
|A=A1|=0

odnosno

det(A- A1) =0,

nazivaju se karakteristicni koreni ili sopstvene vrednosti matrice A. Jednacina |A—/1I| =0

se naziva i karakteristi¢na jednacina. Ako vazi da je x #0 i Ax=AX, za x se kaZe da
(k1)

predstavlja karakteristicni vektor ili sopstveni vektor matrice A, pridruZen
karakteristicnom korenu A . Ekvivalentan uslov je:

(A-A1)x=0.

Kada je matrica A simetri¢na matrica formata nxn tada postoji n realnih sopstvenih
vrednosti A;,1,,...,4, 1 n realnih sopstvenih vektora x;, x,,...,X,.

n



1 2
Primer 2.1.1.Neka je A= (2 3) . Sopstvene vrednosti moZzemcinaa sledéi ntin:
|A=A1|=0

F;A 3fjwza—ax3—ay—4:o = A =2+5 i A,=2-45

Nadimo sopstvene vektore.

Za sopstvenu vrednosd, =2+ \/E, sopstveni vektor je:

(5 )

% = (X, %,,)" =(0.52570.8509"

Za sopstvenu vrednogt, =2 - \/E, sopstveni vektor je

PR g NN

%, = (X, X,,)" =(0.8506-05257)" .

Oni su ortogonalni jer je; x, =0.

Navedimo neke vaZzne karakteristike sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora i njihovu

vaznost u slucaju simetri¢nih matrica.

1. Ako su sopstvene vrednosti simetriCne matrice razliCite, onda su sopstveni vektori
ortogonalni. Ova osobina sopstvenih vektora je jako bitna za analizu glavnih
komponenti. Ovo tvrdenje se jednostavno dokazuje. Neka su A, i /1j dve razlicite

sopstvene vrednosti i njihovi odgovarajuci sopstveni vektori x i X; . Tada je:

Ax =Ax 1 AX =AX.

Ako prvu jednakost pomnozimo sa XJ-T adrugu sa X' saleve strane, a zatim od prve

oduzmemo drugu, dobijamo:



(A =2)X % =X A =X Ax =0

jer je A simetri¢na matrica. Kako smo pretpostavili da su A, i A ; razliciti, odatle

sledida su x; i X; ortogonalni, odnosno:

T —
X; % =0.
2. Sopstvene vrednosti simetri¢ne matrice su realne.
3. Neka je A matrica formata nxn sa sopstvenim vrednostima A,,i = 12..n, onda je

determinanta:

det(A) = |£|/1i .

1=1

4. Za matrice A formata nxm i AT formata mxn, sopstvene vrednosti razlicite od
nule od AAT i ATA su iste i imaju istu mnogostrukost. Ako je X netrivijalan

sopstveni vektor od AA" za sopstvenu vrednost A #0, onda y= A" x je netrivijalan

sopstveni vektor od A" A. Ovo je vrlo vaZno svojstvo koje pokazuje vezu izmedu
sopstvenih vektora od AATi ATA.

Ako jednatinu AA"X = AX pomnoZzimo sa obe strane sa A" dobijamo:
ATAA X = JATX.

Ako zamenimo u jednatinu y = A"x, dobijamo A" Ay=Jy. Ako vektor x nije jednak
nuli, nije onda ni y = A"x, pa odatle sledi da je y sopstveni vektor.

Jo$S jedna bitna stvar koju treba znati je da kada nademo sopstvene vektore, Zelimo da
njihova duzina bude ta¢no jedan. To je zato Sto duZina vektora ne utice na to da li je
sopstveni vektor ili ne. Tako da, kada god nademo spstveni vektor, obi¢no ga skaliramo na
duZinu jedan, tako da svi sopstveni vektori imaju istu duZinu. Vektor moZemo normirati na
slededi nacin:

xi
™
ol

i >

NaZalost, pronalaZenje sopstvenih vektora je lako samo ako imamo matricu malih
dimenzija, ne vecu od 3% 3. Za matrice veéih dimenzija, pronalaZenje sopstvenih vektora se
malo komplikuje. Uobicajen nacin za pronaleZenje sosptvenih vektora za matrice veleg
fomata svodi se na iterativene metode. Postoji viSe numerickih metoda za oredivanje
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sopstvenih vrednosti i spostvenih vektora. Neke od njih su: metod stepenovanja, Jakobijeva
metoda, itd.

Neka je A simetri¢na matrica formata nxn. Onda za sopstvene vrednosti A, i odgovarajuce
sopstvene vektore v,, imamo:

Av. =Av ,i=1.n.
Ovih n jednacina moZemo zapisati matricnoj formi na sledeci nacin:
AV =VA
,vn], odnosno, V je matrica Cije su kolone sopstveni vektori. A

gde je V=[v1,v

e
A =diag(4,,...,4,). Kako smo pretpostavili da je A simetricna, iz svojstva 1, v, su

ortogonalni. Kako je V ortogonalna matrica, mnoZenjem obe strane sa V', i koristeéi
VV' =1, dobijamo da je:

A=VAVT,
Ovo se zove dekompozicija sopstvenih vrednosti od A. Bilo koju simetricnu matricu mozZemo

rastaviti na ovaj nacin. Kako bismo odredili A, dovoljne su nam samo sopstvene vrednosti i
sopstveni vektori. Ako su sopstvene vrednosti razliCite, dekompozicija je jedinstvena.

Osobine matrica:

Neka su A i B kvadratne matrice formata kxk . Tada vazi:

1. |A=|A]

2. Akoje A nesingularna matrica, tada je H‘A’l‘ =1
3. |AB=[AB

Neka je A(kxk) kvadratna matrica. Trag matrice A, u oznaci tr(A), je jednak zbiru
elemenata na glavnoj dijagonali:

tr(A) :Zaii .



2.2. Pojmovi matematicke statistike

2.2.1. Standardna devijacija i disperzija

Neka je dat uzorak X =(X, X,,...,X,). MoZemo izraCunati srednju vrednost uzorka na
slede¢i nacin

Medutim, srednja vrednost uzorka nam ne govori puno o uzorku. Na primer, moZemo imati
dva razlicita uzorka, a njihove srednje vrednosti mogu biti jednake: ( 0,812,20) i ( 8,9,'].1,'].2).
Sta je razli¢ito kod ova dva uzorka? To je standardna devijacija koja predstavlja meru
Sirenja podataka. Standardnu devijaciju moZemo joS definisati i kao prosecnu udaljenost od
sredine skupa podataka. Standadnu devijaciju ra¢unamo na sledec¢i nacin:

N I PRy
s_\/n_lé(xi X)?.

Pa ako uporedimo prethodna dva uzorka i njihove standardne devijacije, videCcemo da je
standardna devijacija prvog (S =8.3266) veca od standardne devijacije drugog (S = 1825
), zbog Cinjenice da su podaci mnogo Siru u odnosu na srednju vrednost.

Disperzija je joS jedna mera Sirenja podataka u odnosu na srednju vrednost. Racunamo je
na sledeci nacin:

Prednost koriS¢enja standardne devijacije u odnosu na disperziju kao mere rasipanja jeste
da je izraZena u istim mernim jedinicama kao i srednja vrednost.

2.2.2.Kovarijansa

Neka su X iY slucajne velicine, tada kovarijansa pokazuje kako se one zajedno menjaju,
odnosno kovarijansa je mera zavisnosti izmedu dve promenljive. Formula za racunanje
kovarijanse izmedu dve promenljive je:



cov(X,Y) = ni_lzn:(xi - X)(Y, -Y).

i=1

Iz prethodnog izraza vidi se da kovarijansa predstavlja aritmetri¢cku sredinu proizvoda
odstupanja vrednosti promenljive X od njene aritmetricke sredine.

Imamo rezultate ispitivanja studenata koje smo pitali koliko sati ukupno troSe na ucenje i
koju ocenu dobiju na kraju. Dakle, imamo dve promenljive. Prva je X - vreme ucenja, a
druga je Y - ocena koju dobiju. Ako je vrednost kovarijanse pozitivna ona nam govori da se
obe promenljive povecavaju zajedno, tj. ako se povecava broj sati ucenja onda se povecava i
ocena. Ako je vrednost kovarijanse negativna, onda se jedna promenljiva povecava a druga
smanjuje, npr. broj ¢asova ucenja se povecava a kona¢na ocena se smanjuje. Ako su sve
vrednosti (barem jedne promenljive) medusobno jednake kovarijansa je jednaka nulu.
Kovarijansa za realne promenljive (a o takvim promenljivim je ovde rec) je simetri¢na,
odnosno vazi:

cov(X,Y) = coY, X)

2.2.3. Kovarijansna matrica

Podsetimo da se kovarijansa uvek meri izmedu dve promenljive. Ako imamo skup podataka
koji je veci od dva, onda imamo viSe merenja kovarijanse. Npr. ako imao trodimenzionalni
skup podataka (X,Y,Z), tada racunamo cov(X,Y), cov(X,Z) i cov(Y,Z). Kada imamo
n—dimenzionalni skup podataka, korisno je sve dobijene kovarijanse izmedu razli¢itih

promenljivih staviti u matricu. Naprimer, definicija kovarijansne matrice za skup podataka
(X,Y,2Z) je:

cov(X, X) cov(X,Y) cov(X,Z)
C =| cov(Y,X) cov(Y,Y) cov(Y,Z) |.
cov(Z,X) cov(Z,Y) cov(Z,Z)

Na glavnoj dijagonali kovarijansne vrednosti su izmedu jedne promenljive, pa su one
jednake disperziji tih promenljivih.
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2.2.4. ViSedimenzionalne slucajne promenljive
Definicija

Neka je dato p jednodimenzionalnih slu¢ajnih promenljivih X, X,,...,X . Skup ovih

p
slucajnih promenljivih piSemo kao (px1) sluc¢ajni vektor X

Dakle, X je slucajan vektor Ciji su elementi slucajne promenljive. Kolekciju slucajnih
vektora moZemo predstaviti u vidu matrice. Takvu matricu ¢iji su elementi slucajne
promenljive nazivamo slu¢ajna matrica.

Funkcija raspodele (px1) slucajnog vektora X definiSe se na slede¢i nacin:

Fy (%) = Fy (%, Xp1000X,) = P{X < X} = P{X, <%, X, € %0000, X, S X f

Funkcija raspodele neprekidnog slucajnog vektora X moZe da se definiSe se i na sledeci
nacin:

Xz X3

F, (X) = X]j [ £ (X)dx,dx, ...dx,

—00 —0co

gde je fx(X)=f,(%,%,,....X,) viSedimenzionalna funkcija gustine od X. Do

viSedimenzionalne funkcije gustine slucajnog vektora dolazimo diferencirajuci
viSedimenzionalnu funkciju raspodele F,(X). ViSedimenzionalna funkcija gustine

fy (X) = £ (X, %,,....X,) ima sledece osobine: 1.) f,(X)20, za svako xORP i 2))

00

o]j fo(x)d&dxz...dxp =1.
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Marginalna raspodela

Funkcija raspodele ili gustina raspodele jedne slu¢ajne promenljive dobijene na osnovu
viSedimenzionalne funkcije raspodele ili viSedimenzionalne funkcije gustine nazivamo
marginalna jednodimenzionalna funkcija raspodele, odnosno marginalna
jednodimenzionalna funkcija gustine. Pretpostavimo da je poznata funkcija raspodele,
F, (X). Tada do marginalne funkcije raspodele slu¢ajne promenljive X, dolazimo na

osnovu izraza
FXl (X:L) = FX (Xl,O0,00,___’OO),

a ako nam je poznata funkcija gustine, f, (x), tada marginalnu fnkciju gustine od X,
dobijamo na osnovu izraza

00

fy (X) = j jfx(xl,xz,...,xp)dxz...dxp.

Srednja vrednost i kovarijaciona matrica

Neka je X(px1) slucajan vektor, ciji svaki element predstavlja jednodimenzionalnu
slucajnu promenljivu sa svojom marginalnom raspodelom. Za svaku jednodimenzionalnu
slucajnu promenljivu moZemo odrediti sredinu 4; = E(X,) i disperziju sz = E(X; =4, )2,
koju jo$ oznacavamo i sa D(X;). Sredina slucajnog vektora X je (px1) vektor Ciji su

elementi 4, =E(X,), j=1,...,p ,io0znacavamo gasa p

E(X) | | 4
E(X, 5

Kao Sto smo ve¢ napomenuli, za ma koji par slu¢ajnih promenljivih X; i X, definiSemo

kovarijansu na slede¢i nacin:
0y = E[(X; = ))(X, — )] = Cou X, X, )

O :O—iz =CouX;, X;) =D(X;)
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CouX;, X,) =CoUX,,X,) =0, =0

Za slucajan vektor X definiSemo px p simetri¢cnu matricu kod koje je j—ti dijagonalni

element o, =D(X;), a ciji je (j,k)-element o, =CoX,,X,), j#k. Ovu matricu
nazivamo kovarijaciona matrica (kovarijansna matrica) od X i oznacavamo je sa D(X) ili

CovX), odnosno X. Tako je

Oy O - Op D(X,) CoUXy, X5) -+ Cov(xl’xp)

0, 0, - O Cov(X,, X D(X - CoUX,, X
COV(X):EZ[UJ-k]: :21 .22 '2p - M :1 2) (: 2) . ¢ :2 p)

On Op o Oy CouX,, X)) CouX,, X)) - D(X,)

Kovarijacionu matricu moZemo iskazati i kao oCekivanu vrednost slucajne matrice.

(Xl_:ul)z (Xl_:ul)(xz _:uz) (xl_:ul)(xp _,up)
(X, = 1) (X, = 14y) (Xz_luz)2 (xz_luz)(xp_,up)
(Xp_ﬂp)(xl_ﬂl) (Xp_/'{p)(XZ_ILIZ) (><p_ll'{p)2

Ova slucajna matrica proizvod je slucajnih vektora odstupanja od sredine, ft;j.
(X —p)(X —p)T, paje njena ocekivana vrednost:

E[(x-m(x-w7]=x.

Navedimo nekoliko vaZznih rezultata za osobine sredine slu¢ajnog vektora X i njegove
kovarijacione matrice. Pre toga navedimo poznato svojstvo kovarijanse. Neka su slucajne
promenljive X; i X, linearno transformisane. To znali da su definisane nove slucajne

promenljive ¢X; +a i dX; +b, gde su a,b,c i d realne konstante. Na osnovu definicije

kovarijanse, sledi da je

Co(cX; +a,dX, +b) =cdCo\(X, X,).

Uopstimo ovo na slucaj linearne kombinacije p slucajnih promenljivih iz slu¢ajnog vektora
X, sa sredinom p i kovarijacionom matricom X. Linearnom kombinacijom

Y=g X +a,X,+.+a,X, =a'X, za dati vektor koeficijenata linearne kombinacije:
a' :[ai,az,...,ap], definiSemo novu sluc¢ajnu promenljivu Y ¢ija funkcija gustine f, (y)

zavisi f, (X).Njena oCekivana vrednost je
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p, =E(Y)=E@X)=a"n,

i disperzija

0. =D(Y)=D(@'X) = Zplzp:araj o, =a'xa.

i=1 j=1

Znaci da je disperzija od Y data kao kvadratna forma i u potpunosti je odredena
kovarijacionom matricom X slu¢ajnog vektora X ikoeficijentima a,,a,,...,a,.

Razmotrimo opsti slu¢aj g linearnih kombinacija p slu¢ajnih promenljivih:

Yl = ailxl +a12x2 +"'+a1pxp
Y2 = 3.21)(1 +a22X2 +"'+a2pxp

Y, = ag X, + 8, X, +. X,

Ove linearne kombinacije u matri¢noj formi moZemo zapisati na sledeéi nacin: Y = AX,
gde je Y vektor formata qx1 i A(gx p) matrica koeficijenata linearnih kombinacija.

Sredina sluc¢ajnog vektora Y je
ry = E(Y) = E(AX) = Apy
A kovarijaciona matrica
X, =Cov(Y)=Cov(AX)=AX,A",

gde je p, sredina slu¢ajnog vektora X, i X, njegova kovarijaciona matrica.
Korelaciona matrica

Koeficijent korelacije izmedu dve sluCajne promenljive X, i X, definiSemo kao

Py =T—"—
SR
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Sto predstavlja normalizovanu kovarijansu izmedu X; i X, . Koeficijent korelacije uzima
vrednsot iz intervala [-1, 1]. Ukoliko p; ima vrednost blisku donjoj ili gornjoj granici

intervala, tada mozemo reci da postoji mogu¢nost dobre linearne veze izmedu X; i X, i

to sa negativnim, odnosno pozitivnim predznakom.

Korelacionu matricu p moZemo dakle dobiti na osnovu poznate kovarijacione matrice. U
matri¢nom zapisu, veza izmedu korelacione i kovarijacione matrice data je sa:

p= (Dllz)_lE(DlIZ)_l -

1 0 - 0 | ) 1 O - 0
VIu o, 0, - 0, |V
_| © L 0 On Uy 0 Oy, 0 ! 0
- 0'22 : O,
O O i _Jpl Upz Jpp_ O O i
L Opp i L Opp i
I 1 p12 plp
_ Pn 1 P2y
_ppl pp2 1

gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu koja sadrzi elemente na glavnoj dijagonali
kovarijacione matrice X. Na osnovu uspostavljene relacije izmedu Kkorelacione i
kovarijacione matrice, imamo davazii £ = DY?pD"?2.

Generalizovana disperzija

Jedan od najceS¢e koriSc¢enih pokazatelja stepena rasprSenosti podataka u slucaju jedne
promenljive jeste disperzija ili standardna devijacija. Za promenljive €ija je dimenzija p = 2
definisana je kovarijaciona matrica koja pruza informaciju o disperziji i kovarijansi
promenljivih. Interes nam je da u viSedimenzionalnom slucaju definiSemo sinteticki
pokazatelj koji ¢e na osnovu jednog broja iskazati stepen varijabiliteta p —dimenzionalnog
skupa podataka. Koriste se dve definicije generalizovane disperzije. Prema prvoj, ceSce
koriSc¢enoj definiciji, ona je u uzorku jednaka determinanti uzoracke kovarijacione matrice,
u oznaci |S, a prema drugoj, generalizovana varijansa je jednaka tragu uzoracke

kovarijacione matrice (zbir elemenata na glavnoj dijagonali matrice), u oznaci tr(S).
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2.3. Metod Lagranzevog multiplikatora

Ekstrem funkcije f(x,y) uz dato ograniCenje @(X y) =0 naziva se uslovnim ili vezanim, a

tako dobijeni maksimum ili minimum uslovnim maksimumom ili minimumom. Tada
funkcija f (X, y) zavisi samo od jednog argumenta, a zadatak je moguce svesti na problem

ekstrema funkcije sa jednim argumentom. Zbog teSkoca koje se mogu javljati prilikom
izracunavanja promenljive X ili y iz jednacine @(x y) =0 i zamene u funkciju f(X,y), za

traZzenje ekstrema u ovakvim slucajevima koristi se metod koji se naziva metod
LagranZovog multiplikatora.

Prvo postavljamo Lagranzovu funkciju:
F(xy)= f(xy)+A(xY),

gdje je A konstanta koja se naziva Lagranzov multiplikator. Potreban uslov za postojanje
ekstrema funkcije f(x,y), utacki (x,,Y,) je da su parcijalni izvodi prvog reda LagranZove

funkcije u toj tacki jednaki nuli, tj.

a_F = of (XO’ yO) +A a¢(xo’ YO)

=0,
o0X 0X oX
6_F: of (X5, Yo) + 09 (X, Yo) =0
oy ay oy '
oF
E:¢(X07yo):0-

Dovoljan uslov za postojanje ekstrema funkcije f(X,y) utacki (x,,y,) obuhvata ispitivanje
potrebnog uslova i

0°F (Xy, Yo, 4,) 0°F (Xo, Yo Ao) 0°F (Xy, Yo, 4,)
d’F(X,,V.,A) = 00 700707 y? + 2 » Y0170/ qydy+ 0: Yo /o) 4,2
(%05 Yos4o) X’ Axdy y PYe y

. 09 ¢
de je —dx+—dy=0.
gaeje ax dy y
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3. Analiza glavnih komponenti

Nakon uvodnog poglavlja u kome iznosimo osnovne zadatke i ciljeve metode glavnih
komponenti, i matematicke osnove ove analize, u okviru ovog poglavlja dajemo formalnu
definiciju i osnovne osobine glavnih komponenti kao i nacin njihove interpretacije. Nakon
toga, bavimo se testiranjem znacajnosti glavnih komponenti, odredivanjem broja glavnih
komponenti kao i njihovom rotacijom i znacajem te rotacije.

3.1. Glavne komponente

3.1.1. Definicija glavnih komponenti

Pretpostavimo da je X p-dimenzionalni sluc¢ajni vektor sa kovarijacionom matricom X.
Neka je

— — T
Yy =ap X tap X, +ta X =e X

linearna kombinacija elemenata slucajnog vektora X, gde su a,,,a,,,...,a,, Kkoeficijenti

p
linearne kombinacije. U poglavlju matematicke osnove, ve¢ smo pokazali da je

D(Y,) =D(a; X) =a;za,

Na$ zadatak je da odredimo vektor koeficijenata @, tako da se maksimizira disperzija od
Y,. Kako se D(Y,) = a; Xa, moZe proizvoljno povecati mnoZenjem vektora o, proizvoljnim
skalarom, time uvodimo ogranicenje da je vektor koeficijenata jedini¢ne duzine, tj. daje

T —
a,a;, =1.

Problem maksimiziranja D(Y,)=a,Xa, uz ogranienje da je aja, =1 re$avamo
koriS¢enjem LagranZovog multiplikatora tako Sto ¢emo maksimizirati LagranZzovu funkciju

a,Xa, - A(o]a, =1

gde je A Lagranzov multiplikator. Diferenciranjem LagranZove funkcije po koeficijentima
a,, 1 izjednacavanjem dobijenog izraza sa nulom, dobijamo

Xa,-Aa, =0
ili
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(-, =0,

gde je | jedinicna matrica formata px p. Da bi se dobilo netrivijalno reSenje za a,
determinanta |Z—/1|| mora biti jednaka nuli. To zna¢i da A mora biti jedan od

karakteristicnih korena kovarijacione matrice X. Odluka o izboru jednog od
karakteristicnih korena donosimo na slede¢i naCin. Ako pomnozZimo s leve strane izraz
Ya, - Aa, =0 sa a; dobicemo

T _ T —
a, Xa, —Aa,a, =0.

Kako tezimo da maksimiziramo disperzuju, za A ¢emo uzeti najvecu sopstvenu vrednost,
recimo A;. Na osnovu uslova (X-Al)a, =0, sledi da je a, odgovarajudi sopstveni vektor

pridruZen sopstvenoj vrednosti /. Njegovim normiranjem (a;a, =1) dobi¢emo traZeni
vektor a;.

Ako Zelimo da odredimo viSe od jedne linearne kombinacije tada postupamo kao u slucaju
odredivanja prve glavne komponente uz uslov da kovarijansa prve i druge glavne
komponente bude jednaka nuli. Neka je druga linearna kombinacija:

— — T
Y, =0 X, 0, X, +o4+d,, X, =0, X

tije koeficijente @,,,0,,,....d,, treba odrediti uz uslov aja, =1, pri ¢emu se uslov

nekorelisanosti prve i druge glavne komponente svodi na e,a, = 0. Ova ¢injenica sledi iz
toga Sto je

cov(Y,,Y,) =cov(a] X,a; X) =a)Za, =a;Xa, =a,0,A, =a a,l,,

posto je Za, =a A, a aja,A, =0 samo kada je aja, = 0. Formiramo Lagranzovu funkciju
sa dva mnoZitelja

‘l;zaz —/]((1;(12 -1)- W;al

gde su Ai ¢ LagranZovi mnozitelji. Diferenciranjem po a,, a zatim izjednacavanjem
dobijenog izraza sa nulom dobijamo

Xa, - Ao, —qu, =0.
Ako pomnoZimo dobijeni izraz sa leve strane sa a; dobijamo
T T T —_
o, Xa, Ao a,—qu a, =0.
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Kako su prva dva ¢lana u prethodnom izrazu jednaka nuli a a]a, =0, sledi da je ¢=0.
Prema tome je

Yo, —Aa, =0,
odnosno
(X-A)a, =0

Tada je A karakteristi¢ni koren kovarijacione matrice X, a a, odgovarajuci karakteristi¢ni

vektor. Kao i u slucaju prve glavne komponente biramo za A $to je moguce vecu vrednost,
jerje

A=a)Xa,.

Drugu po veli¢ini sopstvenu vrednost oznacavamo sa A, , a njen ogovarajuci sopstveni
vektor je a,, a linearna kombinacija Y, = a] X predstavlja drugu glavnu komponentu.

Na ovaj na¢in moZemo doci do svih glavnih komponenti kojih moze biti koliko ima razlic¢itih
sopstvenih vrednosti kovarijacione matrice. Ako su sve sopstvene vrednosti matrice X
medusobno razlicite, i neka su uredene u opadajuéi niz A, > A, >...> A, 20, tada postoji p

glavnih komponenti: Y,,Y,,....,Y,,. Vektori koeficijenata a,,a,,...,0, predstavljaju sopstvene
vektore matrice X Koji su pridruzeni sopstvenim vrednostima /11,/12,...,)lp. Ocekivane
vrednosti glavnih komponenti su E(Y;) =0, j =1...,p, disperzije D(Y;) =4, , j=1..,p,a

kovarijansa svakog para glavnih komponenti je jednaka nuli.

Primer 3.1.1. Neka je data sledec¢a kovarijaciona matrica:

4 0 O
2=|10 2 -2|,
0 -2 4

Odrediti sve glavne komponente.
ResSenje:

Odredimo prvo sopstevene vrednosti. Njih odredujemo na osnovu jednacine:

19



z-Al|=0.

Imamo tri sopstvene vrednosti, i to su: A, =5.2361, A, =4, A, = 0.7639. Sopstvene vektore

odredujemo iz jednacine (2‘. - Al )aT = 0. Imamo tri sopstvena vektora:
T —
a] =[0 -05257 0.8507
al =1 0 O
T
al =[0 -08507 -05257.

Glavne komponente odredujemo iz formule: Y =a'X. Pa su tri glavne komponente
sledece:

Y, =a] X =-05257X, + 0.8507X,
Y, =alX = X,
Y, =al X =-0.8507X, - 0.5257X,

Pokazimo jo$ da su disperzije glavnih komponenti jednake odgovaraju¢im sopstvenim
vrednostima kovarijacione matrice. PokaZimo to na primeru prve glavne komponente, za
ostale dve je analogno.

D(Y,) = D(a; X) = D(-0.5257X,, + 0.8507X,) = (-0.5257)>D(X,) + (0.8507)2D(X,) +
2(-0.5257)(0.8507) cov(X ,, X ;) = 0.27642 + 0.7236% — 0.8944—2) = 5.2361= A,

Pokazimo i nekorelisanost glavnih komponenata na primeru prve i druge glavne
komponente, a za ostale se pokazuje analogno.

cov(Y,,Y,) = cov(-0.5257X, + 0.8507X, X,) = —0.5257cov(X ,, X,) + 0.8507cov(X,, X,) =
=-0.5257[0+0.8507[0 = 0.

3.1.2. Osobine glavnih komponenti

Osobine glavnih komponenti koje slede na osnovu definicije su:

E(Y,)=0, D(Y,)=A,, cov(Y,Y,)=0,i # |
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D(Y,) 2 D(Y,) >...2 D(Y,) 20

Sada ¢emo pokazati da su generalizovane disperzije glavnih komponenti jednake
generalizovanim disperzijama originalnog skupa promenljivih. Pre toga ¢emo se podsetiti
na rezultate matricne algebre koji su nam potrebni za ovaj dokaz.

Neka je Y vektor glavnih komponenti takav da je Y' =(Y,Y,,....Y,). Sada se

transformacija originalnog skupa promenljivih sadrzanog u vektoru X mozZe zapisati na
slede¢i nacin:

Y =AX

gde je A matrica formata pXx p C¢iji su redovi sopstveni vektori kovarijacione matrice X,
odnosno a,,a,,....®,, pridruZeni odgovaraju¢im sopstvenim vrednostima )ll,/12,...,/1p. Na

osnovu osobina sopstvenih vektora (a{aj =1j aiTaJ. =0, i # ] ) matrica A ima osobinu

da je AT =A™, pa se Y =AX naziva ortogonalna transformacija ili rotacija, a sama
matrica A ortogonalna matrica. Njena osobina je i da je |A| = 1. Transformacija se naziva

ortogonalna jer se sa njom vrsi rotacija koordinatnih osa za izvestan ugao, pri ¢emu ose
ostaju upravne jedna na drugu, a ugao izmedu ma koja dva vektora ostaje isti nakon
transformacije.

KoriS¢enjem ortogonalne matrice A moZemo izvrSiti ortogonalnu dekompoziciju
kvadratne simetri¢ne matrice €iji su koreni razli¢iti. Imamo da je £ = ATAA, gde je A
dijagonalna matrica ¢iji su elementi sopstvene vrednosti matrice X, a matrica A je
ortogonalna matrica c¢iji su redovi sopstveni vektori kovarijacione matrice X. Kako je
vektor glavnih komponenti Y = AX, to je njegova kovarijaciona matrica D(Y) = AXA'. Ako

sada zamenimo X dobi¢emo D(Y)=A(ATAA)AT = A, posto je A ortogonalna matrica za
kojuvazi ATA =1, ¢éime smo na drugadciji nadin izveli glavne komponente.

Na osnovu dobijenog rezultata moZemo odrediti generalizovanu disperziju vektora Y .
Prema prvoj definiciji generalizovana disperzija je jednaka determinanti kovarijacione
matrice. Kovarijaciona matrica glavnih komponenti je A. Njena determinanta je |A| i

jednaka je proizvodu sopstvenih vrednosti /1]-. Na osnovu izraza ortogonalne

dekompozicije matrice ¥ dobijamo da je A = AXA". Prema osobini determinante, imamo
da je |A|=|AZA"|=|A[Z|AT|=|2
definiciji generalizovane disperzije originalnog i transformisanog skupa podataka
medusobom jednake.

, jer je |A|:il. To nam pokazuje da su prema prvoj

Prema drugoj definiciji generalizovana disperzija jednaka je tragu kovarijacione matrice.

Trag kovarijacione matrice jednak je zbiru sopstvenih vrednosti A;. Prema izrazu

ortogonalne dekompozicije matrice £ = ATAA , dobijamo da je A = AXA". Ako primenimo
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osobinu traga matrice da je tr(BC) =tr(CB), imamo da je
tr(A) =tr (AZAT) =tr(ATAX) =tr(X), poSto je ATA=I. Na osnovu ovoga moZemo
zakljuc¢iti da su i prema drugoj definiciji generalizovane disperzije originalnog i
transformisanog skupa podataka medusobno jednake.

Kako su disperzije glavnih komponenti jednake sopstvenim vrednostima, moZemo govoriti
o relativanom doprinosu (engl. the proportion of variance explained) |- te glavne

komponente u objasnjenju ukupne disperzije,i odredujemo ga na slede¢i nacin:
A .
p 1 J = 1121--'1 p .

2. A

k=1

Primer 3.1.2. Na osnovu podataka koji su dati u primeru 2, odrediti generalizovane
disperzije originalnog i transformisanog skupa podataka, kao i relativan doprinos svake od
glavnih komponenti.

Determinante kovarijacionih matrica su jednake:

£/ =16 |A| =5.236 14 [0.7639=16.

Tragovi kovarijacionih matrica su jednaki:

tr(Z)=4+2+4=10i tr(A) = 52361+ 4+ 0.7639=10.
Pa moZemo zakljuciti da su generalizovane varijanse vektora X i Y medusono jednake.

Relativan doprinos prve glavne komponente ukupnom varijabilitetu je:

A _ 52361
tr(A) 10

=0.5236,ato je 5236%,

druge glavne komponente:

A,
tr(A)

:i =04,atoje 40%
10 !

i trece glavne komponente
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ds _ 07639
tr(A) 10

=0.0764,atoje 764%

O

Ukoliko u ovoj analizi dobijemo relativno visok doprinos jedne ili nekoliko prvih glavnih
komponenti, tada je moguce dalju analizu zasnovati na njima, a ne na svim glavnim
komponentama. Ovo je jedan od kriterijuma odabira broja glavnih komponenti, o kojima ce
kasnije biti reci.

Izraz za Kovarijacionu matricu £ = AT AA piSemo u razvijenom obliku

A 0O - O aI
o A - O !
X :[(ll a, (lp] : 52 o (1:2
o o -- /\p uL

p
— T T T T
=Ao0, +A0,0, .. tA0 0, —Z/]jujuj :
=1

Znaci da je doprinos j— te glavne komponente kovarijacionoj matrici £ dat matricom
Ajaja} ZadrZavaju¢i manji broj glavnih komponenti od p, kovarijacionu matricu X

aproksimiramo zbirom matrica doprinosa zadrzZanih glavnih komponenti. Ukoliko doprinos
ukupne disperzije zadrZzanih komponenti prelazi neku unapred fiksiranu vrednost, na
primer 80%, tada je za ocekivati da ¢e ta aproksimacija kovarijacione matrice X relativno
dobro reprezentovati kovarijacionu strukturu originalnog skupa podataka.

3.2. Interpretacija glavnih komponenti

Do sada smo analizu glavnih komponenti bazirali na kovarijacionoj matrici X. Problem koji
se javlja u interpretaciji glavnih komponenti posledica je njihove osetljivosti na razlicite
merne skale originalnih promenljivih. Ako u analizi jedna od promenljivih ima znatno vecu
disperziju od ostalih, tada ¢e ta promenljiva dominirati prvom glavnom komponentom bez
obzira na korelacionu strukturu podataka. Jedna moguénosti za reSavanje ovog problema je
da u tom slucaju ne koristimo direktno koeficijente linearne kombinacije u cilju
interpretacije glavnih komponenti, nego da analizu zasnivamo na koeficijentima korelacije
originalnih promenljivih i glavnih komponenti. Druga mogucnost je da celu analizu
baziramo na korelacionoj, a ne kovarijacionoj matrici originalnih podataka.
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Odredimo koeficijente korelacije izmedu originalnih promenljivih i glavnih komponenti. U
radu smo ve¢ odredili kovarijacione matrice od Yi X , i vazi D(Y)=Ai D(X)=ZX.

Kovarijansa izmedu X i Y je

cov(X,Y) = cov(X,AX) = ZAT = (ATAA)AT = ATA =|a, A, a,4,,...a A .

p=p
Koeficijent korelacije izmedu K — te originalne promenljive i j — te glavne komponente dat
je sledeim izrazom
b = cov(X,,Y;) _ Aa, — \/I ik=12...p
XY, - - = Uy y hK = e P
JD(X)DCY))  ou A, o

Znac¢i da se Koeficijent linearne kombinacije uz k- tu promenljivu u j - toj glavnoj

komponenti mnoZi kolicnikom njihovih standardnih devijacija. U matricnom zapisu
korelaciona matrica izmedu vektora originalnih promenljivih X i vektora glavnih
komponenti Y data je slede¢im izrazom

pxy - Al/ZAD —1/2'

gde smo sa D oznacili dijagonalnu matricu c¢iji su elementi disperzije originalnih
promenljivih.

Ukazimo sada na iznos disperzije originalnih promenljivih koji je objasnjen zadrzanim
skupom glavnih komponenti. On pokazuje u kom stepenu zadrzZane glavne komponente
dobro aproksimiraju disperziju svake originalne promenljive ponaosob. Na osnovu izraza
za ortogonalnu dekompoziciju kovarijacione matrice imamo da je disperzija k- te
promenljive

p
Oh =Y AL, k= 12,...,p
j=1

To znaci da je doprinos svake glavne komponente disperziji k —te promenljive jednak
kvadratu koeficijenata korelacije odnosne glavne komponente i te originalne promenljive.
Doprinos svih glavnih komponenti ratunamo na osnovu korelacione matrice AAY? tako
$to ¢emo sabrati kvadrate u njenom Kk -—tom redu. Ukoliko u na$oj analizi zadrzimo
nekoliko prvih glavnih komponenti tada, stavljanjem u odnos dobijene sume i odgovarajuce
disperzije originalne promenljive, dobijamo proporciju disperzije te promenljive koja je
objasSnjena zadrZanim glavnim komponentama. Ova proporcija u analizi glavnih
komponenti se naziva komunalitet promenljive. MoZemo joS re¢i da komunalitet
predstavlja procenat ,objasnjenja“ disperzije originalne promenljive zadrzanim glavnim
komponentama. KoriS¢enjem korelacione matrice umesto kovarijacione matrice
originalnih promenljivih odmah dobijamo proporciju disperzije originalne promenljive
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»objasnjene“ zadrzanim glavnim komponentama jer je standardizacijom promenljivih
vrednost disperzije jednaka jedan.

U slucaju kad, ako koristimo korelacionu matricu umesto kovarijacione matrice, odmah
dobijamo komunalitet. Korelaciona matrica se jo§ naziva i matrica strukture glavnih
komponenti. Matrica strukture glavnih komponenti sadrzi optereéenja glavnih komponenti
koja predstavlja koeficijente korelacije izmedu izabranih glavnih komponenti i
promenljivih. Opterecenja ukazuju na vaZnost svake promenljive za pojedinu glavnu
komponentu.

PokaZimo ovo na jednom primeru. Sledeca tabela predstavlja matricu strukture glavnih
komponenti za 15 promenljivih i pripadaju¢i kumunalitet za svaku promenljivu.

Faktori . L

L > 3 m EKomunaliteti
0.64319 -0.27850 -0.01546 -0.43327 0.67921
0.35104 -0.56413 0.43600 0.10311 0.64221
0.26408 0.43097 0.66299 -0.04377 0.69695
0.72300 -0.12430 0.04455 -0.307735 0.63777
D.55146 0.29653 -0.42246 0.29621 0.69223
0.35493 -0.54134 0.258163 0.47889 0.72769
0.61845 -0.10206 0.02069 -0.31120 0.49021
0.45699 0.45126 0.33137 0.20879 0.26387
0.51394 0.52278 0.35543 0.03566 0.68743
0.34656 0.26936 0.02973 -0.26011 0.26120
0.80732 -0.16924 -0.14125 -0.15609 0.72504
0.763550 0.14951 -0.21480 0.00593 0.654351
0.60592 -0.354353 0.09643 0.230064 0.35332
0.65052 -0.10479 -0.15877 0.10270 0.46992
0.69189 0.23042 -0.36724 0.3139%96 0.77486

Tabela 1. Opterecenja glavnih komponenti

3.3. Rotacija glavnih komponenti

Glavne komponente su prvobitno dobijene rotacijom osa, nakon ¢ega nove promenljive su
nekorelisane i imaju maksimalnu disperziju. Ako se dobijene komponente ne mogu na
zadovoljavajuéi nac¢in tumaciti, onda se komponente dodatno rotiraju, traze¢i adekvatnu
interpretaciju komponenti.

Analizirajué¢i promenljive iz prethodne tabele, uocavamo da pojedine promenljive su

korelisane sa nekoliko glavnih komponenti, a analiziraju¢i faktore, moZemo uociti da je prvi
faktor definisan viskim opterecenjima veceg broja glavnih komponenti. Odnosno,
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uocCavamo da se jedna promenljiva javlja na viSe glavnih komponenti. Da bi se to izbeglo,
radimo transformacijuu glavnih komponenti, odnosno rotaciju glavnih komponenti. Cilj
rotacije jeste dobijanje jednostavne strukture u kojoj faktori treba da budu $to nezavisniji.
Odnosno, jedna glavna komponenta treba da bude odredena jednim skupom promenljivih,
druga drugim skupom promenljivih, itd. i pri tom da bude Sto manje promenljivih koje bi
bile zajednicke ve¢em broju glavnih komponenti.

[lustrujmo potrebu za rotacijom grafickim prikazom. Neka su na slici 2. za promenljive
X, X,, X5, X, i X, prikazana opterecenja glavnih komponenti u dvodimenzionalnom
prostoru Koji grade dve glavne komponenke j F,  Na osnovu grafika je ocigledno da sem
kod cCetvrte, kod svih ostalih promenljivih imamo relativno visoke vrednosti opterecenja
kod obe glavne komponente (projekcije tacaka na prvu i drugu osu glavnih komponenti
prikazane su isprekidanim tackama). To nam oteZava interpretaciju dobijenog reSenja
pomocu glavnih komponenti, jer nismo u mogu¢nosti nedvosmisleno zakljuciti koje
promenljive odreduju prvu, odnosno drugu komponentu. Takode, na slici se jasno uocava
grupisanje promenljivih u dve grupe. Prvu grupu ¢ine promenljive X,,X,, X,, a drugu
preostale dve promenljive: X, X,.

r
=1
X
‘ >
06
X4
1 05 05 1 i
Xs
05 “5
1

Slika 2. Nerotirana opterecenja glavnih komponenti

Primenom ortogonalne transformacije matrice opterecenja glavnih komponenti, rotiramo
ose glavnih komponenti tako da one u svom novom poloZaju prolaze sto bliZe tackama koje
predstavlaju optere¢enja pet originalnih originalnih komponenti. Na sledecoj slici
prikazane su ose glavnih komponenti, odnosno rotirana opterecenja.
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Slika 3. Rotirana opterecenja glavnih komponenti

Na slici 3. vidimo da druga i peta promenljiva odreduju prvu glavnu promenljivu, a prva i
treca odreduju drugi faktor. Za Cetvrtu promenljivu se moze reci da je bliza prvoj nego
drugoj promenljivoj. Medusobni poloZaj pet tacaka na slici 3. nije se promenio nakon
rotacije glavnih komponenti, nego se promenio samo referentni koordinatni sistem u
odnosu na koji te tacke posmatramo. Dakle, promenom ugla gledanja na opterecenja,
odnosno rotacijom glavnih komponenti, jasnije sagledavamo prirodu komponenti.
Projekcija taCaka na rotirane ose glavnih komponenti ukazuje na promenjene vrednosti
opterecenja svake promenljive u odnosu na prvu i drugu glavnhu komponentu. Tako na
primer, prvobitno visoka vrednost oba opterecenja kod tre¢e promenljive, nakon rotacije
ukazuje na visoku vrednost opterecenja na drugoj i nisku vrednost na prvoj glavnoj
komponenti.

3.3.1. Metod ortogonalne rotacije

Ortogonalna rotacija glavnih komponenti ne menja medusobni odnos faktorskih osa, one su
i dalje ortogonalne. One se po tome razlikuju od neortogonalne rotacije kod koje nema tog
ogranicenja jer se ose glavnih komponenti rotiraju nezavisno jedna od druge. Nakon
neortogonalne rotacije u opstem slu¢aju zaklapaju medusobom ugao razli¢it od 90°. Metod
ortogonalne rotacije koristi ortogonalnu matricu kojom transformise matricu opterecenja.

Postoji viSe metoda ortogonalne rotacije. Neki od njih su varimax, quartimax, equimax. Ali
najcesce koriS¢en od njih je varimax Kkriterijum. U varimax rotaciji, svaka glavna
komponenta teZi da postigne veliko optereéenje (1 ili skoro 1) za manji broj promenljivih i
malo opterecenje (blizu nuli) za ostale promenljive, kako bi se lakSe interpretirali rezultati.
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Varijabilitet objasnjen svakom glavnom komponentom pre rotacije se ponovo aranZira
rotacijom. Ukupna objasnjena disperzija ostaje ista i nakon rotacije. Medutim, prva rotirana
glavna komponenta ne mora objasnjavati maksimum disperzije. Koli¢ina disperzije, koju
svaka glavna komponenta objasnjava mora se ponovo raCunati.

3.3.2. Metod neortogonalne rotacije

[zostavljanjem zahteva za ortogonalnos$¢u glavnih komponenti dolazimo do metoda koji pri
rotaciji dozvoljava mogu¢nost da rotitane glavne komponente zaklapaju razli¢it ugao od

90°
3.4. Testiranje znacajnosti glavnih komponenti

Analiza glavnih komponenti predstavlja metod za redukciju podataka i kao takva nije
zasnovana na teorijskom modelu. U postupku redukcije podataka nije naglaseno sa koliko
glavnih komponenata je potrebno izvrsiti analizu da bi se obuhvatio znacajan iznos
ukupne disperzije. Iz dosadasnjeg izlaganja moZemo =zakljuciti da smo u analizi
zainteresovani za one glavne komponente koje imaju najvece sopstvene vrednosti. Odatle
ne sledi da su manje interesantne glavne komponente sa manjim sopstvenim vrednostima.
Zbog svega toga, moZemo govoriti i o testiranju znacajnosti glavnih komponenti u vidu
testova sopstvenih vrednosti. MoZemo reci da je testiranje znacajnosti jo$ jedan od nacina
odabira glavnih komponenti koje su bitne za analizu, pored nacina odabira glavnih
komponenti prema veli¢ini njihovih sopstvenih vrednosti. Pored ova dva, naves¢emo i jo$
neke nacine za odabir glavnih komponenti.

Za sopstvene vrednosti kovarijacione matrice najpoznatiji je test koji se pripisuje Bartlettu,
za testiranje hipoteze da su poslednje (p—Kk) sopstvene vrednosti medusobno jednake.

Odnosno, postavljamo nultu hipotezu

protiv alternativne hipoteze H,, da su barem dve od poslednjih (p—k) sopstvenih

vrednosti razliCite medu sobom. Ako kao rezultat testa dobijemo da prihvatamo nultu
hipotezu, tada u analizi Koristimo samo prvih k glavnih komponenti jer za njih
pretpostavljamo da obuhvataju znacajan iznos ukupne disperzije, a da poslednje (p - k)

glavne komponente mere samo ,Sum*“ u podacima.
Test statistika za testiranje navedene hipoteze konstruisana je uz pretpostavku o

normalnosti, a zasnovana je na koriS¢enju principa koli¢nika maksimalne verodostojnosti
(eng. Likelihood Ratio test ),
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gde su A ; karakteristi¢ni koreni uzoracke kovarijacione matrice. Prema navedenom izrazu
zaklju¢ujemo da je test zasnovan na poredenju geometrijske i aritmeticke sredine
poslednja (p—k) karakteristicna korena. Ukoliko je ta¢na nulta hipoteza, LR statistika

ima vrednost jednaku nuli. U suprotnom, udaljavaju¢i se od nulte hipoteze razlika izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine postajae sve veca, Sto znaci da ¢e vrednost LR
statistike biti sve manja. U tom slucaju odbacili bismo nultu hipotezu o jednakosti
poslednja (p—k) karakteristicna korena. U primeni ovog testa koristimo asimptotski

raspored statistike —2InLR koja ima asimptotski )(2 —raspored (ako je tacna nulta
1
hipoteza) sa V=E(p—k+2)(p—k —1) stepeni slobode, pri ¢emu je izvrSena modifikacija

prvobitne aproksimacije u cilju njenog poboljSanja

[n—%(Zp‘FlD}[(p‘k)'”/Tp—k - imji X

j=k+1

gde je /Tp_k aritmeticka sredina poslednjih (p—k) karakteristicnih korena uzoracke

kovarijacione matrice. Zna¢i da se nulta hipoteza o jednakosti poslednja (p-Kk)
karakteristi¢cna korena odbacuje na nivou znacajnosti
@, ako je izraCunata vrednost test statistike veca ili jednaka kriti¢noj vrednosti )(3;0,.

PraktiCan postupak primena ovog testa za testiranje jednakosti poslednje (p-—k)
sopstvene vrednosti kovarijacione matrice je sledeci. Prvo se testira hipoteza da su svi
karakteristi¢ni koreni jednaki medu sobom, k =0. Ako se odbaci ova hipoteza, postavlja se
nova prema Kojoj su sve sopstvene vrednosti, osim prve, medusono jednake, k =1. Ako se
odbaci ova hipoteza, postupak testiranja nastavljamo, ali sada testiramo nultu hipotezu da
su sve sopstvene vrednosti medusobom jednake osim prve dve, k=2. Ovaj postupak
nastavljamo sve dok se ne prihvati hipoteza o jednakosti poslednjih (p—k) sopstvenih

vrednosti.
Testovi sopstvenih vrednosti mogu biti od pomo¢i u izboru broja glavnih komponenti.

Medutim, oni mogu sugerisati znacajnost velikog broja sopstvenih vrednosti, a time i
glavnih komponenti. Pa se zbog toga u praksi ¢esce koriste neki drugi kriterijumi.

29



3.5. Izbor broja glavnih komponenti

Kao Sto smo ve¢ napomenuli, jedan od ciljeva analize glavnih komponenti jeste smanjenje
dimenzije pocetnog skupa podataka. Namece se logi¢no pitanje, koliko glavnih komponenti
treba ukljuciti u analizu? Maksimalan broj glavnih komponenti je jednak broju originalnih
promenljivih, medutim, time ne bismo resili jedan od osnovnih zadataka analize glavnih
komponenti.

Kriterijum karakteristicne vrednosti ili Kriterijum sopstvenih vrednosti (engl.
eigenvalue criterium). Karakteristicna vrednost predstavlja iznos disperzije u originalnim
promenljivim koji je povezan sa odredenom glavnom komponentom. Po ovom kriterijumu
zadrzavaju se one glavne komponente Cija je karakteristicna vrednost vec¢a od 1, a ostali
faktori se ne ukljucuju u model. Faktor sa karakteristicnom vredno$¢u manjom od 1 nije
niSta bolji od originalne promenljive jer usled standardizacije, svaka promenljiva ima
disperziju jednaku 1. Pa zbog toga, faktor treba da objasni barem onaj iznos varijabiliteta
koji daje jedna promenljiva, jer inace, bolje je Koristiti originalnu promenljivu. Ovaj
kriterijum je u Sirokoj primeni u analizi glavnih komponenti i poznat je joS i pod nazivom
Kaiserov kriterijum (Kaiser, 1958.)

Dijagram procentualnog ucesca varijabiliteta (engl. percentage of variance criteria). Kod
ovog pristupa broj formalnih glavnih komponenti se odreduje tako da kumulativno
procentualno uces$ce varijabiliteta koji oni objasnjavaju dostiZe neki zadovoljavajuéi nivo.
Nivo varijabiliteta koji je zadovoljavajuci zavisi od vrste problema. Neretko se koristi
kriterijum baziran na 70% objasnjenog varijabiliteta. Pa se u tom slucaju zadrzavaju glavne
komponente dok se ne postigne ovaj unapred zadat nivo. O¢ita je subjektivnost ovog nacina
odredivanja broja glavnih komponenti jer se on odreduje na bazi proizvoljno fiksirane
vrednosti  kriterijuma kumulativne proporcije objasnjene varijanse. Dijagram
procentualnog ucesc¢a prikazan je na sledecoj slici 4.
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Slika 4. Dijagram procentualnog uceS$¢a varijabiliteta

Kriterijum testa znacajnosti (engl. significance test criteria). Moguce je odrediti
statisticku znacajnost disperzija razli¢itih komponenti i zadrZati samo one faktore cije
disperzije su statisticki znaCajne. Mana ovog pristupa je Sto ¢e za velike uzorke mnoge
glavne komponente biti statisticki znacajni.

Kriterijum dijagram osipanja. Ovaj Kkriterijum zasniva se na grafickom prikazu
sopstvenih vrednosti prema njihovom rednom broju. Ovaj kriterijum se joS i naziva ,scree
test“, a predloZio ga je Cattell (1966.). Bira se broj komponenti koji se nalazi u prelomnoj
tacki. Prelom na krivoj se odreduje tako Sto se prisloni lenjir uz poslednje sopstvene
vrednosti proveravajucdi da li one leZe na pravoj liniji. Broj glavnih komponenti odredujemo
tako Sto uocavamo tacku nakon koje spomenuta prava linija ima prelom, pri ¢emu se
krecemo od veceg ka manjem rednom broju glavne komponente. Broj glavnih komponenti
predstavlja upravo redni broj glavne komponente ¢ija sopstvena vrednost kao poslednja
leZi na pravoj liniji. Na sledecoj slici 5. prikazan je primer dijagrama osipanja, na kome
moZemo videti da bi u tom slucaju imali dve glavne komponente, jer postoje dve sopstvene
vrednosti koje leZe na pravoj. Ovaj kriterijum nije od pomo¢i ukoliko na grafiku nema
ociglednih preloma, ili ukoliko ih ima viSe od jednog.
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U praksi se primenjuje joS neki kriterijumi za odredivanje broja glavnih komponenti. Na
slede¢em primeru pokazac¢emo kako koristimo ove Kkriterijume. Posmatrajmo sledecu

tabelu.
Total Variance Explained
Extraction Sume of Squared Loadings Rotation Sums of Squared Loadings
Companent Total % of Yarance | Cumulative % Total % of Vanance | Cumulative %
1 2,755 55,092 55,082 2,736 54,711 =711
2 1,775 35,497 90,589 1,7 35,878 90,589
3
4
5

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Tabela 2. Odredivanje broja faktora

Kao Sto smo ve¢ napomenuli, broj faktora koji ¢e se koristiti u modelu moZe se odrediti na

viSe nacina:

Kriterijum karakteristicne vrednosti. Za ovaj kriterijum smo ve¢ napomenuli da se
zadrzZavaju samo one glavne komponente ¢ija je karakteristi¢na vrednost veéa od 1. U tabeli
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moZemo primetiti da samo prve dve komponente imaju vrednosti vece od 1, i to su 2.755 i
1.775.

Kriterijum procentualnog ucesSc¢a varijabiliteta. Neretko se kao Kkriterijum za
kumulativno procentualno ucesce varijabiliteta koji glavne komponente treba da objasne
uzima 70%. U naSem primeru , vidimo da prva komponenta objasnjava 55%, tako da ona
sama nije dovoljana. Ako uzmemo i drugu komponentu za dalju analizu, onda ta dva faktora
objasnjavaju ¢ak 90% ukupnog varijabiliteta.

Dijagram osipanja. Bira se broj faktora koji se nalazi u prelomnoj tacki ali se gleda i nivo
varijabiliteta odnosno karakteristicne vrednosti (u ovom slucaju biramo 2 faktora). Vidi
sliku 6.
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Slika 6. Dijagram osipanja

Pored ovih navedenih kriterijuma, prilikom prakti¢ne primene analize glavnih komponenti,
moZemo se rukovoditi joS nekim kriterijumima.

Iskustveno pravilo. Sve ukljutene komponnete moraju da objasne bar onoliko
varijabiliteta koliko jedna ,prosec¢na promenljiva”. Ako imamo pet promenljivih, tada svaka
komponenta mora da objasni viSe od 20% ukupnog varijabiliteta. Vodeni ovim pravilom
moZemo zakljuciti da samo prve dve komponente objasnjavaju vise od 20% varijabiliteta,
cak vise od 55% i 35%.

Iskustveno pavilo. Ne uzimamo komponentu gde dolazi do znacajnog pada u kolicini
varijabiliteta koji ona objaSnjavaju. MoZemo primetiti da kod trece komponente dolazi do
znacajnog pada u kolicini varijabiliteta. Druga komponenta objasnjava 35% a treca samo
7%
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4. Analiza glavnih komponenti u praksi

U ovom delu da¢emo nekoliko pakti¢nih primera analize glavnih komponenti. Ovde ¢emo
pokusati da kroz konkretan primer objasnimo ovu metodu i objasnimo dobijene rezultate.

Primer 4.1. Za analizu su Kkori$¢eni statisticki programi R i SPSS. U cilju bolje
prezentacije i objasSnjenja, autor je koristio neke ve¢ gotove grafike iz literature [1].
Preuzeti grafici su naznaceni u tekstu, a preostali deo primera je obradio autor.

Dati su podaci o prosecnom trosku nekoliko razliCitih tipova Francuskih porodica na hranu.
Tipovi francuskih porodica su sledeci:

MA-manual workers (manuelni radnici)
EM-employees (poslodavci)

CA-menagers (menadZzeri)

Posmatrane su porodice sa razlicitim brojem dece: dvoje, troje, ¢etvoro i petoro.

hleb povrée voce meso Zivina mleko vino
(bread) (vegetables) (fruits) (meat)  (poultry)  (milk) (wine)

1 MA2 332 428 354 1437 526 247 427

2 EM2 293 559 388 1527 567 239 258

3 CA2 372 767 562 1948 927 235 433

4 MA3 406 563 341 1507 544 324 407

5 EM3 386 608 396 1501 558 319 363

6 CA3 438 843 689 2345 1148 243 341

7 MA4 534 660 367 1620 638 414 407

8 EM4 460 699 484 1856 762 400 416

9 CA4 385 789 621 2366 1149 304 282

10 MAS 655 776 423 1848 759 495 486
11 EM5 584 995 548 2056 893 518 319
12 CA5 515 1097 887 2630 1167 561 284

Tabela 3 . Podaci iz baze french.food

Nas cilj je da smanjimo dimenziju podataka, i otkrijemo sustinski koncept koji leZi u osnovi
ovih podataka. Prvi korak u analizi glavnih komponenti je formiranje glavnih komponenti i
odredivanje broja glavnih komponenti. Glavne komponente moZemo izabrati uz pomo¢
razlicitih kriterijuma o kojima je ve¢ bilo reci.
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Total Variance Explained

Co Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared

mp Loadings

one Total % of Cumulat  Total % of Cumulat

nt Varianc ive % Varianc ive %
e e

1 4,333 61,903 61,903 4,333 61,903 61,903

2 1,830 26,147 88,050 1,830 26,147 88,050

3 ,631 9,012 97,062

4 ,128 1,833 98,896

5 ,058 ,822 99,718

6 ,019 ,269 99,987

7 ,001 ,013 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Tabela 3. Objasnjen varijabilitet

Odredivanje broja glavnih komponenti

Rotation Sums of Squared

Loadings
Total % of Cumulat
Varianc ive %
@

3,835 54,780 54,780
2,329 33,271 88,050

1.Kriterijum karakteristicne vrednosti. MoZemo uociti u prethodnoj tabeli da imamo
dve sopstvene vrednosti koje su veée od 1, to su 4.333 i 1.830. Tako da po ovom

kriterujumu imamo dve glavne komponente.

2.Kriterijum procentualnog ucesc¢a. Mozemo imati dva faktora, a i viSe. Ovakav zakljucak
iznpsimo jer prva glavna komponena objasnjava ¢ak 61% ukupnog varijabiliteta, a druga

26%.

3.Dijagram osipanja. Prelomna tacka je kod treceg faktora, tako da po ovom kriterijumu

imamo dve glavne komponente. Pogledati sledecu sliku 7.
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Slika 7. Dijagram osipanja

4.Iskustveno pravilo. U ovom primeru imamo 7 promenljivih, tako da nam to govori da
svaki faktor mora da objasni najmanje 14% ukupnog varijabiliteta. MoZemo primetiti da
samo prva dva faktora objasnjavaju viSe od 14% ukupnog varijabiliteta, prvi ¢ak 62% a
drugi 26%. Tako da i po ovom kriterijumu imamo dva faktora.

5.Iskustveno pravilo. Komponenta gde dolazi do znacajnog pada u koliCini varijabiliteta
koji oni objasnjavaju. MoZemo primetiti da kod trece glavne komponente dolazi do
znacajnog pada u kolicini varijabiliteta. Druga glavna komponenta objaSnjava 26% a treci
samo 9%.

Objasnjen varijabilitet

Prva glavna komponenta objaSnjava 61,9% ukupnog varijabiliteta ovih sedam promenljivih
u analizi, druga glavna komponenta dodatnih 26,1% varijabiliteta.

Primenom razlicitih kriterijuma moZemo reci da smo izabrali dve komponente, odnosno
dva faktora i da one objasnjavaju ukupno skoro 88% ukupnog varijabiliteta originalnih
promenljivih. Ovo znaci da se za buduce analize mogu koristiti kao promenljive ova dve
komponente umesto 7 originalnih promenljnivih uz gubitak informacija od 12%.

36



Rotacija

Cilj rotacije jeste dobijanje jednostavne strukture u kojoj glavne komponente treba da budu
$to nezavisnije. Odnosno, jedna glavna komponenta treba da bude odreden jednim skupom
promenljivih, druga drugim skupom promenljivih, itd. i pri tom da bude Sto manje
promenljivih koje bi bile zajedni¢ke ve¢em broju glavnih komponenti.

Prilikom rotacije zadrzZava se objaSnjen procenat varijabiliteta pomocu glavnih komponenti

ali se varijabilitet rasporeduje na izabrane komponente odnosno faktore. Velike promene u
koeficijentima ukazuju da se faktori lakSe tumace.

Total Variance Explained

Com Extraction Sums of Squared Loadings Rotation Sums of Squared Loadings
pone Total % of Cumulative Total % of Cumulative
nt Variance % Variance %

1 4,333 61,903 61,903 3,835 54,780 54,780
2 1,830 26,147 88,050 2,329 33,271 88,050

Tabela 4. Objasnjen varijabilitet

Prilikom rotacije se menjaju opterecenja i trebalo bi da optereéenja u tabeli sa rotacijom
daju jasniju interpretaciju. U sledecoj tabeli su data optereenja glavnih komponenti

nakon rotacije.

Rotated Component Matrix®

Component
1 2
hleb ,071 ,976
povrce ,808 ,552
voce ,955 ,166
meso ,946 ,258
zivina ,934 ,169
mleko ,207 ,893
vino -,672 ,389

Extraction Method: Principal
Component Analysis.

Rotation Method: Varimax with

Tabela 5. Opterecenja glavnih komponenti nakon rotacije
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Kako je kvalitet reprezentacije dobar za sve promenljive (osim za promenljivu vino),
imamo lepu sliku o korelaciji izmedu originalnih promenljivih i glavnih komponenti. 1z
tabele posmatramo samo ona opterecenja koja su vec¢a od 0.7 ili manja od -0.7. MoZemo
primetiti da je vino negativno korelisano sa grupom promenljivih koju ¢ine meso, povrce,
voce i zivina i koje su medusobno pozitivno korelisane. Ove navedene promenljive se
grupiSu oko prve glavne komponente. Potom, mleko i hleb su pozitivno korelisani, ali su
zato slabo korelisane sa mesom, vo¢em i Zivinom.

Medutim, prethodna reprezentacija moZe biti i bolja. Posmatrajmo sledeéu tabelu
korelacija sa faktorima. MoZemo posmatrati i sledecu sliku. Nasih sedam promenljivih smo

projektovali na podprostor dimenzije dva.

French food data
viead
2
z‘ vegetables
g meat
-1 -0.5 0 0.5 1
first factor - goods

Slika 8. Prva i druga glavna komponenta, iz literature [1]
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r XiZy
hleb -0.499
povrce -0.970
voce -0.929
meso -0.962
zivina -0.911
mleko -0.584
vino 0.428
Tabela 6.

Mz,

0.842
0.133
-0.278
-0.191
-0.266
0.707
0.648

r2

Xz

2
XZ,

+r
0.957
0.958
0.941
0.962
0.901
0.841
0.604

Korelacija sa faktorima

Sa prethodne slike i tabele moZemo primetiti da prvi faktor ¢ine povrce, meso, Zivina i voce
(sa pozitivnim znakom), a drugi faktor mleko, hleb i vino (sa negativnim znakom). Na slici
moZemo primetiti kako se grupiSu promenljive, oko kog faktora.

Posmatrajmo slededi grafik.

French food data

0.5

0

second factor - families

-0.5

first factor - families

MA]

My
-ms ..... ....- N,

T .

| MA3
o Mup
8‘:'%"4 ..‘E\:&. 1
-1 -0.5 0.5

Slika 9. Reprezentacija francuskih porodica, iz literature [1.]
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Povucene linije na prethodnoj slici povezuju porodice sa istim brojem dece i porodice sa
istim profesijama. Ako posmatramo ovu sliku, i grafik na kome su predstavljene glavne
komponente hrane moZemo uociti da su troskovi za hleb, mleko i vino sli¢ni za MA-manual
workers i EM-employees. Porodice menadzera karakteriSu veéi troskovi za povrce, voce,

meso i Zivinu.

Primer 4.2.

Posmatramo rezultate dobijene merenjem tragova 10 hemijskih elemenata u sedimentima
na razlic¢itim lokacijama u dve sezone. Za analizu su koriSéeni statisticki programi SPSS i R.

Rezultati merenja dati su sledecoj tabeli.

Jesen 2005 Fe Mn Zn Ni Pb Cu Co As

Sv.Stasije 926332 208.709 25.058 18.208 7.000 6.582 17.464 4.88
Kukuljina 11711.49 325.927 45220 74509 9561 14.363 10.239 521
H.Novi 6090.023 772.347 23.801 32.335 3.722 11.855 9.028 3.77
Zanjice 10507.45 497.121 19.814 16.382 3.937 7.676 6.579 19.75
Mamula 1591.182 282.293 7.7628 12.772 5.1417 4.7211 5.046 4.55
Bigova 713.712 183.645 4.0234 10.481 | 1.276 5.6095 13.867 3.46
Budva 1243.18 132.370 5.117 2.668 2.634 3.235 15992 2.58
Bar 6216.407 657.072 22.399 15.774 @ 5.208 14.720 11.396 3.09
Rt Peran 34637.16 729.066 62.376 336.14 6.421 24.784 14.521 17.71
Ada 21222.72 754.783 46.166 228.617| 3.598 20.724 26.163 <0.1
Bojana

Jesen 2006 Fe Mn Zn Ni Pb Cu Co As

Sv.Stasije 4966.76 1747 9.06 2065 028 <50 <10 4.39
Kukuljina 1225271 4095 4619 7173 040 698 <50 445
H.Novi 897849 369.1 2515 4614 479 881 <1.0 175
Zanjice 199486 1554 1160 2644 009 <50 <50 1.2
Mamula 182969 1682 505 16.87 156 <50 <1.0 1.85
Bigova 135514 2205 437 1709 133 <50 <50 1.93
Budva  2749.12 1351 27.81 16.87 019 <50 <10 217
Bar 5110.64 4069 10.10 2660 173 6.05 <50 1.29

Rt Peran 40866.61 9433 67.21 3349 195 2324 16.86 7.49

Ada 40306.22 983.8 @ 52.77 267.1 1.32 20.67 14.65 3.86
Bojana

Tabela 7 . Tragovi elemenata dobijeni iz uzoraka sedimenata

Cd
0.746

0.541
0.869
0.773
0.4146
0.3003
0.063
0.0682
0.401
0.4368

Cd
<0.05

<0.05
0.247
<0.05
0.074
0.093
0.051
0.17
0.17
0.077

Hg
0.064
0.098
0.084
0.027
0.029
0.028
0.003
0.032
0.063

0.000

Hg
0.037
0.093
0.040
0.017
0.014
0.012
0.009
0.025
0.031

0.021
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Nas cilj je da smanjimo dimenziju podataka, i otkrijemo sustinki koncept koji leZi u osnovi
ovih podataka. Prvi korak u analizi glavnih komponenti je formiranje glavnih komponenti i
odredivanje broja glavnih komponenti. Glavne komponente moZemo izabrati uz pomo¢ vise

kriterijuma o kojima je vec bilo reci.

Compo
nent

Total

5.216
2.081
.949
770
407
.297
.148
.067
.053
10 .011

© 00 N o o b~ w N P

% of
Variance
52.164
20.806
9.493
7.702
4.069
2.975
1.480
.672
.531
.107

Total Variance Explained

Initial Eigenvalues

Cumulati

ve %
52.164
72.970
82.463
90.165
94.234
97.209
98.690
99.362
99.893

100.000

Extraction Sums of Squared

Loadings
Total % of
Variance
5.216 52.164
2.081 20.806
.949 9.493

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Cumulati

ve %

52.164
72.970
82.463

Tabela 8. Objasnjen varijabilitet

Odredivanje broja glavnih komponenti

Rotation Sums of Squared

Loadings
Total % of
Variance
4.806 48.059
1.927 19.274
1.513 15.130

Cumulative
%
48.059
67.333
82.463

1.Kriterijum karakteristicne vrednosti. MoZemo uociti u prethodnoj tabeli da imamo
dve sopstvene vrednosti koje su veée od 1, to su 5.216 i 2.081. Tako da po ovom
kriterujumu imamo dva faktora.

2.Kriterijum procentualnog uce$c¢a. Na ovom grafiku mozemo primetiti da prve dve
komponente objasnjavaju najviSe ukupni varijabilitet. Od toga, prva glavna komponenta
objasnjava preko 50% ukupnog varijabiliteta, dok druga glavna komponenta objaSnjava
preko 20% ukupnog varijabiliteta, a svih ostalih 8 komponenti objaSnjavaju zajedno
ostatak varijabiliteta, Sto je negde oko 27%.
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Slika 10 . Kriterijum procentualnog ucesca

3. Dijagram osipanja.
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Prelomna tacka je kod treceg faktora, pa moZemo re¢i da imamo dve glavne komponente.

4. Iskustveno pravilo. U ovom primeru imamo 10 promenljivih, tako da nam to govori da
svaki faktor mora da objasni najmanje 10% ukupnog varijabiliteta. MoZemo primetiti da
samo prva dva faktora objaSnjavaju viSe od 10% ukupnog varijabiliteta, prvi ¢ak 52,1% a
drugi 20,8%. Tako da i po ovom kriterijumu imamo dva faktora.

Objasnjen varijabilitet

Prvi faktor objasnjava 52.1% ukupnog varijabiliteta ovih sedam promenljivih u analizi,
drugi faktor dodatnih 20,1% varijabiliteta. To moZemo lepo primetiti i na slici 10.

Primenom razlicitih kriterijuma moZemo rec¢i da smo izabrali dva faktora, odnosno dve
komponente i da one objaSnjavaju ukupno skoro 73% ukupnog varijabiliteta originalnih
promenljivih. Ovo znaci da se za buduce analize mogu koristiti kao promenljive ova dva
faktora umesto 10 originalnih promenljnivih uz gubitak informacija od 27%. Ako bismo se
ipak odlucili za tri faktora, gubitak informacija bi bio 17,5% jer bi tada ta tri faktora
objasnila ¢ak 82,5% ukupnog varijabiliteta originalnih promenljivih.

Rotacija

Cilj rotacije jeste dobijanje jednostavne strukture u kojoj glavne komponente treba da budu
Sto nezavisnije. Odnosno, jedna glavna komponenta treba da bude odreden jednim skupom
promenljivih, druga drugim skupom promenljivih, itd. i pri tom da bude Sto manje
promenljivih koje bi bile zajednicke vecem broju glavnih komponenti

Prilikom rotacije zadrZava se objasSnjen procenat varijabiliteta pomoc¢u glavnih komponenti

ali se varijabilitet rasporeduje na izabrane komponente odnosno faktore. Velike promene u
koeficijentima ukazuju da se faktori lakse tumace. KoriS¢ena je varimax rotacija.

Total Variance Explained

Extraction Sums of Squared Rotation Sums of Squared
Loadings Loadings
Total % of Cumulati Total % of Cumulati
Variance ve % Variance ve %

5.216 52.164 52.164 @ 4.806 48.059 48.059
2.081 20.806 72.970 | 1.927 19.274 67.333
.949 9.493 82.463 | 1.513 15.130 82.463

Tabela 9. Objasnjen varijabilitet
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Interpretacija glavnih komponenti se bazira na opterec¢enjima, koja predstavljaju korelaciju
izmedu faktora i originalnih promenljivih. Opterecenja pokazuju koje su originalne
promenljive korelirane sa svakom glavnom komponentom i veli¢inu te korelcije. U sledecoj
tabeli su data opterecenja koja nam pokazuju u kolikoj su meri povezane glavne
komponente sa originalnim promenljivim.

Rotated Component Matrix®

Component
1 2
Fe .969 .047
Mn .878 132
Zn .894 .219
Ni 971 -.020
Pb .125 .840
Cu .952 .196
Co .626 .203
As .312 .537
Cd .020 .872
Hg .060 .726

Extraction Method: Principal
Component Analysis.

Rotation Method: Varimax with
Kaiser Normalization.

a. Rotation converged in 3

iterations.
Tabela 10 . Opterecenja glavnih komponenti nakon rotacije

Vrednosti u prethodnoj tabeli su opterecenja koja predstavljaju korelaciju izmedu faktora i
originalnih promenljivih. Opterec¢enja pokazuju koje su originalne varijabile korelirane sa
svakim od faktora i velicinu te korelacije. U tabeli posmatramo vrednosti c¢ija su
opterecenja veca od 0.7 ili manja od -0.7 (ove vrednosti u tabeli dodatno oznacene). Kao $to
moZemo primetiti, prva glavna komponenta je u korelaciji sa Fe, Mn, zZn, Ni, Cu . Takode

moZemo reci da ova prva glavna komponenta u velikoj meri objasnjava i Co . Druga glavna
komponenta je u korelaciji sa Pb, Cd i Hg . Takode moZemo primetiti i da je opterecenje

za As vece od 0.5, pa moZemo reci da druga glavna komponenta objasnjava i As, mada ne u
meri kaoi Pb, Cd i Hg.
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Slede¢i greafik predstavlja graficki koji su elementi u korelaciji sa kojom komponentom.

Predstavljeno je svih 10 elemenata preko prve dve glavne komponente.

00O EEEEN

=1

PC1 PC2

Slika 12 . Korelacija originalnih promenljivih i glavnih komponenti

Na garfiku moZemo primetiti isto Sto smo uocili posmatraju¢i opterecenja glavnih
komponenti. Prva glavna komponenta je u korelaciji sa Fe, Mn, Zn, Ni, Cu . Druga glavna

komponenta je u korelacijisa Pb, Cd i Hg .
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Slika 13 . Korelacija originalnih promenljivih i faktora

Sa prethodne slike moZemo takode primetiti kako se elementi grupisu. MoZemo primetiti
da se oko prve komponente grupisu Zn, Mn, Fe, Cu i da im je veoma blizu Co. Njihove
vrednosti su na prvoj komponenti najbliZze jedinici. Zatim moZemo primetiti da se oko
druge komponete grupiSu Pb, Cd, Hg i da im je veoma blizu As, kao i da su njihova
opterecenja najveca na drugoj komponenti.

Jedan od ciljeva analize glavnih komponenti je otkrivanje suStinskog koncepta koji leZi u
osnovi podataka. Iz analize moZemo primetiti da su elementi koji se grupisu:
Fe, Mn, Zn, Ni, Cu . Oni ¢ine prvu glavnu komponentu. Ovu glavnu komponentu moZemo
nazvati i ,prirodna komponenta“. Ovo objaSnjavamo ¢injenicom da elementi koji se grupisSu
oko ,prirodne komponente“ predstavljaju hemijske elemente koji Cine sedimente. Odnosno,
oni ¢ine hemijsku strukturu sedimenata. Takode, moZemo re¢i i da Co pripada ovoj
komponenti. Asiako viSe odreduje drugu komponentu, moZemo re¢i da u maloj meri
odreduje i prvu komponentu. To objaSnjavamo ¢injenicom $to se u prirodi As moZe naci
kao pratilac gvoznja Fe, ito urudi FeAsS.

Drugu glavnu komponentu moZemo nazvati ,antropogena komponenta“. Ona je u korelaciji

sa elementima Pb, Cd i Hg. Ovi elementi predstavljaju teSke toksi¢ne metale, i njihove
tragove u sedimentima nalazimo iskljucivo zbog ljudskog uticaja. AsviSe odreduje drugu
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glavnu komponentu. Iako se moZe u prirodi na¢i cesto i kao pratilac gvoZznja (Fe ), u ovom
slucaju njegovo odredivanje druge glavne komponente nam moZe nagovestiti da se u
uzorcima sedimenata nalazi u vecoj koliCini zbog antropogenog uticaja. To moZemo
objasniti time Sto se ostaci Asu sedimentima mogu naci kao nataloZeni ostaci sagorelih
naftnih derivata, uglja, itd. koji se koriste za brodove. Cd se koristi kao dodatak u
veStackim dubrivima.

Ukoliko bismo dobijene rezultate hteli dalje da analiziramo, nekom drugom metodom,
mogli bismo da koristimo sada dve umesto deset polaznih promenljivih. Ovim rezultatom
smo postigli cilj analize glavnih komponenti, i smanjili polaznu dimenziju nasih podataka.
Otkrili smo i suStinski koncept koji leZi osnovi nasih podataka, a to je da se elementi Pb,
Cd, Hgi As nalaze u sedimentima u vecoj koli¢ini kao rezultat ljudskog uticaja, i kako i

sami predstavljaju jako toksicne metale, imaju velikog uticaja na zagadivanje Zivotne
sredine.

Isto moZemo videti i na sledecoj slici.

FCA 2

PCAN

Slika 14. Korelacija originalnih promenljivih i faktora
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Primer 3. Indentifikacija lica primenom analize glavnih komponenti

Covek je u stanju kroz ceo Zivot prepoznavati na hiljade ve¢ videnih lica, bez obzira na broj
godina koje su prosle nakon poslednjeg susreta sa tim licima, uprkos mnogim promenama,
starenju ili drugim smetnjama poput naocCara, promene frizure ili slicno. Prepoznavanje lica
nije samo zanimljivo iz teorijskih razloga vec i iz prakticne primene. Prepoznavanje lica
moZe se primeniti na niz problema iz stvarnog sveta, kao sto su: indentifikacija zloc¢inaca,
obrada slika i filmova, itd. Medutim, razvoj algoritma za raspoznavanje lica je prilicno teZak
zbog mnogobrojnih karakteristika lica.

Upravo taj problem se moZe reSiti metodom analize glavnih komponenti. Tom metodom
moZemo izdvojiti samo one karakteristike lica koje su nam bitne za prepoznavanje lica i
kodirati ih Sto je efikasnije moguce. Tako bismo prilikom dobijanja nove slike mogli
uporedivati tu sliku samo po izdvojenim karakteristikama sa ostalim slikama iz baze
podataka i prema tome videti kojem licu nova slika pripada.

Konkretno, analiza glavnih komponenti omogucuje smanjenje dimenzije prostora
znacajnosti, tj. eliminaciju redundantnih podataka iz skupa. Ili matematicki receno, Zelimo
naci sopstvene vektore kovarijacione matrice skupa slika lica po kojima ¢emo prepoznavati
nove slike lica. Pri tome sliku tretiramo kao vektor.

Primer 4. Primena metode glavnih komponenata u redukciji dimenzije
podataka prilikom obrade slika

Boja u RGB zapisu je predstavljena u trodimenziooml prostorwiju bazucine vektori: R,G i
B, koji odgovaraju crvenoj, plavoj i zelenoj bdpakle, slikovni element (piksel) je jedan vektor
u prostoru koji obrazuju vektori R,G,B.

Slika je skup 3-dimenzionalnih podataka. Zelimo da sliku u boji, pretvorimo u crno belu

sliku, odnosno u nijanse sive. Ovaj postupak moZemo posmatrati kao projekciju elemenata
skupa iz 3-dimenzionalnog (R,G,B) prostora u 1-dimenizionalni prostor.
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ORIGINALNA SLIKA U BOA

Slika 15. Originalna slika

Analiza glavnih komponenti odreduje smer u kojem ¢e projekcija imati najvecu disperziju,

odnosno odreduje crno-belu projekciju slike koja ¢e zadrzati najviSe informacija originalne
slike.

Kako imamo sliku koja ima najviSe nijansi crvene boje, bolje e izgledati slika koja ima

projekciju svih poksela na osu R(crvena boja), nego projekcija na osu G (zelena boja) ili osu
B (plava).
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PROJEKCIJA NA OS R (CRVENA)

Slika 16. Projekcija piksela na osu R

PROJEKCIJA NA OS B (PLAVA)

o % )

Slika 17. Projekcija piksela na osu B
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Posmatrajuéi prethodne dve slike, moZemo zaista potvrditi da projekcija piksela na osu R,
daje verniju sliku o originalu. Medutim projekcija na prvu glavnu komponentu, daje
najverniju crno-belu sliku originalne slike, $to se moZe uociti na sledecoj slici.

PROJEKCIJA U SMJERU PRVE GLAVNE KOMPONENTE

Slika 18. Projekcija piksela na glavnu komponentu

Zakljucak

Analiza glavnih komponenti je vrlo koristan i primenljiv metod u obradi statistickih
podataka. Pored navedenih primena, analiza glavnih komponenti se koristi i u analizi
trzista. Prikupe se podaci o karakteristikama nekog proizvoda, npr. kafe. Sprovede se pilot
istraZivanje, i dobijeni su podaci sa 15 karakteristika (promenljivih) kafe: ukus, uZitak,
budenje, koncentracija, pauza, odmor... Nakon sprovodenja analize glavnih komponenti,
broj promenljivih se svodi sa 15 na 4. Cetiri glavne komponente koje moZemo nazvati:
»opustanje“, ,zavisnost“, ,koncentracija“ i ,ukus-miris“, zamenjaju svih 15 polaznih
promenljivih. Ovim putem smo dobili najosnovnije karakteristike proizvoda $to moze dalje
biti korisno za razvijanje novog proizvoda, bolje razumevanje kupaca, trendova na trzistu.

Analiza glnih komponenti se moze sprovoditi kod raznih upitnika, istraZivanja. Brojni su

primeri primene u ispitivanju trzista, u medicinskim istraZivanjima, bankarskim anketama,
itd.
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Komponente dobijene analizom glavnih komponenti mogu najc¢eS¢e predstavljati tek
polazne podatke za druge metode multivarijacione analize. U istrazivanjima u kojima broj
promenljivih prevazilazi broj observacija, moZe do¢i do probleme, pa je nuzna redukcija
dimenzije skupa promenljivih pomoc¢u analize glavnih komponenti. Tako na primer, u
diskriminacionoj analizi umesto originalnog skupa podataka koristimo izvestan broj
glavnih komponenti u cilju formiranja diskriminacionih funkcija za razdvajanje grupa.

Medutim analiza glavnih komponenti ima i neka ogranicenja. Najvece ograniCenje analize
glavne komponente je to Sto je ona veoma subjektivan proces. Svi elementi, odredivanje
broja glavnih komponenti, njihovo tumacenje i rotiranje (ukoliko jedan skup komponenti
nije zadovoljavaju¢i, mozZemo ponovo vrSsiti rotaciju), podrazumevaju donoSenje
subjektivnih odluka.

Ogranicenje je i to Sto se ne koriste statisticki testovi. Stoga je Cesto teSko znati da li je
dobijeni rezultat slucajan ili stvarno ima smisla. Da bismo izbegli ovo dvoumljenje, trebalo
bi uzorak na slu¢ajan nacin podeliti na dve ili viSe grupa, i da se analiza glavnih komponenti
vrsi za svaku grupu nezavisno. Ako se u svakoj analizi pojavljuju iste komponente, tada
bismo sa viSe sigrnosti mogli da tvrdimo da rezultat ne predstavlja statisticku slucajnost.
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