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Uvod

Cesto se desava da imamo obiman skup numerickih podataka, za koje
pretpostavljamo da su dobijeni na isti, ili bar slican nacin, pod istim uslovima.
Dakle, mozemo da ih posmatramo kao realizacije nekih slucajnih velicina sa
istom raspodelom. To mogu biti, na primer:

— rezultati nekih merenja, ponovljenih mnogo puta,

— vrednosti akcija neke kompanije u poslednjih 10 godina,

— broj pogodaka u sportskim utakmicama,

— najnize dnevne temperature u poslednjih nekoliko godina...

Jos cescée se desava da nam svi ti podaci nisu podjednako interesantni ili
vazni, ve¢ nas zanimaju samo ekstremni od njih, pa zelimo nekako da pred-
vidimo njihovu vrednost i pronadjemo neku pravilnost u njihovom pojavlji-
vanju.

Postoje dva pristupa ovom problemu:

1. da se posmatra jedna ili nekoliko maksimalnih (minimalnih) vrednosti i
modelira odgovarajué¢om raspodelom (pristup teorije ekstremnih vred-
nosti)

2. da se vrednosti vece od nekog unapred zadatog visokog praga modeli-
raju odgovaraju¢om raspodelom (POT-pristup).

Ovaj magistarski rad predstavlja pokusaj da se prikazu teorijske osnove
ova dva pristupa, posebno ovog drugog, i da se istaknu neke veze izmedju
njih. Podeljen je u tri poglavlja.

U prvom poglavlju ponovljeni su poznati rezultati teorije ekstremnih
vrednosti. Definisane su raspodele ekstremnih vrednosti: Gumbelova, Fre-
Seova i Vejbulova, navedene njihove osobine i osnovni rezultat klasic¢ne teorije
ekstremnih vrednosti - teorema o ekstremalnim tipovima. Date su karakte-
rizacije oblasti privlacenja za maksimume svake od raspodela ekstremnih
vrednosti. Za ovo poglavlje koris¢ena je literatura [4],[8] i [12].

U drugom poglavlju uveden je POT-pristup. Objasnjeni su razni nacini

izdvajanja ekstremuma iz datog skupa podataka. Definisane su generalisane
Paretove raspodele (GPD), navedene njihove osobine i veze sa raspodelama
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ekstremnih vrednosti. Definisana je POT-oblast privlacenja i dat je osnovni
rezultat koji se na nju odnosi - teorema o granicnoj raspodeli prekoracenja
visokog praga. Za svaku od GPD raspodela data je karakterizacija njene
POT-oblasti privlacenja, kao i neki primeri. Literatura koriS¢ena za ovo
poglavlje je [1],[4],[8] i [12].

Trece poglavlje se odnosi na dva razlicita pravca primene GPD raspodela.
U delu 3.1 je dat primer koriS¢enja rezultata navedenih u prva dva poglavlja
kod nekih kombinatornih problema ¢ekanja. Postojeé¢i rezultati su dopunjeni
novim (teoreme 3.1.2, 3.1.3, 3.1.5 1 3.1.7).
U delu 3.2 objasnjeno je modeliranje vremenskih serija GPD raspodelama.
Pokazani su neki nacini ocenjivanja nepoznatih parametara, kao i teskoce
koje se pri tome javljaju. To je ilustrovano na primeru jedne finansijske vre-
menske serije. Ovde je koris¢ena literatura [6],[7],[8],[9] 1 [12].

Zahvaljujem se svom mentoru, profesoru Pavlu Mladenovicu, na velikoj

pomoci tokom izrade magistarskog rada, na strpljenju i brojnim korisnim
savetima, kao i na tome sto me je zainteresovao za rad u ovoj oblasti.

U Beogradu, 2009. Jelena Jockovic



1. poglavlje

Teorija ekstremnih vrednosti

1.1 Uvod i osnovni pojmovi

Teorija ekstremnih vrednosti proucava asimptotska svojstva slucajnih
veli¢ina oblika:
M, = max{ Xy, Xo, ..., X,,}

my, = min{ Xy, Xo, ..., X;,}

kad n — oo, pri ¢emu su Xy, X, ..., X,, slucajne velicine sa datim raspode-
lama verovatnoca.
Ako za slucajnu velicinu M,, vazi:

P{M §x}—>G(x), n — 0o (1)

Qn

gde je G(x) nedegenerisana funkcija raspodele, a a,, > 01i b, (n € N) realni
brojevi, onda se kaze da G(x) odredjuje grani¢nu raspodelu linearno normi-
ranog maksimuma My, a a, i b, su normirajuce konstante.

Granicna raspodela linearno normiranog minimuma se odredjuje na slican
nacin, koris¢enjem nejednakosti:

min{ X1, Xo, ..., X;,} = —max{—X;, - Xs, ..., — X, }

Klasi¢na teorija ekstremnih vrednosti

Klasi¢na teorija ekstremnih vrednosti se bavi odredjivanjem granic¢ne ras-
podele linearno normiranog maksimuma (minimuma) u slu¢aju kad su ¢lanovi
niza X1, Xo, .., X,,,.. nezavisne slucajne velicine sa zajednickom funkcijom



raspodele F'.
U tom slucaju jednakost (1) se svodi na:

M, — b,
P{i < x} = P{X; <ayx+by, .., X, <a,x+b,}
an

= (P{X1 <ayz+b,})" = (Flapz +by))"

i kaze se da funkcija F' pripada oblasti privlacenja za maksimume funkcije

raspodele G (F € D(G)).
Definicije M-stabilnosti i oblasti privlacenja

Definicija 1.1.1 Nedegenerisana funkcija raspodele G je maksimum stabilna
(M-stabilna) ako za svako n > 2, n € N postoje nizovi realnih brojeva a,, > 0
ib,, takvi da za svako x € R vazi:

G"(anx + b,) = G(x).

Definicija 1.1.2 Funkcije raspodela G 1 G su istog tipa ako postoje realni
brojevi a > 0 i b, takvi da za svako x € R vazi:

GQ(.I') = Gl(ax + b)

Definicija 1.1.3 Funkcija raspodele F' pripada oblasti privlacenja za maksi-
mume nedegenerisane funkcije raspodele G ako postoje nizovi realnih brojeva
a, >01b,, n€ N, takvi da vazi:

F*(anz + b,) — G(x), n — 0o
za svaku tacku neprekidnosti  funkcije G (z € D(Q)).

Definicije pravilno promenljivih, [I-promenljivih
i I' -promenljivih funkcija

Definicija 1.1.4 (pravilna promenljivost u beskonaénosti) Merljiva
funkcija F : (0,4+00) — (0,400) je pravilno promenljiva u beskonacnosti, sa
indeksom p (F € IIII,) ako postoji p € R, takvo da za svaki € R vazi:




Definicija 1.1.5 (pravilna promenljivost u kona¢noj tacki) Merljiva
funkcija F': (0, +00) — (0, +00) je pravilno promenljiva u tacki xg > 0 (pri
x 1 xp) ako je funkcija F'(zg — %) pravilno promenljiva u beskona¢nosti.

Definicija 1.1.6 ( II - promenljivost) Rastuéa funkcija F': (¢, +00) — R
je IT - promenljiva (F € 11) ako postoje pomoéne funkcije

a:(c,+o0) — (0,400), b:(c,+00)— R,

takve da za svako x > 0 vazi:

F(tr) —
= a(h)
Definicija 1.1.7 ( T - promenljivost) Rastuca funkcija F': (¢, z9) — R je
I’ - promenljiva (F € T') ako vaze uslovi:

1. lim F(x) = +o0

zTxzg
2. postoji funkcija g : (¢, z9) — (0,4+00), takva da za svako x € R vazi:
Flt+z9(t) _

lim 2 T 29)
e F(D) ¢



1.2 Gumbelova, Freseova i Vejbulova raspodela

Ako je grani¢na raspodela linearno normiranog maksimuma niza neza-
visnih i jednako raspodeljenih sluc¢ajnih veli¢ina nedegenerisana, tada je ona
istog tipa kao jedna od sledece tri funkcije raspodele:

e Gumbelova raspodela
Go(z) =e ¢, —00 < T < 400

e Freseova raspodela s parametrom o > 0:
Gia(z) =0, x <0
Gio(z) =", x>0

o Vejbulova raspodela s parametrom o > 0:
Gao(x) = e~ (=2)" <0
Gan(x) =1, x>0

Ove tri funkcije raspodele se nazivaju raspodele ekstremnih vrednosti. Parame-
tar a kod Freseove i Vejbulove raspodele se naziva parametar oblika, a za
funkcije raspodele se kaze da su date u « - parametrizaciji.

Parametri polozaja i razmere

Ako slu¢ajna velicina X ima Gumbelovu, Freseovu ili Vejbulovu raspodelu
(redom), onda je funkcija raspodele sluc¢ajne velicine c X +p , 0 > 0 odredjena
slede¢im funkcijama raspodele:

o Goopolr) = Go(Est) = e 7

o Grapo(r) =Gi(54) =50

z*ll«)a

i G2,a,,u,0'(x) = G2(z_;H) = 67(7 o

Raspodele odredjene funkcijama raspodele G ,0(2), i € {0,1,2} se nazi-
vaju Gumbelova, Freseova i Vejbulova raspodela sa parametrom oblika «,
parametrom poloZaja p i parametrom razmere o.



v-parametrizacija

Raspodele ekstremnih vrednosti, iako su na prvi pogled razlicitog tipa,
pokazuju neke zajednicke osobine:

lim Gy (x) = Go(z),

a—00

lim Gyo(z) = Go(x).

a—00

Ova osobina se moze zapaziti posmatranjem grafika funkcije raspodele i gus-
tine raspodele, za dovoljno veliko a.

Ako se uvede smena v = é kod Freseove raspodele i v = —é kod Vejbulove
raspodele, dobija se jedinstven, neprekidan model, G, (z), pri ¢emu vazi:

lim G, (2) = Gola),

tj. sve tri funkcije raspodele ekstremnih vrednosti se mogu prikazati kao
familija raspodela koja zavisi od istog parametra oblika, ~.
U v-parametrizaciji:

Gumbelova raspodela:

Go(z) =e "

Freseova i Vejbulova raspodela:

_1
o) =+ T 1450, 4 £0

Veza izmedju a i v - parametrizacije

o G\ () =Gra-an(®), zay=21>0

«

GW(.’L') = G27a7a7a(l‘), za vy = _é <0



Gustine raspodela ekstremnih vrednosti u razlicitim

parametrizacijama
‘ raspodela H a-parametrizacija ‘ ~v-parametrizacija ‘
Gumbelova e " exp(—e ") e " exp(—e ")
raspodela —o0 < T <00 —00 < T <00
Freseova az~1FIG, L (z) | (1+ vx)_(H%)GW(x)
raspodela x>0, a>0 ¥y>0,1+~vx >0
Vejbulova a(=z)* 1Gopu(z) | (1+ vx)_(H%)GW(x)
raspodela r<0,a>0 vy<0,1+~vx>0
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slika 1: Gustine raspodela ekstremnih vrednosti u v-parametrizaciji: v = 0
(puna linija), v = 0.3 (tackasta linija), v = —0.3 (isprekidana linija)

slika 2: Funkcije raspodela ekstremnih vrednosti u y-parametrizaciji: v = 0
(puna linija), v = 0.3 (tackasta linija), v = —0.3 (isprekidana linija)



Teorema o ekstremalnim tipovima

Teorema 1.2.1 (Gnedenko (1943), de Haan (1976)) Neka je (X,,),

n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa zajednickom funkcijom raspodele
F i M, = max{Xy, Xs,..., X,,}. Ako postoje nizovi realnih brojeva a, > 0 i
b,, n € N, takvi da:

M. —
lim P{"ibn < x} = lim F"(a,x +b,) = G(x),

n—oo a n—oo

gde je G nedegenerisana funkcija raspodele, tada je funkcija F' istog tipa kao
jedna od funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.
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1.3 Karakterizacija oblasti privlacenja svake
od raspodela ekstremnih vrednosti

Za svaku od raspodela ekstremnih vrednosti, odredjeni su potrebni i do-
voljni uslovi da neka funkcija raspodele F' pripada njenoj oblasti privlacenja.
Poznato je da je sve funkcije iz oblasti privlacenja G, desni kraj nosaca
raspodele jednak +oo, za funkcije iz oblasti privlacenja Ga, je desni kraj
nosaca raspodele konacan broj, a oblasti privlacenja G pripadaju funkcije i
jednog i drugog tipa.

Oblast privlacenja FreSeove raspodele

Slede¢a teorema daje dovoljne uslove da apsolutno neprekidna funkcija
raspodele pripada oblasti privlacenja FreSeove raspodele:

Teorema 1.3.1 (von Mises (1936)) Neka je F apsolutno neprekidna funk-
cija raspodele sa gustinom raspodele f. Ako vaZe uslovi:
L. f(z) >0 za x> x

im @)
2. im0

tada F € D(G1,).

=a >0,

Sledeta teorema daje potrebne i dovoljne uslove da funkcija raspodele
pripada oblasti privlacenja Freseove raspodele:

Teorema 1.3.2 (Gnedenko (1943)) Funkcija raspodele F pripada oblasti
privlacenja Freseove raspodele ako © samo ako vazZe uslovi:

1. zg =sup{t: F(t) <1} = 40
2.1 - Fellll,.

Normirajucée konstante su:

a, = <ﬁ)_l (n), b, = 0.

Oblast privlacenja Vejbulove raspodele

Slede¢a teorema daje dovoljne uslove da apsolutno neprekidna funkcija
raspodele pripada oblasti privlacenja Vejbulove raspodele:
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Teorema 1.3.3 (von Mises (1936)) Neka je F' apsolutno neprekidna funk-
cija raspodele sa gustinom raspodele f. Ako vaZe uslovi:

1. g =sup{t: F(t) <1} < 40
2. f(z) >0 za x € (a,z)

3. lim Spfl — o > 0,

tada F € D(Ga,).

Sledeta teorema daje potrebne i dovoljne uslove da funkcija raspodele
pripada oblasti privlacenja Vejbulove raspodele:

Teorema 1.3.4 (Gnedenko (1943)) Funkcija raspodele F' pripada oblasti
privlacenja Vejbulove raspodele ako 1 samo ako vazZe uslovi:

1. g =sup{t: F(t) <1} < 40

2. 1—F($0—§) e Illll_,, x — +oo.

Normirajucée konstante su:
Apn = Lo — n, bn:xO

gde je
1 -1
w=(=F) o

Oblast privlacenja Gumbelove raspodele

Slede¢a teorema daje dovoljne uslove da apsolutno neprekidna funkcija
raspodele pripada oblasti privlacenja Gumbelove raspodele:

Teorema 1.3.5 (von Mises (1936)) Neka je F apsolutno neprekidna funk-
cija raspodele i xo = sup{t : F(t) < 1}. Ako vaze uslovi:

1. F'(x) <0 za sve x € (a,xq), v9g < +00
2. F'(z) =0 zax > x9

i EO0-F@)
3 im —wr .~ b

tada vazi F' € D(Gy).

Sledeta teorema daje potrebne i dovoljne uslove da funkcija raspodele
pripada oblasti privlacenja Gumbelove raspodele:
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Teorema 1.3.6 (Gnedenko (1943), Mejzler (1949), de Haan (1970))
Neka je F funkcija raspodele, xo = sup{t : F(t) < 1} i H(z) = 17}(@ za
r < xg. Tada su ekvivalentni sledeci uslovi:

1. F e D(GO)
2.HeTl
3. H! e 1L

Teorema 1.3.7 (de Haan (1970)) F € D(Gy) ako i samo ako vaZi:

lim (1= F(x)) [;7° f;°(1 = F(t))dtdy _q
10 (f¥o(1 — F(t))dt)? ’

xT

i svi zapisani integrali su konacni. Tada vaZi ——= € T', a pomoéna funkcija

1-F
g se moze odrediti tako da vazi:

iy - e F(0)drdy
I =TT R d

T

" [0 Pt

T

90 =0 )

Normirajuce konstante se mogu tako odabrati da vazi:

= Fby), by = (ﬁf (n).

Teorema 1.3.8 (de Haan (1970)) F € D(Gy) ako i samo ako vaZi:

. [70(1 — F(t))*dt a—1

size (1 — F(2)) (1= F(£)*dt  «

za neko o > 1.

Dokazi teorema iz ovog poglavlja se mogu naéi u knjizi [8].
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Primeri raspodela iz svake od oblasti privlacenja
raspodela ekstremnih vrednosti

raspodela

oblast privlacenja

normirajuce konstante

Gumbelova
raspodela

F(x) = exp(—exp(—z))

D(Gy)

a,=1,b,=1Inn

Normalna

raspodela

D(Gy)

Ap = L

Tl e

_ _ Inlnhntindr
b, =+V2Ilnn Worr

Eksponencijalna
raspodela
F(z) =1—exp(—Ax)

D(Gy)

Freseova

raspodela
F(z) = exp(——°)

Paretova

raspodela
F(x)=1—ka“

Kosijeva
raspodela
F(z) = 3 + Larctgx

Vejbulova
raspodela

F(z) = exp(—(—2)?)

Ravnomerna
raspodela na [0, ]

F(z)==%

C
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2. poglavlje

Generalisane Paretove raspodele

2.1 Modeliranje prekoracenja datog praga
Nacini dobijanja uzorka ekstremnih vrednosti

Neka je dat uzorak (X, Xo, ..., Xy), ¢iji ¢lanovi predstavljaju vrednosti
neke slucajne velicine X. Postoji vise nacina da se iz datog uzorka izdvoje
ekstremne vrednosti. Neki od njih su:

e Metod blok maksimuma.
Neka su k i n prirodni brojevi takvi da je k < N, nk < N < (n+ 1)k i
k < N. Neka je:

Y1 = max{ Xy, Xs, ..., X;.},
Yé = maX{XkH, X/H_g, cees ng},
Y, = maX{X(nfl)kJrl; X(nfl)k+27 ) Xnk:}
Tada je (Y1,Ys,...,Y,) uzorak ekstremnih vrednosti obima n slucajne

veli¢ine X.

e Metod prekoracenja datog praga (peaks-over-threshold (POT) metod).
Iz datog uzorka se izdvoje sve vrednosti koje su ve¢e od nekog zadatog
praga u. Ako takvih ¢lanova ima n, dobija se uzorak obima n ekstrem-
nih vrednosti velicine X.

o Koriséenje statistika poretka.
Ako su X y, ..., Xy vrednosti datog uzorka poredjane po veli¢ini (od
najmanje do najvece), onda je (Xy_pi1n, ..., Xnn) uzorak obima n
ekstremnih vrednosti slucajne velicine X.

15



X7 XIO

X5 Xy

Y,

slika 3: POT-metod za izdvajanje ekstremnih vrednosti iz datog uzorka
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Broj i velicina prekoracenja datog praga,
srednje prekoracenje

Neka je dat slucajan uzorak (X7,..., Xy), gde su Xj,..., Xy nezavisne
slucajne velicine sa istom raspodelom, i neka je odredjen prag, u. Kad se
koristi POT-metod za dobijanje uzorka ekstremnih vrednosti neke slucajne
veli¢ine, promenom praga, menjaju se i broj i veli¢ina prekoracenja tog praga.
Prekoracenja su vrednosti:

}/IZXl_ua }/QZXQ—U,..., Yn:Xn—U,

gde su Xi,...,X,, elementi datog uzorka veéi od u.
Za broj prekoracenja, N,, vazi:

N,={ili e {1,. . N} X; >u} => I{X;>u}

i<N

i to je jedna slucajna velicina. U slucaju da su X; slucajne velicine sa za-
jednickom funkcijom raspodele F’, slucajna veli¢ina N, ima binomnu raspodelu
sa parametrima n i p, gde je p = 1—F'(u). Srednja vrednost broja prekoracenja
datog praga u je onda E(N,) = n(1 — F(u)).

Neka je X slucajna velicina sa funkcijom raspodele F'. Prekoracenja se
pojavljuju pod uslovom da je vrednost slucajne velicine X veca od praga u,
pa je funkcija raspodele prekoracenja praga u, F™(x), jednaka:

P{X<z,X>u} F(z)— F(u)

Fl(z) = P{X < 2|X > u} = PIX>u}  1-F(u) '

za xr > u,
ili, u malo drugacijem obliku:

F(zx+u) — F(u)

FW(z) = P{X <z +ulX >u} = T~ Fa)
— F(u

za x > 0.
Matematicko ocekivanje velicine prekoracenja datog praga u, za datu funkciju
raspodele F', se naziva srednje prekoracenje:

erp(u) = E(X —u|X > u).

17



Definicije POT-stabilnosti i POT-oblasti privlacenja

Definicija 2.1.1 Nedegenerisana funkcija raspodele F' je POT-stabilna ako
za zadati prag u, u < w(F'), gde je w(F') desni kraj nosaca raspodele, postoje
realni brojevi a, > 01 b,, takvi da za svako x € R vazi:

Fll(a,z +b,) = F(x).

Definicija 2.1.2 Funkcija raspodele F' pripada POT-oblasti privlacenja nede-
generisane funkcije raspodele G (F € D,(G)) ako postoje funkcije a(u) > 0
ib(u) € R, takve da vazi:

Fl(a(u)z +b(u)) — G(z),  u— w(F).

18



2.2 Eksponencijalna, Paretova i beta raspodela

a-parametrizacija

Sve moguce neprekidne funkcije raspodele koje se mogu pojaviti kao
grani¢ne raspodele prekoracenja praga u, za datu funkciju raspodele F', kad
u tezi desnom kraju nosaca raspodele F', su istog tipa kao jedna od sledec¢ih
funkcija raspodele:

o FEksponencijalna raspodela:
Wo(z)=1-e" x>0
Wo(z) =0, x <0

e Paretova raspodela s parametrom a > 0:
Wia(x)=1—a"°, x>1
Wia(z) =0, r <1

e PBeta raspodela s parametrom o > 0:
Waa(z) =1—(—2)%, -1<x2<0
Wg,a(l’) =0, r<—1
Wg’a(l’) =1, x>0

Ove tri raspodele se nazivaju generalisane Paretove raspodele, a ovde su date

u o~ parametrizaciji.

Kod generalisanih Paretovih raspodela se mogu uvesti parametri polozaja
i razmere na isti nac¢in kao kod raspodela ekstremnih vrednosti.

Osnovni rad iz oblasti generalisanih Paretovih raspodela je:
Residual Life Time at Great Age (Balkema, de Haan (1974)).

O aktuelnosti GPD raspodela govore sledeé¢i radovi objavljeni poslednjih
godina:

e On the Relative Approximation Error of the Generalized Pareto Ap-
proximation for a High Quantile (Beirlant, Raoult, Worms (2003))

o Quasi-Conjugate Bayes Estimates for GPD Parameters and Applica-
tion to Heavy Tails Modelling (Diebolt, El-Aroui, Garrido, Girard (2005))

o Robust and Efficient Estimation for the Generalized Pareto Distribution
(Juarez, Schucany (2004))
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e Robust Estimation of the Generalized Pareto Distribution (Peng, Welsh
(2001))

e Rate of Convergence for the Generalized Pareto Approximation of the
Fzcesses (Raoult, Worms (2003))

v-parametrizacija

Ako se uvede smena v = é kod Paretove raspodele i v = —é kod beta
raspodele, dobija se jedinstven, neprekidan model, W, (), pri ¢emu vazi

lim W, (2) = Wo(e),

tj. sve tri funkcije raspodele se mogu prikazati kao familija raspodela koja
zavisi samo od jednog parametra oblika, v > 0.
U ~y-parametrizaciji:

e Eksponencijalna raspodela:
Wo(z) =1—e€"", v =0, x>0

e Paretova i beta raspodela:
Wyr)=1—-(1+~x) 7, x>0 v>0

Wy(e)=1-(1+72)77,  wel,-]  7<0

Veza izmedju o i v - parametrizacije

(] ny(l') = Wl,a,fa,a(x)a za 7 = é >0

° Ww(l') = Wgya,a,a(l‘), za Yy = _é <0
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Gustine generalisanih Paretovih raspodela
u razli¢itim parametrizacijama

‘ raspodela H a — parametrizacija ‘ v — parametrizacija ‘
Eksponencijalna e " e’
raspodela x>0 z >0
Paretova ar~(+e) (1+ vx)_(H%)
raspodela x>0, a>0 v>0,z>0
Beta a(—z)* ! (1+ vx)f(H%)
raspodela —1<x<0,a>0 7<0,0§x<—%

Veza izmedju raspodela ekstremnih vrednosti
i generalisanih Paretovih raspodela

o Wy(z) =1+ InGy(x), uslucaju kad je InGy(z) > —1

o Wi,(z) =14+1InG4(z), uslucaju kad je In Gy o(z) > —1

o Wyn(z) =1+4+1InGya(z), uslucaju kad je In Goo(z) > —1

Srednje prekoracenje za generalisane Paretove
raspodele u razli¢itim parametrizacijama

‘ raspodela H o — parametrizacija ‘ v — parametrizactja
Eksponencijalna ew,(u) =1 ew, (u) = 11—:&
raspodela u >0 u>0,v=0
Paretova ew,. (1) = =5 ew, (u) = 11%74{“
raspodela u>1, a>1 u>0,0<v<1

u I+yu
Beta Wy (u) = - ew, (u) = %
raspodela -1<u<0,a>0 O<u<—%,7<0
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slika 4: Gustine generalisanih Paretovih raspodela u y-parametrizaciji: v = 0
(puna linija), v = 0.3 (tackasta linija), v = —0.3 (isprekidana linija)

05+

slika 5:  Funkcije raspodela generalisanih Paretovih raspodela u ~-
parametrizaciji: v = 0 (puna linija), 7 = 0.3 (tackasta linija), v = —0.3
(isprekidana linija)
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2.3 Granicne raspodele prekoracenja
visokog praga

Neka je X slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele F', R = 1 — F
i w(F') desni kraj nosaca raspodele F' . Sledeée dve teoreme daju tipove
grani¢nih raspodela prekoracenja visokog praga za datu funkciju raspodele
F. U dokazima se sledi rad [1].

Teorema 2.3.1 (Balkema, de Haan (1974)) Neka je F' funkcija raspodele.
Ako postoje funkcije a(u) > 0 i b(u) € R, takve da vazi:

Fla(u)z +b(u)) — G(z),  u— w(F)
za nedegenerisanu funkciju raspodele G, tada je funkcija G istog tipa kao
jedna od sledecih funkcija raspodele:

Wo(z)=1—¢", x>0,
Wialz) =1—a"% z>1,
T, (z)=1—e £ >0

0l
Qualr) = 1— ¢ liremntisa),

za o,y > 0.

Lema 2.3.1 Ako je 1 — S nedegenerisana funkcija raspodele i pri tome vazi
jednakost:

u—wo(F) a(u)

za neke funkcije a(u) > 0 i b(u) € R, onda za svaku tacku neprekidnosti y
funkcije S, takvu da je 0 < S(y) < 1, postoje realni brojevi A(y) > 1 i B(y),
za koje vazi:

lim P{Lb(u) > x| X > u} = S(x), (2)

S(x)S(y) = S(B(y) +zA(y)) (3)
ako je S(z) < 1.

Dokaz: Neka je y tacka neprekidnosti funkcije S, takva da je 0 < S(y) < 1.
Ne umanjujuéi opstost, neka je y = 0. Tada je jednakost:
lim R(b(u) + za(u))
u—w(F) R(u)

= S(x)

tatna za S(x) < 1. Kad se u izrazu na levoj strani u zameni sa b(u), posle
sredjivanja se dobija:

R(b(b(w)) + za(b(w)) R(b(w) _ R(b(w) + (*505" + o5 ) a(u))

R(b(u) Rlu) R{u) @
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Ako u — w(F), onda iz Rg’(gi‘))) — S(0) < 1, za  — w(F) i ¢injenice da je

R nerastuca funkcija sledi b(u) — w(F), pa leva strana slabo konvergira ka
S(x)S(0) za S(z) < 1. Neka je:

lim M = A(0) = A, lim M =B(0)=B (5)
u—w(F) a(u) u—w(F) a(u)

Tada je 0 < A, B < 400, i A i B su konacni, jer bi, u suprotnom, iz (4)

sledilo S(z)S(0) = 0 za svako x, §to nije moguce. Ako je A > 0, iz (4) sledi:

S(x)S(0) = S(B + zA) (6)

za svako z, na osnovu neprekidnosti funkcije S sa desne strane. U slucaju
x = 0 dobija se:
0 < S(B)=5(0?< S(0) < 1.

Funkcija S je u tackama B i 0 neprekidna i uzima razlicite vrednosti, pa iz
toga sledi, na osnovu jednakosti (6) da su brojevi A i B jedinstveno odred-

jeni. Jo$ ostaje da se dokaze da je A > 1. Neka je ¢ broj takav da vazi

S0) < qg <1 Iz %(5))) — S(0) i cinjenice da je R nerastuca funkcija

sledi %ﬁ?) < q, za u > ty. Neka je (b,) niz definisan sa b,.; = b(b,), za

n=0,1,2,.... Niz (b,) je rastué¢i. Ako bi grani¢na vrednost tog niza, b, bila

konacna, tada bi iz R(b+b:)1) < ¢ sledilo ggz:; < q < 1, sto nije moguce. Dakle,

R
pretpostavka ne vazi, (tj. niz (b,) neogranic¢eno raste.
Iz (5) sledi lim,, .o, 2] = A. Ako bi bilo A < 1, tada bi niz (a(b,)) ekspo-
nencijalno opadao do nule i na osnovu (5) bi niz (b,) imao kona¢nu grani¢nu
vrednost, $to je nemoguce. Dakle, pocetna pretpostavka ne vazi, tj. A > 1.

Ovim je dokazano tvrdjenje leme.

Posledica S(x) > 0 za svako x.

Dokaz: Neka je niz (B,) definisan sa B,.; = B+ B,A i By = 0. Tada
iz uslova: B > 01 A > 1sledi: S(B,)=S5(0)""" >01i B, — 0o zan— oo.
Posto je S nerastuca funkcija, time je posledica dokazana.

Lema 2.3.2 Neka je H neogranicena, nerastuca funkcija na intervalu
(x0, +00), takva da je:

H(z) = S(x), ako je S(x) < 1.
Ako je za neki par konstanti (A(y), B(y)) iz leme 2.3.1 ispunjeno:
H(z)H(y) = H(B(y) +zA(y)),  za x>y,
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onda je:
H(z) = S(z), ako je H(x) < 1.
Dokaz: Ne umanjujuéi opstost, neka je y = 0. Tada vazi:
xy = inf{z|S(x) <1} <0

Moze se pretpostaviti da je x; konacan broj, jer u suprotnom bi tvrdjenje
leme bilo trivijalno ispunjeno. Neka je (z1—¢, x1) leva okolina tacke z;. Treba
dokazati da svaka takva okolina sadrzi tacku zy, takvu da je H(xg) > 1.
Ako je x > x1, tada je H(x) < 111z uslova leme sledi da je B(0)+zA(0) > 0,
jer je H nerastuta funkcija. Odatle sledi B(0) + x2A(0) > z71, za neko
xro € (1 — €,x1). Moze se pretpostaviti da je funkcija H neprekidna u
tackama x5 i B(0) + 22 A(0). Iz uslova (5) sledi da desna strana jednakosti
(4) konvergira ka H(B(0) + 22A(0)), a drugi ¢lan na levoj strani konvergira
ka H(0). Zbog toga konvergira i prvi ¢lan na levoj strani, a grani¢na vrednost
je H(z3), na osnovu jednakosti iz uslova leme. Ako bi bilo H(z2) < 1, onda
bi bilo S(z3) < 1, §to je u suprotnosti sa izborom z,. Dakle, H(z5) > 1.
Ovim je dokaz leme zavrsen.

Dokaz teoreme 2.3.1: Neka je X slucajna velicina sa funkcijom raspodele
F, R(x) =1— F(z), S(z) =1 — G(x), i neka je Y oznaka za skup tacaka
neprekidnosti funkcije S.
Tada je jednakost:
S(x)S(y) = S(B(y) + zA(y))
tatnazay €Y iS(z) <1
Postoje dva slucaja.
1. slucaj: A= A(y) =1, za svako y € Y.
Neka je g(x) = InS(z). Tada jednakost (3) postaje:

9() +9(y) = 9(B(y) + ). (7)
Neka je y € Y fiksirano. Vazi g(y) < 0, odakle sledi B(y) > 01 iz (7) se
dobija:
g(x) = cx + go(x), (8)
9(y)

gde je ¢ = Bl < 0, a funkcija go je periodi¢na, sa periodom B(y).
slucaj la: Ako je funkcija gy konstantna, onda vazi g(z) = c(z + d), gde
je d konstanta. Neka je funkcija H definisana sa H(x) = @9, Tada vazi
H(x) = S(z), na osnovu leme 2.3.2; i funkcija G je istog tipa kao funkcija
raspodele Wj.
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slucaj 1b: Ako funkcija gy nije konstantna i ima osnovni period p > 0, tada iz
(8) sledi g(x + p) — g(x) = cp. Funkcija g ima period B(y) = L{f’), a osnovni
period je p, pa mora da vazi g(y) € {kcp,k € N}, za svako y € Y. Iz toga
sledi da je g(x) = cp[%l], gde je d konstanta. Neka je funkcija H definisana
sa H(x) = ¢?5%] za 2 € R. Na osnovu leme 2.3.2 sledi da je H = G, tj.
funkcija raspodele G istog tipa kao funkcija 7%, sa parametrom v = —cp > 0.

2. slucaj: kada je A(y) > 1 bar za jedno y € Y.
Neka je g(z) =InS(z),iy,z € Y. Neka je:
a(z) = Bly) + zA(y),
B(z) = B(z) + 2A(2).
Iz jednakosti (3) se dobija:

g(a(x)) = g(z) +9(y),

9(A(x)) = 9(x) + g(2),
za svako x < w(F).

Odatle sledi da je g(a(B(x))) = g(B(a(x))), za svako z, a posto je funkcija
g nerastuca i neogranicena, mora biti a(5) = B(«).
To znaci:
B(y) + A(y)B(z) = B(z) + A(2) B(y)
ili:
B(y)(1 = A(2)) = B(2)(1 - A(y)).

Ako vazi A(y) > 1 bar za jedno y € Y, onda iz poslednje jednakosti sledi da
to mora da vazi za svako y € Y, pa se dobija:

By __B)
1—A(y) 1-A(2)

a posto su y i z proizvoljno odabrani, sledi da izraz m = 1351y()y) ne zavisi od
y 1 vazi:
B(y) + zA(y) = m + (x —m)A(y).

Ako je m = 0, zamenom poslednje jednakosti u (3) se dobija:

g(x) + g(y) = g(zA(y)).

Vazi g(y) < 0, pa mora biti zA(y) > z, za svako y € Y, jer je g nerastuca
funkcija. Odatle sledi > 0, pa se moze uvesti smena x = e’. Jednakost (3)
tada postaje:

h(t) + h(s) = h(t + a(s))
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za t > 1y, a to je , ponovo, jednakost (7).
Postoje dva slucaja:
slucaj 2a:

h(t) = c(t + d),
gde je d konstanta,

H(l’) _ ec(t—i—d) _ 6ctedc — (et)cedc _ (:L,ed)c7

za x > 0, pa je funkcija raspodele G tipa W ,, sa parametrom a = —c.
slucaj 20:
t+d
o =1
p

gde je d konstanta,
t c Ine®x
H(x):ecp[%d] :€p|: P :|

za v > 01 funkcija raspodele G je tipa @), o, sa parametrima v = —cp, a = %.

Ostaje da se dokaze da za sve moguce granic¢ne raspodele S vazi jednakost:

min{l,W} —5(z), u>0,

za neke konstante a, > 01 b, € R, tj. da su sve one POT-stabilne.

Za funkciju Wy vazi:

Wooo(x) = Wooolu) e o —es
W[u} — 0707 sy —
07070(1.) 1-— WO707U(U) e o

r—u

=1l—-e 7 =Wyuo(2),

a normirajuce konstante su a, =11 b, = u.

Za funkciju Wi , vazi:

Witase = el et L (B



za u > 1, pa su normirajuce konstante: a, = ¢ i b, = 0.

Za funkciju T, vazi:
[ L e 1 o1+l
1 — (1 —eli+u) T ey
— 1 — e (ta]=14u]) _ 1 _ o=r[te—[1+u]]

- T’Ya[]-‘i»u]a]- (x)’

tj. normirajuce konstante su a, = 11b, = [1 + u].

Za funkciju Qo vazi:
—v[1+aln(l4z —v[1+aln(l4+u
Q[y“](x)zl_eﬂ (1) _ (] — e=li+aln(iu))
,Q 1 — (1 _ e—'y[aln(lJru)])

677[1+a In(1+z)]

—1_ —1_ e—v([l—l—aln(1+ac)]—[1+aln(1+u)])
e—V[1+aln(l+u)]
In(14+u —[aIn(14u
—y [aln(l—i—x)—ozln(e[a & )])] —y {aln((l—i—ac)e i )])}
=1l-ce¢ =1l-e
—[aln(14u)]
— [1—}—@ln((1+x)e_7[aln<§l+u)])—alne%] —y|1+aln LHDe I = ]
== 1—6 — 1_6 N
1+x_@[a1n(1(—i—u)]+1
] _7[”0‘1“ M} L Lraln| I+ mrrms
—1—c¢ a1 =1—¢ e @
( [aIn(14u)]+1 N
x—(e [¢] —
- 1+aln<1+ [aln(14+uw)]+1 >‘|
=1—e € ¢ = Q'y,a,u,a(x)a
gde je:
[aIn(1+w)]+1 [oIn(1+w)]+1
=e o —1, o=e o

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.

Pod odredjenim uslovima, funkcija raspodele prekoracenja praga u, za
datu funkciju raspodele F', moze se proizvoljno ta¢no aproksimirati jednom
od generalisanih Paretovih raspodela. Tu se kao jedna moguc¢nost pojavljuje
i beta raspodela, iako ne spada u grani¢ne raspodele iz prethodne teoreme.
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Teorema 2.3.2 (Balkema, de Haan (1974)) Neka je F' apsolutno nepre-
kidna funkcija raspodele, a v i & realni brojevi. Ako vaze uslovi:

1. f=F' je pozitivna, diferencijabilna funkcija na intervalu [ug, +00)

d (1—F(u)
2. *ygﬂ( o) )gézauzuo,

tada vazi:
W,(@) < F(a(u)z) < Wia),

gde je a(u) = 1}{;()”).

Dokaz: Za u > ug i x > 0, iz 2. uslova teoreme, integracijom po u, u
granicama od v do u + za(u), dobija se:

yra(u) < a(u + za(u)) — a(u) < dza(u),

odakle sledi:
a(u+ za(u))

1 < <1
+yx < o) <1+ ox 9)
Vazi:
1— F(u+ za(u)) 1 — F(u+ za(u))
[u] — =
F"(a(u)x) = Flu) exp ¢ 1 = Flu)
(g
= 6Xp /O 1— F(u+sa(u)) s
1—F(u)

T R

pri ¢emu je koris¢ena formula:

_ e,
Ing(z) = ; g(x)d'

Zamenom poslednje jednakosti u (9) dobija se:

z ] z 1
— < F[u] < {_/ }
eXp{ /0 1+7st} < Ffalwyr) s expy = | qg5dsys

odakle sledi tvrdjenje teoreme.

Sledece tvrdjenje je neposredna posledica teorema 2.3.11 2.3.2:
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Teorema 2.3.3 (Balkema, de Haan (1974)) Neka je F funkcija raspodele.
Ako vazi:
Fil(a(u)s +b(u) — G(z),  u— w(F),

za neprekidnu funkciju raspodele G i neke funkcije a(u) > 0 i b(u) € R, tada
je funkcija G istog tipa kao jedna od sledecih funkcija raspodele: Wy ili W.,,
v ER.
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2.4 POT-oblasti privlacenja granic¢nih raspodela
prekoracenja visokog praga

Teorema 2.4.1 Ako je Dy skup funkcija raspodele F, takvih da F(z) < 1
za svako x, onda vazi:

D,(Wy) = D(Go) N D,

Lema 2.4.1 Ako vazi F € D,(G), gde je G neprekidna funkcija raspodele,

onda je:
lim L(u—) -1

Dokaz:Neka je R =1 — F. Za svako ¢ < 1 postoji y, takvo da vazi
g <1—-G(y) < 1. Zamenom tako odredjenog y u jednakost (2) dobija se:

| R(b(w) + ya(w)
’ R(u)

lim min
u—w(F)

}Zl—G(y)<1,

odakle sledi da su za u > u; tac¢ne sledec¢e nejednakosti:

R(b(u) + ya(u)) < R(u),
b(u) + ya(u) > u.

Na isti nacin, iz 1 — G(y) > ¢ sledi:
R(b(u) +ya(u)) > qR(u), za u > us.
Za u > max{uy, us} vaze sve navedene nejednakosti, pa se dobija:
1= F(u+) > q(1 — F(u—)).
Posto je ¢ < 1 proizvoljno odabran broj, ovim je tvrdjenje leme dokazano.

Dokaz teoreme 2.4.1: Ako je F' € D(Gy) N Dy, onda vazi:

lim F"(a,x +b,) = exp {—6_“”} :

n—oo

odakle sledi:
lim nln F(a,z +b,) = —e 7,

n—~o0

ili, malo drugacije:

lim nln(l — (1 — Fa,x +0b,))) = —e* (10)

n—oo
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Vazi jednakost:
lim (1 — F(a,z +b,)) =0,

jer bi, u suprotnom, za svako § > 0 postojao podniz (ny) prirodnih brojeva,
takav da:
1 — F(ap,x + by,) >0,

pa bi bilo ispunjeno i:

lim F"(ay,x + b,,) =0,

n—oo

Sto ne odgovara pretpostavci.
Iz:
lim (1 — F(a,z+b,)) =0

n—o0

sledi:
lim nln(l — (1 — F(a,z +b,))) ~ —(1 — F(ayz + by,))

n—o0o

pa jednakost (10) postaje:
lim n(l — F(a,x +0b,)) =¢ "

za svako x. Neka je a(u) = a,, b(u) = b,, za svako u za koje je ispunjeno:
1 1

<1-—-F < —.
n+17— (u) n

Tada je ta¢na jednakost:

lim 1 —F(b(u) + za(u)) _ -
u—+00 1 — F(u)

Y

tj. £ e Dy(Wy).
Ako je F' € D,(W,), onda vazi:

o L= 000 4 a(w) _
oo 1— F(u)

za x > 0. Na osnovu leme 2.4.1, mogu se odabrati normirajuce konstante a,
ib,, takve da je ispunjeno:

lim n(1 — F(b, + za,)) = e 7, (11)

n—oo

za x > 0. Jos treba dokazati da poslednja jednakost vazi za svako x € R.
Neka je ¢ najmanji realan broj za koji je jednakost (11) ispunjena na intervalu
(¢, +00). Vazi sledeca jednakost:

2n(1 — F(boy, + Tas,)) = 2n (1 —F <bn + <M + x%> an>> (12)

7 Qn
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Kad n — o0, leva strana jednakosti konvergira ka e™*, a desna strana konver-

gira ka 2e~(B+#4) ode su A i B konstante. Sredjivanjem poslednje jednakosti i
uporedjivanjem koeficijenata uz e~* sa jedne i druge strane jednakosti, dobija
se A=11B =1In2. Po pretpostavci, desna strana jednakosti (12) konvergira
za ¢ +1n2 > ¢, pa onda leva strana jednakosti konvergira za x > ¢ — In 2.
Sve to vazi za podniz parnih brojeva, ali zbog toga sto je 2n + 1 ~ 2n, kad
n — oo, konvergencija se moze prosiriti na ceo niz prirodnih brojeva, sa
novim normirajué¢im konstantama a, ., = ay, = ag, i b, = b5, = bay,.
Onda mora je tacno i % — 11 b/"a;nb" — 1, iz cega sledi da konvergencija
vazi i za pocetne normiraju¢e konstante. To znaci da je ¢ = ¢ — In 2, sto je
ispunjeno samo za ¢ = —oo. Ovim je teorema dokazana.

Teorema 2.4.2 D,(W,,) = D(G1,), 2a svako a > 0.
Dokaz: Ako je F € D(G1,), onda vazi:

lim n(1 — F(b, + zay,)) =z~

za svako z > 0. Neka je a(u) = a,, b(u) = b, za svako u za koje je ispunjeno:
1 1

<1-—-F < —.
n+17— (u) n

Tada je jednakost:

lim 1 — F(b(u) + za(u)) .
u=+00 1— F(u) ’

tacna za svako x > 0, tj. F' € D,(W;,).
Ako je F' € D,(W,,), onda vazi:
1 — F(b(u) + za(u))

lim =z ¢

w0 1— F(u)

za x > 1. Na osnovu leme 2.4.1, mogu se odabrati normirajuée konstante a,
i b,, takve da je ispunjeno:

lim n(1 — F(b, + za,)) =z, (13)

n—oo

za x > 1. Jos treba dokazati da je poslednja jednakost tacna za svako x > 0.
Neka je ¢ najmanji realan broj za koji je jednakost (13) ispunjena na intervalu
(¢, 4+00). Vazi sledea jednakost:

2n (1 — F (boy, + xag,)) = 2n (1 - F <bn + (M + x%> an>> (14)

7 Qn
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Kad n — o0, leva strana jednakosti konvergira ka x=%, a desna strana kon-
vergira ka 2(Az + B)~“, gde su A i B konstante. Sredjivanjem poslednje jed-
nakosti i uporedjivanjem koeficijenata uz x sa jedne i druge strane jednakosti,
dobija se A = 22 i B=0. Po pretpostavci, desna strana jednakosti (14) kon-
vergira za 2ax > ¢, pa onda leva strana jednakosti konvergira za > c(%)i.
Sve to vazi za podniz parnih brojeva, ali zbog toga sto je 2n 4+ 1 ~ 2n, kad
n — oo, konvergencija se moze prosiriti na ceo niz prirodnih brojeva, sa
novim normirajué¢im konstantama as,,; = aj, = g, 1 b, | = b, = bay.
Onda je tac¢no i % — 11 b,"a;b"

n

— 1, iz ¢ega sledi da konvergencija vazi i za

-~ . P " . ER .. .
pocetne normirajuce konstante. To znaci da je ¢ = c(%)a, Sto je 1spunjeno
samo za ¢ = 0. Ovim je dokaz teoreme zavrsen.
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Primeri raspodela iz svake od POT-oblasti privlacenja
generalisanih Paretovih raspodela

raspodela oblast privlacenja | normirajuée konstante

Gumbelova
raspodela D,(Wy) a,=1,b,=u
F(x) = exp(—exp(—2))
Eksponencijalna
raspodela D,(Wy) ay =\ b, =u
F(r) = 1 — exp(—2)
Freseova

raspodela D,(W1.4) ay =u, by, =u
F(z) = exp(—27)
Kosijeva
raspodela D,(Wy 1) ay = u, by = —u
F(z) = + Larctgx
Vejbulova
raspodela D,(Wa.4) ay, =u, by, = —u
F(x) = exp(—(-2)%)
Ravnomerna
raspodela na [0, ¢] D,(Wa1) ay=c—u, b, =c
Flz) = ¢

c
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3. poglavlje

GPD raspodele i primene

3.1

GPD raspodele i veza sa problemima
cekanja

U literaturi se navode i slede¢a dva tipa kombinatornih problema ¢ekanja:

1.

Izvodi se niz nezavisnih eksperimenata &1, &, ...., Ciji rezultati se opisuju
nizom nezavisnih slucajnih veli¢ina 7, Zs,.... 1 posmatra se broj
eksperimenata (opisan slucajnom veli¢inom Y,,) koji je potrebno izvesti
da bi se realizovali svi dogadjaji iz nekog skupa A = {A;, As, ..., A, }.
Problem se sastoji u odredjivanju ta¢ne raspodele slucajne velicine Y,
ili njene asimptotske raspodele kad n — oo.

. Izvodi se niz nezavisnih eksperimenata &;,&s,....,  ¢iji rezultati se

opisuju nizom nezavisnih sluc¢ajnih velicina 71, Zs,... i posmatra se
broj eksperimenata koji je potrebno izvesti da bi se svi dogadjaji iz
nekog skupa A = {4y, A,, ..., A, } realizovali tacno r puta, gde je r > 2.
Ako je taj broj eksperimenata opisan slu¢ajnom veli¢inom Y, ,, treba
odrediti tacnu ili asimptotsku raspodelu slucajne velicine Y, .

Postoji vise pristupa resavanju ovih problema, a u jednom od njih se
primenjuje teorija ekstremnih vrednosti. Ako se sa X (Xj,) ozna¢i broj
izvedenih eksperimenata do prve (r-te) realizacije dogadjaja Ay € A, k €
{1,2,...,n}, onda slucéajna velicina M, = max{X;, Xy, ..., X,,} predstavlja
vreme Cekanja do realizacije svih dogadjaja iz skupa A, a slucajna veli¢ina
M, , = max{Xy,, Xo,, ..., Xn,} predstavlja vreme ¢ekanja do realizacije svih
dogadjaja iz istog skupa po r puta. U ovom slucaju, slucajne velicine X i
Xir i €{1,2,...,n} suzavisne, ali uz neke dodatne uslove (Lidbeterovi uslovi
pomesanosti D(u,) i D’(u,)) moze da se koristi isti metod za odredjivanje
asimptotske raspodele kao za nezavisne slucajne velicine.
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Ovde ¢e biti razmatran slucaj kada slucajne velicine Z;, Z,, ... imaju za-
jednicku ravnomernu raspodelu na skupu N, = {1,2,...,n}.

Nezavisne slucajne veli¢ine sa geometrijskom
i negativnom binomnom raspodelom

Poznato je da geometrijska raspodela i negativna binomna raspodela ne
pripadaju nijednoj od oblasti privlacenja raspodela ekstremnih vrednosti.
Ali, u slucaju kada parametar geometrijske , odnosno, negativne binomne
raspodele zavisi od broja slucajnih velicina, n, i ako taj parametar tezi
nuli, kad n neograniceno raste, mogu se odrediti normirajuc¢e konstante,
takve da je granicna raspodela maksimuma ovih sluc¢ajnih velicina Gum-
belova raspodela.

Nezavisne slucajne veliC¢ine sa
zajednickom geometrijskom raspodelom

Neka je X', X

niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa zajednickom

n,1y < n,2y
geometrijskom raspodelom:
1 1 k—1
P{X;j:k}:—(l——) , k=1,2,..., 1<j<n, neN
’ n n

My =max{X ..., X }.

n,1?

Teorema 3.1.1 (Mladenovié (1999)) 1. Za svaki realan broj x vazi jed-
nakost:
lim P{M} <n(z+Inn)} =exp{—e "}

n—oo

2. Za svaki realan broj x prin — oo vazi jednakost:

e "exp{—e*}Inn
2 n

P{M: <n(zx+1Inn)} —exp{—e "} ~

Teorema 3.1.2 Neka je M, ..., M} ... niz nezavisnih slucajnih velicina sa

zagednickom funkcijom raspodele:

F(z) = P{M’ < z}
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Sy =max{M, ... M} }.

Za svaki realan broj x vaZe jednakosti:
1.

lim P{S’ <n(zx+2lnn)} =exp{—e""}

n—oo

lim P{M; <n(x+2lnn)|M; >2nlnn}=1—-¢"

n—o0

Dokaz: Neka je r, = n(z +2Inn) — [n(z + 21nn)|.

PAX:, <k} = 1—PXL, >k} =1— 3 1(1—1)51

s= k—i—ln n
1 &= 1\t 1 1\* 1
SRR (O L P D
ns:k—l—l n n n 1_< _%)
1 k
. (1_—)
n
1.
P{S; <n(z+2Inn)} = (P{M;, <n(x+2Inn)})"
n(x+21nn 1 [n(z+21nn)] n?
(007 5 ( =)
n
n2
_ (1_e[n<z+zlnn>lln ) ( ene+2inm) (=3 -5 +o(3))
_ n?
n(z+2Inn)—ry) (-2 —Ls+0 L e”
_ (1 p(n(@t2nn)—rn) (=% =5ty +o( 1 )) = (1_ e (1+o(1))>
~ exp{—e~"}, n — oo.
2.

P{M:; < n(x + 21nn)} = (P{X;,l < n(x 4 211172)})"
n(z+2Inn)]\ " "
_ (1 B (1 B l)[ (z+ )]) _ (1 . e[n(m+21nn)}ln(1—%))
n

_ (1 N e[n(z+2lnn)}(—%—#+o( )))n _ (1 N e(n(z-l—2lnn)—rn)(—%—ﬁ-i—o(T%2

— <1 . e—z—2lnn+o(lr‘T")) —1— 7:13 Inn +O< 1 > " — 0.

n2

-
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P{M}; <n(x+2lnn), M} >2nlnn}
P{M: > 2nlnn}
_ P{M}; <n(z+2Inn)} - P{M; <2nlnn}
B P{M* > 2nInn}
_ P{M; <n(zr+2nn)} -1+1— P{M; <2nlnn}
B P{M; > 2nlnn}

1-PM<n@+2mny 1= (1ot 4O ()

P{M; <n(x+2nn)|M; >2nlnn} =

=1 1—P{M: <2nlnn} 1_(1_n6721nn+0(#)
L (1—e= 1 0(%)) L _eTmto (&)
1—(1—e+0(%)) e~ 10 (%)
~1—e™", n — oo.

Teorema 3.1.3 Neka je data shema serija slucajnih velicina:
Xn,l,la Xn,2,17 ceey Xn,n,l;
Xn,l,Qa Xn,2,27 ) Xn,n,Q;

gde su slucajne velicine u i-toj vrsti nezavisne i jednako raspodeljene.
Neka su ispunjeni uslovi:
1. slucagne velicine X, 11, ..., Xy n1 imaju geometrigsku raspodelu zadatu sa:

1 1 k—1
P{Xpi1 =k} =~ (1 - —) . k=12,
n n

2. Xn,l,i = maX{Xn,l,ifla Xn,2,i717 ) Xn,n,ifl}y za 1= 27 37 e

a slucagne velicine X, 2, Xp 3,5, Xnn,i tmaju istu raspodelu kao X, 1, 1
medjusobno su nezavisne.

Tada za svaki realan broj x vaZe jednakosti:

1.
Jim P{max{Xy 1, ... Xoni} < n(z+ilnn)} = exp {—e’x}
2.
lim P{Xp1;,<n(z+ilnn)|X,;; >inlnn}=1—e"
za1=1,2,...

39



Dokaz: Funkcija raspodele slu¢ajnih velicina u prvoj vrsti je:

Fiz)=1- <1—1)m,

n

u drugoj vrsti:

B = (Rt = (1-(1-2)) ",

n

u trecoj vrsti:

Jim P{max{X, 14, ... Xnni} <n(x+ilnn)} = dim (F(n(z +ilnn)))"

n(z+ilnn n' n
= <1 — (1 — l) ( )) _ (1 . e[n(z-i-’ilnn)]ln(l—%))
n

i

_ (1 o e[n(erilnn)}(%ﬁJro(n%)))n _ (1 . e(n(erz'lnn)rn)(%ﬁJro(n%)))n

@
7

_ (1 . e—ac—ilnn—l—O(lnT"))ni ~ (1 . nile—a}—ilnn—l—O(l“T"))n, n — 00

_ n

B ac+lnn+o(1“T") W
= <1 — exln"JrO(lnTn)) ‘

za n — OoQ.

~ exp{—e "},

P{X,1;<n(x+ilnn)|X, ;> inlnn}
 P{X,1 <n(zr+ilnn), X,,; >inlnn}
P{X,1,>inlnn}
 P{X,1i<n(x+ilnn)} — P{X, 1, <inlnn}
P{X,1,>inlnn}
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_ P{Xpi<n(z+ilnn)} —1+1—-P{X,,; <inlnn}
B P{X,1,>inlnn}

- 1 — (1 _ pi-le—e—ilnn 4 ) ( 1 ))

_q_ 1 —P{X,1;<n(z+ilnn)} >
1-— P{Xn,l,i < mlnn} 1— (1 — npi—le—ilnn 1 () (# )
efxflnn +0 (#)
~1— ~1l—e", n — oo.
e—Inn 4 (O (#

Nezavisne slucajne velic¢ine sa
zajednickom negativnom binomnom raspodelom

Neka je X, X} ,, ... niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa zajednickom
negativnom binomnom raspodelom:

E—1 1\ 1
P{X* =k} = 1—= -
K=k (n—l)( n> n"’

k=r,r+1,..., 1<53<n, né&N,
i neka je:
M = max{Xf;l, ...,Xf;n},

U, =n(z+Inn+(r—1)Inlnn —In(r — 1)!)

Teorema 3.1.4 (Mladenovié (1999)) 1. Za svaki realan broj x vazi jed-
nakost:
lim P{M,; <u,} =exp{—e *}

n—o0

2. Ako je r > 2, onda za svaki realan broj x pri n — oo vazi
jednakost:

Inlnn

P{M* < u,} —exp{—e*} ~ —(r — 1)%e “exp{—e "} o
nn

Teorema 3.1.5 Nekaje M, ..., M ... niz nezavisnih slucajnih velicina sa

zajednickom funkcijom raspodele:

F(x) = P{M; < x}

Sy =max{M;,,... M, }.

41



Ako je b, =2Inn+ (r — 1) In(2Ilnn) — In((r — 1)), tada za svaki realan
broj © vaZe jednakosti:
1.

lim P{S! <n(zx+b,)} =exp{—e "}

n—oo

lim P{M <n(x+0b,)|M; >nb,} =1—¢e"

n—oo

Dokaz: U radu Mladenovi¢ (2002) odredjeno je asimptotsko ponasanje repa
date negativne binomne raspodele:

fr—1 1 k—r+1
R ] (1-2) @+ Rk,

pri ¢emu je ispunjeno R(k,n) — 0 kad n — oo i % — 00 za N — 00.

Na osnovu toga se dobija:
1.
P{S: <n(x+0b,)} = (P{M} <n(xz+0b,)})"

(- S () mem) )

2

— <1 (b)) <1 — l>n(w+bn)_r+1 (1+ R(x, n)))n

(r—1)! n
- (1 - %6_(”1’"”%(1 + Rz, ””)n

(1+ R(x,n)))

2

WS )
r—1)! 2(2Inn)lr — 1)

(
( (x +by) 7“1 Z%(1+R(x’n))>n

(2lnn)" 2lnn)-l  n

2

NG—<H{%E%%Q»T¥;(+RWWOR
NG—<H%%E%%Q»P%§Q+M%W0H

) ~ exp{—e "}, n — 0o
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pri ¢emu vazi R(x,n) — 0 za n — oo.
2.
P{M} < n(z+1b,), M} >nb,}

P{M <n(zx+b,)|M} > nb,} = PN > by}

 P{M; <n(x+0b,)} — P{M; <nb,} 1 — P{M: <n(z+b,)}
B P{M; > nb,} 1= P{M: <nb,)}
1= (1= (140 (2)) ™ er b (14 R(aym)) )
=1 n
= (1= (140 (M82)) ™ L1+ Rz, n)) )
o 1—1+n(1+0(%)) 16_9‘*’#(1—1-]%(95,71))
L= 1+n(1+0(Me2nm)) ™ 11 4 R(z,n))
(1o (Hgma)y T e L1+ R(z,n))
(1+0 (M2n))™ 1(1 4 R(z,n))
Nl—efiwl—e“, n — 0.

Vreme c¢ekanja u nizu eksperimenata

Neka je Z1, Z, ... niz nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina sa zajednickom ravno-
mernom raspodelom verovatnoc¢a na skupu N,, = {1,2,...,n}. Neka je X,;
vreme ¢ekanja do prve pojave dogadjaja {Z, = j} u nizu Zy, Z, ... i neka je:

Mn = maX{an,an, 7Xnn}

Tada M, predstavlja vreme ¢ekanja do pojave svih dogadjaja {Z, = j},
jJ € N, unizu 4y, Zo, ....

Teorema 3.1.6 1.(Erdos, Rényi (1961)) Za svaki realan broj x vazi jed-
nakost:

lim P{M, < n(z+Inn)} = exp{—e "}

n—oo

2.(Mladenovié (1999)) Za svaki realan broj x prin — 0o vaZi:

|P{M, < n(z+1Inn)} — exp{—e "} = O (an>
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Teorema 3.1.7 Za svaki realan broj x vazi jednakost:

lim P{M, <n(x+2lnn)|M, >2nlnn}=1—¢""

n—o0

Dokaz: Neka je u, = n(z +2Inn), r, =n(z +2Inn) — [n(x + 21nn)].

U radu Mladenovi¢ (1999) odredjena je funkcija raspodele slu¢ajne veli¢ine

M,:
P{M, < k} — éo(—nm (:;) (1 _ %)k k>n.

Na osnovu toga se dobija:

PO, <) = (-1 ( )

m=0

Un
n

(n)e(un—rn)(—%—%-i—O(n—lQ))
m

N

=3 (-

m=0
n 2
m<n>€%(unrn)%(un7“n)’ n — oo

m=0 m
= nn—1)e*® nnh-1)(n—-2)e
~ 11—
n 2 + 5 o + 6 =+
e 1
~1-— +0 (—2) , n — oo.
n n

P{M, < [n(z+2lnn)]|M, > [2nlnn]}
_ P{M, < [n(x+2Inn)], M, > [2nlnn]}
P{M, > [2nlnn|}
_ P{M, <[n(x+2Inn])} — P{M, < [2nlnn]}
P{M, > [2nlnn|}
_ P{M, <[n(x+2nn)]} —1+1—-P{M, <[2nlnn]}

P{M, > [2nInn]}

1—(1—6’”+O(

1 1 — P{M, < [n(x+2Ilnn)|} o1
1 — P{M, < [2nlnn]} 1_(1_l+0(

~1l—e", n — Q.
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Neka je Z1, Zs, ... niz nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina sa zajednickom ravno-
mernom raspodelom verovatnoca na skupu N,, = {1,2,...,n}. Za dati priro-
dan broj r > 2, neka je sa X,; oznaceno vreme cekanja dok se svaki od
dogadjaja oblika {Z, = j} ne realizuje u nizu Z;, Zs, ... tacno r puta. Ako
je:

M, = max{X,1, Xn2, .., Xon},

tada M, predstavlja vreme ¢ekanja do pojave svih dogadjaja oblika {Z; = j},
J € Ny, u nizu 2y, Zs, ... najmanje r puta.
Neka je

U, =n(z+Inn+(r—1)Inlnn —In(r — 1)!).

Teorema 3.1.8 (Mladenovié (2002)) 1. Granic¢na raspodela slucajne veli-
cine M, data je sa:

lim P{M, <u,} =exp{—e*}

n—oo
2. Zar > 2, prin — oo vazi:

Inl
P{Mn < Un} — eXp{_ef:v} ~ —(7“ . 1)267"[ eXp{—efx} ninn

Inn
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3.2 GPD raspodele i ocenjivanje VaR
parametra

Neka je (X1, ..., Xn) uzorak ¢iji ¢lanovi predstavljaju vrednosti neke slucaj-
ne velicine X sa nepoznatom funkcijom raspodele, F'. Da bi se funkcija
raspodele prekoracenja praga u, F aproksimirala jednom od generalisanih
Paretovih raspodela, potrebno je odrediti vrednost praga u, pa na osnovu te
vrednosti oceniti nepoznate parametre oblika, polozaja i razmere za odgo-
varajucéu raspodelu (odrediti koja raspodela je u pitanju).

Neki nacini odabira praga

o Koriséenje uzorackog srednjeg prekoracenja.
Uzoracko srednje prekoracenje je:
i<N

> I(u< Xj)

i<N

en(u) =

i to je jedna empirijska ocena srednjeg prekoracenja za funkciju raspode-
le F.

Poznato je da je za sve generalisane Paretove raspodele srednje prekora-
¢enje linearna funkcija, pa se zato bira se ona vrednost praga u, za koju
vazi da je uzoracko srednje prekoracenje priblizno linearna funkcija,
pocevsi od te vrednosti w.

Ako se izabere preterano nizak prag, onda nisu ispunjeni svi uslovi teo-
reme 2.3.1, tj. aproksimacija ovim tipom raspodela nije odgovajuca i
dobice se pristrasne ocene nepoznatih parametara. S druge strane, ako
je odabrani prag previse visok, iznad praga ostaje previse malo clanova
uzorka i dobijene ocene ¢e imati veliku disperziju. Uopste, pove¢anjem
praga povecava se disperzija, a smanjuje pristrasnost ocene, i obrnuto.

o Automatski odabir praga.
Neka su X,,_ k411, ..., Xnn k najvecih vrednosti u uzorku. Ako je My,
medijana za deo uzorka (X, _k11, ..., Xnn), onda za broj prekoracenja
treba izabrati ono k koje minimizira izraz:

1 .
E Zzﬁ|Xi,n - Mk,n|

i<k

za [ € |0, %] Ako je poznat broj prekoracenja, time je odredjen i prag.

46



Neke ocene parametra oblika za generalisane Paretove
raspodele

Neka je (X1, ..., Xv) uzorak ¢iji ¢lanovi predstavljaju vrednosti neke slucaj-
ne velicine sa funkcijom raspodele F'| koja pripada jednoj od POT-oblasti
privlacenja generalisanih Paretovih raspodela. Iz teorema 2.4.1 1 2.4.2 sledi
da funkcija F' pripada i oblasti privlacenja za maksimume one raspodele ek-
stremnih vrednosti koja ima isti parametar oblika. Ako su raspodele date u
~y-parametrizaciji, odgovarajué¢i parametar oblika se moze oceniti na sledece
nacine:

e Pikandsova ocena
Neka su Xy 1, ..., Xy n Clanovi datog uzorka poredjani po velicini, od
najmanjeg do najveéeg. Neka je m(N) niz prirodnih brojeva za koji
vazi: m — oo, % — 00, za N — oo.
Pod tim uslovima, Pikandsova ocena parametra v je data sa:

;o 1 N XN N-m+1 — XN,N-2m+1
N In2

XN,N—2m+1 - XN,N—4m+1

e Hilova ocena
Pod istim uslovima kao za Pikandsovu ocenu, i pod pretpostavkom da
je v > 0, Hilova ocena parametra v je data sa:

1 m
Hy = E Zln XN,N—’i+1 —1In XN,N—m
i=1

e Ocena metodom momenata
Ocena metodom momenata je data sa:

Y =74
gde je v, Hilova ocena,
1 12
=1-=(1—234)
1 & i
lj = E Z(IHXN7N7@'+1 - lnXN,me>

i=1

za j =1,2.

Ako je v > 0, v sluzi kao ocena parametra v, a 75 je blisko nuli, a ako
je v < 0, vazi obrnuto.
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Kod prethodnih ocena, pretpostavlja se da su ekstremumi odredjeni
koris¢enjem statistika poretka, tj. vrednost Xy n_,, predstavlja slucajni
prag. Ako je prag, u odredjen na neki drugi nacin, onda se vrednosti
Xn1, ..., Xy, zamenjuju clanovima datog uzorka ve¢im od u, vrednost
XN N—m S€ Zamenjuje sa u, a sumiranje se vrsi po broju prekoracenja.

Koriséenje uzorackog srednjeq prekoracenja

Ako je odgovarajuci prag, u, odabran koris¢enjem uzorackog srednjeg
prekoracenja, onda je ta funkcija priblizno linearna, pocevsi od te vred-
nosti u. Neka je § koeficijent pravca prave koja najbolje aproksimira
tu funkciju, odredjen po metodi najmanjih kvadrata. Tada je (8 blisko
vrednosti 117, paje = % jedna moguca ocena parametra .

Koriséenje metoda blok maksimuma

Neka je (Y1,Ys,...,Y,) uzorak ekstremnih vrednosti dobijen metodom
blok maksimuma iz pocetnog uzorka. Ako je broj blokova, n, dovoljno
veliki, raspodela maksimuma, F™ se moze aproksimirati jednom od
raspodela ekstremnih vrednosti. Kad se odredi koja raspodela je u pi-
tanju, tada se i odgovarajuca raspodela prekoracenja moze aproksimi-
rati onom generalisanom Paretovom raspodelom koja ima isti para-
metar oblika kao ta raspodela ekstremnih vrednosti.

Neki nacini ocenjivanja parametara polozaja i razmere

za generalisane Paretove raspodele

Neka su o i o parametri razmere i polozaja za odabranu raspodelu. Prob-

lem njihovog ocenjivanja se svodi na ocenjivanje parametra:

0 = (o,u) € (Rx R+).

Takodje, mogu se istovremeno oceniti sva tri parametra, kao:

0= (y,0,u) € (RxRxR+).

Neki od metoda su:

o Metod maksimalne verodostojnosti
Neka je Hy raspodela cije parametere treba oceniti, hy odgovarajuca
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gustina raspodele, (X7, ..., X) uzorak na osnovu koga se vrsi ocenji-
vanje. Funkcija verodostojnosti bazirana na datom uzorku je:

N
L(0; X) = [ ho(X) Ipc o),
i=1

gde je D(0) skup dozvoljenih vrednosti parametra. Treba odrediti
0 koje maksimizira funkciju verodostojnosti, odnosno, zbog jednos-
tavnosti, njen logaritam. Ocene parametra se onda dobijaju kao resenja
sistema jednacina:

J(In L(6; X))

oo =0,
d(In L(6; X))
— T,
o

a, ako se ocenjuje i parametar oblika, postoji i treca jednacina.

U opstem slucaju, resenja ovog sistema se ne dobijaju u eksplicit-
nom obliku, veé¢ primenom numerickih metoda (npr. Newton-Raphson
metod, kad se podje od nekog pocetnog resenja).

Metod ponderisanih momenata
Neka je Hy raspodela ¢ije parametre treba oceniti i Xy, ..., Xy uzorak
na osnovu koga se vrsi ocenjivanje. Neka je:

m, = B(XH}(X))
tj. .
m, :[m xHy(z)dF(x),

Kada se u poslednjoj formuli nepoznata funkcija raspodele F' zameni
empirijskom funkcijom raspodele F),(z), dobija se:

+oo
m, = / xHj(z)dF,(x),

o0

a te vrednosti se mogu izracunati na osnovu datog uzorka. Ocene
parametara se dobijaju reSavanjem sistema jednacina:

m,. =m r=20,1,2

Ako je ocena parametra oblika veé¢ odredjena,ocene za o i i date su sa:

=)y
(- —1)
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O_/

,y/

/

p=my+—=(1-T1-79),

+o0
gde je (z) = [ e tt* 1dt.
0

Ocenjivanje kvantila raspodele

velicine X sa nepoznatom funkcijom raspodele F. Neka je poznato da
funkcija raspodele F' pripada POT-oblasti privlacenja jedne od generalisanih
Paretovih raspodela, H, , ,, ¢iji parametri su ve¢ ocenjeni sa ', 1/, o’

Iz jednakosti:

F(x+u) — F(u)

F(w) = 1— Flu)

x>0
dobija se:
1-Fz+u)=1-FY2)(1—-F(u), x>0 (15)

Neka je n broj ¢lanova uzorka vec¢ih od u. Tada se drugi ¢lan na desnoj strani
jednakosti moze oceniti sa &, prvi ¢lan na desnoj strani sa 1 — H,/ v o, pa
se zamenom u jednakost (15) dobija ocena repa nepoznate raspodele F:

Ny
(1—F(IL‘—|—U))/:£ 1+7/x £y (16)
N o’
Ako je z, p-kvantil raspodele F', onda vazi:
N =L
n T, —p\
l—p=—|1 ot
ot (1o t)
i, sredjivanjem jednakosti, dobija se ocena kvantila z,:
OJ N A
xp:,u'—l—7<ﬁ(1—p)7—l>. (17)
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Ocenjivanje VaR parametra

Bankama, osiguravaju¢im drustvima i, uopste, svim ucesnicima na finan-
sijskim trzistima je potrebno da znaju priblizan stepen izlozenosti riziku pri
svojim transakcijama. Jedan od nac¢ina da se to utvrdi je ocenjivanje parame-
tra vrednosti pri riziku, VaR. Parametar VaR predstavlja maksimalni gubitak
kome se izlaze ucesnik na finansijskom trzistu u nekom odredjenom vremen-
skom periodu, ako je verovatnoca da se pojavi takav gubitak manja od neke
zadate vrednosti (obicno 5% ili 1%).

Neka su Iy,1,...,I; vrednosti nekog finansijskog instrumenta (na primer,
cene akcija neke firme, devizni kurs...), date u diskretnim vremenskim trenu-
cima t = 0,1,2... Period je najces¢e dan, nedelja ili mesec. Tada je prinos
u periodu 7' (promena vrednosti tog finansijskog instrumenta u odnosu na
pocetnu, u periodu 7) jednak %

Prinos u periodu 7' =1 (dnevni, nedeljni, mesecni) je onda dat sa:

Iy — I
Iy

St =

i naziva se aritmeticki prinos.
Ista veli¢ina se moze izraziti u obliku:

Ty = In [t —1In [t,1

Sto se naziva logaritamski prinos.

Ove dve velicine su bliske u slucaju kad je Iﬁl blisko 1, ali veli¢ina r; je
pogodnija za statisticko modeliranje zbog toga Sto je neogranicena i zbog
toga Sto neke ekonomske zakonitosti mogu pomocu nje da se prikazu u jed-
nostavnijem obliku.

Ako je Iy vrednost nekog finansijskog instrumenta u trenutku ¢ = 0, i
r1, T2, ..., p prinosi tokom perioda 7', onda je vrednost Ir u trenutku 7' jed-
naka:

Iy =Iyexp Y 4. (18)

t<T
Gubitak kome je ucesnik na trzistu izlozen tokom perioda od T dana

(nedelja, meseci) je:
GT = Z(_Tt)'

t<T
Neka je 8 zadata verovatnoéa (obiéno 95% ili 99%).

Tada je VaR(T; 3), tj. maksimalni gubitak u periodu T, za dati nivo pov-
erenja (3, odredjen sa:

Fr=P{Gr <VaR(T;8)} =1
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Znaci, VaR(T; 3) je f-kvantil funkcije raspodele gubitka, Fr.
Iz jednakosti (18) se dobija:

VaR(T; ) = (I — L) = Io(1 — exp 3" 70)

t<T

= Ih(1 —exp{~F7 ' (8)}) = LhFr ' (B).

Ova ocena parametra VaR(T; 3) se moze koristiti u slucaju kad je Fr'(5)
dovoljno malo. Dalje, treba naéi ocenu velicine Fr'(3), na osnovu datog
uzorka Iy,Iy,....,Ip. Neki od nacina da se to uradi su:

o Koriséenje empirijske funkcije raspodele gubitaka
Na osnovu prethodnih vrednosti finansijskog instrumenta, odnosno pri-
nosa i gubitaka, odredi se empirijska funkcija raspodele gubitaka i tada
je njen [-kvantil ocena za Fy;'(3). Mane ovog metoda su §to nije
moguce oceniti ekstremne kvantile na osnovu uzorka i sto je ova ocena
osetljiva na pojavu ekstremnih podataka u uzorku.

e Modeliranje GPD raspodelama
Funkcija raspodele gubitaka se modelira jednom od GPD raspodela,
W, uo. Tada se za ocenu (-kvantila raspodele W, ,, moze koristiti
formula (17) i dobija se:

O'/ N ’
. _ ! R _ - _
VaR(T:f) =+ 7 <n (1-5) 1> . (19)
Primer-ocenjivanje VaR parametra

Kao primer za ocenu VaR parametra korisé¢eni su podaci o dnevnom kre-
tanju cena akcija kompanije General Electric (daily closing price, January
1998-October 2008, preuzeto sa www.finance.yahoo.com). Ukupan broj po-
dataka je 2640. Polazni podaci su logaritmovani i diferencirani, da bi se
dobile dnevne stope prinosa, i pomnozeni sa 100. Vrednost visokog praga i
odgovarajuci skup ekstremnih podataka su odredjeni na dva nacina.

1. Posmatrano je srednje prekoracenje funkcije raspodele dnevnih prinosa.
Ta funkcija je priblizno linearna pocevsi od vrednosti u = 5, pa je ta vred-
nost uzeta za prag.

vrednost praga: 5, broj prekoracenja: 33
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ocena v w o' | VaR(1,0.95) | VaR(1,0.99)

[ MLE 10.803 [ 5.137 [ 1.272 ] 4.07% | 5.45% |
| Moment | 0.637 [ 5.137 | 1.713 | 3.56% | 5.55% |
[ Dress-Pickands [ 1.244 [ 5.137 | 1.318 | 4.27% | 5.54% |
| Slope | 0.876 [ 5.137 | 1.552 | 3.89% | 5.52% |

2a. Pri ocenjivanju parametra VaR(1,0.95), vrednost praga odredjena je kao
95% - kvantil funkcije raspodele gubitaka (funkcija raspodele dnevnih pri-
nosa pomnozena sa -1).

vrednost praga: 3, broj prekoracenja: 124

ocena v w o' | VaR(1,0.95)
| MLE [ 0.401 | 3.012 | 1.212 | 2.94% |
| Moment 10472 [ 3.012 | 1.215 | 2.94% |
| Dress-Pickands || 0.402 [ 3.012 | 1.252 | 2.94% |
| Slope ] 0.816 | 3.012 | 1.044 | 2.95% |

2b. Pri ocenjivanju parametra VaR(1,0.99), vrednost praga odredjena je kao
99% - kvantil funkcije raspodele gubitaka (funkcija raspodele dnevnih pri-
nosa pomnozena sa -1).

vrednost praga: 4, broj prekoracenja: 63

ocena vl o' | VaR(1,0.99)
| MLE 1 0.586 | 4] 1.206 | 5.36% |
| Moment | 057] 4] 12] 5.35% |
| Dress-Pickands [ 0.559 | 4 ] 1.206 | 5.35% |
| Slope [0.846 | 4 ]1.062 | 5.37% |

Za obradu podataka je koriséen programski paket XTREMES (Reiss,
Thomas, 2001.).
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