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Cini se, bili smo proi na svijetu, da nascavu matematike
svyesno iznosimo 1 ostvarujemo na skupovmim i mnoFinskim
razmarranjima. Sirom svijeta to se glediSte danas prihvaca i
ostvaruje.

O baziranju nastave matematike na skupovima 1 orga-
nizaciji il strukturi skupova imao sam prilike pisati 1 preda-
vati u Jugoslaviji i u inostranstvu.? Zaista je cudno, da se
mnozinska razmatranja nisu razvila ranije.

Skupovi ili mnoZine i operacije sa skupovina pojavijuju
se svuda. Za svaku je stwar ili pojavu korisno postaviii piianje,
od Cega se ona sastoji, 1 odrediti mjene sastavne dijelove.

U razmatranjima o skupovima bitno je odrediti ¢lanove
(elemente) promatrane mnoZzine 1 veze medu c¢lanovima.

Nadalje, mnozine su medusobno povezane 1 prelaze jedne
u druge. Iz zadanih mnozina izvode se razne druge mnozine.
Na pr. iz dviju ili viSe mnozZina izvodi se nova mnozina na-
prosto time, §to ¢lanstvo zadanih mnoZina tvori novu mno-
zinu. To je slicno, kao $to iz dvije ili vide hrpa vocéa dobi-
vamo novu cjelinu voéa, stavljajuéi na pr. promatrano vocée u
1stu prostoriju.

Rastavljanjem zadane mnozZine dobiva se skup njenih
dijelova — nova vaZna vrsta mnozina.

Osnovni pojam u Citavo] matematici 7 ljudskoj spoznaji je
pridrugivanje (funkcija, preshikavanje . . .).

1 T nastava drugih predmeta, na pr. fizike, kemije, biologije. ..,
takoder treba pocivati na skupovno-strukturnim principima.
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Kao vrlo vazan slucaj pridruzivanja ili funkcije isticemo
tolikovanje. Tolikovanje mnozine A u mnozinu B je postu-
pak, kojim svakom ¢lanu iz A pridruzujemo jedan jedini
¢lan iz B 1 to tako, da nejednakim clanovima iz 4 odgo-
varaju nejednaki ¢lanovi iz B. Drugim rije¢ima, tolikovanje
je svaka jednozna¢na funkcija sa svojstvom, da je pripadna
antifunkcija jednoznadna.

Tipi¢an primjer tolikovanja imamo, kad sparujemo prste
jedne ruke s prstima druge ruke (na pr. kad sparujemo isto-
imene prste lijeve 1 desnc ruke).

Tolikovanje kao pridruzivanje izraslo je iz pitanja: Sto
znaci, da su dvije mnoZine istobrojne (t.j. da imaju jednako
mnogo ¢lanova)?

U ovom djelu obradeni su osnovni pojmovi o skupovima
ili mnoZinama, posebno u vezi s elementarnom matematikom.

U vrijeme kad se skupovna rasudivanja uvode svuda,
drzimo, da ¢e knjiZzica dobro posluziti nastavnicima, ucenicima
i drugima. '

Pisac

SADRZA]J

Poglavlje 1. NEKOLIKO OSNOVNIH PO]MOVAvO

§

§

§

SKUPOVIMA .

1. Primjeri skupova e
2.'Skup i njegovi elementi. Znak ¢. 1. Kod svakog

1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

skupa je bitno da znamo od &ega je on sastavljen.
— 2. Pust ili prazan skup | skup 0 ii v /. —
3. Znak €, koji povezuje elemente i skupove
Predocivanje skupova. Imena skupova . ..
Jednakost i nejednakost skupova. Relacije < i >.
1. Jednakost skupova. — 2. Definicija. — 3. Sto
znaci ... > — 4. Definicija relacija > i < medu
skupovima. — 5. Definicija. — 6. Prema tome . . .
— 7. Za prazni skup smatramo . .. — 8. Za svaki
neprazmi skup S ... — 9. Primjer

Kako nastaju skupovﬁ .o
Udruzxvan)e (unya) 1li sastavljamc skupoxa Znak
U. 1. Primjer 1. — 2. Sli¢no, unijom ili... —
3. Definicija unije. — 4. Oznaka unije skupova. —
5. Nekoliko primjena unije skupova u geometriji.
— 5.1. Sto jc pravac? 5.2. Pojam zrake. 5.3. Sto
je trokut? 5.4. Sto je ravnina? Aksiom o ravnini.
5.5. Sto je prostor? o
Presjek ili zajedni¢ki ‘dio skupova. Znak 0. —
1. Primjeri za presjek skupova. — 2. Definicija
presjeka skupova. Znak n.

8. Oduzimanje skupova

9. Razlaganje ili rastavljanje skupa — 1. Nekoliko- -

primjera i pojmova. — 2. Nazivi i oznake

§ 1.10. Algebra skupova: Elementarno radunanje sa skupo-

vima. — 1. Naugili-smo'. . . — 2. Sli¢no je s odu-
zimanjem skupova. — 3. Zakoni distribucije

1—44
1—3
3—8
5—6
6—10
10—13
13—20
20—24
24—28
28—32
32—35



VIIT

§ 1.11. Kombinirani produkt skupova. — L. Pojam para I
uredcnog para. -— 2. Kombinirani produkt dvaju
skupova. — 3. Kvadrat skupa. — 4. Kombinirano
mpojenje s prazaim skupom . — 5. Primjedba o
kombiniranom mnoZenju skupova

§ 1.12. Veze medu osnovnim pojmovima. — 1. Relacija <
i operator U. -—— 2. Relacija £ i operator N za
sjetenje. — 3. Veza izmedu relacija € 1 €. Parti-
tivni skup.

§ 1.13. Konveksni i nekonveksni skupovi

Poglavijc 2.

KOLIKO ZADAN SKUP IMA CLA-
NOVA? GLAVNI ILI KARDINALNI BROJEVI

_ Primjeri o skupovima s jednakim i nejednakim

brojem cClanova .

. Sto znadi da dva skupa imaju jednako mnogo ele-

menata? Kolikovanje skupova. — 1. Definicija 1. —
2. Kardinalni broj skupa... — 3. Cijelih racio-
nalnih brojeva ima . .. — 4. Svih racionalnih bro-

jeva ima ... — 5. Svake dvije otvorene duzi
imaju ... — 6. Svaki pravac ima... — 7. Sto
ima vise toc¢aka: kruznica ili pravac? — 8. Sto ima

vie to¢aka: duZ ili pravac?

. Sto su kardinalni brojevi? Oznaéivanje kardinalnih

brojeva. — 1. Broj jedan i znak 1. — 2. Broj nula
i znak 0. — 3. Glavni broj ,,dva‘“ i njegova oznaka
2, odnosno II. — 4. Na sli¢an nadin . . . — 5. Skup
N svih prirodnih brojeva i njegov kardinalni broj
(broj alef). — 6. Koliko ima tolaka na pravcu?
Broj ¢. — 7. Toc¢aka na praveu ima . ..

. Ralunanje s kardinalnim brojevima. — L. Doda-
vanje (zbrajanje) glavnih brojeva. — 2. MnoZenje
kardinalnih brojeva. — 2.1. MnoZenje skupova

odrazava se u . .. 2.2. Nekoliko svojstava mnozenja.

2.3. 0 jednadibi xx = x. 2.4. Koliko totaka ima .

ravnina? 2.5. 1. Koliko tofaka ima prostor? 2.5. 2.
Osvrt na pitanje koliko to¢aka ima u prostoru. —
3. Oduzimanje kardinalnih brojeva. — 4. O skupu
I svih iracionalnih realnih brojeva. — 5. Koliko

35—41

41—42
42—44
45—82
45—47
47—56
56—61

§ 2.5.

§ 2.6.

Poglav
§ 3.1.
§ 3.2

§ 3.3.
§ 3.4.

§ 35.
§ 3.6.

§ 3.7.
§ 3.8.
§ 3.9.

§ 3.10.

§ 3.11.

§ 3.12.

§ 3.13.

~§ 3.14.

ima transcendentnih brojeva? — 6. Osvrt na ra-
¢unske operacije s kardinalnim brojevima

Skup N svih prirodnih brojeva. Princip totalne in-
dukcije. — 1. Promatrajmo ne samo pojedine pri-
rodne brojeve ... — 2. Princip potpune indukcije.
— 3. Suma geometrijske progresije . .o
Podjela skupova u konalne, beskonaéne i prazne. —
Podjela glavnih brojeva u konaéne (prirodne), bes-
konac¢ne i nulu

Ije 3. O PRESLIKAVANJIMA SKUPOVA
Jednostavni primjeri funkcija ili preslikavanja
Opca definicija preslikavanja ili funkcije. — 1. Defi-
nicija funkcije (preslikavanja, pridruZivanja). —
2. Transformat fS skupa S

Funkcija it pripadna protivfunkcija

Jednakost i nejednakost funkcija. O jednom pri-
rodnom suZavanju i proSirenju funkcije. — 1. Defi-
nicija jednakosti funkcija. — 2. Dio funkcije (suza-
vanje funkcije). — 3. O jednom prosirenju funkcije
Slaganje ili komponiranje funkcija . . . . .
Jednozna¢ne funkcije. Skup B” — nov nacin for-
miranja skupova. — 1. Jednozna¢na funkcyja ... —
2. Potenciranje kardinalnih brojeva

Nizovi kao funkcije. Dijadski nizovi. Dijadske funkcije
Cantorova nejednakost . e e
Veza izmedu broja kN prirodnih brojeva i broja kR
realnih brojeva .

O jednom naoko vrlo siromafnom skupu. [ri-

jadski skup
O aksiomu izbora. — 1. Malo prije smo govorili . . .
— 2. Primjeri o izboru. — 3. Aksiom izbora 1 ne-

koliko drugih tvrdoji . . . . . . . . . .
Permutacija skupa. Jedna nova racunska operacija.
— 1. O permutacijama 1 faktorijelama. — 2. Jedan
nov racun ... Predigra za grupe ..
Sto je grupa? — 1. Obi¢no se kaze . . . — 2. Defi-
nicija polugrupe i grupe. — 3. Definicija grupe

Sto je polje ili tijelo? . . . . . . . . .

X

61—80
80—381

82

83—131
8388
88—90
90—95
95—98
98—99

. 100—104
. 104—105
. 105—108
. 108—109
. 109—113
. 113—117
. 117—123
. 123—129
. 129—131



X

Poglavlje 4. UREDENJE SKUPOVA

§ 4l

§ 4.2.
§ 4.3.

§ 4.4.

§ 4.5.
§ 4.6.

Nekoliko primjera urcdenja. — 1. Rjecnik kao ureden
skup rije¢i. — 2. Vrlo se Cesto prave razne rang-
liste. — 3. Uredivanje broieva. — 4. Uredivanje
toaka na duzi (orijentirana duz, vektor). — 5. Ori-
jentirani pravac ili pravac kao ureden skup. —- 6.
Razna uredenja jednog te istog skupa. 6.1. Primjer
1. 6.2. Da li skup 0 moZemo urediti, . .. 6.3. Ko-
liko potpunih uredenja dopusta ... — 7. Na posve
analogan nadin ... — 8. Nekoliko uredenja skupa
N prirodoib brojeva. 8.1. Najjednostavnije uredenje
je ... 82. Da li se pomoéu permutacije moze . . .
8.3. Uredimo skup N ... 8.4. Evo jo$ jednog ure-
denja prirodnih brojeva ... — 9. Tipi¢an naéin
uredivanja

Sto znadi, da je skup ureden?

Nekoliko vrsta uredenih skupova. — 1. Dobro ure-
deni skupovi. 1.1. Veé na pr. skup D ... 1.2. Po-
gotovo skup racionalnih brojeva ... 1.3. Nijedna
uredena duZ nije dobro uredena. — 2. Gusti ure-
deni skupovi. — 3. MreZasto uredenje skupa N
prirodnih brojeva. — 4. Granasta uredenja .
Cikli¢ko ili kruZno uredenje. — 1. Primjer s danima
sedmice. — 2. Orljentacija svih krugova, ravaine, . . .
— 4. Kako se obi¢no ravnina cikli¢ki ureduje? —
5. Linearno uredenje ravnine .

Orijentacija u prostoru ..

Jedno neporpuno uredenje prostora .

Poglavlje 5. NEKOLIKO VRSTA SKUPOVA I

§ 5.1.
§ 5.2.

§ 5.3.

§ 5.4.
§ 5.5.
§ 5.6.
§ 5.7.
§ 5.8.

FUNKCIJA .

Otvoreni skupovi

Zatvorenje ili prostornost skupa

Zatvoreni skupovi ili F-skupovi

Derivat skupa

Savreni skupovi Coe

Sto znadi, da je jedan skup gust na -drugom?
Konvergentni i divergentni nizovi .
Grani¢na -vrijednost - preslikavanja na odredenom
mjestu .

. 132—158
. 132—141
141

. 141—148
148—155
155—158
158
159—183
159—162
162—163
163—164
165
165—166
166—167
167
168—170

§ 5.9. Prekidna i neprekidna preslikavanja. Jedan ncobitan

primjer. — 1. Neka je S zadan skup; ... — 2.
Jedan neobian primjer. — 3. Pa da li ima bitne
razlike izmedu pravca i ravnine? . .

§ 5.10. Topolodka ili homeomorfna oreslikavanja. — 1. Sto
su topolo$ka preslikavanja. — 2. 1 zatvorena povrs
svakog trokuta S je homeomorfna sa svakim kru-
gom $’. — 3. Topologija — posebna matemati¢ka
nauka. 3.1. Cijepanje ravnine. 3.2, Topolo$ka kru-
Znica. — T s topoloskog gledi$ta duZ i kvadrat su
razli¢iti. — 5. Topologija kao nauka

. Mjera skupova. — 1. Recimo nekoliko rijedi . . .

—— 2. Kolika je na pr. mjera skupa ... — 3. Odre-
dimo mjeru skupa N prirodnih brojeva ... — 4.
Odredimo mjeru skupa O racionalnih brojeva. —
5. Kolika je mjera skupa I (0,1) iracionalnih bro-
jeva poloZenih izmedu 0 i 12 — 6. Mjera trijadskog
skupa 7. — 7. Analogna razmatranja . . . — 8. Tako
vidimo . . .

XI
170—174
174—179
179—18



POGLAVL]E 1.

NEKOLIKO OSNOVNIH POJMOVA
O SKUPOVIMA

§ 1.1. PRIMJERI SKUPOVA

Sa skupovima ili mnozinama radimo svakodnevno i u
vrlo razli¢nim prilikama. Stado ovaca, koSara jabuka, vre¢a Zita,
naselje, skup drzava, skup kontinenata, sazvijezda, populacije
bakterija, skup todaka na kruznici, skop brojki, skup prirodnih
brojeva, ... sve su to primjeri skupova. Skoro svaka djelarnost
Clovjekova odnosi se svijesno i mesvijesno na pojedine skupove
(mnozine).

Zato je od vaznosti, da se svyesno zapiiamo, $to su sku-
povt 1 kakva im je wuloga.

Primjer 1. KoSarica jabuka je odreden skup. Kaze se,
da je svaka od tih jabuka clan ili element i jedinica ili jedinka
toga skupa. KaZe se takoder, da sve te jabuke cCine skup. Ako
skup tih jabuka ozna¢imo s K, pa ako je j neka jabuka iz
skupa K, onda se mozZe re¢i ovako:

jabuka j je element skupa K ili krade:
j je element od K ili jo3 krade:
7 je iz K,
ili simbolicki:
j e K.
Znak ,,€” stoji mjesto ,,jest element w” ili ,,jest element

0d”; znak € moze se ditati i ,,12”.

1 Kurepa: Sto su skupovi



Primjer 2. Govori se ¢ skupu prozora na jednoj kudi;
o skupu kuc¢a naselja, o skupu dvokatnica u odredznom gra-
du, ... Svaka obitelj je odredeni skup. Knjige u jednoj kuci,
gradu, drZavi ¢ine skupove. Slova abecede ¢ine odredeni skup.
Suma je skup; ¢lanovi toga skupa jesu na pr. stabla. MoZemo
promatrati kakve predmete ili lica; i tl predmeti ¢ine odreden
skup. MoZemo 1 crtati predmete; govori se tada o skupu
crteza. Pokazite nekoliko skupova iz svoje okoline. Navedite
im elemente!

Primjer 3. Govori se o razredu kao skupu daka.
Nastavnici pojedinog razreda, 3kole jesu odreden skup, pa ¢ak
i onda, kad na toj $koli ima jedan jedini nastavnik. A ako i
taj jedini nastavnik bude premjeSten, a ne bude zamijenjen?
Onda je skup nastavnika na toj Skoli ,,pust ili prazan”; dakle
se i tada govori o skupu nastavnika, samo $to je on prazan.

Primjer 4. Promatrajmo jedan autobus i sve osobe,
koje su u njemu. Te osobe Cine odreden skup 4. Tokom vre-
mena taj se skup mijenja: autobus je sad krcat, sad prazan,
sad polupun, i t. d.

Ako je autobus u pokretu, da li zna$ navesti koji ¢lan
toga skupa A4? (vozad, kondukter!) Da li skup A moZe biti
prazan?

Pri}njer 5. Promatrajmo skup prirodnih brojeva ispod.
10; njegovi elementi jesu brojevi 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9.

Primjer 6. (Sto je duz?) Nacrtaj dvije tocke i pripadnu
duz. Oznadi na njoj nekoliko totaka. Ako su 4, B dvije tocke,

onda se duz A B sastoji od tocaka A i B i svih onih totaka,
koje leze na najkratem putu od A do B. Tako na pr. na

du?i AB nalazi se i njeno srediSte. Nacrtaj i opisi jo§ neko-
liko totaka duzi A4 B. o

Primjer 7. Ako su 4, B, C tri totke, tada duzi A B,
BC, CA tine odreden skup; on se oznaluje s {AB, BC, CA}.

>rimjer 8. Govori se o skupovima jednakosti, relacija
1 1. d. Na pr. jednakosti

i4+3=4
x+y=7
X—y =215

¢ine troclan skup S.

Da i je tu 4 clement skupa §? Ako je a clan toga
skupa S, onda a znadi, ili jednakost 1 4 3 = 4, ili jednakost
x + y =7, ili jednakost x —y = 5.

ZADACI: 1. Pogledaj u kakvu poslovnicu, radionicu, du-
¢an, izlog i.t. d. Kakve skupove vidi§?

2. Reci nekoliko skupova kojima su clanovi: 1) ljudska
bica, 2) ziva bicéa, 3) biljke, 4) odjevni predmeti 5) ke-
mijski elementi, 6) oblici vode, 7) prirodni zakoni,
8) izumiocci, 9) pisci.

3. Reci skup kojemu su ¢&lanovi: 1) slova, 2) glasovi,

3) rijeci, 4) reCenice, 5) rije¢i koje polinju sa ma,

6) rije¢i koje svrSavaju na .

. Da li zna$ odrediti nekoliko nasih rijedi, u kojima slovo

(glas) r dolazi: 0) O-puta, 1) I-put, 2) 2-put, 3) 3-put.

5. Navedi nekoliko skupova kojima su jedinke: 1) brojevi,

2) twocke, 3) funkcije, 4) figure, 5) tijela.

f1>8

§ 1.2, SKUP I NJEGOVI ELEMENTI. ZNAK <

1. Kod svakog skupa je bitno da znamo od cega je on
sastavljen. Drugim rije¢ima: kod svakog skupa je vazno da
znamo njegove elemente (¢lanove, jedinke, tocke 1 t. d.). Tako
na pr. ako E oznaluje skup evropskih drZava, onda je Jugo-
slavija ¢lan toga skupa; naprotiv, Argentina nije ¢lan toga
skupa.



Sluzedi se oznakom €, imamo
Fugoslavija € £,
Argentina non € E.

2. Pust ili prazan skup (skup p ili v). MoZe se govo-
riti o skupu stanovnika jedne drZa-
ve, koji su stariji na pr. od 20 go-
dina, stariji od 30 godina, i t. d.
Moie se govoriti na pr. 1 o skupu
stanovnika Zagreba, koji su stariji
od 150 godina. Takvih ljudi nema’
(ne bar u godini 1958.). Krace se
SL1. kaze i ovako: taj je skup prazan
(pust ili vakantan).

Prazan skup ozmaluje se s v ili ¢ (v je poletno slovo
latinske rije¢i vacuum — praznina; ¢ je koso precrtano slovo O,
a podsjea nas na nidticu!). Prazan skup nije ni od cega
sastavljen.

3. Znak €, koji povezuje elemente i skupove. Ako
je S kakav skup, a e njegov element (sl 1.), onda se to ozna-
¢uje ovako

ee S i &ta: eiz S, ili e je jedinica ili jedinka iz $
e je &lan (elewent) skupa S 1 t. d.

Katkad se mjesto ¢ € .S pise i S 2 ¢, a Cita se ovako:
S sadrZi e kao svoj element (Clan).

ZADACI: 1. Ako se skup S sastoji od brojeva 0 i 1, $to
sve moze biti a, ako je a€ §?

2. Isto pitanje za 1) skup N prirodnih brojeva < 100,

2) zadanu kruznicu k, 3) skup S rjeSenja jednadzbe

x* = 1.

3. Gdredi nekoliko ¢lanova skupa 1) racionalnih, 2) iracio-
nalnih, 3) imaginarnil brojeva.

4. Navedi nekoliko skupova 1 nekoliko njihovih elemenata.

5. Navedi nekoliko predmeta 1 promatraj njihov skup.

6. Navedi nekoliko slucajeva u kojima se pojavljuje prazan
skup.

§ 1.3. PREDOCIVANJE SKUPOVA. IMENA SKUPOVA

1. Jedne skupove gledamo (na pr. skup knjiga na stolu),
druge zami$ljamo (na pr. skup svih stanovnika Jugosiavije,
skup svih prirodnih brojeva), treée crtamo (na pr. kruznica {))
1t d.

Ako se Ce§¢e govori o nekom skupu, korisno je da mu
damo ime i oznaku. Tako na pr. krug je ime za odredenu
vrstu skupova, oznacuje se s O ili K.V N je oznaka za skup
svih prirodnih ili naturainih brojeva.

Sk 2.

. D) Krug je svaki skup, sastavljen od svih tocaka neke ravnine,
kojima udaljenost od neke to¢ke te ravnine ne premasuje neki pozitivan
broj.



2. Skupove 1 ¢lanove skupova oznatujemo slovima, bro-
jevima i drugim raznim prikratama, imenima 1 t. d. Prazni
1li vakantni skup oznacujemo s 9.

3. Shematski, skupovi se prikazuju risanjem i modelira-
njem. Tako na pr. evo neckoliko skupova (sl. 2.).

4. Kad se govori o nekom skupu S, moZe ga se Cisto
shematski prikazati na pr. shikom ili zrncima pijeska, kugli-
cama i sl. Lak3e je razmi$ljati, kad se pri miSljenju i govo-
renju upiremo na kakve konkretne predmete, pa makar t
predmeti bili i obi¢ne tocke.

5. Tipican je skup Iw = {0, 1,2, ...} i njegovi pocCetni
intervali: I1 = {0}, I2={0,1}, I3 ={0,1,2}, I4=
=1{0,1,2,3}....

§ 1.4. JEDNAKOST I NEJEDNAKOST SKUPOVA.
RELACHE Cci D

1. Jednakost skupova. Da li su skupovi {a, b, ¢},
{b, ¢, a} razli¢iti ili jednaki? Da li se ti skupovi sastoje od
istih ¢lanova? Zasto da?

2. Definicija. Skupovi su medusobno jednaki, ako se
sastoje od istih ¢lanova.

Ako A, B oznaluju skupove, tad jednakost
A= B

znaci, da je skup A jednak skupu B, t.j. da skup A ima iste
&lanove kao i skup B.

Ako nije A jednako B, onda se to oznaluje
A == B (& A nejednako B)
Tako na pr.
{2, 5,4} = {2, 5}

—— e ————— = -

7

3. Sto znadi da je jedan skup obuhvatniji, obimniji ili
prostraniji od drugoga?

Relacije =< 1 >.

Ako u koSaricu jabuka dodamo jo§ koju jabuku ili kru-
$ku, dobit ¢emo opet skup voéa, koji maravno sadrZi sve ono,
$to je ve¢ bilo u koSarici i jo§ ono, §to smo dodali. Novi
skup B je obuhvatniji, vedi, bogatiji od onog prvog skupa A
(sl. 3.). To se iskazuje ovako:

B =4

Kaze se, da je skup A siromas$niji od skupa B 1 piSe
se 4 < B.

4. Definicija relacija > i < medu skupovima
Oznake B » A i A < B znate jedno te isto, naime da
svaki ¢lan skupa 4 ujedno je 1 ¢lan skupa B, ali da B
sadrzi bar jedan ¢lan, koji nije ¢lan skupa A4,

Na pr. {1,2} < {1,2,4}, {1,2,4} = {5,1,8,4,2}.

5. Definicija. Ako je A =B ili 4 < B, onda se to
kra¢e naznatuje s 4 € B i ¢ita: A je ukljueno u B, ili
A je manje ili jednako B, ili A4 je dio od B.
Mjesto 4 = B piSe se B 2 A i ¢ita: B obuhvata 4, ili
B je vece ili jednako A i sl



6. Prema tome, odnos A € B za skupove 4 i B znali,

da za svako x € A vrijedi x € B; 1 obrnuto: ako za svakeo’

x € A vrijedi x € B, onda je 4 € B.

7. Za prazni skup ¢ smatramo, da je dio svakog skupa
A, . p s A

Ako je 9 « A, onda A sadrzi bar jedan d<lan.

Na pr. {2,4,5} = {2,3,4,5}, pa €ak i {2,4,5} = {2,3,
4,5),jer sui 21415 ¢anoviu {2, 3,4,5], dok na pr. ¢lan
3 iz skupa {2, 3,4, 5} nije ¢lan u skupu {2, 4, 5}.

Skup svih parnih brojeva 2.1, 2.2, 2.3, 2.4,. ..
obuhvata skup svih brojeva

6-1, 6-2, 6-3, 6-4,... djeljivih sa 6.
8. Za svaki neprazni skup § 1 svaki ¢lan x iz & imamo
skup {x}, kojemu je x jedini ¢lan; dakle iz x € {x} slijedi
x €S, » to znaci da je {x} = S.

9. Primjer. Promatrajiio dva konkretna skupa 4, B iz
nade okoline (na pr. 4 moZe biti skup stolaca, a B skup po-
kuéstva; tada je naravno 4 < B, opcenito: A4 < B). Da li e
biti uvijek 4 < B ili B< A? Na pr. ako A4 oznaluje skup
svih slika u sobi, a B skup svih stvarnih stolica, tad ne moze
biti niti 4 & B niti 4 2 B: skupovi 4 1 B su neuporedljivi
(sl. 4.). Tako na pr. ova dva skupa @ & jesu neuporedljiva.

Definicija. Neka su 4, B skupovi; ako je 4 = B ili

A< B ili 4> B, kaZe se, da su skupovi 4, B medu-

sobno wuporedljivi. Ako skupovi A4, B nisu medusobno
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uporedljivi, kaze se, da su oni reuporedlyivi medusobno.
Na pr. I3 < I5 = {0,1,2,3,4}. Skupovi {Il,2,3},
{3,5,8} misu uporedljivi medusobno; skupovi {2, 4},
{5,9, 4\ takoder.

ZADACI: 1. Ako je N skup prirodnih, a D skup svih cije-
lih brojeva 0, -1, 42, - - ., dali je N D ili ¢ak
N< D?

2. Neka je 2N skup svih parnih prirodnth brojeva, a
2N — 1 skup svih neparnih brojeva; da li je 2N <€ 2N —1
ili obratno 2N — 1< 2N?

3. Ako je C skup svih zivih ljudskih stvorenja, a B skup
svih Zivih biéa, da li je C< B? Zasto je C< B?

4. Za neki broj b 1 skup § brojeva oznatimo sa S odno-
sno b -+ S skup svih brojeva oblika bx, odnosno & + x
kad x prolazi skupom S, t.j. kad znaku x damo, da znaci

svaki element iz S. Zasto je 3IN>2.3N,5N > 6.5N
i uopée ¢N > 5N, kad god je ¢ faktor od b i ¢ << b,

(b,c € N)?

5.8t je 003D, 3D 41, 2)3D+2, 3)3D 4+ 3
4) 3D -+ 4? Ima li tu jednakih skupova?
D je skup svih cijelih brojeva.

6. Dokazi jednakosti: 4D -+ 4D — 4D, (4D + 1) +
4+ (4D + 3) = 4D, (4D + 3) + (4D 4+ 2) =4D -+ 1.

7. Isto tako 4D.4D —4D, (4D 4 3)-(4D + 2) = 4D 2,
(5D + 3).(5D + 4)=5D + 2.

8. Dokazi: 1) 2D.3D = 6D, 2) 2D + 3D = D.

9. Moze se dokazati ovo: zadani su cijeli brojevi a, b; ozna-
¢imo s M (a, b) najveéi prircdni broj, s kojim je djeljivo
i aib; moZe se dokazati ovo: aD + bD < M (a, b) - D;
posebno, ako su a i b medusobno prosti, t.j. M (a, b)=1
onda je aD 4 bD = D.
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9% Ako s v (ab) oznatimo najmanji prirodni broj koji je
djeljiv i s a 1 s b, moze se pokazati, da je aD 4+ bD2
2 v (a, b)-D.

10. Neka je R skup svih realnih brojeva; neka su a i b dva
broja iz R i a < b; oznadimo s R (a, b) ili R (b, a) skup
svih ¢lanova iz R, koji su smjesteni izmedu a i b. Do-
kazidaje: 1) R(0, 1)+ 2 =R (2, 3) (sL. 5.); 2) R(—8, T) +
+4=R(—4,11), 3) R(1,5)+ R(2, 7) = R(3, 12);
4) R(a,0) + R(¢e,;d) = R(a + ¢, b + d), ako je a < b,
¢ < d. Dokazi, da je R(a, b)— R(¢,d) = R(a—d, b—c).

R(G.1) R(2,3)<R(O.1)+ 2
0 1 2 3
sL. 5.

§ 1.5. KAKQO NASTAJU SKUPOVI?

1. Posmatrajmo kakav skup (na pr. razred ulenika, po-
lica knjiga). Kako je on nastao, odnosno kako je mogao nastati?
Okupljanjem ili skupljanjem, udruzivanjem predmeta, stvorenja,
dogadaja, stanja,... i t. d. nastaju skupovi. Na pr. nizanjem
dogadaja, ljudi, predmeta, ..., nastaju skupovi. Zadruga je
odreden skup. Skup je kao zadruga svojih ¢lanova. Tako na
pr. olovka i no% koje gledam na stolu ili zami$ljam, Cine
odreden skup. Ako se radi o olovci o i o noZu =, onda se
pripadni skup oznacuje sa {o, n}. Sli¢no, skup

{knjiga, stol, casa)
ima kao svoje &lanove ovo:

kujiga, stol, fa¥a

Clanovi ili jedinke skupa {5, 6, 8, 15} jesu: 5,6,8,15.

il
2. Polazedi od zadanih predmeta, jedinica, ..., onda se
skup, kojemu su to <&lanovi, prikazuje tako, da se svi skupa
zatvore u zagradu (kao u kakvu posudu, sobu!). Obi¢no se
1o skupljanje vrsi pomodu viti¢aste zagrade.

3. Pa i od svakog predmeta p nastaje tako odreden

skup
{p} 1l ().

To je onaj skup, kejemu je p jedini element (Clan,
jedinica).

Primjer: Ako promatramo kakvu olovku o, onda je {0}
odreden skup sastavljen od te olovke o kao svojeg jedinog ¢lana.
Sama olovka o je takoder skup, jer je olovka sastavljena na
pr. od dva diela: onog p, koji piSe i onog drugog drvenog
dijela d. Tako je o = {p,d}. Vidimo da olovka o kao skup
{p,d} i skup {o} imaju sasvim razli¢it karakter. Isp. primjer
u § 1.5.8.

4. Treba razlikovati svaki predmet, misao, . . . p
od skupa {p) ili (p), kojemu je p jedini Clan.
Tako na pr. jasno je, da ! g nije isto $to i {'{;“*g},

jer na pr. to¢ka 4 je ¢lan prvog skupa, ali nije ¢lan drugog
skupa. Drugt primjer: brojevi 10, 20, 30, 40 cine odreden skup
S, koji se oznaluje sa {10J 20, 30, 40}. A Sto je»{S} , to.
{{ 10,20, 30, 40 }}?

Da li je 10 ¢lan toga skupa? ZaSto nije?

ZADACTI: 1. Sto znadi (ada, boca, batva)? Skup? Navedi
mu clanove!
2. Ako znak g oznaluje 1) broj, 2) slovo, 3) bilo kakav
predmet, da li je'a e S, gdje je S = {éaéa, boca, grozd} ?
3. Gledaj znak 8; navedi kakav skup § predmeta, koje
bismo mogli oznaciti s 8 (na pr. broj 8, igra¢ broj 8,
Carape broj 8 i t. d.).
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10.

11.

12.

13.

. Kako se moze oznaciti skup slova u rijeci:

. Ako je N skup svih prirodnih broleva, Sto bi bilo

2N,3N}, [2N,3N,5N, 7TN}?
{ b |

. Navedi nekoliko skupova sastav]jenih od 1) trokuta, 2) kru-

gova, 3) crta. Sto su <¢lanovi pramena pravih crta

(pravaca)?

. Neka 1 oznacuje kakav nacrtan pravac: §to je {1} a §to

{111}? Sto znati, da je x e 1? PokaZi na slici nekoliko

»rjesenja” te relacije x e 1.

. U kakvoj su vezi ovi skupovi (u vezi jednakosti ili ne-

jednakosti, u vezi = ili > it.d.): 1) {1,2,3},(3,2,1};

2) {a, b, c, a’}, {b, ¢, d, a}; 3) {Australija, Evropa, Amerika, -

Azija), {Azija, Amerika); 4) [A, 0, L1}, {0, +];
5) {4+, — i) [ )5 6) [, =0 2], [e)?

. Da li je jasno, da je: 1) {a,a,a,1} = {a, 1};

2) {1, 1,1, 1} = {1}?

1) RAD,
2) RADINOST, 3) OVO, 4) OLOVO?

Napravi koju rije¢ iz skupa: 1) {O,K}, 2) {O, K,L},
3) {4, M, U, R]

Odredi kakav skup rijedi, koje se zavr§avaju s [z (na
pr. izliti, priliti, - ).

SnjeZana voli 1gru, koja se sastoji u tom, da svaki od
suigraca trazi rije¢i s odredenim zavrSetkom, na pr. ro
(pero-nahero, - - -); u ovom sluCaju bi na prvi pogled
izgledalo, da takvih rije¢i ima malo. Naprotiv! (Na pr.
4-ro, 24-ro 1 t. d.).

Navesti jo§ sli¢nih i drugih zadataka!
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§ 1.6. UDRUZIVANJE (UNIJA)
ili SASTAVLJANJE SKUPOVA. ZNAK U
1. Primjer 1. Promatrajmo ova dva sastava iz nekog

kluba K:

Prvi sastav: 1,2,8,14,15,40.

Drugi sastav: 2, 3,4,8,12,17, 28.

Tu se radi o dva odredena skupa, recimo o momdcadi A
1 moméadi B (sl. 6.). U sastav A ulaze ¢lanovi (igrac¢i), koji-
ma su upisni redni brojevi 1, 2,8, 14,15, 40; drugu ekipu cine
igra¢i (ce) 2,3,4,8,12, 17, 28.

Koji je skup sastavljen od svih tih i1graca? To je skup
sastavljen od ovih igraca:
1,2,3,4,8,12,14, 15,17, 28, 40.
KaZe se, da ovaj skup C nastaje sjedinjavanjem ili udruziva-
njem gornjih dvaju sastava 4 1 B. Da se istakne veza izmedu

C s jedne strane i skupova A4 1 B s druge strane, skup C se
oznaluje takoder sa

AU B (¢. 4 unija B, ili 4 udruZeno s B)
Znak U podsjeca na pocetno slovo rije¢i Unija ili Udruzanje.

Pise se
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AUB=C
ili iscrpnije {1, 2,8,14,15,40} v {2, 3,4,8,12,17, 28} =
=1{1,2,3,4,8,12,14,15,17, 28, 40).
2. Sli¢no, unijom ili uvdruZivanjem ovih triju skupova
{2,5,4 ), (2.5,7), {1,5,4,7)
nastaje skup
{1,2,4,5,7) ili opSirnije {2,5,4) v {2,5,7) v (1,5,4,7).
Unija skupova
(1,2,3,5), {1,3,4,5), (2,3,4), [1,5)

jest skup
(1,2,3,4,5) = {1,2,3,5) v {1,3,4,5) v (2,3,4] u {1, 5}.
Taj se skup dobije i kao unija od {1,2,3,5}, {1,3,4,5],
tako da preostali skupovi {2, 3,4}, {1,5} ne pridonose niSta
Sto ve¢ ne bi pridonijela prva dva skupa.

3. Definicija unije. Pod unijom ili sjedinjenjem zadanih

skupova razumijevamo skup, koji je sastavljen od svih

Clanova svih tih zadanih skupova.

4. Oznaka unije skupova. Unija zadanih skupova ozna-
Cuje se tako, da se izmedu oznaka tih skupova stavi znak U.
Primjer 2. Neka su zadani ovi skupovi
(1,2,3,{2,3,4), (3,45, ..., (ma+,n+2),...
Njihova je unija:
(1,2,3) v {2,3,4) v (3,4,5)v.. .u (mont1l,n4+2)u...
Ta se unija krate oznacuje ispisivanjem sprijeda jednog jedinog
znaka U ispred opceg ¢lana, dakle

U {n,n+l,n-{—2}

Pritom valja znati, $to sve tu moZe biti slovo n. Tu » mode
biti svaki prirodni broj.

e
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Naravno
(1,2,3) u{2,3,4)u...={1,2,3,...] =N =
skup svih prirodnih brojeva. Dakle je
U {n,n—{— l,n—{—Z} = N.

neN
Isto tako Tw = y In (gl. §1.3.5).

nelo
5. Nekoliko primjena unije skupova u geometriji
5.1. Sto je pravac? Neka su A, B dvije razlicite toZke;
promatrajmo razne duZi, koje obuhvataju te totke A, B. Sve
one obuhvataju i duz AB. Svaka od njih produzuje duz AB,
ukoliko nije = AB (sl. 7.).

Q. o

A B

A B

A B

A 8
Sl 9.

A ¢emu je jednaka unija svih tih duzi? Da li je i ta
unija kakva duz? Gdje bi bili krajevi te unije? Ako proma-
tramo dvije, tri, etiri, . . . duZi, koje produzuju AB, svaki put
je njithova unija odredena duZ (crtaj 1 gledaj!). I svaku dobi-~
venu duz moZemo dalje produljiti! Zato unija svih duZi, koje
produljuju AB, nije duz nego — pravac ili pravulja. Tako
¢emo i definirati pravac imajuéi pred olima sliku, da pravac
nastaje neprestanim produljivanjem zadane duZi.

Definicija. Ako su zadane dvije tocke A, B tad se
pod pravcem AB razumijeva unija svih duZi, koje pro-
duzuju duz A4B. Pravac 4, B oznadivat éemo sa

p(A,B) ili pAB
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Pravac nema krajeva.
Odmah se moZe dokazati, da pravac sadrzi citavu duz, &im
joj sadrZi oba kraja. ,

Nadalje se moze pokazati i ovo: ako su C, D dvije razh-
Cite to¢ke pravea p (A, B), onda p(C,D) — p(A4,B). To se
iskazuje rijeC¢ima, da je pravac odreden sa svake svoje dvije
tocke.

5.2. Pejam zrake. Ako zadanu duz AB produzujemo
samo preko jednog kraja, recimo preko kraja B, onda se kao
unija svih tih duZi pojavljuje polupravac ilt zraka 4B, kojoj je
A pocetak!

Definicija. Ako su zadane totke A, B, tad se pod
zrakom AB. kojoj je A pocetak, razumijeva unija svih
duzi, koje obuhvataju duz AB, a wwdéku 4 imaju kao
jedan svoj kraj. .

Zraka je zatvorena ili otvorena ve¢ prema tome, da bt
joj priklju¢imo pocetnu toc¢kd ili joj tu to¢ku oduzmemo.

C

5.2. Sto je trokut? Zadane su 3 to¢ke 4, B, C, koje
ne leYe na istom praveu (sl. 8.). Time imamo duZ AB, BC,
CA i pripadnu uniju
(0 AB v BC u CA

To je jedna zatvorena putanja kroz totke A, B, C. Ta
putanja ima 3 vrha, i to ba§ u to¢kama A, B 1 C. Ako spa-
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jamo vrh A s tockama duzi BC 1 ouzmemo uniju svih tih
duzi, izgieda nam, kao da <e taj skup
A,—{ == U AT{
X< BC
ispuniti ¢itavu ravnu  ploicu. Izgleda nam, da Cemio w istu
plocicu dobiti
strani AC.

1 kao uniju spojnica totke B § to¢kama na
Drugim rije¢ima, neka je

YeAC
Tu nam izgleda dosta ofigledno, da se skupovi A, A, podu-

daraju u svim tockama, t. j. da je

Stavimo i

A, =y CZ,
ZeAdAB
onda nam izgleda, da demo i na taj nacin ispuniti ,,plocicu”
kojoj je rub jednak skupu A8 U BC v CA.

Mi bismo mogli vuéi i razne druge spojnice £F, gdje
su E, F iz skupa (1). I sve one kao da leze u ,,trokutu ABC”.
To nami sve izgleda tako jasno, da se ne mozZe svesti na nelto
jod jednostavnije. Zato postavljamo definiciju trokuta 4 BC
ovako.

Definicija. Zadane su 3 razliCite totke ABC; trokut

odreden tim ro¢kama jest unija svih duzi, kojima krajevi

leZze na skupu
AB u BC v CA.

Ovaj skup se zove obod trokuta. Trokut A; B,C oznalu-

jemo s A ABC. Drugim rije¢ima, po definiciji imamo

AABC = v XY,

2 Kurepa: 5to su skupovi
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pri ¢emu tocke X, Y prolaze unijom AB U BC U CA; k tome
je X V.

Ako se sluéajno sve 3 tocke A, B, C nalaze na istom
pravcu, kao na pr. na ovoj sl. 9., tad je naravno skup (1)

jedna duz (na slici -+ AB); takoder i A ABC u ovom sludaju

jednak je AB. Veli se, da se trokut steze na jednu duz.

A C B

SL 9.

5.4. Sto je ravmina? Aksiom o ravnini. Kao $to smo
pravac izveli produzavanjem duZi, tako ravninu mozemo dobiti
produzujuéi trokut ,,na sve strane’.

Neka to¢ke A4, B,C ne leze na istom pravcu. Tad pro-
matrajuéi pravce p (4, B), p(B,C), p(A,C) 1 uople pravce
P(X,Y), pri Cemu X, Y leze u A ABC, dobit ¢emo ,,ravninu”,
§to je odredena toc¢kama A, B, C, odnosno trokutom A ABC.

Definicija. Ako su A, B, C tri zadane tocke, koje ne
leZe na istom pravcu, tad ¢emo pod ravninom ABC razu-
mijevati uniju svih pravaca p(X,Y); pritom su X,Y,
totke iz AABC i X =Y, tj. [X,Y] < AA4BC i
X &%= Y. Ravninu A4ABC oznacivat ¢emo sa r ABC ili
ABC ili »(ABC).

Promatrajmo u ravnini ABC dvije tocke mna pr. R, S;
da li je pravac pRS u toj ravaini (sl. 10.). Naravno, ako je
presjek zadana trokuta i1 tog pravca odredena duz recimo duz
AX sa X € BC, onda pravac, odreden tom duZi, upravo je
pravac pRS pa je zato pRS < r ABC. No, kako ¢e na pr.
biti za ovu sliku, gdje je R € p(AR,), S € p(4,S,), a tocke
R,S, leze na duzi BC? Vidi sl. 11.

Izgleda nam jasno bez dokaza, da je ¢itav pravac p(RS)
u ravnini trokutg, pa to uzimamo kao aksiom. Prihvacamo
dakle ovaj aksiom:
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Aksiom o ravnini. Ake u ravnini lese dvije  tolke
onda w njoj leZi i Citav pravac, $to sadrdi te rocke.

Taj isti aksiom se izri¢e i ovako: svaka ravnina je pra-
vast skup .

2

5.5. Sto je prostor? Prostor je sastavljen od to¢aka.
Prostor je unija svih tocaka. On je unija i svih duzi, svih
pravaca, svih ravnina, svih kugala i t. d.

Poslije ¢emo dati analiticku definiciju prostora pomoéu
skupa R realnih brojeva.

Sk 10.

ZADACI: 1. Kako izgleda unija od 2,3,4,5 duzi? Crtaj!

2. Isto pitanje za: 1) zrake, 2) pravce.

3. Zadaj totku, duZ, zraku i pravac; kako im izgleda unija
u najopéenitijem, a kako u najspecijalnijem sluéaju?

4. Dokazi, da je A ABC = , AX.

xeBC

5. Kako izgleda unija od 2, 3, 4 trokuta?

6. Oznatimo sa S(x,y) skup svih ¢lanova iz S, koji su
smjesteni izmedu x i y; stavimo S [x, y) = {x} v S(x, y),
SOyl =Sy v {y) Slx oyl = {x] U S@ ) v {y).
Neka je N ={1,2,3,..}; nadi N(I,10), N[L, 10),
N(2,8) U N(3,15), N[8,3) u N(1,1].

Nadi N[1,5)u N[5,20), N(1,3) U N(2,4) U N(3,5) U ...

7. Dokazi, da je N :kUNN[Sk, 5(k+ 1)) u NI, 5).

1) Skup je pravast, ako i j i & :
.. 9 ; > ma svojstvo da sadrZi &itav &
sadrZi dvije totke toga pravca. pravac, cim
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L
=4 B

Da li se tu broj 5 moZe zamijeniti brojem 8, 100, 1, 3*
bilo kojim realnim brojem a = o0?

8. Da li se u zadatku 7 skup N moZe svuda nadomjestit
skupom D, Q, R svih cijelih, odnosno racionalnih, odnosno
realnih brojeva?

9. Za zadan geometrijski skup S ozna¢imo s oS, uniju «
svili zatvorenih duZi. kojima su krajevi u S. Odredi spe-
cijalno d,S ako je § = A U B, pri ¢emu: 1) 4 1 B su
duzi, 2) 4 1 B su pravci, 3) 4 je duz, B je pravac,
4) A je to¢ka, B je pravac, 5) A i B su twokuti, 6) A4
i B su krugovi, 7) A je tocka, B je trokut.

10. Zadane su geometrijske tocke A4, B,C, D i duzi AB, CD;
kad ¢e d,(AB U CD) biti povr§ tetraedra? Sta je tad
d,(d. (AB v CD))?

11. Zadana je geometrijska to¢ka 7 i skup s 7' svili pravaca -

kioz 7'; $ta je unija tih pravaca? Da i ta unija zavisi

od 1?
12. Za skup S — D[—5,5] cijeith brojeva x, za koje je
"xi= 5, nadi skupove 3§, 48, 45 | 3,3515,35.485.

§ 1.7. PRESJEK ILI ZAJEDNICKI DIO SKUPQVA.
ZNAK 0

1. Primjeri za presjek skupova. Primjer 1. Pogle-
dajmo ova dva kruga; njihov najvedi zajednic¢ki dio na slici
je osjencan (sl. 12.). On se sastoji iz svih tocaka, koje su u
oba kruga. Oznaluje se s k, N k,, a zove se presjek, ili
zajednicki dio skupova k_, k,.

Primjer 2. Ako su d , d, dijametri nekog kruga &, onda
je d, 0 d, sastavljeno od srediSta kruga k. Zajednicki dio svih
dijametara d kruga k£ sastavljen je od sredi§ta O kruga (sl.
13.). Pise se’

nd= lo].

N ———C——— T e —————
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Primjer 3. Neka je & zajednicka tocka dijagonala AC,
BD trapeza ABCD; vidi sl. 14.; pretpostavijamo  da je
AB[[CD. Tad je presjek trokutova 4BC, ABD jednak ABE:

AABE — A ABC o A ABD.
Primjer 4.

[1,5.8,4,2) o {8,2,7) = (2,8l

Primjer 5.

Skupovi {l, 2, 5}; {4, 6, 7} nemaju niSta zajednic¢kog; kaze
se, da im je presjek prazan ili pust.

Definicija. Dva se skupa 4, B ne sijeku, ake nemaju
nijedne totke zajedno, t.j. ako im je presiek 4 n B
prazan skup. Tada je 4 n B — o,

Sl
a
u ‘\!v// \1,
2 C"! ‘.-
< ;
k
SL 13

3. Sl 14,

ol

Tako na pr. ako su R, R’ ravnine, pa ako je R n R =
== prazno, ravnine su paralelne. Pa se mozZe definirati, da su
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ravnine paralelne, ako ium je presjek prazan skup ili jedan od
tih zadanih skupova.® Isto tako pravac 1 ravnina su medu-
sobno paralelni, ako im je presjek prazan ili jednak s pravecem?®.

Dva pravca su paralelna, ako leze u istoj ravnini, a pre-
sjek im je prazan. Dodajmo, da su dva pravca mimosmjerna
1li mimohodna, ako nc leZze u jednoj te isto] ravnini. Naravno,
‘da im je presjek prazan.

2. Definicija presjeka skupova. Znak n.
Definicija presjeka. zadanih skupova je
skup sastavljen od svih tocaka, koje se nalaze u svakom
od tih zadanih skupova.

Ofd:

Si. 15,

Presjek

Oznacuje se slicno kao 1 unija, samo $to mjesto znaka U
za uniju dolazi znak 0 za presjek™.

Na pr. {1,2,3) n {1,2,3) = {1,2,3].
Uopce, za svaki skup X imamo

Xn X=X
Isto tako
X U X = X za svaki skup X.

1) U niZzoj geometriji ovaj se drugi slucaj obi¢no ne spominje.
Medutim zgodno je dopustiti, da svaki pravac bude paralelan sa samim
scbcm 1 sa svekem ravnincm, u kojoj on lezi. Isto tako je zgodno redi,
da je svaka ravnina paralelna sa samcm sobom.

%) Uodi kako su znakovi N, U medusobno povezani: jedan nastaje
iz drugog rotacijom za ispruZen kut.

Uoti takoder, da rotacijom za pravi kut znakovi n, U daju zna-
kove < odnosno >.

23

Primjer 6. Promatrajmo, §to sve moze biti £ N p (& je
krug, p pravac). Presjek k N p moZe biti prazan — to je
najprirodniji slucaj (gl. sl. 15.). To ¢e znaditi, da pravac p
lezi izvan kruga k. Nadalje, skup & n p moze biti jedno¢lan;
tada ¢e pravac p dodirivati krug k, ako p leZi u ravnini, $to
je odreduje krug %; ako pak p ne lezi u toj ravnini, pravac
¢e probadati krug, 1 to bilo kroz obod, ili kroz nutrinu kruga;
specijalno gledaj bolje taj slucaj, da p probada krug %2 u
obodu; nacrtaj u isti mah pravac, koji u istoj toc¢ki p n &
dodiruje krug k. Treéi je slucaj, da presjek 2 0 p ima bar
dvije tocke 1 time 1 d&itavu pripadnu duz; tad se kaze, da je
p presjenica kruga k.

Primjer 7. Promatrajmo dvije toCke A, B. Presjek svih
duzi, odnosno pravaca, u kojima leZze tocke A i B, jest duz
AB odnosno pravac p(AB)

ZADACI: 1. Nadi presjek' A n B ovih skupova 4 i B:
1) {1,2,3,4}, {3,5,4,8,9); 2) A je skup velikih latin-
skih slova, B je skup wvelikih C(irilskih slova; 3) A4 je
trokut, B je duZ.

2. Navedi nekoliko X-ova, za koje je {2, 3,4} < X; nadi
presjek svih takvih skupova.

3. Kakav sve moze biti presjek od dva trokuta?

4. A presjek trokuta 1 kruga?

5. Razmatraj Paschov aksiom: zadan je A 1 takav pravac
1 u njegovoj ravnini, koji ne sadrZi ni jednog vrha tro-
kuta; tad je presjek pravca i trokuta ili prazan skup ili
duz.

6. Kako izgleda presjek dvaju elementarnih geometrijskih
skupova, uzetih iz skupa duZi, trokuta, poligona, krugova,
kugala, piramida i t. d.? Navedi na pr. §to sve mozZe
biti presjek dviju kocaka!



7. Navedi kakav skup S brojeva sa svojstvom da iz a € S
i be Sslijedi a4 be S Staje presjck svih skupova X
sa istim svojstvom? A presjek svih takvih X, za koje
e X2 8?

8. Nadi presjek od dva 1) pramena, 2) snopa pravaca.

9. Nadi presjek od dva 1) pramena, 2) snopa ravaina.

10. Promatraj skupove S, = {1,2, 3}, S, = [2, 5}, i nekoliko
skupova X, kojim su S S, dijelovi. Dokazi da je presjek
svih X-ova, za koje je X 2 §,za i = 1,2 upravo unija
S, U S,, Dokazi, da slican iskaz vrijedi za svaka dva
skupa S, S, 1 uopée za svaki skup skupova.

10* Dualno od 10: svuda mjesto U odn. n govori N odn. U.

11. Dokazi, da je 2D n 3D =6D, 5D n 6D = 30D,
4Dn6D =12D, 8D n 16D = 16D.

12. Odredi 6 D n 8D; 20D n 45D.
13. Moze se dokazatl, da je aD 0 bD = v(a, b)-D.

§ 1.8. ODUZIMANJE SKUPOVA

Primjer 1. Promatrajmo mjeSovit razred uenika (sl. 16.}
neka je R skup tih aenika; oznad¢imo sa Z skup svih udeni-
ca; izadu li 1z razreda sve udzsnice, preostat Ce samo jo§ uce-

nici; njithov skup M oznaluje se 1 ovako

RN.Z (ili R —2).
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Time se hoée da naznaci, da taj skup K\ 7 nastaje
tako, da s¢ iz R ukloni Z.

Definicija. Ako su A, B skupovi, pa ako se svaki

element iz A, koji je i u B, ukloni, ostatak skupa A

oznacuje se sa '

A—B i ANB

1 zove se diferencija (razlika) skupova 4 1 B. Moze se

krace reéi, da se skup A4\ B dobije iz A tako, da

se odstrani skup B.

Primjer 2. Ako P oznacuje sve pokuéstvo u jednoj
sobi, a O skup ormara te iste sobe, onda P\ O oznacuje sve
pokuéstvo promatrane sobe izuzev ormare, S0 su u njoj.

Ako u sobi nema nijednog ormara, onda je O = ¢ (pra-
2n0), pa je P\ g — P.

Na isti nac¢in, da li vidi§, da za svaki par skupova X, Y,
bez zajedni¢kih todaka, vrijedi X\ Y = X7 Gledaj na sh. 17,
ukloni Y (na pr. prekrivajudi ga ruvkom), preostaje Cisto X. A
to se i iskazuje jednako$éu X\ YV = X.

Premsa tome, ako je X N Y — ¢, onda je

XNY = X.

Sjeti se pritom, da X 0 Y oznaduje presjek skupova X, Y.
No, odstranjujuéi skup YV, diramo u X samo ukolko X 1Y
imaju zajedni¢kih to¢aka. Zato se vidi da je

XN\Y = X\ (X nY)
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To vrijedi za svaki skup X i svaki skup Y.
Ocitaj sa slike, da je
(EXNY)u (X nY)=X
Uvijeri se, da je
(XNYINZ=X\N({Yvu 2.
Izgovaraj to rijeCima (na pr. ovako: odstranimo li od X skup

Y pa od preostatka skup Z, onda je to isto, kao da od X
uklonimo uniju skupova Y i Z).

Primjer 3.
[1,2,3,4)\ {2,3,5) = {1,4].

Primjer 4. Promatraj zadanu dui AB; razdijeli je u
3 jednake duzi; zatim od AB odstrani srednju otvorenu duZ;
ostatak se sastoji od dvije duzi (sl. 18.). Sa svakom od tih
duZi uradi isto. Preostatak se sastoji od 4 zatvorene duzi bez
zajednickih to¢aka. Sa svakom od njih uéini isti posao. Sto ée
preostati? Dokazi, da je duljina tog preostatka jednaka

\

SL 18
a a 2
2. .
473 3D

pritom je a broj¢ani razmak krajeva duzi AB.

Primjer 5. Zadan je kvadrat K; razdijeli ga u 9 jedna-
kih kvadratica kao na sl. 19., pa odstrani unutrasnjost sre-
didnjeg kvadrati¢a. S preostalih 2° kvadrati¢a udini isti postupak;
time se odstrani 8 novih kvadratica, a jo$ ih preostane 2°.
Ponovi postupak na svakom od tih kvadrati¢a. Kolika je povr-
$ina svih odstranjenih kradratic¢a?

ZADACIT: |.

4. Isto pitanje,; ako

10.

N
N

% %
SL. 19.

Promatraj skup sastavljen od 5 predmeta (na
pr. 4 caSe i jedna boca); ukioni jedan od tih predmeta.
Sto dobijes?

Promatraj duz AB; neka je X € AB; §to je onda
ABN\ {X}? Kad ¢e i to biti duz?

Ako je S pravac i 7 € S. Od cega se sastojl SNT7?
je S zraka, krug, ravnina, trokut,
prostor.

. Neka je & zadan krug, a R% njegova ravnina. Sto

je RENR?

Neka je zadana kruznica k, a Rk njena ravnina; §to je
REN R?

Sa pravca odstrani jednu, dvije, tri to¢ke. Sta jo$ pre-
ostaje?

Isto pitanje za obod kruga, trokuta, paralelograma.

Nadi N\2N, NN\{—2,— 1, 0, 1,2,3}, {0,1,2,3]\N,
(1,2,3,4,5 6)\[1}, {1,2,3,4,5 6)\[{1}},
(1,2,3,4,5,6/\[1}, {2] {3} ].

Komplemen: zadana skupa. Zadan je skup M. Promatraj-
mo njegove dijelove X € M; onda se M\ X zove kom-
plement skupa X u odnosu na skup M; moze se oznaditl
s CX. Dokazi ove obrasce: 1) ako je X € X', onda je
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CX20X;,2)CCX = X; 3)C(AnB) =CAUCH
i dualno: (AU By =-CAn CB".

11. Ako od duzi AB odstranimo krajeve 4 i B. da li pre-
ostatak mma krajnje toCke?

§ L.9. RAZLAGANJE ILI RASTAVLJANJE SKUPA

Ve¢ i dijete rastavija skupove: iz zadane hrpice kamen-
¢ica ili komadi¢a gradi nove hrpice, figure, . ..

I. Nekoliko primjera i pojmeva. Primjcr 1. Skup
ucenika u svakoj $koli svrstavamo u razrede. Na taj nadin
unija svih tih razreda obuhvata sve udenike.

Sve cijele brojeve rastavljamo u skup parnih i skup neparnih
brojeva. Sve realne brojeve dijelimo na pozitivne brojeve,
negativne brojeve i nulu

Primjer 2. Zadana je ravnina S (na pr. ravnina ovog
papira) i u njoj kruZnica k; ravninu S
moZemo rastaviti u k1 SN\ k; a S\ %
opet u one, $to je unutar &2 1 ono $to
je izvan k. Na g nadin ravinina se
rastavlja u k, u ono $o je omotano s &
(dvostruko isjencano) i ono §to je
mizvan’” k& (jednostruko isjenda-
no). Vidi sl. 20.

Da I slican zakljudak vrijedi, ako
se mjesto kruznice promatra obod trokuta, obod elipse, obod
pravokutnika, duZ? '

') Gbrasci 3) zovu se De Morganovi obrasci (De Morgan, engleski
matematiéar 1z 19. vijeka).

o
o

Primjcer 3. Promatraj bilo kakav skup S cCetverokuta;
ujega mozemo rastaviti u skup K svih kvadrata iz S, skup P
svih paralelograma iz S, skup R svih romba, pa skup D delto-
ida 1 preostatak X; dakle je §= KuPuUuRU D UX. Tako
na pr. promatraj skup ovih Cetverokuta: (sl 21.)

L7

SO ENY

| /——;7 /-/w

S 21.

Sto je tu skup P paralelograma? On obuhvata sva 4
prva Clana sa gornje slike.

Definicija. Mjesto da kazemo, da je unija skupova

A, B jednaka skupu S, kaze se, da je skup S rastavijen

na skupove 4 1 B. Uopce, ako je unija zadanih skupova

jednaka nekom skupu § , kazZe se takoder, da smo skup

S rastavili na te skupove, pa se¢ govori o rastavu skupa S.

Tako na pr. skup {l> 2.3, 4, 5} raozemo rastaviti recimo
na ova 3 dijela:

L34, 10,3,5) 1012, 3,4, 5.

Primjedba. Prema tome, kad sz govort o rastavu sku-
pa S, mogu pojedini sastojci imati 1 zajednickih ¢lanova. Na-
pose, MOZemo prematrati rastave skupa u njegove dijelove bex
zajednikih tocaka.

Tako na pr. prostor mMozemo rastaviti u pravac p 1 ostale
pravce, koji su |, p.

Primjer 4. Svaki skup S, koji nije pust, mozemo
rastaviti u sve njegove jednoclane dijelove; na pr. za skup
{'a, b, c} radi se tu 0 OvVOom rasiavu:

{

[ {21 )
la, b, ¢} = {a) v 18] U {c].
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Op¢enito,

S=y {X}

xeS

Primjer 5. Svaki skup S moZemo rastaviti 1 u sve nje-
gove dijelove; na pr. za skup {1, 2, 3} to bi dalo ovaj rastav:

(1,2,3) =0 0 {1} v {2) u {3} v {1,2) u (1,3} u
v {2,3} v {123}

To je najbrojnyi rasrav skupa {1, 2, 3}: u tome rastavu po-
javlijuje se svaki dio polaznog skupa; éak se pojavljuje prazni
dio ¢ i cio skup (1,2, 3}

Primjer 6. Zadan je skup S od ovih predmeta:
pero, knjiga, stolac, ravnalo, casSa.
Odredi sve dvoclane dijelove toga skupa. Evo ih:
Pero, knjiga; pero, stolac; pero, ravnalo; pero, ¢a$a —
— knjiga, stolac; knjiga, ravnalo; knjiga, ¢aSa —

— stolac, ravnalo; stolac, ¢aSa —

— ravnalo, ¢asa.

Svih dvodlanih dijelova ima dakle 10; oni ¢ine sastav skupa S.

2. Nazivi i oznake. Zadan je skup S; ako je X € S,
onda se X zove dio skupa § ili podskup od S; medutim,
veli se takoder, da je X kombinacija odredenih elemenata ili
¢lanova skupa S. Specijalno, prazni skup ¢ zove se jo§ i nu-
lijon. Jednoc¢lani dijelovi skupa zovu se unioni skupa S; dvo-
¢lani dijelovi skupa zovu se ambe ili dvojke skupa S; tro¢lani
dijelovi zovu se terne ili trojke. Zatim se govori o kvaternama
ili cetvorkama, kvinternama ili petorkama, seksternama ili
Sestorkama 1 t d.
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Skup svih uniona skupa S oznacuje sc su ( \ ); citaj :

S iznad 1;

. . S o
Skup svih dvojki skupa & oznaluje se sa (2); ¢itaj :

S iznad 2;

Skup svih trojki skupa & oznaluje se sa ( 3 ); ¢itaj :
1td S iznad 3;

Primjer 7. Za skup {1,2, 3,4) imamo:

(_{1,2,3&4]) 2{{2, 3,4}, [1,3,4), {1,2.4], {1_12,3}}

1,2,3, 4}

Prema tome, elementi skupa ({ 5 ) su odredeni skupovi.

\

/o
« ({1,234
Sto je ( 5

{1,2, 3,4} ne sadrzi nikakvog dijela od 5 ¢lanova.

)? Naravno, to je pust skup, jer skup

ZADACI: 1. Promatraj kakvo slovo (na pr. M, O, S5, T);
rastavi ga na §to prirodniji nadin; napr. M=,/ UV U .-

2. U $to se raspada pravac, kad mu odstranimo jednu
to¢ku? Da li se krug moze raspasti, kad mu odstranimo
jednu, 2, 3, 4, 5 toaka? A obod kruga?

3. Ako je k krug, a R(k) njegova ravnina, u $to se raspada
razlika R(k)\k? Da 1i krug presijeca prostor na dva
dijela kao $to to ¢&ini povrts kugle, povr§ piramide,
ravnina?

4. Promatraj skup {1, 2,3,4,5, 6}; promatraj sve njegove
d-razdiobe, t.j. takve, u kojima se Clanovi ne presijecaju
dva po dva.
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Razvrstajme  skup D cijelih brojeva tako, da u istu
skupinu stavljamo one 1 samo one brojeve, koji pri dije-
lienju brojem: 1) 2, 2)3, 3)7 daju jedan te isti ostatak.
Koliko se skupina dobije? Radi li se u svakom slucaju
0 d-podjeli skupa D?

6. Da li je svaki cijeli broj ili paran ili neparan? Da li isti
zakljucak vaZi i za funkcije? Na pr. zasto funkcija 2x-41
nije ni parna ni neparna u skupu realnih brojeva?

7. Zasto podjela Cetverokuta u kvadrate 1 trapeze nije
potpuna?

8. Da li je podjela kutova u konveksne, konkavne, ostre i
tupe jedna d-podjela?

9. Izrazi u cm visinu ulenika; podijeli uCenike u skupine

tako, da u istu skupinu dodu oni, kojima wvisina lezi u

R[150, 155), R[155, 160) i t. d.

§ 1.16. ALGEBRA SKUPOVA:
ELEMENTARNO RACUNANJE SA SKUPCVIMA

i. Nauc¢ili smo kako iz dva skupa /A, B proizvodimo kao
rezultat njthovu uniju 4 U B I njihov presjek 4 0 B.

Pritom vaze izvjesna pravila. Tako na pr.

AUB -BUAIi,dualno”: 4 0 B= B n A

(Zakon komutacije)

AUVg =4, AN v=9

AUV d=4, An A=A

(AU B)YUC= AU (BUCQC); dualno (A n B)yn C =

=.A4 n (B 0 C); (zakon asocijacije).

Ovaj zakon kaZze ovo: dodamo L skupu A skup B pa toj
uniji dodamo skup C, dobit ¢emo isto, kao kad polaznom
skupu 4 dodamo uniju skupova B i C. Dualno je sa sjeenjem.
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Sve su to otigledne stvari. Ali je isto korisno da ih pro-
vieri§ na primjerima_iz svakodnevnog Zivota. Na taj se nadin
upoznajemo s Citavim jednim ra¢unom sa skupovima: iz zada-
nih skupova izvodimo druge skupove.

2. Sli¢no je s oduzimanjem skupova. Tako na pr.
vidi se, da je

(ANB)NC = AN (B U C).

ANv = A
N A =
AN A = 9.

3. Zakoni distribucije. Sto ée biti, ako uniju skupova
presijeCemo nekim skupom? Na pr. pogledajmo na sk 22.
skupove

A4,B,C,; AUV Bi(AUB)nnC

Vidimo, da je
) (AUVUB)ynC=A4dnC)u (BnO.

Kaze se da je sjecenje skupova distributivno prema udruZi-
vanju skupova.

Takoder je
2 (12,3} v {2,3,5)) n (1,2,3,4] =
:({1,2,3} n {1,2, 3,4}) u ({2, 3,5) n {1,2,3,4}).

3 Kurepa: Sto su skupovi?
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Stvarno, prva zagrada je {1,2, 3, 5}, pa je zato Citava lijeva
strana u (2) jednaka {1,2,3,5] n {1,2,3,4}, ©j. (1,2,3).
Prva zagrada na desnoj strani iznosi {1, 2, 3}; druga zagrada
daje

(2,3,5) n (1,2, 3,4) = (2,3}
Na taj nadin Citava desna strana postaje

(1,2,3) v {2,3}, ©ij (1,23}
Dakle je jednakost (2) ispravna.

Moze se dokazati, da je jednakost (1) ispravna za sve
skupove 4, B, C.

Takoder se moze dokazati, da je u jednakosti (1) dopu-
$teno svuda mjesto U pisati N, a mjesto N znak U ; izlazi:

(3) (AnB)UC=(AUC)ﬂ(BUC),

Jednakost (1) iskazuje, da je sje¢enje skupova odredena
operacija, koja je distributivna ili razdjelna prema udruZivanju
ili uniji skupova. Jednakost (3) pokazuje, da je spajanje sku-
pova distributivno prema sje¢enju skupova.

Lako se dokaze, da je i udruzivanje i sjeCenje distribu-
tivno prema samom sebi:

(AUB)UC:(AuC)U(BuC).

Takoder se lako vidi i dokazuje, da je sjeCenje skupova

distributivna operacija prema oduzimanju skupova:
(ANB)nC=(4n CYN (B n O).
Primjedba. Kod mnoZenja i dodavanja brojeva znamo,
da je mnoZenje distributivio prema dodavanju:
(a+b)-c=a-c+b-c
ali da dualno ne vrijedi; opcenito nije
@ b +ec=(@+0-G+0
Niti mnoZenje, niti dodavanje medu brojevima nije distribu-
tivno prema samom Sebi:

i —————
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nije
(@a-b) - ¢c=(a-cy-(b-c)

niti (@a-+b)+c=(a+c)+ (b + c).

ZADACI: 1. Nadi (4 U B) n C za ove skupove 4, B, C:
1.) {a, b, 1}, {b) I,C}, {a, 1}; 2) pozitivni brojevi, nega-
uvnl brojevi, racionalni brojevi; 3) Baza kocke, baza
kocke, povr§ kocke. '

2. Nadi uniju svibh pravaca | p i njen presjek s pravcem p.
3. Nadi presjek unije teZiSnica trokuta i
trokura.

oboda 1istog

4. Dokazi ovo:
D) S, U S, = (S\S) U (S\S) U (S. nS,).
2j Sl v Sz u Sa = (Sx\Sz) v (Sz\Sg) U (Sa\Sl) u
us, ns,nS).
DS uSUSUS = (SN\S) U (SNS) U (SNSH v
U (SQ\SI) U (Sl ﬂ S'.Z n 53 n Sd)'
Kako bi glasio slican obrazac za 5 skupova §,,S,,...,S,?
A za n skupova? s
5. Zadaq je skup S = {1,2, 3]. Nadi rastav i sve najobu-
hvatnije dijelove X 1z tog rastava sa svojstvom, da iz
a€ X, be X slijedi: 1) anb=19, 2) ili a<b, ili
a 2 b. Nadi uniju ¢lanova iz svakog takvog X.

§ 1.11. KOMBINIRANI PRODUKT SKUPOVA

1. Pojam para i uredenog para. Primjer 1. Imamo
3 olovke: crvenu ¢, modru m, i zelenu z; zatim imamo 4
knjige, ozna¢imo ih 1, 2, 3, 4. Nada treba da za dar odabere
od toga jednu olovku i jednu knjigu. Napravi skup svih mo-
guéih darova za Nadu.
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Ako izabere olovku ¢, onda moZe jo§ samo birati jednu
knjigu i uzeti 1 ili 2 Ui 3 ili 4, pa Ce kao dar dobiti skup
(e, 1) ili {¢, 2] ili {c, 3] ili {c,4].

Ako izabere modru olovku m, onda ¢e nuzno izabrati
jedan jedini od ovih darova:

{m, 1}, {m,Z}, {m, 3}) {m,4}.
Ako je Nada izabrala zelenu olovku z, njezin ¢e dar biti
i {2, 1) il {z2] ili {2 3} ili {2 4).
Prema tome, Nadin dar je nuzno jedan jedini Clan od

ovog skupa:
{{c,l}, (e,2), (&3] {6 4); [m 1), {m 2], {m 3}, {m 4}
(1), (2}, (53], (= 4}}.

Nada svoj dar moZe birati ili tako, da najprije izabere
olovku ili majprije knjigu ili obadvoje zajedno.

Ako ona na pr. bira najprije olovku i izabere ¢, pa onda
bira knjigu i to onu, koja nosi oznaku 3, njezin se dar moze
oznatiti ¢, 3 ili (¢, 3). Taj dar nije isto, $to 1 dar (3,¢), koji
kazuje, da je Nada najprije izabrala knjigu 3, pa onda olov-
ku c. 1(c3) 1 (3,c) je ureden par; naprotiv skup {c,'3} je
isto, $to 1 skup {3, c} jer se oba sastoje od istih ¢lanova ¢ i 3.

Par je ureden, kad znamo, $to mu je prvi Clan, a §to
drugi Clan.

2. Kombinirani produkt dvaju skupova. Primjer 2.
Neka je A skup od sve tri olovke ¢, m i z; neka je B skup
od sve cetiri knjige 1,2, 3, 4; (sl. 23.) tad imamo ove uredene

parove
cl, ¢2, ¢3, c4
ml, m2, m3, mé

zl, 22, 23, 24
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kod kojih je prvi ¢lan olovka, a drugi knjiga. Skup svih tih
uredenih parova oznacuje se s 4 x B i zove se kombinirani
produkt skupa 4 i skupa B. Kombinirani produkt B x 4
skupa B i skupa A je skup, kojemu su elementi ovi uredeni
parovi naslagani jedni uz druge:

1¢,2¢ 3¢, 4c
1m, 2m, 3m, 4m
12 22 3z, 4z

Da [i ta dva produkita Ax B i Bx A imaju ikoji zajednicki
element?

4o ¢ —0
cl4 m |4 PR A
3
cl|3 m|3 213

w

(

3
~N
x

>

SL. 24.

Definicija. Kombinirani produkt skupa A4 i skupa B
je skup svih uredenih parova

(x,y)
pri Cemu je prvi ¢lan x uzet iz A, a drugi Clan y iy
skupa B. Taj se produkt oznacuje s 4 x B. Pritom se 4
zove prvi, a B drugi faktor produkta 4 x B. Vidi (sl. 24.).

Napomena. Uodi, da je kombinirani produkt dvaju
skupova opet odreden skup.
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3. Kvadrat skupa. Kubus skupa. Ako je § zadan skup,
onda se S x S oznatuje sa S* i zove (kombinirani) kvadrat
skupa S. Prema tome, S* je skup svih dvoclanih nizova, ko-
jima su &lanovi ujedno ¢lanovi skupa S. Isto tako S* je skup
svih tro¢lanih nizova (x,, x,, X,), kojemu su ¢lanovi x,, x,, X,
ujedno ¢lanovi skupa S. Skup S* zove se kombinirani kubus
skupa S.

Sli¢no se odreduje S* S*, ...

Primjer 3. Promatrajme skup 12 = {0, 1}; njegov
kvadrat {0, 1}* je sastavljen od ovih nizova:

(00), (0, 1)
(1,0), (i,1).
Shematski, mozZemo te nizove predstavii kao vrhove
kvadrata (sl. 25.).

Kubus od {0,1} t. j. skup {0, 1}

(0] (D sastavljen je od ovih 8 nizova:
000 100
001 1 01
(dlo—)——#—‘mm 010 110
SL 25, 011 111

Primjer 4. Ako je R brojevan pravac, onda skup R’
svih (x,y) iz R® moZemo shvatiti kao tocke ravnine; (x, y) je
ime tocCke, kojoj je apscisa broj x, a ordinata broj y. Prema
tome, ako je z € R, onda je 2 nuZno oblika (2, 2,), gdje je
z, posve odreden element iz R isto kao i z,.

Analogno se definira R* kao skup svih tro¢lanih nizova

(x5 x,, x,) realnih brojeva. Ti nizovi jesu analiticke oznake

totaka u prostoru pa ¢ak moZemo i re¢i, da ti nizovi imaju
ulogu tocaka u prostoru.
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Zato se i moZe govoriti na pr. o tofki (2,4, 3) ,,pro-
stora” R’.Y

Primjer 5. Neka je k zadan krug, d zadana duz. Sto
bi bilo & x d?

To je svakako skup svih (x, ¥), gdje je x € B 1 y € 4.
Kad se u (x,y) mijenja samo 3 prolazeéi ¢itavom duzi d,
onda se dobije odreden skup, kojeg moZemo oznaciti sa (x, d).
a kojeg moZemo zamisliti kao duz, koja je okomita na k& i
jednako je velika kao duZ d. Na taj nacin skup (%, d) je unija
svih (x,d), kad x prolazi kroz k; dobijemo ispunjen valjak,
kojemu je & baza, a izvodnica je duZ d (sl. 26.a). Isto tako
se za svako y € d moZe definirati (&, y) kao kxy, pa je
k x d unija svih tih ,krugova” nanizanih okomito na duZ d,

- koja im je zajedni¢ka os simetrije (sl. 26.b).

7

:ﬁ;[i —

Y

—

o
=
|
[
=
=
A

a) b)

SIL. 26.

4. Kombinirano ‘mnoZenje s praznim skupom 9.
Prazni skup ¢ nema nikakva ¢lana; to znadi, da ne moze biti
x € 9. Zato ni za koji skup S ne postoji dvoélan niz sa svoj-

1) Velika je zasluga francuskog matematicara Dekarta (Descartes,
17. v.), §to je uolio tu vezu medu tro¢lanim nizovima realnih brojeva
i to¢aka prostora. Na analcgan se nacin Ri, R® ... mogu definirati kao
prostori od 4 dimenzije, 5 dimenzija i t. d.
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stvom (x,y), x € 9, y € S. A to upravo znali, da produkt
¢ X § nema nikakva ¢lana; dakle je 8 X S =9 za svaki skup
S. Isto tako S x ¢ = 9.

Specijalno je ¢ x 9 = ¢.»

5. Primjedba o kombiniranom mnoZenju skupova.
I prijelaz od skupova A4, B na njihov (kombinirani) produkt
shvatamo kao novu moguénost, kako da iz zadanih skupova
A, B obrazujemo nove skupove. Kao §to od dva broja na pr.
2, 3 moZemo obrazovati razne druge brojeve na pr.

243,2—3,2.3, 2, 2log 3, log, 3, (;

tako 1 iz skupova 4, B mozemo formirati razne druge sku-
pove na pr. '

AU B, A0 B, A\NB, AXx B, A* U B, it d.

), sin 2--cos 3 it.d.

Na taj nadin 1 (kombinirano) mnozenje skupova je odre-
den ,racun sa skupovima. Taj nam ,,radun” specijalno poka-
zuje kako je ,ravnina” R® kvadrat pravca R, a proswor. R® je
kubus od R, pa ¢ak u svojoj sudtini i produkt R®x R
odnosno R x R

ZADACI: 1. Nadi ,,kvadrat” §* = S x S za ove skupove S:

D {01}, 2) {0,1,2,..., 9}, 3) N, 4) D, 5) O, 6) R,
7) pravac p. '

2. Isto pitanje, ako S znadi: 1) obod kruga, 2) obod kva-
drata, 3) obod trokuta, 4) obod elipse.

3. Nadi Ax B za ove skupove 4 i B: 1) (1,2}, {1,2, 3);
2) {1,2,..., 9}, {0,1,2); 3) duz 4B, duz €D. 4) duz
d, trokut A4 B C.

4. Ako za skupove 4, B vrijedi Ax B = Bx A, onda je
A = B. Dokazi!!

) _t) Kako glasi sli¢no pra_xvilo za mnozenje brojeva? Prazan skup
ima sli¢ou ulogu medu skupovima, kao broj 0 medu brojevima!
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5. Nadi ({0, 1} x {0, 1)) x {0, 1} i {0, 1} x ({0, 1} x {0, 1}).

6. Danas specijalno u logici i u wvezi s racunskim stroje-

vima promatramo skup S, = {0, l} 1 pripadne skupove
S, =8 x8, 8, =8,x5,5 =358, xS,,... Skupove
ispisite.

§. 1.12. VEZE MEDU OSNOVNIM POJMOVIMA

i. Relacija € i operator U. Znamo S$to znali 4 € B.

Kako A < B znadi, da iz x € A4 slijedi x € B, zakljutujemo,
da iz

M A< B
slijedi
() AU B=B8B

Da 1i vrijedi obrat, t. j. da 1i iz (2) slijedi (1)? Naravno da
vrijedi, jer iz (2) specijalno slijedi, da je A U B € B pa dakle
i A< B.

Prema tome, relacija 4 < B i relacija 4 U B = B iska-
zuje jednu te istu povezanost medu skupovima 4 i B.

2. Relacija = i operator N za sjefemje. Na slian
nacin kao $to se dokazuje ekvivalentnost relacija (1) 1 (2) iz
pretho'dne tocke, dokazuje se i ekvivalentnost relacije

(H 4< B
1 relacije
(2) An B=4

t.j. da iz (1) slijedi (2) i obrnuto, da iz (2) slijedi (1).

3. Veza izmedu relacija € i <. Partitivni skup.
Neka je § kakav skup, a X njegov neki dio; to znadi, da je
X < §. Promatrajmo skup svih takovih X-ova; oznalimo taj

skup s
PS.
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Prema tome, PS oznaCuje skup svih rjeSenja X relacije
X = 8. Drugim rije¢ima, za svako X € § vrijedi X € PS;
i obrnuto: ako je X € PS, onda je X & S. Kako je speci-
jalno v € § 1 S € S, 1o znadi, da ¢e i prazni skup ¢ 1 sam
zadani skup S biti ¢fanovi novog skupa PS. Dakle je ¢ € PS,
S e PS.

Na taj nadin vidimo, kako su relacije €, & medusobno
povezane.

Skup PS zove se partitivni ili diobeni skup, $to pripada
~ zadanu skupu S. Odatie i oznaka PS; slovo P tu dolazi kao
pocetno slovo lat. rije¢i pars — dio.

Primijetimo, da je PS odredena podjela skupa S, jer je
unija svih ¢lanova iz PS upravo = S; tu se radi o najbogatijoj
podjeli skupa S; svaki rastav ‘i podjela skupa § je dio od PS.
To zna¢i ovo: ako je R bilo kakav skup skupova s unijom
=S, onda je R < PS. Tako na pr. ako je X € S, onda
ova dva skupa X, S\ X ¢ine odredeni rastav skupa S; na-
ravno da je {X, S\X} e PS.

§ 1.13. KONVEKSNI I NEKONVEKSNI SKUPOVI

Ako su A, B odredene dvije tocCke, tada je pomocu njih
posve odredena duz AB, kao onaj skup totaka, koji leZi na
najkratem putu od A i B; put AB je najkraéi. Duz AB je
zarvorena, ako sadrZi i krajnje tolke A 1 B. Ako duZ ne
sadrZi niti 4 niti B, govori se o orworenoj dusi. Ako du? AB
sadrzi A4, a ne B, ili sadrzi B, a ne sadrzi 4, duz je polu-
otvorena (moZe se reéi, da je i poluzatvorena). Mi ¢emo raditi
sa zatvorenim duZima, ukoliko ne kaZemo drukéije. Za svaku
totku T zatvorena du? 77T definira se kao jednollani skup {T},
koji se sastoji od T kao jedine svoje tocke.
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Svaka duZ ima ovo svojstvo: ako totke ¢ 1 D leZe na
duzi AB, onda na njoj lezi i ¢itava duz CO: simboligki: ako
je Ce AB i D € AB, onda je

CD < AB.
Krae se kaze: svaka duZ je konveksan skup.

Definicija. Veli se, da je geometrijski skup todaka

konveksan, ako on sadrZi &itavu duz XY &m sadrZi tocke

X i Y. Prazni skup i svaki jednoc¢lani skup smatramo
takoder da su konveksni.

Primjer . Promatrajmo tri
totke A4, B, C, duzi 4B, AC i
njihovu uaiju (sl. 27.)

(1) S=AB v AC.

Da L je taj skup konveksan?
Onako, kako je nacrtano S nije
konveksno, jer napr. B € §,
C € S, ali nije BC € S. Medutim, ako totke 4, B, C leze
na pravcu, onda je skup (1) konveksan.

Sk 27.

Primjer 2. Puni krug je konveksan; kruznica nije kon-
veksan skup. Ako iz nutrine kruga uklonimo jednu tocku, ili
iskinemo bilo kakav dio, preostatak kruga nije konveksan. Ako
od zatvorenog kruga uklonimo bilo koji dio njegovog ome-
denja — pa ¢ak i Citavu kruZmicu — preostatak je konveksan.

Svaki trokut je konveksan skup . Tetraedar takoder.
Svaki kruZzni valjak (i stozac) je konveksan.

1) Trokut s vrhovima A, B, C moZemo definirati kao najmanji
konveksni skup, koji sadrzi sve tri to¢ke 4, B, C, t.j. kao onaj konveksni

nadskup od {A, B, C}, koji lezi u svakom konveksnom skupu, u kojem
je {4, B,C}
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ZADACI: 1. Promatraj krug % 1 tocku 7'; da 11 skup &2 U {T)
moze biti konveksan?

2. Za krug ki togku T odredi d, (kU {T)). Kad ¢e t3j
skup biti konveksan, a kad nekonveksan®. Odredi
d,d, (kY T) i dokaZi, da je taj skup uvijek konveksan.

3. Konveksna jezgra zadana geometrijskog skupa S je naj-
manji konveksni skup =2 §; oznadit ¢emo 1aj skup s
k,S. Dokazi: k,{A4, B} = AB, k,{4,B,C} = 5 ABC=
— d (AB v BC v BA).

4. Sto sve moZe biti konveksna jezgra od unije dvaju pra-

vaca? Razlikuj slucajeve, da su ti pravci u ravnini i

mimohodni. Dokazi, da je u posljednjem sluéaju jezgra

omedena dvjema paralelnim ravninama.
. Odredi £,S za S = {4, B,C, D).
Isto pitanje, ake je & = pravac U T.

N Oy

Isto pitanje, ako je S: 1) unija od pravca i duZi,
2) unija od dva pravca, 3) unija kruga i duZi; 4) unija
od dva kruga; 5) unija od dvije kruznice.

8. Isto pitanje, ako je S: 1) unija od ravnine i tocke,
2) unija ravnine i duzi, 3) unjja ravnine i pravca,
4) unija od dvije ravnine, 5) unija ravnine 1 kruga.

9. Dokazi, da je konveksna jezgra geometrijskog skupa S
isto $to i presjek svih konveksnih skupova, u kojima S
lezi.

10. Promatraj tocke A, B, C i skupove S = {A, B, C},

d,s, d,d,S, d,d,d,S, ...

[Vhag Vhad Thuty

11. Isto za tocke A, B,C, D u prostoru,

12. Moze se dokazati ovo: 1) ako je § na pravcu, onda je
d,S=k,S; 2) ako je S u ravnini, onda je £, S =d,d,S;
3) ako S lezi u prostoru, onda je 2,8 = d,d, d,S.

1) Za skup S stavljamo dg S = U Xy, priéemu je XeS i YeS.

POGLAVL]JE 2.

KOLIKO ZADAN SKUP IMA CLANOVA?
GLAVNI ILI KARDINALNI BROJEVI

Ako imamo skupove A, B, postavlja se se pitanje, da li
oni imaju ili nemaju jednako mnogo ¢lanova. St zapravo
znadi, da dva skupa imaju jednako mmnogo elemenata? Sto znadi,
da skup A wma manje elemenata, nego $to th wma skup B? Na
ta 1 shidna pitanja na¢i ¢emo odgovor u ovom poglavlju.
Upoznat ¢emo se i sa dosta neocdekivanim stvarima u tom
pogledu i to, kad budemo radili s beskonacnim skupovima.

§ 2.1. PRIMJERI O SKUPOVIMA S JEDNAKIM
I NEJEDNAKIM BROJEM CLANOVA

Primjer 1. Ako imamo dvije koSare k , k&, pune jabuka,
kako da ustanovimo, da 1li u njima ima jednako mnogo komada
jabuka?

To moZemo ustanoviti ovako: sparimo jednu jabuku iz
k, 1 jednu jabuku iz %k, na pr. tako, da jednom rukom izva-
dimo jabuku iz %, a drugom rukom izvadimo istodobno
jabuku iz k,; izvadene jabuke odloZimo, pa na preostatku
radimo sli¢an posao: istodobno izvadimo jednom rukom jabuku
iz k, a drugom iz k, i stavimo te jabuke van koSare. Tako
sparujemo, dok je god mogucée. KoSare ¢emo isprazniti isto-
dobno, ili ¢e jedna ko$ara, recimo &, biti prva prazna. Ako
se koSare isprazne istovremeno, imale su one jednako mnogo
komada jabuka; ako se koSara & ispraznila prva, sadrzavala je
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ona manje komada jabuka, nego druga koSara. Prema tome,
koSara k, 1 koSara k, sadrze jednako mnogo komada jabuka,

onda i samo onda, ako je moguce jabuke iz k, 1 jabuke iz &, -

medusobno spariti. To znali, da se naprave parovi jabuka,
da svaki par sadrZi jednu jabuku iz k i jednu jabuku iz &, i
da svaka jabuka iz svake koSare bude pritom sparena.

Koliko je taj postupak jednostavan i na dohvat i djetetu
predSkolskog doba, toliko je on dalekoseZan. I pravo je cudo,
da je istom u drugoj polovici proslog vijeka taj postupak svi-
jesno uveden kao osnovnc matemati¢ko rasudivanje (Cantor,
Dedekind).

Gornje sparivanje jabuka moZemo ovako konkretizirati
nizanjem:

jabuke iz k£ jesu: @ @ ® @ @ . .. — K
jabuke iz k£, jesu: ® @ ® @ @ . .. . 9 20 O ®

Primjedba. Mi zasad govorimo o tome, da li u jednoj
koSari ima viSe komada jabuka, nego u drugoj. Drugo je pita-
nje, koja od tih jabuka vie vrijedi, koja je teza i t. d. Jer,
jabuke ne moraju biti iste vrste i1 mogu se vrlo razlikovati u
cijeni, teZini, hranljivosti i t. d.

Primjer 2. Sparivanje predmeta iz raznih skupova po-
javljuje se vrlo Cesto. Tako na pr. na svakom automobilu
pri¢vr§éena je piocica s odredenom Sifrom, koja se sastoji od
slova i brojaka. Tu sparujemo automobile sa ploéicama, koje
nose Sifre. Pogledaj plo¢ice otraga 1 sprijeda na automobilu;
po ¢emu znade$, u kojoj je narodnoj republici zapisan auto-
mobil, odnosno da li je uopée zapisan u Jugoslaviji?

S jedne strane imamo na pr. skup svih automobila
(jednog grada, drzave, kontinenta i t. d.), a s druge strane
skup upotrebljenih Sifri. Razli¢itim automobilima pripadaju
razlicite $ifre, a razli¢itim Siframa pripadaju razliditi automobili!

Primjer 3. Ako se ¢lanovi nekog skupa mogu spariti
sa skupom prstiju jedne ruke, velimo, da je taj skup petorka,
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ili da ima pet jedinica (¢lanova). Prvobitno je, izgleda, rijed
pet oznatavala pesnicu, Saku kao izrazit skup u vezi s pet
elemenata.

Primjer 4. Uzmimo primjer skupa 4 od stolice, klupe
i stola, te skupa B, koji se¢ sastoji od Radana, Tane, Nade 1
Bozene. Tu je sparivanje skupa A i skupa B nemogudée; no
lako je spariti skup A sa dijelom skupa B, na pr. tako, da
Radan uzme stolicu, Tana klupu, a Nada stol. Zato se kaze,
da skup 4 ima manje elemenata nego skup B.

Primier 5. Nacrtaj dvije
koncentri¢ne kruznice k, K u istoj
ravaini (sl. 28.). Da li onc imaju
jednako mnogo tocaka, il vela
kruznica ima viSe tocaka?

Na prvi pogled izgleda, kao
da veéa kruZnica ima vide tocaka.

Medutim, prométrai bilo koju SL. 28.
zraku z s po¢etkom O u srediStu
kruga; ta zraka z sije¢e 1 k1 K sparujuéi na taj nacin odredenu
tocku iz k s odredenom to¢kom iz K. Mijenjaju¢i z mijenja
se i tocka iz 2z n k i to¢ka iz z n K. Sparivanje tocaka iz
k i totaka iz K je mogude; zato te dvije kruZnice imaju
jednako mnogo elemenata.

Ujedno vidimo ovo: pramen [O] zraka iz O ima isto
toliko ¢lanova, t.j. zraka koliko kruZnica k (ili kruznmica K)
ima tocaka. Treba samo spariti zraku OT i weku T 1z K,
pa da se vidi, da je pridruzivanje

OT <~— T

jedno sparivanje izmedu pramena (O] i kruZnice K.
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§ 2.2. STO ZNACI, DA DVA SKUPA IMAJU JEDNAKO
MNOGO ELEMENATA? TOLIKOVANJE SKUPOVA

Sto znadi, da je jedan skup brojniji od drugoga?

Imajuéi u vidu postupak sparivanja onako, kako smo ga
prikazali na primjerima u § 2.1, prirodno je, da na to pitanje
odgovorimo ovako.

1. Definicija 1. Veli se, da skup A4 ima isto toliko ele-
menata koliko 1 skup B, ako je svakom elementu x iz A4
moguce pridruziti odreden element u B, tako, da razli-
¢itim elementima iz 4 budu pridruZeni razlhié¢iti elementi
iz B 1 da pritom svaki ¢lan skupa B bude pridruZen
odredenom c¢lanu skupa 4. Takvo pridruzivanje izmedu
Clanova skupa A4 i ¢lanova skupa B zove se tolikovanmje
skupa A na skup B. Drugim rije¢ima, tolikovati skup A4
na skup B znadi svakom x iz A odrediti izvjesno fx
iz B tako, da iz x € 4 i x' € A i x == x" sljedi
fx 3= fx" 1 da za svako y € B postoji jedno x iz A sa
svojstvom fx = y. Tolikovanje je vrlo vazan pojam. Go-
vorit ¢emo takoder, da je A ekvivalentno s B ili isto-
brojno s B 1 pisati k4 = kB ili A ~ B. Kongruencija
1 sli¢nost su vrio specijalni slucajevi tolikovanja.

Mjesto redenice
,»skup A ima isto toliko elemenata koliko i skup B”
govorl se refenica

sKkardinalni ili glavni broj skupa A4 jednak je kardinalnom
ili glavnom broju skupa B”,
i obrnuto.

To se isto iskazuje simbolicki ovom jednakoséu
kA = kB

i Cita ,, kardinalni broj od A4 jednak je...”, ili takoder skup
A je ekvivalentan ili istobrojan sa skupom B.
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Ako nije kA4 = kB, onda se to piSe kA &= £B 1 veli da
kardinalni broj od A nije jednak k& B.

Definicija 2. Ako skup A ima isti kardinalni broj kao
kakav dio skupa B, veli se, da je kardinalni broj skupa A
manji ili jednak, nego $to je kardinalni broj skupa B i
piSemo
kA < kB.

To drugim rije¢ima znadi, da skup A4 meZemo pretoli-
kovati na dio skupa B odnosno w skup B. Pritom na-
ravno ne mora svaka jedinka u B biti zauzeta. Zato i
razlikujemo tolikovanje skupa A4 na skup B i tolikova-
nje skupa 4 u skup B.

Reéi ¢emo, da je k4 manje od kB i pisati
kA < kB

ako je kA << kB, ali nije kA = kB; velimo takoder, da je
skup B brojniji od skupa A.

Mjesto da pisemo kA4 =< kB, moZemo pisati kB = kA
i jzrazavati se na odgovaraju¢i nacin.

Primjedba. Moze se pokazati, da iz 24 << kB i
kAB = kB slijedi kA = kB. To je jedan od vaznih teorema
u teoriji skupova. Dokazali su ga Schroeder i Bernstein.

Prema primjeru 5. iz § 2.1 svaka kruZnica ima jednako
mnogo todaka koliko 1 svaka druga kruZnica, bez obzira kako
jedna bila malena, a druga velika.

2. Kardinalni broj skupa svih prirodnih brojeva
jednak je kardinalnoma broju skupa svih parnih prirod-
nih brejeva.

Ta se jednakost vidi iz ovog tolikovanja ili pridruZivanja:

1, 2, 3, 4, 5, ., My

1 I I I 7 i
2-1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, ..., 2n,...

4 Kurepa: Sto su skupovi
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Tako vidimo, da pojedini skup moZe imati jednako mno-
go ¢lanova koliko i njegov pravi dio. Napr. & {1,2,3,..7, ...} =
=k{2,4,6,8,...2n,...]. Pridruzivanje n<~—n + 1, kad =
prolazi skupom N prirodnih brojeva, pokazuje, da je

E{1,2,3,...) =k{2,3,4...}.
3. Cijelih racionalnih brojeva ima koliko i prirod-

nih brojeva. To pokazuje ovo prikazivanje skupa svih cijelih
racionalnih brojeva:

—n, +n; ...
i pridruZivanje po redu ¢lanova toga niza 1 Clanova niza
1,2, 3, ... prirodnih brojeva. To je pridruZivanje ovog oblika:
0 «—1
— N < 2N

N 21 + 1
za svako n € N.

Primijetimo, da je nizanje ¢lanova u nizu (1) takvo, da iduti
udesno modul ¢lanova ne pada.

4. Svih racionalnih brejeva ima koliko i prirodnih
brojeva. Svi racionalni brojevi dobiju se kao kvocijenti cije-
lih brojeva. Poredajmo te kvocijente ovako:

0 .

1 2

0 1

_2'5 _1 b

0 1 2
ERV R
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0 1 2 3
477372717
0 1 2 3 4
57477322717

Vidi se, da suma brojnika i nazivnika u n-tom retku iznosi »n
za svaki ¢lan doti¢nog retka.

No, sve te nizove moZemo zamisliti skupljene u obliku
jednog beskonacnog niza na pr. tako, da niZemo gomnje retke
jedne iza drugih (a ne jedne ispod drugih).

Tako nastaje ovaj niz:

p 0,0 1.0 1 2 0 1 2
( T) 2 3 '"1_' J‘3‘"J "’2“‘) _i—) 'Z') _'3") 7)

’—‘} (O8]

> s

U tom nizu je O i svaki pozitivni racionalni broj; cak
. . . . . 1 .
se svaki broj ponavlja bezbroj puta, jer na pr. 5 Poja-

2 3 4 5 n
4767 87107 C2n’

Ako u nizu (2) precrtamo svaki ¢lan, koji se prethodno
ve¢ u nizu pojavio, nastat ¢e iz (2) posve odreden niz svih
pozitivnih racionalnih brojeva i 0. Ako jo§ u tom nizu nepo-
sredno iza svakog ¢lana napiSemo i njegovu suprotnu vrijednost,
dobit ¢e se niz svih racionalnih brojeva; evo podletka toga
niza:

vit ¢e se i u oblicima

0 1 11 12 2
S L S B R s B
1 1 3 3 1 12 2
3773717 17 47 4737 37

Oznadimo taj niz i ovako:

4 Tos T, T,

3 4
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dakle
}i‘l:03 T2:1, Ty = — L Ty = 1/2’ Ts::hl/z""

Ako imamo u vidu, kako su racionalsi brojevi posijani gusto
po brojevnom pravcu, onda nam izgleda neobiéno, da se svi
racionalni brojevi mogu ipak skupiti u jedan niz! Pogle-
dajmo na pr., kako su ¢lanovi niza (3) smjeSteni na brojev-
nom pravcu (sl. 29.):

1 11
-2 -1 -3-3 O 3 3 1 2
e 3 [P n L] 2% rs
SL 29.

Vidimo, da se idu¢i u nizu (4) prema desno, na brojeviaom
pravcu krecemo vrlo nepravilno.

5. Svake dvije otvorene duZi imaju jednako mrogo
tocaka. Svake dvije zatvorene duZi imaju jednako muogo
to¢aka. Neka su zadane bilo kakve dvije duzi, 4, d'.

SI. 30. Sl. 31.

Prvi dokaz (geometrijski).

Nacrtajmo bilo kakav trokut, kojemu su d, 4’ dvije
stranice (sl. 30.). Vukuéi paralelne pravce s treCom stranicom
toga trokuta tako, da sijeCemo obje druge stranice, imat ¢emo
odredeno sparivanje izmedu toCaka tih dviju stranica, a time
i izmedu todaka zadanih duzi d, d’.
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Drugi dokaz (analiti¢ki).

Neka su obje duzi smje$tene na istom brojevnom pravcy
(sl. 31.), pa mecka su apscise njihovih krajeva brojevi a, b
odnosno a’, b'. Poku$ajmo linearnom transformacijom

(5) y =kx +1
uspostaviti traZzenu vezu sparivanja — tolikovanja — brojeva
x iz brojevnog intervala (a, b) i brojeva y iz (a/, b'), tako da

broju a odgovara ', a broju b broj b’. Dakle

o' =ka-+1, b =kb+ L

Odatle izlazi
b — a’ l_a’b——ab'
b—a’ '~ b—a

k:

Trazena funkcija (5) glasi

—a 'b—ab’ Sl 32.
(6) y— &=t @b—ab)

Njome se brojevni interval (a, b) preslikava na brojevai inter-
val (o', b).

'bb—-a

6. Svaki pravac ima uprave tolike tolaka kolike i
svaki drugi pravac. To je jasno, jer je svak: pravac kon-
gruentan sa svakim drugim pravcem.

7. Sto ima vile tofaka: kru¥nica ili pravac? Swvaka
krugnica vma bar toliko tolaka koltko 1 svaki pravac.

Evo kako na to moZemo zakljuéiti. Promatrajmo kruZnicu
k 1 jednu njenu tangentu z. Neka je D tocka, u kojoj se
tangenta ¢ i kruznica dodiruju (sl. 32.). Neka je P dijametralno
suprotna to¢ka od D tako, da je DP promjer kruznice. Uspo-
stavimo sada vezu f izmedu toaka na %k i toCaka na pravcu :.
Neka je 7 bilo koja toCka iz &, ali == P; tad pravac PT sijeCe
pravac ¢ u odredenoj to¢ki, koju <¢emo u zavisnosti od T
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nazvati f7. Kad 7 putuje po desnom otvorenom luku PD,
ispunit ¢e f1° Citav pravac ¢ i to zraka desno od D, a lijevo
od D kad 7' putuje lijevim lukom DP. Vidi se, da je fD = D.
Na taj nacin, ako prijelaz od 7 s & na f7 na ¢t smatramo kao

kakvo klizanje toCke 7T niz zraku P7, ispunit ¢e tolke fT

¢itav pravac ;. Cak za preostalu todku P kruZnice £ vide ni
nema mjesta na pravcu ¢, jer je na ¢ svako mjesto ve¢ zauzeto.

Na taj bi nacin izgledalo, kao da na KkruZnici £ ima cak vide

_to¢aka nego na pravcu ¢! Jer ,.ispraznjivanje” f to¢ku po tolku
T s k i istodobno fT s pravca ¢ prije ,,isprazni” pravac r,
nego kruZnicu k.

S druge strane, ako kruZnicu k zamislimo ,,razvijenu’’ na
pravac 1, ispunit ¢e ona samo jednu duZ toga pravca, kojoj je
duzina = 2=, gdje je r veliC¢ina polumjera kruZnice. Prema
tome, kruznica ima bar toliko tocaka koliko i pravac ¢, ali
isto tako r ima bar toliko tocaka koliko i k. Odatle se zaklju-
Cuje, da k i ¢ imaju jednako mnogo jedinki.

8. Sto ima viSe tofaka: du¥ ili pravac? Na prvi
pogled bismo s potpunom sigurnos¢u rekli, da duz ima kud i
kamo manje tocaka od pravca. Zato je tim cudnije, §to to
nije istina.

Svaka ma kako kratka otvorena duz ima isto toliko tocaka
koliko 1 ¢&itav pravac.

Da to dokaZemo, zamislimo, da je otvorena duz svinuta
u kruZnicu bez jedne tocke P. Iz toga polozaja duZ se lako
pretolikuje na ditav pravac, kao $to smo maloprije ustanovili.

ZADACI: 1. Naznaci jedno tolikovanje izmedu skupa N pri-
rodnih brojeva i skupa: 1) nepozitivnih cijelih brojeva,
2) dekadskih jedinica 1, 10, 100, 1000, ..., 3) brojeva
1, 10=1, 10+2, ...
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. Razbiti skup [1,2,3,..., 100} na 2, 4, 10 jednakih

dijelova; u svakom od ta tri sluaja naznaciti jedno
tolikovanje izmedu tih dijelova.

. Promatraj brojevne intervale: 1) R(0;1), R(2;3), R(4;5).

Udest medu njima tolikovanje. 2) Isto za skupove:
R(0;5), R(0;40). Da li veza x<—— 8x to vr8i?

. Zadto je: 1) ¢R(0;8) = R(0;¢cb), d + R(0;b) =

=R(d;d -+ b); 3) cR(0;b6) + d=R(d,chb + d) za
svaki broj ¢ i svaki broj d?

. Pretolikuj R (3;8) na: R(0,1), R(—5,—12), R(—2,7).

Pretolikuj kruzni luk na koji drugi kruini Juk (iste ili
druge kruznice). :

. Pretolikuj skup polumjera kruZnice

na pramen pravaca.

. Prcmatrajmo parabolu /i u njenoj

ravnini pramen praveca [O] sa sredi-

$tem u vrhu O parabole (sl. 33.). o

Da li je veza ¢ +—— T(gl. sliku!) to-

fikovanje izmedu parabole i pramena

[01? Xoji je ¢lan od [O] pritom .

" izuzet?

Kako stvar stoji, ako tu mjesto vrha
O promatramo neku drugu tocko O
parabole?

Sk 33.

. Da li ima vide prirodnih brojeva ili koncentri¢nih kruz-

nica s racionalnim polumjerom?

. Dokazi ova svojstva tolikovanja: Ako se skup A toliko-

vanjem f prevodi na 4

X = - gfx
skup B, a ovaj toliko- \—//
vanjem g na skup G, s
onda se tolikovanjem
skupa A moZe dobiti SL. 34.
odmah i skup C po ovoj shemi (si. 34.)
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10. Da li je jasno, da se sadrZaj zadatka 9. izrie i ovako:
ako je RA =%kB 1 AB =%C, onda je kA = kC?
11. Izreci pojmom tolikovanja ovu recenicu: ,,ako je kA=kB,
onda je kB =FkA”.
12. Isto pitanje za ove recenice:
Ako je RA=FkA', RB=FB’, onda je
RA4 kB =%FA + EkEB.
Ako je RA=FkA', kB =FkDB’, onda je
kA - RB=FkA -kB.

§ 2.3. STO SU KARDINALNI BROJEVI?
OZNACIVANJE KARDINALNIH BROJEVA

Kardinalni ili glavni brojevi jesu izvjesna svojstva sku-
pova, i1z kojih razabiremo, da li dva skupa imaju jednako
mnogo jedinki, odnosno da li jedan ima viSz jedinki, nego
drugi. Kod kardinalnih brojeva vaino je mz2dusobno ispo-
redivanje po svojstvu tolikosti. Naravno da ¢e se pritom za
bazu isporedivanja uzeti $to poznatiji skupovi. Tako je Covjek
u svojoj dugoj historiji 1 radio, nazjprije nesvijesno, a onda
svijesno. Tako je Covjek gledao, da Ii svoj promatrani skup
jedinki moZe pretolikovati na ,,dva oka”, pet prstiju ruke 1t.d.
Tako su wvjerojatno nastala imz2na za brojeve u pojedinim
jezicima.

Krace se kaze ovako :

Kardinalni broj kS skupa S kazuje koliko taj skup wma
jedinki (élanova). Krace se govori: skup S ima kS élanova,
rofaka, jedinki . .. Ipak, treba pritom uvijek pomisljati na #spo-
redivanje skupova tolikovanjem.

1. Broj jedamn i znak 1. Ako je p bilo kakav predmert,

na pr. knjiga, vasiona, vakuum i t. d., tad je {p} odreden skup
sastavljen jedino od p kao svojeg elementa.
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Isto tako za koji drugi predmet p’ imamo skup {p’}.
Da li mozZemo skup {p} pretolikovati na skup {p’}? Naravno!
Treba jedinom ¢lanu p iz {p} pridruZiti jedini ¢lan p’ iz {p}
i stvar je gotova.
Dakle je

k{p) = k{p').

k{p} se zove ,jedan” i oznaluje sa 1; brojka ili cifra 1 kao
i naziv ,jedan” vjercjatno su u vezi s oblikom nazivamo
,kolac™ ili sliéno.

Specijalno za svaki skup p imamo k(p) = 1; pa tako i
za prazni skup ¢ imamo skup {Q)} i njegov kardinalni broj.

Rlo) = 1.
Promatrajmo oznaku — upravo predmet — O i pripadni
skup {0}; imamo .
E{0) = 1.

Imamo 0 < 1 jer je 0 =<1 a nije O = 1. Stvarno, znamo, da
je 9 =S za svaki skup S; zato uzimamo, da je k0 = kS,
t.j. 0 =2 kS. Specijalno, za § = {o} imamo odatle 0 =< & {0},-
t.j. 0 = 1. Otito je, da ne moze biti 0 == 1, jer jedini ele-
ment ¢ u {p) nema s &m da se pridruzi u 9, jer u p nema
niega.

2. Brej nula i zonak 8. Prazni skup ¢ nema nikakvog
elementa; k@ se izgovara ,niSta” ili ,,nula”; ko se oznaluje
sa 0 i piSe

k@ = O>
Zato se i kaZe: ,,prazni skup ima O elemenata”, Sto znadi,
da 0 nema ba$ nikakvog elementa.

3. Glavni broj ,,dva” i njegova ozmnaka 2, odno-
sno II. Promatrajmo predmete O, 1, pripadni skup {0, l}vi
pripadni kardinalni broj
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k {O, l}; on se naziva ,,dva’ i oznacuje: 2 i IL.
Imamo
I < 2.

Stvarno, najprije je 1 << 2, j‘er skup {0} mozemo pretolikovati
u skup {0, 1} — &ak je {0} € {0,1}. No obrnuto, skup {0, 1}
ne mozemo pretolikovati ‘u {0}, jer ako ¢lanu O iz {0, ]} pri-
drvzimo 0 iz {O}, onda preostalom c¢lanu 1 iz {O, 1} TI€marmo
vide $ta da pridruzimo u {0} \.{0} — ovo je prazno.

4. Na sli¢an nadin imamo dalje brojeve

k{0,1,2} =3, t.j. kI3 =3, k{0,1,2,3} =4, t.j. k14=4
itd.

Na taj nadin imamo brojeve: nulu, jedan, dva, tri, Cetiri i t. d.
Kao 1 njihove uobidajene oznake:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,20,...,

Uoli kako se izgovaraju brojevi 20, 30,40,..., 90, a kako

brojevi 11, 12, 13,..., 19,
a kako opet brojevi 21, 22,..., 29.
Vidi se po redu, da je
0<l<2<3...;
to je prirodno uredenje tih brojeva ili uredenje po velicini.

Specijalno, nula je najmanji od tih brojeva; zatim je 1 pa 2
pa 3 it d. Brojevi 1,2,3,... zovu se prirodni brojevi.

5. Skup N svih prirodnih ‘brojeva i njegov kardi-
nalni broj (broj alef).

Promatrajmo i skup svih prirodnih brojeva; oznacimo
taj skup s N; dakle je

N=1{1,2,3,4,5, ...}
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Kardinalni broj toga skupa oznaluje se osim s AN tako-
der s hebrejskim prvim slovom a, kojemu se doda O kao
indeks; dakle

X, = kN.

Prema § 2.2.2, odnosno § 2.2.3, odnosno § 224 i par-
nih brojeva ima kN, isto kao Sto i cijelih ili racionalnih bro-
jeva ima kN, dakle ¥ .

Prema tome, ako neki skup & ima &N jedinki, onda to
znadi, da se skup N moZe pretolikovati na skup S; ako to
tolikovanje oznalimo s p, onda to znadi, da je na pr. pl
odredena totka iz §; isto tako je p2 1 p3 i t.d. Na taj
na¢in dobivamo ove toCke iz S:

pl, p2, p3, p4,... ili pisano drukdéije:

Z)ﬂ pz’ ps'

Sve su one medusobno razli¢ite. A kako se radi o toli-
kovanju skupa N ne samo u skup S, nego <&ak ma skup S,
znall to, da je svaka roCka skupa & smjeStena negdje u
,,beskonacnom nizu” pl, p2, p3;

Drugim rije¢ima, skup S je istobrojan sa skupom N onda
i samo onda, ako se sve to¢ke skupa & mogu predstaviti kao
Clanovi nekog beskonalnog niza sz sve samim razliditim
¢lanovima.

Na pr. nizanje
0, —1,1, 2,—2,3, —3,...
pokazuje nedvosmisleno, da skup D svih cijelih brojeva ima
upravo kN c¢lanova.

Ako je za neki skup § ispunjeno 2S =< kN, veli se, da
je skup § prebrojiv®. ‘

1) U knjigama se Cesto kaze, da je skup S prebrojiv jedino onda,
ako ima kN elemenata. Medutim, pravilnije je i skupove na pr od 10,
20 elemenata nazvati prebrojivima.
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Broj AN zove se ,beskonaéno prebrojivo’ ili alef nul;
oznacuje se sa R, ili kw.

6. Koliko ima tofaka ma pravcu? Broj c. Odgovor
na to pitanje glasi: Na pravcu ima ¢ to¢aka; naime, ako je p
pravac, tad se kardinalni broj kp toga pravca oznaluje sa c.
Vidjeli smo (§ 2.2.), da na svakoj duzi, kruZnici ima isto toliko
tocaka, koliko i na p, dakle ith ima c.

7. Totaka na pravca ima 'vise nego $to ima pri-
rodnik breojeva. Drugim rijecima, ne mogu se sve tocke na
pravcu p iscrpsti pomocu ¢lanova nikakva niza @, a,, . . ., @,...
tolaka 1z p.

Drugim rije¢ima: svakom nizu «a,, @,, . . . tocaka sa pravca
p odgovara bar jedna to¢ka pravca p, koja se u tom nizu
ne pojavljuje.

Da dokazemo taj osnovni Cantorov poucak, radimo s
toCkama nekog brojevnog pravca, odnosno radimo s realnim
brojevima 1 njihovim decimalnim prikazivanjem. Ograni¢imo
se na pozitivne brojeve, koji su = 1. Pa neka je g, aq,,
a,, ... bilo koji niz pozitivnih realnih brojeva < 1. NapiSimo
svaki ¢lan toga niza kao decimalan razlomak i to tako, da u
tom prikazu nema posljednje znamenke == 0; tako na pr. za
broj 0,54 ne ¢emo uzeti taj prikaz, nego prikaz 0,539999 ...

Recimo, da se radi o ovom nizu brojeva
a, = 0,34054 . .. ; a, = 0,0843 .. . ;
Pomodu toga niza a,, a,... sagradimo broj
a=0,47 ...

na ovaj nafin: prva cifra (desetinke) poslije decimalnog poteza
broja a dobije se iz cifri desetinki od a, tako, da se ovoj doda
1 ili oduzme 1, ve¢ prema tome, da li je kod g, ta cifra 0, 1,
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2,3, 4 ili 5,6,7,8,9. Isto se tako odreduje druga cifra od a
pomocu druge cifre od prikaza za e,; treca cifra od a se
tako formira pomocu tre¢e cifre broja a, it. d., it d.

Broj a je posve odreden. No, a == a,, jer se ti brojevi
razlikuju na prvom decimalnom mjestu; isto tako a = @, jer
se a i a, razlikuju na drugom decimalnom mjestu, sli¢no
a = a, 1 t. d. Ni za koje » ne moZe biti a = a,, jer se n-ta
cifra u a i n-ta cifra u a, razlikuju; a kad bi bilo ¢ = a,,
svaka cifra u a bila bi jednaka odgovarajucoj cifri u a,. Dakle
je broj a zaista razli¢it od svih brojeva iz zadanog niza. A to
upravo i tvrdi iskaz osnovnog teorema.

Gornji osnovni teorem 'pronaéao je Cantor 1874. moZe
se redi, da je tim pronalaskom zapoceta teorija skupova kao
matematicka nauka.

§ 2.4. RACUNANJE S KARDINALNIM BROJEVIMA

Racunanje sa skupovima: dodavanje, oduzimanje, mno-
Yenje, odraZavat Ce se i na kardinalnim brojevima. Tako ¢emo
imati dodavanje (zbrajanje), oduzimanje i mnozenje kardinalnih
brojeva.

1. Dodavanje (zbrajanje) glavnih brojeva. Ako su
A, B dva skupa bez ikojeg zajednickog c¢lana, onda je jasno,
da unija 4 U B ima toliko jedinki, koliko ih imaju 4 i B
zajedno. Pa se tako i odreduje suma kA -+ kB glavnih brojeva
kA, kB. Vrijedi dakle ova

Definicija. Ako su A, B dva skupa bez zajedniCkih
elemenata, onda se pod sumom kardinalnih brojeva k4,
kB razumijeva kardinalni broj 2(4 U B) unije 4 U B.
Ta se suma oznatujie s kA -+ kB; dakle je po definiciji

(1) kA + kB =Fk(A U B) uzuslov, daje ANB = 2.
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fli ovako: ako su a, b kardipalni brojevi, onda se pod

njithovom sumom a {. b razumijeva  kardinalni broj
2(4A U B) unije 4 U B, pri ¢emu je kA — a, kB =B
1A ﬂ B = g,

Na pr. nadimo 2 -+ 3. Nadimo skup A4 sa 2 jedinke;
na pr. A se mozZe sastojati od ova dva Stapi¢a ||; B se moze

sastojati od ova tri §tapica [I| (ili 3 zrna i t. d.) Tako imamo
I uiii=1llll; a t je pet étapié’a.
i ovako: 4= {1,2), B={3,4,5)ird

Za dodavanje (zbrajanje) kardinalnih brojeva vaZe ovi
obrasci:

zakon komutacije : )
a—+b=254 q

zakon asocijacije :
(a~f—b)+c:a—}-(b+c),
a—+ 0 = aq.

Ti zakoni su odraz odgovarajucih o¢iglednih zakona za doda-
vanje skupova:

AU B=BuU 4
(AU B)yUC=A4u (BuC)
AU o= A
Teorem 1.1.
I+ AN =~%,N, 2+ EN =EN, 34+ AN =EN it.d.
Drugim rije¢ima, broj AN zadovoljava jednakost
(2) I + x = x.
Primijetimo, da nikoji realni broj ne zadovoljava te jednakosti.

Nadimo 14 kN. Uzmimo 4 = {1}, B = {2,3,4, 5, .. N
tad 4, B nemaju zajedni¢kog ¢lana; nadalje je k4=1, kB=EN.

NO; AUuv B =N
odatle k(4 U B)=kN
kA 4+ BB = kN
1 + kN = kN.

Sli¢no se dokazuje, da je 2 + AN = kN uzimajuéi, da je
A(1,2}, B=N\[1,2);

skupovi naime N i B su istobrojni, kao §to to pokazuje ovo
tolikovanje:

1,2,3,4,5,..., n,...
11t it I
_ 3,4,5,6,7,..., m+2...
Teorem 1.2. AN + kRN = £N. Drugim rijeCima, jednakost
(3) x4+ x=x

zadovoljava kardinalni broj skupa N svih prirodnih brojeva.

Stvarno, Skup N moZemo rastaviti u skup 4 neparnih
brojeva i preostatak B svih parnih brojeva:

A=1{1,3,57,...)
B=1{2,4,6,8,...].
Svaki od tih skupova ima 2N ¢lanova, a zajedni¢kih ¢lanova
nemaju.
Dakle je
AN+ RN =kA + kB=k(4 U B) = kN t.j.
RN + EN = EkN.

Primjedba. Ako je x realan broj, onda iz x + x = x
izlazi nuZno x = 0. Specijalno, ni za koji prirodni broj x ne
vrijedi jednakost (3).

Sto nam kazuju gornja razmatranja? Kazuju nam to, da
na pr. za jedaakost 1 4- x = x znamo bar jedno rjeSenje i to
x = kN; to rjeSenje nije nikakav prirodan broj, jer ni za
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kakav prirodan, pa ni realan broj x, ne moZe biti 1 4+ x = x.
Takoder za jednakost x 4+ x = x dokazasmo, da ona osim
jednog jedinog ,realnog” rjeSenja x = O dopusta i rjeSenje
x = kN, koje nije ,,realan” broj.»

2. MnoZenje kardinalnih brojeva. 2.1, MnoZenje sku-
pova odrazava se u mnozenju kardinalnih brojeva. Nadimo na
pr. produkt I2x13, t. j.

{0, 1} x {0, 1, 2}
njegovi su clementi ovi dvoélani nizovi:
(0, 0), (0, 1), (0, 2); (1,0), (L, 1), (1, 2).
Ima ih 6; u svojoj zavisnosti od zadanih kardinalnih brojeva
213, piSemo 2-3 =611 2x 3 = 6.
Definicija. Za svaki par skupova A4, B produkt
kA x kB kardinalnih brojeva kA4, £ B definiramo ovako:
k(A X B)y=F%kA X kB.

Ako su a, b kardinalni brojevi, onda produkt a-b ili ax b
brojeva a i b definiramo kao kardinalni broj kombinira-
nog produkta A x B; pritom su A4, B skupovi sa svoj-
stvom kA = a, kB = b.

Veza mnofenja sa zbrajanjem. Na gornjem primjeru vidimo ovo:
1213 ={0,1}x (0, 1,2} = {(0,0), (0, 1), (0,2)} v
(1,00, (1, 1), (1,2)) = [0} x (0, 1,2} v [1} x {0, 1, 2).

No, skupovi |

(0} x {0, 1,2}, {1} x {0, 1, 2}
su bez zajedniCkog ¢lana; zato je
E({0, 1} x {0, 1, 2)) = ({0} x {0, 1, 2} ) +
+ k() x {0, ,2))=3+3,tj. 2.3 =343

1) Znajmo. da se decimalni razlomci nazivaju i realnim brojevima.
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Sasvim se tako dokazuje opcenito, da je

AxB=u {a) x B
ac A
i da su skupovi {a} x B za razne a-ove bez zajednickih ele-
menata 1 da svaki od njih ima kB ¢lanova.
Zato se definira, da ta unija ima kao sumu broj kB

uzet kA puta kao pribrojnik. To se oznatuje X kB.
A

Na taj nadin imamo

kRA-RB = L kB.
4

Na pr.
5.EN =2ZEN =EN + kN + AN + kN + kRN.
5

2.2. Nekoliko svojstava mmnoZenja.

Teorem 2.2.1. 0.x = 0 za svaki kardinalni broj x.
Stvarno, ako je 2X = x, tad znamo, da je v X X = v
(v je prazni skup); odatle proizlazi traZena tvrdnja.

Teorem 2.2.2. 1.x = x za svaki kardinalni broj x.

To je jasno, jer skupovi
{p} x X i X jesu istobrojni;

da se to vidi, dovoljno je svekem <lenu o iz X pri-
druziti ¢lan (p, @) iz {p} x X; pritom je p bilo kakav
predmet. A istobrojnost skupova {p} x X i X upravo se
i izrazava jednako$éu iz tvrdnje 2.2.2.

Teorem 2.2.3. Za mnoZenje brojeva viijedi zakon komuta-
cije ab = ba.
Stvarno, neka je a= kX, b= kY; dakle je ab=
= k(X X Y), ba= k(Y x X). Jednakost u tvrdnji 2.2.3.
znadi isto §to i istobrojnost skupova X x Y, ¥ x X.

5 Kurepa: Sto su skupovi
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A da se dokaZe istobrojnost ovih skupova, dovoijno je
svakom (x,y) € X x Y pridruziti elemznt (y, x) 1z Y x X.
Taj prijelaz p od X x ¥ na ¥ x X je odredeno tolikovanje.
Tim je tvrdnja 2.2.3. dokazana.

Teorem 2.2.4. Za maoZ:nje brojsva vrijedi zakon distribu-
cije prema dodavanju:

(a + b)c = ac + be.

To svojstvo mnoZenja brojeva proizlazi iz Cinjenice, da je mmno-
Jenje skupova distributivno prema dodavanju (uniji) skupova.

2.3. O jednad?bi xx = x. Znamo, da su 0 i1 jedini
realni brojevi, za koje je ispunjeno
(H XX = X.
Prema tome, svaki realni broj x, za koji vrijedi veza (1) nuZno
je cio broj = 0. Prebacimo li se na skupove, tad veza (1)
postaje
(2) RX .k X=FX.

I kao $to vidimo, tu jednakost zadovoljava prazni skup o i
svaki jednoclani skup {p].

M:zdutim, odnah é2m» vidjzti, da tu jzdaakost (2) zado- '

voljava i skup N svih prirodaih brojeva. Jer AN &N je kardi-
nalni broj produkta N x N; a evo svih ¢lanova toga produkta:

(L, 1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), ...

( 7 A

(2, 1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),. ..

( A

((3, 1) (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), - -
Tu je nanizan niz nizova; a te je sve nizove lako nanizat u
jedan jedini niz na pr. ovako: po¢ne se sa (1, 1) i onda ide
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onakc kako pokazuju strjetice dakie isrcpljujudi po redu sve
kose linije. Dobivamo ovaj niz:
(1,1); (2, 1), (1,2); (3,1), (2,2), (1,3);
(4,1), (3,2), (2,3), (1,4);. ..

Tu se nize skupina za skupinom; u svakoj skupini je
suma napisanih koordinata konstantna 1 to po redu: 2 pa 3
pa 41t d.

Dakle zaista sve ¢lanove skupa N x N moZe se svrstat

u jedan niz; a to uprave znali, da skup N zadovoljava vezu
(2). Na taj nacin dokazasmo

Teorem 2.3.1. Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva zado-
voljava jednadzbu

XX = X.

2.4. Koliko tofaka ima ravmira? Sa ¢ oznalujemo

broj to¢aka na pravcuy, t. j. kp = ¢, gdje je p pravac odnosno

kER = ¢, gdje nam R naznacuje skup svih realnih brojeva. Ved
smo vidjeli, da svaka otvorena duZ ima isto toliko tocdaka

“koliko ¢itav pravac, odnosno koliko ¢Citavo R. Tako na pr.

T

vidimo, da funkcija zgx tolikuje otvoreni interval od —-

™ . . .
do — na brojevni kontinuum R (sl. 35.).

Funkeija g 5 @La) (Zx o b)

kolikuje otvoreni interval od a do b na d&itavo R.
Ravnina ima isto toliko tocaka koliko i skup R x R, jer

se svaka toCka ravnine moze analiticki oznaciti pomodu (x, y)
iz R X R. Prema tome, ravnina ima c-c¢ tocaka.

Y ¢ je pocletno slovo latinske rijedi continuwm; pravac se zove i
linearnt kontinuum 1 to geometriski linearni kontinuum; skup R realnih
brojeva zove se aritmeticki linearni kontimum.
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No, R ima todaka koliko i poluzatvorena brojevna duZ
R(0,1] od 0 do 1:

kR = kR (0, 1]
Qdatle
ERxER=FER(0,1] x kR(0,1]
t . E(R X R) = R(R(0,1] x R(O, I]).

A $ta je R(0,1] x R(G, 1]? To je kvadrat, kojemu je R (0, 1}
jedna stranica, no iz kojega smo uklonili onu stranicu nad
ishodi$tem (sl. 36.).

yar
7
[ e

SL. 35. Si. 36.

win|
\
=)

Dokazimo, da taj poluzatvoreni kvadrat ima isto toliko
totaka, koliko ik ima i poluzatvorena duz R (0, 1]. Drugim
rije¢ima, moguée je totke iz R (0, 1] tako porazmjestiti, da
ispune Citav taj kvadrat.

Taj neobitan rezultat zapravo Ce odmah iza¢i kao nepo-
sredna posljedica Cinjenice, da skup N prirodnih brojeva mo-
Zemo pocijepati u skup 2N parnih i skup 2N + 1 neparnih
brojeva i da svaki od tih triju skupova ima &N clanova. To
je s jedne strane. A s druge strane, to¢ke mozemo obiljezavati
analiticki. :
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Prijedimo sada na dokaz o tolikovanju duzi R (0, 1] na
gornji kvadrat. Neka je x bilo koji realni broj iz R (0, 1], tad
njemu pripada jedan jedini decimalni razvoj

x=0,%x,% ... x

ntoo-

pri ¢emu su x,,x,... cifre 0,1, ..., 9, ali tako da se sve
te cifre najzad ne svedu na nizanje samih 0; nec smije dakle
biti x, = 0 za svaki indeks n poam od neskog mijesta. Tako
na pr. dzcimalni razvoj 0,35 ne odgovara, pa mjestc njega
treba upotrebiti razvoj 0,34999 . ..

A sada pridruZimo broju x to¢ku px iz kvadrata na ovaj
nacin. PrikaZimo stvar na broju

x = 0,001230400540006 . . .
Raskomadajmo to nizanje znamenaka ovako:
x=0,]001]2|3[04|005|4|0006]...

To znaéi da u svakoj skupini ima jedna jedina znamenka, koja
je == 0 1 to ba§ posljednja. A sada odredimo pripadau tocku
px u ravnini tako, da joj odredimo apscisu 1 ordinaty;
apscisa ncka bude 0,]001|3|005|0006].
ordinata neka bude 0,|2| O4b| 4|...

To znadi da se kod apscisa meéu gornje skupine: prva, treéa,
peta, ..., a kod ordinata: druga skupina, ¢etvrta i t. d.

Time gornjoj tocki x odgovara posve odredena tolka px
iz kvadrata: :

(0,001 2 304 0065 40006...=0,00130050006. . .; 0,2044. . ).

Radeéi tako sa svakim brojem x iz R (0, 1] dobivamo,
kao $to se moZemo lako uvjeriti, odredeno tolikovanje skupa
R(0,1] na &itav poluzatvoreni kvadrat R(0,1] x R(0,1]. A
to upravo znali, da je ¢ = ¢ x ¢. Na taj naéin dokazali smo
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Teorem 2.4.1. Za kardinalni broj ¢ pravca odnosno skupa R
svih realnih brojeva vrijedi

cCc = ¢.

Prema tome i broj ¢ zadovoljava vezu® xx = x, odnosno
1 linearni kontinuum R zadovoljava vezu AX kX = b X.

No ravnina R x R ima c¢-¢, . . ¢ toCaka; i svaka duz
ima ¢ tofaka. Na taj nacin dolazimo do zaklju¢ka da vrijedi

Teorem 2.4.2. Citava ravnina ima isto toliko tolaka koliko
ih ima 1 svaka duZ, pa ma kakva bila kratka (maravno,
duz se ne smije izroditi u jednu jedinu tocku).

ZADACI: 1. PoploCaj ravninu kongruemtnim kvadratima.
Koliko tu ima kvadrata, a koliko vrhova?
2. Ako zamislimo prostor ispunjen kongruetnim kockama,
koliko tu ima kocaka? A vrhova?
3. Koliko skup S ima dvoclanih dijelova, ako je §: 1)
(1,2,3,4), 2) {1,2,3,4,5,6}, 3) {1,2,3,...,n}, 4 N.
. Ako je Q skup svih racionalnih brojeva, dokazZi, da je i
O® 1 QP prebrojivo.

W

n

. Ako je & kakav god skup intervala s nekog pravca, moze
li biti 2S > AN? A ako su ti intervali dva po dva bez
presjeka? Kako je s tim 1 u ravnini 1 u prostoru?

‘6. Isto pitanje za: 1) krugove u ravnini, 2) kugle u prostoru.

~3

. U prostoru promatraj skup svih dvodlanih dijelova; ko-
liko ih ima? '

[ee]

. Dokazi, da svilhh pravaca u prostoru ima c.

N

. Dokazi, da svih kugala ima c.

10. Koliko ima kompleksnih brojeva?

1) Pitanje da li svaki beskonadni kardinalni broj x zadovoljava
xx = x povezano je s t.zv. aksiomom izbora (v. § 3.11).
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11. Koliko ima polinoma oblika: 1) a ,x + a,x, 2, g, + ax -
+ a,x*, gdje su a-ovi: 1) cijeli, 2) realni brojevi?

12. Isto pitanje za polinome stepena n (iz = 3,4,5,...).

13. Iz odgovora na prethodna pitanja 11. 1 12. moZe se
izvesti, da svih polinoma s 1) cijelim, 2) realnim koefi-
cijentima ima kN, odnosno ER.

2.5.1. Koliko tocaka ima prostor? Kao 3to se toCke
ravnine mogu pomocu odredenog pravokutnog Dekartova
koordinatnog sistema oznaditi analiti¢cki u obliku uredenih
dvojki (x, y) realnih brojeva, tako ¢e se svaka toCka prostora
modéi oznaliti kao uredena trojka (x, y, £) realnih brojeva. To
mozemo uliniti na pr. t2ko, da u svakoj teCki (x, y) ravnine
pokro¢imo okomito na ravaninu za broj z prema gore ili dolje
veé prema tome, da li je 2 > 0 ili 5 < 0; samu bivdu tocku
(x,y) ravaine moZemo u prostoru oznaditi sa (%, ¥ 0). No,
time se zapravo Citav prostor P prikazuje kao produkt ravnine
i pravea, t.j. kao (R X R) X R:

P=(RXRxXR
Odatle prelazedi na kardinalne brojeve izlazi:
RP = k((Rx R)x R)

i dalje
EP = k(R X R)x kR

E(Rx R) = ER:
P = kR x kR

i dalje zbog

dakle
BEP = kR.
Drugim rije€ima:
Teorem 2.5.1. Citav prostor ima ¢ to¢aka, t. j. onoliko koliko

i svaka duz pa ma kako ta duz bila kratka (naravno,
samo se duz ne smije izroditi u jednu jedinu tocku.
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Sli¢an zakljuak vrijedi za ,,prostor R' od 4 dimenzije’,
t. j. za skup svih ured=nih &ztvorki (a,, a,, a,,a,) real-
nih brojeva. Isto wvrijedi za prostore R’, R’, R',... od
5 odn. 6 odn. 7... dimenzija.

2.5.2. Osvrt na pitanje koliko tofaka ima u pro-
storu. Cantorova hipoteza o kountinuumu. Upravo smo
zapanjeni spoznavsi da svaka duZ ima toliko todaka koliko 1
ditav prostor. Jer to znadi, da to¢ke duzi moZemo tako posla-
gati u prostoru da ispune Citav prostor. Ili obrauto: sve tocke
ditavog golemog prostora mozemod strpati na jednu duz d pa
ma kako kratku njezinu duZinu zadali. Poslije ¢zmo dokazati
jo§ Cudnovatiju stvar, da sz sve tolke prostora mogu smjestiti
po duZi 4 tako da n= napun: nikakav komadi¢ te duZi

U drugu ruku, dokazali smb>, da je &N 2= 2R i upravo
kN < kR

Takoder smo dokazali, da kRN nije prirodan broj, jer

kN zadovoljava 1 + x = x, a nikoji prirodan broj to ne zado-

voljava. Na taj nacin, prelaze¢i s pravca odnosno s linsarnog
kontinuuma R svih realnih brojeva na prostor, ne nsailazimo
na nove kardinalne brojeve. A dosad smo naiSli na ove razli-
¢ite kardinalne brojeve u R:

K 0,1,2,3,4,...,n,n4+1,..., RN; kER.

Da 1i je kardinalni broj svakog dijela iz R jedan od tih napi-
sanih brojeva?

Glasovita Cantorova hipoteza o kontinuumu odgovara na
to pitanje: Da! T. j.

(Hiporeza) Svaki skup iz prostora ima odreden kardinalan
broj iz skupa # . '
Danas se u matematici smatra, da se ta hipoteza ne

moze dokazati, n2go se ona moze i prihvatiti 1 negirati.

Na taj nadin imamo dvije matematike: onu koja Canto-
rovu hipotezu prihvata i onu, koja prihvata negaciju Cantorove
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hipoteze. Sjetimo se pritom, da u vezi s Euklidovim postula-
tom o paralelama imamo dvije geomztrije: onu, u kojoj Eukli-
dov postulat vrijedi i onu, u kojoj on ne vrijedi.

3. Oduzimapje kardinalnik brojeva. Za oduzimanje
skupova znamo: ako su 4, B skupovi, tad se AN B sastoji iz
svih totaka skupa 4, koje nisu tocke skupa B. Na ta] nacin
AN B nastaje iz A uklanjanjem svih totaka skupa B. Medu-
tim, pravo uklanjanje ¢e biti, kad je B = A. Pa se tada kardi-
palni broj diferencije 4\ B zove razlika kardinalnih brojeva
kA 1 kB.

Dakle: Ako je B = 4, tad se postavlja
R(ANB)=%A—kB.

No, veza B € A ima za posljedicu kB = kA. Pa se uople
za kardinalne brojeve x i y, za koje je x > y definira razlika
x — y kao kardinalni broj razlike 4\ B, pri cemu je RA = x,
EB=yiBgc A4

Tako na pr. ako je x > 1, dobije se broj

x—1

tako, da ‘se odredi kardinalni broj skupa A\{a}_, gdje je A4
neki skup od x ¢lanova te a € A.

Ipak, zgodnije je oduzimanje shvatiti kao obrat doda-
vanja (zbrajanja):

Mi ¢emo dogovorno vezu

x+y=2z
i vezu
XxX=z—3

smatrati, kao da kazuju jednu te istu stvar, na dva nadina.
Tako na pr. imamo 2= 3 — 1 naprosto zato, $to je

B—1)+1=3.
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Teorem 3.1. Za svaki prirodni broj n vrijedi n— 1 < n.
Naprotiv, brojevi 2N i &R zadovoljavaju vezu x — l=x.

Teorem 3.2. Broj 0 i svaki prirodni broj zadovoljava jed-
nadzbu x — x = 0.

Teorem 3.3. Naprotiv, diferencija AN — kN mozZe biti 1 0
i BN i svaki prirodni broj.
Stvarno veza AN — AN = 1 znadi isto §to i
1 +&AN=E%N.
A tu vezu poznamo iz teorema 1.1.

Sli¢no je na pr. za vezu AN — AN = kN. (gl. teorem 2.2).

4. O skupu I svih iracionalnib realnih brojeva.‘

Kvocijente cijelih brojeva nazivamo racionalnim brojevima.
Moze se lako pokazati ovo:

Decimalan broj je racionalan onda i samo onda, ako je

on periodic¢an, t.j. ako ima niz znamenaka, koji se neprestano
ponavlja. .

Na pr. broj 3,0141584 je periodi¢an, jer one toCke znace,
da se niz znamenaka 1584 ponavlja tako, da gornji broj
zapravo znaci 3,0141584 1584 1584 ... Znamo, da je taj broj
0141584 —014 14157

9999000 7999900
Evo jednog neperiodskog decimalnog broja
0,010010090100001 . . .

dalje = 3

Zato je to iracionalan broj.

Prije smo dokazali, da racionalnih brojeva ima koliko i
prirodnih brojeva; ima ih dakle 2N (gl. 2.2.4).

Takoder smo dokazali da realnih brojeva ima viSe nego
EN.

Dokazimo sada da iracionalnih brojeva ima koliko i
realnih.
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Onad¢imo s O skup svih racionalnih brojeva, a sa [ skup
svih realnih fracionalnih brojeva. Tad je

(D R=Qu I i Onl=v
Dakle je '
ER=FkFQO+ k]
T j. c=hAN + kI, i
(2) kI =1c¢—EkN.

Dokazimo medutim, da je
(3) c— kN =c.

Promatrajmo skup N prirodnih brojeva i skup 2N svih
parnih prirodnih brojeva. Naravno, AN = k2N, kao §to se
vidi iz tolikovanja n < 2n. No, skupovi R i R\ 2N imaju
isti kardinalni broj. U stvari, promatrajmo ovo tolikovanje

skupa R:
x «— x 73 svako x € R\ N

x «—— 2x za svako x € N.
To tolikovanje prevodi R u RN\ 2N pa je dakle
ER = E(R\2N), a ovo je dalje = kR——{zZN;
dakle = kR —EkN, t.j.
ER =% R -—EN
A za tim 1 idemo.
Dakle smo dokazali da vrijedi

Teorem 9.1. ¢ — AN = c. Pritem ¢ oznaduje kardinalni broj
kR skupa R svih realnih brojeva.
Prema prethodnom razmatranju, zbog kQ = kN teorem

povladi ovaj

Teorem 9.2. Iracionalnih brojeva ima koliko i svih realnih
brojeva, dakle ih ima ec.
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5. Kolike ima transcendentnih brojeva? Najprije da
se upoznamo s transcendentnim brojevima. Podimo ovako.

Osnovni brojevi su prirodni brojevi 1,2, 3, ...

RjeSavajuéi jednadibe x 4+ a — & za prirodne brojeve a
i b dolazi se do cijelih brojeva, odnosno do skupa D svih
cijelih brojeva

cees —2, —1, 0,1,2,...

U tom skupu nema ni najmanjeg ni najveéeg ¢lanab.

RjeSavamo li sve moguce linearne jednadzbe

ax = b

s cijelim koeficijentima, rjeSenja su oblika x — bla; tu je a 3= 0,
a inace su @ i b iz D. Skup tih rjeSznja za sve dopustene a
1 }b zove se skup QO svih racionalnih brojeva.

Sad bi dodle na red algebarske jednadZbe stepena 2:

ao+a1x+a2x2:0’ (ZZ:":O.
Opet s cijelim kosficijentima. Tu veé dobivamo i neracionalnih
rjesenja kao na pr. iz jednadibe 2 — x* — 0. (Vjerojatno je to
bio prvi iracionalni broj, s kojim su se ljudi sreli!). A dobi-
vamo 1 ,imaginarnih” rje$enja na pr. iz I 4+ x* = 0. Zatim
dolaze rjeSenja algsbarskih jednadzbi stepena 3:
a, + a,x 4 a,x" 4+ a,x° = 0, a, % 0.
Opet s cijelim koeficijentima i t. d.
RjeSavajuci tako algebarske jednadibe stepena 1,2,3,4, . ..
dobivamo sve opseZnije skupove brojeva:
Q,: Q2> QJ: Q.}-‘ .

Unija svih tih skupova jest skup A4 algebarskih brojeva. Pre-
ma tome, imamo ovu definiciju.

1 — - - « "
1) Slovo D nas ima podsjetiti na poletno slovo rijedi diferencija,
iato. jer se svaki cijeli broj moze predstaviti kao diferencija prirodnih
rojeva.
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Definicija algebarskih brojeva. Broj je algebarski,
ako zadovoljava kakvu algebarsku jednadzbu, kojoj su
koeficijenti cijeli® brojevi, ali ne svi = 0.

Svaki broj, koji nije algebarski, zove se transcendentan.
Lako je navesti algebarske brojeve; takvi su na pr. prirodni
brojevi, racionalni brojevi, antikvadrati iz racionalnih brojeva,
njihove sume i 1. d. na pr. broj 3% + 5% je algebarski.

Medutim, dugo se nije znalo ni za jedan transcendentan
broj.

Specijalno se hiljadama godina pitalo, da 1i je broj =
algebarski ili transcendentan. Istom u posljednjoj Cetvrtini 19.
vijeka dokazano je, da je broj m transcendentan (Lindemann)
1 da zato kvadratura kruga nije moguca®.

Medjutim, moZemo se pitati, koliko ima algebarskih bro-
jeva, a koliko transcendentnih? Kojih ima vise?

Pregled u nizanje algebarskih brojeva mozemo dobiti
ovako:

Nama se tu radi svakako o jednadZbama oblika
%) ay+ ax+ a,x" + - + a,x" =10
pri ¢emu su a-ovi cijeli brojevi; k tome je a, 4= 0; » je pri-
rodan broj. Promatrajmo u vezi s tom jednadZbom (%) pri-
rodan broj

[ao’ + Ial’ -+ 'azl + o lan' =+ n
On je bar 2, jer su i |a,| i » prirodni brojevi. Nazovimo tu
sumu visinom algebarske jednadzbe.

Rasporedit cemo algebarske jednadZbe po wvisini: one,
kojima je visina 2 jesu:
+ x = 0; rjesenje je 0.

1y Bitan je zahtjev, da su koeficijenti cijeli brojevi 1 naravno da
nisu svi = Q.

%) Pod kvadraturom kruga se razumijeva ovo pitanje: Da li pomoéu
ravnala i $estara moZemo nacrtati kvadrat, koji ima istu povriinu kao i
zadani krug. Danas se zna, da to nije moguée toéno nacrtati (Linde-
mann, 1882).
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Algebarske jednadzibe, kojima je visina 3, jesu ove i nikoje
druge:

+14+ x=0
+ 2x == 0
+ x"=0

Tih jednadZbi ima 8; medu njima ima i ekvivalentnih.

Zatim dolaze jednadzbe, kojima je visina 4; evo ih sviju:

+14+ =0
+ 1 +2x=0
+ 24+ x=0

+3x =0
+x+ =20
-i_—2x2 :0.
4+ % = 0.

Na taj nadin vidimo, kako zbilja sve algebarske jednadZbe s
cijelim koeficijentima moZemo ponizati:

Tis Jus Jyr Jus o -
A svaka od tih jednadzbi ima rje$znja najviSe onoliko, koliki
je stepen jednad‘Zbéi Recimo, neka jec stepen jednadibe j,
upravo s,; pa neka su 7 (1), 7,(2), ..., 7. (s,) rjeSenja te jed-
nadzbe; tada imamo ovaj niz, u kojem su svi algebarski bro-
jevi:

717,20 s 700505 (1) 7.(2)s - 5 750505
7157, (2)s o5 1 ()5 -
Tako smo dokazali
Teorem 5.1. Algebarskih brojeva ima AN, t.j. isto onoliko,
koliko i prirodnih brojeva.

No, time smo dokazali, da transcendentnih brojeva ima
c-kN dakle [prema § 2.4.4. jednakost (3)] transcendentnih bro-
jeva ima c:

Teorem 5.2. Transcendentnih brojeva ima koliko i svih
realnih brojeva.
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Prvi je Liouville sredinom 19. vijeka stvarno sagradio
mnogo transcendentnih brojeva; prema mnjemu na pr. 1mamo
ovaj rezultat:

Ako se u nizu @, a,,.- -5 4, - -> gdje je svaki Clan 0
ili 1, znak 1 pojavljuje beskonano mnogo puta, tada je broj

a a

a
ot tier T

transcendentan. To znali da ¢emo sigurno dobiti transcen-
dentan broj, ako nizemo cifre 6 1 1 tako, da neprestano jako
uvedamo niz nula pa pripiSemo samo jednu jedinicu pa opet
mnogo nula pa 1 it d.
Tako na pr. broj
50 =120

0,1100010000 - . 100 - - - 10 - -

je transcendentan.

Danss se zna, da je 1 broj 212 transcendentan. Za svako r’acio-
nalno (odn. algebarsko x) brojevi log x, sin x, su transcendentni.
Dokazi su dugi.

6. Osvrt na radunske operacije s kardinalnim bro-
jevima. Sad znamo traziti a + b, a — b (ako je @ = b) 1 ab
za kardinalne brojeve. Veza izmedu dodavanja i oduzimanija
je odmah istaknuta. Poslije ¢emo ispitati i vezu izmedu do-
davanja i mnoZenja. A jo§ nam ostaje da definiramo i poten-
ciranje -1 to kao samostalnu operaciju; na pr. kako definirati
2% ne svodeé¢i to na mnozenje. Opéi pojam funkeije omogucit
ée nam, da i to obradimo!
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§ 2.5 SKUP N SVIH PRIRCDNIH BROJEVA.
PRINCIP TOTALNE INDUKCIJE

i. Promatrajmo ne samo pojedine prirodne brojeve, nego
i skup svih prirodnih brojeva. Oznacimo ga s N; dakle je
N =1{1,2,3,4,5,..., 100, 101,...}.

2. Princip potpune indukcije. Za skup N prihvatimo
kao ocigledan ovaj princip potpune indukcije:

Neka je S kakav skup, za koji znamo, da ispunjava ove
zahtjeve:

1) Broj 1 jeclan u S, t.j. 1 € §

2) Ako je prirodan broj » u S, onda je 1 4+ 1 u Ss

Sto mozemo zakljuditi odatle? Da li je 2 & S? Jest, jer
prema zahtjevu 1) vrijedi 1 € §, a prema 2) iz 1 € § sli-
jedi 1 4+1€ S, t.j. 2e€ S. A odatle? 2--1€¢ S, t]j.
3 € S5, 1 t.d. Zakljutujemo, da je svaki prirodni broj jedinka
u S, tj. NS,

Ukratko, princip potpune (totalne) indukcije kaze, da za
svaki skup S iz uslova 1) 1 2) slijedi N € S.

Navedimo jedan dokaz pomocu principa totalne indukcije.

3. Suma geomeirijske progresije

Teorem 2.1. Za svaki prirodni broj 2 i za svaki izraz
g # 1 vrijedi jednakost

qk+l —1

g—1

(1 l+g+qg+ ... +4 =

Dokaz. Jednakost (1) istinita je za k= 1, jer se tada
svodi na

Pretpostavimo, da jednakost (1) vaZi za k= n, t.j. da je
qn+1 _ 1
l14+qg+...+4¢ = =1
Dodajmo tu na obje strane izraz q"**; izlazi:

1 -
n+_1

7+l q 7+l ¥
Atg+ .+ O+ ="y T

ﬂ+1_1+< —1 n+1

Lbg+ ... +gn=1 = T
g__
qn+2_1

qg—1

odakle 1 + ¢+ ¢+ ...+ ¢ =

Time smo dokazali, da (1) vrijedi za k = 1, nadalje da
vrijedi i za B =n 4 1, ako vrijedi za £ = n, a time prema
principu totalne indukcije vrijedi (1) za svaki prirodni broj.

4. Za male prirodne brojeve n=1,2,3,4,5 odmah
vidimo, da skup {1,2, 3,..., n} ne moze biti istobrojan S
kojim pravim svojim dijeJom. Induktivno se moze dokazati,
da to vrijedi za svaki prirodni broj ». Za Citav skup N taj
iskaz ne vrijedi, jer na pr. sparivanje

1 2 3 4 5 ... =n

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 ... 2-n ...
pokazuje, da je N istobrojan s onim svojim dijelom, koji je
sastavljen od parnih brojeva.

I za pravac smo ustanovili, da moze biti istobrojan sa
svojim” pravim dijelom na pr. s otvorenom duzi.

Na taj nadin vidimo, da se za svaki neprazan skup moze
postaviti pitanje: moze li skup bit istobrojan sa svojim prs.l—
vim dijelom, ili ne moze. Pa se prema odgovoru na to pitanje
skupovi dijele u dvije vrste skupova: na beskonacne i konacne.

6 Kurepa: Sto su skupovi
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§ 2.6. PODJELA SKUPOVA U KONACNE, BESKO-
NACNE I PRAZNE. PODJELA GLAVNIH BROJEVA U
KONACNE (PRIRODNE), BESKONACNE I NULU

Sto znadi, da je skup konalan, a Sto, da je beskonadan?
Sad kad smo ve¢ izgradili prirodne brojeve mozemo reci, da
je skup konacan, ako mu je kardinalni broj prirodan broj. A
svaki neprazan skup, koji nije konacan, moZemo nazvati bes-
konacnim. »

Medutim, moZemo definirati prirodne brojeve kao kardi-
nalne brojeve konaénih skupova, uzimajuéi osnovau jednakost
1 + &S = kS kao nemogulu za konatne skupove S.

Definicija. Neprazan skup je konacan, ako nije isto-
brojan sa svojim pravim dijelom. Drugim rije¢ima: skup
je konacan, ako je neprazan, ite ako je svako tolikovanje
toga skupa u sama sebe ujedno permutacija toga skupa.
Skup je beskonacan, ako je neprazan, i ako ga je mo-
guce pretolikovati u svoj pravi dio.
Izrecimo te dvije definicije sluzeéi se obidrum rijecima.
Skup S je beskonacan, ako ima bar jedan clan, te ako
je svakom x € S mogule pridruZiti odredan ¢lan fx iz S
tako, da iz x o= x" slijedi fx == fx’, te da u S postoji bar
jedan elemesnt y, koji se razlikujz od fx za svako x € S.

Skup S je konacan, ako je neprazan, te ako je
S =U{fx}|;
xS

pritom za svako x oznacujemo s fx odreden c¢lan iz S sa
svojstvom, da iz x € S, ¥’ € S 1 x == & slijedi fx == fx'.

Kardinalne brojeve konaZnih skupova zovemo konacéni
kardinalni brojevi ili privodni brojevi. Kardinalne brojeve bes-
konaénih ili transfinitnih skupova zovemo beskonacnim ili trans-
fomiimam  kardinalwim  brojevima. Kardinalni broj prazna skupa
zove se nula.

Skup N svih prirodnih brojeva je transfinitan; ¢ takoder.

POGLAVLJE 3.

O PRESLIKAVANJIMA SKUPOVA

Sve se u prirodi mijenja. I ono $to bi nam na prvi
pogled izgledalo nepromjenljivo, ipak se ‘mijenja. Upravo je
re$ko zamisliti ne$to, 3to se ne bi mijenjalo. U drugu ruku,
u prirodi i druStvu dogadaji su medusobno povezani. Kao
odraz svega toga u matematici se razvio pojam funkcije ili
preslikavanja ili pridrufivanja, koji je zaista fundamentalan.
Pojmovi: skup i funkcija najvagniyi su matematicki pojmovi. Ta
se dva pojma neprestano ispreplicu.

Dosad smo obradivali jednu specijalnu vrstu preslikava-
nja: obostrano jednoznatna preslikavanja, a krate smo ih
nazivali tolikovanjima.

§ 3.1. JEDNOSTAVNI PRIMJERI FUNKCEIA
ILI PRESLIKAVANJA

Primjer 1. Pogledaj koji automobil; na njemu se nalazi
plo¢ica s ispisanim brojem i kojim slowom. U Jugoslaviji na
automobilima ispred broja stoje naj¢eSée pocetna slova narod-
nih republika: S (Slovenija), H (Hrvatska), C (Cpluja), i t. d.
Drugim rije¢ima svakom awtu u Fugoslaviji pridrugena je odre-
dena plodica s ispisanom Sifrom.

Primjer 2. Davanje imena ljudima i stvarima je odre-
deno pridruzivanje. Tako na pr. svako Celjade ima svoje ime;
to znadi, da je svakom <eljadetu pridruZeno jedno ili dva
imena na pr. Milan, Radan, i t. d. Isto tako smenujemo Stvari,
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predmete, dogadaje 1 t. d. na pr. awion, olovo, proslosc i t. d.
Tako na pr. ako promatramo skup & predmeta u ucionici,
onda se ti predmeti nazivaju odredenim imenom i popisuju se
kao mventar toga razreda, na pr. 24 klupe, 40 stolica, 5 slika
1 t. d. Danas se Cesto pojedinim bicima, prédmetima 1t d.
daje Sifra ili broj kao njihova oznaka. Tako na pr. govori se
o igratu br. 5 nogometne momcadi, ili o Sahovskom igracu
br. 8 1 t. d.

U pojedinom jeziku ucimo nazive 1 imena iz Zivog sao-
bracaja sa stvarno$¢u, iz knjiga 1 t. d. Tako na pr. u nalem
jeziku imamo veliki Rjednik hrvatskog ili srpskog jezika — 1o
je djelo s preko 70 knjiga. Zapoceto je pred skoro 100 godi-
na, a u dogledno vrijeme bit ¢e zavrSeno. Tako na pr. u
svesku 69. od 1956. =za rije¢ »sireha« nalazi se tumaclenje
na pune dvije stranice.

Primjer 3. Prevodemje 1z jednog jezika u drugi je van-
redno vaZan primjer preslikavanja. Rje¢nici kazuju veze izmedu
raznih rije¢i raznih jezika. Tako na pr. za naSu rije¢ »majkac
naéi ¢emo u jugoslavensko-talijanskom rjeCniku rije¢ »madres
na talijanskom jeziku. Kao i druge funkcije, tako se i pre-
vodenje iz jednog jezika u drugi moZe obavljati pomodu
madina®.

Primjer 4. Mjerenje predmera su specijalna povezivanja,
na pr. vagom odredujemo teZzinu predmeta, t. j. pridruZujemo
predmetima toliko i toliko grama. Svakoj dugi odredujemo
duginu ili duljinu. t.j. odredujemo, koliko se puta u toj duzi
nalazi izvjesna zadana duZz, koju uzimamo za jedinicu mjere-
nja. S tim je u vezi pojam brojevna pravca. To je obitan
pravac, ali preudeSen tako, da se vidi veza izmedu njegovih
to¢aka i1 realnih brojeva. INa njemu se odabere jedna toc¢ka O,
kojoj je pridruZen broj 0, odabere se druga tocka E, kojoj je

Yy Danas se mnogo izulava awtomaisko prevodznje s ruskog na
engleski 1 s engleskog na ruski.
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pridruzen broj I, a onda se svakoj toCki T pravca pridruzi
broj x po propisu da bude

—> —
OT = x - OF.
Pritom OT oznatuje usmjerenu duz O7 tako, da se zna, da

je O poCetak, a T zavrSetak te usmjerene duzi. Mjesto naziva
»usmjerena duz” govori se &e§ce ,,vekror”.

Primjer 5. (Swmetrije). Kod simetrije prema zadanoj
to¢ki O kao srediStu simetrije pridruZujemo svakoj to¢ki T
tocku O(T) tako, da O bude srediste duzi TO(T). Simetri-
jom prema pravcu p (ravnini R) to¢ki T odredujemo tocku p(T')

odnosno R(T) tako, da taj pravac p (ravnina R) duz Tp(T)’
raspolavlja i stoji na njoj okomito. Kod simetrije prema kruz- .

/ ) T

Sl. 37.
nici k svakoj tocki 7 iz ravnine kruZnice — izuzev sredista
O kruznice — pridruzujemo toc¢ku £k (7T) tako, da bude na

zraci OT i da je OT - Ok(T) = »* (r je polumjer kruZnice k).

Na sl. 37. se vidi, kako su toc¢ke T,k(T) povezane. Ako
je T unutar kruZnice, podigni okomicu kroz 7 na OT, na
njenom sjeci§tu s k podigni okomicu na pripadni polumjer;
ta okomica i zraka OT sijeku se u traZenoj tocki & (7). Idudi
natrag, dolazi se od 2(7) na 7.

Primjer 6. Obitno dodavanje (brojeva) je funkcija,
kod koje zadanom paru (brojeva) x,y pridjeljujemo x + y kao
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njihovu sumu. U najspecijalnijim slucajevima za x 1 y s tom
se funkcijom sreéemo u predskolsko doba i u pocetnoj $kol-
skoj nastavi; poslije se ta funkcija proiruje na sve obimnije
slucajeve za x 1 y.

Primjer 7. Svakom kompleksnom broju a + b7 pripada
u brojevnoj ravnini odredena toc¢ka imena a -+ bi; to je ona
to¢ka koordinatne ravnine, kojoj je apscisa = a, a ordinata je
= b; zato njena analiti¢ka oznaka glasi (a, b). Udaljenost od
ishodista (0, 0) iznost

+ (@ + B
Taj se broj zove modul ili apsolutna vrijednost broja a + bz
1 oznaéuje se sa {a -+ bi|. Na pr.
| =3+ 41 = + ((—3) + 49 =5.
Obrnuto, broju 5 ne odgovara samo broj — 3 4+ 47 ko-

jemu j= 5 modul nego svi brojevi x + 1y za koje je x* - y'=
= 5%; svi oni Cine krugnicu brojeva.
Svaki taj broj mozZemo nazvati antimodul broja 5 1 oznalitl
sa —|5] ; razlikuj —[5] od —5; ovaj broj je = —5.
Primjer 8. Ake se radi o dodavanju x -y za x 1 y
ispod 10, onda na pr. broju y = 3 za swako promatrano x
odgovara broj x + 3; to znali da broju y =3 odgovara
funkcija x + 3 (a ne broj, jer se tu x moZe mijenjati).

Primjer 9. Kod valjka, kojemu je polumjer baze r cm,
visina @ c¢m, a volumen V cm’®, postoji ova weza medu bro-
jevima r, v, V-

V = nrio.
Specijalno, svakom wuredenom paru brojeva r, v pripada posve

odredeno V. Tako na pr. uredenom paru 4 i 5 pripada

V(4,5) = w-4".5 = 3,14-80 = 251,2.

Naprotiv, uredenom paru 5,4 pripada ovo V:
V(5,4) = w54 =314,
Dakle je
V(4,5) V(5 4).

Primjer 10. Svakom uredenom paru (x,y) prirodnih
brojeva odredujemo njihovu najveéu zajedni¢ku mjeru
M (x,y) i njihov najmanji zajednic¢ki viSekratnik
v (x, y). Tu dakle i x i y prolazi skupom N svih prirodnih
brojeva.

Primjer 11. (nizovi). Osnovni nizovi jesu: niz N svih
prirodnih brojeva
1,2,3,...,nyon4+ 1, ...
i dijelovi toga niza.

Ako svakem prircdnom broju 7 pridijelimo odreden predmet
p, (broj, totku, figuru i t. d.) dobivamo niz

P1>2’72>~-->Pn3--~

To je beskonalan niz. Niz od n ¢lanova dobivamo tako, da
svakom od prvih # prirodnih brojeva pridruzimo odreden
prcdmet (broj, totku, i t.d.). Tako na pr. dvotlan niz je
oblika

PP,
Trodlan niz je oblika
P> s b, 1A

Primjer 12. Neka je U skup svih ucenika jedne $kole.
Qznatimo s R(x) ¢itavo razredno odjeljenje ucenika, za koje
je xe U. I tu imamo odredeno pridruZivanje unutar sku-

pa U.
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ZADACI: 1. Navedi dalje primjere funkcije odnosno pri-
druzivanja.

§ 3.2. OPCA DEFINICIJA
PRESLIKAVANJA ILI FUNKCIJE

Na osnovi prethodnih primjera mozemo izreéi ovu defi-
niciju funkcije.

1. Definicija funkcije (preslikavanja, pridruZivanja).
Ako je S zadan neprazan skup, pa ako svakom ¢lanu x toga
skupa pridruzimo jedan ili viSe elemenata nekog skupa V,
re¢i ¢emo, da imamo posla s odredenom funkcijom u skupu S,
odnosno s odredenim preslikavanjem skupa S s vrijednostima
u skupu V. Ako to preslikavanje ozna¢imo s f, onda se s
f(x)ili fx oznaCuje svaki element, §to je pridruZen elementu x i
zove se vrijednost funkcije f u x ili f-transformat elementa x.
Skup S zove se oblast ili domena funkcije (preslikavanja, pri-
druzivanja) f. MoZe se oznatiti s Df ili Dof.

Ako za dano x € § predstavlja f(x) jedan jedini elemet
iz V veli se, da je f jednozna¢no (uniformno) preslikavanje
skupa S u skup V.

Jasno je, $to znaci, da f nije jednoznaéno, u x odnosno
u S. Tako na pr. x': nije jednoznacno ni za koji broj x==0;
na pr. 9%: znali i 3 1 — 3. Zato je x'» dvoznatno za svaki
broj x == 0. Izraz 0'2 je jednoznacan i znaci O.

Primjer 1. Funkcijom kosinus preslikavamo &itav skup
R svih realnih brojeva na jednoznacan nacin na skup R[—1, 1]
svih realnih brojeva, koji su izmedu — 1 1 1 ukljuujuéi
— 1 i 1. To se preslikavanje prikazuje graficki na poznat
nacin (sl. 38.):

Skup R[— 1, 1] svih vrijednosti cos x zove se protivoblast
(antioblast, antidomena) kosinusa.
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Vrlo je zgodno kod grafickog prikazivanja y = fx vari-
jablu x shvatiti kao vrijeme, a fx kao stanje (visinu) vodostaja
u tom trenutkuy, jer se skala za vodostaj nalazi na istom mje-

stu: to je y-os.

y
7
/ \ »
w 7
41

SI. 38.

2. Transformat fS§ skupa §. Odredimo f-transformat
fS skupa S za svako preslikavanje f skupa S U skup V.

Definicija. Ako je f preslikavanjc skupa S u skup v,

onda se pod f-transformatom mnoZine S razumijeva skup

svih vrijednosti fx, §to ih f primi u totkama x skupa

S; f-transformat od S oznaluje se s fS.

Na taj natin fS je potpuno odredeno.

fS se zove antidomena ili protivoblast funkcije f 1 ozna-
¢uje se s Df (znak — se ita ,,antd” ili ,,protiv’). Govori se
o f-preslikavanju skupa S ne samo u fS nego na skup fS
isticuéi time, da je svaki element antidomene vrijednost funk-

cije f.
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Primjer 2. Ako je C,C, zadana duz, pa ako svakom
x € C_la pridijelimo tocke kugle k(x;1) sa srediStem u x i
s polumjerom 1, tad je antidomena jedno tijelo sastavljeno

od valjaka kojemu je duz C,C, os, a baze su krugovi polu-
mjere 1 (sl. 39.); na taj se valjak priljubljuju na krajevima
C,C, dvije polukugle radiusa 1.

§ 3.3. FUNKCIJA I PRIPADNA PROTIVFUNKCIJA
Primjer 1. Promatrajmo logaritmiranje i antilogaritmi-
ranje i pripadne grafove
y = log x
vy = antilog x

tih ra¢unskih radnji. Jedan graf iz drugoga izlazi zrcaljenjem
na pravac y = x (os simetrije 1. i 3. kvadranta). Vidi sl. 40.

Pogledaj oblasti i protivoblasti tih funkcija:

Dolog = prva projekcija krivulje y = log x jest skup po-
zitivnih brojeva.

y E
(\l?gx,x) e
!‘ \\ ﬁ//
AN /,
I /K\
// \\
’ N
17 ST
) , \(x.logx
y-ontilogx ~ /25-//’—’%’//"’
o 971 x 10
//
Sz// 1
4
Ve
SI. 40.
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“Dolog == druga projekcija od y = logx, t.j. = R (skup
svih realnih brojeva).
Doantilog = R (kup svih realnih brojeva)
“Doantileg = R (0, co) = skup pozitivnih realnih brojeva

PiSemo krace ~ log mijesto antilog. Tako imamo funkcije
log 1 ~ log

i njihove oblasti 1 protivoblast:
Dolog, ~ Dolog, Do~ log, ~— Do log
za koje vrijede jednakosti:
Dolog = Do~ log
“ Dolog = Do~ log.

Opéi sluaj. Promatrajmo neku funkciju f (sl. 41.); neka joi
je D oblast a — D protivoblast. To znaci, da za svako x € D
vrijedi fx € T D.

Sl 41.

To znadi, da je svako x iz D u vezi sa nekojima ¢lano-
vima iz~ D i da je svako y iz ~ D time povezano s bar
jednim ¢lanom x iz D.

Pa neka je y € ~ D; ako postoji
za koje je fx =y, oznatimo ga sa_ fy (Citaj: antief od y). Ako
taj sluaj ne stoji, oznaéimo s ~ fy svaki element x iz D, za

jedno jedino x iz D

koji je vy = fx.
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Tune se dobije odredeno preslikavanje antidomene'—Df
na domenu Df; to se preslikavanje zove protivpreslikava-
nje ili protivfunkcija funkeiji f; oznacit ¢emo ga sa ~ f
(nekad f77).

Upravo kao kod logaritma vidi se ovo: ako je krivulja
y = fx graf neke funkcije, kojoj su argumenti x i vrijednosti
y realne, tad graf pripadne antifunkcije ima jednadzbu

x =1y
a dobije se geometrijski tako, da se krivulja y = fx okrene
preko pravca y = x za ispruzen kut.

Opcenitije: Ako realni broj y zavisi od realna broja x
preko veze F(x,y) =0, onda tu 1 x zavisi od y: Ako je
y = fx, onda je x =" fy. U istom koordinatnom sistemu
graf veze x od y dobije se tako, da se krivulja F(x,y) =0
zrcali na pravac y = x; zato jednadzba grafa glasi

F(y,x)=0.
Geometrijska operacija zrcaljenja na pravcu y = x znadi
isto, $to aritmeti¢ka operacija permutiranja argumenata x,y u
izrazu F (x, y) Cime nastaje izraz F (y, x).
Upravo kao kod logaritma log i antilogaritma ~ log vidi

se, da za svako preslikavanje f 1 pripadno antipreslikavanje
T f vrijede jednakosti

D f="Df
T DT f=Df
Primjer 2. Kako izgleda slika antikosinusa ~cos? Kosinus
se vijuga oko x-osi, a antikosinus oko y-osi po pruzi Sirine 2.
Obrni kosinusoidu preko pravca y = x za ispruzen kut. A

ako rezultat obrnemo ponovno oko y = x za ispruzen kut?
Dobije se opet kosinusoida. Simboli¢ki to znaci, da je

(" cos) = cos
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Odredimo na pr. —cos 0. To je svako rjeSenje x jednadibe

cos x = 0; dakle je
X = +£; :t3'lt—' i5'1
- 2
Prema tome je

J— ns k9 ™
COSO:ia‘) i3'_2‘“1 isz’

Primjer 3. Za svako tolikovanje f pripadno antitoliko-
vanje ~ f opet je odredeno tolikovanje.

Primjer 4. Za svaki realni broj x oznalimo s E(x) naj-
vedi cijeli broj, koji je = x; na pr. E(n) =n za cijelo n; za
svako necijelo n znali E(x) najveci cio broj, koji je < x; na
pr. E(3)) = 3; E(— 3}) = —4. Protivoblast te funkcije je
skup D svih cijelih brojeva 0, 41, 2, +£3,....

Primjer 5. (Konstante). Ako je za svako x iz nekog
skupa S vrijednost fx uvijek ista, t.j. ako je fx = fx' za
svako x iz S i svako x' iz S onda se veli, da je funkcija
f konstantna. Specijalno se Cesto uzima, da je vrijednost

2x 2
konstante == 0 ili 1. Tako na pr. 3 je konstanta 35 u skupu
svih brojeva, koji su == 0.

Mnoge se funkcije svode na konstante. Tako na pr. ako
je f funkcija od x, onda se kaZe, da je f proporcionalno (obr-
auto proporcionalno) s x u skupu S brojeva, ako je kvoctjent
I= (produkt x-fx) konstanta u skupu S.

X

Primjer 6. (Identicko preslikavanje). Ako je fx = x za
svako x iz S, onda se govori o identi¢koj funkciji u©
skupu S. Specijalno, identi¢ka funkcija u skupu R realnih bro-
jeva predstavljena je pravcem y = x, koji je 0s simetrije prvog
i tre¢eg kvadranta koordinatne ravnine.



Primjer 7. (Tolikovanje skupa u skup). Od osobite su
vaznosti jednoznaéna preslikavanja skupa A u skup B, pri
¢emu razli¢itim jedinkama odgovaraju razlicite jedinke. Ta smo
preslikavanja f zvali tolikovanjima skupa 4 uw skup B (odno-
sno na skup B, ukoliko je fA = B). Samotolikovanja jesu
tolikovanja skupa u same sebe. Samotolikovanja skupa na
sama sebe zovu se permutacijama toga skupa.

ZADACI: 1. Promatraj poznate funkcije na pr. y = 3x,
vy =x% y = cosx I t.d. Odredi njihovu oblast D i pro-
tuoblast T D.

2. Ako je [Ix ime osobe x, odredi [D, ako D oznaluje
¢eljad jedne porodice, jednog razreda. . .

3. Ako je D skup cijelih brojeva, nacrtaj graf 1 protuoblast
funkcije y = 10% za x € D. )

4. Navedi jednu funkciju f, kojoj je oblast skup trokuta, a
protivoblast nskakav skup: 1) brojeva, 2) tocaka, 3) kru-
gova, 4) duZi, 5) trolutova, 6) piramida.

5. Promatraj jednu stranicu na pr. n-tu stranicu ove knjige;
svakom slovu x odredi frekvenciju n(x), t.j. nx ka-
zuje koliko sc puta slovo x pojavijuje na n-toj stranici.
Ako je (x, y) uredena dvojka slova, odredi broj = (x, y),
koji kazuje koliko se puta u istoj rije¢i na toj n-toj strani
pojavljuju slova x i y i to najprije x, a onda y, (nepo-
sredno ili ne). Odredi oblast i protuoblast tih funkcija.

6. U racunu vjerojatnosti pojedinom dogadaju x pridjelju-
jemo njegovu vjerojatnost vx. Da li je jasno, da je oblast
tog preslikavanja sastavljena od dogadaja, a da je protu-
oblast u R [0, 1]?

7. Kod dodavanja vektora, ob'ast je sastavljena od (vektora?),
a protuoblast od (brojeva?). Popravi tu recenicu!

8. Kod skalarnog mnoZenja vektora, oblast je sastavljena od
(brojeva?) a protuoblast od (brojeva?). Popravi!
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9. Da li je prevodenje brojeva iz baze 10 u bazu 2 jedno
preslikavanje?

10. Da li je prelaz s jednog alfabeta na drugi jedna funkcija?
Ako tu funkciju oznatimo sa f, $to bi znalilo, da je
fx = x? Kako to izgleda, ako se radi o nasoj latipici 1
nasoj ¢irilici? Za$to je na pr. fc =y, fu=1?

10a. Ako je znak -+ u x + v &itamo ,,i”, da li tu tada
mogu x i y znaliti re¢znicz? Reci nzkoliko primjera.

11. Da li je deriviranje odredeno preslikavanje? Tu je oblast
sastavljena od funkcija; a protuoblast?

12. Sto je antideriviranje?

13. Kod diferenciranja zadana je funkcija f i oblast Df;
trazi se izraz df = f'(x)dx. Sto se u ovom sve moZe
mijenjati? Ako je na pr. x = 2, da li je onda 42 samo
jedan jedini broj ili moZe znaliti viSe brojeva? Proma-
raj sludaj f(x) = °, f'x = 2x.

14. Sto bi bio antidiferencijal od 2xdx? Da li ga mozemo
oznaditi s ~d2x dx? Zasto je on x* 4+ C gdje je C kakav
god broj nezavisan od x.

15. Da li je prelaz od funkcije na pripadnu antifunkciju
odredena funkcija? Sto joj je oblast, a §to protivuoblast?
Da li se ovo dvoje podudara u tom slufaju?

§ 3.4. JEDNAKOST I NEJEDNAKOST FUNKCIJA.
O JEDNOM PRIRODNOM SUZAVANJU 1T
PROSIRENJU FUNKCIJE

1. Definicija jednakosti funkcija. Transformacija ili
funkcija / jednaka je transformaciji ili funkciji g, ako je
Df = Dg, te ako je nadalje f(x) = g (x) za svako x € Df.

Ako nije f=g, pisat ¢emo f =g i re¢i, da f nije
jednako g.
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Tako na pr. funkcija cos 2x jednaka je funkciji cos® x —
— sin* x. Funkcija cos®x -+ sin* x jednaka je konstanti 1 u
svakom skupu brojeva.

2. Dio funkcije (suzavanje funkcije). Primjer 1.
Promatrajmo funkciju cos 27 x i to ne na skupu svih brojeva,
nego na skupu N svih prirodnih brojeva. Ta je funkcija
jednaka konstantt 1. Da se naznai, da se radi o kosinusu na
skupu N, oznaluje se ta funkcija s

cos | N.

Na sli¢can nacin, ako je X bilo kakav dio skupa realnih bro-
jeva, tad je cos| X posve odredena funkcija: njoj je oblast
= X, a za svako x iz X imamo cos x kao odreden broj. Isto
tako cos X je skup svih brojeva oblika fx, kad x prolazi kroz
X. Prema tome, cos| X je funkcija, a cos X je skup i to ba$
antioblast funkcije cos| X.

Ako je i X' kakav dio skupa R realnih brojeva, onda

imamo i funkciju cos| X’; ta je funkcija = cos|X, jedino

onda, ako je X = X'.
Sve te funkcije oblika cos| X su dijelovi funkcije cos | R,
kojoj je oblast Citav skup R realnih brojeva.

Sli¢no se za svaku funkciju f s domenom D moZe
govoriti o partitivnim funkcijama oblika

f1X, gdje je X < D;
f1X je oznaka za onu funkciju, koja je definirana jedino u

skupu X i u njemu se podudara sa zadanom funkcijom f.

3. O jednom preoSirenju funkcije. Razmotrimo primjer
kosinusovanja. Tu svakom broju x € R odredujemo broj

cosx; na pr. cos0 = 1, cos% = 0. A %0 bi bilo na pr.

cos{O, %}3 Sto prirodnije nego {cos 0, cos %}, t. j. dvoclani
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skup {1,0}? Sto bi bilo cos R? (R je skup realnih brojeva),
Sto prirodnije, nego da stavimo cos R = skup svih cos x kad
x € R, dakle cos R =R [— 1, |] = zatvoreni interval brojeva
od —1 do 1. Pa se tako opcenito svaka funkcija f, defini-
rana u oblasti D, prirodno definira i za svaki neprazni dio
X = D kao skup svih vrijednosti fx kad x prolazi kroz X.

Isto tako, ako imamo posla s preslikavanjem
f(x,y) za svako x € 4 1 svako y € B,

onda to znafi, da je oblast ili domena funkcije f upravo pro-
dukt 4 x B, t.j. skup svih parova (x, y), za koje je x € A,
y € B. Sto bi bilo f(4, B) i uopée f(X,Y) za svako X € 4,
Y < B? Sto bi bilo na pr. R 4 N? (R skup svih realnih, a
N skup svih prirodnih brojeva?).

Definicija: f(X,Y) = U f(x, y), pri Cemu je
x€ X, ye Y.
To je jedna vanredno korisna definicija.

Primjer: R[0,1] -~ R[3,4] = ? To je skup svih bro-
jeva oblika x -4 y pri ¢emu je x € R[0, 1], ¥ € R(3.,4]. Da-
kle je R{0,1] + R{3,4] = R[3,5].

Zasto je na pr. R[0,1] — R[0, 1] = R[— 1, 1]?

Sad je prirodno da s 2 N odnosno 2N — 1 oznacimo
skup svih parnih odnosno neparnih prirodnih brojeva.

ZADACI: 1. Nadi nekoliko brojeva iz skupa log N, odnosno
cos N.

2. Dokazi: N 4+ N = N 4+ 1.

3. X4+ X=X za Xe(D,Q,R,K, V), t.j. za skup X
svih cijelih, odnosno racionalnih, odnesno realnih, odno-
sno kompleksnih brojeva, odnosno za skup svih vektora.

4. Odredi X4+ YV, X—Y, XY i XY, ako je X =
=1{1,2,3), v ={1,3,3,4].

7 Kurepa: Sto su skupovi
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5. Dokazi ovo: ako je a << b, @’ > &', onda je:
R(a,b) - R(a'"b'y=R(a+ a’, b + &)
R(a,b) — R(a"b") = R(a— &', b—a’).
Ako je k tome a> 0, @’ >0, onda je R(a,b) R(a',b")=

b
— R(aa’,bb), R(a,b):R(@ b) — R <;€ -)

a
Skiciraj.
6. Zadana je tocka O 1 skupovi 4, B; oznalimo s A odnosno
E skup svik vektora 5X>, za koje je X iz A, odnosno
iz B.

Sto je 4 4 B? Uzmi specijalno, da je T tocka, §to je

— —- . . — =
onda 7'+ B? Ako su d,d’ dvije duzi, §to je onda d + d’ u
“gornjem znacenju?

§ 3.5. SLAGANJE ILI KOMPONIRANJE FUNKCIJA

Kao vrlo zanimljiv primjer funkcija imamo simetrije,
odnosno simetriéna preslikavanja. Sto ée biti, ako
uzastopce izvedemo dva simetri¢na preslikavanja, najprije jedno,
recimo f, a onda drugo, g? Recimo, da se radi o dvjema
centralnim simetrijama, i to s obzirom na zadanu tocku
C, i zadanu tocku C, (sl. 42.).

1

St 42.

99

Proizvoljna totka 7" prelazi prvom simetrijom C, idif
u tocku C,(T) ili f7, a ova tocka dalje simetrijom C, ili g
prelazi u tocku C,[C (7)) ili g(f7T). Na nju mozemo ié
direktno od 7 — ta se direktna transformacija zove
slog ili predmet od prve i druge transformacije i oznaluje
se s gf (pazi 1 razlikuj gf od fg)! Kaze se, da je gf slo-
Zena transformacija od f i g. Zanimljivo je, da je u tom
konkretnom slutaju slozena funkcija gf (ili C, - C) jednaka

translaciji za vektor 2. CIC;. Dakle: simetrija C, (misli se
transformacija simetrijom, kojoj je C, srediste® i simetrija C,
odreduju i sloZenu transformaciju C,.C, i ona je upravo

:25:5__‘, gdje 27(;“,7(3,_, znaci translaciju za dvostruk vekior

CIC ‘T'ako imamo jednakost
Ca ’ Cl =2 C:C_»

Sto ¢e na pr. biti, ako je C,==C,? Tad je naravno C,C, 7T =
=T, t.j. C,-C, j= upravo identi¢na transformacija.

ZADACI: 1. Neka su, p,p’ dva paralelna pravca; proma-
trajmo simetri¢na preslikavanja ravnine od p i p’, kojima je P
odnosno p’ os simetrije. Sto je sloZeno preslikavanje od ta
dva preslikavanja. Dokazi, da je to translacija i to upravo za
2-(razmak od p prema p’).

2. Isto kao 1 zad. 1, ali uz pretpostavku, da se pravci
p, p’ sijeku.

Dokazi, da se onda radi o rotaciji za 2 J(p.p). Uzmi spe-

cijalan slucaj, da je p | p'.

3. Gledaj funkcije x = u*, y = cosx i slozenu funkciju
v = cosx*; nacrtaj ih i gledaj njihove oblasti i protivoblasti.

) Ne plasi se oznake, da isti znak zna&i sad broj, sad totku, sad
transformaciju! Vazno je, da znamo, §to u danoj situaciji zna¢i pojedini
o ) ) ] pPo)

znak!
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§ 3.6. JEDNOZNACNE FUNKCIJE. SKUP BA —
NOV NACIN FORMIRANJA SKUPOVA

1. Jednoznalno preslikavanje skupa A4 u skup B jest
svaki posiupak f, kojim svakom x € A pridruZujemo odreden
element fx iz B.

Primjer I. Odredimo skup svih jedroznaénih presli-
kavanja iz {O, 1} u {O, 1,2}. Takvo je na pr. prevodenje 0 u
211uo0

H._
r o
)
e

x[fx B -
0‘000111.‘2122
1'01201210'12

Gornje promatrano preslikavanje je uokvireno.

Svih tih preslikavanja ima 9 = 3*; njihov se skup ozna-
. . I \ . . N iy
Cuje sa {0) 1,2)<l0’ M. To je skup svih uredenih dvojki s
elementima iz tro¢lana skupa {0, 1,2}. Pa se uoplée mozZe redi.
da 3* pokazuje, koliko se moZe napraviti dvo¢lanih nizova iz
troclana skupa.

Primjer 2. Koliko ima nizova od 5 ¢lanova, ako su
¢lanovi O ili 1?2

Ti su nizovi oblika a, a,, q,, a,, a,.

Svako a tu moze biti 1 0 1 1. Zato svih tih nizova ima
2.2.2.2.2, dakle 2°. Evo ih nekoliko:
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00 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 O
0 0 0 1 1
0 0 1 0 O
0 0 I 0 1

Pogledaj, kako se iz svake gradi naredna! Naprosto, dodava-
njem jedinice u dijadskom brojevnom sistemu.

Njihov se skup moZe oznacitl sa

Prema tome

\E {0, 1,2,3,4

!
I = k{0, 1)

{0, 1,2,3,4

k{0, 1}

Sad moZemo postaviti opéu definiciju.

Definicija skupa B*. Ako su A, B skupovi, tad ¢emo. s
le

oznaliti skup svih jednoznaénih preslikavanja skupa 4 u skup
B. Specijalno, za svaki skup B stavit ¢emo B° = {@}, gdje
je @ prazan skup. : .

Gradnja skupa B* na osnovi zadanih skupova A4 i B
vrlo je plodan poétupak. Na tom postupku vidimo, kako iz
zadanih skupova, pomocu funkcija, gradimo nove skupove. A
vrlo je zanimljivo, da je prelaz od skupova 4, B na skup B*
vezan uz ralunsku operaciju sa brojevima i koju nazivamo
potenciranje.
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Jo¥ jedna oznaka:

) \
Mijesto Blot pise se B® ili nekad B®

B{O, I, 2}

piSe se B® ili nekad B

f )
10, 1,2, )y
B! "7 piSe se B™ ili nekad B*

Tako na pr. ako R znaci skup svih realnih brojeva, tad R® —

kubus skupa R — oznaluje skup svih tro¢lanih nizova
realnih brojeva.

2. Potenciranje kardinalnih brojeva. Kardinalni broj
skupa B* oznadivat ¢emo s kB4 i zvati potencijom, kojoj
je 2B baza, a £A eksponent. Dakle definiramo

h(A%) = (RAEB  ili krace kAP — b A*E.

Specijaino
x* = 1 za svaki kardinalni broj x; specijalno
0" = 1Y
(EN) =1
= 1.

) Ovo ,kardinalno”, ,,aktualno”, ,zavrieno” 0° razlikuje se od
»nastajuceg”, ;,dinamickog”, ,,potencijalnog” 0° u teoriji funkcija, kad se
0 u bazi i 0 u eksponentu pojavljuje kao grani¢na vrijednost kakvih funk-
cija. Na pr. ako sa 0° oznadimo ono, §to postaje sin xsinx kad realan broj
x putuje ka 0, onda to 0° nema samo jedno znacenje; recimo, ako x ide
preko pozitivnih brojeva prema 0, tad st xsinx jde prema 0; ako pak x
ide preko negativnih brojeva prema 0, tad sin xsinx ide prema — c<; ako
x ide bilo kako prema 0, tad sz xs#x uopée ne konvergira. Prema tome,
dinamicko ili potencijalno 0° iz teorije funkcija je druge prirode nego
»aktualno” 0 kardinalnih brojeva. Sliéno vrijedi za izraz (EN)? odnosno

i

oct. Tako na pr. ako o¢® znadi lim »”, 1ad je to oo® jednako 1. Ako
"D

pak co’ znati lim ()", onda je to o2’ jednako ¢ Upravo je nevjero-
"+ oc

jatno $ta sve moze biti ,,potencijalng” 0", <o, ©0-0,8 u vi§oj matematici?
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Za potenciranje kardinalnih brojeva (koje smo tako uveli
nezavisno od mnoZenja) vrijede uobicajena pravila:

ab . al)’ J— aD-H/’
(a/))h’ o a.’li}’
(aa/)b — al} a’h
1" = 1.

Ilustriraj ta pravila na posebnim primjeriina.

ZADACI: 1. Odredi nekoliko, odnosno sve Clanove skupa
o)
o, 1" .
Sto taj skup znali? Da li je na pr. (1, 1), (0, 1) odnosno
10, 1} ¢lan toga skupa?
2. Swo je {0, 1} x {0, 1]? Za§to je taj skup jednak onom
iz zad. 1.? :
3. Nadi {1, 2, 3t 7},
4. Nadi sva jednozna¢na preslikavanja skupa {0, 1} b {0, 1

f

u skup |0, 1} .
Koliko ih ima? Kako se oznaCuje njihov skup?

5. Sto bi bilo R, a $§o N~? Navesti nekoliko njihovih
¢lanova. ZasSto je N < RN,

6. Da li je kosinusovanje ¢lan skupa R’*? A logaritmiranje”
Tangensovanje? Kvadriranje? Antikvadriranje?

7. Ako je k zadan kvadratr, Sto bi bilo &2 Da li je proji-
ciranje kvadrata & na njegovu dijagonalu ¢&lan od k-
Navesti jo§ nekoliko ¢lanova toga skupa k* (recimo: ro-
tacija za w/2 oko srediSta S kvadrata, konstantno presli-
kavanje: ¢itavo & u S 1 1. d.).

8. Isto ako k znaci duz, kruznicu, tetraedar i t. d.

9. Zadane su dvije duzi 4, B; $to je AP? Odredi nekoliko
jednostavnijih ¢lanova toga skupa.
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10. Odredi 1%, ako 1 zna¢i pravac a 2 ravaoinu. Naved; koji
¢lan iz skupa 1* i to za sluaj da je 1 <2, 1 21ida
pravac 1 probada ravninu 2.

I1. Oslanjajuéi se na obrazac (a®)" = a" za kardinalne bro-
jeve, dokazi da je c*¥ = ¢ (znaj, da je ¢ = 2*V,

EN .- kN = kN).

12. Sta znadi da je ¢ = ¢? Koliko dakle ima nizova
realnih brojeva?

13. Dokazi ovo: Ako su 4, B skupovi, pa ako je k4 =
= k{0, 1}, kB == {0, 1,2), onda je ka5 —F(0, 1)+ {" 12}
Poopéi.

14. Definiciju k4% = kA*® (4 i B su skupovi) ima smisla
postaviti samo onda, ako je ispravno ovo zakljudivanje:
1z jednakosti k4 = kA’, kB — kB’ nusno slijedi 2 A% =
= kA Dokazi, da je ovaj zakljucak ispravan.

15. PokuSaj dokazati, da je 2% = x* za x = AN i EkR.
(Uputa: 2 < x < 2% odatle potencirajuéi s x izlazi
2T g x® < (27, T j. 2% < x® = 2% i 1 d.).

16. XKoliko ima jednoznac¢nih: 1) realnih, 2) dijadskih funkcija?

17. Koliko ima jednoznaénih preslikavanja Citava prostora
u prostor?

§ 3.7. NIZOVI KAQ FUNKCIJE. DIJADSKI NIZOVIL
DIJADSKE FUNKCIJE

Nizovi su funkcije, kojima je oblast skup N prirodnih
brojeva. n-&lani nizovi jesu preslikavanja skupa [1,2,...,11}
od prvih # prirodnih brojeva.

Niz je dijadski, ako su mu ¢&lanovi 0 jli 1. Funkcija je
dijadska, ako su joj vrijednosti 0 ili 1.
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Skup svih dijadskih preslikavanja mnoZine A4 oznaluje

se s
B (0

to je u suglasnosti s § 3.6.

Prema tome, ako je A4 neprazan skup, pa ako je

fefo, 1),

onda je f dijadska funkcija u skupu A, t. j. za svako x € A4
vrijedi ili fx =0, ili fx = 1. Oznalimo specijalno s f, skup
svih tolaka iz 4, u kojima je f jednako 1. Naravno, skup f,
je potpuno odreden dio skupa ‘4, t.j. f, € A; drugim rije-
¢ima f, € PAY.

Moze se dokazati, da je preshkavanje

f—f

skupa |0, 1}" na skup P4 odredeno tolikovanje.

To znaci, da vrijedi ovaj vrlo karakteristian teorem:
Teorem 3.7.1. Za svaki skup S mnozina {O, 1}5 svih jedno-

znaénih preslikavanja toga skupa u skup. {0, 1} ima isti

kardinalni broj kao mnoZina PS svih dijelova skupa S:

k(0,17 = &P S.

No, po definiciji, imamo k[0, 1}° = 2¥5.

Prema tome imamo:

Teorem 3.7.2. 2 = kP S za svaki skup S.

§ 3.8. CANTOROVA NEJEDNAKOST
Da li postoji naymanyi prirodni broj? A najvedi? Zasto
nema najveéeg prirodnog broja? Naprosto zato, §to za svaki
prirodni broj » 1 suma = 4 1 je opet prirodni broj, koji je
k tome veci od n. :

1 Sjetimo se da PA oznaluje skup swvih dijelova skupa A.
Zapravo je fy skup svih —f,.
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A da li 1ma kardinalnib Dbrojeva, koji su vedi od svik
prirodnih brojeva? Ima! Na pr. brej &N pa ¢(= &R). Znamo,
da je BN < kR, (sjeti se, da je N skup svih prirodnih, a R
skup svih realnih brojeva). Da 1i je mozda ¢ najve¢i mogudi
kardinalni broj? Ili mozda nema najveleg kardinalnog broja?
Drugim rijed¢ima, da li se pomocu svakog skupa § moze sagra-
diti kakav jo§ brojniji skup? Tako na pr. polazeéi od S i
gradeéi skup PS8 svih rjedenja X veze X € S, dobiva se zaci-
jelo skup vrlo obiman prema S, jer, iz a € S slijedi (a) € PS,
pa je prijelazom a <+ (a) odredeno tolikovanje skupa § na
neznacajan dio skupa PS. Znamo da PS ima 2 &lanova. No,
da li je taj broj veci od &S? Sigurno da, ako je &S nula,
ili prirodan broj? No, kako je, ako je kS beskonatan broj?
Da li je na pr. 2%V = kN, pa 2¥F = kR? Tu moramo bit
oprezni jer na pr. i broj BN 1 broj #R zadovoljavaju jednakost
x 4+ x — x, koju ne zadovoljava nikoji prirodan broj. Pa je i
xx = x za x = AN 1 x = EkR.

Cantorova osnovna nejednakost glasi ovako:
Teorem 3.8.1. 2K ~ kS

za svaki skup §; drugim rije¢ima, »a svaki Kkardinalni
broj a vrijed: ’

2¢ - a.
Specijalno 2R = R, (Cantor 1874).

Nema dakle najveceg kardinalnog broja’! Cak i poslije
svakog beskonac¢nog kardinainog broja a dolaze jo§ veéi kardi-

nalni brojevi, ne doduse a - jer je a - 1 = a, nego
brojevi
20, 2% 22" o dl
Imaju¢i u vidu, da je 1 £PS = 2 (gl. teorem 3.7.2.),
Cantorova nejednakost daje ovu izreku.

107

Teorem 3.8.2. Za svaki skup S skup PS je zaista brojnijt

od skupa §:
kP S = kS.
Specijalno je
kPN = EN.
kPR > EkR.

Priznajmo, da smo slutili, da je PS brojnie od S! Jer na pr.
evo od Zega se sastoji P10, 1, 2}:
Dolazi nulion, t. . prazan skup 0; svega na broju 1.
Dolaze unioni,
t. j. jednoclani skupovi |0}, {1}, {2}
Dolaze dvoélani skupovi (ambe) (0,1}, {0,2}, {1,2}); svega -3
Dolazi samo {0.1,2}; svega .- 1
Ukupno 8§ =72°
Pogledajmo PN; u taj skup ulaie kao elementi:
0) Prazan skup 0; na broju
1) Pa jednotlani dijelovi (1}, 12}, 13} s njih ima &N

2) Dvoclani dijelovi

3, 4}, 13, 5, (3, 6},

------------------ svega RN
3) Troclani dijelovi (1,2, 3}, (1,2, 4}, {1, 2, 5]

1,3, 4}, (1,3, 5), (1,3, 6,

12,3, 4}, (2,3, 5] -

.................. svega RN
4) Cetverollani dijelovi - - svega kN
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5) Beskonalni dijelovi na pr. {2, 3,4 .. -}, [3,4,5 - }
Njih sviju ima 2%,
Onih kona¢nih dijelova ima AN 4 AN + kN .. ; a to je RN.
Medutim beskona¢nih dijelova u skupu N 1ma 2%,

§ 3.9. VEZA IZMEDU BROJA kN PRIRODNIH
BROJEVA 1 BROJA kR REALNIH BROJEVA

I skup N prirodnih brojeva je beskonacan; i skup realnih
brojeva je beskonacan. Znamo, da je AN << ER i da je

) kR + kN = ER.

Takoder znamo, da je kAN <C 2%, Dakle: od broja kN
su veéi i broj AR i broj 2%, koji kazuje koliko skup

@) (0, 1"

svih dijadskih beskonaénih. nizova ima elemenata.
Da slutajno nije
3) ' kR = 2FN?

No, kako dovesti u vezu dijadske nizove, t. j. beskonadne
nizove

X.

1>x

22

Xy

brojki 0,1 i realne brojeve?

Vrlo lako! Sluzit ¢emo se brojem 2 kao bazom i dijad-
skim brojevnim sistemom (mjesto brojem 10 i decimalnim bro-
jevnim sistemom) V To znadi, da ¢emo dijadskom nizu

xl’ xz’ xs’
pridijeliti broj
fr=x 2" 4 x, .27 4 x .27 4

') Danas kod elektronskih ratunskih strojeva sluZimo se mnogo

diyjadskim sistemmom!
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Tako na pr. nizu x =0, 1, 0, 1, 6, I, - -~
odgovara broj
fx:O'2_1+1'2—3"}‘0'2_3_%'1’2_4_‘_"':

:24'1_}_2—4 'Jl‘ 2‘6_:_ ——‘1_-2_2-_7

Sluze¢i se rim postupkom moZe se pokazati, da vrijedi ovaj
Teorem 3.9.1. Svih realnih brojeva ima upravo koliko 1 bes- -
konaénih dijadskih nizova.
ER = 2N,
Primjedba. Na slican se nacin zakljucuje, da je
ER — 3!»'1\") ER — 4};1\1, R ER — 0=y

za svaki prirodni broj » > 1; pa <ak je 1
RR = EN*Y,

§ 3.10. O JEDNOM NAOKO VRLO SIROMASNOM
SKUPU. TRIJADSKI SKUP

Skup, o kojem je rije¢, dobit ¢emo iz duzi ovako. ‘

Podimo od neke zatvorene duzi S duZine d. Podijelimo je
na 3 jednake duZi; oznalimo te duzi s S,, S;» S, tako da
je S, lijeva, S, srednja, a S, desna tre¢ina duZi. Pre@a tf)vme
duzi S, 1 S, kao i S, sa S, imaju po jednu jedinu’ zajednicku
to¢ku. Odstranimo srednju otvorenu duZz; preostat ce zatvorene
duzi S,, S,. Sa svakom od tih dviju duzi uéinimg st pOStl:l—
pak: svaku razdijelimo u 3 jednake duzi pa izbacimo srcdn)g
otvorenu duz; preostale dvije duzi od S, oznadimo sa S, 1

S, aod S, sa S, 1 S, Naravno, S, je lijevo od S,,, Sy
je lijevo od S,,. Sve to izgleda ovako (sl. 43.):
Soo SO0 s, , S» , o2
5, S, S,
Sl 43.
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ili shematski: S, S,
AN
. S'm Sng Sgo S,

Ostaju 2” neizbatene duzi S, ,. S,,, S,,, S,,-

Svaka je duga 37°d; sveukupna im je dakle duzina
2%.37* 4. Odstranjeno je bilo 37'd + 2.3 4d.

Uéimimo treci korak: svaku od tih 2° duzi podijelimo na
3 jednaka dijela, izbacimo srednji otvoreni dio. Preostat ¢e
2* duzi, svaka duzZine 37*d; prema tome neodstranjeni dic
polazne duzi dugacak je ’

2*.37%d, a odstranjeni dio je dug 37'd + 2.37°d | 2°.37%4.

Neodstranjene te duZine nosc oznake

S S Sosr S S

000 ? a02

S

0202 220 0 oo

022 7

200 > Szoa’ S

Shematski to mozemo prikazati ovako:
Prvi korak S

Drugi korak Sgn ‘S’JZ S.. STZ

VANV ANVAN

Treéi korak  Sgos Sane Sezs Sozz Swo S22 Sio Soze

AN AWANRAWANAWANWAN

v /
Cetvrti korak Sga005003,
A

/'\\/\

it.d,

Taj se proces dijeljenja na 3 jednaka dijela svake neod-
stranje duZzi nastavlja bez prestanka, pa se uvijek srednji
otvoreni dio odstrani.
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Time se od polazne duzi duljine d odstrani svega

d 2 2 2
,,ZT_} 3?51 +_§§d—|a 3lldj—....

.2
To je beskonalan geometrijski red: kvocijent mu j€ —5-; red
konvergira; suma mu je

a4 1 d 1
= :-

— 3 14

Drugim rijeCima, postepenim izbacivanjem 1zbaci se s
duzi skup sve manjih duzi, a sve zajedno te izbacene dui-l
imaju istu duzinu d kolika je i duZina od same polazne duZi.
Znadi da preostatak duzi AB ima duzinu d—d, t.]. 0. Drugirll
rije¢ima, u pogledu »obimnostic, duljine, neodstranjeni dio T
polazne duzi AB izgleda neobi¢no malen.

A da pogledamo skup T u pogledu broja njegovih clano-
wa! Ima li T zapravo ¢lanova? Da li djeliSne tocke » uopce
izbacujemo? Ne! A ima li osim tih djelignih totaka jo$ kakvih
drugih totaka na skupu 7, t.j. neizbacenih tofaka na duzli
AB? Pogledajmo na pr. prvu neizbatenu toéku. Ona leZi u
ovim silaznim duzima:

So = Sm = Soou )

0000

Te duzi ni nemaju druge zajednicke tocke. Prema tome

uwz tu todku je vezan niz 0000000 - - - kojemu svi poéani
komadi dolaze kao indeksi kod gornjih S-ova- Sli¢no je 1 s
nizom 222222 ... i pripadnim S-ovima:

Sz = 822 = Szzz > Sz-zz-z > .7

Ovi se stezu na posljednju to¢ku duZi. A $ta bi bilo na pr.
s nizom
022200000 - - - ?

Y Djelisne totke su krajevi svih promatranih duzi.
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Pripadni S-ovi daju ovaj silazni niz:

SQ = SOZ = SOZ‘Z = 80222 = 502220 - 5022200 = 802‘22000 =
Ovi se S-ovi stezu na lijevi kraj duzi S, .

No, svi su ti primjeri nizova gradeni tako od 0 i 2, da
se jedna od tih cifara u nizu ili ne pojavljuje ili se pojavljuje
konac¢an broj puta.

Promatrajmo jedan niz od 0 i 2, recimo niz
" 02020202 - - .

u kojem se obje te znamenke pojavijuju bezbroj puta. Pripadni
S-ovi daju ovaj niz sve uzih- neizbadenih zatvorenih dui:

So = So‘z = Sozo = Sogoz >

Tu odabiremo u svakom intervalu po redu lijevi pa desni-

kraj. Svi ti intervali daju posve odredenu tocku preostalog
skupa 7.
Zaklju¢ak je opdenit: za svaki beskonacni niz
(*> Xyo Xy X
kojemu su ¢lanovi 0 ili 2, imamo pripadni silazni niz zatvo-
renth duZi:
(**) S, 8, .28, .. 2 ..
x, "
kao 1 toc¢ku
(G n )
koja je jedina zajednicka toéka svih wh neizbalenih S-ova; ta
je to¢ka naravno u 7.

No svi promatrani nizovi x,, x,, - - - obrazuju skup

]1\'
i0> 2{
koji, kao §to znamo, ima 2¢¥ ¢lanova. Prema teoremu 3.9.1

- N . . v . PN . .

mma skup {0, 21" isto toliko ¢lanova koliko i &itavi kontinuum R
svih realnih brojeva. No prijelaz od niza (*) na todku (**) je
obostrano jednoznacan: radi se o odredenom tolikovanju izmedu
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skupova {0> 2]‘\] 1 7. Dakle ta dva skupa mmaju jednako mnogo
¢lanova; no upravo vidjesmo, da {0, 2}"" ima ¢ ¢lanova. Dakle
ih ima koliko 7. Na taj natin dokazali smo ovo:

Skup T, koji smo maloprije sagradili, ma da ima duljinu 0,
ipak 1ma isto toliko ¢lanova, koliko tma 1 svih tolaka na prawvcu,
ravmini pa 1 u prostoru. Premda je »erijadskic skup T izgledao
tako oskudan, sada vidimo, da je on u stamju da svojim tocka-
ma napuni citav prosior: porazmjeStavanjem tocaka 1z trijadskog
skupa T mose se ispumiri &itav prosior.

Skup T =ove se trijadski skup. Ako radimo s jedini¢nim
zatvorenim intervalom na brojevnom pravcu, tad se skup T
sastoji od brojeva 0,1 1 od svih realnih brojeva poloZenih
izmedu 0 1 1, a koji se mogu predociti i bez cifre 1 u pozi-
cionom brojevnom sistemu baze 3 (u ovome sustavu, cifre su
0, 1 1 2, a svaki broj u zatvorenom segmentu R [0, 1] je
a3"' 4+ a3+ - 4+ a,3"4+---; tusu a-ovi ¢lanovi skupa

(0, 1,2})-

§ 3.11. O AKSIOMU IZBORA

1. Maloprije smo govorili o hipotezi kontinuuma. Ne
zna se, da li poslije svakog beskonaénog broja a dolazi nepo-
sredno broj 2¢ kao onaj koji je neposredno veéi. Takvo svoj-
stvo ima na pr. broj 0 pa 1 ali njedan prirodan broj > 1.

Medutim, ima i raznih drugih problema, koje nikom nije
poslo rijesiti. Takvo je na pr. pitanje: da li za svaki besko-
naéni kardinalni broj x vrijedi x + x = x? Pa x.x = x?

Primijetimo da 0 zadovoljava obje te jednakosti!

Moze se pokazati, da su ta 1 sliCna pitanja vezana uz
aksiom i1zbora. Recimo neSto o njemu.

2. Primjeri o izboru. Svaki neprazan skup sastavljen
je od manjeg ili veleg broja jedinki, Da li uvijek moZemo
odrediti jednu jedinku iz takvog skupa?

8 Kurepa: Sto su skupovi
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O poteSkocama izbora postoje 1 razne pri¢e. Tako na pr.
prkosna djevojka, koja je imala vrlo mnogo haljina, nije otsla
na ples, jer se nije mogla odluciti, koju haljinu da obuce. A
Buridanov magarac krepao je od gladi, kad mu je i s lijeve i1
s desne strane lezala jednaka hrana u istoj udaljenosti: nije se
mogao odluciti nitt lijevo nitt desno. Navedimo nekoliko pri-
mjera o izboru.

Primjer 1. Uzmimo na pr. skup S krugova. To znadi,
da iz x € § slijedi da je x odreden krug. Da li zna$§ svakom «
odrediti jednu jedinu toctku? Ako da, oznaéimo je s fx! U
tom slucaju da, jer na pr. mozemo s fx oznaliti sredi§te kru-
ga x. Time mozemo promatrati preslikavanje f, koje svakom
skupu x ¢ § pridruzuje odredenu to¢ku fx iz toga samog X.

Primjer 2. A recimo, da je S proizvoljan skup pra-
menova pravaca. Kako u tom slucaju svakom x iz S (sad je
x pramen pravaca) odrediti jedan pravac fx iz x?

MozZemo na pr. tako, da povucemo pravac p, pa za
svako x € S oznadimo s fx onaj element pramena x, koji je {i p.

Primjer 3. Neka § oznacuje skup bilo kakvih cetvero-
kuta. Kako u svakom x 1z § izabrati jednu jedinu tocku? To
jest, kako skup S preslikati tako, da svakom x € § pridruzimo
fx e x? To je vel teze pitanje! Jer &etverokut x moze bitl
vrlo nepravilan. Pa nemamo nikakvog razloga, da jednu tocku
1z x izabererno, a ne nekoje druge.

A ipak nam izgleda ocigledno, da je takav izbor moguc!
Uzmimo jo§ zamrseniji primjer.

Primjer 4. Neka je Q skup racionalnih brojeva; za
svaki realni broj x oznacimo s fx = Q + x skup svih brojeva
oblika r + x, pri ¢emu r prolazi kroz Q. Mozemo redi, da
skup Q -+ x nastaje iz Q rranslacjom dug brojevna pravaca
za x. Tako na pr. Q - 1 = Q. Oznatimo s § skup svih
Q + x, kad x prolazi kroz R. Naravno, S je sasvim odreden
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skup skupova. Svaki &lan od S je beskonacan skup kongruentan
s O; moze se lako pokazati, da su ¢lanovi iz S dva po dva
bez zajednickih rodaka. Da li se tu svakom x € S moze pri-
druziti odredena njegova totka fx € x? Ako se moze, time
moZemo promatrati i skup ¥V svih brojeva fx, kad « prolazi
kroz S. Time bi V bio odreden skup realnih brojeva, odnosno
odreden skup s brojevnog pravca. Taj je skup vrlo tesko
zamisliti. Pronaden je poletkom ovog vijeka (Vitali). Njega
ne mozemo »izmyjeritic, kao $to na pr. svaku duf na brojevnu
pravcu lako jzmjerimo t. j. odredimo joj duZinu.

3. Aksiom izbora i nekoliko drugih tvrdnji'. Sad
mozemo formulirari aksiom izbora.

Ako je S bilo kakav neprazan skup nepraznih skupova,
tad postoji postupak f, kojim se svakom x € § pridruzuje
(izabire) ¢lan fx iz x.

Time je omoguceno i formiranje mnogine svih fx kad x
prolazi kroz S.

Moze se dokazati, da je aksiom izbora logi¢ki ravnopra-
van® s mnogo raznih iskaza, koji na prvi pogled izgledaju kao
bez ikakve veze s aksiomom izbora. Tako na pr. Tarski je
pokazao da je on logicki ravnopravan s ovom izrekom:

Za svaki beskonaéni kardinalni broj x wvrijedi x* — x.

Hartogs je dokazao, da je aksiom izbora logi¢ki ekvi-
valentan s ovom tvrdnjom o moguénosti isporedivanja skupova
po njihovo; brojnosti:

Za svaka dva skupa A4, B vrijedi k4 < kB ili k4 = kB
Drugim rije¢ima, ne postoje skupovi 4, B za koje ne bi bilo
n A =<kB ni k4 > kB.

1) Za dva iskaza veli se, da su medusobno logicki ckuvivalenina ili
ravnopravna, ako jedan iz drugoga izlazi kao posljedica.
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S tim u vezi primjetimo. Ako skupove isporedujemo ne
prema brojnost, nego prema obimmosti (opsegnosii), onda je
najobi¢niji slucaj, da se skupovi ne mogu- medusobno wusporedi
vart: niti je A < B niti 4 2 B. Evo takvih dvaju krugova
(sl. 44)).

A B
Sl 44.

~Opca hipoteza kontinuuma ima za posljedicu aksiom
izbora (Lindebaum — Sierpinski). Smatra se, da obrat
ne vrijedi.

Aksiom izbora ima za posljedicu ovo: x 4 x = x =za
svaki beskonacni kardinalni broj. Smatra se da obrat ne vrijedi,

Aksiom izbora formulirao je Zermelo pocetkom ovog
vijeka. O tom aksiomu pisano je vrlo mnogo. Kao jedna od
najzanimljivijih posijedica toga aksioma ‘javija se mogucnost
(konat¢nog ili beskonacnog) nizanja svth elemenara svakog skupa!
Kao mnajparadoksalnije posljedice™ aksioma izbora smatraju se

ove tri:

1. Ako su k, K dwije kugle (jedna proizvoljno malena,
a druga proizvoljno velika), onda se one mogu razbiti na
jednak broj, n, dijelova: ‘
k= Rk Uk U. ... Uk
K=K uK,u . .- UK,
1) Sjetimo se jedne paradoksalne posljedice Euklidova postilata o
paralelama, a koja se sastoji u odgovoru na ovo pitanje: ako se opsezi

dvaju  krugova vrlo malog k i wrlo velikog K povebavaju za istu velicinu,
&yt se polumjer vise poveca: od manjeg ki veleg kruga?
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tako, da je k, kongruentno s K , &, s K, -, k, kongru-
entno s K,. Pri tom su k-ovi dva po dva bez zajednicke.
tolke. K-ovi takoder.

To su dokazali poljski matematiéari Banach i Tarski.

2. Nedavno je Robinson dokazao, da se svaka kugla K
moze rastaviti na 5 dijelova, dva po dva bez presjeka, i to
tako da se kretanjima i simetrijama iz dva odnosno iz pre-
ostala tri dijela mogu sloziti dvije nove kugle, svaka iste veli-
¢ine, koliko je bila i polazna kugla.

3. PoboljSavaju¢i jedan glasovit rezultat Hausdorffa
iz 1914. godine, J. F. Adams je 1954. dokazao ovo: kuglina

~ se povr§ moZe rastaviti u tri dijela 4, B, C, dva po dva bez pre-

sjeka i to tako, da su skupovi 4, B,C, AU B, BuC, CU A
medusobno kongruentni (to specijalno znaci da je ,treéina
kugle” A konguentna s dvije tre¢ine 4 U B te kugle).

§ 3.12. PERMUTACIJE SKUPA.
JEDNA NOVA RACUNSKA OPERACIJA

1. O permutacijama i faktorijelama. Ve¢ smo imali
prilike reéi, $ta je to permutacija zadana skupa. Konkretizirajmo
na nekom primjeru.

Primjer 1. Odredimo sve permutacije skupa

13=10, 1, 2.
Preslikavanje x| fx ili shematski
ol1 PPN
0 17 2
111 —
210

nije permuttacija, jer je element 1 uhvaden dvaput. Doduse,
to je preslikavanje jednozna¢no, no obratno preslikavanje nije
jednoznaéno. A kod permutacije se trazi obostrana jednognalnost
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i da je svaki clan skupa: i wryednost argumenta i vrijednose
Sfunkeije.

Preslikavanje  x ; fx il shematski

0:2 —,
211

!
ili jo§ jednostavnije 2 0 1

jest permutacija skupa {0) 1, 2} = I3.

Kao i druge funkecije i ta se permutacija moze predsta-
viti grafi¢ki:

0.2)

(21)

(1.0)
Sl. 45.

Kao skup toCaka (1, 0}, (2. 1), (0, 2). A i tako da se susjedne
tocke spoje’ duzima (sl. 45.).
Evo svih permuracija skupa I3 = {0) 1, 2}:
0 1 2 1 0 2
0 2 1 L2 0

0 1
1 0

N

Oznacimo njihov skup sa (I 3)! ili {0, 1, 2}! Tu se wuskli¢nik
cita yfakroryelas. ’
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Dakle je
l0, 1, 21 = 012, 021, 102, 120, 201, 210
Taj skup ima 6 clanova. Kardinalni broj toga skupa oznaduje
se s 3! Dakle je 3! == 6.
Sve su te permutacije oblika p ., p, p,, t.]. rroclan
nizovi; pritom je
P, € 13, p, € I3N[2), p, € [I3]\{p,, 2],
t.j. p, ima 3 vrijednosti, p, ima 2 vrijednosti, p. ima jednu
jedinu vrijednost. Zato svih tih nizova p, - p - p, ima 3.2.1,
dakle je
3l=1.2.3
jer smo s 3! oznalili broj ¢lanova u skupu (I 3)! = {0, 1, 2} !
Sasvim analogno imamo ovo: Neka je zadan skup S, koji
ima bar jedan element. Pod permutacijom skupa S razumijevamo
svako presiikavanje p toga skupa S na sama sebe, uz uslov da
je to preslikavanje obostrano jednozna¢no 1 da je pS — S
Skup svih permutacija skupa S oznacuje se s

St @itaj: S fakrorijela).
Kardinalni broj toga skupa zove se &S fakiorijela i ozna-
¢uje (R S)! Prema tome, ako je n prirodan broj, tad je
nl = k({l, 2,3, - - 71}!\}.
A dokazuje se kao maloprije za n = 3, da je
nl=123... (n—1)n
Definira se, da je 0! — 1,
Primjer 2. Odredimo nekoliko permutacija skupa N

prirodnih brojeva. Radi se o svim nizovima prirodnih brojeva,
ali da svaki broj bude u svakom nizu.

By or.j. svaki ¢lan iz S je ujedno i jedna vrijednost tunkcije p.
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Takav je na pr. poletni polozaj: 1, 2,3, ... (identi¢ka
permutacija).
I ovo je permutacija: 2, 1; 4, 3; 6, 5; 8, 7;
I ovo je permuracija 5,4,3,2,1; 10,9,8,7,6; 15,14, 13,12, 11;. ..
Ako ta 3 elementa skupa N! oznadimo s f, odnosno g, odno-
sno A, da li je potpuno jasno, da je na pr. £100 = 100 (i
uopte fn=mn za svako n € N), g 100 = 99, 4 100 = 06>
PokuSaj odrediti g, i %, za svako n iz N.

Op¢a permutacija skupa N je oblika D> Pys Pys - - pri
cemu je
p, € N, p, € AN {pl}’ P, € N\{p) Pz}? b, € N\'\pl" 2, p3" ’

Odatle se moze zakljuditi, da je

No, u to ne ulazimo.

Sl 46.
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Primjer 3. Nekoliko permutacija skupova R svih real-
nih brojeva.

Da 1i je funkcija y = 3x permutacija skupa R? Zasto
funkcija y = zgx nije permutacija skupa R? Predodi grafi¢ki
permutaciju y = 3x + 2 na primjer. Najjednostavnija je per-
mutacija y = x. A iz nje moZemo dobiti ovu permutaciju time,
da u svakom poluotvorenom intervalu od R[5%, 5(n + 1))
,»obrnemo” identiénu permutaciju, poput onog $§to se radilo
kod permutacije A u primjeru 2. Graf se sastoji od besko-
na¢no mnogo paralelnih poluotvorenih duzi, kao sto se vidi
na sl. 46.

Nije lako pokazati da svih permutacija skupa R ima 2.

2. Jedar nov racun. Predigra za grupe. Znamo ovo:
dodati nekom broju 3 pa rezultatu dodati 4 znadi isto, $to
polaznom broju dodati broj 3 -+ 4 (zakon asocijacije za doda-
vanje brojeva). Isto tako: provesti translaciju za usmjerenu

—> —
duz AB pa rezultat za usmjerenu duz BC znadi isto, §to pro-

—
vesti jednu tramslaciju 1 to AC. To je osnov dodavanja (sla-
ganja, zbrajanja) vektora.

Da 1li ¢e neSto sliéno vrijediti i za permutacije na pr.
skupa {l, 2, 3}?

Izvedimo uzastopce dvije permutacije, na pr. permutaciju
p =213 pa permutaciju ¢ = 3 1 2.

1 pomocu p prelazi u 2, $to dalje pomocu ¢ prelazi v 1

2 pomocu p prelazi u 1, $to dalje pomocu ¢ prelazi u 3

3 pomoéu p prelazi u 3, §to dalje pomocu ¢ prelazi u 2.

- Dakle: Rezulrar slaganja permusacige 2 1 3 1 permuracie
31 2 jest opetr jednaspermutacija v to 1 3 2.
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Pie se gp =132, odnosno 312.213 132 44
tabli¢no
_ Faktori p 1 ¢ se ispisuju po redu,
q|qp kako djelyju na argument, iduéi od argu-
o menta na ljevu stranu. Analogno se do-
{ kazuje, da je rezuliar slaganja svakog
J | para permutacija opet jedna permutacija
’ istog skupa S.

Za 10 slaganje permutacija skupa
Stza S ==1{1, 2,3
vrijede ova’ pravila:

1. Slaganje je asocijativno: ako su f, g. 4 element od S,

tad je
(Je)h=7(gh).

2. Skup S! sadrzi snewrralnic ¢lan e (identicko preslika-
vanje) sa svojstvom fe = f za svako f € S

3. Ako je fe S!, ondaje i “fe S!

4. U skupu S! linearna jednadiba

ax=1>5

je uvijek moguca; to znali: ako je a € S! { b € St tad postoji
x € S, za koje je ax =

Krace se kaze: Skup S! je jedna grupa a odnoss na
tako definirano ,slaganje“ ili racunanje. Evo ,tablice toga
slaganja” za skup S! = { 2, 3}!
£f 'f123|13221

- 3231'312’321
123] 12 ‘37{_{_3%2772“1 3023 1]312(321
132 132/123(312[321[213]231
213/ 213/231|(123/132[321(312
231 23 ]|2T33 21(312[123[132
312( 312i{321(132(123|231[2153
321 3211312/231/2130132/123
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Tablica obuhvatra ,,produkte’ gf. 1z tablice se odmah
oCitava ,,recipro¢na vrijednost” (anti f) ~f za svako f kao
ono g, za koje je gf = 123. Na pr. 231 - 31 2.

Sasvim se analogno dokazuje stvar za swvaki skup S.

Teorem 3.12. Za svaki neprazan skup §, skup §! je
odredena grupa u odnosu na slaganja permutacija.
Na taj nadin, u skupu S! ,radunamo” po odredenim
pravilima. I to za svaki, ba$ svak: neprazan skup S.
Teorija grupa je vrlo vazno matematicko podrudje; pri-
mjenjuje se vrlo mnogo.

§ 3.13. STO JE GRUPA?

1. Obi¢no se kaze, da se racuna samo u brojevima! Me-
dutim, mi znamo, da se racuna i sa skupovima. Pa eto, na
pr. kao $to ratunajuéi s brojevima, recimo s 5 i 4, proizvo-
dimo nove brojeve, recimo: 5 — 4,5, sin5 - cos4 i t. d., tako
1 iz zadamh skupova proigvodime nove skupove, recimo: pre-
sjek, produkt 1 t. d.

Takoder iz mizova mozemo proizvoditi opet nizove, tako

na pr. ako imamo 2 niza jednako dugacka
2,5, 7,4, 7
b =4, 3, 1, 5, 9,
onda iz njih moZemo proizvesti sumu a + b razliku, a — &
produkt « - b, kvocijent afb, na pr. tako, da nademo sume,
odnosno produkte odgovarajuc¢ih ¢lanova. Tako bl na pr. pro-
dukt ab gornjih nizova a, b glasio
2.4,5.3, 7. -1,4.5,7.9.

Razvitak matematike i drugih nauka doveo nas je dotle,
da se zapitamo, S$ro- zapravo znali ralunar i gdje se sve racu-
nanje pojavijuje.
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Shvatimo na pr., da se kod oduzimanja radi o tom, da
svakom uredenom paru x, y odredimo znacenje 1 vrijednost
od x — y.

Uvijek se kod »radunanja¢ treba pitati za jedinke, s koji-
ma radunamo, odnosno za skup, iz kojeg su jedinke uzete i
onda da li ¢e rezultat ratunanja biti opet u tom skupu ili nas
vodi van toga skupa.

Tako na pr. za skup N prirodnih brojeva znamo, da je
suma prirodnih brojeva opet privodan broj 1 da prirom vagi zakon
asocijacye. Zato se i kaze, da je skup privodnih brojeva odre-
dena polugrupa. To skup ipak mije grupa, jer protivna ope-
racija od dodavanja vodi nas 1 van skupa N: tako na pr. ma
da su 3 1 5 priroani brojevi, ipak 3 — 5 to nije.

Nakon predhodnih razmatranja mozemo dati definiciju
grupe 1 polugrupe.

2. Definicija polugrupe 1 grupe. Neka je S bilo
kakav skup®; pridruzimo svakom uredenom paru (x, y) ¢la-
nova x i y iz S odredenu jedinku opet iz §; oznadimo je
recimo sa

x®y, ili xy, ili xfy i t.d., ili naprosto x + y.

Veli se, da skup S u odnosu na tu ,,racunsku,, opera-
ciju + <ini polugrupu, ako je ta operacija asocijativna, t. j.
ako je
(aDb)yDc=aB (Do)
za svako a € S, be S, c € S.

Oznatimo taj uslov s G|.

Ne zaboravimo na bltan uslov, da je a 4 b € S, jer se
u tom i sastoji »grupovnost« odnosno polugrupovnosi.

Da se istakne uz skup S i operacija -}, govori se o
polugrupr (S; +). Tako na pr. skup N'? svih tro¢lanih nizova
prirodnih brojeva je odredena polugrupa u odnosu na zbraja-
nje 1 u odnosu na mnozenje tik nizova.

1) na pr. brojeva, duzi, funkcija, i t d.
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3. Definicija grupc. Polugrupa (S5 +) je grupa, ako
se u mjoj moge Vriui ta 0sNoOvNA operacija -+ 1 pripadna protro-
operacije tako da wvriedi ovo:

G,. Polugrupa sadrzi yneutralnic element — oznalimo ga
s 0 — sa svojsivom da je

x4+ 0 = x za svako x € S

G.. Polugrupa dopusta »simerrijus prema 0: svakom ¢lanu
3° ..
x iz S pridrufen je suprotan Clan, ozuacumo ga § — x, S
SDOJSLVOM
x4 (—x)=20;

G,. U polugrupr je moguce rjeSavari mormirane lincarne
jednad#be s jednom nepoznanicom: za svako a €S 1 svako be S
mma jednadiba

: x+a=25
jedno rjeSenje u grupi.

Primjer 1. Skolski primjer grupe je skup D svih cije-
lih brojeva u odnosu na “dodavanje brojeva. I skup 5D svih
videkratnika broja 5 je grupa u odnosu na zbrajanje. Provjeri to.

Primjer 2. Evo jedne grupe od 4 ¢lapa: radi se. o
svim rotacijama nacrtanog kvadrata u rav-
nini kvadrata, koje taj kvadrat prevode u _
sama sebe (sl. 47.). Elementi te grupe jesu:
r,, r, oko srediSta za O, /2,

rotacija T,. 7,

2.7f2 i 3.w/2. Neutralni ¢lan je rotacija Ge
za 0 mirovanje r,. Sto je na pr. suprotno
od 7,?

Treba dakle rotaciju r, za w2 neutra- S| a7,

lizirari: treba rezultat od 7, jo§ dalje okre-
nuti za 3 7w/2.

bveukupm je rezultat: rotacija za w/2 pa jo§ za 3 - 7/2
dakle sveukupna rotacija za 4 7/2, t j. za puni kut. Time se
postize upravo polazni poloiaj! Dakle je —r, =7, jer je
ATy =T,
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All, evo jednog neobicnijeg primjera: skup kojemu su
elementi
Parno, Neparno
je grupa u odnosu na -, pri demu je
Parno - Parno = Parno
Parno - Neparno — Neparno
Neparno + Neparno — Parno
Neparno -+ Parno = Neparno

Ako Parno i Neparno ozna¢imo kracde s 0,1, tad imama
ovu tablicu dodavanja smodulo 2«:

0+ 0-0 X4y y-0 1
0O+1=1 Cx ,‘ '
1101 ili tabli¢no (l) ] '
L+1=0 L 1o

Evo jo$: jednog primjera: »zbrajanje modulo 3«.

Primjer 3. Neka je D skup svih cijelih brojeva, 3D
skup svih trokratnika iz D; neka je 3D + 1 odnosno 3D 4 2
skup D, pomaknut za 1, odnosno za 2; dakle je mna pr.
3D+ 2={—13420+2 342, 2.3 42, ...

Promatrajmo sad »zbrajamje« tih skupova 3D, 3D i 1,
3D + 2. Mi znamo racunaii s brojevima, ali znamo i sa sku-
povima brojeva. Tako na pr. ako su A, B skupovi brojeva, ozna-
¢it ¢emo s A4 + B skup svih brojeva oblika a -+ % uz uslov
a< A, be B Tako na pr. 3D + 3D = 3D,

Sto je dakle {30, 3D + 1, 3D + 2> A 3o (3D, 3D+ 1.
3D 4- 2}; 4,—)? Rac¢unaj u tom troélanom skupu! Za$to je na
pr. (3D + 2) 4+ (3D + 2) — 3D + 17

Uistinu, svaki broj iz (3D ; 2) .- (3D + 2) je oblika
BGx+2)+By+2) —tujexiyizD; dakle je to dalje
=3x+4+y+ 1) L1 =3z L1, gdje je 2 = x + y + 1. No.
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kad x i y prolaze kroz D, onda to Cini 1 broj £ = x + v 1
ne ipustaju¢i nijednog cijelog broja. A to upravo znadi, da
vrijedi trazena jednakost.

Uvjeri se, da je skup {3D, 3D -1, 3D + 2} jedna gru-
pa u odnosu na zbrajanje i da pritom vrijedi ova »wadna

rablicas:
X4y — 3D 3D+ 2 3D+ 2
. - o e
3D L 3D 3D+ 1 3D+ 2
3D+ 17 3D+1 3D+2 3
3D+ 2, 3D 12 3D 3D + 1

Tu je ,,nula”, t.j. neutralni ¢lan upravo skup 3D.
i€ 5 J p p

Uvjeri se, da preostala dva dlana 3D + 1, 3D - 2 (ine
grupu u odnosu na mnofenje i da vrijedi ova ,,radna tablica™:

x-y — 3D 41 3D42

| | B T
3D+ 1 | 3D+1 3D+2
3D-2 | 3D.4+2 3D+ 1

Polazni skup § = (3D, 3D + 1, 3D + 2) nije grupa u
odnosu na mnozZenje, ali jest polugrupa. Pa pritom vrijedi !
zakon komutacije i zakon distribucije prema zbrajanju:

Xy =v-x
(x-+Vz=xz+yz za x,y1sziz S

Krace se kaze, da imamo posia s odredenim poljem ili
tgelom, i to u ovom smislu: skup (S; +; ) gdie je § =
= {3D, 3D -+ 1, 3D - 2} je grupa prema -}, polugrupa pre-
ma -, vazi zakon distribucije od - prema +; k tome skup
S\f»nula«} je grupa prema mnozenju.

Napomena. Bitan napredak u matematici bio je, kad se
u 19. vijeku uvidjelo, na kako se raznolik na¢in u matematici
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i drugim naukama pa i.igri nailazi na grupe. Kao tipi¢an pri-
mjer grupa mozemo uzeti skupove kretanja i transformacija
uopce. Obi¢na operacija dodavanja (zbrajanja) tu poprima mnogo
opcenitiji oblik i1 to slaganje: izvesti jednu transformaciju pa na
rezultatu drugu transformaciju.

ZADACI: 1. Promatraj sve rotacije pravilnog trokuta, Cetve-
rokuta, - - -, n-terokuta oko njegova srediSta, ali tako da
taj skup dode opet na svoje mjesto. Dokazi, da svih tih
n rotacija ¢ini grupu u odnosu na slaganje.

2. Sve wranslacije sinusoide u samu sebe Cine grupu. Navedi
nekoliko ¢lanova te grupe.

3. Isto pitanje za: 1) kosinusoidu, 2) tangensoidu.

4. Promatraj neku ravninu 2 ,,poplofanu” jednakim kva-

dratima. Ako tu ravninu 2 translatiramo za duZinu stra-

nice kvadrata, prijeéi ¢e ravnina u samu sebe isto kao i
¢itav njen ,,ploé¢nik”, Neka je S skup svih kretanja ravni-
ne 2, koja prevode ¢itav plo¢nik u sama sebe. DokaZi,
da je § grupa. Dokazi, da se dobija jedna grupa i od
onih translacija ravnine, koje se¢ izvode za cjelobrojan
videkratnik- vektora jedne stranice jednog kvadrata iz
plo¢nika.

5. Promatraj grupu {6D, 6D -+ 1, 6D + 2, 6D -3, 6D-+4,
6D + 5} u odnosu na ! ; ta grupa ima isti broj ¢lanova
kao 1 grupa iz zadatka 1. za » == 6 ili kao grupa
: {1, 2, 3}! svih permutacija skupa {1, 2, 3}4 Oznaci u sva-
koj od tih grupa njene elemente na isti nadin, recimo
giframa 0, 1, 2, 3, 4, 5: napi$i onda u tim $iframa ,,radnu
tablicw’” za svaku grupu od te 3 grupe.

6. Dokaz1, da je skup O racionalnih brojeva grupa u odnosu

na -+; dokaz, da je to i skup (O + Q) ®)(Q + OV x)
svih brojeva oblika
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(@ + b %) |(c + d/%), pri cemu je (a b, ¢, d} = Q.
Tu je x kakav cio broj na pr. —1, 2, —5.

7. Promatraj i nacrtaj funkcije: vy = x, y = x7, y=1-—

—xy=_0—x" y=1—x"iy=(1—x")"
Dokazi, da one ¢ine grupu u odnosu na slaganje funk-
cija. Prikazi ,,radnu tablicu” u tom slucaju.

§ 3.14. $TO JE POLJE ILI TIJELO?

Podimo od nekog skupa S, njegova kvadrata § x S,
jednog ,,zbrajanja” u S, t.j. preslikavanja + skupa & x § na
S kao i jednog ,mnoZenja” u S, t.j. nekog preslikavanja
skupa & x S na §S.

Time imamo uredenu trojku

M (S5 +3 )
Clanovi su te trojke: skup S pa plus -— preslikavaje ,, 4+ —
i najzad puta — preslikavanje’’.

Ta uredena trojka je polje ili tijelo, ako su ispunjeni ovi
uslovi .
1. Skup S je grupa u odnosu na +, t.j. (S; +) je grupa:
Ii. Skup S\{O} je grupa u odnosu na -, L. j. (S\{O] 5 0)
je grupa. Pritom je O neutralni element za .
II1. Preslikavanje ili operacija - je distributivna prema
operaciji -+, t. J.
/ (x 4+ y)z=x2+yz

za svako x, y 1 z iz S.

Primjer 4. Upravo smo u primjeru 3. u § 3.13. vidjeli
da je
({3D, 3D + 1, 3D + 25 +; -

Q Kurepa: Sto su skupovi
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jedno polje. To isto polje mozZe se predoditi i tako, da se u prstena kao tocke (x, y) koordinatne ravnine. Da li sva
skupu D svih cijelih brojeva »racuna modulo 3¢ t.j. da se kretanja te ravnine, koja prevode skup D -+ DY 1 na
ratuna kao obi¢no, samo Sto se dopusta, da myesto svakog broja sama sebe, obrazuju grupu?

piSemo 1 njegov ostatak pri dijeljenju s 3. Tako na pr. mjesto 3

- Da li je skup svih algebarskih polinoma odrec

9 ili 27 moze se pisati 0, mjesto 4 broj 1 1 t. d. prema zbrajanju i mnoZenju? ’ reden prsten
Na taj natin mjesto 3D, odnosno 3D 4 1, odnosno 4

3D + 2 mozemo pisati 0, odnosno 1, odnosno 2, pa imamo

ovu »rablicu dodavanja i mnogenja modulo 3«:

. Racunaj modulo 4; da li se time dobije prsten? A polje?

A ako se raduna modulo 3 ili 5 ili 7? Moze se pokazati
. OvVO: Za svaki prost broj p = 2,3,5,7, 11, 13, 17. ...
x+y—=> 0 1 2 x-y - 0 1 2 ratunanje modulo p u skupu D proizvodi jedno ?po[je
. poput polja ([D, D4+L,D4+2,..., Dt (p—l)}: 5.

Analogno bi tablica zbrajanja modulo 7 bila ovakva:

x+y—- 0 1 2 3 4 5 6

N = O
N = O
S N =
- O N
N = O
S

0
1
2

— N O

0

é 01 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5

ZADACI: 1. Promatraj (D; +; -) t.j. skup D cijelih bro-
jeva i u njemu zbrajanje i mnozenje. Tu se radi o jed-
nom prstenu u smislu, da je (D; +) grupa, a (D; -)
polugrupai da je mnoZenje distributivno prema dodavanju.

2. Dokazi, da je i (D + D V:T; +; -) jedan prsten kom-
pleksnih brojeva. Predo¢i elemente x 4 y V:—T toga




POGLAVLIJE 4

UREDEN]JE SKUPOVA

Uredenje skupova je odraz ¢injenice, da tako Cesto ima
potrebu i priliku, da govorimo, da je neSto manje — wvece,
ispred — iza, ljevo — desno, prije — poslije, da je jedan
predmet poloZen izmedu druga dva predmeta, da se radi o
rang-listz 1 t. d.

§ 4.1. NEKOLIKO PRIMJERA UREDENJA

1. Rjeénik kao ureden skup rije¢i. Dva pravila re-
danja. To je vanredno vazan primjer. Kako su rije¢i pore-
dane u rje¢niku? Zadto na pr. rije¢ POD dolazi prije nego
rije¢ PODNE? Da li na pr. KUCA dolazi prije ili poslije
rije¢i KREDA? Tu imamo ova dva pravila uredivanja:

Prvo pravilo: Ako se jedna rije¢ dobiye iz druge nadopisivanjem
jednog ili wise slova, onda ona dolazi poslije one krace
rije. Zato je na pr. rije¢ PODNE naStampana negdje
poslije, a ne prie rije¢i POD.

Drugo pravilo: Za poredak dviju ryeci odlucuju slova, $to se
nalaze na proom mjestu, na kojem se te rijeci razlikuu, gle-
dajudi slova u rijeci onim vedom, kako ith u njoj ispisujemo.
Tako na pr. rijedi .

KREDA, KUCA

podudaraju se u prvom slovu K, no razlikuju se u drugom
slovu; tu dolaze slova R i U. A kako je poredak ovih slova
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R, U (a ne U, R), prenosi se on 1 na rijeéi. Dakle je KRE-
DA ispred KUCA, jer je u latinici R ispred U. Iz istog
razloga je KUCA ispred ZEL¥A. Naprotiv, u <dirilici je
KEJBA ispred KYHRA, jer je u Cirilici o ispred x.

Nasa latinica je ovaj wuredeni skup:
) a, b ¢, & & d, dé, d, e f, g ko4, §, kL

Z].) m, n, nj} o, p, ¥, S, §J L u, v, =z, Z.
Nasa ¢irilica je ovaj wuredeni skup:

(2) a 6, 6 & 0, b, e uc, 3, u, J, K, a4, s,
M H) .H’) 0) 7’1, P; C: m: h) ys ﬁ) x) l;> lt,

n, w.

To znali, da se radi naZalost o dva razliita uredenja
istih glasova naSeg jezika.

Kao posljedica tih dvaju uredenja glasova 1 slova imamo
razli¢ite redosljede nasih rijedi u rjeCnicima.

2. Vrlo se Cesto prave razne rang-liste na pr. rang-
lista plivada na 100 m slobodni stil, rang-lista tenisaa, $ahista
i t.d. A svako takmicenje i ima za cilj, da se odredi najbolji
ucesnik, t.j. onaj koji ¢e zauzeti prvo mjesto, pa onaj koji ¢e
do¢i na drugo mjesto 1 t. d.

Kraée se kaZe, da treba vidjeti, u kojem ¢e poretku biti
ucesnici takmilenja na koncu igre.

3. Uredivanje brojeva. Realne brojeve wredujemo naj-
obi¢nije po welicini pa piSemo za brojeve x, y, da je x < y,
odnosno x > y, ako je x manje od y. Specijalno, ako [je
x << 0, onda velimo, da je broj x negativan ili odredan, a ako
je x > 0, velimo, daje broj x pozitivan. Broj 0 nije niti nega-
tivan niti pozitivan. '

Na taj nacin za skup R realnih brojeva imamo podjelu:

R =R(-,0)u o) urfo, -}



I za svaki drugi realni broj x imamo podjelu
R=R(,x)ulxvR( ).
Pritom je R (-, x) odnosno R (x, -) skup svih elemenata

y € R, za koje je y << x, odnosno y > x.

4. Uredivanje tofaka na duzi (orijentirana duz,
vektor). Promatrajmo dvije tocke A, B iz prostora: pripadna

duz A B mozemo urediti na pr. tako, da je A4 poletna tocka,
a B zavrdna toCka ili obrnuto. B je poletna, a A zavrina

to¢ka. Tako orijentirana ili uredena duf AB oznatuje se s AB
odnosno B4 (doda se strijelica).

—_ —
Uredenje u AB i uredenje u BA su medusobno suprotna,
pa se pide
"BA = — AB.
Racunanje s uredenim duzima ili vektorima je vanredno vazno.
5. Orijentirani pravac ili pravac kao ureden skup. To

je obilan pravac, samo §to se jo§ zna, koja tocka na njemu do-
lazi prije, a koja poslije (sl. 48.):

e strijelica pokazuje, da se ide s

~ . .
/3 yranijih«  polozaja na »kasnijes
polozaje. Ako su to¢ke A, B na

i - . — .
! orijentiranom pravcu p, tad je

—> —
3 samo jedan od vektora AB, B4

1 —
SI. 48. ' suglasan $ orijentacijom na p.

MozZemo pisati 4 << B (A4 ispred

.a - - . .
B), ako je strijelica u AB istog smisla kao na pravcu ; Tako
na pr. na nacrtanoj orijentaciji pravca to¢ke 7, 3, 1, 4, 5 su
poredane ba$§ tim redom, na pr. 3 < 1.
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6. Razna uredenja jednog te istog skupa. 6.1. Pri-
mjer 1. Promatrajmo jednu obitelj O od 9 &lanova; kratkoée
radi oznalimo ¢lanove te obitelji brojevima

) 1, 2,3, 4,5,6,7, 8, 9.

Prema tome

(2) 0=1{1,2,3,4,5 6,71, 8 9.

Taj skup mozZemo »ureditz¢ na razne naline na pr. po
starosti: da je lice 4 najstarije, pa da od preostalih bude ¢lan 9
najstarijt i t. d. Ako sa znakom a < b oznatimo izreku »a je
rodeno prije nego b, tada je vrlo vjerojatno, da skup O moZe-
mo »urediti«, iduc¢i od najstarijeg ¢lana prema najmladem: tesko
je naime zamisliti da bi u obitelji O bila dva ¢&lana, koja su
rodena u istom trenutku?

Recimo da je

(3)  4<9+TX1X2<6<5<8<3

To znadi: najstariji je 4 pa 9 pa 7 pa l pa ... .

Najmladi bi ¢lan bio 3. ;

Obrascem (3) imamo jedno uredenje skupa O; taj isti
skup ureden je i obrascem (1) i to po rastucim brojevima, koje
koje smo pridruzili osobama obitelji O.

6.2. Da li skup O moZemo urediti, t. j. poredati na
jo$ koji natin? Mozemo na pr. po wvisini, po tefini. A da ih
uredimo po broju godina provedenih u $koli? Pa neka za svako
lice x € O oznaka gx kazuje koliko je godina to lice x provelo
u Skolama! Pa neka bude gi =17, 82=28,g3=14, g4 =16,
g5 =17, g6 =12, g7 =12, g8 = 12, g9 = 16.

Za lica a 1 b neka sada oznaka
4 a<b i bra

znadi, da je a provelo manje vremena u $koli nego lice .

1) Cak i kod blizanaca zna se, da je jedno dijete starije od drugoga.



Drugim rijeima, oznaka (4) iskazuje isto, $to i oznaka
ga < gb, odnosno gb > ag,
u kojoj dolazi znak < i znak > iz aritmetike.
U naSem slucaju je na pr. 2 < 8, jer. je g 2 <gs8,
46, jerjeg 4> g6,
A 8to je za osobe 6, 7, 8, od kojih je svaka provela 12 go-

dina u $koli? Da li je 6 < 7? Nije, jer nije g6 < g7. Da li
je 6 > 72 Nije, jer nije g6>g7. Dakle nijeni 6 < 7 ni 7 > 6.

Takoder vidimo, da je 3 < x za svako x iz O»—{3}.

Uostalom imamo ovu tablicu

godine osob: godina g. | 4 [ 7 | 8 ‘ 12 ‘ 16 ‘17
g | iz O |  osobe, koje pri- —_‘ J
4 3 [ padaju godini x |3|1(2|6,7,814,9/5
7 1 )
8 2 Shematski,
12 6, 7, 8 mozemo to jo$ i ovako prikazati:
16 | 4,09
& 2l 3~—‘1—~—2_<j>9\~
S Ty
15\ 6/
bo 8 Strijelice idu od lijeva prema desnoj
/)((\\\ strani iduéi od manjih godina na veée
6 778 godine.
\ f / Ista se stvar moze prikazat tako,
2 da strijelice idu odozdo prema gore —
1 kao kod rodoslovlja. Lica 6, 7 i 8 nisu
1 u medusobnoj vezi prema relaciji < .
f Zato uredenje skupa O na taj nalin nije
3 potpuno, nege tek djelomicno.
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Isti skup O mozemo urediti i prema srodstou na pr.
tako, x < y znadi, da je x roditelj (otac ili majka), roditelj
roditelja 1 t. d. od y, t.j. da je x jedan od »direkinih predaka
od y, Tako na pr. ako je 2 otac od
314,al,7 8 djeca od 4, tad bi za

njih imali ovu shemu: " ’
Prema tome, lice 3 1 lice 4, t.j. 3 \ l /

braca 3, 4 ne bi bila niti u vezi < niti \ /

u vezi ». Opet bi se radilo o jednom 2

neporpunom uredenju.

6.3. Koliko potpunih uredenja dopusta gornji skup O
od 9 elemenata? Dopusta onoliko, koliko ima i permutacija od
tih elemenata dakle 9! Stvarno, neka je p=p,, 2,,- - -, D,
jedna permutacija skupa O. To znadi da su

(5> pl’ Pg’ p:s? p4> ps’ pﬁ’ P7; Pa? Ps

upravo svi ¢lanovi skupa O, a mozemo ih zamisliti uredene
ba$ tim redom, kako su ispisani u nizu (5).

Druga je stvar opet, kad bi se radilo o neporpurim
uredenjima.

Nije lako odrediti koliko ima takvih uredenja. OgraniCi-
mo se na jedan tro¢lan skup i obradimo ovaj primjer.

Primjer 2. Na koliko nadina moZemo ureditt troclan
skup {0, 1, 2} — ozna¢imo g I (3).
Imamo najprije sve permutacije 1 pripadna potpuna
uredenja:
012 021, 102, 120, 201, 210
(tako na pr. permutacija 1 2 0 kaZe, da je 1 ispred 2, a 2
ispred 0).
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Shematski ta uredenja mozemo to ovako prikazati:

D s —
e o S

O— ) —— =
N —— O

N —m— e O

|
|

Ali evo jo§ nepotpunih uredenja

120 201 2 2 2 11
\/ \/ \/ | VAN A
0 1 2 01 010102020% 012

) Kod posljednjeg uredenja radi se o potpunom neuredenju:
nijedan ¢lan nije ,ranije”’ od drugog.

Prema tome, troflan skup mozemo urediti (potpuno ili
nepotpuno) na 16 nacina — tu se nalazi i 3! potpunih ure-
denja t. zv. uredene trojke.

7. Na posve analogan naéin vidi se ovo: Ako je n

prirodan broj, tad se skup od » ¢lanova —— recimo skup
I (n) = {O, 1,2, , n— l} moze potpuno urediti upravo na
na nl==1-2.3...(n—1). % nadina: svaka permutacija toga

skupa daje jedno potpuno njegovo uredenje i obrnuto: svako
potpuno uredenje daje odredenu permutaciju.

Ne zna se opéenito, koliko ima svih nepotpunih urede-
denja skupa [ (n), za svako n!

8. Nekoliko uredenja skupa N prirodnih brojeva.
8.1. Najjednostavnije uredenje je »prirodno uredemje« po veli-
¢ini; to daje niz 1, 2, 3, 4

2 2

I svaka permutacija p skupa N daje odredeno porpuno
uredenje 1 10 ovo

P, ispred p, ispred p, ispred 2,
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8.2. Da i se pomolu permutacija moze dobiti svako
potpuno uredenje skupa N? Kako glasi na pr. uredenje, koje
je suprotno prirodnom wuredenju, t.j. ono uredenje, kod kojeg
ne idemo od manjih brojeva na veée nego obratno: od vecih
na manje? Imamo ovo uredenje

(6) e, nflLn, 04,3, 2, 1L

To je sasvim odredeno uredenje i to pomocu relacije >,
koja znaCi »bird wede od«. To uredenje me mozemo dobiti iz
nikoje permutacije p skupa N na nacdin da uredujemo po
propisu ovo:

) p, ispred p, ispred p, ispred p, - - .

Za$to? Naprosto zato $to u uredenju (7) imamo pocetni ¢lan
i to p,, t.j. onaj ¢lan, koji odgovara broju 1; naprotiv, u ure-
denju (6) nema pocetnog, prvog, ¢lana (dodu$e u (6) ima
posljednji ¢lan, no to je druga stvar!).

Dakle vidimo ovo: permutiranjem skupa N prirodnih bro-
jeva ne dobivamo witi sva polpana wredenja roga skupa N.

8.3. Uredimo skup N na pr. tako, da parne brojeve
izdvojimo po veli¢ini 1 smatramo ih, da dolaze poslije svih
neparnih brojeva; imamo ovo uredenje:

1, 3,5, 7, )2, 4, 6, 8 10,

Uredi stvarno tako, recimo, prvih 100 prirodnih brojeva.
Ako gledamo brojeve ku¢a u pojedinoj ulici, pa ako hocemo
da obidemo svaku kudu, a drzimo se saobracajnih propisa, da
prelazimo samo na raskrd¢ima, tad kuc¢e 1, 2, 3, ..., 100 ne
¢emo obilaziti tim redom nego upravo tako, da obidemo naj-
prije kuce s neparnim (parnim) brojevima, a onda one S
parnim (neparnim) brojevima. Ako ne Zelimo, da se vratamo
pritom na kuée, koje smo veé¢ obisli, tad bi najprirodnije bilo
obi¢i sve kude na jednoy strani ulice u jednom smjeru, a onda
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sve brojeva na drugoj strani ulice u suprotnom smjeru. Na pr.
na slici bi imali ovo s>uredenje’:
2, 4, 6, 8, 10, 12, 9, 7, 5, 3, 1.

prijelaz 8.4. Evo jo$ jednog ure-
denja prirodnih brojeva j
to tako, da najprije proma-
tramo prirodni poredak svih
neparnih brojeva, pa prirodni
poredak svih brojeva djelji-
vih s 2, a ne s 2% pa pri-
rodni poredak svih brojeva
djeljivih s 2%, ane s 2°it. d.
Tu se radi o ovom »izu
nizova« (sl. 49.):

Sl 49.

I) 33 5) 7: 9) ll: st 21, 23J 25, 27J 29>’

25,1, 2.3, 2.5, 227, ..., 2°.1, 2°.3

y

9. Tipi¢an nain uredivanja. Promatrajmo sada bilo
kakav skup S, kojemu su ¢lanovi opet skupovi. To znadi, da
1z x € S slijedi, da je x odreden skup. Znamo, da je najpri-
rodnije dva skupa x y urediti po njihovoj opseznosti ili obim-
nosti, t. j. pomoéu relacije < ili 2.

Primjer 3. Pro-
J Pro 123 124 —134

matrajmo tetraedar / \ ==
1234, 1,2,31 —X y

- e
12 13 14 23 24 /34

134, 124, 123. g 5 \//

Ako sve te elemete v

uredimo po relaciji obimnosti_<’i k tome dodamo prazan
skup, dobivamo ovo uredenje — ovu mresu (sl. 50.):

4 su vrhovi tetra-
edra; bridovi su 1 2,
13, 14, 23, 24,
3 4;strane su 2 3 4,
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Svako uredenje moZe se ostvariti pomocu takvog pri-
rodnog uredenja skupova.

§ 4.2. STO ZNACI DA JE SKUP UREDEN?

Veli se, da je skup S wureden, ako za svak: par razliciuh
elemenata x, y iz § mozemo reci, da li je x ispred y ili nije
ispred y; ako je x ispred y, onda se to pife x < y ili x< y

“ili sli¢no.

Nadalje mora biti ispunjen uslov rrangizionosts ili pre-
laznosti wrelacije« << @ ako je x < y iy < 2, onda je x < z.

Ne smije biti x > x.

Kra¢e se kaze, da je skup S ureden pomocu relacije <,
ili < 1 sli¢no ve¢ prema tome, kako smo oznadili relaciju

uredivanja.

Ako za svaki par razliCitih Clanova x, y iz S vrijedi ili
x <y, il ¥y <« veli se, da je skup porpuno wureden.

Ako izri¢ito ne kazemo drukéije, mi ¢emo raditi samo s
potpuno uredenim skupovima.

Cesto se mjesto
x<<y ii x=y pife x=y
tako da x =< y znadi ili x < y ili x = y. Pa se govori o ure-
denju s obzirom na relaciju =.

§ 4.3. NEKOLIKO VRSTA UREDENIH SKUPOVA

1. Dobro uredeni skupovi. Za tu vrstu uredenja uzor
je skup N svih prirodnih brojeva, odnosno svaki skup pri-
rodnih brojeva. N i svaki njegov njegov neprazan dio posje-
duje svoj poletni ¢lan.

Definicija. Ureden skup je dobro wureden, ako on 1 svaki
njegov meprazan dio posjeduje svoj prut ili pocerni Elan.
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1.%. Ve¢ na pr. skup D svih cijelih brojeva nije dobro
ureden  kad ga uredujemo po veli¢ini, jer vidimo, da ovdje
nema najmanjeg broja:

] "“3) 42) == 1) 0) l) 2)

Naravno, taj isti skup D moze se dobro urediti na pr.
ovako:

0 ispred 1 ispred 2 ispred — 3 ispred 3

No, to uredenje nije ,,prirodno uredenje po veli¢ini” jer na
pr. tu dolazi broj 0 ispred — 1 ma da je 0 > — 1.

1.2. Pogotovo skup racionalnih brojeva nije dobro ureden.
Jer ma pr. ako je 2 racionalan broj, onda skup Q (r, -) svih
racionalnih brojeva > r nema prvog, t. j. najmanjeg C¢lana.

Stvarno, za svaki racionalni broj x, za koji je r < x imamo i

racionalni broj ---2—(r + x), a ovaj je broj izmedu r 1 x, t.j.

1
r<7(r+x)<x.

1.3. Nijedna wuredena duZ nije dobro wredena. Neka se
radi na pr. o duzt 4B (sl. 51.). Da li u toj duzi neposredno
poslije poCetka 4 ima kakva to¢ka?
Jo§ jedamput ponovite pitanje!
Zadto takva prva toCka desno od

A B C
SI. 51. —
: A u duzi 4B ne postoji? Jer,
kad bi takva tocka C postojala, onda izmedu 4 1 C ne bi bilo
nikakve toc¢ke. Pa bi se duz A C sastojala samo od dvije tocke
— krajeva 4 1 C. To ne dopu$tamo u matematici. Naime, mi
bismo mogli promatrati pravac 4 B i smatrati ga brojevnim
pravcem, kojemu je to¢ka A ishodi$te koordinata, a tocka C
jedini¢na to¢ka. Tad i tocka s apscisom 1/2 lezi na duzi AC
i 1o ba$ na sredini izmedu A4 1 C.
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2. Gusti uredeni skupovi. Upravo vidjesmo, da na
praveu nema  susjednih  tocaka. Kraée se kaze, da je pravac
gust skup.

Definicija: Ureden skup je gusi, ako za svaki par razliditih
danova x, v iz skupa, skup sadrii bar jo§ jednu tocku,
koja je izmedu x 1 y. Drugim rijecima: ureden skup je
gust, ako nema susjednih clanova.

Na pr. skup racionalnih brojeva je gust; skup ciyelih bro-
jeva mije gust. Pogotovo skup prirodnih brojeva nije gust, kad
ga uredujemo po wvelitini.

Fedno novo uredenje skupa N prirodnih brojeva. Smjestimo
skup N na orijentira-

nom pravcu Z ovako:
neka tocka 1 1 2 ostanu sl 52.

pna svojim mjestima;

stavimo 3 negdje izmedu 1 i 2, a 4 ispred 1 pa idemo prema

desno i poloZimo na pravcu ;jednu to¢ku svaki put kad pri-
jedemo ve¢ postavljen koji prirodan broj (sl. 52.); znadi 5
dolazi izmedu 11 3, 6 izmedu 3 12, 7 iza 2; a sada idimo
ulijevo,’ pola{uéi na slican nac¢in dalje prirodne brojeve. U tom
novom poredenju vidimo, da je 3 ispred 2, 8 ispred 7 i t. d.

Da li je tako ureden skup N gust? Naravno! Ima i
sada i pocetni ¢lan? Nema!

3. MreZasto uredenje skupa N prirodnih brojeva.
Uredimo skup N ovom relacijom »~< biti pravi divizor od«;
prema tome a < b se izgovara sada: »a je pravi divizor od b«:
Na pr. 1 < 2 < 4; nije 2 < 2, ma da je 2 divizor od 2, ali
je 2=2. Dalije 2<3? A 3~ 2? Dakle se radi o jednom
neporpunom uredenju skupa N.

U tom uredenju prvi element je 1. U preostatku N\{l}
ima bezbroj »proth« Clanova; to su 2, 3,5, 7, 11, 13, .
(svi prosii brojevi); svaki od tih brojeva ima nadalje svoje
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neposredne sljedbenike; tako na pr. sljedbenici broja 2 Cine skup
2P, koji je sastavljen od svih produkata 2p (p primbroj);
P oznatuje skup primbrojeva. Evo siabla ili rodoslovlja za tc;
uredenje skupa N po sdjeljivosti«, a ne po velitini:

4. Granasta uredenja. Promatrajmo skup S nizova du-
zine 1, 2, 3, 4, a sastavljenih od 0 i 1. Evo tth nizova:
Dijadski nizovi duZina 1 jesu 0 i 1
Dijadski nizovi duZina 2 jesu 00, 01, 10 i 11

Dijadski nizovi duZina 3 jesu ‘000, 001, 010, 011, 100, 101
110, 111. i t. d.

>

Njih mozZemo urediti po relaciji <C koja kazuje »biti po-
Cetni komad ode; tako pr. 010 <0101, jer vidimo, da je 010
u-pr.avo pocetni dio od niza 0101 pa se ovaj niz i dobije pri-
pisivanjem znaka 1 u prom nizu 010.

To granasto uredenje moZemo shematski predstaviti ovako

VARVARVARY
VAN

Dizu¢i se odozdo duZ crtica, polazimo svim mogudim
¢lanovima skupa S.

nizovi visine 3

nizovi visine 2

nizovi duzine(visine 1)
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Na taj nacin vidimo, kako je raznoliko uredivanje skupova.
Danas je teorija uredivanja skupova vrlo vazna matematicka
nauka.

Prethodna uredenja se zovu linearna uredenja. Prelazimo
na ciklicka uredenja.

ZADACI: 1. Uredi po veli¢ini ove brojeve: 3; 0; 5; — 8;
4/5; 0,34; 0,341; 3/4; 7/5; 5/6.

2. Uredi alfabetski ove rije¢i: Olovka, pero, knjiga, pernica,
unia, arirmerika, broj, brojevan, brojéan. Udini to i u
latinici 1 u Cirilici.

3. Ako u gornjem uredenju oznac¢imo s L p; odnosno s Cp
redni broj predmeta p u nizanju (uredivanju), odredi na
pr. L (broj) i C (broj). Da li je jasno, da bi ~L znacilo
onda onu od gornjih rije¢i, koja je prva u alfabetskom
latinskom uredenju (dakle je -L = aritmetika). RijeSi
jednakost "Lx = ~Cx.

4. Promotrimo ovu ,,8ifru”

LI J E P O R A D1 §
R A A A A N
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10,

kojom se uspostavlja tolikovanje skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5.
6, 7, 8, 9} = I 10 cifara i nekih slova. Cijena predmeta
bPy> P> P,» P, iznosi 154 Din, 252 Din,- 309 Din i
500 Din. Napi$i te cijene u gornjoj Sifri 1 poredaj ih:
1) alfabetski, 2) po veliCini.

5. Skup {O, 1}{0’1’2’3} svih dijadskih nizova po 4 clana
poredaj: 1) alfabetski, 2) po veli¢ini brojeva, Sto ih
nizovi predstavljaju (tako na pr. niz 0101 predstavlja
broj 0-2° 4 1-2* 4+ 0.2 4 1, ©.§. 5).

1Q XKurepa: Sto su skupovi
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Neka je L = {a, b, - -, z, &} ureden skup nase latinice
!
Sto je L& Dalije ONeL{0 )3 Datije ENer {01}

Zasto je L0 = L2 Sto bi bilo L& 1} £{& 1} py
je jasno, da su gotovo sve na$e rije¢i vrlo mali dio
wrje€nika” L, = L1 U L'y L/ u L/*? Pritom je [n —
={0,1,2, -, n—1]. Koliko rije¢i ima taj »rjenik”
L,? Na pr. MAJKA € L,, jer je MAJKA « L'*. Sto
bi bilo L, L, L,,>?

Zamisli se u Cinjenicu, da su vjerojatno sve rijedi
svih jezika tek nez‘r_xami dio ,,rje€nika” recimo L, il
bar L, (zaista je teSko zamisliti, da bi koja rije¢ imala
preko 50 odnosno preko 100 slova).
Promatraj skup S = {A, M, O, R} te skupove S! i &%,
uredi ih alfabetski! Navedi nekoliko nadih rije¢i iz tih
skupova. (ZaSto je na pr. Mara € S\ S!; sjeti se da S!
znali skup svih permutacija skupa skupa S).
Uredi alfabetski skup {0, 11", Uredi taj isti skup po
sglavnom propisus, koji kaze, da je f < g, ako je fx < gx
za svako promatrano x; u naSem je slucaju x € I 4.
Nize navedeni na$i $ahisti br. 1 — 15 jmali su u vre-
menu 01-01.1955 —01.01-1958 ove rezultate:

Xy X, Xy X, f
1. Purasevi¢ 16 25 97 54 75,4
2. Fuderer 27 21 18 0 80.9
3. Gligori¢ 77 63 84 5 102,0
4. Ivkov 51 50 105 1 31.0
5. JanoSevic 12 22 73 39 74,4
6. Karaklaji¢ 44 50 126 18 81,3
7. Marié 11 17 51 45 70.2
8. Matanovi¢ 44 47 78 1 93,4
" 9. Matulovi¢ 13 18 56 36 75,4
10. Mili¢ 37 44 117 13 81,1
11. dr. Nedeljkovié 16 15 35 18 76,9
12. Pirc 29 34 75 17 72,8
13. Rabar 40 34 63 1 70,3
14. Udov¢ié 30 36 70 29 70,2
15. Trifunovié 37 49 75 10 76,9

10.

il
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Stupci za x, x,, ¥, x,, oznaduju broj odigranih partija
i to po redu: x : protiv velemajstora, x,: protiv interna-
cionainih majstora, x,: protiv nacionalnih majstora, x,:
protiv majstorskih kandidata.

Svakom od tih lica ! rednog broja 1 —15 pripada
odreden »ovelemajstorski rezulrats f(l) po ovom obrascu:
= 1550 wie je a) = 510 + RO+

+ "1% x, (D) + x, (), (1) —x, (D) +x,(O) 4+ x, (1) + x, ()

Tako na pr. f(3) = 102,0. Ako se prema veli¢ini bro-
jeva f () odreduje rang-lista, dokaZi, da je broj 3 prvak,
jer je f(3) = 102,0, a za sve ostale igrate broj f je
< 102. Odredi potpunu rang-listu 1 dokazi, da ona glasi:

102,0== f3, f8, f4, /6, f2. f10, f15, f11}, f1, f9, f5,

fl12, £13, f14, f7 = 70,2.

Opisi kako se odreduje rang-lista kod raznih takmicenja
na pr. u nogometu (bolja ,,gol-diferencija’), tenisu, atle-
tici, padobranstvu, Sahu 1 t. d.

— _LLL]

T

SL. 53. SI. 54.

Uredi ravranu 1 prostor alfabetski. To znadi, da u ravoini
to¢ka (x, y) bude ispred tocke (x’, y") onda i samo onda,
ako je ili x < x" ili ako je x = x" 1 y < y’. A u pro-
storu, tocka (x, x,, x,) neka bude ispred totke (x, x,’
x,) onda i samo onda, ako je x, < x,’, gdje je e prvi
indeks, za koji je x, ¥ x,). Da 1li vidi§, da geometrijski
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(sl. 53.) to znaci (za ravninu), da ravninu hvatamo kao
uniju pravaca x=~konst. i da pravac x=a bude ,,ispred”
pravca x = @', ako je a << @’; u drugu ruku svaki pra-
vac orijentiramo »odozdo« prema »gore«.

12. Opisi rije¢ima shematsko uredenje pravokutnika (sl. 54.).
Ima Ii to uredenje svoju poletnu 1 svoju zavrSnu tolku?

13. Isto pitanje za ova uredenja pravokutnika 1 trokuta
(sl. 55)).

14. Uredi toCke kocke sijekudi je potpuno uredenim paralel-
nim ravninama.

<

Si. 55.

§ 4.4. CIKLICKO ILY KRUZNO UREBENJE

1. Primjer s danima sedmice. Dnevni Zivot pokazuje,
da imamo 1 drugih poredaka osim linearnih.

Tako na pr. trajanje od jedne sedmice biljeZimo tako,
da nizemo dane:

Nedjelja, ponedjeljak, utorak, srijeda, Cetvrrak, petak,
subota ili krace

0 1 2 3 4 5 6
ili

—
[\e]
(0N}
[N
%
(@)
o

ili

fo NS I NG ]
O bW
— O NN b
o= O NN
W= O O
AL~ O
U b N =
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To kruzno redanje mozemo predocit ovako :
Strijelica pokazuje, kako se dani
nizu. A moZemo podeti na svakom mje- 2 ;
stu — uvijek ¢emo iscrpsti sve &lanove S
skupa (sl 56.). : 3
Gornje nizanje je uobilajen i pri- 0

rodan poredak dana jedne sedmice. Su--
protan bi poredak bio:

Subota, Petak, Cetvrtak, Srijeda, 5
Utorak, Ponedjeljak, Nedjelja

odnosno Siframa:

Sl 56.

6, 5, 4, 3, 2, 1, O.
Taj je poredak na slici prikazan iscrtkanom strijelicom;
ona je poput smjera kretanja kazaljki na satu.

2. Orijentacija kruga. Odmah sa slike ocitavamo, kako
imamo dva smjera obilazenja po obodu kruga: u smjeru ka-
zala na uri (to je rakogvani negativni
smisao tli orijentacija — 1) 1 u smjeru
obrnutom nego kazalo na wuri (pozirvni
smisao ili ortjentacija -+ 1); kod pozi-
rivnog obilaZenja ostaje povr$ kruga
na ljevoj strani. Sasvim se slicno

orijentira trokut AEC i to ili 4BC
Na sl. 57. je prvo pozitivno, a dru-
g0 negativno.

Sl. 57.

Svaki konveksni poligon orijentira se na sliCan naCin:
na jedan nadin ili na suprotan nalin. Pozitioni smisao obila-
senja je oanaj, kod kojeg poligon leZi na lijevoy strani.

Orijentacija trokura dolazi do izrazaja 1 kad se radi ana-
liti¢ki: ako radimo u pravokutnom Kartezijevom sistemu koor-
dinata, pa ako se radi o trim to¢kama

A; = (‘xl) yx)) Ae = (x2> yz)’ As = (x3> ya)'
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Onda zpamo, da je dvostruka porSina toga trokuta:

*

2.5 (.‘Cl, yl) (x:’ yz) (xs.‘ y3> = x]'(_yg *yﬂ +
+ X, (yu ''''' yl) +- Xy (y1 == y:)

Taj je broj ili >> 0 ili 0 ili < 0; ako je on pozitivan
(negativan), onda to znaci, da je vrh 4, lijevo (desno) od orijen-
tiranog pravca A;A-__,; ako je taj broj -= 0, onda to znadi, da
se sve tri tocke A, A4,, A, nalaze na istom pravcu. Prema
tome, gornja formula daje ne samo povriinu trokuta A A A,
nego i to dali je redoslijed, 4,, 4,, 4,, kao onaj kod kreta-
nja kazala na uri (broj * je negativan) ili je raj redoslijed obr-
nut (broj * je pozitivan).

3. Orijentacije svi krugova, ravmine, ... Time $§to
orijentiramo krug, mozZemo orijentirati 1 &itavu ravninu toga
kruga. Naime, smisao orijentacije kruga nadaje i smisao rota-
cije kruga oko njegova srediSta O, a time i smisao rotacije

ravnine oko toga sredista O kao i
oko svake druge tocke 7 u ravnini
(sl. 58.). Jer uz promatranu. rota-

ciju oko O zrake OT u zadanom
smisiu imamo kao posljedicu i su-
glasnu rotaciju oko 7 pripadne
zrake s pocCetkom u 7.

Uostalom, primjetimo ovo:
ako imamo dva jednaka kruga k, m
s isum orijentacijama, onda se jedan moze dovesti u prekri-
vanje s drugim pomicuéi ih u njihovoj zajednickoj ravnini! Da
Ii je to moguce, ako su ti krugovi k, m suprotno orijentirati?
Nije moguce! No, zrcalenjem na kojem pravcu ravnine, pre-
lazi orijentacija kruga u suproinu!

Sk 58.

4. Kako se obifno ravnina cikli¢ki ureduje? Zapam-
timo, da je cilj ciklickog uredivanja u ravnini da znamo pri
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putovanju tom ravninom, §to je lijevo od putanje, a $to desno
od putanje.

Kao $to ureden par tofaka A, B pravca p odreduju ori-
jentaciju od A prema B na pravcu p, tako i ureden par dvaju
pravaca a, b, koji se sijeku, odreduje orijentaciju ravnine tih
pravaca, i to ovako: oko sjeciSta 1ih pravaca rorira jedan pra-
vac u drugi najkradim purom! Prema tome, vidimo, da uredeni
parovi a, b te b, a daju suprorne orijentacije ravnine, u kojcj
1l pravei leze (sl. 59.).

SLo59. St 60.

Evo jo$ jednog nadina orijentiranja ravnina: svaka zraka
O prdstavlja neSto orijentirano; ta se orijentacija prenosi i
na pravac, koji nosi zraku Ot kao 1 na svaki paralelni pravac.

Svaki pravac ¢, koji sijee pravac O orijentiramo tako, da

teCe zdesna od pravca 5[ na liievu poluravninu pravca Or.
Time je ravanina orijentirana (si. 60.).

Mozemo re¢i i ovako. Neka je zadana ravnina r; tad
svaki pravac p, koji je u r, rastavlja tu ravninu u dvije polu~
ravnine tako, da uklanjanjem pravca p te dvije poluravnine
vise nemaju zajednikih toéaka. Orijentacya ravnine sasioji se
u mogucnosti da znamo koja je od tth polovina lijeva (pozitivna),
a koja desna (negauwna). Ako to znamo, tad je i pravac p
orijentiran; 1 obrnuto: ako je pravac p orijentiran, tad znamo
po dogovoru, da mu je poritivna poluravnina nalijevo.
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5. Linearno uredenje ravnine. Kod lnearnog uredenja
ravnine treba znati $to se nalazi lijevo, a $to desno od svake
konkretne to¢ke T, uzete u ravnini. To moZemo posti¢i ovako:
promatrajmo ureden par pravaca p, g, koji se sijeku (sl. 61.):
neka je 2 (p, q) ravnina, S$to je pravci p, ¢ odreduju. Time se
ravnina raspada na uniju pravaca p, ¢ i na preostala Cetiri
otvorena kvadranta [, II, III, IV, koji su ciklicki smjeSteni
kao na sl. 61. Veli se, da je kvadrant / desno od sjeciSta O,
kvadrant [II lijevo od O, a nijedna preostala to¢ka nije ni
lijevo ni desno od O. Kad to znamo, onda i za svaku drugu
to¢ku 7" ravnjne 2 (p, ¢) mozemo odrediti pripadni kvadrant
(T, 1I(T), III(T) 1 IV (T) vukuéi kroz T paralelu s p,
odnosno s g.

/q

1=
\
|
-
o™~
hel

Sl. 61. SL. 62.

Na sl. 62. su naznacCenc dvije toéke A4, B; ocigledno je
A lijevo od B; totka C je desno od A i lijevo od B; inter-
val A B, t.j. skup svih takvih tocaka, koje su desno od A4 1
lijevo od B upravo je osjencani otvoreni paralelogram, kojemu
je duz A B jedna dijagonala. Obod paralelograma i taj interval
nemaju nikoje tocke zajedno.

Specijalno, ako se radi o koordinatnoj ravnini i analitickoj -

oznaci (x, y) totaka, tad Ce toCka (x, y) biti ,ljevo” od tocke
(%', y) onda i samo onda, ako je x < x’, y < y', Naravno,
moze se uredenje provesti i drukéije.
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ZADACI: 1. Promatraj kakav niz, recimo niz a = 2, 3, 5,
2,4,5; promatraj njegove poletne komade: 2; 23; 2 35;
2352; 23524; 235245; ovaj skup uredujemo prema rela-
ciji »biti pocerni komad od« Oznatimo sa Ta tako ureden
skup; naravno, niz @ je zavrsni ¢lan toga skupa 7 a. Za
Za svaki skup S nizova moZzemo s I'S oznaditi uniju
svih T a, kad a prolazi kroz S; skup T S uredujemo po
istoj relaciji kao maloprije naime: ,,biti po¢etan komad od”.

2. Promatraj skup {0, 1, 2}! = {I 3}! Svih permutacija bro-
jeva 0,1,2 te njihovo pripadno stablo T {0, 1, 2}! . She~
matski, izgleda ovo ovako:

012 021 102 120 201 210 12 01 o

ST Hinte

01 0210 12 20 21 ilipreglednie 20 2 0 1
VARVARY VAVAV

Sli¢no za skup 15, 16, 712, N i bilo koji skup S.

3. Predoi u obliku stabla skup 7°{0, 1, 2, 3{% 12}, a w
vezi ,varijacija treéeg reda elemenata 0, 1,2, 3,47

4. Preuredi skup N tako da neposredno poslije svakog =
dolazi upravo broj: 1) n+2, 2)n+ 3, 3) n+ 5,
4) n 4 10, 5) n + 50, a da se inace u poredak ne dira.
5. Formiraj jedno uredenje skupa N prirodnih brojeva po
redu ovako: uzmi jedan &lan iz N, pa jedan Clan iz pre-
ostatka, pa jedan ¢lan iz preostaska i t.d. Na pr. uzmi
1 pa 2 pa 2* pa 2° ... pa 3 pa 3" pa 3* pa 3%, ---
pa 5 pa 5t pa7paT7, .. pall, pa 113 ... Vidimo,
da se u tom sludaju skup N silno. rastegao. No, jos
¢itavo N nije napisano, jer nema tu jo§ na pr. broja
2 .3. Nastaviti ¢emo proces redanja tako da, pomnozi-



mo svaki ¢lan svakog w-niza sa svakim <¢lanom svakog
prethodnog w-niza®: tako dolaze ovi nizovi:

niz 2-3, 2*-3, 2.3, 2'.3, (krace: 2%.3)

pa niz 2V.3% pa 2¥.3% 2¥.3%

Poslije svega toga prelazi se,
iduéi w-niz: 5% i
Itd I td

Da li je jasno, da se na taj nadin moze doli do
svakog prirodnog broja? Da li je jasno, da je taj osebujni
poredak skupa prirodnill brojeva ipak jedno »dobro wure-
denje« — njegova je duZina vrlo velika. Da
kav pregled o tom uredenju skupa N?

u onom $to je gotovo, na

mnozimo sve prethodne w-nizove.

It ima$ ika-

Hessenberg je skup N uredio ovako: broj 1 ostavio je
na miru; za svaka druga dva razli¢ita prirodna broja a, &
promatrao je potpuno odreden niz primbrojeva a, a,,

-, a,, kojima je produkt a te primbrojeve b ,b,,- - -, bg,
kojim je produkt = &: stavimo, da je a Hb onda i samo
onda, ako je « < B, odnosno ako je o = {3, te ako niz
a,, a,, - -, a, leksikografski prethodi nizu b, 0,, - - -, b,
Uporedi to Hessenbergovo uredenje skupa N s
njem 1z zad. 5.

urede-

Uredi skup N ovako: svakom prirodnom broju » pripada
odreden skup £ (n) primfaktora; taj je skup sastavljen
od primbrojeva, s kojima je = djeljivo. Stavimo. da ie
n <2 ,7n onda i samo onda, ako broj » ima manje prim-
faktora od broja »n’; ako prirodni brojevi imaju jednako
mnogo primfaktora, neka tada n < n’, znaci, da je n << #»’".
Da li je tim propisom skup N dobro ureden? (ukoliko 1 u
tom uredenja broj 1 smatramo pocetnim njegovim ¢lanom)?

5,7, 11, - - svih prosizh
"2)192'3:;03:57?4;7

1) Kratkoée radi mozemo svaki beskonatan niz fi, fo , - ..

Promatraj prirodni niz p = 2, 3,
brojeva; to znadi, da je p,

zvati

w-nizont.

10.

p. = 11, i t. d. Svakom prirodnom broju n odredi niz
fn—n, n,n, n, tako dan bude djeljivo s p,"", ali
ne s p,k+1; za$to na pr. broju 2 pripada niz f2 == 1
0,0, 0, - -, abroju 12 niz /12 =2,1,0,0,- - - i isto
tako f1 = 0,0,0 - - - .

Na taj nadin imamo skup fN nizova fn. Uredi fN
alfabetski ili leksikografski. Prenesi to uredenje s f N na
N; to znadi, da éemo smatrati da je prirodni broj » ispred
prirodnog broja n’, ako je Sifra fn u leksikografskom
poretku ispred ,,8ifre” fn'. Dz li je na taj na¢in skup N
dobro ureden?

Promatraj skup R! svih permutacija skupa R realnih
brojeva. Zanimljivo je, da ne umijemo taj skup R poi-
puno urediti. Pogotovo ne umijemo urediti skup R® svih
jednozna¢nih preslikavanja od R u R.

Tu je glavna poteskoca, $to skup R ne umijemo
dobro urediti. Jer, ako je skup A potpuno ureden, 2
skup B dobro ureden, onda sc¢ skup A% moze potpuno
urediti i to ba$ na leksikografski macin (pokusaj to do-
kazati).

Promatraj nekoliko krivulja na pr. sinusoidu, kosinusoidu,
tangensoidu, parabolu, logaritamsku krivulju te pravee
y = ax. Naznadi jedno potpuno uredenje skupa svih tih
spredmeras. Ima li na pr. koji razlog, da u pocetku bude
tg ispred cos? Ili pravac y = 3x ispred krivulje y = log x!

§ 4.5. ORIJENTACIJA U PROSTORU

Svaka ravnina 2 (recimo ravnina $ake) dijeli prostor na

dva poluprostora tako, da se iz jednog dijela ne moze prijeci
u drugi, a da se ne prode kroz ravninu 2. Oryentirati prostor
znadi odrediti, koja je polovina nalijevo, 2 koja nadesno od
ravnine 2, ili govoreéi viSe analiticki: ireba odrediti, kojoj cemo
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poloviny pridijelics broj + 1 (lyeva polovina), a kojoj — 1 (de-
sna polovina). Svaki pravac p, koji ide iz jedne polovine u
drugu, orijentiramo tako, da ulazi u 4 1 — polovinu, t. j. p
dolazi zdesna od ravnine i ide u lijevu polovinu.

SI. 63.

To ujedno znaci ovo: ako orijentirani pravac p probada
neku ravninu 2, onda je time odredena + 1 — polovina kao
i — 1 — polovina prostora, $to se dobije odstranjujuéi ravni-
nu 2 (sl. 63).

Gledaju¢i na samu ravninu 2 iz pripadne -+ 1 — polo-
vine prostora, moZe ravnina biti orijentirana s 4+ 1 i1 — L.
Tako na pr. ako na lijevoj ruci ispruzimo palac p,, kaZiprst
k, 1 srednji prst s, tako, da je svaki od tih prsta okomit na
preostala dva, tad ureden par p,, k, daje orijentaciju, koja se
s vrha ispruzenog srednjeg prsta s prikazuje kao kretanje ka-
zaljki na satu. Uredena trojka p,, k,, s, na ljevo; ruci daje
lijeva  orijentactju prostoras. Ista uredena trojka prstiju p,, &,
s, na desnoj ruci daje desnu orijentacyu prostora. Ako trojku
p ks, gledamo u ogledalu, izgleda nam kao desna trojka
Pa> ky> s, 1 uopée: lijeva ruka ima za svoju sliku u ogledalu
kao premjeStenu desnu ruku. Gledaj svoju desnu ruku i ogle-
dalnu sliku lijeve ruke — izmedu njih nema razlike.
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U matematici se sluzimo skoro iskljucivo orijentacijom
prostora, §to odgovara prstima pg,, k,, s, desne ruke ruke.
Prema tome dlan desne ruke pokazuje prema + 1 — polo-
vini prostora, $to odgovara ravnini dlana. To je +1 — ori-
jentacija prostora: ako desni svakodnevni $araf (vijak, svrdao,
burgiju) utiskujemo tako, da idemo od prve poluost u drugu
poluos, onda $iljak Sarafa pokazuje smjer trece poluost (sl. 64.).
Kod — 1 — orijentacije smjer svrdla pokazuje negativni
smjer treée poluosi. :

S1. 64.

Ta dva skupa po tri orijentirane 1 okomite zrake ili
jednake duZi ne mogu se dovesti u medusobno prekrivanjé.
Tako na pr. vrhovi kocke daju povoda da razmotrimo sve pri-
padne orijentirane trobride (sl. 65.); tako na pr. trobrid
12419, t ] wojka 12, 14, 11’ daje + 1 — orijentaciju;
trobrid 2 (1 3 27) daje — 1 — orijentaciju prostora. Svaka
druga uredena trojka bridova iz istog vrha kocke kongruentna
je ilis 1(2410ilis 2(13 2.
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Desni odnosno lijevi Dekartov koordinatni sistem izgle-
daju-ovako (sl. 66. 1 67.):

r4

treca os

druga os Y %

Si. 66. (desni) St67. (lijevi)

§ 4.6. JEDNO NEPOTPUNO UREDENJE PROSTORA

Sto u prostoru zna¢i biti lijevo ili desno s obzirom na
jednu to¢ku? Promatrajmo jedan Dekartov koordinatni sistem
u prostoru: radi se o uredenoj trojki od tri brojevna pravca:
x — 05, y — 05, 3 — os s istim poletkom O (sl. 66.). Time su
odredene 1 3 ravnine: x y —ravnina, y g — raviina i g x —
ravnina. One dijele ¢itav prostor na 8 dijelova; iz jednog dijela
se ne moze u drugi, ako se ne prode kroz koju od tih ravnina.
Onaj dio prostora, na koji se naslanjaju sve iri pozitivne polu-
osi, &ini skup tocaka, za koji se kaze da je desno od zajednickog
ishodista. Simetri¢no prema O nalazi se skup tocaka, za koji
se kaze, da je lhjevo od O. Analogno se odreduje i za svaku
drugu tocku 7" prostora ono, $to je desno od 7" i ono, $to je
ljevo od T: dovoljno je koordinatni sistem O (x, y, 2) trans-

latirati za vektor OT: ono u $to dolaze totke desno od O &ini
skup to¢aka, za koji se kaze, da su desno od T. _

Ako je tocka A4 lijevo od tocke B, mozemo pisati 4~ B;
skup svih to¢aka T, za koje je A< T < B, zove sc interval 4B;
taj interval je nutrina paralelepipeda, kojemu je 4 B dijago-
nala, a bridovi su paralelni s koordinatnim osima.

POGLAVLJE 5.

NEKOLIKO VRSTA SKUPOVA I FUNKCIJA

Upoznat &emo se s nekoliko vrita skupova i funkcija,
$to se nadovezuju na prirodan nalin na ono, Sto se Cuje
promatrani skupovi mogu bitd 1

svakodnevno. Specijalno,

prostorni.

§ 5.1. OTVORENI SKUPOVI

Kod kugle razlikujemo njenu povrs i preostali tzv. otvo-
reni dio kugle. Sli¢no je kod kruga i duzi. Duz ima dva kraja,
t. j. obod duzi se sastoji od 2 tocke. Zanimljivo je ovo svoj-
stvo tih skupova: Svaka totka otvorene duZzi A B je sredidte
jedne duzi d’, koja ¢itava lezi u d.

S1. 68.

Stvarno, akc je 7T srediSte otvorene duzi A B, onda se
moze uzeti d’ — d. Ako tocka T nije u srediStu duzi 4B,
hego je na pr. {AT| < |TB|; pa neka je tocka A’ tako odre-
dena, da bude AT — TA'; tad je T srediste duzi A4’ a
¢itava je ta otvorena duz smjeStena u AB (sl. 68.).

Analogno svojstvo vrijedi za otvoren krug 1 otvorenu
kuglu. Na pr. za krug: svaka totka 7 iz otvorena kruga k
sredite je jedmog kruga, koji lezi u .
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Ako je 7" u srediStu O kruga k, moZemo uzeti k' = k;
ako 7 nije u sredidtu, promatrajmo zraku O7T; neka je T*
toCka, u kojoj taj pravac presijeca k; tad je otvorenmi krug sa

sredi§tem u T i polumjerom 7' T’ ¢itav smjeSten u & (sl. 69.).

Sk 69. Sl. 70.

Definicija. Kage se, da je interval (krug, kugla) oko-
lina svojeg srediSta.

Opcenito, veli se, da je skup S s pravca (ravnine,
prostora) okolina tocke 7, ako S sadrZi jedan interval
(krug, kuglu), kojoj je T  srediSte.

Tako na pr. svaki krug je okolina svake svoje tocke,
koja ne lezi na obodu.

Definicija. Veli se, da je skup S okolina skupa M,
ako je taj skup S okolina svake tocke skupa M.

Primjer. Nutrina svakog trokuta je okolina svake otvo-
rene teziSnice toga trokuta. To je otuda, §to se oko svake
tocke tezidnice — izuzev njenih krajeva — moze opisati Citay
kruzi¢ sadrzan u nutrini trokuta (sl. 70.).

Sada mozemo postaviti definicije otvorenih skupova.
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Definicija otvorenih skupova. Skup S je owvoren,
ako je on okolina svake swvoje tocke. Drugim rije¢ima:
skup § totaka na pravcu (ravnini, prostoru) je orvoren,
ako ima svojstvo, da svaka tocka 1z S leZi u jednoj svo-
joj okolini, koja je Citav. u skupu S. Prazan skup sma-
Lramo OLvOTenim.

Ako skup nije otvoren, kazemo da je neotvoren.

Opca -oznaka za otvoren skup je G, pa se govori o
G-skupovima® misledi pritom, da se govori o orvorenim skupovima.

Sto dakle znadi, da jedan ravninski skup S nije orworen?
To znaci, da za nekoju totku T € § 1 krug k sa srediStem u
T wvrijedi izreka: k nije u S, t.j. & sadrzi bar jednu roc¢ku
izvan S.

Rije¢ rotvoren« navodi nas i1 na rije¢ zawworen. Medutim,
u matematici rije¢ »zarvorens nije isto, §to wmeorvorens. Tako
na pr. zatvorena duz znadi, da oba njena kraja leze u duzi
a otvorena duZ znali, da mtkosi kraj ne lezi u duZi. Isto tako:
zatvoren krug znadi, da firav obod pripada krugu, otworen krug
znali da nyedna tocka s oboda ne pripada krugu. A ako neke
toCke oboda krugu priklopimo, a druge uklonimo, onda krug
nije ni otvoren ni zatvoren.

Da li je presjek od dva otvorena skupa opet otvoren skup?

A od tri otvorena skupa?

Da li je jednoc¢lan skup {T} otvoren? Nije! A ipak je
{T} presjek od otvorenih krugova oko 7' s radiusom 1,27,
3

Kako stvar stoji s unijom otvorenih skupova? Ona je
otvorena!

Na taj nacin imamo
Teorem 5.1.1. Presjek od 2, 3,

je otvoren skup.

otvorenth skupova opet

1) Poletno slovo njemacke rije¢t Gebier — oblast.

11 XKurepa: Sto su skupovi
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Unija od proizvoljno mnogo orvorenth skupova je otvoren
skup.

Presjek od beskonacnog wiza G - skupova ne mora biti
G-skup.

§ 5.2. ZATVORENJE ILI PROSTORNOST SKUPA

Definicija. Zadan je je skup S na pravcu (u ravnini,

u prostoru); zatvorenje (adherencija ili prostornost) sku-

pa S sastoji se od svih todaka x, kojima svaka okolina

O (x) sadrzi nesSto iz S, t.j. O(x) n S =+ p. Zatvorenje

skupa S oznaluje se sa S.

Drugim rije¢ima, ako za neki predmet x znamo, da za
svaku njegovu okolinu O x vrijedi Ox n S+ 9, onda je
x € S pa se kaze, da se x dodiruje skupa S. 1 obrnuto, ako
je x € §, onda to upravo znali, da je Oxn S+ ¢ za svaku
okolinu od x. Tu je vanredno vaino naglasiti neodredenu
zamjenicu ili kvantor »svakis.

Tako na pr. zatvorenje orvorenog intervala brojeva od
0 do 1 jest pripadni zatvoren interval, jer svaki interval oko
svakog broja b, za koji je 0 = b =1, sadrzi bar jedan broj
izmedu O i 1. Za svaku naime preostalu totku x pravca po-
stoji oko x bar jedan interval, koji nema nidta iz intervala
od 0 do 1. _

Primjer. Odredimo prostornost i}i zatvorenje Q skupa O

svih racionalnih brojeva.
O — R = skup svib realnih brojeva, jer za svaki realni
broj x i za svaku okolinu O (x) od x vrijedi O(x) " Q * .
U vezi s prelazom od X na X, na pr. u ravaini 2, imaj-
mo ma umu, da je i X €2 i X 2. Podsjetimo se da P2
znadi skup svih dijelova ravoine 2. Prema tome i X € P2 1
X e P2. Na taj nadin imamo, stvarno, preslikavanje ~— skupa

P2 u sama sebe.
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Sliéno je sa zatvorenjem skupova s kakvog pravca 1 ili
trodimenzionalnog prostora 3: zatvorenje je odredeno jedno-
znaéno prestikavanje skupa P1 u sama sebe, odnosno skupa
P3 u sama sebe.

§ 5.3. ZATVOREN] SKUPOVI ILI F-SKUPOVI

To su rjedenja relacije X = X. Drugim rije¢ima: Vel se,
da je skup S zarvoren, ili da je F-skup, ako on obuhvara swvoje
zarvorenje (naravno, da moze biti i X = X).

Pragan skup smatramo, da je i zatvoren- i otvoren.

Tako na pr. zatvorena dus AB je zatvoren skup i s
obzirom na pravac A B, 1 ravninu kroz A B i &itav prostor.
Stvarno, za svaku drugu to¢ku 7, koja ne leZi u zatvorenoj
duzi A B, mo?e se nadi jedna A |—————| B okolina O (7T),
koja nema nista od 4B, t.j. O (T) lezi u preostalom dijelu
pravca (ravnine, prostora), $to se dobije uklanjajuéi duz A B.

A to znali, da je taj preostatak otvoren skup. Na isti se nacin
dokazuje:

Teorem 5.3.1. Komplement zarvorena skupa je oivoren skupy
komplement orvorena skupa je zarvoren skup.

Pa neka je X zatvoren skup, a CX njegov komplement;
treba dokazati, da za svaku tocku T € CX postoji neka oko-
lina O(T) sa svojstvom O (T)n X = ¢. No, kad to ne bi
bilo istina, znacilo bi to, da bi svaka okolina O(7) od T
sadrzavala nefto i iz X; a to po definiciji zatvorenja X zna-
¢ilo bi, da je T e X; no X € X, jer je X zatvoreno; dakle
bi bilo T € X, 3to je u protivnosti s pretpostavkom 7 € CX.
Dakle je CX otvoren skup.

Sli¢no se dokazuje, da je komplement G-skupa zatvoren
skup.
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Primjer. Parabola y = x*, hiperbola y = x7', sinusoida,
tangensoida su zarvorent ravninski skupovi.

Sli¢no kao kod teorema 5.1.1. imamo ovdje teorem, koji
iz 5.1.1. nastaje dualno:. permutiraju se rijeCi: orvoren— zarvo-
ren, uniyja—presjek:

Teorem 5.3.1. Umja od 2, 3, 4, - - - F-skupova opet je F-skup.
Presjek od proizvolino mnogo F-skupova oper je F-skup.
Unija od beskonacnog nmiza F-skupova me mora biti F-skup.
Promatrajmo na pr. sinusoidu s; za zadan broj r, ozna-
¢imo s k(s; r) »krug kojem je sinusoirda srediSte, a r radiusc: to
je unija svih otvorenih krugova sa srediStem 7 na s i radiusom r:

ks, ) = y k(T;r).
Tes

Naravno k& (s, r) je otvoren skup: to je otvorena pruga Sirine
27, kojoj je sinusoida srednja linija (sl. 71.). Presjek ovih
»krugova” k(s; ™), kad n prolazi skupom N prirodnih bro-
jeva, upravo je sama sinusoida s, a to je zatvoren skup.

¥

SL. 71.

Sasvim sli¢no stvar vrijedi za svaki F-skup S: Svaki
F-skup S jest presjek niza otvorenih skupova & (S;#™) (ne€ N),
t. j. svaki F-skup jest odreden Gjy-skup.

I dualno: svaki G-skup je odreden F_-skup.

165

§ 5.4. DERIVAT SKUPA
Pogledajmo skup N~7' svih brojeva oblika n7(n € N),
t.j. N7 = {17 2% 37, ...} Uz taj skup nameée se sam po
sebi broj 0, ma da 0 nije u N~ Stvarno, svaka okolina broja 0
obuhvata bezbroj Clanova skupa N KazZe se krace: 0 je gomi-
liSte ili tocka nagomilavanja skupa N™°.

Definicija. Ako je zadan skup S, tad se svaka iocka,
kojoj svaka okolina sadr3i beskonacan dio skupa S, zove
gomuliSte ili toc¢ka (Clan, jedinka) nagomilavanja skupa S.
Swvaka tolka, koja nije gomiliSte skupa S, =zove se izoli-
rana rocka u odnosu na skup S.

Skup svih gomiliSta skupa S zove se derivar ili izvod

skupa S. Derivat skupa S oznaluje se s
DS il D,S.

Primjer 1. Neka Q oznaCuje skup svih racionalnih bro-
jeva. Odredimo D Q. Dokazimo, da je DQ = R = skup svih
realnih brojeva.

Pa neka je x bilo koji realan broj; interval od x — l/n
do x + 1/n obuhvata beskonatno mnogo racionalnih brojeva 1
to za svako n € N. A to upravo znali, da je x € DQ. Dakle
je R dio skupa D Q. No, ne moze biti nita u DO\ R. Jer,
za svaku tolku 7 ravnine ili prostora izvan pravca p, na keojem
je R, ima bar jedna okolina od 7T, koja ncma nijedne tocke s
pravca p pa dakle niti 1z Q.

§ 5.5. SAVRSENI SKUPOVI

Pogledajmo elementarne skupove, kao §to je na pr. obod
trokuta, kruga i sl. Da li je koja toka toga kruga izolirana?
Nije! Dakle je S< DS. A da li vrijedi dualno. t.j. da li je
S=2DS? T.j. da li skup S sadrzi svako svoje gomiliSte?
Sadrzi! Dakle je za te skupove S ispunjena jednakost

S=DS.
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Takvi skupovi zovu se savrSent ili perfekini skupowr.

Definicija. Skup je savren, ako se podudara sa svo-
Jim derivarom.

Primjer. Promatraj zatvorene duzi okomite na 0 1 kao
na sl. 72.; duZina im je po redu

1 1, 27737, ... neka je § unija
' svih tih duzi. Da li je taj skup S
savrSen? T.j. da li je S = DS,
.j.1 §$€DS i dualno S22 DS?
Relacija § € DS vrijedi, t.j.

iz x € § slijedi x € DS. Stvarno,
Tn ako je x € S, onda je x odredena
to¢ka neke promatrane duZi d, pa

je dakie x e Dd, a tim prije
x € DS. Da li vrijedi i dualno?
T.j. da li je DS < S? Nije! Jer,
tocka O jest gomili§te skupa S, ma da ne lezi u S. Zato

SI. 72.

skup S nije savren. No, veé skup S U [O} jest savrSen.

§ 5.6. STO ZNACI,
DA JE JEDAN SKUP GUST NA DRUGOM?

Ma da skup [ wracionalnik brojeva ne sadrzi nijednog
racionalnog broja, ipak je skup [ vrlo usko povezan sa sku-
pom Q racionalnih brojeva. Naime, svaki otvorent interval,
koji sadrgi wracionalnih brojeva, sadrii i racionalnih brojeva.
Kraée se kaze: O je gusto na [.

Definicija. Veli se, da je skup S gust na skupu M,
ako svaka okolina svakog flana 1z M sadrZi nesto 1 1z S.

Drugim rije¢ima. S je gust na M, ako je M <'S. Tako
na pr. skup Q x QO svih tocaka ravnine, kojima su koordinate
racionalni brojevi, gust je na <itavoj ravnini.

Kako je X € X za svaki skup X, to znadi:

Svaki skup je gust na samom sebi.

Dokazi ovo: ako je X gusto ma Y, a Y na Z, onda je
X gusto na Z.

§ 5.7. KONVERGENTNI I DIVERGENTNI NIZOVI

Pogledajmo' niz nacrtanih oboda polinoma P, P,, - - -
(sl. 73.); svaki nastaje iz prethod-
nog tako, da se njegovim vrhovima
na sredidtu pripadnog luka opi-
sane kruZnice, doda jo§ novi vrh.
Niz tih zatvorenih crta pribliZava
se prema kruZnici pa ¢ak u tom
smislu, da svaki pojas oko krugnice
obuhvata sve te hnije — izuzev
mozda njih kona¢no mnogo. Kaze
se krace: granicna wrijednost sku-
pova p, jednaka je kruznici k.

Sl 73.

Definicija. Veli se, da beskonalni niz brojeva (totaka,
skupova) x, konvergira prema broju (tocki) a, ako svaka
okolina od a obuhvata gotovo sve clanove toga niza.
PiSe se

hm x = a.

N0

Veli se, da niz skupova S, konvergira prema zatvorenu-

skupu X, ako svaka okolina od X obuhvata gotovo
sve ¢lanove toga niza. PiSe se

Iim S, = X.

n—>xn
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§ 5.8. GRANICNA VRIJEDNOST PRESLIKAVANJA
NA ODREBENOM MJESTU

Primjer 1. Zadajmo u ravnini 2 dvije tocke A4, B. Za
svaku to¢ku 7 € 2 promatrajmo kut 4 T B izrazen u radija-
nima; oznalimo taj broj s f 7. Pa neka je T, jedna odredena
toc¢ka ravnine 2, ali tako da ne bude na pravcu 4 B (sl. 74.).

To

A 5
Sh 74.

Tad je fT broj izmedu 0 i w. Na taj nacin skup 2\ 1 (4B)
preslikava se u otvoreni interval od 0 do w; tu I (4, B) znaci
pravac A B.

Neka je T,, T,, --- jedan beskonacan niz toaka ravni-
ne, koji konvergira prema 7,. Sto je s pripadnim brojevima

fT,, fT,, - i fT,?
Da li je imfT,=fT, tj.

limfT, = flimT,>?

Jeste! (kao $to se moZe strogo dokazati). Kaze se zato, da je
preslikavanje f neprekidno (kontinuirano) u toc¢ki T, .

Ako toCka V  lezi na otvorenoj
v duzi 4B, pa ako sada totke V, teZe
prema V/, dolaze¢i na pr. odozgo (sl. 75.),
onda se vidi, da fV, ide sve blize i
A Vo 8 blize 1 sasvim blizu na broj =, t. j.

SL. 75. imfV, = .

n
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Zato mozemo staviti, da je fV = m

Neka sada totka Z, lezi negdje na pravcu A B, ali izvan
zatvorene duzi AB (sl. 76.). Sto
ée biti s velidginom kuta AZ, B,
kad Z, konvergira prema Z, PO R
naznacenom putu? ‘/

Ta veli¢ina toga kuta kon- 7 A 3
vergira prema 0. si. 76.

Joé ostaje da vidimo, $to Ce
biti, kad neki niz toaka konvergira prema kraju A ili kraju B.

Kad na pr. niz to¢aka dolazi na 4 po praveu s lijeve
strane, onda ¢e veli¢ina kuta teziti prema 0; a ako tocke do-

Jaze na 4 zdesna po duzi A B, onda veli¢ina kuta tezi prema .

A ako totke 7 dolaze na A po kruznom luku AB»!_AB7
onda brojevi f T konvergiraju prema broju w/2. Za svaki broj
x € (0, w), rjeSenja T, za koja je fT = x, ispunjavaju dva
kruzna luka razapeta nad duzi 4 B.

Kad totka T putuje k A po tim lukovima, broj f 71 se
ne mijenja uvijek je = x, pa zato tada f T konvergira prema x.
Prema tome, kad to¢ka T putuje k 4, onda pripadni brojevi
fT za kut AT B ne konvergiraju uvijek prema jednom te
istom broju sve zavisi od toga kako 7 putuje u 4. Gra-
ni¢na vrijednost funkcije f u tocki A moze biti svaki broj iz
zatvorena intervala [0 do =|. Zato se taj skup brojeva i zove
graniéna vrijednost funkcije f u tocki A.

Isto je tako i u tocki B.

Za svaku totku T, koja je razlicita od A i od B vri-
jedi ovo: ako je im T, = T, onda je imf T, = fT,. Krace

se kaze, da je funkcija f neprekidna u svakoj tocki razliito)
od A i B. Naprotiv, u totki 4 i u totki B funkcija f nije
neprekidna, nego je prekidna, odnosno prekida se.
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Prednja razmatranja o zatvorenju skupova 1 o funkcijama
omogucuju, da lako razumijemo ovu definiciju.

Definicija. Skup brojeva S ili skup, koji leZzi na
pravcu, u ravnini ili u prostoru®, zove se grani¢na vri-
jednost funkcije f u nekoj tocki A.

Neka je f jednozna¢no preslikavanje skupa S (na pr. u
R ili R® ili R®); neka se a dodiruje skupa S, t.j. neka svaka

okolina od a obuhvata nesto iz S; to znadi, da je a € S; pro-

matrajmo skupove fS, f S\ {fa} i S, fS\|fa]; svakatocka
ovog posljednjeg skupa zove se jedna grani¢na vrijednost funkcije f
u tocki a. Samo fS N\ fa zove se skup graniénih vrijednosti
funkcije f| S u tocki a. '

§ 5.9. PREKIDNA I NEPREKIDNA PRESLIKAVANJA.
JEDAN NEOBICAN PRIMJER

1. Neka je S zadan skup; znamo $to znadi, da je xcS.
To znadi, da svaka okolina od x sadrZi neSto od S. Ako je
x € S, veli se da x dodiruje skup S, Sto ¢e biti, ako S i x
podvrgnemo kakvom jednoznactnom preslikavanju f? Da li ¢e
dodir ostati sacuvan 1 poslije preslikavanja f? Moze, ali ne
mora! Ako dodir u to¢ki x ostaje pri preslikavanju f sacuvan,
onda se veli, da je preslikavanje f u odnosu na skup S nepre-
kidno ili konttnuirano u tocki x.

Definicija. Neka je f odredeno jednoznaino presiika-
vanje skupa S; neka je a € S; ako za svako X € S, za
koje je a € X, slijedi f(a) € fX, onda se veli, da je
preslikavanje f skupa § neprekidno ili kontinuirano u
to¢ki a toga skupa. Ako pak postoji bar jedan skup
X < S, za koji je a € X, ali nije fa € fX, onda se veli,
da je funkcija f prekidna ili diskontinuirana u tocki a.

V) Dovoljno je da S leZi u nekom skupu M, za koji smo odredili
preslikavanje X — X za svako X < M; t.j. X je zatvorenje od X.
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Veli se da je f neprekidno w nekom skupu, ako je nepre-
kidno u svakoj tocki toga skupa.

Primjer 1. Projiciranje skupa § na pravac p (ravninu)
je neprekidno preslikavanje u

LT,
svakoj tocki a € § (sl. 77.). o . N,
Uistinu, neka je X € S 1 a
e

a € X. Dokazimo, da se tada i
projekcija a, dodiruje projekcije

X, na pravac p, t. j. da je .
a, € 7(;1,. To znali, da treba,

M 1 a
pokazati, da svaki interval O a, p

tocke a, sadrzi neSto 1 iz X,
No, to je istina. Dovoljno je u o
pruzi, §to je odreduju krajgvi od Oa, i zrake projiciranja oda-
brati jednu okolinu O a tocke a; ona se sva projicira u 0Oa,;
a s njom i one njene tolke iz X, kojih, zbog a € X, nuino
ima. Dakle uistinu, iz a€ X, X8 slijedi @, € X,, 2 10
upravo znaci, da se radi o neprekidnoj funkciji u tocki a.

Si 7.

Primjer 2. Za realni broj x oznad¢imo s Ex navece

-

cyelo, koje je = x.

Na pr. E1 =1, E(—5/2) = — 3.

/——

E3/2 — 1,

I

™
|

o~ —————

Graf te funkcije sastoji I
se od ovakvih ‘stepe-
nica (sl. 78.).

Si. 78.
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Antidomena te funkcije je skup D svih cijelih brojeva.
Oc¢igledno je, da se ta krivulja (funkcija) prekida za svako
cjelobrojno x, na pr. za x = 2.

. A to odgovara 1 naSoj definiciji. Jer na pr. broj 2 se
dodiruje otvorena intervala R (1, 2), t.j. 2 e R(1,2); a kad
se to E — preslika, dobije se E(2) =2 i ER(L, 2) = (1}. A
naravno, broj 2 se ne dodiruje jednoclanog skupa {1}: {1}
Dakle iz 2 € ER (0, 1): ne slijedi nuzno E2 € ER (0, 1) pre-
slikavanje £ se prekida u tocki 2.

Da 1i se preslikavanje pomoc¢u tangensa prekida gdjegod?
Naravno svuda tamo, gdje tangens nije definiran, dakle u

Tc T
skupu -+ 5 + 37,

2. Jedan mnecbic¢an primjer: neprekidno preslikava-
nje stranice kvadrata na Citav kvadrat. Pa da li je to
moguce! Valjda se misli na obrat, t.j. na neprekidno presli-
kavanje kvadrata na njegovu stranicu (na pr. projiciranjem)?
A ipak se moZe dokazati, da se stramica kvadrata moge jedno-
znatno t meprekidno preshikarr na ditav kvadrar (Peano)b.
Drugim rijeCima, to znali, da se tocka mege kretati po kva-
dratu neprekidno 1 ispuniri {itav kvadrat.

3. Pa da li ima bitne razlike izmedu pravca i
ravnine? Ve¢ smo se upoznali s déinjenicom, da na pravcu
ima isto toliko tocaka koliko 1 u ravnini, jer se izmedu jednih
1 drugih moZe udesiti tolikovanje (obostrano jednoznaéno pre-
slikavanje). To je bilo weltko iznenadenje, koje nam je priredio
Cantor. No, tjesili smo se time, da je to preslikavanje vrlo
nepravilno; specijalno, kad to¢ka putuje po pravcu, onda njoj
pridruzena tocka izvodi bjesomucne skokove u ravnini (ill pro-
storu) zauzimaju¢i svaki poloZaj u ravnini (odnosno u prostoru).
Preslikavanje nije bilo neprekidno, bez skokova, nego skokasto.

Y Peano, talijanski matematitar iz 19. vijeka.
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A prema Peanu mozemo zalvorent dug preslikati Cak 1
na neprekidan nadin na &itav kvadrar! Time ‘kao (.:l-a nemi:
smisla govoriti, da su duZ i kvadrat razli¢itih dimenzija: Duz
dimenzije 1, kvadrat dimenzije 2! _ _

Medutim, to je tako na prvi pogled. Ako preshkavam-e
na duz i jest jednoznacno i neprekidno, obrnuto presl_ikavapt]'e
nije ¢ jednoznacno i neprekidno. A ba$ s takvim prcsl.:kavar??l—
ma — topoloskim preslikavanjima — vezan je pojam dimenzija.

7ZADACI: 1. Nacrtaj grafove poznatijih funkcija kao $to su:
1) linearna, 2) kvadratna, 3) kosinus, 4) sinus, 5)_.tan~
gens, 6) korangens, 7) logaritam, 8) ekspo1t1_enc1)allna
funkcija, 9) x = Ex, gdje je Ex najvete cijelo = x;
10) modul, 11) |x|+|yj=1L ) -
Odredi oblast i protivoblast tih funkcia. Koje su od
tih funkcija neprekidne, a koje prekidne?

2. Da li je preslikavanje intervala R (-- =[2, ©f2) na R po-
moéu tangensa prekidno ili neprekidno?

3. Dokazi, da se svaka otvorena duz moze preslikati nepre-
kidno na: 1) svaku drugu otvoreau duz, 2) pravac,
3) svaki otvoren kruzni luk, koji ne obuhvata Citav obod
kruga. | )

4. Dokazi, da je projiciranje na ravninu neprekidna operacija.

5. Odredi oblast funkcije log cosx.

6. Provjeri na poznatijim funkcijama ovaj Bolzanov poucak:
Ako je mna pravcu zadan kakav konveksan skup S, pa
ako je f neprekidno preslikavanje skupa S u kakav pra-
vac, onda je fS takoder konveksan skup.

7 Dokazi na osnovu Bolzanova teorema, da u iskazu B_ol-
zanova teorema mMOZEmo pretpostaviti, da skup S lezi u
ravnini ili prostoru, na pr. da S moze biti kvadrat,

kocka, piramida i t. d.
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8. Dokazi ovo: Svako preslikavanje skupa N ili skupa D u
R ili u ravninu, prostor --- je neprekidno preslikavanje.
Tako na pr. svaka permutacija skupa N ili kojeg njegova

dijela je ,,neprekidno’ preslikavanje. Ma da se graf sam -

prekida!

§ 5.10. TOPOLOSKA ILI HOMEOMORENA
PRESLIKAVANJA

Nova matematic¢ka nauka: topologija

1. Sto su topelo¥ka preslikavanja? Preslikavanja, koja
su 1 jednoznaéna i neprekidna i kojima je recipro¢no presli-
kavanje takoder jednoznalno 1 recipro¢no, zovu se topoloSka
preslikavanja ili homeomorfije.

Drugim ryecima, homeomorfije skupa S jesu obosiranc jedno-
gnacna 1 obostrano neprekidna preshikavanja skupa S.

Na pr. preslikavanja y = 3x je homeomorfija skupa
(,,prostora”) R realnih brojeva. Preslikavanje y = x* nije, jer
protupreslikavanje nije jednoznacéno. Preslikavanje 3y = cos «
je homeomorfija izmedu intervala 0 do = i intervala 1 do —1.
Logaritam vr8i topoloSka preslikavanja skupa pozitivnih brojeva
na skup svih realnih brojeva.

Definicija. Dva skupa §,, S, su homeomorfna, ako
postoji topolosko preslikavanje skupa S, na skup S,, t.j.
ako postoji tolikovanje (obostrano jednozna¢no preslika-
vanje) f skupa S, na fS, = §,, te ako je f neprekidno
u S,, a f neprekidno u fS = S,

Na pr. kongruentni likovi (tijela) su naravno homeo-
morfni: kretanja su specijalne homeomorfije. I sli¢ni skupovi
su homeomorfni V.

1) Sto znadi, da su dva skupa S, S’ medusobobno sli¢na? Znadi,
da postoji jedno tolikovanje f skupa S na skup S’ sa svojstvom, da za
svaki par raliitih to¢aka A, B iz S slijedi 4 B : f(4) f(B) = konstanta.
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Prema tome preslikavanja pomocu sli¢nosti su specijalna
topoloska preslikavanja. Svaki krug i svaka elipsa su homeo-
morfni likovi.

2. I zarvorena povr§ svakog trokuta S je homeomorfna
sa spakim krugom S'. Dokazimo to.

Uzmimo najjednostavniji slu-
&aj, da je jedan skup unutar dru-
gog, recimo S € S Neka je tada
O jedna unutra$nja to¢ka manjeg
skupa.

Svaka zraka s pocetkom u O
sije¢e obod od S u jednoj jedinoj
tocki, recimo T, i obod skupa S’
u odredenoj tocki T (sl 79.).
Totke T i T' ostavit ¢emo u me- SL. 79.
dusobnu vezu. To ¢emo povezi-

vanje pro§iriii na povezivanje dufi OT na duz OT' i toi?
vrlo jednostavan nacin, recimo tako, da svakoj to¢ki X € OT
pridijelimo totku X'€ OT' tako da bude
O_I
oT
Eto, taj prijelaz od svake totke X e S na pripadnu tocku
X’ iz S’ je odredena homeomorfija h skupa S i skupa S
Pritom je O = O'; t.j. KO = O, twocka O kod te homeomor-
fije ostaje na mira. '
Ako nije niti S € S’ niti S’ =2 S, mozemo promatrat
kakvu tocku O iz S’ 1 jednu njenu okolinu smjeStenu unutar
S’: zatim skup S mozemo preslikati po sli¢nosti tako, da 'u
toj okolini od O odredimo kakav lik M slican sa S. To ,16
naravno uvijek moguce. A onda skup M preslikati pomocu
prethodno definirane homeomorfije na skup S'; tad prevolde—
nje S na M, M na S’ odreduje i prijelaz od S na S’ a

(1) 0X' = 0X
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taj prijelaz je odredena homeomorfija.
je S§ homeomorfno sa S”.

Na posve ist nacin dokazuje se ovaj wvrlo lijepi 1 opéi teo-
rem, koji pokazuje, koliko su konveksni skupovi prirodni:

Teorem 5.10.1.: Svaka dva konveksna zatvorena skupa S, S’
oba s pravca R, ili iz ravnine R® ili prostora R® (ili
hiperprostora R*) medusobno su homeomorfni, ukoliko i
S 1 8’ sadrze bar po jednu nutradnju toCku. Pritom se
rubovi medusobno povezuju homeomorfno isto kao i
nutrine tih skupova®

Time je dokazano, da

Eto takvu vezu izmedu S, S’ moZemo uspostaviti ¢ak

pomodéu onako jednostavne funkcije, kao $to je funkcyja (1) ili

nesto, 3to je s (1) usko povezano.

3. Topologija — posebna matematicka nauka. 3.1.
Cijepanje ravnine. Vidjeli smo, kako su sukladnost, sli¢nost
i t. d. posebna topolo$ka preslikavanja. Vidjeli smo, kako je
kruzna linija s topoloSkog gledista sasvim isto, §to 1 obod tro-
kuta, elipse ili bilo kojeg ravninskog zatvorenog konveksnog
skupa, koji se ne proteZe u beskonacnost.

Kao $to ima svojstava, koja se ne mijenjaju pomcéu kre-
tanja®, sli¢nosti® i t. d.,
njaggu  pri topoloskim transformacyama. To su tzv.

tako 1ma swvojstava, koja se ne mije-
topoloska
svojstva.

Tako na pr. znamo, da kruZnica £ dijeli svoju ravninu
2 (k) na dva dijela: nurasnji dio 1 vanyski dio. Ako kruzZnicu k
podvrgnemo bilo kakvoj topoloSkoj transformaciji u istoj rav-
nini 2 (&), transformar k' od k imar ce isto svojstvo: k' odre-
duje unurarnji dio i spoljasnji dio skupa 2 (k)™ k. To je Jor-
danov teorem. Prema tome, svojstvo kruZnice, da raskomadava

1) Lak se tu homeomorfija moze pro§iriti i na &itav ,,prostor” R,
odnosno R?, odnosno R?, u kojem se S, S’ nalaze.

?) Na primjer veli¢ina likova.
%) Na pr. oblik.
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svoju ravninu je svojsivo, koje se Suva pri topoloskim transfor-
macijama od k u 2 (k). Tu su na sl. 80. predstavljena 4 topo-
loka ravninska transformata kruZnice. Nutrine su isjencane.

Naravno, ako topoloSki kruznicu preslikamo u prostor, onda
nema govora o nutrini i vanjStini njenog transformata. Na pr.
ako kruznicu raspolovimo njenim dijametrom i onda samo
ednu polovinu l\ru7mce rotiramo oko toga dijametra za Kut,
koji nije niti 0 niti ispruZen, prelazi time kruZnica topoloSki
u jednu krivulju &', koja nije ravninska i kod koje nema vide
smisla govoriti o nutrini i vanj$tini. Napravi model od Zice!

3.2. Topoloska kruZmica. S topoloskog glediSta kruznica
i elipsa je ista stvar. Uostalom, ako zamislimo, da je kruZna

Si. 81.

linija rastezljiva, pa ako je bilo kako rastezemo, izvijamo, ali
ne trgamo, niti ¢vorove pravimo, dobit ¢e se opet crta zatvo-
rena; ona je ropoloski govoreli vkrugnicas.

12 Kurepa: $to su skupovi
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- Ove tri slike (sl. 81. predstavljaju, topoleski, istu stvar:
»kruZnicu”. Naprotiv, ovo nije kruZnica (sl. 82.):

Poincaré, jedan od glavnih
osnivata topologije, nazvao je topo-
logiju »geomerrija rdava criacas,
ba$ zbog toga svojstva, da naizgled
vrlo razliditi  crtesi predstavljaju
ipak s toga, topoloSkog, gledidta
istu stvar.

Sl 82, 3.3. Dimenzija. Dimenzija

svake duzi je 1, a dimenzija sva-

l\og k.vadrata je 2. Te su dimenzije razlidite. To je rezultat
Cinjenice, da se kvadrat ne moje topoloski preslikati na duz.

4. I s topoloskog glediSta du? i kvadrat su razliditi.
Dokagimo, da se kvadrat k ne moZe. topoloski preslikari na dus.
Pretpostavimo obrnuto! Pa neka je f jedno takvo presli-
kavanje kvadrata ABCD u neki pravac p. Promairajmo po-
sebno 10 preslikavanje - f na stra-
— - nici AB; na slici su naznacene
v to¢ke fA4, /B, u koje prelaze totke
! E | A 1 B. Naravno, fA4 + /B, jer je
{ W funkcija f obostrano jednoznadna,
i
E

Nq, fje 1 neprekidno na duzi AB,

8 zato f-transformat te duii ne

ispusta wikoje toctke T iz dugi

FA[fB. Promotrimo jednu  takvu

tocku 7'; onda na stranici 4B

postoji jedna jedina totka E -—
upravo to¢ka ~f 7' ili ant-T, kojoj je f-shika u T (sl. 83)).

A sada promatrajmo isto preslikavanje f na okomici EF;

ono- je naravno neprekidno svuda na EF i specijalno u tocki E.

A §to to znati? Znadi, da za svaku okolinu O(T) od T

SI. 83.
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postoji neka okolina od E na EF, recimo, duz EM sa svoj-
stvom, da je fEM < O(T). Da 1i je to moguée? Jer, ako
O (T) uzmemo tako maleno, da leZi u fAFB, onda je svaka
to¢ka iz O (T') ve¢ uzeta od funkcije rolikovanjem stranice AB.
To znacl, da u O(T) nema mjesta za f-siiku od nikoje iocke
otvorene dusi EF; zato uistinu nije moguée da bude fEM <
S O(T). Time je uistinu dokazano, da se kvadrat ne moze
topolodki preslikati na duZ. A naravno nit du? na kvadrat!

kocka na duz? Pogotovo ne!
Time smo pokazali ovo.

Teorem 5.10.2. DuZz se ne moZe preslikati topolodki niti na
kvadrat niti na kocku. Ni kvadrat ni kocka ne mogu se
topolo3ki preslikati na pravac.

Na slican na¢in moZe se dokazati, da se kocka ne
moze topoloSki preslikati u ravninu.

5. Topolegija kae nauka, Danas, topologija kao nauka
u punom je cvatu. Topoloska razmatranja isprepli¢u se s
raznovisnim razmatranjima drugog karaktera, a specijalno alge-
barskog karaktera. Kao i o cijelim brojevima tako se i o topo-
toSkim stvarima moze govoriti i laiku pa i o wakvim stvarima,
koje jo3 nisu rijeSene. Tako na pr. poznat je ovaj nerjesen
problem o 4 boje: da li se svako parceliranje u ravnini mose
obojiri sa 4 razlicite boje tako, da parcele, koje tmaju zajednidku
stranicu, budu razhcicth boja? Mnogobrojne dosjetke o uzlovi-
ma 1 vezivanju primjeri su topoloskih razmatranja.

Nauka o dimenzijama jedno je poglavlje topologije.

§ 5.11. MJERA SKUPOVA

Mjesto da se kaZe duzina te 1 te duZi, povsiina te I te
povrsi, zapremina toga 1 toga skupa, mozZe se govoriti napro-
sto o myjeri duZi, povrsi, tijela i t. d. Ako je potrebno, moze
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se dodat, da li se radi o myjeri Lnearnoj, povrSinskoj (kvadra-
tura) i prostornoj (trodimenzionalnoj, kubatura).

1. Recimo nekoliko rije¢i o mjeri skupova s pravca,
na pr. iz zadane duzi od 0 do 1. Naravno, svak: interval [
ima svoju mjeru ml, a kazuje koltko se puta jedinicna duz
nalazi w duzi I. Ako krajevi intervala / imaju koordinate a 1
b, tad je myera du#i I jednaka la—b|, bez obzira da Ii je
nterval [ zatvoren ili ctvoren.

Ako imamo skupove S, S, s odredenom mjerom mS ,
mS,, pa ako su skupovi S, S, bez ikoje zajednicke tocke ili
bar bez zajednic¢ke unutraSnje tocke, tad ¢emo znati odrediti i
mjeru unije S, U S, i to tako, da zbrojimo mjeru mS, od S
i mjeru m S, od §,. Dakle:

(1 m(S, U S,)=mS, 4 mS,.

Ako imamo dva, tri, Cetirl, - - - intervala ili beskonacan
niz intervala [, I,, - - [
onda i wniya tih intervala 1ma odredenu mjeru, koja je jednaka

s

sumi mjera svih tth intervala.

Uopce, drzat ¢emo sc ovih dvaju pravila:

Prvo pravilo. Ako znamo, da skupovi §,,S5,,* - -
imaju mjeru i da su u skupovi dva po dva bez zajednicke
unutra$nje tocke, onda ¢emo znati i uniji

S uS,usS v
odrediti mjeru, i to tako, da sumiramo brojeve mS,mS,, -
dakle postupkom

2y m(S, VS, uS U )=mS +mS, +mS, + -

Drugo pravilo. Ako skupovi S, S, imaju odredene
mjere, pa ako je S < §,, tad ¢emo odstranjujudéi S, iz S,
dobiti preostatak S, \ S, a broj mS,—mS, smatrat ¢emo
mjerom skupa S, \ S;:

3) m(S,\S)=mS,—mS,.

-, tako, da se ne preklapaju,
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2. Koliko je na pr. mjera skupa od jedne tocke, reci-
mo skupa (1/2)? Odgovor: nula! T.j. m{l/Z} = 0. Jer imamo
ovo:

R(0; 1/2] = R(0; 1/2) u {1/2],
a odatle po obrascu (1) odnosnov (2):
mR (0, 1/2] = mR (0; 1/2) + m{1/2]

L 1/2 = 1/2 + m(1/2); odate m (12} = 0.

3. Odredimo mjeru skupa N prirodnih brojeva, odno-
sno skupa totaka na brojevnom pravcu, kojima su apscise
prirodni brojevi. '

Imamo ovo:

N=1{1,2,34 - }={}uvf2fu{3lv...

Kako su ti skupovi bez zajednickih ¢lanova, to e za

mjeru vrijediti po gorn?em pravilu:
mN = m{l} 4+ 771{2} +om {3} =0 +0+04 - =0 tj
mN = 0.

Prema tome, skup prirodnih brojeva ima mjeru 0.

Na isti na¢in se dokazuje, da svaki niz tolaka (brojeva)
ima myeru 0.

4. Odredimo mjeru skupa @ racionalnih brojeva.
Znamo, da skup O lezi svuda gusto na skupu R realnih bro-
jeva. No skup Q moZemo prikazati kao jedan niz bez jedna-
kih ¢lanova:

Q = {7‘1,72,1’3, SIS O
Q I

. {1
. “1} Uiqry v
Zato je
7nQ:nz{r1}+m{r,:}--- 0+0+:0
t.j. mQ =0.

Drugim rijeéima: skup racionalnili brojeva ima mjery 0.



5. Kolika je mjera skupa § (8, 1) iracionalnih brojeva
polozenih izmedu 0 17172

No, taj skup

I = R0, HN0O(O, 1)

Kako je mR (G, 1) = 1L, mQ(0,1) =0,
izlazt prema pravilu 2: v

m (0, 1) =mR(0, 1) ——an(O, H=1—0=1,
tj. mI(0,1) =1 A '

Na taj nain imamo

Teorem 5.11.1. neka su a i b dva realna broja 1 to a < b;
tad su odredeni skupovi R (e, b), Q(a, ), I(a, b) svih
realnih, odnosno racionalnih, odnosno iracionalnih bro-
jeva x, za koje je a = x = b. Za njihove mjere imamo
ove brojeve: '

mR[a,b] =ml[a,b] =b—a; mQ{a,b] =0,
Specijalno, skup iracienalnih brojeva izmedu 0 i 1 ima
mjeru 1, isto toliku i skup R (0, 1) svi/t realnih brojeva
izmedu 0 i 1.

6. Mjera trijadskog skupa 7. Sjetimo se, kako smo
skup " dobili: podijelili smo R([0, 1] na 3 jednaka dijela,
izbacili drugu tre¢inu i s preostalim intervalima vir$ili nepre-

stano isti postupak. Preostatak u R [0, 1} jest skup T — rri-
jadski skup T. Unija izbacenih intervala ima mjeru
3_1”|’2'3ﬂ2+22'3d+"' ::1

Zato je mT =mR(0, 1) —1=1—1=0.
Triadskr skup T 1ma mjeru 0.

A znamo inae, da 7 ima ¢ ¢lanova, t.j. upravo onoliko,
koliko 1 ¢Citav prostor.
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7. Apalogna razmatranja vrijede za ravninu R°® i prostor
R®. Tako npa pr. skup svih toCaka ravnine (prostora), kojima
su koordinate racionalni brojevi, ¢ine skup mjere 0,

8. Tako vidimo, kako pojam myere skupa treba razli-
kovati od pitanja koliko skup ima elemenata. Jer, eto na pr.
I i R[0, 1] imaju jednako mnogo elemenata, a ipak su im
mjere razliCite. Uostalom, najviSe skupova u prostoru ima onih
po ¢ totaka; a tek meznarom dijelu njihovu umijemo odrediti
mjeru — vecina ih je »neizmyerivas.



RJESENJA I UPUTE
Str. 9

1. Da. 2. Nije. 4. Svako 2.3 n je oblika 3 m, ali svako 3 m
nije oblika 2-3n(m,n € N). 5. 3D =3D+ 3, 3D 4 1=
= 3D 4 4. 7. Posljednji slucaj: (5m + 3)(5n + 4) =
= 25mn+ 20m +- 15n +-12=5Gmn+4m+3n42) +2;
no, ta zagrada moze biti jednaka svakom cijelom broju c,
kad m 1 »n prolaze mnoZinom D; dovoljno je uzeu
n=—1, m= —c¢—1. 8.2) Naime, za svako m € D postoje
cijeli brojevi x, y za koje je 2x + 3y = m. 9. Naime pre-
ma Euklidu, postoje cijeli brojevi x, y, za koje je ax -+
+by = M (a, b); pomnoZimo li tu jednakost proizvoljnim
cijelim brojem z, izlazi a(xzg) + b(y2) = M(a, b)z; to
zna¢i da je aD + bD 2 M (a, b) D. Ta relacija zajedno s
dualnom relacijom aD - bD < M (a, b) D daje trazenu
jednakost aD + 6D = M (a,b)D. 10. 4) Iz a < x < b,
c<y<d izlazi a4+ x << x+y < b+ d; kad se x + y
mijenjaju u oznacenim granicama, ispunja x - y ¢itav inter-
val izmedu a + ¢, b + d.

Str. 19

3. Pravac, u najspecijalnijem slucaju. 6. ZavrSetak: {2, 3,
4,...}. 7. Moze! 8. Moze! 9.1) Duz, trokut, Cetverokut,
tetraedar, ve¢ prema tome da li su zadane duZi A, B na
pravcu, u ravnini ili su mimohodne. U poéljednjem sluéaju,
zadane duzi su mimohodni bridovi tetraedra. 2) Ravnina,
pruga ravnine, pruga prostorﬁ> ve¢ prema tome da li se
zadani pravei sijeku ili su paralelm ili su mimohodni.
3) Ako A4, B (ne) leze u ravnini, neka je @’ pravac (ravni-
na || B i tako da A4, B leZe u istoj poluravnini (poluprostoru)
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$to je (ga) odreduje a’; tad se dyS dobije iz pruge a’, B
tako da odstranimo a™\A4. 4) Dobije se iz zatvorene pruge
tako da mjesto paralele ¢’ kroz 4 uzmemo to¢ku 4. 5) Slu-
¢aj A || B. Ako su i odgovarajute stranice paralelne, dobije
se prikraéena prizma. Inace se dobije polijedarsko tijelo.
6) Ako je A | B, dobije se prikraen stozac; inace, u opéem
slucaju skup je prilicne zamrSen (na pr. ako se 4 i B pre-
sijecaju). 7) Trokut, Cetverokut tetraedar, ve¢ prema tome
da 1i je totka A smjeStena na B ili na pravcu, kroz koju
njegovu stranicu ili je A4 u ravnini B iskljuCujuéi prvi slu-
¢aj ili je A4 van ravaine B. 10. Nikad! 11. Citav prostor.
Ne zavisi. 12. D{—15, 15], D[-—20, 20], D [— 10, 20],
D [— 300, 300].
Str. 23

1.2)(4,B,C, E, H, 7, K, M, O, P, T, U}; to je skup zajed-
ni¢kih znakova (slova); skup zajednic¢kih i istoimenih slova
je {A, E, ¥, K, M, O, T}. 3) Prazno, técka (s oboda A), duz.
2. Presjek je {2, 3, 4. 3. Prazno, totka du, trokut, cetvero-
kut, peterokut i Sesterokut. 4. v,tocka, A, O, isjetak kruga,
odsjecak ikruga. &. Radi s modelima. Na pr. presjek dvije
kocke mozZe biti prizma, kojoj su baze osmerokuti. 7. N,
D, {O}, O, R; presjek je v odnosno S. 8. Skup, kojem je
spojnica vrhova pramena (snopova) jedini ¢lan. §. 1) Jedno-
¢lan skup.‘ 2) Skup svih ravnina kroz vrhove snopa.
i2. 24 D, 180 D.

Str. 27
2. Dvije poluzatvorene duZi; odnosno duz, ako X < {A,B}.

3. Dvije otvorene zrake. 5. Spoljasnost kruga. 6. Nutra-
$njost 1 spoljadnost kruznice. 11. Nema.

Str. 32

5. Dobije se 2,3 odnosno 7 skupina. Svaki put se radi o
d-podjeli. 8. Nije.

Str. 35 B
9. Prostor, p. 3. Trotlan skup sastavljen od srediSta stranicd.
. tor, P.

Str. 46
1. 7) Ako uzmemo joS iedan pravac ¢ | p, tad p /, qnm.o—
semo shvatiti kao ravaninu $to je odreduju p, ¢. 2. 2) f c.nas
kojl nastaje nizanjem kruznica okomito na .zva-danu kruznfclu.
2), 3), 4) slitno kao 1). 3.4) prizina zami$ljena slaganjem

wrokutova jednih na druge.

Str. 44. B
2. Skup je uvijek konveksan. No, za kruznicu & 1 toéku~ 1
skup d,(% U [r}) je konveksan onda i samo onda, ako je ’l' 1:1
ravnini kruznice k. 4. Isp. str. 20 zad. 9.2). B, Tewraedar,
ako totke ne leze u istoj ravnini. & Isto kao str. 20 zad_. 9. 4).
7. Isp. str. 20 zad. 9. 8.2) Neka je zadana rﬁvmna P,
ncka je Aodn. B favnina §§ R, koja od zadane duzi d s?xdrm
najblizu, odn. najdalju tocku u odnosu nz}_ R; ako je 4
izmedu R i B, onda se trazeni skup dobl).e 1z zatvore‘ne
pruge, $to je omeduiu ravnine R i B r.akoi qa B na.ldom;c—;
stimo totkom iz B N d it d. Sli¢no se rjesavaju 1 zadaci .
8.3 — 8).

Str. 54 |
7 i i fije paras
£.2) e 1070 3. 2) Dal 7. Izuzeta je 08 simetrije pard

bole. 8. Jednako mnogo.

Str. 76
1. kN. 2. kN. 3. Moze biti BS = &N, ali ne mo?,.e kad su
intervali bez zajednitkih tocaka. U prostoru ta n_e)ednakos;t
vrijedl 1 za disjunktne intervale (na pr. pro?l‘am:a_; svg nji-
duscbno paralelne pravee i na svakom od njin \;edan mm{;
val). 6. Ne moze vrijeditl nejedn-akost: 7. kR _47 c. 8.( !
(isp. §2.5.1); kroz svaku

© prostoru ima ¢® totaka, t.}. ¢ - vk
Svih pravaca ima ¢ - ¢ =

totku prolazi ¢?, t.j. ¢ pravaca.
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= c.c = c¢. 9. Svih tocaka ima ¢? a svih kugala ¢*. ¢ =

Str. 103 e
=cc=-c 10. ccc=c. 11. kN, odn. ¢. 12. kN, odn. c. ) a1 29 33) 4. [0 1\'\0"’ sty
13. Naime kN = kN kN + .. ; isto tako c=c+c*+c? | ... 3. (11, 12,13, 21, 22, 23,31, 32, 33}. 4. {0, 1] v _

= {0000, 0001, 0010, 0011,..., 1111}; ima 2' Clanova.
Str. 94 ' | 5. R¥ (odnosno NV) sastoji se od svih beskonacnih nizova

: : i i i . I Ne! Ne!
4. 1) povrsina, 2) srediSte 2, 3) opisan krug, 4) tezi$nica, rac1'onaln11h 7(0(:};105?9 a;;r:r.od;:!l gro;;:az.etrzed?ra k. odaberi
5) A s vrhovima u krajevima teZi$nica, 6) uspravna pira- Dal Ne.v - Troparame o K g totki X € k pridruzi
mida s bazom u zadanom A. 7. Mjesto ,,brojeva’ treba na pr. tocku O .ur.xutar k, pa sva Oé da k: staviti 1"1a pr.
vektora” 10 a. Na pr x Kisa padan v Mi toc¢ku X’, u kO)O} zraka XO pro ada - ;B p ko,
» : : U ’ L . . ako je B = A, nancsl na Aj; sva
tréimo”. 11. Od funkcija. 12. Pridruzivanje funkciji f funk- 0 - (;{' 9;8 Na o e d;oxarajuéu tkn X iz A. ako e
.. S . . & d ridruz / >
cije, kojoj je f derivat. 13. U f’' (x) dx mijenja se ne samo tocki € P . e . C s Wi
x’negoJiJ dxfi to nezavisno Oj; (\,) Na pi ]u 2 xdx moje B duze nego A, tada svakoj tocki X izvan A pridruzi bll?l
biti x =1, a dx bilo koji broj na pr. 3, —5/2, % i t. d. kraj od A. Takoder isp. Str. 3(1)'11 2 I(ZLN;I;,: :przhpfo’j_
14. “d(2xdx)= x>, jer je d(x’=¢) = 2 xdx. 15. Oblast  ciranje ravnine 2 na pravac 1. 1% ¢ =

: _ kN . liko i realnih brojeva. 16. 1) ¢
je sastavljena od zadanih funkcija, a protuoblast od -pri- = 2% = c. 12 Koli

padnih protufunkcija. 2) 20 A7. <
Str. 128 5 )
27 I T
Str. 98 1. Rotacije za 0, _;;17:’ 2. = (n— 1),71_, 2. Pomak za
6. 7 - B nastaje iz B translacijom za vektor OT. Skup L.2n 7a svako cijelo k, i to pomak u smjeru spojnice
d+ a je paralelogram sa susjednim stranicama, koje su pa- sredista simetrije. 3. 2) Pomak za k7r S, U P;\’ab?_‘;i
ralelne i jednake sa d,d’, a sa zajedni¢kim vrhom O, pri slugaja prvi red tablice je 012345; Sva’kl narlecvlnvx re b:’a lge
. — —— s ) : S aiklie tacijom. U trecem slucaju tablica s¢
C ‘= 04 - L od = " — A'B’ izlazi ciklickom permu i N
¢emu je OO 0A4 .- OA', d = AB, d A’ B'. gradi poput one na dnu str. 122. 6. Treba po redu pro
Str. 99 vjeriti, da su ispunjeni svi zahtjevi za grupu. 7. Na pr.

slaganjem funkcija y = (1 — X, y=1—x" dolazi se

1. Neka je to¢ka X smjeStena na pr. izmedu p, p’; neka je do funkcije z = 1 —u% gdie je u= (1 — x)7'; dakle

X, odn. X, sjeciSte okomice kroz X na p sa p odnosno

p’; neka je pX simetriéna slika od X prema p; sliéno p'X jo &=

te p'(pX). Tadaje (crtajl) Xp' (pX) = Xp'X + p' X (p'pX) = Str. 130

= 2XX, 4+ 2XX,=2X,X,. Slicno za ostale slucajeve. 2. Da! 3. Da! 4. Prsten da, tijelo ne!
2. OX = Op(X) = Op'(X) = Op'(pX), = XOp' (pX) = Str. 145

= JpXO0X + JXO0p (pX) = 2-7(p,p"); to je tako,

j 3 i sati L1); x = 1,2
j 3. (Miesto L, §to stoji, samo treba pisati L 1); x ) 2,
ako je to¢ka X u Cetvrtom kvadrantu. (Mj

5.6,7,8,9. 6 kL, — 30 f 30°4 30° 4 ...+ 30% (pri-
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tom se 1j, nj. dz kao slova smatraju razli¢itim od niza | j
odnosno n j odnosno dz). 8. U ,glavnom uredenju” niz
0000 je ispred niza 1111; svi drugi parovi su neusporedljivi.
12. (mjesto sl 54. treba sl. 53.). Poletna toCka je lijevi
gornji vrh; zavr$na to¢ka je desni donji vrh.

Sir. 153 | ISPRAVCI
4, 3) 1,6,11,16,..., 2,5, 12,17,...,3,8,...,4,9,..., ) Treb
5,10, .. 7.N je prema < , dobro ureden. 8. Skup nije ‘ Suana Mijesto . o 4;" a_éD
dobro ureden. Twu dolazi manji broj ispred vecleg; na pr. \ ° Zadé{ 4D HC)“ * ' _ Bt
2= 100..., f3=0100..., pa je f2>f3. 10. Pravce ogt o~ o <
v = ax mozemo urediti prema broju a; ispred svih pra- 095 predmet produkt
vaca nozemo staviti - preostale krivulie u onom poretku, © 105, —h L
kako su nabrojane. . 114y pravaca pravea
. 1222 element elementi
Sir. 173 ; 127, . uz uslov da smawamo 3D
. R . . j kao »produkt od 3D 1 3D,
i. 1) R; R ili skup sastavijen od jednog broja; 2) R; 129 - 11 Skup IT Skup S je polugrupa, a
zatvorena zraka brojeva; 3) 1 4) R; R[— 1, 1]; 5) 132° ima imamo
N~ _ ) : 133, x>y y=x
R‘.\Vj (2D + s &6 R\=D; R; 7 R (9, =), R; 134° pripadna pripadnu
8) R,R(0,0); 9) R; D; 10) R, R[0,e0], 11) R[—1,1]. ;Z; ’1_ , ge eba &
.. . ” . K . u shlict n
Sve funkcije 1) — 13) osim 9) su neprekidne. 2. Nepre- nigdje O.
. T . 142M 2 T
Kidno. 3. Isp. str. 52. 5. R (_ 27 7} +4- 2nD; nastaje 148 hvatamo shvatamo
54
: [ m m L ’ 148! 53 :
iz R =35> 2} translacijors 2a-2nk, £ =0, 1, ... 1501 svi svih
\ ' 1624 xeS xe S
167° polinoma poligona
170° pod — precrtati fS,
177 predzadnji pasus dodati Nauka o tepoloSkir.

svojstvima skupova zove se topologija.
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