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NPEATOBOP .

TO Jvrag Sv.
IIAérov. IToAwela, V. 477. B.

Pagyu xOHKpeTu3OBamka yBOXHUX OGjamimera MOYHUMO O HAmo-
MeHe O TaKO3BaHUM ONIUTUM NPUHLUINMA MeXaHHKe.

Ceaku OX XO6PO mMO3HAaTUX ONMIITHX, AupepeHUujaNHUX U MHTE-
rpansuX, OpyHUMNAa MexaHuke (BuAu, Hamp., [1]) moxe cayxuru Kao
1oJia3Ha OCHOBa TeOpMje MEXaHMUKHMX InojaBa ojxpeljeHe kareropuje.
Jeanu npuHuMOnu Cy muper o6uMa mpuMeHe, APyru cy yxer. [Ipema
TOME, XA Jiu CYy CHCTEMM XOJIOHOMHM HJHM HEXOJNOHOMHHM, CKJEDOHOMHU
UJ4 He, KOH3EPBATUBHH WM HE, Ca NUCKPETHO HJIM HENPEKUIHO Pac-
nopehesuM Macama, 3rOJHO je 3a MpoydaBame NojaBe y3uMaTu jefaH
| ApYru OpuHOun y oxapehenoj ¢opmu. IloHeku Ox TuX NPHH-
1umna, HApOYUTO EKCTPEMATHH, MOTY €€ YONIITHTH U MOCAYXKHUTH Kao
OCHOBA TeOpHje U APYTHX, CeM UHCTO MEeXaHMYKUX, Pu3WuKux mojasa
4 TO 4YaK M TAaKBUX, TJe Ce MeXaHWUKE OCOGWHe mojaBe TEK HA3UPY
0 HEKOj aHaJoTHju.

Merony pemaBama MeXaHHIKUX NPOGaEeMa NOMOhY ONMUTHX NPUH-
una MOXeMO palldJIaHHUTH Ha OB [eJIoBe, ,

I. TIpersen u onuc AaTOr KOHKPETHOI MAaTePHjaJHOr CHCTEMAa Ca
TaejuIITa HEeroBa CacTaBa M CTama, Tj. €a OBUX IMepumra: 1. re o-
MeTpucKOr (pacnmopes Maca, HUXOB CAacTaB W IONOXKAj; MaTeMa-
THYKH TO 3HAYH YBONEHE, PeluMO, KOOPAHHATA CHCTEMA y KOHAdHOM
nau GecKoHa4HOM GpPOjy, Mpu 4eMmy ce y MOCHAeAibeM Ciydajy roBOPH
O HeKUM MOBPIUWHAMA, OJHOCHO JHHHjaMa KOje oxpehyjy pacmopen
Maca cucreMa). 2. KHHeMaTUIKOT (067acT Kperama Maca, orpa-
HUYEhe THUX KPeTatba M NMPUHYAHE NPOMEHe, IUTO Ceé MaTeMATHHKH
M3paxaBa jefHauMHaMa Be3a, KOHaUHMX u Audepenuujansux). 3. A u-
HaMu9KOT (YTOMMKO Ja CaCTaBUMO MNPEryef CHid, YHYTPAWLUX U
cno/ballibuX, KOje NejcTBYjy Ha Mace CHCTEMAa; MaTeMaTH4Ku TO 3HAUH
Za HaGpojuMO BeluduHe, PeHUMO, KOOPAMHATE, KOje Cy morpe6HE 3a
oxpehuBatbe CHIa, aKTUBHUX M Peaknuja).

Il. 36op ommrer npuHIMma, KOju OXAroBapa OHUM OCOGMHAMA
cucreMa Koje cy HaGpojane mox I, u meroso ¢opmyaucame 3a xaT



VIII

MarepHjaqHM CHCTEM M 3a JaTH NpOGJeM O KpeTamy OXHOCHO MHPO-
Bakby TOr CHCTEMA.

IIl. TIpuMena npuBuIHANa, Tj. M3paXKaBame CBUX OHHX BEAHYMHA M
onmoca mely mbuMa, KOje Cy noTpeGHe 3a Ty HpHMEHY.

IV. [IpuMeHa MOCTYnNKa, OXHOCHO aArOpPUTMA, KOjU TPaKH OAro-
Bapajyhu npuHIun 32 RoGujame AudepeniMjaiHHX jeXHAUMHA NpO-
daemMa v u3Bohjeme THUX jeHaYHHA.

V. Pemasawe, Ta9HO uJH NPUGIMIKHO Ca noTpe6HoM Tausomhy,
cucrema AudepeHnHjalTBHX jenHauMHa NpoGaema yaumajyhu y 063up
noueTHe, ONHOCHO KOHTypHE, yCJIOBe yOuUeHOr mpobiema.

V1. ABaju3a DOTOYHOr MM NeIMMHYHOT NOOujeHor peliewa, W3-
30feme MOTPeGHHMX OcoOMHA KpeTawma HIM MHpOBama CHCTEMA.

U3 oBor nporpama XBa fieJa Cy HAPOYHUTO KapaKTepuCTHYHA 34
CBAKM TMOjelMHH NpHHUMA. [IPUHIMOM Ce yNpasO PasiHKyjy MO THM
menosuma. To cy: a. dbopmyaucame NPHHIANA Y MaTeMaTHuKoj Gopmu
6un0 y 06auky audeperunjansor, 6MI0 MHTErpaqHOr U3pasa u b. ca-
Jpaaj HOCTYNKa 4uja NpUMeHa J0BOAM N0 LEJIOKYNHOT CHCTeMa ande-
peHnujadHUX jefHauHHA.

Marematnuko ¢opmyaucame OpPUHIANA H Herosa MOCTynKa
MOXe UMAaTH MAM (opMadaH, YHCTO M CaMO MaTeMaTHYKH KapakTep
nau umath GeHOMEHOJOKO-KOHKPEeTaH KapaKTep, KaJ CBaKa BeJaH11Ha
M CBaKM HM3pa3 uMajy jacHo PM3MUKO TyMadewme .H CBaKH MOCTymaK
u3paxasa jacse (u3HuKe onepanuje. JacHO je Aa CBaKM OMIUTH MPHH-
LAn HMa yTOAMKO Behu NpUpOAHM 3HAYaj YKOAMKO jaCHHMjH M KOH-
KpeTnHjun (eHOMEHOMOWKY KapakTep MMa (opmyancame Kako camor
NpHHLMNA TAaKO M IErosa MOCTYINKa.

Y oBoj pacnpasH, npBo, AajeMo (HeHOMEHOAOIIKO TyMayeme OHOr
npunuuna MeXaHuke, Koju cmo sassaau [1padoBuM NpUBRIANOM H unju
je campaaj, y Apyroj ¢opmMH, OZaBHO 6HO nO3HaT. [IpUMEHE TOT MPHH-
mMna Cy ce nmoKasaze Kao BPJO 3rOJHE, a HErosa TeopHja MOHOBO Ce,
HAPOYMTO Y MOCAENI-€ BpEMe, MHTEH3UBHO paspaljyje. 3aTHM y3uMamo
cxemy TOr npHHuMnNa 3a dopMmynucame jeXHOr omnumTer ¢denomeno-
nowkor xudepenrnujaasor npunnAna. $enoMeHoa0wKO H3Bohjeme TOr
npuHnuna 1 (GeHOMEHONOWKO TyMauewe Hherosa MOCTyNKa, OXHOCHO
aAropuTMa, TO je rJIaBHH IH/b OBE pacnpase.

Axanemuky B. B. Mumkosuhy n npodecopy T. Il Anhemuhy,
KOjH Cy MH, Ka0 PeaKTOpH, WOMOIIH, HajcpAauHuje 3axpa’byjem. Ha-
paxapaM 3axXBaiHOCT Takohe HamaBaukoj ycramosu ,Hayuso nenof,
menom ynpasuuky C. H. PajkoBuhy, Kao W KOJNEKTHBY Tpatuuxor
npenyseha ,Axanemuja“.

£ B,

Tr'TABA NMPBA

HUctopnjat MNpacdora npuanuna

L1. Nidador napas 1 merope jepnaynne

Y nocrenme BpeMe Tak03BaHHM [Ipacos npunuun mexannke, qujH

Ma j

MaTiMf:?:KH M3pa3 npeTcTas/ba jeaHa audepennujanua auneapua dop-
ua 1 n](p ce NocTynak cacroju y ¢opmansom NHCamby TaK03BaHUX
P adoBuX jemHaumHa, Moueo je na npuBnaum cse Behy ma

Ha ceGe. vy

CBHMaH;e:ﬂ;;; MH HE pacrnojaxemo Zl0BO/bHOM JNUTEPAaTypOM Xa y
YCNOCTaBUMO MCTOPHjaT Tor mpuunuma. To je yro-

MKO TEXE, WTO Taj MPUHUMN NO CBOjoj popMHu CTOjH Y TecHOj Be3u
lc:{ c;:xosnar.mm [padosum npoGaemom o PenyKu®jun oxrosapajyhe
_— ;{R:ii:fme tdopwme, a 0Baj 'npoénem je ycko Besan ca teopujom
j ' nudepennnjannux jeAnaunna u jenHauMHa ca TOTaAHMM
gu@epeauu]annma, a TaKohe W ca BapujallHOBMM pauyHOM. ITpema Tome
je obaact, rae moxe 6utn COOMEHYTO WITO ce oxHOCH Ha [Idados
:g::uun, CyBUIIE BEAMKA M pasrpamara, a Taja je TEILIKO nosyhu up-
KOHAall KOjH 6M MOBE3a0 CaMO OHO IITO Ce oxrocH Ha [Idagos
NpHHINA, Te NpeMa TOMe je Tewko yhu u y cBe ¢dase ucropuckor
pasang(a [Ipadosor npuununa oxnocuo IMdpadose metozxe ymexﬂnuu:l.
spexe I:I'f)a.::{ C€ KOMIIMKyje joml M THME wWTO Cy ce y nocaenme
’ JaBUIe KOJ HEKHX rpyna marteMaThyapa TeH/JeHIHje Ja ce
PHULIY CBH paHHuje LOGUBERH PE3y/ITATH H O HOBHX bopmannux ocropa
y CyWTHEA MalO Da3AMYMTHX O CTAPHX, MOHOBO ce U3BOJE CBH o;r’
Ir;(.)rr:)e'rxa, CTapu pesyaTaTH W W3Zajy ce 3a HOBe, Gea 063upa Hé’l TO
qmpM:Le (())z:aj:::o Pa3IMKy]y OJ CTapHX, M TO HE3HATHO, CaMO moO
y TAKBUM HM3JaratMMa CTapHX PE3Y/ITaTa O HOBUX

TO je BeJHKH 10CA0, KOjH
R , MEHH H3rJeia, Tpeé6
s nomaTOD » TPe6a xa Bpiue, npe csera,

1 O denomenoaomxkom Anbepenuujaanom HpHHUHTY



2 WUcropujar [TpadoBa npunuuna 1.1

JinneapHa nudepennujansa opma

N
(1) =X, dx;+X,dx,+ .. . Xndxny="3 X; dxq,

i=1
rae ¢y X; (i=1,2,...,N) QyHKmu]e NPOMEHBHBHX X;, Xz «.vs XN, @
dx; (i=1,2,...,N) muxoBu nudepennujanu, sose ce [Ihagos uszpa3

nnu lagosa nuneapna hopma npema HemMaukom Hayduuky Johann-y
Friedrich-y Pfaff-y (1765—1825), koju je ocHoBaO TeOpHjy Ta-
kBux aubepennujanHux uspasa [2].

CucreM audepeHIMjaTHUX jeTHAUMHA

N
(2) 2 aij a'xj=0,

i=1
ca BPeJHOCTHMA
a aX, BX,
j=E T Ty
ax, ax]
npercTasba fdpsu cuciiem IlpagoBux jegnauuna, xpartko, llpagose je-
AHA4UHe.

(,i=1,2,...,N),

[TocMaTpane camo ca aHaauTHYKOr raexuura, popma (1) u jen-
HauygHe (2) MMajy OBe BaxHe OCOOMHe.

1. Jexnauune (2) ce He Memajy ako dopmy (1) momMHOXHMO Ma
KOjHM KOHCT3QHTHAM MHOXUTE/HEM, PasJIH4YUTHM OJX HYJE.

2. Ako dopmu (1) momamo TortamHu gadepeHiujan nPoM3BOJbHE
dyuxunje W npomenmuBux x, (i=1,2,..., N), jexHauune (2) ce He
Membajy.

Axo dopwme, unje cy IldadoBe jexnaunne exBUBaJEHTHE, TaKohe
CMaTpaMO Kao €KBHBAJeHTHe M €KBHUBAJEHTHOCT 0GeNeXHMO Ca =,

uMamo
P+dW=o.

M3 oBe oco6uHe HeMOCpeRHO Caexyje ma cBaku uaaH X;dx; dopme
MOXEMO 3aMeHHUTH Ca —Xx,dX;, jep UMaMo OBe eKBHBAJEHTHOCTH Yy

onHOCY Ha Qopmy
X,dx,-%X,dx,«—d(Xi X,') - X; a'X, B

3. AkO MeCTO NpPOMEH/bHUBAX X;, Xp,..., Xy YBEAEMO HOBe MpO-
MEH/bUBE, Y,,Vs,+++, YN, U OpercTaBuMo popmy & y 06auky
N
V=3 Yidy,

=1

(6)

1.1 INados u3pas u werose jenHaumue 3

u cactaBumo 3a my [ldadose jennauune

N
(3) Eb,‘jdyI':O, E(i‘=1,2,...,N),
=1
opu 4emy je
oY, oY, _
bu=———-—|, (i:i=1:2:"':N1
dy;  Oy; )

JaKo je AokasaT (rJL., Hanp., [3]) xa je cucrem jegnauuna (3) exBu-
BaJIeHTaH Ca CHCTeMOM jemHauumHa (2).

4. Ilpema G. Prange-y [4], E. Schering [5] je npsu nocra-
BuO Besy usmehy [ldadosor mspasa m audepenumjanuux jexnauuna
Y KaHOHHYHOM OOJHKY.

Crasumo N=2n+1 u 03HaYuMO npBe 27 OPOMEHbUBE Ca
(4) x,,x,,...,x,,, Y1yy2""vynv
a nocaeawy (2n+1)—y ca t.
[dados u3pas nanumumo opako
n
(5) =3y dx, -Hdt,
i=1

rxe je H dyuxuuja npomenmusux (4) u t. [Ndadose jeanaunne tana
no6uBajy 06auk

oH
dy= - gt
Vi ox,
0=dx,— 2 o
oy,

3
—dH= —— (Hdf
5; 4D

M AOBOAE A0 KAHOHWYHHX jeaﬂaquﬂa

Gy _OH A OH i iow)
dt ox; dt  oy;

M 00 HIACHTHUTETA Ha OCHOBY THX jeaﬂaquﬂa.

5. INokasana Besa usmely Ildadose dopme (5) u [Ndadosux je-
IHAYMHA Y KaHOHMYHOM 06aumky (6) maje moryhuoct ma ce jemHo-
CTaBHO (GOpMyJHIle CYIITHHA TEOPHj€ TaKO3BAHMX KAHOHMUHMX TPaHC-
dopmanuja. [Ipenas ox mpomMeHbHBHX X;, ¥;, | HA mpoMeHmbHBe &, 1, T



4 Hcropajar Idacdosa npununna 1.1

ozpehyje xanomuyny TpancdOpMalH]y, AKO KAaHOHHUYHE jefHAYHHE Y
NpBUM NPOMEH/bHBHUM IpeJa3e MCTO TaKO y KaHOHHYHE jefHaudHEe Y
ApyruM npomesbuBuM. Kao mTo je nosHaro, xauonuuse TtpaHcdop-
Maluje Mory OMTH HJAM chelujanHor o6JuKa, KOjH BakKu CaMO 3a KOH-
KpeTad cHCTeM AudepeHIHjaJHUX jeXHAYHHA, HAH OMIITEr THUMA, KOJU
ce Moxe NMPHMEHHTH HAa NMPOM3BOJ/bHE KAaHOHMYHE jeJHauWHe.
3aycraBUMO ce Ha cayuajy Kan t ocraje 6e3 mpoMese.

JacHo je na je y cayqajy exBuBanentsHocTd ABe [ldacdose popme

n n
S y.dx—Hdt =Y nd§~Kdt,
i=1 =1
rae Cy
H=H(xlyxﬂr"-1xn; yuyz,---»y,nt),

K=K(E,8&,..., 8 0y, ngseee, sy 1),
CHCTEM KaHOHHYHMX jeJHauuHa NpBe QopMe eKBUBaJeHTAH CHCTEMY Ka-
HOHHYHHX jeaHauHHa Apyre Qopme.
Kao mTo je nosHato, 3a KaHOHHYHY TpaHCHOPMALK]jy OMIUTET THIIA
Be3dy u3Mehy CTapuX M HOBHX NPOMEH/bMBHX MOXEMO NOCTaBHTH Ha
0Baj HauMH. ¥BeJI¥MO NPOH3BOBHE (QYHKIH]e

F.fisfaree s fm
OBHUX aprymeHarta
x‘,xz,---»xn:Eugz:-‘-rgn;tr
H 3aTHM CTaBHMO aF af
n=-—+= A *, i=1,2,...,n,
aEi El saE‘
oF n_ of
= =SV s, i=1,2,...,n,
% a)C‘ s=1 ‘ax‘
fs—_‘o’ S=1,2,...,m,

rje cy 2As KOHCTaHTHe BeauwduHe. M3 Hanucanux jeaHaudsa Hemno
CpeHO H3BOJIHMO
n n n/oF oF m 2 afs afs
(dx,— 3, dE = — —dx‘+—def)— A dx +——d&,-)=
it dt= g foag )= 5 St T
=(a—F+§ xs%-) dt—d(F+§mj xsfs).
ot = ot

s=1

M3 oBor unentutera mo6ujamo OBy Be3y usmeljy aBe ¢opme

n
S ydy—Hdt &~ 3 0, d —Kdt,

i=l1 i=l

1.1 Npagos Hapas ¥ mwerose jennaunne 5

rae je
oF & . Ofs
K=H———%"2,—%.
ot El ot

Ha Ta] nauun moxemo TBpauTu aa je cucrtem jeasaduna

Wi_ _OH  dx_OoH

= —-—, = N = l, 2» . 2 ]
at " w a oy ¢ &
€KBHBaJeHTaH CHCTEMY
d oK i
dn_ oK K 190
dt O, dt oy
Y cnewmvjanuom cnyuajy xas Qyuxuuje F u f, (s=1,2,...,m)

HE 3aBHCE CKCIIMIMTHO OJ BpemeHa, Tpeb6a TpaHcHOPMUCATH CAMO
Qyuxunjy H Ha HOBe mpomeHJbHBe.

[lITo ce tTuye ommrer ciydaja KaX ce Mema M HE3aBHCHO NpO-
MEHJ/bHBA, Ta] CJlydaj Ce CBOLM HA NPETXOIHH.

3aucTa, 10NyHAMO CTape NPOMeH/bHBE jOuI NPOMEHJHUBOM /i, TAKO
JAa uMamo 2n+2 npomensbuse

(1') x!’xzs"'sxn’tryiiyﬂr"',yn’hv
H CacTaBUMO 3a mbUX dopmy
2) 2 yidxi+hadt,
noJ ycnosoM ja je
(31) H(xl)xzﬂl--’xn;t’ytyyg"°°’yll)+h=o'
3aTaM yBeAMMO HOBe NpOMeH/bMBe Takohe Ha 6pojy 2n+2
(4') EuEg,---’EmT’Yh,1]1,---:1]-”/\'» '
M 332 BUX cacTaBuMo dopmy
(5 2 0 dE +kd+ ToTanHu audepentujar,
cvMatpajyhu Xa mOCTOjM Heka Be3a O6/uKa
(6) K@, 8o Bnnns, .o n.) +£=0.

Tlocne Tora u3BpwMMO KaHOHHUHY Tpancdopmanujy ¢opme (2')
y ¢opmy (5. Ha ocuosy Te TpaHcQopMallije MOXKEMO NPOMEHIbHBE
(1) u3pasutu y GyHKUMjY NpOMEHJbHBHX (4') u nomohy Tux u3pasa
u3 jeanaunte (3') MO6uTH jeAHauMHY Ca NPOMEH/bUBUM 4). Axo Ty
JEAHAUMHY peWKMMO O k JoGuhiemo jeaHauuHy o6auka (6'), koja oxpe-
hyje ynkuujy K, a Tume ce 3aBpmaBa TpaHcdopmanyja.



6 Hcropujar Ildadosa npuruMna 1.1

[NpumeTuMo ma y caydajy KaHOHWUHWX TpaHcopmamuja ymory
NPOMEH/bHBUX, PEUMO, X; U Y¥; MOXKEMO MPOMEHMTH H TO Ha OCHOBY
€KBUBaJEHTHOCTH (opmu

> yidx, - Hdt =~ - X, x,dy, - Hdt,

jep ce e dopme pasiuKyjy camo ToTanHuM Audepennujanom d(Z x,y.)-
lNpema TomMe KaHOHMYHA TpancopMamuja ce MOxe HM3BPUINTH KaKO
nomohy npousBosbHe GyHKnUje

F(xl’xzi"'vxn; El’ezw-')En),

Tako W nomohy npousBobHHX (yHKUHMja ca OBUM pacmopenoM apry-
ME€HaTa
F(yl’y2""’yn; El’§2;"';gn)y

F(Xy, Xas+ees Xn3 OgsMayrereesNa)e

Axo yBemeMo caMO jeHY NpOU3BOBHY (YHKLH|y mpBOM Cay-
gajy oAroBapa TpaHcdopmanuja: '

) OF OF ,

1% = — i= —— =1,2,...,n),
1) N y o (i n)
Lpyrom

. oF oF .
Qi = — = —, =1,2,...,n,
(2% . X 3, il 3, (i )
n tpehem

) oF oF .
3>l< = - —, = - — 1=1,2,...,Il.
(39 i ( )

6. Hajsax moxeMo HaBecTH jouwl jeAHy Baxuy ocobusy Ildado-
BOr uspasa W [ldbadoBux jegHauyuHa y KaHOHMYHOM OOGJIHKY.

Axo MecTo npomMeH/bUBUX (4) yBegeMO HOBE NpOMEHJ/bUBE
(7) Y., X, (i=1,2,...,n),
u to Tako ja [Ibados uspa3 moduje o6auk

®) S Y,dX,—dF,
i=1

rae je F dyskuuja npomensbuBux (7) u f, KaHOHMYHE jeXHaunue (6)
MMajy HHTerpaje

Xi=a;=const,, Y;=B,=const, (i=1,2,...,n),

1.2 ) IbacdoBa MeTona y MexaHnuuu 7

jep Idacdose jeanauune 3a dopmy (8) usrnexajy oBako
dY,=0, 0=dX;, (i=12,...,n).

Jambu pasBuTak MatreMaTWuKuXx upeja oko INbadoBux audepen-
nujanH¥X u3pa3a HmAao je y pasnuM npaBuuwMa. Hapouuty yaory je
urpao ;rako3panu Ilpacdor npobGrem o tpanchopmaunju ITdadosor
M3pa3a Ha HOPMaiHe O6/JuKe y Be3d ca yHTerpamujom cucrema gude-
peHIUjaTHHX jeXHaYuHA ca MOTHyHuM AudepeHnujanuma, jexHaunHa
Ca MapnujanHuM W3BOJMMAa W O6HYHMX AudepeHmuMjaTHMX ]eXHAUHHA,
HAPOYHTO Yy KaHOHWYHOM 06auKy [7].

1.2, IdadoBa MeTOga y MexaHHUHA

Ha naBemnum ocobunama ce 3acHuBa TakoapaHa [ldadosa me-
Tofa y mexanutu. OBa MeToXa je ymia 4aK ¥ y yuGeHudKe MeXaHHKE
(6} (1.

E. T. Whittaker je Beh y npeom usmawy (1904 r.) csor
yubennka funamukxe [6] usnoxuo INbpadoBy merony, anu Huje HaBEO
HHKaKBy nuTepaTypy. OH je ¢dopMyancao Ty MeTOAY ¥ y MOCHeLHEM
usgamy (1952 r.) e duxcupajyhu je y o6auKy jeZHOr NpUHIMNA.

Peuu ,I1dacdoB npuanun* namao cam npeu nyt kog G. D. Birk-
hoff-a [8] y cmucay ,the general Pfaffian variational principle

ty
n
) af[z P,p,'+Q]dl=0,...“.
t =

Ann oBaj BapujallMOHM NMPHHIMI HMa CajApiKaj pa3AUUUT Of Ca-
JApxkaja OHOr MPUHNIMNA MEXaHWKe O KOJeM rOBOPDHUM y CBOM Y/JAaHKY
[9], rae cam npBu nyT ymoTpe6uo HasuB ,I[1pacdoB npummun Me-
XaHuKe*,

[MadoBoM npuHLMNY U HErOBAM KOHKDETHUM NpUMEHaMa y Me-
XaHuIM H Gusnuyu nocBehed je 4uTaB HU3 pPafoOBa KaKO MOjuUX JIMYHO
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16], TaKO u MOjuX yueHMKA ¥ Capa]HHKa:
T. Aubenuha [17, 18, 19], 1. Mysena [20], B. Mywunkor
[21]. Mocnemwu mucay je usBpumo revepanusaumujy Ipadose merone;
0 TOj renepanu3anuju ropopuhy cnenunjanHo Ha APYroM MecTy.

Idadosa dopma u [1dadose jexnauune croje y Besu ca APyruaM
MaTeMaTMYKHM KOHNENIHMjaMa, IIe Cy 3ay3ele BaXKHO MeCTO y caBpe-



8 Hcropujar [Npadosa npunuuna 13

MeHo] maTeMaTunu. Ha npBo MecTo y ucropuckom peay Tpe6a cra-
BUTH TeOpH]y WHTerpansux wunBapujasata of H. Poincaré [22],
Kojy je 3atum passuo E. Cartan [23]. Ha majnpoctujem npumepy
NOKaXXHUMO Ty Be3y.

1.3. Npador m8pas s8a MaTepHjanHA CHCTEM y TeOpPH]H HHBapHjanara

¥3MuMO KOH3EPBaTUBHH CHCTEM Ca HE3aBUCHMM KOODAHHATAMA
q (i=1,2,...,n) u dysaxuujom cuna U.

TakBom cuctemy oarosapa [ldadosa dopma, kojy moxemo Ha-
nUcaTH W OBaKoO:

n
1) 5= pidqi—Ht,
i=1

rae je
oT
H= Eq —-T-U= H(ans
=1 aq:

a T je xuBa cuna cucrema u p;=097T/dq,’.

[Iperxonna ¢opma moxe ce cmatpaTu Kao ¢Qopma on 27+ 1
audepennujana 8p,, 8q;, 8t. Pamu Kpartkohe YBOJAH C€ reoMeTpucKa
MHTEpNnpeTalyja cucTeMa nomohy penpe3eHTATHBHE Tauke, pemumo M,
y npocropy ca 2n+1 mumensujoM. Y TOM NPOCTOPY 3aMHUC/IMMO
jemHy 3aTBOpeHY KpPHBY JMHHM|y, uuje jefHAUHMHE MOXKEMO HAMHCATH
OBAaKo _ _

=g (1), p=pl)

rae ¢y ¢; u p, (i=1,2,...,n) nate ¢ynxnuje mTo oArosapajy JHaToj
NpOU3BOJLHO] KOHTYpH y npocTopy. Osnaka audepennujana ca & ox-
roBapa npoMeHd BeNHYMHA ¢;, P, NIPH Npenasy CucTemMa M3 Tauke M
y Tauky M* Ha usa6paHo] KOHTYpH, Kojy hemo o3mauuTtu ca C.

¥Y3amumo can unTerpan
@) 1:[4:5 =f(2p16q,—H8t),
c c

no 1aroj KoHTypu C ¥ NMOKaXXMMO Ja je Taj WHTerpal WHBApHjaHTaH
M NpéMa TOMeé MNpeTCTaB/ba jeNHY HHTErpajHy wWHBapujanty. Hnusa-
pujaTHOCT Tpe6a pasymeTn y oBom cmucay. Kontypa C cactoju ce u3
Tauyaka M, KOje KapaKTepuimy Imo/MoXaj U GpP3MHE CHCTEMA y AAaTOM
MOMEHTY {, a CHEeLH]a/lHO ¥ y MOMEHTY f,. 3a Bpeme Moryhux Kperama
cucTemMa cBaka ce Tauyka M kpehe no cBojoj TpajexTopuju M y cBa-

13 INdados nspas sa MaTepHjaiHH CHCTEM y TeOpH)H HHBapHjaHaTa 9

KOM HapejHOM MOMEHTY HeKa Tauka M 3aysme noJaoxaj M, a meno-
kynna xKonTtypa C nonoxaj C' (ca. 1).
3a noBY KoHTYpy C' NOHOBO MOXEMO WH3PauyHATH HHTErpan

=f¢5.
(24

HnBapujanTHOCT ce m3paxaBa jeaHaUUHOM
r=1.
3a moKa3 Te WHBADHjAHTHOCTH AOBOJLHO je
JOKa3aTH ja je

3) dI =0,

npu demy jpudepennujan d o3HadaBa NpPOMEHY
HHTErpaja AYX CTBapHHUX TpajeKTOpHja CHCTEMA,
KaJ cBaka npoMen/buBa fobuja audepeniujannu
npupamTaj d ¥ TO OHaj KOju OArosapa audepes-
LHjaJHHUM jefHauMHAMa KpeTama CHCTeMa. ca 1.
Hoxaxumo jennaduny (3) 3a copmy (1).
[Mpema (2) umamo:

d1=df¢>5=fd¢>5=f(Edp,ﬁq,fzp,dﬁq,-—dH-St—HdSt),
i i{
[+ C

anu jejlad O 4/aHOBAa JAPYre rpyne MoxeMmo TpancdopMucaTu OBaKO:

fpad6th=fpx8dqa=}p;dq.—qu.»8m.
C C C C

Ycnen 3aTBOPEROCTH KOHTYpe NPBU YJaH Ca JeCHe CTpaHe nocae
cabupawa paje nyxy. Hcry Tpancdopmanujy BpmHMO M Ca 4JaHOM

fHd6t=fH8dt='Hdt—fdt-6H.
c
[lpema ToMe nedunuTHBHO HMamoO

H
dl=f[2_dp.~ 8q:— 3 dg 8p:+dt(Eg—H8q:+E—6m+Z—ﬁf) dHSt]’

14

oH oH
—dt)8q; — dg;— —dt\8p;—|dH — — dt) 6¢
dlf[ (dp,+ )q z(q ap,)”( % )]



10 q Hcropujat Tpagosa npunnsana 13

M3 oBor uspasa 3a dI caepyje:

Axo xpuBy C wn3abepemo NPOW3BOJLHO, a TO 3HAYM 1A Cy npous-

BO/bHE Benuunue 8q,, 8p;, 8f, ycnos (3) Guhe ucnymen, ako cy ucny-
HeHH YCJO0BH

dp,-l— Qfl—dt = 0,
9g;

dg—2H 40, (i=1,2,...,n),
op,
oH

dH— — dt = 0.
ot

[Tocnenwu ycnos crepyje w3 xsa mperxonua, a Tu YC/IO0BH He
NpeTcTaB/bajy HMMITa APyro Beh KaHOHWYHE jefHauMHe KpeTama
cucrema

dor _ _OH - da _OH iy a
dt oq;’ dt op SRR
[Ipema Tome ce BpepHOCT wnTerpana / He Mema ako je Taj uu-
TE€rpan NpomHpeH Ha KPWBY KOja Ce HAa/lasH Ha IeBH 06Pa30BaHOj OF
WHTETPA/IHMX KPUBHX KOje Cy MOBy4YeHE KPO3 CBe Tauke KOHType C.
Ta xoHTypa MOxe 3ay3uMaTu -MpPOM3BOJBAH MO/N0XAa] Ha MOBPIIMHK Te
LieBH, HO TaKO Aa Npyu ynopehusawy o6yxBara 1eB HCTH 6pOj NyTa, pe-
uuMo, caMo jefannyr. Ta ocoGuna wHTerpana I HemocpezHO cnenyje
W OTyla mWITO MOMEpae IO MOBPUIMHH T€ LEBH YBEK MOKEMO pacTa-
BHTH y JIBE KOMIOHEHTE: jeXHy y NpPaBUY WHTErpalHe KpuBe, Ay
Koje je d/=0, jep ce Bpwmu carsacuo ca ZudepeHnujaqHuM jeHaunHaMa
Kperama Tauke M, U APYry KOMOOHEHTY MITO OArOBapa npenasy ca
jenHe uHTErpanHe KpHBe Ha ADYTY, CyceiHy, a pasjMKa HHTerpana
3a JAB€ Tayke Ha TUM KPpHBHM yBeK je HCTAa HE3aBHCHO OX H-UXOBOT
N0/I0XKAaja HA KPHBHM, jep 3aBMCH CaMO OX Kpajimux yCloBa KpeTama
KOju Cy 3a CBE TauKe CBaKe MHTErpajHe KPHBE MCTH.

[Ipema TOoMe MOXeEMO TBPAMTH La WHTErpan 3aZpxasa €BOjy Bpe-
AHOCT 38 CBaKi Npecex u3abpaHe IEBH, H Y TOME j& HEroBa HHBa-
pHjaHTHOCT.

Teopuja unTerpanHux uaBapujanata noMohy cBOjUX ommTHX Teo-
péMa He CaMO WITO MOXe 3aMEHHTH NPOyuyaBalhe KpeTamha MaTepH-
jamsor cucrema nomohy, pemumo, XaMHATGHOBOL OpUHNMIA HajMa-
ber nejcTsa, seh oTBapa u Behe MoryhmocTH 3a Taxsa npoyuaBatha.
IlpuMeny Teopuje WHTErpajsHWX HHBAapHjaHATAa MpPBO je ucKopucTHO

14 Hamu passurak Ildadose merone y Mexauwanu 11

®UXOB npoHanasad H. Poincaré [22], asatum E. Cartan [23} G.
Birkhoff [8] u nu3 mpyrux ayropa. .

Besa ko0ja nocroju u3Mehy TeOpHj€ HHTErpalHMX WHBApPH]aHATa,
¢ jexne crpane, u [ldadosor uspasa u [lpadose merone, ¢ apyre
cTpaHe, jOII jeZAaHMyT MOABJIAYH BAXXKHOCT H, Y HEKOM CMuCI1y, YHH-
pep3anioctT [lpadose Mmeroxe y mnpuMeHd Ha npo6neme LMHaMAKE
MaTepHjaJHOT CHCTEMa.

14. lamnr pasearaxk JldhadoBe Meroje y MexaHHNH

[Ipe HO wTO H3HeceMO Aa/bH Pa3BHTAK Be3e PauuoHanHe mexa-
nuke u [Idpadose MmeTone HaBemhemo jexHy HCTOPHCKY npamegﬁy.

dpadnycka MaTeMaTHYKa I[UKOJa, [pPBAa IO CBOjUM 3HAYajHHM
pesyaratuMa y o6macTd PalnuoHanHe MeXaHMKe, MOJ AOMHHAHTHHM
yrunajem G. Darboux-a (1842—1917), kpajeM npomiOT # NOYETKOM
osor croneha, rOTOBO je MrHOpucaja BeXTOPCKy MeToLy. Darboux
HHje Xejeo HH HajMarbe Ja OTCTYIH OX CBOje KHHeMaTHUKe MeTOAe
y r/IaBHOj 06/1aCTH CBOT Paja, y TeopHju mospmuna. Mehyrum Bexrop-
CKa MeTOJa, 10CJe CBOjMX TemKHX MoYeTHHX ¢opMH (Grassmal}n
v Hamilton), ro6una je Hose ¢popme usnarama (AMepuka, HUrannja,
Hemauka) u xpo3 penaTHBHO KPaTak NepHOJ MOCTaja j€ TONHKO BaxKHA
IMCLUIIIMHA, HE CaMO Yy Be3x Ca reOMeTPHjOM M MeXaHWKOM, Beh H
y BE3H Ca OCHOBHUM apPUTMETHUYKO-aJre6apCKHM 3aKOHMMa H3Jarawa
HajanCTPaKTHHjMX pacyhuBama y MaTeMaTHIM (TeOpHja MHOXHHE, al-
re6pa y pasauudTdM ¢opmaMa, TONOJOTH]a W ApP.), TaKO JAa Cy H
najsepunjn Jlap6yoBu yueHMuM M npujaTe/bd BUIeNW Ka ce Buue 6e3
Teopuje Bexropa e Moxe (P. Appell). Bucoxo o6rapenu ¢panuy-
CKM MaTeMaTHyapH Cy NpH3HaBajJ{d CBO]y 3a0CTAJNOCT y TOM norzeny,
and cy tek nocne Jlap6yoBe CMPTH Mouesd 036HILHO Ja HalOKHahy j'y
nponymredo Bpeme. Ha ueno HoBuX ¢pammyCKHX HCTpaxuBaua je
crao E. Cartan. Axn Kako ce TO FOTOBO yBEK J€maBa, HAPOYHTO KOX
Ta/NeHTOBAHMX JbYLH, OOraTHX CTBapajauKHM eleMeHTHMa, OHM Hehe
la HaZokHalyjy usry6/beno cayxehu ce crapum nyresuma, seh rpaxe
HOBe MyTeBe W, Ipema CBOjoj MOhH ancTpakiiuje, yBeK Kpue Te‘ny'reae
y HEKOj OMmTHj0] 1 ancTpakTHHjo] popmu. Kao Hexa HOBa BapHjanra, y
CYWITHHY jeflHe rpaHe BEKTOPCKEe MeToje, fnojaBuia ce HoBa Cartan-
oBa ,MeToja cuosbammux Gopmu® (la théorie des formes extérieures),
Koja je can wneo6uuno monyaapHa u y Cosjerckom casesy (C. H:
dunukoBs [24] u xp.). Haxanoct Gorara pycka auTepatypa y TO]
06J1acTy 3a HaC HHje MPHCTYINayHa, a HAPOYHTO HHje HaM [O3HATO KaKBe
je npuMeHe Ta MeTOZa I0Kasaja y NpOyyaBamhy MeXaHHUKHX MojaBa.
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¥ ¢panuyckoj aureparypu uma Bume panoBa nocseheHux mpu-
MeHu cmosbamnbux Cartan-oBux Qopmu Ha MpoyuaBame mMeXaHWYKAX
nojasa. OX Tux panosa cnomenyhemo pazose A. Lichnerowicz [25]
u F. Gallissot [26, 27, 28]. O6a oBa nucua Y NOTAyHOj Mepyu urHo-
pully JHTEpaTypy Koja ce OXHOCH Ha OHaj MpexMer KOjH OHU TpeTH-
pajy. HaBennwmo, nanp., oBaj uurar (ctp. 145) u3 npearosopa unanka
[26] on F. Gallissot: ,Dans ces célebres lecons*) sur les inva-

riants intégraux E. Cartan a montré que toutes les propriétés des

€quations différentielles de la dynamique des systémes holonomes
résultaient de I'existence de Iinvariant intégral fw, w=p,dqgi— Hdt.
Ainsi 2 tout systtme holonome dont les forces dérivent d'une fonc-
tion de forces est associée une forme w, les €quations du mouvement
€tant les caractéristiques de la forme extérieure da.“ Ynopexumo
OBaj mMTar ca nutaroM u3 Whittaker-opor yubeHuxa, uuje je mpso
u3nawe wmwramnano 1904 ropume, Tj. npe Buume ox nemecer ronusa.

»Consider now the special differential form
Prdqy+p,dpa+. .. +pndqn - Hdt,

in the (2n+1) variables (q,, g,,. . -sqn; P15 Pas. . .2 Pn, t), where H is any
fonction of (g,,4q,,..., qa, P1s P2 .., Pn,t). Forming the corresponding
quantities a;;, we find that the first Pfaif’s system of differential equa-

*) nTepecantHo je HasecTH na y 080j kiu3n E. Cartan nasomu (crp. VII) y
Be3H Ca MHPEPEHLH]aTHOM GopMoM P1891+p: 892+ ... +pndgn—H8t, e je H Xa-
MHATOHOBA (YHKUH]a, OBaj pesyarar y o6auky ,principe de la conservation de la
quantité de mouvement et de P'énergie®.

Les mouvements d'un systeme matériel (& laisons holonomes parfaites, soumis
& des forces dérivant d’une fonction des forces) sont régis par des équations différen-
tielles du premier ordre entre le temps, les paramétres de position et les paramétres
de vitesses, et ces équations différentielles sont caractérisées par la propriété que I'in-
tégrale du tenseur ,quantité de mouvement-énergle*®, étendue 2 une suite continue
linéaire fermée quelconque d’états du systéme, ne change pas de valeur quand on
déplace d'une manlére quelconque ces états le long de leurs trajectoires respectives.

Ipema Tome ce xop E. Cartan-a Beaa IHdepenuHjanHe dopMe H THdepeniHjan-
HHX jeRHAYHHA KPETala, NpBO, H3HOCH K40 HEINTO HOBO H TO y 1922 ronuny, 18 ronnna
nocne Whittaker-opa yy6enuxa, g, ApYro, He TYMauH Ce jOm Kao NPHHLHN MeXaHHKe
Beh ka0 Teopema 0 onpxaBamy onpehene peamunHe HHBapujantHe dopme. [lpu ToMe
E. Cartan y sakmyuxy norpemwHdo Hasonpn (crp. VIII):

Il est important de faire remarquer que ce schéma ne s’applique quaux systémes
matériels dépendant d’un nombre fini de paraméltres.

Mehyraum cy, upen, T. Auhenuh [17,18], a 3aram u F. Galllssot y Ppannyckoj,
TeK nocie NeBET roaura, [28], mokasann ma ce Meroma kojy sosemo [ldadosa merona,
MOXe NPHMEHHTH H HA MAaTepHjajiHe CHCTeMe ca GeCKOHMAYHUM 6pojem crenena caobone.

1.4 Hamu passHrak [IpadoBe Meroxe y MeXAHHIH 13

tions of this differential form is
oH

_dpr_ df:o, (r=l,2,--o’ﬂ)y
op,
dq’_aHdi=0’ (r= 1,2;...:’1)1
op,
dH—a—f—ldi=0.
ot

Of these last equation is a consequence of the others: and the-
refore the system of equations can be written

ngaH’ dp,____aH, r
at ap, dt 0q,

but these are the equations of motion of a dynamical system whqse
Hamiltonian fonction is H is invariantively connected with the dif-

ferential form

= l: 2:---:“)1

Xidx,+X,dxy+ .. . Xgndxgn+ Tdr,

which is derived from the forme
P1dq+padqs+ ... +padga—Hat,

by the transformation from the variables (g,, ¢a,. .., Gn, P1»P2se s Prs B
to the variables (x,, x,,..., Xan, T}

M3 opa aBa nurara ce BUAM Na C€ Pa3NMUUUTHM peYuMa TOBODH
O jeHOM HCTOM MaTeMaTHykoM (akTy — o usBohemy zm(pepe?uuu-
janmHUX jeHAYMHA KpEeTamba MaTepHjaJHOr CHCTEMA U3 gndaepeﬂnn]anﬂe
dopme ucror obauka. Kox Whittaker-a ussohemwe je NPUCTYMaqHO
CBaKOM YHTAOIy KOju 3Ha eJeMeHTe Bulie matemarTrnke, kox Gallissot-a
ce MPeTNoCTaB/ba 3HaWme€ MAaTeMaTHUKOr amapara, KOju N0 MCTHX Ag¢e-
peHuMjaNHUX jefHAaYMHAa NOBOLM BPJO 3a06MNa3HUM MyTeM. YCBajame
TOr amapaTa 3axTeBa M MHOro TPyZa, BHAMTE, Hamp., [24], 1 MHOro
BpemeHa. bBe3 063upa Ha TO, 1UTO je Ta) amapar, MOXAA, U BPJIO KOpH-
CTaH U KOHCTPYHCaH HA MHPOKUM U NyOOKUM OCHOBaMa, MNAK je LyX-
HOCT fUCuA 13 HaBexe, Gap 3a ryiaBHe pe3yJrare, fa Cy OHU Guau MO-
3HaTH ¥ paspaleHu mHOro pauuje*). Yaxk ce  Whittaker-y moxe

¥ [pumenba y pany [26] F. Gallissot-a Ha crp. 146, koja raacu: ,Dés 194{5
M. Lichnerowicz au Bulletin des Sciences Mathématiques tome LXX, p. 90 a déja
introdult les formes extérieures pour la formation des équations des systémes holono-
mes et linéairement non holonomes* notephyje #a u cam pegepenr Galllsso t-oBe
Te3e HHje 6HO NOBO/LHO YNO3HAT Ca OCHOBHOM JHTEPATYPOM TEOPHCKE MeXaHHKe.
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3aMEpPUTH 1A NpW U3Jiarartby TOr MHTawha HHj€ HaBEO CBOje MPEeTXOJN-
uuke — E. Schering-a [5] u S. Lie-a; pax nocaeamer ne mory
Cajl TayHO HAaBeCTH, jep Cy OArosapajyhm nomamu HecTaiu 3a Bpeme
para y u3sropeioj 6u6auorensn Maremaruukor cemnHapa Beorpagckor
YHHBEpP3HTETA.

YuuHEMO jow jexHy mpumen6y. AKo HOBa MeTOXa JOBOXH O
GUTHUX HOBHX PE3yJTaTa, TaKBe pesyJrare Tpe6a NpOTYyMauuTu, MaKap
KparKo, u y kaacudHo] popmu. To He 6u oxyseno Hu MHOro TpyAa
HATH OH 3ay3€J0 MHOTO MECTa, aiu 6 MMaJO BEAWKH 3Hauaj 3a yTBp-
husame came HoBe meroge. CBakM 4YuTajall, KOju Ce HHTEpecyje He
camo 3a ¢opmy, Beh Ha mpBOM MecTy 3a caipixaj pesyJstata, MHOro
6y ce BHMIUE ONYIUEBHO HOBOM METOJOM Kaj OW BHAEO HoBe Gorare
pesyarate. CTPyYhak MeXaHuyap, YaK W TEOPETHYAP, MOKE YJ43HTH
y HOBa (opmyaucama, HOBa pacyhuBamba W HOBE JIHUCHUILIHHE CaMO
panu TOra ma YCBOjH 3aMCTa HOBE GuTHE pe3y/irTaTe y NpOyuaBaiby
MEeXaHHYKHX [0jaBa, HO He 300T TOra Ja IPOYHTA CTAPE Pe3ynraTe y
HOBO], aNCTPaKTHUjO] GOPMH, 4ECTO CHMOOMHYKO-BELUTAUKO], H TO CaMO
36or Tora wTo je Ta QOpMa mocTaza MONEPHH]a.

Hasonum jow jenan momarak. ¥ Beorpaay, Ha ocHOBy kaacuume
MeTOJe, Koja ce y Toj rpauu 3o0Be [IpadoBa MeToaa, a cTOju y Besu
€2 NPUHUMIOM MEXaHuKe, KOju cmo HasBanu [ldados npunuum, Guo
je oGpahieH uYMTaB HH3 MEXaHMYKHUX M (PUaMyKuX npobaema. Cax ce
TM WCTH NPOGAeMH aendMHyHO npepahyjy y HoBoj Qopmu, nomohy
HOBWX M0jMOBA M HOBHX peuyn. Panum mpumepa ysmumo pagmose [17],
[18] T. Auhenuha, rxe ce rosopu o I1hadoBoj MeTOAM y mpuMeHH
Ha TEYHOCT M HA eJacTu4Hy cpeauny u pax E. Gallissot-a [28] ua
ucty temy. O6pahen je ucru npeamer — kox T. Auheauha jesno-
CTABHMM HEMOCPenHHM Ha4MHOM u Kox F. Gallissot momohy Car-
tan-oa anapara cnomammux (OpMH, paxu uyujer ycpajama Tpeba
NPeTXO0MHO MNOTPOWIMTH AOCTAa BPEMEHA.

lope HaBenedy aHaiu3y HABOAWM HE €a LH/HEM KPATHKE CaMo
panu KpuTuke, Beh pagM OGjeKTWBHOT CBECTPAHOr OLEHHBAMbA pas-
JUYHTHX HAYYHUX NyTeBa H METOMAA.

Be3 06supa na to wro je y Beorpaay Ildpadosoj meroxu 6uo
nocsehied YuTaB Hu3 PafiOBa y KOjuMa Cy Ouau oGyxsahenu npoGaemu
MeXaHUKe, KJAaCHYHE W TanacHe, (U3MKe M acTPOHOMH]E, ja ce NOHOBO
BpatiaM Ha Ty METOAy ca Hu/beM Ra AyG/be MPOTyMauuM 4ucTO (heHo-
MEHOJIOIUKY CTpaHy Kako Tako3BaHor [1dagoBor npuHI KA TAKO U OHOT
OnwTer (eHOMEHOJOINKOTr RHu(ePeHIM]aMHOT [IPAHIMNA, KOjH PHPOLHO
npouctnye u3 I[ldpadosor npunHmuna u KOju Ce€ MOXE NPAMEHHTH
TaKOhje W Ha MOjaBe Koje HHCY MeXaHWyKe uJn (u3uuKe MPUPOJeE.

FTABA APYTA

deHoMeHONOWKO TyMauewme IIadosa npuruyna y mexaHauu

2.1. Cayuaj KOHBepPBATHBHOr CHCTEMA

Kao yBox 3a mperxommo oGjamumeme caapxaja omwrter (eHo-
MEHOJIOIIKOT AH(EpeHIUjantHor NPUHLMIA TOKAXKHAMO (PEHOMEHOIOWKO
Tymaueme Tako3saHOr [1padoBOr npuHmMna y MeXaHHmM u TO, NpBO,
Ha jeJHOCTABHOM MPHMEPY KOH3EPBATHBHOT XOJOHOMHOT MATEpHjaTHOT
cucremMa ca KOHayHuM OpojeM creneHa caoboge. [Towekap hemo ux,
panu jacumjer oGjawitbe-a HEKMX NOjMOBA, TYMAYUTH YaK H Ha OpuMepy
jense marepujanue Tauke, NPH YeMy MaTepHjanHy TayKy pasymeMo y
cMucay oGjallbeHOM y HaweM Kypcy Paumonanse mexanuke [29),
K20 3aCTyNHHKA T€Jd, MOXJA M BPJO BEJNMKHMX AHUMEH3Wja, a HE CaMo
Kao uyecTuny, ,napTuka“ (particula).

¥Y3MUMO Marepujaiuu cuctem Ox N MaTepujafHAX Tauaka ca
macama m, (v=1,2,...,N). Mace cMarpamMo Kao OCHOBHEe BeJMUUHE
CKanapHe npupone nomohy KOjUX Ce MpoyyaBamwe nojase pawuaamwyje
Ha npoyuyaBame JKEN0Ba U OUEHYje Ce BaXHOCT yuewha CBaKOr gena
y nojaBu. Y (eHOMEHOJOLKOM NOraesy Mace Urpajy y MexadulH
YJAIOTy HMHEPUHOHHX KoeuUMjeHaTa, y ONIUTEM CAyuajy yJory xoe-
Gunujenata TexuHe (CTaTUCTUKA), OZHOCHO 3Hayaja, yTdmuaja UTH.
Hima TakBuX, HE MeXaHHYKMX [0jaBa, TIE YJIOTy Mace urpajy koedu-
LH]eHTH CacBUM Jpyre (hu3MuKe OPUPOAE HEro IUTO je maca mare-
pujajnHor Teaa.

3 . . _’
Tonoxaj cucrema ce oxpehyje sekTopuMa [oJioXaja r, CBake
Ta9Ke y OJHOCY Ha OjpeheHy Tadky, peuumo O, HENOKPETHOT Mpo-
-’

cropa. JlekaproBe KOOpAMHATE BEKTOpPA r, y OXHOCY Ha HEeMoKpeTaH
Tpujeaap oca Oxyz 03HaYuMoO €a x,, y,, 2,. Mecto THX KOOpJAMHATA
MOXEMO Ha MO3HATH HAYWH YBECTH TEHEPAJMCAHE KOODIMHATE CHU-
creMa ¢; (i=1,2,...,n). 3a cro6oxuu cucrem 6poj n usHocu 3N, a
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3a Hecno6ozun n=3N-—k, rxe je k 6poj HE3aBUCHMX Be3a CHCTEMA.
[pernocraBumo Ia KOHAYHE Beae He 3aBuce OJ BpemeHa (CK/epo-
HOMHe), Taja HE 3aBHCE OJ BpeMeHa Hu OHe jelHauuHe Koje OZpelyjy
JlexapTOBEe KOODIHHATE Xy, ¥y, 2y ¥ QYyHKUH]M KOOpIHHATA (.

Kperame ONHOCHO MHpOBalme MaTEpHjaJHOT CHCTEMa je Mojasa,
¢deHoMen. AKo npoyyaBamo Taj (eHOMEH y HEKOM KOHAYHOM HHTEp-
BaJly BpeMeHa, peuumo, ox f, Ao f,, CMarpamo na je y Tom uHTEp-
Bany ()EHOMEH MO3HAT y KOHAYHOM 00AUKY, aKO CY MO3HATH BEKTOPH
nojoxaja, OZHOCHO HHXOBE KOOPIUHATE, CBMX Tayaka CHCTeMa, WU
resepanucane KOOpAMHAaTe cucTema Kao GyHKuuje Bpemana f y Ha-
3HaYeHOM MHTepBaldy BpeMena f, {< {,, a Takohe cy nosuarte u CBe
ocTane MexaHMYKE BeJIMdYMHE KOje Cy Be3aHe 3a TPeTupaHy M0jaBy W
KOje ce Tpaxe y [OCTaB/bEHOM 3aJaTKY.

3a BpeMe KpeTama CHCTeMa MaKap jefHa KOOPAHMHATA X,, Yy, 2,
OZHOCHO ¢,, MeHha Ce y TOKy BpeMeHa. Y TaKO3BaHO] aHaJMTHYKO]
MEeXaHHIM JeTa/bHO Ce NMpoydyaBa MareMaTHYKa NPUPOXA OHUX (YHK-
uuja xoje ozpehyjy Ty mpomeny. ¥ HOBUM MaTeMaTHUKMM CXemama
npupojga THX (QyHKNMja C€ 3HATHO MPOLIMPHJIA.

360r HapouuTe BAXHOCTH YJIOre BPpeMeHa Nnpu (eHOMEHONOWKOM
npoyuaBamy MojaBa HaBeAMMO jeXHY npumenly, KOja ce OZHOCH KaKO
Ha MexaHMuKe MojaBe, TaKO M Ha jpyre (QeHoMeHe Koju ce BpuIe y
TOKy BPeMEHa, a MOXe Ce NPOIMPUTH M Ha JpYyre cilyyajese, ako
ce BpeMe 3aMeHHM APYroM HEe3aBHUCHO NMPOMEH/bHBOM aHaJNOrHe yJjore.

[To camoj CBOjoj MPUPOZM Bpeme je HENPEKHUHHO NPOMEH/bUBA
BeJIMYMHA KOja Cce CBAKMM OJpeheHuM momenliom ! xenu Ha dpowno
v Ha Oyayhe Bpeme. I1pu o3nauu 610 KOje BeJHYUHE KOja C€ OXHOCH
Ha mpowJso BpeMe ynorpe6/paBalieMO O3HAKY Te BEJUUYHHe Ca MOMBY-
YeHOM LPTOM, a 3a cayda] 6ynyher Bpemena ca HaJgBY4YEHOM LPTOM,
a 3a MomeHaT f 6e3 upre. Tako M, M, M osnauyjy nomoxaj Tauxe

M merxe y mpowlIOCTH, Y MOMeHTy ! u Herpe y 6yayhuoctu. Hurtep-
BaJ BpeMeHa Moe OMTH y MpouniocTH, Hanp. Af, uau y 6ynyhnoctu,
Af. CBaku uHTepPBaJ, KOjU CaipKd MOMeHaT f, Jle/n ce Ha JHeo y
npomocTy W Aeo y 6yayhuocru. HuBepBan ca kpajem ujau moder-
KOM y MOMEHTY ! MOxe GuTH camo y MpounIocTH WM y 6ynyhHocTd.

Ako ce Tauka Kpehe u y MOMeHTY f cTHMe y nomoxaj M, oHa
je y Taj momoxaj xowwia ca 6p3urom u3 EpownoCimu, KOjy MOMKEMO

-

03HaYMTH ca V; Ta 6p3uHa ce pauyHa npema oGpacuy

5 9
r(f)—r(t—At)

2.1 Cayuaj KOH3epBaTHBHOr CHCTeMd 17

[Tocne Tor momenTta Tauka ce Kpehe 6psunom 6Gyayhnocmu ca
Bpexnomhy

S T
_’ ——
v=limr(+ i) r(t).
At

af+0
[lpu HempexkmaunoM Kperamy HenmpexummoMm 6p3MHOM MMaMo
+ 3 9
v=v=y,
T|. MpH NOJACKy M ONMacKy Op3uHa MMa BPEXHOCT G6p3uHe -1: y Mo-
yxe}n‘y f. Ana TO Huje yBeK ciydaj. Bpsuna 401aCKG MOMKE HMATHU
JenHy BPELHOCT, a Op3uHa 04AACKG, HANp. yCled KejcTBa TPEHYTHHX
cusa WIM yaapa, APYry BpexHOCT.
Hcro rtako enemenrapHo nomepame oko Tauke M Moxe 6uTH
UIu npou M — OM
oy y_)p JocTH ca BpexHouthy OM—OM wmu y 6ynyhuoctn
OM—0OM.
] AKO Heka BenuuMHa, 6uUAO CKanapHa 6uJo BEKTOPCKA, Koja je
o6u j
5 71a CBOJy BpENHOCT Y MOMEHTY { M3 NMPOLLIOCTH, Hanp. Gp3uHa
v, y3uMa y Aa/bO] NpOMEHM TNpupawTaj, pasyme Ce, NpupaimuTaj y
6yayhHocTd, Taj mpupaiTtaj jesHOCTaBHO hemo O3HaukTa ca A 6e3

upre rope, peuuMo 3a 6p3uHy, ca A?. Hakne je

2 3 -+ 3 — -
Av=v—v= v(t+ Af) — v (f).
CauyHO MOXeMo HamucaTu

» 5 — -
Ar = r(t+Af) —r(t).

Ilporymaunnu cmo norpe6ue mojmose ca ynorpe6oM pesaTHBHO
KOMIIMKOBaHUX O3Haka. [lowrto he y namem usmaramy nocne uase-
HeHux ofjammema y BehunM ciydajeBa mpupoga onrosapajytiux se-
Ju4YuHa GUTM jacHa M cama no cebu, y ThM cry4ajeBuma tiemo xo-
IYHCKe LPTe M30CTaB/bATH.

' Kako hemo Bumeru name, npu npoyvaBaiby KpeTama MaTepu-
Jamior cucrema mnomohy audepenuujanEux jexHauuna Tor Kperama
MPeTnocTaBba Ce Ja je CHCTEM HOWA0 y MOMEHTY f ca MO3HATUM
BEIUTMHAMA, BE3aHHM 32 TO KpeTame, Kao (yHKUMjamMa BpemeHa, Tj.
TIOSHATO Je KpeTame Y MPOUIIOCTH U NOTPeGHO je ONPeNuTH KpeTatbe
cucrema y 6ynyhuoctu. [lpema Tome cBe BesmuumHe ca upToM xoie

CMaTpamMo Kao rosHaTe, a €a LPTOM rope MM Ca O3HAKOM A — Kao
Hero3Harte.

2 O denomenonomkom AHQepeHunjaHOM NpuHURTY



i8 denomenonomko rymadene [Nbadosa nprHuuna y MeXaHuun 2.1

3a OnMC W KapaKTePHUCTHKY KHHETHYKOr CTakba MaTepHjasHOr
cucremMa of N mMarepujaJHuX Tavaka ca macama m, (v=1,2,...,N)
rnpe cBera €€ yBOJAW 3a CBAKy TauKy KOAUYUHA Kpeliawd WA UMOync

ca BpepHOWhy
> -

my, vy = p,,
rae 6p3uHa WMa Koophuuarte Xx,’, ¥, 2,/ (LpTHIa O3HauaBa H3BOA IO
BpeMeHy) IpH 4eMy ce ¥ Gp3nHa U UMIYJAC OZHOCE Ha OHE BEeJUUUHE
ca KOjuMa je cucTeM Jomao y CBOje CTame y MOMEHTY f, Tj.
-> - - -
V=V, Py =Py

[lojam xonnumHe KpeTara MM HMIYJCAa je BPAO BaXaH y Me-
XaHWu[¥Y, HApOUMTO ca (EHOMEHONOIIKOT IJeXWIITAa. 3a HAjOPOCTH{M
Ciyuaj NMPaBOJNMHUCKOT KpeTala MaTepHjafHe Tauke KOAMYMHA Kpe-
Tawma C€ H3paxaBa, PeUHMO 3a X OCY, OPoM3BOAOM mx'= mdx/dt, a
70 je, ontepehieHa MacoMm Tauke, BPEAHOCT M3BOJA KOODJHHATE IOXO-
’aja [0 BPeMeHy, a Taj M3BOA KapakTepume audepenuujasny mpo-
MeHy [0JOXKaja Tauke y NPOCTOPY y Be3n Ca BpeMeHoM. [Ipupoano
je ma ykoxmko je mMaca Tauke Beha, yToauko je Beha u yxora oxro-
Bapajyher gmena MaTepHjaJHOT CHCTEMAa Y OUEHHBAbY KUHETHUKOT
cTama cucrema. Aan, nowTo je GeHoOMEH y ,KpeTawy“ cucreMa, Tpeba
npu OLEmUBaky yJore mace m,, Koja ce Kpehe, yseru y 063up u
3Hauaj ,KpeTama“ Te Mace. Kako ce Kperame npe cBera Kapakrepuie
6p3UHOM, MOXEMO TBPAMTH Aa 3Hada] mMace m, y denomeny ,Kkpe-
Tawa“ 3aBuCH OX 6pauHe, 3a NPABOXMHUCKO KpeTame ca BpenHomhy
X', a y ONIUTEM CJAyuajy ca cn_e)umbnqxom BEKTOPCKOM MPRUPOJAOM T€

BeJuupHe, Tj. ca BpefHowhy v,. JacHo je na je To 6p3mHa M3 MpoO-
IIKOCTH 1_): = 1—1’,, 3a MOMeHaT f uanr 6p3uHa FOJacka.

O3HaunmMo ca P, moJioxaj MaTepujaJHOI CUCTEMa, a ca V; ckyn
6p3uHa J0Jacka Tadaka TOT CucTeMa 3a mMoMesar {. [Ipernocrasumo
Ja Cy TO MO3HATH €JEMEHTH MPOUNIOCTH TPeTUpaHe Mojase.

3aMuCAMMO Caj Na CHCTEM W3 P, BpIUM HEKO NPOM3BO/LHO efe-
MEHTapHO MoMepawe, mnoMepare y OyayhHocTH, 3acaj HENO3HATO.
O3HauuMO NOMepawe TaKBe NMPUPOLE Tauke m, ca Ar_:.

[locie #3710XEHOT HA OCHOBY HHTYMUTHBHO (DE€HOMEHOXOMIKHX
pa3Muil/batba, KOja Ce Ha Kpajy MNpoyuaBawmba CBHX oOJrosapajyhux
nojasa notephyjy ¢axtuma, moxemo yBecTu mnomohy HeduuuuMje
oBaj u3pas

N > > N 5
> (myvy, Ar,) = X (p, Ar)),
v=1 v=1

2.1 Cny4aj KoH3epBATHBHOI CHCTEMA 19

TZe je CBaKH 4jaH 36Mpa CKANADPHK NPOM3BOJ KOMHUHHE KPETatha TauKe

Ca KOjoM je Tauka Jomwja y mnoxoxaj P, ca GpsuHama V, M HekoOr

NpOKU3BOJ/bHOI €JEMEHTAPHOr NOMepawa Te Tauke y 6yAyhuocta.
Kako je

>
(my vy, Ar)=m, x,! Ax,+m, y,' Ay, +m, 2, Az,,
LENOKYNHH TIOpeHaBe/ileHH 30Mp NpeTcTaB/ba JHHEApHY AudepeHuy-

januy ¢opmy, jep cMaTpaMo Aa Cy mpupamuTaju ca 03HakoM A xnde-
peHlujanHe NPUPOAE, Tj. HAmp.

limAx,=0.
At>0

OsHauumo 0By ¢opmy ca

N - - N > -
&g = 2 (m, vy, Ar,)= 21 (o Ar)=
y=

=1
N

= (myx' Axy+mypy Ay, +my2) A z).
y=1

To je wunemusra ¢popma augpepenyujarnor ciiamwa cuciema, KOjy
Hemo KpaTKO 3BaTu ¢hopma ciiama.

Kao ocnosun o6pasau 3a dopmy crama cmarpamo 0Baj o6pas3alj

- -
¢3=§ (py,Arv)=

= ? (pvx A Xv+poy Ayv+Pvz sz)-

CBaku unan popme CTama, a npema TOMe K cama GOpMa uMa Au-
MEH3H)y
[®s] = ML2T-2.,

-Tlpumernmo na dopma cramwa caapxu y cebn, ¢ jemne crpawe,

2 9
KHHETHUKE €JIeMEeHTe NPOWIOCTH — TO Cy WMIYACH p,=p, Ca KOjHM

je cacrem nomwao y noxoxaj Py, H eneMmenTe 6ynyhunocts, nenosuarte

>
enemente nomepawa Ar,, Koju Tpea ma 6yAy oxpehenn ma dopma
CTawkba OATOBODH CTBAPHOM MOMEpamy CHCTEMa y 6ecKpajHO GIHCKH
CTBapHu MOK03Kaj CHCTEMa y Be3H Ca MpUIMKaMa AaTe MojaBe, KpeTatba
MATEPUjalHOT CUCTEMA.
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¥ cnyugajy resepaqucaHuxX KOODIHHATA CHCTEMA §,, Ga, ..., {n
¢opMa cTama ce MOXKE HaNHCATH

n
(2) ¢s=IE=XPiAQt,
rie cy
N> gy,
pi= my{ Vy, '—_)
vgl ( ' ag/

reHepaquCaly UMMYJICH U3 MPOLIIOCTH, jep C€ U BeJHUHHE ;: 174 a?v/oq,.'
OJIHOCE Ha MPOUIIOCT; BeauuuHe Ag; cy nudepeHnnjanay npupamTaju
resepanucaHux KOOpAMHHATa, KOJU ce oxHOCe Ha 6yayhHOCT u moniexe
onpehusamy.

TaunocT jemnauune

- -
> (myv,, Ar)="3 pi Ag,
v i

ce J1aK0 mOTBphyje, ako ce y3Me y 063up nxa je, penumo,

ox, _0x,
aq[’ aq,
u ja je
i-X—U-A(]‘=AJCU.
7 04

Y 0BOj ¥ cIMYHMM jefHauMHAMa IIOCTaB/ba Ce Be3a usmehy ABe
cepuje HEMO3HATHX BeAWYMHA Ax,, ... u Ag,, ... noMohy JuHEAPHUX
jemHadMHa Ca MO3HaTHM Koe(dUIujeHTHMA KOjU Ce OJHOCEe Ha MPOLIIOCT
H MOMEHT [.

Ha rtaj Hauun Ha OCHOBY mocTaBibeHe NedHHULMje H MPOYUIEHUX
ocobuna popme pudepernujamIHOr cTamba MOXKEMO 3aKbyuuTu Xa dop-
My @, penumo y o6auky (2), Tpeba cmaTpatu Kao GyHKUHjy Ox ! H
6ynyhux nomepama Ag,. MIMnyacu p, ¢y dyHkiuje BpemeHa.

HsHecumo cax naad npoyuaBama [0jaBe KpeTakha KOH3€PBATUB-
HOr MaTepujanHor cuctema nomohy dopme &;. To mpoyuaBame uma
OBE JeJOBE.

Ynopexo ca ¢popmom cTama P, Tpe6Ga 06pa30BaTH HEKH MaTe-
MaTHYKH H3pa3 Ox Kojer he 3aBHCHTH KaKo mpomeHa Te Gopme y TOKY
BpeMeHa, TakO M OpxpehuBame HEMO3HATHX MOMEpama Ag; 3a CTBAPHO

2.1 Cnyliaj KOH3eDBATHBHOr CHCTEMa 21

KpeTawe MaTepHjanHor cucrema. ®enomenonomku hemo Taj uspas cMa-
TPaTH Kao u3pa3 OHOT IUTO u3a3usa npoMeHy nHdepeHUHjanHOr cTabA
CHCTEMa, Tj. Ka0 u3pas axyuje. JIOTMuYKHM Taj M3pa3 Ce NOCTaB/ba le-
Gununujom n TO y 06auky jenrnor pudepeHuUjanHOr U3pa3a, KOME Ce
Raje HasuB cpopme axyuje. O3Hauumo Ty dopmy ca P,. DenomeHo-
JOWIKa pacyhuBama pasjammaBajy CMHCAO CBAakOT yiaHa Te (Qopme.

Hame mpema QeHoMeHONOWKOM MiaHy Tpe6Ga MOCTAaBUTH BE3Y
usmehy ¢opme crama u dopme akuuje. Ta Besa ce opmyiuie MoO-
Mohy JBa cTaBa, KOjH Ce, MpeMa HCTOPHCKO] MEXaHUWYKO] TpPaluudjH,
30BY 3aKOHUMA.

a) Ilpsu 3axoH, kpaTko opMmyaucan, jecTe 3aroH uHepyuje.

b) Jpyru 3akon heMO KDATKO 3BaTH 3aKOH rpajujexiid.

Hsnarame cazpixaja THX 3aKOHA Guhie HABENEHO Y NabeM TEKCTY;
oBze hemo pehu camo oBo. [IpBH 3aKOH Haje ycaoBe 3a ompehuBame
HEMO3HATUX €JEeMEHTapHUX NoMepamwa, penumo Ag;, y dopmu Ps.
Hpyru 3akon oxpehyje mpomeHe ummynca p;, Tj. bUXOBe KH(EpeH-
uujajse npupamTaje Ap; 3a HapelHH eAeMEeHT BpeMeHa. Ca HOBUM
BPEXHOCTHMA MMIyJCa p; + Ap; NpenasuMo Ha cacTaBibame (Qopme
HapenHor nudepeHuujansior crama.

Kao pesyaraT npumene THX 3aKOHa NOCTaB/ba Ce€ TPa)KeHa BE3a
usmely nxse ¢dopme, dopme cTama n popme axmuje. Maremarnuka
Gopma Te Bese TO cy xudepenuujanHe jefHAUMHE KpPeTama MaTepH-
jamHoOr cucrema.

[loce octBapema usnoxeHOr nana GpeHOMEHOIOMKOr H3BOHEHA
AudepeHunjaiunX jelHaYnHA KPeTama MaTePHjaqHOT CHCTEMA yTBp-
hyje ce u omHoc usmehy denomeHonomkor uspohewa u GopMamHOT
u3BoOhema Ha ocHoBy [1padope meToxe ucTux audepenuujanuux jexna-
4uHa. Pasyme ce ma ce TO pagu camo pajiM ynopehusama U He YuHU
CacTaBHH JNeo (PeHOMEHOMOWKe MeToxe.

YhuMo cax y meTamHO pa3Bujame MOCTaB/bEHOT MaHa (eHome-
HOJIOWKOr H3BOhewa AudepeHnujaqHuX jeHAUHHAa KpeTama.

[IpBu Kxopak y ocTBapemy TOr miaHa TO je 06pa3oBame dopme
akuvje, Tj. AudepeHnujaqHOr eneMeHTa akuuje.

Peu ,akuuja“ ommocHO ,AejcTBO“ y 06uuHO] peu, Kako y cpm-
CKOM TAKO W y APYrHM je3sunuma, ynorpeGibyje ce ca Bume 3Hauema.
Hejctso nexa, nejctBo cune (Wirkung einer Kraft), pasuotexa HAejcTBa
u nporusynejcrea (Gleichgewicht der Wirkung und Gegenwirkung),
NpuHIMT HajMamer AejctBa (Prinzip der kleinsten Wirkung), Xamma-
TOHOB npuHumun (varying action of Hamilton), Bojcka je ctynuma y
aKIK1jy WUTH.
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Kao peu notnyno oxpelenor maremaTuukor cazpxaja ped ,action”
= ,ejCTBO“ ce mojaBuJa npBu NMyT Kox XamuartoHa [53] y o6auxy

MHTerpana
4

W= f(T+U)dz‘,

to

rpe je T xuBa cuiaa cuctema u U ¢yHkuuja cuuaa, at je Bpeme. To
ejCTBO MMa AUMEH3Hjy

[W]=ML2T-1,0)

CBaxa mexaHuuka BeJIHUHHA €A TOM AUMEH3HjOM MOxe GuTH mpo-
TyMaueHa Kao AejcTBO. Tako, Hafnp., uMaMO AejcTBO ¥ XaMHUJITOHOBOM
cuucay [1, ctp. 260] w pejerBo no Jlarpanxky [l, cTp. 266] ca
HUCTOM HHUMEH3HjoM.

¥YcBojumo Tepmunonorujy na je Tdt enreMeHT AejcTBa MJM aKnuje
3a Bpeme d!f OX XuBe cuie, Ja je Udl ememeHT akuuje 3a df of
¢yHknuje cune OZHOCHO y 06iuky [1dt op mnoTeHUUjanHe eHepruje
Tayxe, OXHOCHO CHCTEMA Y JAaTOM [O/bY. ¥ ONWITEM CIydajy y Mexa-
nunu uspas E (f) dt je enemenT axnuje ¢ysxuuje E (f) 3a Bpeme df
ako ¢yHxnuja E uma BumeH3ujy

[E]=ML? T2,

Tj. AuMeH3ujy eHepruje. [Ipu TOme Huje HeonxofHO Aa ¢ynxuuja E
6yne u3paykeHa eKCIIHIUTHO Kao PpyHKnuja Bpemena. Ona Moxke GHUTH
¢ynknuja KOOpAMHATA, MMAYJCAa U BPEMEHa.

Baxxno je 06paTuTu Maxmy Ha Be3e Koje nocroje usmely mnoj-
mosa ZHejctBa (W), cuxne (F), paza (R) OZHOCHO eHepruje, KHHETHYKE
(T) nau norennujanue ([7T), umnynaca cune (J) ¥ KOJAMIUHE KPeTamha
dau aMnyaca (p).

[TomTo HaBexzeHe BeauuuHe MMajy OBe KHMeH3Hje

Beauunue w F ’ R, T, IT ' J p

Oumensuje | ML2T—'| MLT—2 |ML27T—2| MLT—'| MLT—!

1} Osnaky T xuBe ciae HeheMO MeWIATH ca O3HAKOM 7T BpEMeHA NpH H3paxa-
Balkby AYMMEH3Hja MOJefHHHX HMEHOBAHHX BEJHUYHHA,

2.1 Cayua] XOH3epBaTHBHOT CHCTEMa 23

MOJKEMO MOCTaBUTH OBe Bede u3aMely JejCTBa M HaBELEHHUX MOjMOBA.

Pag
JejerBo = AU x Bpeme,
Enepruja
jeTB . .
Hejerso _ Ipanujest pejcTBa no Kyxund = KosnduHa xpeTamwa =
JyxuHa
= Wmnyxac cuie = Cuna x Bpewme,

JejcTBO _ T'pagnjent mejcTBa MO Ly XUHA _ Cuna

Jlyxuna x Bpeme Bpeme '
JHejctBO

= I'pamujeHT mejcTBa MO KOJWYMHA KpeTamha=
Kosuuuna kperama
= JlyxnHa.

HaseneHe Bese Cy OZ KOPHCTU TpH OlEHHBaY KBAaJUTATHBHO-
(enomenonomKUx oxHOca M3Mely BeauuuHa. [lpe cBera ce Buiu Ba
IejcTBO Huje cuna, Beh je pax cmie y TOKy oxpeheHor Bpemena, Tj.

HejcrBo = Cuaa x [lyxuna x Bpeme.

3aTumM MoxeMO 3ak/byuHTH JAa Bpuehn ojpelene omepanmje ca
IejcTBOM MOMKEMO JOOHTH, mpema Ofepauldjd, ¥ UMOYJIC CHAe, H CHIY,
W KOJUYHHY KpeTamwa, fla 4aK M AYXKHUHY.

BaxHo je uMaTH Ha ymMy Ja caMa axllMja He WU3paxaBa, PELUMO,
CHIIy KOja Mema KpeTame Tauke, Beh camo ykasyje na 3a faTu mMOMeHaT
 IOCTOjH TaKaB M3Pa3, eJeMeHT aKluje, KOjH CBOjUM CAaCTaBOM U Bpel-
Howhy oxpeljyje one cuie, kKOje Mewajy HHEPIHMOHO KPeTamwe Tayaka
cucTeMa M Y TOKy uHTepBasa BpeMena At=dt oxpelyjy npupamraje,
penumo Ap;, reHepatHCcaHUX HMIYJCa p; ZATOT MaTepPUjaJHOr CHCTEMA
M TO MOCTe NpHMeHe Ha Taj M3pa3 OXpeheHux onepanuja.

JacHo je ma eseMeHT akIuje, KOjH BaXu CaMO y TOKY HHTepBaaa
BpeMeHa df, MOpa Ja caipxu MHOXKuTe/b df. Taza xoeduuujeHT KOX
dt Tpe6a Za uMa KFUMEH3U]y paZa OXHOCHO eHepryje. [lomTo ce KuHe-
THYKO CTame CUCTeMa KapaKTepHuile ri06aJHUM KHHETHYKUM M3Pa3oM,
WHBOM CHJIOM CHCTeMa, OXHOCHO KHHETHUKOM eHeprHjoM Koja Moxe
CIyXKUTH Ka0 W3BOP CHJe, a CHJe MOTY A2 M HemoCpeZHO mocTany (Y
Be3H Ca NOTEHNHjaHOM eHeprujoM) OX Tako3paHe (PyHKIHje cuJia, aKo
TaKBa HOCTOjH, Ka0O WITO je TO HAM CJy4a] KOH3ePBATUBHOI' CHUCTEMA,
OHJa eNeMeHT axuuje TpeGa xa caipxu ABa umana Tdt u Udt 36up
Ta JBa WiaHa oMoryhasa za ce u3BeZe OHAa MPOMeHa y KpeTawy CUCTEMA
KOja ZOBOZM CHUCTeM KO HOBOT KMHETHUKOr CTama. AJM Ta MpOMEHA
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TpeGa 1a ce 0XHOCH caMo Ha Npomeny Beh mocTojekher, panuje cTeuesor
KUHETHYKOr CTamwa, a He HAa 06pa30Bame HOBOT KHHETUYKOr CTAama H3
HEKOT 10/1a3HOr CTawa MEPOBakba. [Ipema TOMe 011 HaBe xeHor 36upa Tpe-
6a oxyseTu OHaj W3pa3 KOjH CTOjU Y BE3W Ca MPETXOLHHM KHHETHIKHUM
crameM. JIpyrum peduma, ako ysMeMo y 0G3Hp Ja NPU KpeTamy CH-
crema y GyayhHOCTH, noCie MoMeHTa f, WMa CBOj YO # NPETXOJHO,
> >

A0 MOMEHTa f, TaKO pehu MHEPUUOHO KpeTawe Ca Gp3uHama v,=v,, 34
- -» -»> -

Koje 64 Ar, 60 jeHaKO v, df, OHZA 4JaH eleMeHTa aKliHje, Koju Oxy-
3uMamo, Tpe6a ysetu y o6auKy

> -
= 3 my (v, w)dt=—"3 p; g/ dt.
v i

Ha Taj nauun npema desomenonomkum pacyhuBamuma enemeHT
aKlHje 3a KOH3EPBATHBHH CHCTEM KOjH CMO O3HAuuMAK ca ®, Tpeba Aa
HMa BPEXHOCT

Pa=(—3pi¢/+ T+ U)dt.
i

Yuunumo jeany denomenonomxy npumen6y. ¥Ymecro xa ynopexno
ca ¢popMoM cTawa y 06/IHKY

-> -
b= E (Pu: Aru) = 2 piAgqy
v i
ananu3upamo Gopmy axkuuje y o6auKy

=
®, = [_ » (pv,Ar.,)-l—T—l—U]dt,

L v
yHocehu npu tome y GopMy @, M HHEPUHOHH KEO, MOXKEMO ynope-
huBarn oBe xBe Gopme: jexHy

> > > o
d’k:d’s—z(pln Vu)dt=2(PwAfv—dfv),
[ v

rXe je dr, CTBADHO WHEPLHOHO NOMepame 3a Bpeme df, pa3yme ce,
MOX yc/0BOM fa 6p3uHa HHje NpeTpnesna CKOK ycCJ]el XejcTBa Tpe-
HYTHUX cuna. Popma Dy je Gopma Opomene xuneluuror cilarwa, a He
CaMOr KMHETHYKOT CTakha y HauleM CMHCIY.

Tana ox dopme akuuje ocraje camo oBa Gopma

4= (T+U)dt,

Koja Beh WMa 4MCT XMHAMHYKH Kapaktep (gunamuira ¢hopma) u He
Cajpxu BUIIE MHEPLUUOHH JEO €JeMeHTa aKuuje.

it

2.1 Chyua) KOH3ePBATHBHOT CHCTEMA 25

.

Hsnecena nma ¢enomenonouka Tymauewma cy o6a ucnpapea
CTBap je caM0 AOroBopa Ha ueMy he ce 3aycTaBuTH. 3aycTaBumo Ce
Ha NpBOM TyMauewy, jep, Kaxo heMO BHEETH y Ja/keM H3farawmy,
OoHO (opMalHO HMa NPEXHOCT: 3roiHUje je CNOjUTH y jemaH unaH
OHy TpyNy d9/]aHOBa KOjH MMajy 3ajeAHUYKH MHOXUTEDH Af = df.

[MomTto je y cayuajy KOH3epBaTHBHOT CHCTeEMa

Spig'=2T,

i
uMaMo 3a Qopmy axnuje

P, =(—T+U)dt,

WU AePUHATHBHO

b, =—Hdt,
rxe je

H=T-U=T+Il=E,

¥ NpemMa TOME MMa BPEXHOCT TOTa/JHE €Hepruje Cucrema.

Camo nocne npumene ¢dopMe ®; u D,, Tj. NOCTaBbawa Be3a
u3Mehy HBHUX, W CarJaCHOCTH NOGMBEHHX pe3y/iTaTa Ca pe3y/TaTuMa
KOju ce jajy o6jacuuTH Beh yTBpheHUM TEOpHCKHMM CXeMaMma, MOXeMO
TBPAMTH A2 Cy Halla (eHOmeHOMOWKA pacyhuBama O cacTaBy (opMH
CTdka W aKuuje 6ula NpaBHAHA. AKO Ceé TH pe3y/TaTH MNOKJAnajy,
MOXEMO TBPIAWTH [2 je MEXaHWKA KOHCTPYHMCaHa HAa HaBexeHOM (eHO-
MEHOJIOIIKOM NPHHUHNY HCTO TOJIWKO JOTHYKM HCTUHHTA Kao H, pe-
uuMo, KiAacuuna, FbyTHoBa mexanuka.

YhuMo cax y Tymaueme HEKHX JeTasba y BE3U Ca YBeXeHHM
NOjMOBUMA H H3BENEHHM pacyhuBamwuMa.

[IpBu enement dopme aknuje

> -
_2 m, (Vw Vv) dt= _Epi qi' dt;
v [

KOju CMO NPOTYMauM/HM Ka0 HHEPUHOHM XEO aKIHje MOXeMO 3BaTH
TaKohe W Hacaehena axyuja, jep OHa XOJA3M Kao pe3yaTaT paHuje mo-
cTojeher KMHETHYKOr CTamba cHcTeMa.

Hapexsu unan akuuje 7dt je unan OgaBHO MO3HATOr M3pa3a 3a
ZejcTBO Y XaMHATOHOBOM cMHCHy. Kako 3aBuCH O KUHEeTHuKe eHep-
ruje, 3BahiemMo ra awyuja xunedliuuxe enepruje wnu, KpaTtKo, KuHeliu4xa
akyuja. Pannjem objammeny QeHOMEHOMOUKE ya0re TOr YiaHa aKiuje
I0XajeMo joum # OBO.

XKuBa cuna T marepHja/nHor CHcTema je y ommrem cayuajy KBa-
ZpathHa GyHKmMja 6p3uHa ¢, a y cayuajy KOH3epBAaTHBHOT CHCTEMA
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TO je KBajpaTHa opMa THX Gp3mHa. [TOBeXHMO Ca XMBOM CHJIOM KBa-
JpaT eneMeHTa Jiyka y PHMaHOBOM NPOCTOPY M CTaBHMO

3) dst=2 Tdr.

¥ mexanunu ds* je nedunutHa mosutuBHa dopma. Ako ce dopma
(3) moxe uspasutu y Eyxnunmosom o6nuky, Tj. Kao 36up KBampaTa
Audepennnjana
ds®=dq,*+ dg,2+. .. +dq.?,

CBH CY NENUMUYHK H3BOZHM 07/dq;, KOjH, KaKO hemo Buperu, urpajy
BpJIO BaXHy yJIOTY y ApOydYaBamy KpPE€Tawa CHCTEMa, jefHAKU HyJIH.
3a omwTty cnyuaj Hanumumo ds® y o6nHKy

ds*=g,; dq' d¢/,

npd 4€My CMO IpeéMa MO3HATUM npaBu/iMMa OBJ€ U30CTABUJIM 3HAKOBE
cauparmba M MPEHOIIEHEM [M0JI0XKAaja MHAEKCA KOJ pupepennujana
KOOpJMHATA Ha3HAYMJIM KOHTPAaBapUJAHTHY TEH30PCKY IMPUPOAY THX
KoopAuHaTa. AKO Cy cBM KOedHIHUjeHTH g;; KOHCTAHTHH, ¢dopma ce
tpaschopmumie Ha Eykiaunos o6iuk.

[lpema TOME, ako je
oT

“) 37

0) i=]:2,-..,ﬂ,

XuBO] cuiu ofrosapa dopma ds?* Eyxuuposor npocropa. Kao mro je
MO3HATO, TEH3OP KPUBHHE TOT MPOCTOPa je jennaxk Hymu. Axo KOBapu-
jaHTHH OGNMK TOr TEH30pa y PHMaHOBOM MPOCTOPY O3HAYUMO ca Ryijk
[31], us nperxomuux jennauuna (4) crenyje jemHaumna

(5) Rujjk = 0.

O6patHo, u3 ycnoBa (5) jeAHAKOCTH HY/IM TEH30Pa KPUBHHE Clie-
AYjy jennauune (4).

Y namem usnaramy hemo Buzeru na Gam u3BonM (4) yuecTByjy
y cacTaBbaby AudepeHnujanHux jenHaduHa GpeHoMeHa, KpeTamba Mare-
pujannor cucrema. [lpema Tome mnpucycrso wiana Tdt y u3pa3y 3a
€/IeMEHTAPHY aKIHUjy CTOjH Y Be3H Ca JOKANHOM IeOMETPUCKOM CTPYK-
TypoM oxrosapajyher kondHrypanuoHor mpocropa, HauMe ca TEH30-
pom xpuBuHe TOr npocropa. To je passor 36or xojer MoxeMo cma-
TPaTH Jla Ta] 4YI4H aKuHMje CTOjH Y BE3H Ca FEOMETPHCKOM CTPYKTYPOM
oxrosapajyher PuManosor npocTopa, a To 3Hauu npema (3) u ca CTPyk-
TYpPOM KHHETHYKE E€HEpruje MaTepHjaJHOT CUCTEMA.

2.1 Cayya) KOH3€PBATHBHOT CHCTEMa 27

Auu Tpe6Ga HaryacuTd Ja 4 Yy cnydajy EyknupoBor o6iuka me-
tpuuke ¢dopme ds? = 2 Tdt* wran aknuje y o6muky Tdf, xoju Buue
He y3uma yuemha npH cacraBbamy AM(epeHmMjalHuX jeJHauMHa 32
onpehuBame MPOMEHa dp; TeHepaNuCaHMX HMNyJsca, ulak TpeGa Aa
ocTaHe y H3pa3y 3a akmujy, jeép OHa urpa U IPyry yJOry, HauMe,
nomohy TOr unaHa, kako hemo BuzeTH HOIHHU]j€, MPHPOIHO Ce MOBE-
3yjy NpOMEH/bHMBE p; H dg;.

3aBpmuMO caj npoydaBame aklujeé MpoydYasameM APYror JAena
XaMuJITOHOBOr f€jCcTBa, OJHOCHO XaMHJITOHOBE akmmje. Kao TumudHH
NpPETCTABHMK TE€ aKIHMje CIyXH JejCTBO HEKOr Mnojba, y Haiem cny-
9ajy, Hamp., M0/ba KOH3EpPBaTHBHUX CHJa. PEHOMEHOJIOKA C/IMKA TOT
nejctBa je Hajjacuuja, jep je Hajo6uuajHuja W HajBumie paspaheHa.
Ako je U dyHkumja cuna, ereMeHT Te€ aknuje uMa BPeIHOCT

Udt = —I1dt,

roe je Il morennujansa ewepruja cucrema. Taj unan axuuje MOXEMO
Ha3BaTH ilodienyujanna awyuja.
[TomTo je 3a KOH3€PBATHBHH CHUCTEM

H=H(Q1,qz,---in)v
Tj. mpercTaB/ba (pyHKuHM]y caMO KOOPJAMHATA, OBA aKIHKja MOKa3yje CBOj

yTdLaj Ha KPeTawe CHCTeMa CaMO IO PETIOCTABKOM Ja CHCTEeM 34
BpeMe KpeTawma MNpenasd ca jefiHe eKBHCKAJTapHe MOBpLUMHE, rhe je

M(qy, 9. ..., qs)=const.,
Ha Apyry.
[lpema H3NOXEHOM LEJIOKYMHA €J€MEHTApHAa akmuja uMa OBE
4JIaHOBE:

1. Hnepyuony OZHOCHO Hacaeheny akuujy ca BpemHowhy
(-Xpig)dt,
i

2. [1pBu 9naH XaMUJITOHOBOr JejcTBa y 06nuky Tdf ca Ha3uBOM
kuneliuyka aryuja,

3. Ipyru unan XaMusnTOHOBOr AejcTBa y o6auky Udf mnmu — I1dt
ca Ha3uBOM ifdolllenyujanno arkyuja.

dopMy koja 0AroBapa LEJIOKYMHO] aKIHju 3BahieMO jeIHOCTABHO
¢opma aryuje ca 'o3Hakom P,. [lpema TOMe€ uMaMO, KaKO CMO Ha-
BeJIM U paHuje,

Pi=(—Ypiq/+T+U)dt.
i
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Y nameM usnaramy Tpe6a MOCTABHTH Be3y H3mehy npomene nu-
GdepennujaNHOr CTama MAaTePHjaHOr CHCTEMA, CTamba Koje oxpehyje
¢dopma P, u axuuje xoja je oxpehena dopmom P,. Ta pesa Tpe6a 1a
Nocayxy 3a oxpehuBame HENO3HATHUX:

_’

1. enementapHux nomepama Ar,, 0OZHOCHO Ag; n

2. npupamraja uMnysaca Ap,.

[locae Tora moxemo Hamucatu HOBY GOpMy Crama 3a MOMEHaT

_’
t+dt. Y wy he yhu HOBa HemoswaTa momepaia (Ar,)tyar ¥ HOBH HM-

nyacd p;+Ap; Koju ce OgHOCe Ha MOMeHaT f+df u KOjH Cy Be3aHd
3a y6psama TauaKa MaTepPHjalHOT CHCTEMA.

Tpaxena Besa ce mocTaB/ba Ha OCHOBY HBa CTaBa, koje hemo
3BATH 3aKOHHMA:

1. 3axoHOM WHepuuje H
2. 3aKOHOM rpajujenTa.

Cazpxaj 3akoHa HHepUuje, Y WEroBoM (heHOMEHONOWMKOM TyMa-
uewmy, OBaj je.

Ako akumja P, 3a10BObABa YCIOB

lim ¢,=0,
At Q

a TO 3HAUM HeH KoedHuHjeHT

lim —=2
at->0 At
He TexHu GEeCKOHa4YHOCTH, Tj.
. P
6 lim —2M
®) at-0 At S

rae je M Heka KOHayHa CTa/JHA BeJAHYMHA, OHJIA MaTepHjasHHd CHUCTEM
NPOAYXyje CBOje KpeTame €a OHUM, TaKo pehd, MOYETHHM 33 MOMEHAT

->
BpemeHa ! GpsuHaMa v, Ca KOjUM je CucTeM AOmao y [0JI0Kaj y Mo-
menty f. Tama, moj TakBAM NpUJMKaMa KpeTama M CaMO NOJ TAKBUM
ycaoBaMa HENO3HaTa MoMepamwa Ce oxpehyjy u3 jeaHaunHa

> 3 > >
Arvzv,,At=&At=vvdt,

TA€ CMO O3HaKaMa MOJABYKJHW 3Hauyaj CBHX OAroBapajyhuX mojMoBa: 6p-

3HHZ NI0/IaCKa y OBOM Cayuajy je jemHaka Gp3dHu OZIacKa u TO je 6p-
_’
3¥Ha v, KOja ce Be3yje 3a maT¥ MOMeHAT I

2.1 Cnyuaj KOH3epBATHBHOI CHCTEMa 29

Hasenenu ycios (6) 3a xoeduuujeHT axkuuje TpaxkH fa Ha CH-
CTeM He NejCTBYjy TPeHYTHe cuJe, peudaMoO HHje Cce Aecuo yaap, —
caMo Taja Cce mpuMelyje rope HaBeJ€HH 3aKOH HHEpIlHje.

[Mpumersmo Ja Gu unak GUJO MOrpemHo Kaj 64CMO OnMax y No-

>
4yeTKy HamHX pacyhuBama CTaBUIH A7v= v, di, jep To 6Gu 6uno, c jenHe
cTpaHe, HenmoTpeGHO OrpaHHdeme MOryhHOCTH NPHMeHe onmTer (eHo-
meHOMOMKOr audepeHiHjaTHOr NpHHUMNA HA CBe Moryhe nojase me-
XaHguke npHpone (ca yaapc.). Ca gpyre crpaHe, He 6HCMO yMaiH CBe-
cHor (eHOMEHOMONIKOr OCHOBa 32 OHaj pe3yaTaT KOjd Ce y3paxasa
jenHag4HHOM

=4

_’
=,

& ¥

dopMyaumpmMo can y 06aHKY AudepeHudjanHe jelHaudHEe OHA]
pesyaTar KOjd clelyje 43 3aKOHa HHEpUHje 33 HAall KOH3ePBaTHBHH
CHCTEM. .

[Ipe cBera HanmOMEHHMO a CMO HAaBeJM ABE CEPHje [IPOMEH/bHBHX

_’ .
peaduuHa ry (xy, py, ), v=1,2. .., N, u ¢, i=1,2, ..., n, 3a onpe-
huBame mosoxaja cucrema. Msmely mux ce mocraBibajy Bese
- -
rv=rv(q11qz’~--:Qn); v=1,2...,N,

caMdM NpOLECcOM ysofje&,a, y cayuajy norpebe, reHepaaucaHax KOOp-
AuHaTa g;.

Hcro Tako 3a oxpehjuBame Op3uHA Tadaka, He pa3iukyjyhu caj
3a MOMEHT f, mpeMa 3aKOHY HHeplHje, pasiunuuTe Op3uHe, MOXKEMO
yBECTH jeIHOCTABHO CaMO OBE BeJHUHHE

..,
vv(xv”}’vlvzv’)' v=1,2,..,N,

H oaroBmapajyhe BeauuuHe

(It" i=1,2,...,ﬂ,
npy deMmy je N
2 ory ,
v=3-—aq" v=1,2,...,N.
arn

3aTuM CMO yBeJd XUBY cHay cucreMa T jefHauHHOM

2 T=E mv vv2 = E my, (xv'2+yv’2 +ZV’)2'
v
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KOjy CMO NPEeTCTaBu/M W HAa OBaj HauMH
2T=ds*(dt)—2=
=gy dq, dg; (df)—3,
Te CMO 32 KOHTpaBapujanThHe AHdepennujane MOHOBO ynorpebuiu
CTape O3Hake.

[lomohy xuBe cune MoxemMO wu3pasutn 6uio npaBy UMOYJAC y
JlekapToBum KOOpHMHAaTaMa, HAmp.,

,_ 0T
mv xll - axv’ »
6uJI0 TEHEPANMCAHA HMIYJIC
= oT
Coog

[locnenwe jennauune moxemo Hamucatu u Yy Apyrom o6auKy,
aKO uX pemuMo mo ¢q,', Haume

oT*
(7) q/'=

ap
rae je T* raKosBanu KOHjyrOBaHM M3pas 3a JKHBY Cuily, H3PaKeHy
y Oynkuuju nmnynaca p,. Kao wro je nosmato, T u T* Cy Be3auu
jenHaunHOM
T+T*=3%p,q/,
-

KOja Cce NperBapa y WIEHTHTET, aKO CBE BeJHuUHE H3Pa3uMO WK Y
dynknuju camo ¢’ wam camo p;.
W3 nperxoxne jennauune caenyije

T*= E pgi—-T
i

u, npema roMe, Mecto (7) MOXEMO HamucaTu

d
== (3 pigl— ).
q api(gpq )

’

Ako ¢yuknujy y sarpagu 10nyEumMo 6uio KojoM QyHKIHjOM KOja
HE 32BUCH OJ F€HEPANUCAHMX UMIyJca, Hanp. ¢ynkuujom (—U), u yBe-

AeMO O3HaKy
H= E p;q,"— T—U=H(pn ’ q;)

3a TaKO3BaHy XaMunilioHOBY ynryujy, OKRA NpPeTX0aHa jennaunna paje

dg; o
(®) o o

-, i=1,2,...,n
dt Op,

2.1 Cnyua) xonsepBAaTHBHOTr CHCTeMA 31

Ose nudepennujanne jennaunse ce Z0GMBajy Kao Pe3y.Tar npu-
MeHe 32KOHA WHepunuje Ha Gp3WHE TadyaKa CHUCTEMA.

[Ipejumo cax ma mpumeny Apyror 3aKoHa, 3aKOHa TpaAMjeHTa,
3a ojpehuBame mpupamuraja A p;.

denomenonomka pacyhusama NOKasyjy Aa ce MOXe MOCTABHTH
Be3a uamehy Ap; ¥ mpomene akIuje y Be3u ca MPOMEHOM OATOBapa-
jyhe xoopauxare g, Kako ce Ta mpoMesa, Kao u CBaka npoMeHa y Haj-

IPOCTHj€M CJy4ajy, KapaKTepuiue H3BOAOM
09,
0g;

MOXeMO MOCTABUTU OBY jeIHAUUHY

Ap,:ﬂ, i=1,2,...,n.

9q,

AKO 32 CTBapHO KpeTame, OJpeheH0 MPeTXOXHHM YCJIOBOM, CTa-
BUMO A p;=dp;, MOXeMO IedUHUTUBHO HANUCATH

dp,= 9% i=1,2, .1
9q.

AKO Je/uMHYHK M3BOJ CMAaTPaMO Kao MPOIUMPEHH M0jaM rpami-
jeHTa, MPETXOIHY jeHAYHHY Y HALUEM CAyYajy MOXKEMO H3PA3HTH pe-
4YuMa 1 OBAaKO:

Hundepenuujan nmnynca jesnak je rpanujesty aKnuje mo OAro-
Bapajyhoj koopaunaTu.

OBaj cTaB MOXEMO CMaTpaTd Kao 3akow rpapujenlia axyuje y
NpUMeHy Ha MaTePUjaiHu CHCTEM.

Jacwo je nma osze mesummuno Hudepennupame uma eHOMEHO-
JIOLIKH KapaKTep jeHOT omeparopa KOjH 0Aa6upa OHO IUTO 3aBHUCH
o1, ojrosapajyhe KoopmpuHare.

AKO yBeaeMO BEKTOp WMIYJCAa Yy n JMMEH3HOHAAHOM Eykmmmo-
BOM MPOCTOPY

9
P (P1s Pas -« > Pa)
H BEKTOp-rpajujeHar

gradft),(d(b", dtba"._’dtb,,),
0q, 0d4q, 04x
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TazZia MOXEMO ITOCTABHTH 3aKOH AudepeHHjasHOr NMpHpalTaja u rpa-
IAujeHTa y OBOj BexkTOpcKOj dopmu

—’
dp = grad @,.

Taj 3akoH heMmO 3BaTH: 3axon fpupawiaja u rpagujeniia Wid, KpaTKo,
sarwon rpajujeniia.

[Ipema TOM 3aKOHy Ca pasdje BaBeeHOM ppenuouhy 3a P, MO-
semO HalMMCcaTH OBY jeZHauMHY

dp.—= —a—(—Z pig/+T+ U) dt =
0(}1 i

0
=2 (—H)dt,
64‘( )
)7,94¢ aH
.‘_i_p_‘_—_———— (1"_—'1,2!' ’n)
) t 0q;

Ca paHuje U3BEJECHMM e IHAUMBAMA (8) uMamo MO3HATH CHCTEM Ka-
HOHMYHMX jeJHauHHA KPeTara KOH3epBAaTHBHOT M&TEpH]z:lJIHOI‘ cucrema.

TIporymaunau cMO HeBOMEHONOWKY Ny T u3pokhera jegaunHa Kpe-
raba M3 ABe Jaupeapue Audepenuujanse dopme: dopme audepenus-
jamHOr CTarbha cucTeMa ¥ dopme enemenTa aKuuje. Pazxu ynopehuBara
ca 0BiM (PEHOMEHONOWIKUM MyTeM HaBeIUMO U dopmanusosasu Ilda-
¢oB nyT 3a u3BOheme HCTUX jexBadnHa. .

1. Cnojumo ¢opmy crama Ps u dopmy akuuje P, y jeAHy je-
IuBy auseapsy dopmy

b=+ y= 20 dgi + (— X pi ¢/ + T+U) dt.

To je Ildadosa dopma HaTor denomena, KOja 3aBucH OX INpo-
MEH/bUBHX pP;, (i, ! B OX HUXOBHX nudepesuunjana dp;, dgi, dt, npu
yemy audepesnujanu dp; yrase y 06auky dopme

2 0-dp;,

j 4 He
KOjy HMCMO HalHMcald, a NPOMEeRbHUBE g Tpe6a fa 6yny u3paxeHe y

bysxuMju HMIyaca.

2.1 Cayua) xonsepsaTHBHOr ¢HeTeMa 33

. 2. Mpema nosnatom [dadosom noctynky umamo ose [ldadose
JeABadHHe: 33 MpomMeHmbHMBe Koedulujente p; Kox xudepesunjana dg;

0P

dpi= _0®, __ 3H i,
L 0gq;  Og; 04q;
jep je

0 o

04
H

P, = — Hdt,

rIe je, ka0 u paHuje,

H=Xp:¢/—T—U.
3a xoeduuujesre xorx dp; uMaMo jenHaumse
0= 09 _09%s +0¢>,, _
ap; op: ap;
oH
Ps

a TO Cy jelHauyMBe KOje ce MOKJanajy ca jeAHadmbama (8) panmje
U3BEIEHHM M3 APYrHX pasjiora.

= dg, — dt,

' Ha rtaj vauns 3a npomenmuse g; u p;, K06MaM MO KaHOHMuHE
jensaunge

do. __OH  dg _ 0H

d dg; dt op;
KOje cMO ZOGMIM U rpema (eHOMEHOMOMKOM pacyhuBamy.

Ha ocnoBy _1[o6uje1mx jensaunsa I1dpadoBa jessaumsa 3a mpo-
MEeH/BUBY { Yy OGAHKY

npeTBapa ce y UAEHTHTET

H
_ d dg; — OH dp; = ( _ o0H O0H 0H oH
Ogq; op; Op; 0g;

Y ¢enomesonomxom usBohemy OABajaiu cMO GOpMY cTama Of
Gbopme axumje. Cam BUAMMO Ia npu npumenn gropuannor Tdadosor
flocTynka Hema noTpeGe oApajaT jeAHy Gopmy O Apyre. Moxemo

MOTBPAMTH Ja Cy W AuMeH3uje jense u Apyre dopme HcTe, HauMe TO
Je numensuja ,xejcrea®

)thO.

ML2T—1,

3 O denomenonomxon AudepeHunjatHoM NpHKUKIY
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—

Ilpema Tome ca popmansHor raezumTa MOXKEMO jeXHOCTaBHO CTa-

BHUTH

= X2p:dgi+ (= X pi ¢'s+ T+U) dt.

Y oBom 36upy IBa unaHa Zp;dq; u 2 p;q’; dt nMajy anajnoran o6-
JIMK 33 CBaKH KOH3eDBaTHBHH MaTepHjalHH cuctem Ge3 063Hpa Ha Hbe-
roBy MHIMBHIya/JHy MPUPOLY H mpema ToMe yBek 6e3 Temkohie mory
6uUTH HaMMCaHM 3a CBaKM KOH3€PBAaTHBHM CHCTEM, aKO 3HaMO Macy CBa-
KOr mojeguHOr neja Tor cucrema. Takse ucTe mpupoje je U Hape HH
ynad T df 3a koju Tpe6Ga 3HaTH Mace TayaKa MarepHjaJHOr CHCTEéMa U
cKanapHe H3pa3e muxoBHX 6p3uHa. Hajsan, mocmenmwu unan U df 3a-
BHUCH O] OHHX aKTHBHHMX CHJa KOjé HejCTByjy Ha Tauke CHCTeMa, OX-
HOCHO OJi OHOT moJba y KOjeM Ce€ BPIUHM KpeTarme UJIH PaBHOTEXHO MH-
poBame cucTeMa. 36Mp jABa uJaHa

(T+U)dt=(T-T)dt=Wat

30B€ Ce, KaKO 3HaMO, AejcTBO N0 XaMHATOHY.

[lpema ToMe sak/pyuyjemo na dopmanto cacraBbame [1dadose
dbopme MOXKEMO NOYETH OF H3parkapama JHejcTBa no XaMHATOHY, na
u3pasy

Wdt=(T+ U)dt

LOZaTH U OX era Oxy3eTd 36upoBe Zp;dq; u (Zp;q’) df; nobusena
¢dopma
> pidgi+(-> piqi+T+U)dt

nperctaB/ba Tpaxeny [ldadosy ¢opmy. To momaBame u oxyaumame
HeMa 4YMCT ajdreGapCkd Caipikaj omepamnuje ca BeJMYHHAMa HCTE NPHU-
pone. Kako cmo Buzenu, ¢eHOMEHOJOIIKa NPHPOAA THX 36HpOBa je
pasnuuuTa. To JomaBame u ofy3uMame GUTHO, GOPMATHO U (PeHOMEHO-
JIOIIKH, MeHa KaKo CaM pe3yJaTaT TakKo U (eHOMeHOJOLIKO oGjalumene
npoueca noGuBama Tor pesyarata. [Ipumena IldadoBa mocrynka Ha
no6useny IldadoBy ¢opmy moBomu no Tpaxkenux pudepeHuHjataunx
jenHauMHa Kperara MaTepHjaJHOr CHCTEMa.

YuuHuMO nBe mpumenGe.

3a KOH3epBaTMBHHM CHCTEM XHBa CHJa je XoMoreHa ¢pyHkuuja rese-
paaucaHuX Gp3WHa M mpema TOMe je

Ipgi=2 9T, q/=2T.
9q/

2.2 Chyua] HekoH3epBATHBHOr CHCTEMA 35

Ildadosy dopmy 3a taj cucrem XeDMHUTHBHO MOXEMO OBaKO Ha-
nucaTy
‘ & =Zp; dg;—Hdt,
rie je
H=T—-U=T+IlL

Kao npyry, sakmyuny, npuMesn6y HaBeaumo OBO.

. Y dopmanaom IOCTYNKY, KaKO CMO BHIEJH, HAe Ce OJ ejieMeHTa
ZejcTBa Mo XaMHJATOHY ¥ 3aTuM Ce dopmanso nomajy u o/y3uMajy
CIu4HN ¥3pa3u. Haw nusb je 6uo natin denomenonomxy [OJJIOTy TOM
A0laBatby U O/y3UMatby M HA Taj HA9MH [IOKA3aTU NPUPONHY, CYIUTHH-
CKY OCHOBY Ilpadose merone npso y HpuMeHH Ha HajlnpOCTHjU CIy-
4] KpeTama MaTepujanHOr cHCTeMa. Buiean cmo u Ha Tom npumMepy
na IlpadoB npunmun CTBAPHO yoOuaBa jefaH OMIUTH (heHOMEeHOMOWKH
NPUHIMI Bese uaMely nuepeHuMjanHor crama u akuuje u tume ¢op-
MYMAIIE OCHOBHH XMHAMMYKM TDHHLUMO OPHPOLE U TO H3BONH y MH-
BapujaHTHO] (opMu He3aBHCHO oX OHHX HHIMBUYalHUX OCOGUHA Koje
MMajy yBexeHe KoOpAHHATe.

2.2. Cyuaj HEKOHBEePBRATHBHOI CHCTEMA

Kgxo CMO HaBeaW y uctopujary Ildadosor npuaimuna, y beo-
rpany je 6uo o6pahen Ilpadosom METONOM 4YMT2aB HU3 NPOGJaeMa U3
Mexanuke u usuke. Hckopucrumo cajx Taj MaTepujan paju HaBara
HaweM (eHOMEHOMOWmKOM OPUHIANY 1UTO IUKPE OCHOBe.

¥ mom pany [9] npoysesa je npumena Ilpadose wmerome 3a
naaoher.be nudepenjaiHux jexHaunna KpeTawa ¥ HeKOH3ePBaTHBHOT
MaTepPH]aJHOr CHUCTEMA Ca KOHAYHUM 6pojem cTenena cao6oxe. Ipo-
TYMauuMo caj TO usBoheme ca dbedomeHomoOmKOr rJaeguiuTa.

Bpoj marepujanuux Tauaka cucrema momoso 03HaYuMO ca N, wH-
]

XoBe mace cam, (v=1,2,...,N), a BEKTOpe nosoxaja ca ?,, (X0s Yy» 20)-
Y omwrem cayuajy HEeCJA060MHOr CHCTeMa, Hox NPeTNOCTaBKOM ;a je
CHCTEM XOJIOHOMaH, BEKTOPH moJOxaja BpeMe Cy Be3aHHd jejaHayM-
HaMa KOHAauHHX Be3a Koje muwemo y 067Ky

_)
() fi(rvs ) = fi (xy, ps 293 1) = O, [=1,2,...k;v=12,.. N.
IpernocraBumo na Cy Te Bese saxpxaBajyhe, jep ce cayudaj

HesalpiaBajyhux Besa y cywrtHnnm csomm Ha Cryuaj xan Bese nej-
CTBY]y, a Taja OHe mocrajy 3anpxaBajyhe.
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Hs jeanaunna (1) caeayje ma cBaxko moryhe audepennujaano
.’

noMepame Ary, Tauke m, MOpa y TOKy AH(epeHIHjaiHor uHTEpBana
Bpemena Af = dt 3a10B0/baBaTH YCJIOBE

N : >
) E(gradvf,,dr,)+%ftiAf=O, 1=1,2...k,
v=1

rne je Bexrop grad,f; menuMuuaH rpajguMjeHT ckajaphHe ¢yHkUuje
-.)
E€se f; y OMHOCY HA BEKTOP Iy, Tj. BEKTOP Ca KOOpAHHATAMA

oft  Ofi Of

dx, 0y, 0z,

a OKpyr/e sarpaje, Ka0 W yBEK KOJ HAC, 03HAYaBajy CKaMapHM Mpo-
u3Bod. I[lpu mpoyyaBaky CTBapHOr KpeTawa CHCTEMa OJ MOMEHTa {

BeJWYMHE A?, Tpe6a cmaTpaTH, aKo KpeTakme joul Huje MO3HATO, KA0
Heno3HaTe BeNMYMHE KOje yBek Tpeba [a 3a/0B0/baBajy jexnaunne (2).

[IpernocraBumo cajg aa je y MOMEHTY { CHCTeM XOWA0 y MOJO-
Xaj P v Ja cy y TOM MOMEHTY KOHAuHe Bese NpecTaje Xa Ce Mebajy
Yy TOKYy BpemeHa, Tj.

(ﬁ)=o, [=1,2,... k,
ot ),

AKo caz nocTaBaMO NUTame: KOja MOMEpPamha MOXE 1a BPIIM CH-

->
cTeM u3 nosoxaja P ? AxO 03HauMMO TakBa moMepatba ca 8ry, MOMXEMO
OJrOBOPUTH Ja TaKBa NOMEPamka MOpajy 3aA0BO/bABATH OBE jefHAauHHE

S(grad, f1,80)=0,  [=1,2, ..., k.
14

_)
Kao wrTo je nosnato, BekTopu 8r, ce 30By Moryhe Bapujayuje Bek-
_)
TOPa NOJO0KAja ry.

[Tocne oBux nperxomuux o6jaumema NpehuMo Ha 06pa3opame
¢opme cramwa u popme akuuje 3a cayyaj Hamer HECAOGOTHOr CHCTEMA,
KOju y ONIITeM C/Iyuajy MOxe OMTH W HEKOH3EPBATHBaH.

HcxopucTumo no3Hato peHOMEHOMO0IKO NOCMATPathe KPETakha He-
croGoanor cucrema. Kpetame HeCA0GOLHOr CHCTEMA MOXeE CE CMATPATH
Kao cA060MHO KpeTalbe alu NOJ YCAOBOM Ja HA TakaB cino6GojaH CH-
CTEM 3a CBE BpeMe KPeTama CeM TaKO3BaHMX AKTUBHMX CHJIA J1ejCTBY]y

22 Cayyaj HeKOH3eDBATHBHOr CHCTEMA 37

jow u momyscke cuie, cmiae peakuuje, uuje IejcTBO OCTBapyje xpe-
Tambe CHCTeMa y CarJaCHOCTH €A jeHaurHaMa Be3a, a Ca 3aMUIILEeHUM
IUXOBUM OTCyCTBOM. [IpeMa Tom mocmartpaky ¢opma cTama HeC/lO-
GoAHOr cHCTeMa je MCTOr cacTaBa Kao W (hopMa CTama oxrosapajyher
Cno60mHOr cUCTEMA.

Axo ce npBo saycTaBuMo Ha oApehuBamy NMOJOXKAja Tauaka CH-
creMa y JlekapTroBoM NmpocTopy, GOPMY CTama MOKEMO HAmuCaTH

-> -
q)S:?(pvv Arv)1

e -
FA€ ¢y py BEKTOpM uMNysaca, a Ar, Cy OHA HEMO3HAaTa NMOMepama Ta-
YaKa CuCTeMa KOja CMaTPaMO y MOMEHTY f Kao MoMepama CJA0GOLHOT
cucrTema.

fpu o6pasosamy dopme axumje uMamo opa 4eTHpPH YJaHa.

1. MiHepuuonu uny Hacaehenu uiaH, KOjH OxroBapa Gp3uHama J0-
G .
Jnacka ca spennomhy vy=vy=vy, a 3a Te Gp3uHe NOMEPaka UMajy BPeX-

> -
HOCTH dry=v,dl, u3raexa OBaKo
> o 1 » =
—Z(pv, W) dt=-Z — (p,, py) dt.
v v m,

2. lpyru unad, Ka0 u panuje, uma 06JuK
Tdt,
npu gemy y JlexapToBMM KOOpDAMHATAMA MMAMO
> 1 » -
2T= 2 m, (v, v,) = E—(P»:Pv)-
v v my

[Ipema ToMe pBa npBa uwnaHa axknuje aajy
1 1(-’ - dt
5 Evmv Py, py) dt.

3. 3a KoHsepBaTMBHM cHCTEM ca (YHKIMjOM cuaa Tpehu uwiaH

aKnuje je W3raefa0 OBAaKo
Udt.

[Towro y onmTem cayuyajy HEKOH3EPBATMBHOI CHCTEMAa AKTUBHE
cune Hemajy QyHKnuje Cuna, a NPETXOXHH M3DA3 CAZpPXKK Kxoepuuu-
je#aT U koOju 0mroBapa paiy KOH3ePBATMBHMX CHJA HA HEKOM KOHAY-
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HOM [MOMe€pawky IO M0JOxaja P cucTeMa WITO OLroBapa MOMEHTY f,

Tpe6a M OBAE 3a Clyda] HEKOH3ePBATHBHMX CHUJA CTABUTH Paji aKTHB-
-
HUX cuna F, WITO JejCTBYjy Ha TauKe CHCTEMa W TO OX HEKOr 1104YeT-

HOr [0/0xaja A0 noaoxaja y mMomeHTy f. [lowTto ce Taj pan u3-
paxaBa OBaKo

p

>
f S (Fy. A7),
P, Y

MHOXemeM Ca df nob6uhemo Tpaxenu Tpehu unan axnuje.

4. Hajsan 3a uspauynaBame nocaefwer ulaana Tpe6a akTUBHY CH-
Jy 3aMEHHTH CUJIOM peaknuje Koja HejcTByje Ha v-Ty TAUKy CuUcCTeMa.
[MowTo 3a cayuaj upeanHux Be3a HAa V-TY TauKy JejCTBYje OBa pe-
aKnuja '
; N grady fi,

rae je A, MHOXHTE/b OAroeapajyhe Bese, moc/nenwy 4/iaH aKnuje uma

06JIMK
P

[ f 2 (2 higrads fi, A7v)} at.

Py

Ha Taj nauun pBe Tpaxene dopme usrienajy oBako

- -
D= (py, Ary),
v

24'm

1 1 =2 - P - -» L -
b, = [— T Z—(or)+ [SF, Ar)+ 3 (X ngrads i A’v)] d.
v v v l
Py Py

[Tpumennmo cax nxBa 3aKOHa — 3aKOH HHEpIMje M 3aKOH Ipa-
JHjeHTa.
Axo je
lim ¢, =0
At-0

..)
nomepame Ar, Tpeba na uma MHEPLUHUOHY BpeLHOCT, Tj.

- > -
3) Ary=v, dt=dr,,

2.2 Cayya) HeKOH3ePBATHBHOI CHCTEMA 39

AU
d_’ - 1 -
r
4 e py=—p,.
(4) _ a py Py
3akoH rpaaujeHra maje sa x- ocy
d
dpvx=5'; Py,
nau

dpvx=(Fy, i P ') d,
] ox,

2 Yy BEKTODCKOM OGJHMKY OBaj pe3yJnTatr
_’
dpy

©) pr

..)
-Fv+§l:?wgraduf:, v=1,2,...,N.

Ilpn ussohewy Ilpadopa noctynka umamo dopmy
P=P;+ D,

o

M Kax ce ta ¢popma mOnyHm jomw u 36upom I 0-dp, umamo OBy ce-
v

pujy IpadoBux jenmaumna: jexmaumse (5) 3a npomeH/bMBe BeKTOpe

-
nonoxaja r,, 3aTHM jefHauMHe

- 1 »
0=A rv+(—— p,,) dt
my

. - -
on koedunujeHata kox dp, 3a oxpehuBame Ar,, a TO cy jexuauune
(4). Y najaax jeamauuny

b, 09

4 La_0%

dat ot

KOja HOBOAH IO HIEHTHUTETA

P P

1 1 » = - - >

d[—?Ev ;(p"’pV)+f§ (FV’A’V)+fE($ }‘-l grad,,f,,Arv)]=O,
v P, Py ’

Ha OCHOBY jenHaduna (4) u (5).
3ancra, nocne audepennupama UMamo:

1 = 9 > o
=X - @0p)+ 3 (P 7)+ S (S Mgrad, fi,47)=0.
v 1 4
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Ho npema (3) u (4) umamo

I T
Ar,=— pydt,

v

na ce npe’rxolma jenuaquﬂa MOXKe HamnucatTud W O0BAKO
- -» -
> (—dp, +{F, + EI A grad, £} dt, Ar,)=0.
v

[TowTo je mpBH unaH CBakOr MOjeAHHOr CKajlapHOr nMpou3BOJa Ha
ocHOBY (5) jeaHak HyJ/u, MpPEeTXOXHA jeHA4YHHA Ce€ 3aUCTA NpeTBapa y
HIEHTHTLT.

Ocraje jow xa ce HamoMeHe jAa jexHadunama (4) u (5) Tpe6a n0-
Jard jenHauvHe 3a oxpehuBame MHOXMTe/bA Be3a. Te jefHauHHe ce
A06uBajy HA MO3HATH HAYMH M3 jeAHAYMHA Be3a MOC/JEe ABOCTPYKOr JH-
¢epeHnupama cBake Be3e; Hanp. 3a A-Ty Be3y HMaMo

a f, 1
—_— = rad,, vy — Py +D =0!
P ;(g f mvp) 2 fn

rae je D,f, xBagpaTHa QyHKnMja uMnyJsca mnosgHaTor cacrasa. M3 THx
jeaHauuHa ce n00HBajy JMHHeapHe jexHaduHe Mo N\, 3a oxpehuBame MHO-
JKuTeba Besa. Fbux MOXeMO HamucaTH OBaKoO

1 b d
Zl)x, [2;11_ (grad, f;, grad, f,)]+ > — (grad, fu, F,)+ D, fn=0,

14
h=1,2,...,k.

IMokaxumo jow Ha KOju HauuH ce u3BOAe AudepennujanHe jex-
HAYHHE KpeTama 32 HEKOH3ePBATHBHY CHCTEM Y CJAyYajy He3aBUCHHX
KOOPAHHATA §y, §g,--+, Jn, THE j&e n=3N—k,.

Ilpe cBera TpancdoOpMuIIEMO HA HOBE KOOpAuHATE HOPMY CTamba

> -
®.= T (P ArY).
v

ITomohy xuBe cuiae U3 jexHauuHe

-
2T=%m %

v
nocne 3aMeHe

> 1] 1)
rV ’ rV
vv= E:__q‘.*. —_,
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U3 Koje crenyje zma je
- ->
dv, Or,
= T
0g;  dg;
yBEAMMO TaKO3BaHH T€HEPANUCaHH HUMITYJIC
_oT
0g';
Hbera MoxeMO u 0Bako NmpeTCTABHTH

. 0—) L2
pi=2(mv vw_v’g)= ‘Z(Pv,ﬂ!)-
y 0q'; 94

Pi

->
3atum MeCTO HeMO3HAaTHX nOMepawa Ar, yBeAnMO oArosapajyhe
BPEeJHOCTH HenosHaTuxX Ag; u TO nomohy jepHauunal) Koje Baxe 3a
CBaKH MOMEHT BpeMeHa

a-)
r
Arv = —YA i
1'2 0g; !
Ha ocHoBy pn0GHBeHHX pesyarata MOXEMO HM3BECTH TPAKEHY
Tpanchopmanujy
> -> 0;:
b, = 2 (Pv,Al‘v) =2 (p\nz
v [3 i 04:
=2Pi Ag;.
i

dopma aknuje ce cacTaB/ba OF OBHX UJAHOBA:

sor-3[3(6 52 oo

s

_’

1) ¥ Be3d ca OBHM jelHAYHHAMA YYHHHMO OBy npuMenty. Benuauue Ary B Aqy
yuectsy]y y nBema ¢asama pacyhusama. [IpBa ¢asa — To e mocTaBbame KOOpIHHAT-
HHX Be3a npH ydyeinhy BpeMeHa Kao cTaquor mapamerpa. M jenwe B npyre BeaHuHHE

—’

Taja Ce MOTYy CMAaTpPaTH Kao BapHjauHje, HeSaBHCHE O] BPEMEHA, H O3HAYABATH ca 8/
H 8q(. Y mpyroj ¢asu Te HCTe BeIHYHHE Ce Mema]y y TOKY BpeMeHa H 03HayaBaMO HX

ca A;: H Agi. Ynorpe6a PA3IHYHTHX 03HAKA HHJe 06GaBesua, kaj o6e BeaHuynHe y HCTO
BpeMe Memajy CBOJy yAOTy H NpoOMeHa NPHPOAE THX Y/0ora He H333HBA HHKAKAB He-
cnopasyM 6e3 063Hpa Ha TO ITO y MpBOj $a3n Te BeJHYHHE 3a]0BObHABA)Y jenHe ycC-
nose, a y apyroj apyre. — Cuarpajyhu aa ca akCHOMATHYKOTr rieqHUITA NHTAke yaore
y PALHOHAIRO] MeXAHHOH MOJMOBA CTBADHHX M BAPH]AaLHOHHX NMOMEPAHAa NPH H3JNATABY
KaKO AUQEePeHUH JATHHX TAaKO HHTErPAaJHHX NMPHHLUHNA MeXaHHKe, 6e3 o63Hpa Ha MHOrO-
6pojue pamose, joil CYMITHHCKH HHje [NOBOBHO pPAacBEeT/bEHO, HaMepaBaM 1a MNOCBe-
THM TOM MHTABY HAPOYHTY MANY PACMpABY Ca H3JAarameM CBOTA [JCIHIITA.
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1. Uuepumonor nena y o6auxy
— > pigldt,
i

2. XKuse cune
Tdt,

3. AKTHBHHMX CHIa NMPBO y OGIMKy
P
2>
fE(F,,Sr,,)dt,
P
a 3aTuM nocjae TpaHchopmanuje y 06auKky

P
fZQ«' 8¢q; dt,
Po

npy gemy je

_’
2 0r
QiSQl'=E "v’ Sqi’
v 0 i
. b d
e je Q; reHepaaucana cuna. Beanunne 8r,u8 g; Cy BapHjallHOHe NpH-
poze. One mnokasyjy, Tako pehu, npoGma, BapujallMOHA TOMepatha,
KOja Clyxe caMO 3a ojpehuBathe BeNHUMHA CHUJMA M3 BeAHUMHE pazna.
4. Hajsan, 4mau xoju 3aBucu OX peakuuja

P
[SriSend.p, ar)a
Py Y

y Cnydajy He3aBMCHMX KOODAMHATa jeLHAK je HyaW, jep ce MOCAE H3-
paxaBaka y (YHKIMjH He3aBUCHHX KOOPIMHATA CBaKa ¢dyHKnmja f,
npeTBapa y uJeHTHUTET.

YuuHAMO jow jeaHy mpeTXOxHy npumexGy. INowTo Kako jexsa
TaKO W Jpyra ¢opma MOTy 3aBHCHTH CaMO OX NpOMEHMBUBHX ;, p;,
f, npomMenbuBe ¢ Tpe6a Ka Gyny enumuHucaHe. AKO je jenna QyHK-
uMja, Koja 3aBUCH OX NMPOMEH/bHBHX (;, ¢, I TPaHCOPMHCaHa Ha NpO-
MeHbHuBe ¢;, p;, {, heH HOB HM3Pa3 ce 30Be KOHjYIrOBaH y OLHOCY Ha
NpBH. 3a O3HaKY KOHjyrOBaHOCTH yNOTpeG/baBaheMo 3Be3spuIly Mocie
o3Hake (QYHKIHMje, TakKO, Hamp.,

(g q!st) = f*(qi» pir ).
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Ilpema Tome meduuuTuBHO Qopme cTama K aKIMje MOXKEMO Ha-

nucaTH 0Bako
b = 2 p:ldgq;,
{

P
¢a= (—Ep, q,-'* + T* + fzo,*aq,)dt.
4 Po 14

[Towro ce mpernocTasba Ja Ha CHCTeM HE AejCTBYjy TpPeHyTHE

cuje, yCJIoB
lim®, =0
At50

je ucOymeH W MpemMa TOMe ce KpeTaie BDIIM y CaIJIaCHOCTH Ca 3a-
KoHOM uHepnuje. [Ipema TOM 3aKoHy reHepanucaHa Gp3uHa OJ, Hemo-
3HaTOr nomepawa Ag;, Tj.

lim Ag! =gq,,
At>0 At
. . aT
Tpe6a Ja Gyle OHa Koja OAroBapa HBOj CHIM T U UMOYACY p;= 5;;
y AaroM momeHTy I [IlomTo M3 jemHauuHe
g OT
1 oqi,’
Ha OCHOBY nosHaTuUX JIOHKHHOBHX Teopema, clenyje Aa je
0 R
= i ¢/ *—T%),
q i (EI:P qi )

MOXeMO TBPAMTH Jla M3 3aKOHa WHepuuje caeayjy ose nudepenus-
janHe jenHauuHe

(6)

rae je

dg¢; _ 9K

—_—, i=1,2,...,n,

K= EP»' q/*—T*

3atuM TpeGa NPUMEHHTH 3aKOH IpallMjeHTa:

0D, 0K
d = = - —+ .'* df
& 9q; ( dq; @ )
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KOju AOBOAM N0 JIpyre cepuje AudepeHImjalHUX jeAHaunHa
dp; oK
) —H -y,
rfe je Q KOHjyroBaHW W3Da3 3a reHepalHCaHEe CHJE, aKO OHE 3aBUCE
ox 6p3uHa. :

Jennaunne (6) u (7) uune Xamunrionos cucillem Audepeniujan-
HUX jelHa4HHa KPeTama MaTepHjalHOr CHCTeMa.

Huje Temxo moxasatu na ce u y opom clyuajy jefHauHHA KOja,
npema [Npadosoj meTonu, oaropapa NPOMEHJbHUBO] f IpeTBapa y UieH-
THTET.

AKO ce BpaTHMO Ha MPOMEH/bHBE g;, ¢, I, HoGuhemo jenHauuHe
y Jlarpanxesom 061Ky

49T 9T o i=19...n
dt aq/’' dgq;
Jep Je
oT 0K oT
pi = H =- )
a9q/' g dgq;

NpH Hemy mocrepwa ocobuna Qymknuja T u K raxkohe caenyje us
no3HaTHX JIOHKMHOBUX Teopema.

Panu Tymauemwa pasnuuutux yiora Koje urpajy, ¢ jexHe cTpane,
noMepamwa, a, ca fpyre cTpaHe, 6p3uHe, y CAyYajy Be3a 3aBHCHHX OJ
BpEMEHA, HABEIUMO pellletbe, TyMaueHo PeHOMEHOIOWKH, jeIHOT MaJOT
3ajaTka, Koju pemaBa u G. Hamel [54, crp. 328].

3anmarax raacu: Tauka ca macom m=1 npunyhena je na ce xkpehe
Yy PaBHH X, y, a noj ycnoBom Aa je y=xc(f). Ha Tauky nejcrByje

. 1 .
cuJa ca norennujanom [1= ?a () x*. Kako ce xpehe Tauka, axo je

a(t)=é’/(1+c’)? (Tauxka Hapg ca0BOM 03HaQYaBa W3BOA IO BpeMeHy).
¥3MUMO 32 HE3aBHCHO NMPOMEHJ/bUBY KOODAWHATY X. Tazxa jey=
—=Cx+CX W JKHBa CHIA Ce oZpehyje u3 oBe jenHaUHHe
2 T=x2+y2=(1+c?) X + 2 ccxx +c2x2.
[Tpema ToMe je
oT . .
P=—==(1+c*x+ccx,
Ox
H KOHjyroBaHo

(+) x*=(p—xcc)/(1 +c2).
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Ca gpyre cTpaHe, 3aBUCHO noMepame Ay ce W3paxaBa Ha OB3j

HauyuH
Ay=cAx.

INocne oBUX mpeTXOAHMX H3pauyHaBama (opma cTama Guhe

Dy=xA x+yAy=[(1+c*) x+ccx] Ax=
=pAx.

dopma aknuje umMa Tafxa oBaj 06JaMK
¢a=(-—p$c*+ T*-—%a(t)-x’) dt,

rae je .
2 T*=(p*+cx?)/(1+c?).

Axo yBpcTuMO oxrosapajyhie BpeAHocTd Ho6uhemo oBaj medu-
HHTHBHH pe3yJTaT )
_ 2pxcc—p?

¢°——2(l+c2)

dt.
[TowmTo je

lim ¢,=0,
At 0

BaXH 3aKOH HHepuHje ¥ MpeMa TOME Ce HErNo3HaTO MOMepake, Kao
¢ynknuja, oxpehyje u3 jexHaunue

A x=x dt= dx.

A xako ce x y GyHkouijn p, x ut oxnpelyie us jemnauune (+
MMaMO jeIHauHHYy :

0 e

Kao npBy audepeHnujajiHy jefHa4uHy [aTOT 3aAaTKa.
Lpyry jennauuny Ro6ujaMo W3 3aKOHA I'pafiMjeHTa

o pcc
dp=grad, ¢,——2= :
P80 T Ox 14c*
Tj. )
dp pcc

II - .
(D dat  14c
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Jeanaunne (I) u (Il) cy umenruune ca jeanauunama KOje H3BOAH
G. Hamel na ocHoBy apyrux pacyhusamwa. Hbuxosu UHHTErpanu cy

— al+b
’ = ———
p=all+c3, :c—ﬁ‘/1 =

rie cy a u b npousBo/bHE KOHCTaHTe HHTErpanuje.

[IpumeTnMo A4 je pemaBame TOr 3aJaTKa MHOrO jemuocTaBHuje
Kaj ce pauyHu Bpue He ca JIeKapTOBUM KOOPAMHATAMA, KAaKO TO Paiu
G. Hamel, Bet ca nonapuum, peuumo, r u 9, jep rana, npema jea-

dr . .
Ha4UHH p =0, umamo r—at+b, a yrao 6 je ojpeheH 43 jenmHauuHe
Be3e, Haume tg @ =c(f).

2.3. Cnyuaj HeXONOHOMHOr CHCTEMa

Y uawewm paxy [9] npoyummu cmo npumeny [ldadosa npun-
uuna Ha HEeXONOHOMHM MaTepujainu cucteM. MsBpmumo oBme deno-
MEHOJIOWKO H3Boljewe AudepeHNH]alHUX jeNHAYKHA KpeTawma TOT CH-
CHCTEMA W, APyro, MpOWKPUMO HE3HATHO aHANM3Yy NOCHjeHHX jenHa-
unna npema paposuma I1. B. Bopouna [5556], G. Hamel-a [564]
1 Th. Péschl-a [59].

[Ipe cBera mocraBumo jemnaunne 3a HexaproBe koopaunare ra-

..)
HaKa cuCTeMa Ca BEKTOpUMA MON0kaja ry (Xy, Y., 2,), v=1,2..., N. Hexa
je cucrem HecnoGonaH ca KOHauHMM Be3ama
fl (rv’t)=0’ [=1y2,--':k1: v=1:2:~-~’N:
M ca NupepeHuujaNtHuM y AuHeapHOM 061Ky
N - .
li=7](qgrad, ¢;, v,) +D; =0, i=12,...,k,,
v=1

rae cy: qgrad, ¢; TaKO3BaHM KBA3UIpAfujendll jaTe Judepedunjanue
Be€se y OnHOCy Ha v-Ty Tauky u D; je dyuxuuja xoopaunara u Bpe-
MeHa. KoopauHaTe KBasurpanujenra o3nauaBahemo ca

qgrad, ¢; (A,;, B,;, Cyy), v=12,...,N, i=12,...,k,,

fipu 4eMy Cy OBe KOOpAMHATE y ONIITEM CAyuajy (yHKIHuje KOOPAH-
HaTa Tadaka v BpemeHa. [IpernmocraBumMo ma dymxuuje ¢ HUCY TO-
Tandun AudepeHumjany Hekux (yHKIM]a KOOPAMHATA TadaKa n Bpe-
MeHa, ApyruM peuuma JudepennujanHe Bese HenocpegHO HUCY HHTe-
rpabuiHe.
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Heka ua Tauke cucrema ca macama m, (v=1,2, ..., N) Aejcreyjy

P
oBe cuie: l. akrusne cune Fy, 2. peakiuje KOHAYHUX Be3a y 06AHKY

-> k&
Ry=SNgrad,fi,  v=12..,N

=1
1 3. peakuuje AudepeHunjaAHuX Be3a ca BPeAHOCTHMA

> &,
R* =3 psqgrad, 9;, v=1,2,...,N,
j=l
rae cy A 4 p; MHOXHMTEH OAroBapajyhux Besa.

Kako cM0 npoTymauuin y npeTXxoIHOM C/Iy4ajy, XOMOHOMHOT Ma-
TEpHUjaJHOT CHCTEME, U OBJE, Y CAyd4a]y HeXOJOHOMHOT CHCTEMa, Mpo-
yuasame KpeTamka TAKBOT CHCTEMa Ce BpINX Ha Taj HAYWH LUTO ce
CHCTEM MNpEeTNoCTaB/ba Kao C/N060JaH, a NPUCYCTBO Be3a ce 3amebyje
IejCTBOM HApOYMTHX CHJA, CHA Deakiuja. BpemHocru Tux cuna ce
ozxpeljyjy u3 ycuoBa fa OHe CBOjUM NDPHCYCTBOM OCTBapyjy TaKBO Kpe-
Taw€, KOje 3a0BO/baBa [OCTaB/bEHE Bese.

[Towro cune yaase camo y popmy akuuje, popma cramwa ocraje
HCTa K40 M 32 CI060JHM CHCTeM Ca UCTUM Macama. [Ipema Tome umamo

N - - N o >
Ps = ) (myv,,Ar)) =3 (p,, Ar).
v=1

v=1

Ha ocHoBy ropenasemenor ¢opMy akuuje cacTaB/baMO OBaKO:

> 3 P 5> o
¢».,=[—§;(pv,vv)+ T+ [S(F. 80+
v v

Py

P P
- ->
+ f ST Mograd, fi, Ary) f (S 1 qgrad, cp,,Ar,)]d:.
v v
Py Py

Kao u panuje (§ 2.1) u3 3akoua uHepiuje ojgpehyjemo Hermo-

..)
3HaTa nomepamwa Ar, U3 jeAHAudHA
2 >
Ary=v,dt.

Y Ildadosoj meronu, xan ce ysoau ¢opma
=D+ PD,,
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uMand GuCMO npema uiaHoBuma 36upa ZO0-dp, oy [padoBy jerna-
quHy Y

- 1 -
O=grad p, ®=Ar,— —p, dt=

v
-5
=Ar,—v, dt,
KOja OAroBapa paHHjOj jeAHAUMHM U3BEAEHO] U3 3aKOHA HHepuyje.

3akOH rpaiujeHTa ca CBOje CTpaHe Aaje:

- -
L/ Pa—

at " de

g
=F,+ Y Mgrad fi + Y v qgrad, 5, v=1,2,...,N.
[3 i

To cy audepenuujaiHe jeHaudHe KpeTarmba HEXOJOHOMHOT CH-
cTeMa Ca MHOXHMTe/hbuma Beza. Tom cucreMy Tpe6a HOAaTd jeAHAYUHE
3a oZpehuBame MHOXHUTE/bA Be3d, KOje Ce Ha M03HATH HAYWH M3BOAE
u3 ycaosa 3a y6psama Tayaka cHCTeMa

dzf, _ d - D. =0 =19

dtz _g(gra Vfl’wv)+ Zfl_ ) =1, "“’kl)

d‘Pj - .

i = E(ngadv<Pqu)+Dz°Pj=0, i=1,2,...,k,.
v

OBo nokasyje Aa Ce Ha CAMYaH HAauMH KaKO 38 C/IyYaj XOJOHOM-
HOT CHCTEMAa TaKO U 3a CJAydaj HeXOJOHOMHOI CHCTeMa MOXe npume-
HUTH omuTH (EeHOMEHOJNOWKH AudepeHuujantn MPUHIKIL.

[MokaxuMO Caf Kako u3rjeja Ta NPMMEHa 3a CIyua] HEXOJOHOM-
HOT cHcTeMa Kajf Ce Ionoxa] cuctema ofnpelyje momohy He3aBUCHUX
KOOpJIMHATA M KajJ 1pemMa TOME KPeTame CHCTeMa BHUIE HUje OrPaHd-
4yeHO KOHa4YHuM Be3ama, Beh camo AudepeHuHjaIHHM.

Hesasuche KoopauHate o3Hadmmo ca ¢; (i=1,2,...,n). Towro
y ommTem Ciyyajy KOHaduHE Be3e MOTY 3aBUCHTH W G BPEMEHA, XKUBA
CHa MOXE ¥ He GUTH XomoreHa (YyHKuMja reHepanucaHux Gp3dHa.
[pernocraBumo Zabe Aa Ha CHCTEM AJCTBY]Y FeHepaiucane cuie Q;,
KOje HCTO TaKO MOTY 3aBHCHTH, y OMIITEM Ciy4ajy, OX KOOPAUHATA,
6pauna u BpemeHa. Hajsan mpeTnocTaBuMO Aa je Haml CHUCTEM HEXO-
JIOHOMaH M JAa Cy HEXOJOHOMHE Bese AudepeHuujasHoOr AHUHeapHOT
o6nuKa:

(1) ‘Pi=;Pjiq{+Pj=0, i=1,2 0,k
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Kao u y caysajy HexomsepparusHor cucrema ca He3aBUCHUM
KOOpAuHaTamMa NpoydaBaie KpeTawa CHCTeMa Ce BpLIM Ha Taj HaYMH
IITO Ce NpeTnocTaB/ba Aa Bese HE M0CTOje U Aa Ce KpeTame CucTeMa
Yy CarilaCHOCT# Ca TUM Besama OCTBAapyje Ha Taj HaYMH WITO Cy y Aarom
Clydaly Bese 3amemeHe peakuujama ZudepenuujanHux sesa, KOje UCTO
TaKo NIPETNOCTaB/bAMO KA0 MAeaNHe, Tj. Ca PeaKmujama CaMo y mpasuy
KBasHrpajiujeura.

CacraBumo cax ¢opme crama u akuuje.

Popmy crama, Kao u y crydajy § 2.2, Tpe6a nanucaryu y 06auKy
n
D=3 p:Ag;,
i=1

. oT
rie je p,-=dT', a A g;, Kao v paHuje, HemosxaTu Audeperuujaniu npu-

i
pawTaju OAroBapajyhux HesaBHCHuX KOOpAuHaTA.

Popma aknuje caapxu: HHEPUHOHU He0
(—2 pigi’) dt;

UlaH Of xuse cune Tdf, npu 4eMy xHuBa CHia 3aBUCH O& q;, g/, tn
M3 ICHOT M3pasa HUCY MCK/bY4EHE 3aBHCHe GpauHe y Be3u ca gude-
PeHUMja/IHUM Be3aMa; 4JiaH O aKTUBHHUX CHJa y 06auKky

P
UZ QA q,-] dt=J , dt

Py

M 4laH Of peakuuja AudepeHumjannux sesa

P

[le: (’2,::1 W Pi) A l]i] dt=JR.df-

Py

-Ca Ja ¥ Jg O3HAUMIM CMO paj aKTUBHUX €uJia, OAHOCHO pax pe-
aKiuja Ha yTY OX HEKOr mosnoxaja P, Ko nonoxaja P. [Towro cy osu
MHTErpalv BaXKHU CAMO N0 W3Pa3y CBOJUX MOXUHTErpanHux dyHKuuja
Jep oHe camo nocne audepenunpama oxpehyjy onrosapajyhy cmlx’
OA.H(.)CHO peakuujy, 3a nudeperunjan y3¥MaMO OHY IIDOMEHJbUB nz
Kojoj ce Bpun Gynyhe audepenuuparme. ’

4 O denomenonomxom AHQEDEHUKjARHOM NPHRHLANY
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INpema TomMe dopMe cTawa W aKiWje MOXEMO HamucaTH 3a Mpo-
MeH/buBe ¢; U ¢ y OOJUKY

n
¢s=2 pid g,

i=l1

Go= [~ pig/+T+Ja+Jrl dt
I

AKo uckopucTumo JIOHKMHOBY Teopemy, npema Kojoj je
EP;‘ ¢/=T*+T,
3
MOXeMO HanucaTH U OBAKO
b=~ A
! EI aq.-' e
b,==[— T*+J4+Jg] dt.

3a Taxo Hanucane (opme 3aKOH rpajujeHTta Haje:

d 0T oT* ke :
____...=—..._.-_+ ‘+ }L‘P,‘, 1=1,2,..-)n1
i oq~ og "¢ Ex T
WM
d oT 0oT ks ;
3 40T 0T g4 S wiPi  i=1,2 ...
) dad dq/ 0 igl '

% QT
aT* , 0
04:‘ aql

HITo ce THue 3aKOHA WMHEPIM]€, U3 thera HENOCpeAHO H3BOAHUMO

aa je Ag,=g/ dt, 1j. Ag;=dg;—dgi=dg;.

ITpoyuumo maao Ay6me jennauute (3). 3a Taj UMb pelIuMoO jel-
saunne (1) o 3aBucHuM Gp3auHama. Heka To 6yny oHe 6p3uHe ¢/,
3a koje je i=r+1,r+2, ..., r+ky;=n. Ca TakBuM O3HaKama jeAHauuHe

IubepernyMjalHiX Besa y pemeHOM OOJIMKY NUIIEMO

4) grri— Y Gip g’ — =0, (=12 .. k-
=t

2.3 Cayuaj HEXONOHOMHOU CHCTEMA 51

Jennauune (3) mozenumo y IBe rpyne: 3a KOOpJAMHaTe ca He-
3aBUCHUM Op3WHAMa Y OGJHKY

ka
G) — = =Qi- Sway, =12 ... r=0—k,
) P2

a 3a KOOpAuHaTe €a 3aBMCHUM 6p3Hﬂama

d oT __OT
at 0q'ry; 0qr4i

(6) =Qryjtr,  i=12 ... k.

AKO caj BpeIHOCTH MHOXHTe/ba U3 jefHauuHa (8) yBpPCTHMO Y
jedHaunne (5) no6uhemMo oBe jeAHauHWHe 6€3 MHOXMTE/bA BE3a

d 3T T _ d 3T 3T

L)
4T T o b, (4 3T
dt 9¢qp" 0¢p ’ IE’:I “\at 0q"ryj 0Gryj

) - Q,+,-),

p=1,2,..., r=n—k,.

JexHauuHe 3a HEXOMOHOMHUM CHCTEM CJAKWYHe jefHauunama (7) npBU
nyt je gaoJ. Hadamard, y npunory xmwuxunu P. Appell-a [67]

CucteMm r=n-k, jennaunda (7) 3ajelHO €a CHCTEMOM jeJHayMHA
(4), penumo y 06GauKy

r
(8) 4'r+j= 2 aiPQp'+aj» i=1121 -..rkzr
=

CauMibaBa CHCTEM OJ n jefHaYMHA 3a pelaBambe NpoOJeMa O Kperawby
HEXOJOHOMHOTI MaTepHjaJHOT CuCTeMma.

MartemaTHuKka CTPYKTypa jeAHauusa (7) MOxe ce ynpOCTHTH MO-
mohy OBMX TpaHc(hOpManuja.

Enumunuimumo u3 ¢pyuxnuje T nomohy (8) 3aBucHe 6p3une u yBe-
JUMO O3HAaKY

T(g/, 9s )=0 (g0 gir 1)-
To uCTO YYHHHMO W Ca H3BOJOM

_aT
¢’ 4

=9 (g0 g, 1),

npu uyemy je
p=1,2,...,r;i=1,2, ..., n=r+k,
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Taga 3a u3BOJe WMaMO OB€ pe3yJTaTe
dT _ 00 _ L) 8 09 v
0g's  9g% =i 7 0gp
AT_30_J o sy,

= ]
9g; 9¢; = 0q,
i=1,2,...,n;,p=1,2, ...,r=n-k;.

Ha ocHoBy u3BexeHux o6pa3aua, jexHauune (7) MOKEMO 3ame-
HUTH OBUM

d 00 _ 200 _ 00 0q’,+,~ _ 'aqlr+j
dt 3¢ 9gp 5 0gr.i O’ R P2
_ 2 8, (i aq,u-i_‘)Q' +1 _Q‘]'r«;—l.aQ’r«;-h):O‘
7 dt 0q'p 9qp % 0Gr4n  OQ%
p=1,2,...,r.

Y TakB0oj QopMu jemHauuHe 3a HEXOJOHOMHH CHCTEM j€ Hamucao
¥ MPUMEHHO Ha peluaBame Hu3a npobaema [1. B. Boponen [56, 57].

Y cBoM paxy [58] mpoyuno cam jeZHauuHE 3a KOH3EPBATHBHU
CHCTEM ¥ MOC/Ie eJUMHHMCAalka BPEMEHa MOKa3ao Ja ce Yy cayd4ajy, kan
Cy XuBa CuJa, TOTEHUW]aJHA EHEPruja u KoepuuujeHTH Judepenuu-
jasEMX XOMOTEHHX BE3a pauuoHaJHe (yHKUMje KOOPAMHATA, MOrY Ha-
nucaTu jeAHavaHe KpeTama KOje He CaApiKe MPaunOHANHOCTH.

Y Be3u ca Teopujom AudepeHnujaNHUX jeAHAUMHA KpeTama 3a
HEXONOHOMHM CHCTEM YYMHHMO jOlI HEKONMKO mpumerada.

IMpodecop G. Hamel je y cBOjuM paxoBuMa, uMjy IVIaBHK CAAPKA]
ynasu y weroB yuGenuk [54], usBeo u mpoywno Taxossane Euler-
Lagrange-eBe jeaHayuHe KpeTalkba MAaTepujajHOr CHCTEMA H IOCTAaBUO
Be3y uamehy TuUX jeAHauuHA W jeJHa4MHA 332 HEXOJIOHOMHHM CHCTEM.

CywTusa meTone, kKoja nosoxu no Euler-Lagrange-eBux jexHa-
Y1HA, y TOME j€ WITO C& MECTO 7 FeHePanucaHuX KOOPAuHaTa U buMa OX-
rosapajyhux resepanucanux O6psuHa (g; u ¢) YBOAE TaKO3BaHE KBA3u-
xoopauxalle, KOje OAroBapajy AaTMM TEHEpaNHCaHWM KOOPAMHATaMa,
a MecTO reHepaNuCaHux Op3uHa JuHeapHe ¢yHKuuje Tux 6p3uHa. AxO
Te nuHeapHe (QyHKIM]e 03HAYMMO Ca wj, OHE Ce oxpehyjy jexHaunHama

n
wp=3 buy '+ cp, p=12,....n

v=1
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rae cy bpy cp maTe QyHxuuje KoOpZuHaTa m BpeMeHa. [IperxoaHe
jenHagune Tpe6a ma Gyny peuubHBE MO reHEPaAuCaHUM Gp3uHaMa

n
¢ = Bypwp+C, v=12,...,n.
i=1

Tako, mamp., y caydajy uBpCTOr TeJAa mnoaoxaj Teda, Koje
ce ofphe OO HEMOKpeTHE Tauxke wuJlM OKO [EeHTpa Maca, OZLpe-
hyje ce nomohy Euler-oBux yrinosa ¢, ¥, 8 u npema Jlarpanxy 3a npo-
ydaBame Kperawa TOr TeJa YBOAUMO yraose 6p3uHe y o6auxy ¢', ¥,
¢ a npema Euler-y ysumamo, peunmo p, g, r — npojexuuje yraone 6p-
3HHE TeNa Ha OCe YBPCTO Be3aHe Ca TE/IOM, KOje Cy auHeapHe (yHK-
nuje ¥3BOJa MmO BpemeHy ¢, V, 0.

KBasukoopaunare, koje osmauyjemo ca 9; (j=1,2...,n), Hucy
Be3aHe NOMONYy XOHAYHMX jeJHAUYWHA Ca FeHePaJHCAHWM KOOPAMHA-

tama ¢;(i=1,2, ..., n), Beli camo nomohy audepennujannux je AHaYMHA
dd;
— =W, .=1|2!---: .
dt ! !

[Towro u3pasu w; y omwreM caydajy HUCY TOTaJNHM u3BOXM He-
Kux QyHKuuja no Bpemeny, dyHxuuje 9, Hucy dyHxuuje KoopauHaTa
¢; u BpemeHa, Beh ce MOry cmaTpatu xao QyHkuMje BpemeHa moOCJe
onpehymama KoopauHaTa q; y QyHkuuju BpemeHa. Anu wuxosu aude-
peHnujamy Cy KOHKDETHE BEJMYUHE ¥ OHM urpajy oxpelieHy yJory npu
Audepenuupamwy Qynxuuje Koja 3aBucu Of ¢; N0 KBa3HKOOPAMHATH ¥,.

To nudepenuupamwe nexe dynxuuje f(q,,qs, ..., d,) ce BpwHU npema
NPaBuNy HaJOBE3KHBAa OBAKO

daf of dg; of g’ of

L s T _ Y 4 9 g

d&] ZOq, d\'), ,2 Bq, w,; (2 aq, Y

XKuBa cuna cucrema, Koja ce mpeo jaBba Kao (YHKuMja apry-
MeHaTa g/, g;, {, MOXe ce cMaTpaTh Kao ¢ysxumnja w;, g;, f, na vax
u Kao QyHKuuja aprymesata w;, 9;, #, axo TpaHcOPMALU|H MOLIEKE
CaMO M3BOAM XMUBE CuJIE IO KBasuKoopiauHaTama. O3HAYMMO KHUBY
cuny y tom o6auxy ca T u yBeaumo ummyic

P OT.
awp.

Ca tum osnaxama G. Hamel je uspasuo cBoje jexHaunHe 0BaKoO
[54, cTp. 481]
dP, oT

T, P
© LI Ppw,—<—ae—)=x,l, (p=m+1,m+2, ..., ),
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riae cy:
TR _ ¢
be .,25 04 o04q,

oT oT
Byy,
(03}1) zv: 0qy .

Kp = EKV By}l)
v

(5222~ 572) B B,

rae je Ky resepaiucaHa Cuja IITO OJrOBapa reHepa/ucaHO] KOOpXH-
HaTH ¢y, a Kp — HTO OXroBapa KBa3MKOODAMHATH Ca audepenun-
janom dd,.
Y cnyuajy Hexo/0HOMHOr cucTeMa ca m JudepeHlrjalHUX Be3a
y 06auKy
n
(10) wpzz bpvgy +cp =0, p=1,2,...,m,
v=1
cucteM jexuaumsa (9) m (10) cayxu 3a pemaBame mpo6/eMa o Kpe-
Taky CHCTeMa.
Ako je cuctem xosonoman, m=0 u jennaumne (10) ormaxajy, a
cucreM jexnaumHa (9) Taxa po6uBa, npeMa G. Hamel-y, o6auk

dw‘_),

1\11) +2 ﬁp (L'p(l)f=Kp, }L=1,2,...,ﬂ,

jep y TOM caydajy MOXEMO yBeCTH nomohy jennauuna

(12) ‘Iv'=§ Bup wp
TaKBe BPENHOCTH 32 wy, 3a Koje he OuTH
T= 1 > o’

2%

u mpemMa TOMe
Pp = wp.

Y oBoM cayuajy 3a pemiaBame mnpo6JemMa O KpeTamy CHCTEMA
cayxe jepnaumne (11) m (12).

Kako jeanaumne (9; Tako u jemmaumue (11) mory ce wusBectn
¥ Ha OCHOBY (eHoMeHOMOBIKOr AudepenunjaHOr NPHHINMNA, OLHOCHO
Ha ocHoBy [ldadosor npunnumna. To usBohemwe 3axTeBa CaMO H3BO-
hewe oxpehenux Tpanchopmanuja. INomto cy Te Tpanchopmauuje go-
CTa KOMIJIMKOBaHE, a HE YHOCE HHEITA CYHITHHCKM HOBOT, Hehemo oBxe
y/asuTe y Te Tpancdopmanuije.
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ITpumernmo xa cy jennaunne Euler-Lagrange-eBe mpupoje xocra
KOMIINKOBaHe N[O CBOjOj aHAJIMTHYKO] CTPYKTYPH H 3aXTeBajy AOCTa
pasynckor Tpysra. Cam G. Hamel npu mspagu knacuuHor mpumepa
— usBohjewa Euler-opux jexnauuna kperawa YBPCTOr Teaa, OAMaX, Y
NOYeTKY H3Boljelba Mpea3H Ha BEKTOPCKY METOALY.

¥ Be3u ca uckopumhasamwem Euler-Lagrange-eBux jexHaudHa Ha-
BEeJHMO jom jepHy Hpumenly.

[Ipodecop T. Péschl y pany [69] naBoxm ,KkaHOHMuHe jefHa-
qiHe “ HeXO/MOHOMHOT cucTema. [Ipema nocrojehoj nomenkaarypu Poschl-
OBE jeNHauYuHE HUCY ,KAHOHHYHe“ jepHaunHe Beh camO u3paxeHe NO-
mMohy HapOYMTHX HMIyJ,ca, jep OHE rJace OBaKo

oH 0 H ( 0 H)
dpp dw, a9;
¥ IpeMa TOME CajpiKe Kako 4/JaHOBe, Tako u (yHKIHM]e, KOje He yaa3e
y KJacH4yHe KaHOHMYHE jenHauune o6juKa

dpi _ _ OH dg; _ oH

dt dq: dt dp.

dap;
p+2 zl-lv

[Mutamy Moryhunocru ¢opMupama NpaBux KaHOHMYHUX jeXHAUMHA
3a crmenMjajHe HeXOJIOHOMHE cucTeMe, mocae 4aaska C. A. Yanabl-
runa, 6uo je nocsehen m moj uwmanak [61]. PeaynraTu Tor umaHka
Guan cy moHOBbeHu Onx crpane L. Marchetti [62], o uemy cam
nucao y csom pany [63].

24. Cnyyaj nmpoyqyaBama IeOMETPHCKE CTpaHe KPeTamha
KOHBePBAaTHBHOI CHCTEMa

Y cnyuajy xonsepBaTHBHOr MaTepujansor cuctema C. G. J. Ja-
cobi [35] je msseo mmdepenuujanne jenHaumne TpajexTopuja mare-
pujanHor cucrema ysumajyhu 3a HE3aBHCHO NPOMEH/LUBY MECTO Bpe-
MeHa jexny on Koopaunata cucteMa. Ilocae umurerpanmje Tor cucrema
Bpeme ce yBoau KBanpatypoM. Ha Taj naymn ce momohy Jacobi-eBux
jennauuna npo6/aeM 0 KpeTawy KOH3EPBAaTHBHOT MATEPHja/JHOI CHCTEMA
ca n cTereHa €10601€ CBOXM Ha MHTErpauujy cucreMa ca 2(n-1) xu-
depennujanruux jexsaudsa npBora pexa W Ha KBaAPaTypy.

[Ipoyuasame npo6nema msBolhewa Jacobi-esux jenmaumna oBXe
MMa 32 /b 112 IOKaXe Ja NpuMeHa PeHOMEeHO/IOmKOr u3Bokema aude-
PeHLM]a/MHUX JeXHauyuHA nojaBe, pa3jBajareM GopMe cTamwa ox Gopme
aKnuje, MOxe GUTH M Marbe KOHKPETHO M Teka Of HenocpexnHe npu-
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1
3

mere [lgpagoBe merone, 6e3 pas3nsajaa GOpMe cTama u (popme ak-
nuje. Y1 To 6am y oHuM cayuajeBuMa rie ce NpoyuyaBatbe MOjaBe BPIIK
ca uckopuwhaBambeM YHCTO AHAJUTHYKUX OCOGMHA MOjaBe, HAMP. y CAY-
4ajy MOCTOjatba jeHOr WJM BUIE WHTerpaia. Moike ce mecuTH 1a ce
TeK mocjae u3Bohema HoBe [IdacdoBe ¢opme, HacTame mociae MCKOpH-
mhaBamba oArosapajyhux uHTerpaia, MOxKe MOKasaTd 'y HOBO] (opmu
oinBojeHo ¢opma crawa ¥ Qopma akuuje. JacHo je ma cacraBibame
yHanpej, WHTYUTHBHO, jefHe M apyre Qopme NpH y3umamy y 063up
noHekajJ uucro GopmasHux ocobuHa Npo6Jema, Hanp. yaore BpemeHa
y clydajy KOH3epBaTHBHOI CHCTEMa, MOxe GUTH MHOTO KOMNJIHKOBA-
Huje Hero wTo je GOpMaaHO, ayTOMAaTCKO MCKOpuuhaBarme THX OCO-
6una 3a nosHaTe TpaHcdopmauuje nenoxkynse Ilpadose dpopme. He-
nocpesHa (eHomenosomKa pacyhuBama Cy HajApUrOnHMja y cAydaje-
BUMa NpoydaBama (QyHmamMeHTaJHMX NMOjaBa OJ MOYETKa, Kaj je MOT-
NyHO jacHa yJOra CTawka W axiuje.

[Ipu ussohemwy Jacobi-esnx jemnayuna npe cBera Tpe6a y3eTu
y o63up na je

1. xuBa Cusia KOH3EPBATUBHOT CUCTEeMa XOMOreHa ¢yHkKIMja, KBa-
IpaTtHa ¢opma, resepanncasux 6p3usa, Tj.

T=g59/ 9/
2. Ia nOCTOjuM MHTerpaj XuBe cuje
T=U+h,

rae je U ¢ysxumja cuaa, a i mpousBO/bHA KOHCTAHTA.
Axo ysmemO 3a HE3aBMCHO NDOMEH/bUBY je€IHY OJ KOODJMHATA,
Hanp. ¢;, 4 CTaBUMO

'::_._.=__...._=.. ,1 .=213:-.-;n1
q at dg,  dt a4, 49y, |
rue je :
. _ dg;
4 ="
dg,
MOXEMO XUBY CHUJY NDETCTaBUTU OBAKO
T=Ggq,"?,
rae je G xBagpaTHa OyHkumja (Bume uuje popma) ox g; ca koedu-
nujesTuma Qysxnujama on ¢, (i=1,2,...,n; /=2,3,...,n).

M3 vuTerpana xuse cuse crepyje

=

+h
G
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npy Yemy 3HaK MCnpes KOpeHa Ttpeba na ce u3abepe Npema MOYETHAM
ycaosuma. Ilpema Tome u3pa3 Tdf moxkeMO TpaHCHOPMHCATH OBAKO

Tdt=Gg,” dt=Gq, dg,= G VU_Z_”_ dg, = Pdq,,
rie je

P=GW+h).

[Mpumennmo can Ha Ham cayvaj [1dadosy meTomy u mohumo o
znejctBa y XaMuATOHOBOM CMUCY

®=(T+U)dt.
[MTowro je
(T-U)dt = hdt

TOTaNHu AudepeHilnjal, uMamMO eKBHBAJEHTHOCT

b + hdl = D,
HJIn
D= (T+U)dt+(T-U)dt =2 Tdt= Tdt=~ Pdg,.

Ako 3a ¢yHkumjy P yBenemo ojroBapajyhe ummynce

1tj=a—P, j=23,...,n,

g

moxemo Ilpadosy dopmy nedunuTHBHO HanmucaTh
n n . n §
¢~ Pdgy ~ 3 mdg; (37 4,—P) dgy ~ 3 v, doyP* dg,
j=2 j=2 j=2

npu demy cmo, mpema JJOHKUHOBO] TeOpemH, CTaBUIM

P+P*=¥ g,

j

rae je P* konjyroBaHa BpepHoct P.
3a npomenbuse ¢; INdadose jennaunne

aP d P*
dnj=-——dgq, = - dq,
dq; dg;
noBone no Jacobi-eBux jemHaumua
1) 4 9P_9P 4  is23...n
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3a npomenmuBe w;, ysumajyhu y 063up 36up Y, 0-dx;, umamo
7

£
0=dg, — ZP dq, =0,

ojakje npema JloHKuHy umamo

dq, :

2491 0,
. . 4, q; =
Jep je 2 P+
2 =gq.

61:]

IlpumeTumo na ce jeanauune (1) u (2) MOry HanmcaTu y 0BOj
KaHOHHYHO] dopmu

dw; dg;

BP* = 6P* '=d(h, j=2,3r--"n)
B 8q,~ aTCj
jep je
il_’=_aP*
9g; 94

YaunuMo jow jeany npumenGy. Y passujenom obauxy Jacobi-

eBe jexHauWHe cafipxe HpanMoOHamHOCT. Kako cam nokasao [33] Ta

HPalHOHAMHOCT MOXe Ce HMCK/bYUHTH Ha ona] Ha4YHH.

Hcrospemeno ca Jacobi-esum jeanaamnama moxemo yseru y
063up 1 ony Lagrange-eBy jelHaunHy KOja OATOBapa NPOMEH/bH-
BOj ¢y M KOja ce MOXe cMaTpaTd Kao nocaeauua Jacobi-osux jen-
HauMHa M MHTErpaja XHBE CHJe.

[Tpema TOMe ako W3 jemHaumMne

d OT oT _ U
dt dq/ d‘ln 0q,

Takohe enMMHHHMIIEMO Bpeme, JNo6utieMo mocne jexHocTaBHHX TpaHC-
tdopmanuja oBy jexHaunny

A\/U+fz i(A V’U+h)_ U+h aG _ 0U
G dg, G G 0gq, 0gq,’

rae je

9-

n aG
A=2G- :
r§2 dgq,
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MehyTtm pa3Bujerne Jacobi-ese jennaanne

VU+h _d_(\/U+h aG) Uth 0G _ U . o4
G d\Y G gy G adq g’ e

MOry ceé HallHCaTH H OBaKoO

d G , G 0G([{[U+h Lvu+h) 0G _

_— .
dgy g,  U+h ag\Y G dq ¥ G dq
-G 09U 93 .. .a

U+h dg;

[TowTo ce jenﬂaqnﬂa 3a NPOMEH/bUBY ¢y MOXE€ HANUCATH M OBAKO

U+h d (VU+h) (au LUth 9G _ U+h dA)
G dgy G aq, G 0gq G dq,/’

BUAMMO JIa U3 NPEeTXOJHUX jeHaYHHA MOXEMO eJHMHHHUCATH HPaIHO-
HaJHOCT W Hanucatd Jacobi-ese jexHaunne 0Baxo

L2016, 30 36 _dh) 90 _x Uy m
dq1 641 A 0g; 99, O0gq; dgq,) 9q; g,
rze je

__G

U+h

OBe jeHauuHe He cajpxe WPAlHOHANHOCT, aKO Cy QyHKIMja CHAA
H XHBA Cuia panuoHasHe (yHKuIUje KOOpAHHATA.
Axo xuBa cusa MMa OOJHK

2 7=q’lz +A,, q;Z +2A45 9y ¢+ - +Ann q;lz s

Tj. CafpXH gy CaMo y obauky kBappara, A=1, Jacobi-ese jen-
HauuHe 6€3 HPalHOHANHOCTH HU3TJHeNa]y :
480,36 (00, 06) 06 _you

e — —— K==,  j=23,...n
dq, dq; .0q; aq; ag;

dq, ' 9q,

Hajsan, ako je
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Jacobi-ese jexnaunne mmajy cacBuM jeRHOCTaBaH OGIMK
P9, k5,09 kY i_9s,...n
dgy 0g, 0g;

G

U+h

ca

G=lvigs it 2.

2.5. Cnyyaj uBpcTor Tena

[Ipumennmo can name denomeHosowKo Tymaueme [Tpadose me-
TOAXE Ha MpoyvaBame Kperawa usBpcror tena. IMocayxumo ce, ca ma-
7I0M U3MEHOM, OHUM H3BOhEWEM HudepeHnujaTHUX jeIHAUYHHA KpEeTamha
uspcror Tesna no [Ipadosoj meromu koje je mao T. Aunheauh y
csom pany [19].

CacraBumo mpe cBera dopmy crama

>
Ps=>7(m; v, Ary),
i

rxe 3a yBpCTO TEJIO 36Hp npenasy Ha Mo3HaTyd HaduH Yy uHdTerpani.

-
Kao wro je nosuaro, enementapuo nomepame Ar; Tauke 4BpCTOr
TE€/1a MOXEMO M3pasuTH NOMOhy XBa ujaHa, TPAHCIATOPHOr ¥ O6PTHOT,
- - -» -
Ar,=Ar 4+ [Aa, py],
=Y
rxe je Ar4 eeMEHTapHO MoMepamhe 32 ynopehHBamwe n3abpaHe Tauxe
=
YBPCTOr T3, Ac — BEKTOPCKM NpPeTCTaBHUK AudepennujansHor yraa
-’
o6prama Tena OkO oce BekTopa Q, TPEHYTHE YraoHe 6psuHe Tena,

R I > 2 -
Tj. da=QAl u p;=r;-r4. Ca HamucaHom BpexHowhy eJleMeHTapHor

nomepama uMamo OBaj u3pa3 3a Gopmy cTama

=S mv, Ar)+ 3 (m o [5G, 5] =

~(Sm: vi, Ara) + (3 [per mi ], A%)
i i

U1 Le(PUHUTUBHO
> -» -+
(I) d)s:(K) ArA)+(I(A)) Aa);
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> ->
rae cy: K — KOJAWYMHA KpeTaka YBPCTOr Tena, [(A) — MOMEeHAT KOJH-

Y¥HA KPeTama CBUX eJeMEHaTa Maceé YBPCTOr TEAa OKO Taduke A Teaa
3arpazne o3HauaBajy, KaO0 YBEK, — OKPYI/€ — CKajllapHd NPOM3BOJ, a
yraacTe — BEKTOPCKH.

[Tpu cacraBbamy (opMe aKIMj€ HHEPHUOHH Ne0 Tpeba y3etu
npema (1) y obauxy

- > - -
{ - (K, va) - (I, Q)} dt,
a ABa usaHa XaMW/ITOHOBOrI J€jCTBa MU Y OOJUKY
(T+U)dt,

ako noctoju QyHKIHja cuaa, UAH Yy OOJAUKY

[T + f[(?, dra) + (L, d_c?)]] dt
P

0
-

3a cayuaj APOU3BO/LHUX CHJIA €2 [VIABHUM BEKTOPOM F TUX cuaa d

-3
rnaBHuM MomeHToM L(A) oko usa6paHe Tauke A Tea.
[Tpema TOoMe WMaMO Ha pacmojaraty oBe IBe (opme:

> - —
®,=(K, Ar4) + (I, Ad),

> o > - P > >  —
b= [- (K, v.a)— (I, Q)+ T+ f [(F, dra) + (L, du)]] dt.

Po

[Tpumerumo ma y u3pasy 3a dopmy akuuje xuBy cuay T Tpeba
- ->
CMaTpaTd Kao (QYHKIU]Y NPOMEH/BMBHUX V4 U Q U JUHAMUYKUX KOH-

CTaHara TeJa.

[Tpehumo cax Ha usBolewe nudepedHnujamrHux jexHauuHa mpo-
671eMa.

[TowTo y HaBeJEHOM U3pa3y akliuje TPeHYTHE CuJe He YYecTBY]Y,

32 CMCTEME BaXy 3aKOH UHEpIuje mpema KojeM oxpejyjemMo nBe Hemo-
- -
3HaTe BenuuuHe Ary U Ao, HayMme jeIHauuHama

- > - >
Arg=vadl, Aa=Qdt
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Taj ucrd pesynarar ce mo6usa ¥ Hemocpexso npema Ildadosoj
MeTonHu, nocie ysohemwa nenoxkynue dopme ¢ = &5 + ¢, u y3umama

-> ->
y 063up unarwoBa 0-dK u 0.dI™ re dpopme. 3aucra, uMamo OBe ABE

jexnaunHe:
0=grad2 ¢ =grad &+ grad ¢, =

2> >
=A rg—Vy df,
e -
0=Aax— Qdt,
Koje noTBphyjy Ham 3aK/byuax.
Ca cBoje crpane, 3aKOH rpajgdjesra naje:
g e
dK = grad?» ¢, = Fdi,
Ta
-> -
dIA%) = grad? &, = LA dt,

rie cMo ca A¥ 03HaY4/d HEMOKPEeTHY Tauyky, KoOja ce y JaroM Mo-
MEHTY MOKJIAMa Ca JaTOM MOKPETHOM TaukoM A rena. [lomrTo BpesHOCT
MOMEHTA CHJ/ia HE Mema CBOjy BPEHLHOCT Yy BE3M €A KpeTameM Tauke A,
AMaMO Mpe cBera

> -

LA®) — [ (A),

[lito ce Tuye nudepeHnrjana MOMEHTa KOJHUHHA KpPeTara, OH
3aBuCH O KpeTama [0Jia W TO Ha OBaj HAYHH
> > > o
dIA" = g1 4 [vy, K] dt.
3aucra, nowro je
> > -
(A% = 3% [pg, m; vi],

I I -> ]
rie je p;="r;—ras 4 rgqs = const.,, uMaMO 3a H3BOA MO BPeMEHY, KOJu

03Ha4YaBaMO Ta4yKOM, OBY BpPE€AHOCT

N > .
J(a%) E [p‘-, m; v,-] s

a 3a
-

> >
14 =E [Pi: m, vi]'

I T
rae je py=r;—r4  r, NPOMEHLUBO, OBy BPEIHOCT

. - M >
1A= i, m; v} = [va K]
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¥Ynopehusame ABa xo6uBeHa pesysrata u motBphyje ropeHamu-
cann o6pasan 3a pudepennujane.
[Npema ToM ofpacuy jesHaunHe KpeTamha TeNa MOXEMO H3PasuTH

0BaKo:
d > -2
— K=F,

d

-~

@

d > > >
(D4 [vg Kl =L,

Ako can ysmemo y 063up, C je[He CTpaHe, H3pa3 3a KUBY CUNY
YBPCTOr TeJa U3 jexHaunHe

E e T O
2T=3mvi=mvy+2m(v4[Q pc])+ 3 m: ([Q el [Q, i])
i
>
a, ca fpyre crpaHe, BpeiHocT Bekropa K 4 [4) y ob6auky
e - > >
K=mvs+m[Q, p.],

> > s iad
[(A) =Em, [pis va+[Q, p] ],

> -> -
rhe je m Mmaca Tena W p., 43 jefHaunHe Zm;p;=mp,, BEKTOP MOMO-

Xaja LeHTpa maca, rauke C, y omHOCy Ha Tauky A, oHjga 6e3 rewkohe
JOJa3MMO [O jeXHauyuHa
-
= -+
K grad“ T,
)

-‘)(A)
= >
[W=grad3 T,

Koje u3paxkaBajy OBy TeOpeMy AUWHAMHKE YBPCTOr Tesa: NEeNUMHYHH
rpajiujeHT XHMBE CHJE YBPCTOT TeJa MO TPAHCAATOPHO] Op3uHM Tesa
jemHaKk je KOMMUMHM KPETalwa TOF TeNa, a AENHMHUHA TPAJHjEHT IO
TPEHYTHO] YraoHoj 6p3uH4 MMa BPEIHOCT MOMEHTA KOJHYHUHA KPeTamha
OKO OHe Tayke Teja Koja oxpehjyje TpaHCAaTOpPHY 6p3uHy TOr Teja.

Ha ocuoBy (3) jenmaunue (2) medunutuBHO y3umajy dopmy
d e
— grad? T=F,
dt Va
()
d > M R4 -’(A)
m gradd T+([va gradvA T}=LW,
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To cy Bekropcke jepnaume [30], u3 Kojux 6e3 remkohe mo-
JKeMO HanucaTu pasiudguTte JudepeHnujanHe jeJHauWHe KpeTaiba uBp-
CTOr' TeJa y CKaJapHOM O6JuKY.

2.6. Cnyuyaj craTake

[IpoBepuMo fa Ju ce y Caydajy TPajHOT MHPOBama MaTepujai-
HOr CHCTeMa, Tj. ¥ Cayuajy cTaTuke, Halmia ()eHOMEHOJIOKA MOCMa-
Tpaiba ¥ KbUX0BO (OpMyJucatbe He Hajla3e y MPOTHBYPEUHOCTH Ca Mo-
3HAaTHM 3aKOHHMa CTaTHKE.

[MokaxuMO A3 U 13 (PEHOMEHOJOIMKOr AudepeHInjaNHor MpUuH-
nuna Mory 6uTu A06MBeHH HEONXOAHH M JOBOBbHH YCJIOBH DaBHOTEKE
MarepujaJHOr CUCTEMa.

[IpBO W3BEAMMO HEOMXOLHE YyunoBe. AKO MarepujajHd CHCTEM
tTpeba ma Mupyje TpajHO y TOKY M3BECHOI BpEMEHa, OHJa HE CaMmo
dopma cTawa y noyeTKy TOr MHTepBada Tpeba Aa Oyie jelHaKa HYJIH,
Beh Tpeba jna Gyxe jeiHaKa HYAd M HeHa NPOMEHA, KOjy H3asuBajy
rpanujeHTy aknuje. [lowro ¢y y cayudajy mupoBarma CuCTEMa Hacje-
henu Jeo aKuuje ¥ KWBA CUia jeJHAKM HYyau, TpeGa 1a Oyay jelHaKH

P > —
cBu rpaaujenTH Oyuxuuje U uau uurerpanapr(Fv,ds,,) H TO Ha
o

cBUMa MOryhuM mMoMeparmuMa Tayaka CuCTeMa, CT0GOIHMX WM Bela-
HUX. A TO JOBOZM IO NMO3HATHX HEONXOJHUX YyCJOBAa 33 PaBHOTEXY
cucreMa y O6JUKY 6Guio

oaU

=0, i=1,2,...,n,
s

6uJ0
_’
F,=0, v=1,2,...,N,

npu uemy y Caydajy HecJI0GOLHOr CcucTeMa y pauyH Tpeba Aa yhy
U CuJe peaknuja.

Jlako je HaBecTu pacyhuBaiba Aa €y U 06paTHO: HAMHCAHU YCJIOBU
3ajeJHO Ca YCJAOBHMa 3a MOYETHO CTawe CUCTEMA M JOBO/bHHM YCJOBH
3a DaBHOTEXKY CHCTEMa.

[lpema TOME MOXEMO 3aK/bYHUUTH Ja Ce Hama (HEeHOMEHOIONIKA
focMaTpamka y MOTNYHOCTM MOKJanajy ca ApyruM npoydasaiuMa de-
HOMEHa TPajHOr MUpOBawba MarepujaqHor cucrema. Hehemo ce 3ay-
CTaB/baTK HA [I€Ta/bHOM pasBujaiby HAllMX NOCMaTparba W Ha U3BOhemY
M3 TMX TOCMaTpama APYruX MeTOAa CTAaTHKe, Hanp. MeToAe moryhux
noMepara.

2.7 Cay4aj TpeRYTBHX cuna. Ynap ' 65

Ilo3Haro je fa MHOre HayuHe JHCUMIJIMHE 3a MOBe3uBame (hakara
cBoje o6aacTd ynorpe6byjy cxemMe H TeDMHHOJIOTH]Y MeXaHHYKe CTa-
tuke. OnuTH ¢eHOMeHOMOMKH AudepeHIjalHA NPHHIUO CBOJOM CTa-
THYKOM TPaHOM, C jefHe CTpaHe, Jaje Ta9HH]y NMOAJOTY NPHMEHH CTa-
THYKE CXeMe W Ha JApyre AHCUAIIMHE CeM MEXaHHKe, a ca Apyre, yBO-
hemem oxrosapajyhux, 3a Te AHMCUHIVIAHE HOBUX NOjMOBa, MOJba, IPa-
ILujeHTa, UHEPUKje W 1p., OTBapa MOryhHOCT fa ce Ay6Jbe ouene Bese
usmely (axata OZHOCHO CTamba H Y3POKa, KOjd, Y BE€3H €a aKIUjOM,
Memajy ¢akre U crama.

27. Cnywaj TpeHyTHHX cAna. Yaap

3a (eHOMEHONOWKO TyMaueme CYWTHHe mpo6jeMa 3ayCTaBuMO
ce Ha clyudajy Kperawma CaMO jefiHe MaTepujajHe Tauke Kaj Ha bY
JejCTBYje TPEHYTHA CHJA.

Heka je y Momenry {, = 0 maTepujamsa Tauxka JomJa y IOJO-
_’
xaj M, ca GpaunoM Vv,. [IpernocTaBuMo Aa y TOM MOMEHTY Ha TauKy
_’
Mace m AejcTByje cuia F takBe npupoje Aa beH UMNyJc 3a 6ecKkpajHo

-5
MaJd MHTEPBaJ] BpEeMEHa T TeXW KOHAYHO] BEKTOPCKO] BpeaHocTd J,
KajJ Taj HHTePBaJ BDEMEHA TeXW HYJH, Tj.

T

-’
1) lim [ Fdt =1,
f—’o
0

—’
3a cuay F ce tafia Kaxe ja je TO feckpajHo Beaura ipenylna
cuna. YBohewe TaKkBAX TPEHYTHMX CHJA je LO3BO/bEHA MaTeMaTHyKa
ancTpakiuja cxematnsosaHe ¢usuuxe nojase. Omepauuje ca TaKBUM

CHJIaMa Ce NpaBjajy 3aA0B0/baBajyhuM KOHKPETHUM pesymamma npH

o6jalImkey CTBapHHX NPHUPOLHUX MOjaBa.

[IpoTymaunmo cajl nuTame: Kako ce (PEHOMEHOJOWKM TyMauH
KpeTame TauKe NOCIe MOMeHTa f,, MOHeTKa JejcTBa TPEHYTHE CHJE
Ca KOHAYHMM HMMOYJCOM, NpY 4eMy Ce Ta nojaBa OAMIpaBa y WHTEP-
BaJly BpeME€Ha KOjH TeXHU HYJH ?

Ipeo npernocTaBMMO Aa je BpeMe T MaJO ajJH MMaK KOHAYHO.
OsnaunmMo ca f HeKH MOMEHT TOr MHTepBajga W ca df weros aude-
peHIujaqHyu ejJeMeHaT. 3a CBAKM MOMEHT TOT MHTEPBAJa MOXe.Ce Ha-

5 O denomexoaowxoM AHGPEPEHUK|ANHOM TPHHLUURY



66 denomenonoumko Tymaueme [NpadoBa npHHUHNA ¥ MEXARHUH 2.7

nucatd QopMa crama U Popma aknuje

55
- Py=(mv,Ar),
t
> e I |
q>,,=[—(mv, v+ T+ f(F+f,Ar)] dt,
’ 0

>

rae je ?cuna KOHayHe BenuuuHe y nopelemy ca cunom F Koja Texu
6eCKOHaYHOCTH Kaj T TEXH HYJH.

[Towro y oBoM caydajy, 36or ycaoBa (1), popma axuuje P, npu

npenasy Ha rpaHd9Hy BPeXHOCT, Kaf je {=t=dt-0, ne 3aK10BO/baBA

CJIOB
y lim ¢,=0,
At->0

=Y
Ha npoy4aBame€ KpeTamba TaukKe H3 NnoaoKaja ro HE MOXEMO MNpHMe-

-
HUTH 3akor uuepnuje. [lowerna 6p3uHa v, ce HE npeHoc# ca HCTOM
BpexHOWhY Ha Kpaj WHTepBana t, Ge3 063upa Ha TO WITO Ta] HHTEpBa
TeXH Hyad. 3a oxpehuBame Te 6p3uHe NPUMEHUMO 3aKOH IPALH|CHTA,
Koju Haje S YW

d (mv) = grad} &,=(F +{) dt.

AKO cazx u3BpILIMMO MHTErpauujy y rpasunaMa ox 0 X0 t 4 O3Ha-

-* -
YuMO Ca V¢ 6p3HHy 3a KpajibH MOMEHT, MOXEMO HanmucaTu
T
5 9 -+
m(v,—l.,)——— f(F-}—f) dt.
0

[Ipehumo cax Ha rpanuuHe BpepHocTd Kax t-0. Taxa hemo mo

-
ycaoBy (1) mo6uTu ca HmecHe crpaHe 3a TPeHyTHy cuay F KOHAIHH
-5
- -
uMnyac J, 3a KOHauHy culy f Hyady, a ca NeBe CTpane Gp3vHA Ve JO-

-5
6uja rpaHHuHy BpPeXHOCT Kojy heMo O3HaduTH Ca v, M KOja Ce oxpe-

hyje u3 jemnauune D a s
2 m (vy—vo)=J.

To je jexHauuHa 3aKOHA KOJMUYHHE KpeTama Y MPUMEHH Ha CAy-
4yaj AejcTBa TPeHYTHHMX cuaa. Jlabe KpeTame TayKe C€ BPIUW H3 MCTOT

2.7 Cayua) Tpenytuux cuna. Ynap 67

-y
nonoxaja ca GP3WHOM V,, KaO HOBOM MOYETHOM GOP3MHOM, MOX yTH-

liajeM KOHaue cune, jep 3a Bpeme jmejcTBa TPEHYTHE cuse Tauka Huje
npoMeHusa CBOj MONOXKaj.

lllto ce Taue xuBe cune, oHa Tpnu npomeny ca Bpexnowhy

T, - T.=—;—mvf —%mvﬁ==

1 =2 =, 1 3 5 + 5 o
=—2'm (v — V0)='§‘ m {(vy = v, Vo) + (Vi— Ve vy)} =

2 2 9
(J’ V°+V1)=(J, vs);

1
2
-5
Fhe je v, Cpeama BEKTOPCKAa 6p3uHa modYeTHe u 3aBpmie 6Gp3ume.
Teopuja ynapa, peunmo, marepujamue tauxe o B€3y MM cyZapa
ABa YBPCTa Tena (EHOMEHONOWIKH Ce HEMOCPEAHO TYMAuu Ha OCHOBY

ropeHaseneHor Q)EHOMEHOJ[OHJKOI‘ TyMau€iba nejcma TPEHYTHE CHJE
Ha MatepujanHy TauKy OJNHOCHO Ha YBPCTO TEJO.

3aycraBumo ce Ha KpaTKOM nperneny ynapa Tauke O NOBPLIHHY.
Ty noBpmuny cmarpahemo kao HENPOMEH/bUBY, jep ciydaj mpoMeH-
JbUBE MOBpUIMHE HE YHOCH HMINTA GUTHO HOBO, Beh CaMO Zonasu y
paiyHe jemaH AONYHCKM 4naH (BMAHM, Hamp., [29, I, ctp. 251]).

Heka je nospmmna para jempauunom Hesaxpxapajyhe Bese

D(x,y,2) >0

U HeKa je TauKa 3a BpeMe KPeTama npeMa KOHauHUM jeAHayuHama Kpe-
Tamba

x=x(f) y=y (), 2=z ()

AOWJa HA Ty MOBPIIMHY y MOMEHTY f), MDH ueMy je f, HajMawM KO-
peH jeaHauune

P (x (D) y(1) z(t))=0

Behd 0 MOMeHTa fp KOjM OArOBapa MOUETKY KpeTama Tauke.

M3 no3narux ycaosa aa 6p3uHy Tauke 3HaMO Aa yAap HacTyna
KajJi je 3a MOMeHaT /,
qj -
(i—) ~(vo, grad ) < 0.
dt /,
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Tapga ce mojasa pamuyiambyje Ha NPBH YMH yAApa, on ngomegré' t?
0 MOMEHTa f; Kak je . o

(1‘3)=(}',,grad $)=0, -
dt /i

¥ HA ADYrH HHH, OJ MOMEHTa f; A0 MOMEHTA t, ca

) (if_f) = (—v:, grad @) >0,
C : dt /2

mocse 4era y OmmTeM Ciaydajy Tauka HalymTa BE3y u NpoLyxkyje
CBOje KpeTame Kao ca060xHa Ta4dKa. . .

3a Bpeme NpBOT M ADYror 4WHHA HA TauKy ACJCTBY]Y T.peuyﬂ.ie
cuie.-— peakmuje Bese; y Caydajy uieanne Bese Te peaknuje HM:]y
npasan rpajujenTa Aare Beae y TaukH yAapa, yBEK HarepeHor y cMepy

KyA ¢ynxuuja @ pacre, jep je Tako HamuCaHa jeAHauYMHA HE3AApHKA-

> ->
eax
jyhe Bese. O3naunmo ca J; J, uMnynace THX TPEHYTHHX CHJA DEAK

nuja. 3a CBaKM YMH MOXEMO HAaMHCATH ¢dopMy crama H (bqpmyaim;:fe
M MOCTYNHTH HA HCTH HAYWH KaKO CMO MOCTYNHIH MpDH nocBMaHf:1 no)i
LejcTBa TPEHYTHE CHJE HA TauKy: Kao pesy.rar TOT npoy4asatb X
6utiemo, C jexHe CTpaHe, IBe JeJHAUHHE

-> ->
mv, — mvy=Ji,

- >
mvy, — mvy = Jy,

kaoﬂ ﬁesymar TPeHYTHMX aKIHja 3a NpBM ¥ IPYrH 4uH, a, ca Apyre

cTpaHe, jeHaYHHE
_m(—d‘p) —Jy\grad ®|,
“\dt /o

m(g—?) = J,|grad @ |.
dt /»

Ha Taj HaumH cMO ZOGH/H UeTHPH jeIHaUMHEe Ca NET Hero3HATHX:

do > -
)

Jiy Je (dt Vi, Va.

2.8 . Cayya] MexaHHKe HeNpeKHIHE CpelHHe . 69

Kao wro je mosnaro, nonyHckn ycaos ce yBomu momohy Tako:
3BaHOT Koeguyujeriia ycloclMaBibara KOjU O3HAYABAMO Ca € M KOjH
yAa3H y jenHauuHy :

Ja=¢J;,

Apyrum peunma, oapehyje Bpensoct J, mpema Bpepsoctu J;. Ilocae
Tora ce npo6sem pemaBa IO Kpaja. : .
Bunumo na ce penomenonomku nudepeHunjanny npuHmMn Moxe
Ca ycnexoM MDUMEHHTH H Y CAy4YajeBHMa OHHX Npo6iema KOju -Ce
TPETHDAjy NOMOhy TPEHYTHHX CHIa M THE Ce€ 3aKOH MHepuHje y Cy-
WTHHH 3aMelbyje 3aKOHOM KOJMMYMHE KDeTalba 3a TPeHyTHE CHJeE.
[IpumeTuMO 1a M3 MOCMATPaHOT HEMOCPERHO Caexyje moryhnocT
npumene u [lpadose merone ca 36upom nBe dopme, crama u akuuje.

28. Cnyua] MexaRHKe HempeKHHe cpemmev

¥ cBojum panosuma [17, 18] T. Auhenuh je noxasao xako
ce moxe nocayxutd Ildadosom MeTonom 3a u3Bohewe OCHOBHUX 1u-
¢epedunjarnux jefHaAYMHA XHADONHHAMHKE H MEXaHUKe ‘eJACTHUHUX
tena. OBRe, y Besu ca HaBemenuM pazosnma T. Anheanha, nckopu-
whaBajyhn onwra pacyhuBaiba u3 MeXaHHKE HenpeKumHe cpenune,
YKPAaTKO MOKa3yjeMO KakO Ce 3a HCTH IH/b, 32 M3BOheHme OCHOBHHX
AndepeHnujanHux jexHAYMHA, MOXE YNOTPEGUTH ONUWITH ¢denomeno-
MOWKH Audepennujatiy i puHLHAL.

3a mpumeny onwrter (peHOMEHOJIOWKOr AudepeHIHjaTHOT NpHH-
Iuna Ha MEXaHWKY HeNpEeKHAHE CpPeluHe CMaTPaMo Ty CPeAuHy Kao
CKynm Hecn0GOAHMX, Mehy cOGOM NOBe3aHHX MAaTepHjaIHMX Tauaka.
¥3uumO y 063up jesHy OL TaKkBHX Tayaka ¥ O3HAUMMO HbeHy Macy
ca Am, a 3anpemuny ca AV. Csaky jesHaunHy, HADOUHTO jexHaunny
Kperawma OZHOCHO DaBHOTEXe TaKBe MaTepHjanHe Tauke, NEJAUMO Ca
AV ¥ npenasuMo Ha rpaHHuHe BpPeXHOCTH Kax AV Texu Hyau. Tlpu
TOME . c -

: . Am

lim ——

AVa0AYV

Haje TYCTHHY p MaTepHjanHe CPefuHE 3a OAroBapajyhy MarepHjaany
TauKy, a 3a jefHAYMHY rOBODHMO fa je M3pauyHaTa 3a MaTepHjaaHy
TaYKy y OZHOCY Ha JeHHHIY 3alpeMmHHe.

Kao wro je panuje 6uno usseseHo 3a OpuUMEHy onwmTter (eHo-
MEHONOWKOT HudepeHnHjalHOr NPHHIANA HA MEXaHWKY Tauke Tpe6a
cacraBuTH ABe pudepennujanse dopme — Gopmy cTama @, u dopmy
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aknuje ¥, ¥ NPHUMEHHTH 33aKOH TrpajujeHTa Ha NpPOMEHY MMIyJaca
H 33KOH MHEpImje 3a ofpeljuBae CTBApPHOI NOMepamwa Tauke. 3a Haul
cayuaj, mocae xesbema ca AV u npenasa Ha rpaHuuHy BPexHOCT, popma
crama no6uBa OBaj 00JHK
>
: b;=(p,AT),
> 9 9
rae je p=pv, a v je 6p3uHa Taike y OXHOCY Ha HEMOKPETHH NPOCTOP;
TO je 6p3uHa Koja CTBapHO oxrosapa Xu{epeHUHjaNHOM MOMepamy
TauKke M3 jeAHOT MoJOXaja y GeckpajHo GJAMCKM NMOAOXKA] M MMA 33
KGOpIHHATe
dx dy dz
dt’ dt’ dt’
dopma aknuje P, CaipKHu OBE HJIaHOBE:
1. Unepuuonu zneo ca Bpexnomhy

> - 1 »
—(p, v) dt= — " (p, p) dt.

2. Ipsu Neo XaMuUATOHOBA €jCTBA, XKUBY CHIY Ca MHOXHTEIHEM
dt, Tj.

lim —— Tdt=— (p», v) dt——— (p, p) dt
AV-0 AV 2 e 2p '

3. Ipyru meo XamuaroHnoBa Aejcta. To je ca df mOMHOXEH paX
CBHX CHJA3, KOje NejCTBYjy HAa TauKy, W3payyHAaTHX 3a JeNMHALY 3a-
npeMuHe, HAa MyTy OX HMEKOr MOJNa3HOr MOJAOXKaja TayKe JO NOJOXKaja
3a KOju Ce BpUIx H3pauyHaBame NPOMEHE CTalkha N0 3aKOHY rPaliujeHTa.
Kao mTo jo no3HaTo, NOTNYHO M3padyHaBame TOr paja HHje MOTPeGHO,
anu je morpe6ua MoryhHOCT u3paxaBama rpaJiHjeHTa TOr paja.

Ha6pojumo capn oHe cuie Koje HejCTBYjy Ha Tauky.

a. PeayaranTta, y ORHOCY Ha jeAMHMILY 3aNpEMHHE, 3aNPEMHHCKAX

> -
cuna. Ty peayaranty o3Haummo ca p G. Bextop G uma numenssjy cuae

u3pauyHaTe Ha jeAMHHIlYy Mace, Tj. AuMeH3ujy y6p3awa. Hanp., 3a cuny
5>
Texe umaMo G=g, ybpsame Texe.

b. IoBpmKHCKE CHAe HCTO Y OJHOCY HAa jeNMHHIYy 3alpeMHHe.
OcTtaBmbajyhu no CTpaHM OHe MOBPUIMHCKE CHJE KOje AEjCTBYjy
Ha FPaHMOM jJaTe 06JacTH HENpeKHAHe CPeJMHE M KOje ynhase y TaKo-
3BaHE FPaHHYHE YCJOBE, 3aYCTaBHMO CE€ CaMO Ha OHHM MNOBDIIMHCKHM
cuaaMa, Koje HejcTBYjy Ha MOBpIiMHY S Haller eJEMEHTa ca 3alpe-
MpHOM AV u KoOje MpercTaB/bajy yHyTpallie HaNOHE Y HENMDEKHIHO]

238 Cayuaj mexanuke HenpekHIHe CpenHHe 71

mMartepujanHoj cpenunu oxpehene ¢uamuxe CTPyKType cnocoGHe 3a
OcTBapere OArosapajyhux ynyrpammux HanoHa. Onmra Teopuja THX
Hanona 106po je paspahena um mpema ToMe Hema notpe6e xa ce oBle
ynasu y m3narame Te TeopHje. Y3ehemo u3 Te Teopuje caMo OHO mTO
je motpe6HO 3a mam nub. ITO ce THYe cayuajeBa CnemMjaiHMX cpe-
JIHHA, 3ayCTABHMO C€, Pajiy KOHKPETHOCTH, Ha NMPOydYaBaky JIBa CIYy-
4aja: Ha caydajy (§ 2.81) Buckosne TeuHocTu u Ha caydajy (§ 2.82)
€/aCTHYHE CPeIWHE Koja Ce MOKopaBa XyKOBY 3aKOHY.

-5
OsHaunMo ca p, MOBPIIMHCKY CuMJy HaNOHA KOja JAejcTBYyje Ha

-5
eseMeHaT dS NOBpIIMHE S ca OPTOM 7 CnoJbambe HopMane. [Tomro je

- -
pn=(P, n),
rae je P TeH30p HanmoHa y 06amKy

Pxx Pxy Pxz
P={Pyx Pyy Pyzy,
Pzx Pzy P:z
a 061 3arpajie 03HauaBajy CKaJapHM NPOM3BOJ TEH30PA M BEKTODA, 33
PesyaTaHTy NOBPUIMHCKHX CHJa NPOIMPEHY Ha ENOKYNHY NOBDPIIKHY S

eneMenTa AV, u3payyHaTy 3a jeAMHMIY 3alpeMHHE, HMaMO nocae npe-
71a3a Ha I'PaHHYHy BPENHOCT H3pa3

lim 1 P ) ds
AV-0 AVf( » ) dS.
§-0 s

[Tocne sameHe MO NO3HATO] TEODEMM NOBPLIMHCKOr MHTErpaJa 3a-
NPEeMHUHCKHM, HA OCHOBY KOje MMaMo

(P, m) ds= [ (v, Pyav,
Sf ndsA-‘[(VP)dV

rue je v XaMuATOHOB OmepaTop ca BpexHowhy

o, 3 . 0
=92y 0 9,
Ve Ty T
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¥ npenasa Ha TPaHHYHY BPEXHOCT HOoO6uheMO0 OBY BPEXHOCT 3a Tpa-
eHy pesyaranty (V, P) ca KOOpaunHaTaMa

my=OPxx Oy | OPux

ox dy 0z

Opxy , Opyy | Opzy
+
dx + oy daz
0 Px: Opy: , Op.:
= + .
Ox + dy a9z

Ty =

r4

Ha ocHOBY HaBeJeHuX pesyaTaTa APYrd Xeo XaMuJTOHOBA Aej:
CTBa MOXEMO H3Pa3HTH 36HpOM

[ f (0 G, dr) + f («, p),d?)] at

o To

[Npema TOMe y ommTeM caydajy 3a HeNpPEKHWAHY CPelHHY HMaMO
ose zaBe ¢opme:

¢>=(P: Af),
_)
1 1
¢a=[—;—< PP )+f(p0+<v P), dr)}
P ->
To
-) .
3akOH rpafujeHTa 3a UMIOYJC p nKaje OBy BEKTOPCKY jeXHauHHy
_)
dp g
—=pG+(V,P),
a iy v, P

KOjy y CKaJapHOM OGJHKY MOX€MO HanucaTH OBakKo

dvy - ' 1
it =0Ux+ — Ty,
dvy 1
I —= =Gy+ —my,
) it vt
"d&‘==Gz+ l,rz

2.81 Chyuaj BHCKO3HE TEYHOCTH : 3

[lITo ce THue gpyre cepuje CKaJapHHX jeAHA4YHHA, OHA Ce€ JO-
6uBa H3 BEKTODCKE jexHAuHHe

- 1~
0=Ar— — pdt,
p
KOja 3a CTBApHO mOMepame jaje

_)
dr 1> -
—_—= — p = v,

t p

a TO OAroBapa OHOj Be3H, KOja Tpe6a Xa MOCTOjH HAa CTBAPHOM MyTY
u3mehy nomepawa u 6psuue.

2.81. Chyuaj BACKOBHE TEUHOCTH

I[Ipema Teopujn usnoxeHoj y mperxomHoMm naparpady 3a u3Bo-
hewe AudepeHuHjanHHX jeXHauMHA KpeTama GHJIO KaKBe CHeLHjanHe
cpeauHe Tpe6a OAPENHTH CaMO CheljanaH OGJMK OHOT TEH30pa
HafnoHa xoju onroBapa oco6uHama TaKBe MaTepHjanHe CpefuHe H
THME NOCTaBHTH Be3y H3Mehy TEH30pa HaNOHA H OHHX ne@opuamx]a
KOje Cy CBOjCTBEHe TOj CPeXHHH.

3aycraBuMO ce NPBO Ha BHCKO3HOj, ¥ ONIUTEM CJAyYajy CTHILBbH-
BOj TeuHocTH. OGnuK TeH3Opa HamoHa P 3a TakBy TEYHOCT AKOGPO
je mpoyueH M caj yJasu roTOBO y CBe OHe yUGeHHKe XHIAPOXHHAMHKE,
y Kojuma ce TPeTHpPa KpeTae BHCKO3HE TeYHOCTH.

AKO MNpeTNnoCTaBHMO Ja je TPewe y TEYHOCTH, KOjuM ce 06ja-
WHaBa BHCKO3HOCT, PeNIaTHBHO MaJO M I0jaBJ/byje C€ Y TEYHOCTH CaMO
YKOIMKO Ce Memwajy pacTojamba uaMehy Tauaka TewHOCTH, TeH3op P,
KOjH CafpXH M 9JaH KOjH He 3aBHCH OX TPEHa, Tj. OATOBapa Caydajy
HjeaNHe TETHOCTH, MOXKE Ce M3Pa3HTH y OBOM OGJHKY

_)
P=(—p+2divv)lI +2pD,

roe cy
A # p — KoeUIH]EHTH BHCKO3HOCTH,
p — HpPHTHCAK,
I — jemuHHYHH TeH30D, Tj.
100
I=30103};
001
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D — rensop nedopmaunje, Tj,

( 1 1
€ 363 Een
1 1
D" 363 e’ "2‘61
1 1
— 86 —0 €
{2 2 2 1 3
ca
e =0Vx e =_a_ﬁ =avz
1 ox’ 2 0y’ 2T 52
ov, Ov dv, , Ov _9n bv,
8, = —+ 2, 0= — + —=, 8 + =
Yoy 0z 0z ax T 0x ay

Axo cazx oBy BpezHoct TeHaopa P craBuMo y jenHaunny (I)
nperxoauor naparpada, no6uhemo
d;) -» 4 - i d
pl-j7=pG—gradp + A graddiv v + p[A v + grad div v],

AJH
-

dv > 4 -»
p;t-=p0—gradp+(}\+2p) grad div v — prot rot v,
1€p Je R R R
Av = grad div v — rot rot v.

Hanncane jennaunne mpunazajy S. D. Poisson-y [64], kako
to HaBonu u C. Truesdell y cBojoj kwu3u [65], y xojoj je HaBe-
JleHa BpJo ommupHa 6ubaunorpadmja xuAponHHaMUKe.

Y3umajytin y o63up na je
dv_ov o
v v
— = v,V)v,
dt ot V)

M3 ropme, NpBe WM APYre, BEKTOPCKE jeIHauMHE MOXEMO J00uTH
CKajapHe jeJHa9MHE O] KOjuX HaBOJAMMO CaMO jeiHy 3a x—OCy:
ov, ov, ov, ov,

ot PV TV ey Tz T

1 ap 0 .. > 1 (bzvx 0%v, 6’v,>
= . = = + .
G p O0x Ly ()\-Hi)&xdwv * P * d x2 + ay: 022

2.82 Cayuaj enactHuHe cpenune 75

3a cay9aj HECTHII/bHBE TEYHOCTH HMaMO
.
divv =0,

unan ca koeduuujenrom (A+p) oTnaza u mpema TOME 3a TaKBy Ted-
HOCT HMAaMO jeJHaYHHY

..)
dv
G——— rad +vAv,
dt grace
rae je ve=p/p, Hin
bv
E+ (v, V)v-==G—— —gradp+vAv
OBoj jennaunnn OAroBapajy cKajdapHe jeAHAUHHE
v, 0 vy ov, 0 vy 1 dp
+v +v +v = G0x— — —— +vAy,,
3t 7 ax ey TV TR, ax TV
Ovy dvy dvy vy 1 ap
+vx +v +v =Gy- — —— +vAy,
at ox Y 3y ‘oz Y p Oy e
v, v, v, ov, 1 dp
+v +v =0,— — — +vAr,.
at+ 0x yd zbz : p0z+vz

Tom cucremy jemnaduna Tpe6a AOAATH jeAHAYHHY

div:= gvx " avy i ov,

=0.
x ay dz

Hajsan 3a uneammy Ttednoct mmamo oBy BEKTOPCKY jexHauuHY
(v=0):

dv pd
—-=G—— radp,
a gradp
nay
Ov
a—+(v,V)v—G——gradp

2.82. Cayuaj enacTHEYHe cpefiHHe

TowTo Teepuja enacTHUHOCTH MpeTCTaBba CHELMjanaH CAyuaj
MEXaHnKe HemnpeKujHe CPEAMHE OMIUTEr THMA, KOjy cMo y § 2.8 mo-
CTaBu/I y B3y €a ONIITAM HEHOMEHOIOWKMM A¥ (e DeHUA]aHUM NPHH-
IIAMOM, jaCHO je fa C€ W TeopHja eJacTUYHOCTH y NMPBUM CBOjHM KO-
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palMMa MOXe TYMauHTH CXeMOM TOI NpHHIHMNA. ﬂpema -TOMe Hema
norpebe MOHaB/baTH OHO WITO je 6uJ0 HaBeleHO y Tom 2.8 naparpady.
JoBO/bHO j€& y3ern y 063up €aMO OHO MWTO j€ cCHenudUYHO y Teopuju
€/JaCTHYHOCTH H TO Y TJaBHOj HeHOj GopMmH, Yy Taxossarm] .HHHEapH‘O]
TEOpHjH MaJuX MmoMepama 3a KOjy Bax# XYKOB 3aKOH.

[Ipema Tome ce MOxe Henocpelmo ucxopuc-rm-u jellﬂa'-lHHa ¢))] § 2 8

M , ?“P G+(V P). | SR e, e e

3a cayuaj Ma/uX MOMEpPAaHa MOKEMO - CTABUTH

rie je ;; noMepame Tayke H3 MO0J0XKaja ‘paBHOTEXKE, OJXHOCHO U3 MNO-
JIO2KAja TaKO3BAHOT MPUPOJLHOT CTatha CPEJHHE, -€JaCTHYHOr TeJa, Koje
Moxe OHTH M Yy MOKpeTy and Ge3 medopmanuja u 6e3 eJacTHUHHX
yHyTpaubux- cua. TIpema ToMe y HaWO] je AHAYMHH MOXKEMO CTaBHUTH

dp _ou
u
-E =P
ot

rze je, Kao u pann]e, p — ryCcTHHa Tena y 11a'r0] TauKH.

IpByu u/aH AecHe CTPaHe OAPIKaBa CBOjy Bpelmoc'r ca G 3anpe-
MHHCKOM CHJIOM H3payyHaTOM Ha jeIHHHIY Mace.

3a oxpehusamwe BekTopa (V, P) Tpeba MMaTH Ha pacmojarawmy
TEH30p HanoHa P. H3paxaBawe TOr T€H30pa 3ajaje HajBehy. TemKohy
y cacraBbaby AudepeHnHjalHHX jeJHAYHHA Kperama OXHOCHO MHPO-
Balha €JaCTHYHE CpPejuHe, jep 3a MPOH3BOJbHY aHH3OTPOMHY CPEIUHY
y NOTEHIHjan eJaCTHYHUX C4Ja, a NOCcJAe ¥ y TEH30p HanOHa, yJasu
21 KoHcTaHTa; Te KOHCTaHTe oApehyjy CTPYKTYpHY NpUpOLY Mare-
pHjana HenpekuiHe cpexuHe. [10WTO aHATH3a TOT TEH30pa HE yAa3H Y
Hal 3aJaTaK, HaBeJHMO, PaJ ¥ KOHKPETHOCTH, OG/JMK OHOT TeH30pa Hano-
Ha KOjH OAroBapa HajmpOCTHjO] H30TPOMHO] €JACTHYHO] CPENHHU U KOjH
CaJpiH CaMO JABe KOHCTaHTe. Koopauuate TOr TeH3opa ce uspaxasajy

_’

Prx=\div u+2 pe,, Py: =P:y=pb,,
s

pyy=21div u+2 pe,, Pax =Pxe=1p9,,

>
ze=M div u+2 pes, Pxy=pPyx=1p0;,

2.82 Cayua) enacraune cpennue 77
rie je
ou
g =—=, s==._a.ﬂ, s,:au’,
dx ay 0z

91=ﬂ ouy o uﬂ_,_ d“z’ 9’=M+ Ou

o 0z’ ' 0z ax ox  dy

Besnanne A u p cy TakosBanu Lamé-oBu Koepunujentn. Hase-
AHMO IHXOBY Be3y €a MapoM XPYTHX HCTO TAaKO MO3HATHX KOHCTAHATA,
HauMme ca- JyHroBum Moxyaom E u ca MOLYJIOM CMHLaIba G:

G=p, E= 3)\+2P'
o A+p

Axo ‘cam HcKOpUCTHMO BPELHOCT TeH30pa HamoHa P 3a jenHa-
qnuy (l) OHAd mOC/Ie jeJHOCTABHMX TpaHchOpManuja m06HBaMO OBY
Bexropcxy jennaduny

5
6211

ot?

> .2 -
P =pG+(A+p)graddiva+pAu.

. Pazm npuMepa HaAMULIHMO H NPBY OJ CKaJapHHX jeJHAadMHa, KOja
om‘oaapa NPeTX0LHO] Bexropcm] ]EllHalmHH

) u, duy . Ou ou
pS oG+ (At —(—- ouy | Ou:
or pGx+( P) bx+0y+ 0z )+

*u.  0%u, O%u
+ +—=+—X).
P.(0x2 _6y2_ 6z2>

~Kao wro je MO3HaTO 3a pelaBame npo6nemMa 0O Kperawmy eJa-
CTUYHOT Tena, ceM HaBelleHe TPU CKajapHe jexHauuHe, Tpe6a y3etd

y '0634p joul ycnOBe KOMNATUGHAHOCTH Y 06/1uKy 1wecT CeH-BeHa-
'uonux ]enﬂaquﬂa, 3aTHUM rpauuqﬂe ycnoxae H MOYeTHE yCJoBe.



Fr'TABA TPERA

denoMeHONOMKO TyMayere IdadoBa npaununa
y HeG6eckoj mexanunm

3.1. Hexa cnenujannu npo6ieMn HeGecke MexaHHKe

Y cBojum pagosuma [15, 10, 14] HaBeO cam HEKONMKO TNpuUMEpa
Kako ce moxe [lpadposa Merozma npumenuTH Ha npoGrneme HeGecke
MEXaHuKe. Y OBOM Jeny cajaumimer paja MOKasyjeM Kako ce Tu pe-
3yJTaTH MOTY TYMauuTH H €4 raefHmTa (HEHOMEHOMOWKOr NMPHHIUINA,
npy 4eMy Mano NpowkpyjeM o6uM OHHX NMuTdkha KOja caM TpPeTHpao.
Hcxopumhasam gBa xiacuyHa nutawa HeGecke mexanuxe: murame pe-
Aykuuje nudepennujanaux jegHaunHa npoGaeMa TPUjy Tena M MHTaHHE
nnaHerckux nopemehaja. Ilpw ToMe He mocraB/baM ce6u 3ajaTak ja
MCLpIEM CaB MaTepHjal THX NMUTawba, Beh caMO Ka UCKOPUCTHM Ta ABa
KaacuuHa npo6nemMa HeGecke MexaHuke paju TyMaderma BPEIHOCTH
onmrer ¢enomenonowkor AudepeHnUjanHOr NMPUHUANA ONHOCHO Hbe-
rose Hapouute popme — I[ldadoBa nmpurnuma.

8.2. Pepykunja cacresa gudepeHnHjanEEx jegHaumHa npoGieMa TPEjy Tela

[Mpo6aem Tpujy Tena je mpobiaem O Kperamy TPH CJA06GOIHE Ma-
TepujanHe TauyKe M3 XAaTOr MOYETHOr KUHEMATHYKOT cTaiba (M0J0kaj M
6p3uHe) MOX AejcTBOM y3ajamHuX cuaa HbyTroBe rpaButanmje. I?IOI.HTO
je 10, ca MaTemMaTHUKOr rJA€AMINTA, NMPOGaeM O KPeTamhy MaTepHjaJHor
cucTeMa ca 9 creneHa ca06oJe, a CBaKOM CTeNeHY CI0GOKe OAroBapa
jexna nudepennujanna jexHauuHa Apyrora pexa, npo6aeM TPHjy Texa
je mpo6aeM ocamHaecTOr penad.

Ha ocnoBy reopema Panuonanne mexanuke 3a Taj mpo6aem ce
MOry HanHcaTH OBY MHTErPanu: WIECT HHTErpana KpeTawma LEHTPa Maca
CUCTEMA, TPH HHTErpana MOBPIIMHA M jeXaH MHTErpaa OJXpxaBama TO-
TanHe eHepruje cucrema. OBHX JeceT KnaCHYHHUX WHTErpana I03BOJba-
Bajy Xa ce peX cucreMa AudepeHuujanHux jenHaduHa CHH3M HA OCaM.

3.2 Penyruaja cucrema nudepenuujasnnx jennaunna npobaeMa Tpujy rena 7

Cem Ttora npoGnem uma jenmy HAPOYUTY MEXaHUYKY OCOGHHY,
KOja Ce M3paxaBa y TOME LITO j€ mpu oxpehuBamy NMoJIOXKaja cHCTEMA
nomohy KOOpIWHATa CHenujatHe BpCTe jelHa KOOpAWHATa LHUKIMYHA,
Tj. OX caMe Te KOODAMHATE He 3aBUCH HH XHUBa CHJA CUCTEMA HH DyHK-
nuja cuna. TakBoj KOOpAWHATH, Ka0 WITO je MO3HATO, oarosapa jegaH
MHTErpant JuHeapaH y OAHOCY Ha Gpsune. Ha ocroBy Tor umrerpana
pexn cucrema xudepeHnMjanHUX jefHaUMHA MPOGAEMa Ce MOXKE CHH3UTH
jow 3a jexny jexununy. Hajsam, nowro Taj CUCTeM jefHauuHa He ca-
ApXH €KCNMUUMTHO BpeMe f, Beh camo nudepenumjas. df, mpema reo-
puju KOH3epBaTUBHOI CHCTeMa Taj LudepeHnnjan ce MOXE eNUMHMHH-
CaTd 43 jefHAYWHA CHCTEMA, W Ha Taj HAaYUH ce Ho6uBa CUCTeM Rude-
PeHIMjanHAX jeHAuYMHA wecTor pena. [labe CHMXKaBambe pena cucrema
AudepeHnujanuux jeaHauuHa npoGrema TPH]y Tesa y ONUTEM CIydajy
je Hemoryhe. CBu mnokymaju oxpehuBatba Yy KOHauHOM 06JuKy 6ap
jowr jexHor uHTerpana Tor nmpobaema 3a OMMWTH Cl1ydaj MpousBObHHX
Maca ¥ NMPOU3BO/LHOr MOYETHOr KHHEMATHUKOr CTalhba OCTAMH Cy Ge3
ycnexa. 1887 rogune H. Bruns [36] je mokasao HeMoryhHocT mpo-
HalaCKa HOBOT, CeM KaaCHYHHUX, OMUITer aare6apckor uHTerpand. AHa-
MU34 HEMOryHHOCTH HOBMX WHTerpaza M Apyre aHATUTHUKe npupoge
6uan cy nocsehenu u pagosu H. Poincaré-a u P. Painlevé-a.
Caspemena npoyuasama Tor npoGiaema ce Bpule nomohy Geckpajuux
KOHBEPreHTHHX aNPOKCAMATHBHUX Mpoueca.

Ipe npenasa Ha KoHkpetHe ClyyajeBe peXyKUH]je CHCTEMA -
depennujannux jexnaunna yuanumo 0By npumenly. Cem pexpykuuje
Y B€3W €4 WHTErpanuMa KpeTaba HEHTPAa Maca CBAKa OX OCTAMUX Pe-
RyKuuja, 3a Kojy ce Mckopuwhyjy MHTerpany NOBPIUKHA, HAKAMYHA
KOOpAWHATA W WHTErpal OApKaBawa TOTANHE EHepruje ca elMMHHU-
CatbeM BpeMeHa, 3auCTa CHMXKABa PeX CHUCTeMa dubepeHnujannux je-
AHATUHA, a4 3aTO Ce KOMIJIMKYje, MOHEKAaX M BeoMa 3HATHO, BHopma,
HOBUX audepennujansux jemnaunna. Ma tor pasnora cy ce MHOru Be-
MMKH MATEMaTHYapH, KOjU Cy NMPUMEHOM CBOjHX METOZA HOGUIM 3HA-
YajHe pesyartaTe y o6aacTu TOr npoGiema, 3ayCTaB/baJH Ha CHCTEMY
jenHaunHa KOju Huje peAyKOBaH KO Kpaja.

Y 0BOj pacnpaBu umam 33 mus NOKA3aTH npuMepe peayKuuje
KOjU CTOje y Be3u Ca ONWTHM (eHOMEHOMOmKHM NDHUHIUIIOM, OXHOCHO
ca [padoum npunuunom. Ilpu Tome Tpeba NMPU3HATH JA TaMO rfe
deHomenonomKa cTpaHa nocMarpama nojaBe ycTyna cBojy ysiory gop-
ManHuM TpaHchopmauujama, cnajame oGe tbopme, ¢opme crama u
dopme axmuje, y jeauny INpadosy dopmy moxe 6utu KOpHUCHHU]je 3a

- ¢$opmanny cTpany moGujama pesyarara.
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3.3. PeayKuaja Ha CACTEM JBe BEKTOpDCKe jexHadHHE ApPyrora peaa

g 2> 2 . .
O3nauumo ca Ry, R, R, BeKTOpe noJoxkaja MaTepujalHUX Tadaxa

’

+> > o
r=R_Roy
+> >
r1=R1—R0’

-» b d s A 4
rﬂ=R1—R=f1-f,

npeMa TOMeé HMMaMoO

> > 9

) R=Ry+r,
- -

(2) R1=Ro+r1)
N I I

3) ry=r-+ry,.

Konuuune kperawma THX Tauyaka UMajy BPEAHOCTH
Ml'?o,mlé,m,l'?,,
rjae rtayka o3Hauasa W3BOA MO BPEMEHY.
dopma crama u3raesa 0BaKo
. - o - . A} )
4) s = (MR, ARy) + (mR, AR) + (my R,, ARy).
dopmy aknuje P, cacTaB/baMO OJ OBMX UJ2AHOBa:
1. Mrepuuonor nenaa
— [(M Ro, Ro) + (mR, R) + (my Ry, Ry)] at,
2. XKupe cune cucrema
LiMRZ+ mie + m R at,
2

3. dyrsknuje cuie

m
U=f(_M_'§+_M_’"_1+_D) dt,
r ry T

3u-
rae je f xoepunujeHT NPONOPHHOHANHOCTH U I, Iy, My Cy HHTEH
TeTH OAropapajyhux BekToOpa.
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Heopuuutunny dopmy b, npercrasumo OBaKo

6  o,- [- S MR+ mA? 4 m, gy M, mmi)] “
2 r 1 T2

Ilpumena aakona rpapujesta 3a ¢opme &, u P, nooxu z0
OBHX BEKTODCKHMX jefHAudHa KpeTawa cacrema

. - -
MRO = gradRo D, =fM(Ln_,- + % ’1) ,
rs r
o > >
mR = gradR b, =fm(_ ﬂ,— + m! ,-12) ,

5 M2 m-
My Ry = gradg, ¢a=/ﬂ11(_ R S )
r 12

Taj cucrem jemnauuna, npemMa 6pojy ckanapuux jennauusa, je
CHCTeM OCaMHaecTor peja.

Hame npoyuapame npo6aema y natom Crydajy ca nu/bem penyk-
nuje moxe wuhm 6uno beromenOMOMIK M npomaTpaweM nojase 610
dopmanucTuukom anammzom [1padore popme ose nojase. OBu nyresu
Tpeb6a na 6yxy mnoBesanu u noMaxcy jeman apyror 6uao Y MHIyK-
THBHO] 6uJ0 y AEAYKTHBHO] (hopmu.

Ca ¢enomenonomxor FrefuTa je jacHo xa je NOXEeJ/bHO, yKO-
IUKO je TO Moryhe, 0xBOjuTH PEMATUBHO KpeTame ABe Tauke y oxHOCY
Ha Tpehy ox Kperamwa cucrema Y LeNMKH NpeMa HEemoKpeTHOM mpo-
CTOPY # BMIETH KaKo ce TO ofBajaibe, NOTNYHO WAH NeNuMHIHO, Oxpa-
XaBa Ha (QopmaMa cTawa u aknuje.

3a Taj uum u3pasumo nonoxaj maca m u m, y OIHOCY Ha He-
TIOKPETHH NPOCTOp momohy nosnoxaja camo mace M Y OmHOCY Ha Taj
NPOCTOD 1 penaTWBHOr NONOkaja Tauaka m u My y ORHOCY Ha Tauky
M u cucrem xoopauHata Besamor 33 Ty Tauky. 3a TO ce MoCAYXuMO
jennauunama (1) u (2). Popme crama u aKuuje uapakaBamo

Pe= (Mt mtm) Ryt mr by £, AR+ (m (Ro+7), &) 4
+(my (Ro+1), A7),
@ {- %[MA‘% - (Ro-F2 -4 my (Ry+10)7]+

+f(Ml71 +Mm1 + mm,)]dt.
r Ty T2

6 O denomenonomkom AndepeniHjannom npRHUHDY
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>
Cajx supuMmo ja dbopMa akuuje He 3aBHCH OJ BexTOpa R,, 3HAYH

rpajujeHT akilujeé mo TOM BeKTOPY je jefiHaK HyJd, Ma MpeMa 3aKoHy

rpagujenta koedunujeHT Kox AR, MOpa HMATH CTajJHy BpPENHOCT.

Ha Ttaj HauMH A0/a3MMO N0 MHTErpana

' —_ >

(6) SRy+mr + m, r,=const.=A,

>
rae je S=M-+m+ my nenoKynHa Maca cucTeMa H A je BEKTOpPCKa Mpo-
M3BO/bHA KOHCTAHTA HHTerpauuje.

Jlako je Buaern Aa uurerpan (6) mokasyje cramHOCT Gp3uHe

N
IeHTpa Maca cucTeMa. 3aMcCTa, aKo ca R, 03HAYMMO BEKTOp noJjoxaja
neHTpa y ozHocy Ha taiky O, umamo

- - - ->
SR.=MR,+mR+m Ry

U HENoCPeAHMM 3aK/bydKoM M3 (6) A0na3uMO A0 jefHadHHE
. ->
SR.=A.
Taj npsBu BEKTOPCKH WHTErpal AOBOAH HEMOCPEAHO H A0 BeK-

TOPCKOT HHTEerpana
5 o

->
SR.=At+B,
= ..) '
rie je B apyra BeKTOpPCKa KOHCTaHTa WHTErpaiuje.
Momro uenokynua Ildadosa dopma

¢=¢s+¢a

He 3aBHCH OX 1?o a unTerpan (6) xaje moryhHOCT na ce OApPENH H Ry y
byukudjn F ¥ r,, 3aK/byuyjemo Aa M3 Ja/ber NpoydaBatba MojaBe MO-
JEMO HCKJbYHHTH H NMPOMEH/bHUBY R,. Ha Taj nauun Moxe GHTH mOT-
NyHO HCK/bYYEHO NMPOyuaBamke TPAHCIATODHE KOMNMOHEHTE KPeTalha Ha-
uler cHcTeMa y OAHOCY Ha HemokperaH mpocrop. Tom HOBOM moCMa-
Tpawmy KpeTaiwha CHCTeMa OATr0oBapa HOB, EKBHBANEHTaH o6auk Ildpadose
dopme. Ca dopManHor raepuuITa, Ha OCHOBY HO3HATE 0cobuHe eKBH-

> o
BaeHTHHMX GopMH, Y cTapoj QOpMA MOXEMO H30CTaBATH u/aH (4, ARy)=

> o > >
—=(A, dR,), jep ce caa jaB/ba Kao TOTanHu Aucpepenunjan d (A, R,).
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Ilocne enuMuHHUCama k,, H yBohewa o3Haka
> 5 > -> -> > >
r=kp, ry=kyp,, re=ko=k o,
rIe cy
B=f(M+m),  k=f(M+m,),

INpacoBy dopmy, noxemeny ca k_k.;nm,

» MOXEMO HamucaTd Ca OBHM

[ beb) o). ).

1

E2JI0BHMA

1f1.. 1. ..
tom (=g [ 2 G- ) (B B )
Ly 1 M P Py O

(M+m,) k T MAm)k,

IomTo ce 4nan v/o moxe 3ameHUTH ca v,/o,, JajeMo OBe JBe
BPEJAHOCTH KoeduuujeHata v u v,

e mm, , mm,
s Vi=—3 .
MN(M +m)* (M+ my) MVM¥m) (M+m)z

Axo cax npumeHnMO Ha Gopme D, u D, 3aKOH rpazujesra Ao-
6uhieM0 IBE BEKTODCKE jexHaumHe

1 o0 .
@ Eheead d=( 1) (<BRe3),
B Py ¢
® b pgad g 1) (<55 %3
1 PPy P? ' 5t A

NpH 4YEMY NOCNEIbH YJaH MOXEMO HanudcaTH W OBaKO

_3—61=_q—°'1
. o1 o3
rae je g=k, : k.
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AKO npeTXofHe jefHAYHHe PEIIUMO MO P H p,, HoGuheMo oBe
jexHauuHe

. 12 p- ]
g =P -3 +—" cy
(9) e psp p? P1 pr
. 1~ > 2
(10) Pr==-—3 P1‘p_;9"%°1»
P1 (Y G
rae cy
N my . m
M+m’ ! M +m, ’

O6paruMo nmaxwy Ha TO Za Tpoyrao Mmm, cacraB/beH OJ Bek-

>3 9
TOpa 1, Iy, ryy Nocie TpancHopmauuje HUje BUIlE CAMYAH TPOYTIY OX

> o0 o
P, P1» O, Jep HHCY HUCOYHEHH YCJOBH

> - >
r r, Te
ST 75
p Py o
> E I

NpH YeMy je BeKTOP ¢ Be3aH Ca BEKTOPHUMA P H P, jeXHAYHHOM
- -> -
ko=kyp,—kp.
Jennauunne (7) u (8) omuocuo (9) u (10) umajy wuHTerpan oap-
JKaBawa EHepruje
171 . 1

Tl A-2ee]
P o]

_ 1) (ﬂ +2 4 1-)= const.,

P P Ps ¢

KaKko TO caeayje u3 o6auka Qopme akuuje. [Momro [ldadosa dopma
& =P+ D, HEe 3aBUCH EKCNJMIMTHO OX BpeMeHa, KoeduuujeHT KOX
df mopa GMTH CTajaH.

Cem TOr cKanapHOr MHTerpana jemxnauute (7) u (8) umajy jom
jeman BEKTOPCKM HHTErpaj, WHTerpan noepmiuHa. Taj vuTErpan Mo-
XEMO jeJlHOCTaBHO MOOHTH Ha OBa] HAYHH.

_)
[MomHoxuMO jemnauuny (7) BEKTOPCKH cJeBa ca p, a jeJJHAYUHY

9
(8) ca p, u pesyxrare cabepumo. Taga K06HBAMO

> 1 o o E 3
(11) lp,;p—p1]+[pp*pl—p]50,

B
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. 5> > >
Jep ca necne cTpane ceM 4naHoBsa ca [p p] u [p, p,] umamo

> v > v, vi(>2 [k
b a2t

_ vk 29 v 2
= 65[k p: p,a]——o—a[c,c]=0.

M3 jemnauune (11) Hemocpemuo ciaexyje uuTerpan

> 1. . 2 1. .1 — >
[p, —p- pl]+[pp—p, - ip]=c0nsf=1‘»
® P1

->
rae je I' BeKTOPCKa KOHCTaHTa uurerpanuje. Taj wHrerpaa je TpaHc-

¢dhopMucann uHTErpasn MOBPIIMHA.

Ha raj naunn jeanauuse (9) u (10) pexykyjy npo6aem Ttpujy
TeJla Ha CUCTEM OJi ABe BEKTOPCKe jeAHAuMHe Apyrora pefa, Tj. Ha
CHCTEM IBaHA€CT CKA/JAPHHX je/lHaYWHA MpBOra peja, ca jeHHM BEK-
TOPCKMM M JE€IHHM CKa/laPHHM HHTerpajoM KOjH Ce /1aKO H3BOJe H3
AudepenuujaHux jeaHaunna. CeM TOra CHCTEM MMa jom jefaH cKa-
JIADHH HHTErpan u AHdepenuujan BpeMena Moxe 6HTH HCKbYUYeH. Aaw
HcKopuuIfiaBatbe TOT WHTErpana H eNUMHHUCAbe AudepeHnujana spe-
MEHA je M CyBHIe KOMIJHKOBAHO 32 OBaj CHCTEM M MOXE CE€ H3BECTH
Ha APYrH HadYHH.

Yuunumo jow jeany npumendy o dopmu cucTema jexnaunna (9)
u (10). Axo craBuMO y NpBY O OBMX jeAHaumHa m, =0, a npu ToMe
uMamMo p=0, A=0, no6uhemMo jexHaunny

w 1-

p+p—3 p=0,
Y C/HYHO W3 Jpyre jefHaunHe 3a m=0, a TO 3Ha4Hu p, =0, A, =0, umMamo
ApPYTY jeXHauuHy

. 1 -
Pi+ —5p=0
pP1

To cy raxoseane crangapiHe jeAHauumHe NpobaeMa IBajy Tesa.
Ocranu unanoBu y jegnauunama (9) u (10) ONroBapajy TaKO3BaHUM

nopemehajuma y cmucay orcrynawa of mpo6aema aBajy Teaa. Ilox-
poGHHje O TOME je M3NONKEeHO y MOjuM pajosuma [10] u [15].
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3.4 Kanonnuna pepyknaja

¥ npobaemy pexyxuuje xudepeHnujasaux jexHauuHa npo6aema
TpUjy TeJa HapOYUTy YJOry Hrpa peAyKIHja Ha KAaHOHMYHE jeJHa-
yyHe, HAPOUMTO Kajx ce Jobuje cucTeM KAHOHMYHUX jeJHAYMHA HAJHH-
)Ker, mecTor peja. Ha Tom nuramy je pajuo uuraB HU3 MareMaTH-
gyapa. ¥ pany [33] HaBeo caM HEKOJHKO OJ THUX peXyKuHWja, and Mnpu
tome HHcaM uckopumhasao [IdpadoBy meromy. Cax majem y OkBupy
Te METOJe NpUMep pelyKIHdje ca MPUMEHOM KAHOHMUHWX TpaHChOp-
manuja. I[lpm uemy ce, ma He oTexaM Mu3jarame TOr NpHMEpa, a Ha
MOKaXKeM CaMo CyWTHHY [OCTyNKa, 3ayCTaB/baM CaMO Ha KaHo-
HAYHO] penykuuju cucrema 18-or pema Ha kaHOHWUHM cucTem 12-or
pena. [fomro HH3 KabUX peAyKuWja KO CHCTEMa jexHauuHa 6-or pena
He Cafpy{ HUIITA NPUHIMICKA HOBOT, ajid je Be3aH ca CNeUdjaHAM
IyradkuM padyHuMa, CMaTpaM Ja y OBOj paclpaBH Ta u3padyHaBatba
MOr'y HM30CTaBATH. UMTajlal, KOju MMa HHTEpec 3a Te pelyKuuje,
MOXE C€ €a HhHMa YNMO3HATH Yy CHNeudjaJHuM pajoBUMA.

Enemenre Teopuje Tux Tpancopmanuja cam HaBeo y § 1.1 nmogx
5. TaukoM OBe MoHorpaduje. [Ipu u3naramy npumemyjeM, rie ce TO
Moxe, Teopujy BekTOpa 3a WITO jaCHU]y NPETCTaBY HEKUX AaAHAIHUTH-
ykuX pacyhuBama.

Pagn npumene ananuTuyke MeTone ca, No MoryhHocTd, BEKTOp-
CKMM TYyMade€wmeM yBeJHMO HapO4YHTE O3HaKE.

Mace Tawaka 03HayuMmoO ca Mg, My, M., NPA Y€MY MOJ O3HAKOM
my, rae i y3uMa BpegHocTd oX 1 ;o 9, pasymemo oBe Mmace:

My =My = Mg =My, My=MmMg=1Mg= My, My=Mg=~My="M,.

BekTOpe nosoxaja TUX TauakKa M HUXOBE KOOpPAMHATE Y OXHOCY
Ha HEMOKPETaH CHCTEM KOODAMHATA O3HAYHMO HA CJMYAH HAuMH OBaKO

> - -
Xo (X3 X9y X3),  Xp (X X5 Xg)»  Xe (X7, Xgy Xg)

¥ uUMIyJCce OBaKo

-> - -»
Ya(P1:¥2:¥s) s Yo (V4> ¥s:¥e) s ¥e (V75 Y5> Vo) s
npuy uemy je, Hamp.,
;a=ma J.Ca-
Ca yBenmenum o3Hakama gudepennnjanny gopmy crama Moxemo
Hanmucatu

8 > >
b= E yidx;= E (Va, dxa),
x

=1

rie UHIEKC « y3uMa BPEJHOCTH a4, b, c.
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dopmy aknuje NpercTaBUMO OBaKO
&,=(-T+U)dt,

rxe je T xuBa CuJa cucrema

1 U — obysxkmmja cuna, T1j.

1 1 1
U=m, my, m, [ + + ] =
Myrg Myry m.re

1
=g My m,y, ,
a Mg la

npu uYeMy cMo koedHIujeHT NPOMOPUHOHANHOCTH f y o6pacuy 3a
FbyTHOBY rpaBuTamMjy y3end, W3 MO3HATHX pa3jiora, Xa je jexHax je-
punanu. OTcTojama rg, rp, ro UMAjy BPEXHOCTH M3 jeJHadInHA

> 9

ra=(xp = Xc)*=(x4 ~ x;)%+ (x5 — Xg)*+ (Xg = X,)*,
- o

r5=(xc = xa) =(x; = x;)* + (x5 = X,)* + (X = x3)%,

> o
r2=(x, = Xp 2 =Xy = X + (X3 = X35)* + (x5 — Xg)*

Ha Taj Hauud ¢opmy akuuje MOXKeMO HanucaTu

¢a=(—%2 —l—yﬁ + mg my me Y L )dt.
[+ 4 ma

a Malqg
Axko yBememo XamuaToHoBY (pyHkumjy ca Bpemsowhy
H=—-&,:dt,

moxcemo [IdadoBy ¢dopmy npobnema Tpujy Tena IZedHHATHBHO HA-
NUCATH Y jeIHOM OJ HapeXHuX OGJHKA

9 - ->
D=3 yidx;—Hdt="y (Yo, dxq) - Hdt,

i=l1 «
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roe je

H:

1 1
> Vo —mgmym. 3
a Mg a M2 la

MIH

1

1 1
— yF ~mamy m, [_ ((xa = X702+ (x5 = xg)* + (xs—x0)?] % +
rim; Mg .

-]

L
2

_1
b o = X0 (g = ) +(ra— )] T 4
my

_1
+_r:1- [Cxy = x)% + (xa— x5)* + (x5 = x4)?] 2] .

(4

Kao wo je nosnaro, 10j dopmu oarosapajy Idadose jexnaunse
Y KaHOHHYHOM OOGNMKY. ¥ CKanapHOM OGJNMKY OHe M3rienajy OBakKo

%=_0_H, ﬂ=ﬂ, i=1,2,...,9
dt ox; dt  dy;

a4 y BEKTODCKOM OBaKoO

Yo =— grad? H, X =grad? H, «a=a,b,c.
X“ yd

[IpuMenuMo cap Ha OBe BEKTOpPCKe jefHAUHHE KAHOHHUHE TPAHC-
¢opmanuje Ha HOBe mpomen/buBE Ca O3HaKaMa

-

B EnE) B Eobnb) BBk,

-> - -
%Na (N, g, M), o (T4, N5, N, ne (1, g, Ng)-

Hexka cy Bese uameljy ctapux v HOBUX NPOMEHJbHBHX NOCTAaB/bEHeE
nomohy ¢yuxumuje F, kojy uapasumo nomohy BexTopcKux onepanuja
OBaKoO

> > > > > > > o
F=(na X ~ Xa) + (M, X ~ Xg) + (1, X),s

> o
FRe Cy Xx; U Xxg BEKTOPH MOJOXKaja LlEHTapa Maca, NPBH CaMO Maca i,

M My, a ADYrH — CBHUX Maca cucrtema; npeMa TOME 3a T€ BEKTOpEe HMamo

> - -
(ma +my) xg=mg X, + m, X,

- - -> -
(ma+my—+m.) xg=mg x4-+m, x,+m, x,.
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Came Bese npema TeOpHjH Ha CTP. 4 Y3UMAaMO y BEKTOPCKOM
o6auKy

> >
E« =grad?> F, Vo =grad?> F, a=a,b,c.
qa x(’!

[locne usBohema moxasaHuX omepaluja MMaMo OBHX IHECT BeK-
TOPCKHX jefHaunHa TpaHcdopMmanuja

> > o

Ea=xp — Xa,

> 9 3 9 1 > >

Eb=xc‘xg=xc‘_—(max¢+mbxb)v
Mg+

—)

1 > > >
Ec = XGg = M(ma Xa+ My Xy 4, xc)x

Jom ~mu— —Te_3, | Mal
Va a e+ 111 b M 17
-»> = d my -» m, =

= - + ’
Yo =1 e+ 11, Ny M Ne
> - .
Ve = Np + — 1,

rae je
M=m;+ m +m,.
L. > >
AKo pewmnMO rpyny npBuX TPujy jefHAuMHa MO Xg, Xp, X, KOGH-

hemo jexHauuue

- m, = my? -
Xom——T0 g ME L,
a ma+mb Ea M&b c
- m - m. = -
Xp = *ugu——_sgb'*‘gn
Mg+ My M
> m+m = =4
Xe = ‘07i§b+5m
> >

KOje ca jefHaunHama 3a y,, y,, Vo, NoCTaB/bajy KAaHOHHYHY TpaHCGoOp-
Marujy.
Ha nose npomenbuse 1pe6a Tpancdopmucatu camo dyukuujy H.
[ocne Te TpaHchopMmaumje umamo
H 12 + 1 2 12 U
= — + —_— —_ N
5 g Bty - U
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rae U, cap pobmBa 06aMK
1

i -» > 1\2
U,=mam,,mc[—l_ (_._ﬂ"__ Ea—Eb)] z+
Mg |\ Mg+ my '

1

1 2> 3\ 5
+—(LE,.+E,,)] Cr
my (\ Mg+ m,

1

SINE

a p ¥ p' UMajy BPeAHOCTH

_ Mg 1My ’ me (ma+mb)
=_=— _ —————
Mq+my M

[Towro ce ¢opMa cramwa nako TpanchopMuiue Ha 06JAHMK
> > > - -
D = (I]a» dEa) + (qa, d&b) + (1]:’ dgc)’

>
a H= — &, :dt se 3aBucu ox §., Tj. gradgc &, =0, nocae npumene

3aKOHa!TrpajfinjeHTa MMaMoO jeIHAYHHY

->
dI]c=Or

a 3aTHM M HHTErpan
2> - —
n.=A=const.
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[Tocne Tora Ha OCHOBY jeJHaYMHE
>
dEc_IIc dt=0

u3 apyre cepuje IlbadoBux jesnauvsa MMaMO jOm jeian BEKTOPCKH
HHTErpan

> 9 -
Ec=At+B|

->
rae je B Apyra BEeKTOPCKa KOHCTaHTa HHTErpauuje.

MowTto ce y Idpadosoj dpopmu mory Gpucatw ToTannm mude-
pennujanu, peduaMTHBHO, nocae TpaHcopmanuje, Ty HopMy MOXEMO
H3Pas3UTH

> 9 > o 1 1
D, = (na> d€a) + (1, d&s) —[— g + =— Np — Ul] dt=
2n 2y

6
== qu dEi_Hi dt)
=1
rae U, 3agpxasa rope Hanucanud OOGMHK H

1 -
Hy=— 1 + —n3 - U,.
1 2u 2‘1.,1]0 1

Toj ¢dopMu oxrobapa oBaj CHCTEM HOBHX KAHOHMUYHHMX jeJHAYMHA

do_ _OH,  dy _dH,

» ’ ’_'1)2) ...,6
dt 0&; dt aq,-

UM Y BEKTOPCKOM OGJAHKY

Ne = ~ gradgaHl, By = grad;:a H,, a=a,b.

OBe jenHaunHe MOKa3yjy Aa je npobGaeM TPUjy Tela CBEHEH Ha
npoGaeM jBajy Tena ca Macama p M ', aau ca XaMHATOHOBOM (YHK-
uMjoM apyror 06JaMKa, Hero ITO je y npoG/ieMy ABajy Tena. Y TakBOM
0o6auxky npo6aeM TPHjy Tesa nocMaTpanu cy jom Jacobi (1843) u
Bertrand (1852).

Haspmena Tpancpopmanuja pepyxobana je cucreM AudepeHiH-
janHuX jeAHaUMHA HA CHCTEM KaHOHMYHHX jexHaumHa 12-or pepa. Hus
da/buX peAyknumja HaBoxw, Hanp., E. T. Whittaker y cBoM unas-
Ky [66].
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3.5. lIpoGieM nIaHeTCKHX mopeMehaja

¥ uajnpocrtujoj cBojoj dopMu npo6iaem TAKO3BAHUX MJAHETCKHX
nopemehaja cacroju ce y oBom. 3a Tpu HeGecka Tesa, peumumo, CyHnue
4 JBe nnasete P, u P,, koja ce kpehy nox yrtuuajem HbyrtHoBux
CWJa, MPBO OJXBajamMo npo6JjeM KpeTawa ABajy Telda S u P, u y mot-
NyHOCTH pemaBamo Taj mpo6Jiem. Pememe mnoka3lyje Aa je myramwa
€TdIca ¥ Ja je KpeTawe MOTIYHO oxpehjeHo ca IBa KOHCTAHTHA Bek-
TOpa MHTErpaluje KOju ce 30BY BEKTOPCKH €J€MEeHTH IUIAHETCKOr Kpe-
Tamwa.’ O3Haunmo Te BexTope ca C ¥ G. AKO 3aTHM y3MeMO Y 063up
M KpeTawe JApyre miavere P,, meHO AejCTBO HAa KpeTawme MpBe IIa-
HETE C€ MMOKa3yje y TOMEe INTO PeMeTH CTaJHOCT BEKTOPCKHX eseme-
HaTa npBe mJauere. 3ajmartak nopemehaja je y Tome ma ce oxpene

- -
BeKTOpCKH enemenTd C u G kao ¢ynkuuje BpemeHa. IIpsa ¢aza pe-
lema TOr 3ajaTKa je y u3Bohewy OHMX IXHbepeHIHjaIHHX jeIHauynHa

Koje oxpehyjy n3BOome Nmo BpeMEHy C u G BexTOpCKUX eJeMeHaTa
- -

C u G mocne ysumawma y 063up Kperamwa Apyre miasere. To uW3BO-
hewe cMO u3BpmmMAM y HawuM pafosuma [10] u [14] npumewyjyhu
ITpacdosy merony. He HaBomehu merasme pauyHa Koju Cy AATH y TuM
panoBMMa H3JIOXHMMO YKPAaTKO CXeMy TMX pauyHa.

Kao wrTo je nosnato, npo6sem 0 KpeTawy ABe MaTepujajiHe Tauke
noJ yruuajeM FbyTHOBe cujie CBOZHM Ce HA NPOydYaBambe KpeTama CamMo

1) ¥ auTepaTyph nocroje nBe BPCTE BEKTOPCKHX MA3HETCKHX eleMeHata. Jenua

> -
BPCTa — O03HAYHMO MX ca C (KOHCTAHTA NOBPLWIMHA) B D (KOHCTAHTA BEKTOPA mpema
nepuxeny) — TO Cy BEKTOPH yNPaBHH jeNaH HA APYrOM H NpeMa TOMe HHXOB CKanapHH

> >

npousBon jenHak Hyau: (C, D)=0. ITowro je 3a onpehuBame NAAHETCKOT KpeTama no-
S

TPEGHO UIeCT NPOH3BOBHHX KOHCTAHATA, BeKTODH C M D Cy HenoBOBLHH 33 MOTHYHO

onpehuBale TOr kperama, Beh je noTpe6RO RORATH jOII jelHY CKAand8pHY KOHCTAHTY,
KOJy MOXEMO Y3€TH, pellHMO, y 06JHKY MpOH3BO/bHE KOHCTanTte t H3 Kenneposor uH-
Terpana u—esinu=n(f—r), rae cy oanake no6po rosHare. M3 THX pasnora Hassao

> - 2> >
cam eneMente C, D, v BekTOpcKO-CKanapHRM eneMentHMa [10]. [iBa Bektopa C H D

K30 BEKTOPCKH €1eMEHTH NJAHETCKOr KpETama, ONABHO CY MO3HATH Y JAMTepaTypH
(Gibbs [67, 68], G. Jaumann [69]) n yaase wak y yyGeunke [49]. Hbux ucxo-
puwhasa y cBojuM panosumMa ¥ M. Muanaukosuh [50, 51]. ¥ cBoM uaanky [10]

> o
yBeo cam npase BekTopcke eneMeHTe C H G ca 1ecT NpOM3BO/BHHX KOHCTaHAaTa, TH

BEKTOpH Y OMIUTeM caydajy MOTy GUTH NOTNYHO NPOU3BO/LHH, jep H3Mehy IbMX Re
MOCTOJH HMKAKBA CKaJapHa Be3a.
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jense Tauxke W TO mpema AudepeHUHjaNTHO] jeIHAUHHH

. 1 -
mR= ~fm (M+m)1—é; R,

-
rie cy m u M mace Tena, [ — rpaBUTaLHOH2 KOHCTaHTa, R BekTop

NoJIoXAaja- MOKPeTHe Tauyke y OJHOCY Ha HemokpeTHy Tauky O, a R,
’ -
Kao yBeK, HHTEH3uTeT BekTopa R.

>
Axo yBeZeMO HOB BEKTOp r npema oGpacuy
-5 3 -
R=Vf(M+m)r,
npeTxojHa jeIHayWHa ce CBOIHM Ha jeIHAUHMHY

1) r=-—r,

KOja ce 30Be CTanJapAHa jeflHauuHa npo6sema ABajy Tena. I[Ipumerumo
-
Jla BEKTOP / W IbEroBy M3BOAM HMAjy OBe IuMeH3uje
~> . .
[r] = T?%, [r] =T, [r] = T—‘/x,
roe je T Bpeme.
3a jepsaunny (1) MoxkeMo HamucaTH OBe WHTerpane:
1. Hurerpan cexTopcke 6p3uHe:
> . o > ——
[r, r]=C=p, k=const,
i . .
rae cy: C KOHCTaHTHH BEKTOD MHTerpaudje, jefas oI BEKTOPCKHUX eJie-

L N
MeHaTa, k — OpT TOr eNeMeHTa, p; WHTeH3uTeT BekTOpa C Ca AuMeH-
sujoM [p,]= T

2. JlansiacoB uHTErpasn:

I T (R T
[r Cl— —r=D=ei,
r
. - .
rie je: D KOHCTAHTHM BEKTOP WHTErpaudje, aly He MOTNYHO NPOU3-
> ->
BOJbaH Beh ynpaBan Ha Bextopy C, i — opT BekTOpa D u e ckanap

6pOojHe BPEeIHOCTH.
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3. XaMUNTOHOB HHTErpasn

r+—-[r k] —-1,
Par P

> > 9
rje je j crajad OpT ynpaBaH Ha OpPTOBMMA k U i.

XaMu/ATOHOB HHTErpan je HeMOCPeXHH 3aK/bydak nBaJy nper-
XOJHUX HHTerpaJa.

4. Hdrerpas xuBe cuje:

rje je e?=1-¢2
5. Jexnauuna nyrame
P

r=———-——|
l+ecosv

> >

. 2 H

rae je p=pi U v yrao usmehy sexropa r u opra i.
6. Kennepos nxTerpan

u-esinu=n(t-r),

rae je u nomohHa NpomeH/buBa Be3aHa Ca YIVIOM v jeHAUMHOM

u l_e v
tg —=|/-"Ctg —;
£3 I/l+eg2

OHa pMa NO3HATO reOMETPUCKO TyMauemwe. Koncraura n uma BpexHoCT

e’ 3
n=<—) ’
21
a t je Npou3BO/bHA KOHCTAHTA MHTErpamuje.

Ilpumetumo na usmely Audepennujana du u dt nocToju Besa

Pogyt g
e’ r

Cem yBeneHuX KOHCTAaHATAa MOXEMO YBECTH jOLI K OBe KOHCTaHTe

rae je

35 Tipo6aem naanerckux nopemehaja 95

[lpumetumo pa KensepoBy wusaTerpany oxroapa Takolhe jeaa
BEKTOPCKH MHTErpal, aju je npaBau CBUX UJIaHOBA TOT HHTErpaja UCTH,

HauMe Mpasall CTAaJHOr BEKTOpa C y BEKTOPCKOM 06JIHKY Kennepony
UHTErpany MOXeMO Jatu 06JuK

. -> ->
(nt—u+esinu) k=nxk
26,0744

—t +esi C—n—
(nt—u+esin ) C

2>
¥ Toky nperxojpHor usjarama yBexeHa Cy TpP4 opTa: i, j, k, 3a

ugje ojapehuBame cy norpe6He TPH HE3aBHCHE KOHCTAHTE, W KOH-
CTaHTHHU CKasapu :
p1, e, e'rp’ nr, a, b’ ai)

O]l KOjUX HE3aBUCHHMX MOXe€ GUTH CaMo TPH, jep MMamo OBe Be3e u3-
mMehy BbuX:
3 2
el
ettel=1, p=pi,n= (—) a=L, b= pﬂ, af~a.
D1 e :
Cse cy oBe KOHCTaHTe A06pPo NoO3HaTe €a HM3Y3E€TKOM &, KOjy
Hemo 3BaTH JNONYHCKH E€KCUEHTPULUTET.

7. HoBu BEeKTOpCKHU HHTErpaJ.

JlannacoB BEKTOPCKM MHTErpas ca ABE HE3aBHUCHE IPOM3BOJbHE
kouctaute u Kemiepos unarerpan y BekTopckoj dopmu ca jensom npo-
M3BOHHOM KOHCTAHTOM MOXEMO CNOjUTH Y jefaH BEKTOPCKH HHTErpas
ca TpM NpPOM3BObHE CKaJdpHe KOHCTaHTe. Haume moxemo HamucarH

-

-2 12 1 o2
[rC]——r+E(nt—u+esmu)C=
r

4 .
rae je G KOHCTAaHTHH BEKTOD MHTErpanuje, KOju 3aBUCH O TPH IpPO-
u3BOJ/bHA cKanapa. Taj BexTop ‘je Be3aH ca NPETXOAHHM KOHCTaHTaMa
BEKTOPCKOM jeIHAUMHOM

' > o >
nt
G=D+—C.
c

. I d .
JlBe xoMnoHenTe BeKkTopa G ympaBHE Cy jefHa HA APYroj, NOWITO

> 9
je D | C. HMurensuteT cBake je ancTpakrtad Opoj.
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JlBa nesaBucHa NMpOuU3BO/LHA BEKTOpA
> >
C,G
Tpe6a cmarpaTé KaO BEKTOPCKe eJeMenre y mpobaemy ABajy TeJa.
[Tomohy Tux BekTopa KpeTame mpobGiaema je moTnyHo ojxpeheno, jep

-> . .
noMotly THX KOHCTaHAaTa MOXEMO OAPeNuTH r ¥ r y (QyHKUHju Bpe-
vena. HaBegumo nedunutuBHm pesyarar, npd 4eMy NpPETXOLHO yBe-
JMMO O3HaKy

1—)) b) 1 22> -

-G~ 5(GG)C.
Taga umamo
) 3 ey
r=m(COSU—D)D+mSIHU[ y ],

. V1-D* 1
~ C*D 1-Dcosu

= 2 >
{-C sin u-D+V1-D*cosuC, G]},

npu uemy ce u oxpehyje u3 jexHaunHe
u—esinu=n(t-r),

Vl——ﬁz)s’ = c

> >
rie je: e=D, n =( c W(G’ 0).

> .
Kpatko r u r MoxemMO H3pa3suTH M OBAKO:

T=MI+N]
r= ] ])
) . > ->
r=Mi+ Lj,
> -> -»> > > > >
rae je: iopr Bektopa D, a j Bexropa [C G] oxnocuo Bexropa [C D] u

M =a (cosu-e), N=a2V1-e?sinu,
sinu Yi-e*cosu .
K=—-——2"2 -8 8,
a, (1 -ecosu) a,(1-ecosu)

KOHCTAHTE @; M e, KaKO CMO HaBeNH, H3paxaBajy ce 0BaKo mOMOhy
BEKTOPCKHMX €JeMeHaTa:

a, = C:V1=D? e=D.

35 : Ilpo6aem naamercxkux nopemehaja : 97

[Tperxonno u3narame je usBeneno paxu ynopehusama KJ1aCHIHOT
pewewna npo6iema ABajy Tena ca permemem nomMohy BEKTOpPCKuX en1e-
MEHaTa Ca IECT NPOM3BOJLHHX CKanapa.

[Ipumenumo can desomenonowxu Audepennujanty NpuHIHN O -
HocHO [Idpadosy meroay Ha xperame Hawe Tauke.
3a ¢opmy crama mvamo uspas

.« 2
Dy =(rdr).
Huepnuonu xuHeTHukn AeO 3ajeflHO ca KHBOM CHJIOM ZAaje 0Baj
Keo akmuje
. 1. 1.
~(rr)ydt+—rtdt=—— r2 dt,
(rn) 3 2

a ¢yskumja cuna Fbyrnose cune uma Bpegmoct 1:r.
IIpema Tome Ilpadosa dpopma npo6aema usraexa

3) ®=(r d?)—(—;- ’2—%) dt.

Jlako je mposepuru xa [ldadose jennavnne CTB2pPHO OJroBapajy
HaleM npo6nemy. 3aHCTa UMaMO TPH jeHAUHHE:
1

. ->
dr=grad? <l>=grad;’l - dt= - rd,
r r

> .
O=grad; ¢=dr-rdt,
1

- d(; .*——%)=grad, ¢=0,

O/ KOjUX €€ npBa MOKJama ca CTaHAapAHOM jenunaunHoOM; Apyra mno-
CraB/ba Besy uamehy Gyayher nomepawa u 6psume, a Tpeha ce mpe-
TBapa y HJAEHTHUTET Ha OCHOBY IMPETXOAHUX.

INoxaxumo jow na unrerpanu (2) npo6aema saucra RoBoxe dopMy
(3) mo ToTamwor mudepenuujana.

3aucra, ako HCKOPHCTHMO HMHTerpane (2), umamo

. P
(rdr)y=KdM+LdN =a, (1 +e cos u) du,

Pagippra L 1tecosu
a7 l—ecosu
L
r=(M*+N*)?=af (1—ecos u)

7 O denomenonomxon ARdeperunjaiHoM HpAHRUOY
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U npema ToMe Qopma ce H3parwasa

.2 71 .1
¢=(rdr)—(—— z——)dt=
2 r

=a, (1 +ecosu)du+ —l—z dt=
201

= d[[a, (u+esin u)+—1—§ t] .
201

3a 1ty ¢opmy Ildadose jexnaunse ce npersapajy y MIEHTHTET.
INMpema ToMe uuTerpanau (2) 3aucta ojgrosapajy npoGaemy.

INpehumo cap na npumeny ¢enomenosomkor audepennujaanor
npuanuna oxnocHo Ildpadose meTone na npoyuasawe mnojaBe mia-
HeTCKuX mopemehaja.

AKko Ha maTepHjalHy TaukKy, Koja ce kpehe nox yruunajem Hbyrtho-
Be CHJe npHBJAavea ca dyuknujom cuae U, xejcTByje jomr Koja gpyra
cuna, ca Qynkuujom cuiae R, 0Ba nNoCaea CHJIA PEMETd OCHOBHO,
eJIMNTHYKO KpeTame MaTepHjajHe TayKe M0J yTHIlajeM nOpBe CHJe.
dyuknuja R ce 3oBe (ynkmuja nopemehaja. ¥ HosoM, nopemeheHnoM

-
KpeTamwy, U3 CBaKOl M0J0xaja r Tadka A06HBa €JEMEHTapHO mnome-
Y
pame dr. To noMepare MOXEMO PacCTaBHTH Yy JABe KOMIIOHEHTE: jeJHy
-~
d.r, Kaj cMaTpaMO eJeMEHTEe OCHOBHOT eIMNTHYKOT KPeTaka Kao CTajlHe

>
BeJqHYHHE, H ADPYry, 81’, KOja A0Ja3yn ycJhaes MPOMEHE eJNHNTUYKHX
€JI€ME€HATa. I'Ipema TOME€ MOXEMO CTaBUTH

~» - ~»
4) dr=d,r+6r.

Ha cinvan HayuH MOXEMO pacTaBuTH M GP3HHY Tauke y nope-
meheHOM KpeTamwy

.(5) r=re+8r..

Can je npuponHO palIYIaHHTH NMpOyyYaBale MNOjaBe LeJOKYIHOT
nopemehieHor Kperama MaTepujajHe Tadke HA ABa NpOyyYaBama: HA
npoydasarme OCHOBHOI, HemopemeheHor, KpeTatha M Ha moce6HO mpo-
yuaBamh€ NojaBe OTCTynamwa, mojase nopemehaja M y CBakOM OJ THX
npoygaBatba HaBeCTH AH(epeHnHjaNHO CTalbe M e/eMEHTapHy aKuHjy.
Beauka npennocr Ilpadose mMeToxe je y Tome wITO ce TO pamdsa-

1haBab€ BPIIM FOTOBO ayTOMATCKH NOMOhY jeJHOCTaBHWX aare6apCKux
oneparnuja.

35 ITpobaem naanerckux mopemehaja 99

3aucra, yamumo I1dpadosy dopmy nemokynsor nopemehenor xpe-
Takha MaTepujajiHe TAUKE HA KOjy AejCTBYjy cujie Kako oh ¢yHKuuje
cuna U, tako u ox ¢yukuuje cuna R. Ty dpopmy cactaB/baMo 0BaKoO

®=(r d)+[~( )+ T+U+R] di=

=(r d'r')+[—-T+U+R] dt.

ITocne npumene oGpasana (4) u (5) u 3aapxaBama 4IaHOBA CAMO
npsora peaa osa GopMa ce cBOAM Ha

.
D =(rodr)+(—T+U)dt+

.
(reSr)+Rdt.
36up npse BpcTe

.
Dy =(r.dr) + (—T+U)dt
je Idadosa popma raaBHOr Kperawa ca OAroBapajyhuM wu3pasuma
3a dopmy cratba U QopMy akumje.
36up apyre Bpcre

. ™
®,=(r.8r)+ Rdt

je INdadosa popma orcrynamwa, popma nopemehaja. O3naka 6—; o6pahia
naxkhy Ha TO Ja Ce NpOMeHa BpM 360r MPOMEHe eJeMeHaTa mJia-
HETCKOr KpeTawa. [IpBH uiaH kapakTepuille nudepeHiujasHO CTakbe
nojase OTCTynama. [IpuMeTuMO Na y M3pa3y 3a e/leMEHTapHY aKIujy
He y4ecTByje HH WHEPIMOHH [e0 HHM WIaH OArosapajyhu KHBOj CuIY
¥ TO ¥3 pas3jora wro cy o6a Ta YnaHa NPBOT OJHOCHO JAPYyror peia,
a NOMHOXeHd ca df oHu Tpeba ma 6yAy 3aHeMapeHu.

Buzenu cM0 y npoyyasamy NJaHeTCKOT KpeTatba 1a ce nudepeH-
nujanua Gopma Koja OAroBapa meMy NpeTBapa y TOTaMHu nudepentujas.
[lpema TOMe, ak0 je MO3HATO IVIABHO IVIAHETCKO Kperawe, popma P,
je Toranuu audepennujan. Kako je cax us omwurte Teopuje INpadose
METOJIe MO3HATO Ja NMPHUCYCTBO TOTaJHOT nudepennujana y Gopmu He

yruue ua [1padose jeanaunne dopme, GopMy @, MOKEMO U3OCTaBUTH
H Taga hemo no6ury

.
=P, =(r8r)+Rdt.
To je dopma nojaBe mmaHerckor nopemehaja. Tpe6a umaru y

BUAY Za Cy HenosHaTe BeauuuHe Koje oxpelyjy [1dpadose jennaaune
oBe (opMe NPOMEH/bUBM MUIAHETCKH eJIeMEHTH Y3€TH Ma y K0joj GopMH.
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Y namum pamosuma [10] u [14] majemo npe cBera oBaj u3pas 3a
¢dopMy @, uspaxeny nomohy IVIZHETCKHX ejleMeHATa

_’
®P,=p, (I! 8i)"'ax6 (‘nt)‘l“Rdt,

rie cy HcKopuluhieHe paHuje O3HAYeHe BeJWYHHE.
¥ raj uspa3 yaase, cem TpM ckanapa

Py 8y, —0IY,

>
TPU BeKTOpa Tpujexpa i, j, k, koju ce oxpelyje y OxHOCy HA Hemo-

KpeTHH MNPOCTOP Takohe ca Tpu ckanapa. Ha taj HauHH UMamO NOT-
MyHU CHUCTEM OJf IuecT cKanapa 3a oxpehHBame mnopemehenux naa-
HETCKHX eJieMeHaTa Kao (yHKIMja BpeMeHa.

Y pany [10] usBomumo pudepenuujaine jexHauvHe NAAHETCKHX
nopeMehaja 3a oBe eseMenTe:

a) 3a Delaunay-oBe esemMenTe — KaHOHUYHE jefHAUHHE,

b) 3a acTpoHOMCKe esleMeHTe — y A06pPO MO3HATOM OGJMKY pelle-
HOM I10 M3BOJHMa3,

C) 3a BEKTOPCKO-CKaJapHe ejJieMeHTe — y OGAHKY JBe BEKTOPCKE
jenHauUnHe M jeJHe CKaJapHe,

d) sa gBa BekTOpCKa eneMeHTa — Yy OOAWKY JBE€ BeKTOPCKE
jexnauvHe. Te BeKTOpCKe jefHauWHe W3rjenajy OBaKoO:

. > > > > . > > - >
C=[C, R]+[G, R, G=[G, R,]+[F, Ry},
> -
rae cy: C 1 G BeKTODCKH NJIAHETCKH €JE€MEHTH,

nd -
R, m R, neaumuunv rpanujentH ¢yHKuMje R y OXHOCY Ha

-> -
C v G, 1
> -
R,—grad? R, Ry=grad2 R,
-
u F BekTOp ca Bpexgrowhy

>

- — D2 — D2)Y:

F1-D22, (€O g (=DYR 2 &)
C? C? C2 D2

npu demy ce D? onpehjyje u3 jennaqgune

. 1 22
D*=G*~ . (C.G)".

F'MTABA YETBPTA

®denomenonomko Tymademe Ipadosa npuHnuna
Y MexXaHHIH NPOMEH/bHBHX Maca

4.1, MexaHHKAa NPOMEH/bHBHX Maca

Jlo nocnefmEX rojuHa MeXaHWKa Tena, uuja ce mMaca nosehaBa
MJY ONajia, UM Meiba CBO] pacmopes 3a BpeMe KpeTaia, 6uia je npes-
MeT NpoyuaBatba OJ CTPaHe BPJO He3HAaTHOr 6poja ucnuTHBada. 3a OBO
umMa Bulle pasnora. [IpBo, TakBa mMpoydaBama Cy MMaja MOTIYHO T€O-
PHMCKM KapakTep u HHCY MMana NPaKTHYHMX NpuMeHa. J[pyro, 3a TakBa
npoy4aBaba je norpeGan BPJAO TEXAK MareMaTHUKW anapat, HapOuMTO
3a BaxHE NPUMEpe Kao LITO je KpeTame 3eM/be Ca HheHUM NPOMEeH/bH-
BUM BOIEHHM Y Ba3IyLIHUM NOKpuBaueM. Tpehe, Hucy 6unu caBnananu
BPJO BAXHH NPOGIeMH HM Ca CTANHMM MaCama MaTepHMjaiHMX TadyaKa
U [peMa TOME I/iaBHe HayuHe CHare OGuae cy ynyheHe Ha peluaBaibe
¥ o6pany OHHX npo6iema, KOj Cy MOCTaA¥ KAAaCHYHH. AJAM, MNaK,
raBHY Pa3nor, pasyme ce, 610 je y ToMe TO TaKBU Npo6ieMu HUCY
6uay Be€3aHy 3a MPaKTH4aH XHBOT, 3a N0Tpebe HHAYCTPHje, 3a noTpebe
on6pane. Cal, y CpeIMHH [BaJeceTor BeKd, CTBap CTOjd CaCBHM
IpyKuuje. ABMOH M Herosa 6oM6a, AMDHIOBAHM DaKeTHH MNpOjeK-
TUAM,” Haj3aj CaTeIUTH W BellTayka HeGecka Tena KOHCTPyHCaHa
ca uu/beM Ja Ce NOCTUTrHy Mecen u niaHere M fa ce BpaTe HaTpar —
CBE je TO Ofi OrPOMHE BaXXHOCTH. A Kperawme 6am oBuX o6jexara 3a-
BUCH KaKO O] NpOMEHe HhuXxoBe Mace (ropuso, 6ombe, nazo6panuH),
TaKO M O]l MpPOMEHE pacmopesra mHUXOBUX Maca (IMPUrOBam€).

[umb je 0BMX HEKOAMKO BPCTA OBE paclpaBe fAa MOKaxe 1a Ce
¥ npobreMy O Kperamy MaTepujaiHuMX O6j€KaTa ca IPOMEHJbHBOM Ma-
COM MOry OGYXBaTHTH ONMMTHM (E€HOMEHONOMKHM nudepeHLyjaIHuM
[PUHIMIIOM.
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4.2. Cayqyaj maTepHjanHe Tauke NpPOMEH/bHBe Mace

Hexa ce Maca m marepujanHe Tauke Mema 33 BpEME KPETalba
TadKe M jaB/ba Kao QyHxuuja Bpemena m (f).

YBenumo, 6e3 063upa Ha NMPOMEH/bHBOCT Mace /M, UMOYJIC TauKe

> -
ca p=mv. 2KuBy cuny Tauke 03HAYUMO ca
1 1
T=—mv¥=—p*
2 2m
_’

u cuny, Koja JAejcTByje Ha Tadky, ca F.

dopmy crama P, K20 yBEK, Y3UMaMO y OGIMKY
>
@, = (p, dr),

-5
rie je dr eJyieMEHTapHO NoMepaie TaukKe.

> >
lITo ce Tuue ¢popme akuuje, CeM 4NaHOBA: UMePUHOHOT — (p, V) dt,
4jlaHa, KOju 3aBHUCH OJ xuBe cune, Tdf, 1 aKumje cno/pauimbe Ccuie

S (;, d-;) Tpe6a yBecTH jow jeJaH YNaH aKuuje, HaUMe OHAj KOjH CTOjU
y Be3M ca MPOMEHOM Mace Tena. Taj AONYHCKH 4JAaH y OBOM Caydajy
MOXKeMO YBECTH Ha OCHOBY OBHX MHTYMTUBHHX pacyhuBama. Hexa ce
y TOKy BpeMeHa df Geckpajuo Mara maca dm uad nogmaje (dm > 0)
nam onysuma (dm < 0) ox Tena mace m, a NPeMa NOCTaB/bEHO] (yHK-
nuju m(t). Tama dm/dt moxeMo NpOTYyMauuTH Kao G6p3uHy (ckanapHy)
nocunama (dm>0) uau orcunama (dm < 0) mace. Ako Ty 6p3uny

_.)
MOMHOXHMO aNCONyTHOM Gp3WHOM u# Mace dm y MOMeHTy f, mpo-

<> dm . . .
M3BOJ U — KMMa JAUMEH3H]y cuie, kKOjy HeMo 3BaTé cujaa npunajama
dt

OJHOCHO OJBajamka: OHA JejCTByje HA MAacy m, Kaj AONYHCKA maca dm
M4 ZOoJia3¥ y AOAMD ca OCHOBHOM MAaCOM m HJH je HamywrTa. Ta cana

_)
3a Bpeme df BpIIM Ha NoMepamy dr TaYKe e/NeMEeHTapaH paj BeJHYHHEe

> dm . (dm P
u e dr M TOM pajy OAroBapa eJ€MEHTapHa akuuja (u e dr)dt.

Capg moxemo Hanucard [ldadoBy dopmy npobrema

®=(p, )+ (0, a'p)+[——p +f(Fdr)+f( cfr)]dt

4.2 Cayuaj Matepujaiue Tayke npoMeHmHBE Mace 103

Ipema Toj popuu cacrasmamo INdadose audepernujanue jexna-
anne:

> > 9
dp=grad? ¢=-(F+u ‘fl-'—:')dt,

> 1>
O=grad?* &=dr— —p at,
» m

1 @ 2 2 9 />dm "\ 9
~—{(p,dp)+(F,dr)+{u —, dr}|=——=0.
B o)+ (Fdn + (u T dr )=
[IpBe aBe jemnaunne Aajy

->

1 =F4u—,
M dt dt
- -
p=mv,

a Tpeha ce Ha OCHOBy mpBe JBE NPeTBapa y WIAEHTHTET.
[IpBoj ox oBMX jexHauMHA OXroBapa OBO MPAaBHUJO:

HsBoa no BpemeHy uMinysca MarepHjajHe TauKe Ca MPOMEH/bUBOM
MacoM jelHaK je 36MPY aKTUBHE CHJIE KOja JAejCTBYje Ha Tauky M JO-
NYHCKE CuJe NpHNajakba OLHOCHO 0JBajalhd OHHMX Maca KOje M3a3uBajy
NpOMeHY Mace Tauke.

Ako y jennauuny (1) cTaBuMO BPeJHOCT MMIIyJCa U3 ApyTe jenHa-
yuHe, xo6uhemo
_)
> »
m £i—v+vd—m—1’+u d—m,
dt dt dt
7502871

t
. -
Axo yBeJxeMo Nojam peaxkTuBHE cuae R ca BpegHowhy
'*dm
R= —_
P at’

5> 3 9
TAe je p=u-—v penaTuBHa 6p3WHa Mace dm NpeMa MaCH m, OHJAa C€

MO2K€ HaIlKCaTH

¥ OBa jeHauMHA NpouuTatd Kao npasuio M. B. Memepckor [52).
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Jennaunna Kperama MaTepHjasHE TadKe Ca MPOMEHIHLHBOM MACOM
ce CBOAM Ha jeAHAYHHY KPETama TauyKe Ca KOHCTAHTHOM MacoOM, aKo
CHJama Koje HAejcTBYjy Ha Tauky HOZaMO PEaKTUBHY CHJY.

4.3. Cnydaj uBpcTOr Te/NIa MpPOMEH/bHBE Kace

¥ cBojum pamoBuma [70, 71] npoyuaBao cam Kperalme MarepH-
ia/THOI' CHCTEMA KOju MaJio OTCTyNa OJ YBPCTOr Teaa. PacyhuBarea THX
pajoBa CaM 3aTHM NPHMEHHO Ha MpoydaBamwe nmpo6iema O MoMepamwy
3em/buHa NMOJa NOJ HM3BECHHM MEXaHMYKUM Npennocraskama [72, 73,
74, 75, 76, 77). Ha Tperupame o0BuX NpobJeMa Ce MOXKe HCTO TaKo
APUMEHUTH MEeTOoJa Kojoj je mocBeheHa oBa MoHorpaduja. la He no-
HaB/baM Talalliiba pacyhjuBama, caMo Ha JAPYrH HauWH H3BENEHA, NO-
kymahy na npumenum peHomeHosomkHu oxHocHo [Tdados npunuHn Ha
Apyry, caBpeMeHuju npobaem, Ha mpo6Giem o KpeTamy pakere. Taj
npo6Jsem je nmo cBOjoj AHMHAMHYKO] CTPYKTYpDH aHAJOran npo6iemuma
KoOje caM npoyuyaBao y rope MOMEHyTHM pamoBuma. 3a o6panxy Tor
npo6semMa HapOYMTO je 3roAHO (HEHOMEHOJOMKO TyMadee ojaBe rae
ce MoABJaUH CNeuMjasHa yJora pasrpaHudaBamba NpoyuaBama ¢opme
cTama of ¢popme akuuje. [Ipu npoyqaBamy ¢dopme cTama caM Mo cebu
ce jaB/pa npuHuun conuaudukaguje. llto ce tuue dopme axuouje, y
0] Ce MO0jaB/byjy CBM OHM UYJAHOBM KOjU KapaKTEpHINY TOK NojaBe
H TO y O6GJMKY HONYHCKHX CHJIA.

Teno paxkere nocMaTpamo y ABa MOMEHTa: Y MOMEHTY { M y Mo-
meuty fy=t+df. Y MOMEHTYy { pakeTy cMaTpaMoO Kao YBPCTO Teno ca
CKyNOM MO3HAaTHX AMHAMUYKMX fapamerapa uspcror tena. Camo TO
TEJO U CKYN napamerapa y3eTux 3a Ty ¢a3y osnauumo ca [1. To crame
Tpe6a cMaTpaTy Kao MOJA3HO CTamhe 33 MOMEHT {. 3a TO NO0Na3HO CTambe
mMOXeMO0 cacTaBuTH Iudepenuujanny ¢opMmy CTama, crawba IBPCTOr
TeJa ca mapamerpuma [l v HemosHaTum BeJWudHama Koje oxpelyjy 6y-
Ayhe mudepenuujanto crame.

[pema jexnauunu (1) § 2.5 dpopma crawa uBpcTOr TENA CE H3-
paxaBa OBaKo

5> +>  —
D;=(K, Arg)+ (4, Aa), .
- -
rie cy: K — xonuuuHa Kperama uBpcTor Ttesna [1, /(4 — momeHT
KOJHYMHA KpeTalmha CBHX eJeMmeHaTta ConuiudHKOBaHE Mace UYBPCTOr

-
TeJa OKO Tauke A Tena, r, jeé BEKTOP MNoJsoXKaja Tauke A Tena, pe-
IUMO OHE TadKe KOja je Be3aHa ca IVIABHOM HEeNPOMEH/LHBOM MacoM

4.3 Cnyua} yBpcTOr TEna NMpOMeHBHBE Mace 105
-
paxeTe, Aa BEKTOPCKM MPETCTABHHK OHOr 6eckpajHO Major yriaa o6p-
>

Tama TeJa OKO oce BekTopa Q, TpeHyTHe yraone GpauHe TeJa.

Tpe6a ysetu y 063up Aa 3a uspauyHasBame dopme P, no obpac-
IMMa 3a YBPCTO TeJO Tpeba y3eTH OHe BpeXHOCTH Mapamerpa I xoje
ozxrosapajy MomeHTy ! 6e3 063upa HA TO WITO Cy TH MapaMeTpH (yHK-
nuje BpeMeHa. :

Mpu cacraBmamy ¢dopme aknuje Tpe6a yseTu y 063up ope uia-
HOBe:

1. Mirepunonu neo
> - -» -
{—(K,vq)- (I, Q) } dt,

2. Yaan xuse cuJse
Tdt,

3. UnanoBe ox CBUX cHia KOje NEjCTBY]y Ha TenO y TOKy Bpe-
veHa df. ¥ caydajy npomMeH/bHBOr Tesa Tpe6a ysetu y 063up, Kaxo
TO MOKa3yje aHa/JW3a MOjaBe YaK W y NPuGIMKHOM IOCMATPaly, OBE
cune:

-
a. Pesyaranty F cnobammux Cuaa,

Y
b. Pesyarantiu momMeHT LU crmo/bammux CHia OKO Tauke A,

Y
¢. Peayatanty peaxkTHBHHX cusa R,

_’
d. PesynrantTHu MoMeHT M(4) O0kO Tauxe A PEaKTHBHMX CHUJ4,

-
e. Peaynranty Kopuoaucosux cuna S,

-
f. PeayaranTan MomeHT N4 KopuonucoBux cusa Oko Tauke A.

He ynazehu y metasmHo u3Boleme BPEJHOCTH THX CHJA MPOTY-
MauuMO HBHX0BO 3HAuEHe.

CmMucao crno/bammbHX CHJA je MOTHYHO jacaH. Auu, y3umajyhu y
063up Ja ce pakera kpehie y NpoMeH/bUBO] CPeUHH Ca MPOMEHIbUBOM
FYCTHHOM H Ja FacOBH KOjH H3J1a3€ M3 XJIpPesa MOTy yTHUATH Ha CiOo-
Jballllby CPeNHHY H CTBapaTH NPOMEHY y JejCTBy Te CpefuHe Ha pa-
KeTy, KOHKPeTHO M3padyHaBame JNejCTBa CHO/bALILUX CHJA, 3aCHOBAHO
IpY TOME Ha €KCNEePUMEHTHMA, NPeTCTaBjba BeJuKe Tewkohe. )

lITo ce THYe peaKTHBHHX CUJA, ILHXO0BO 06Da3IoXeme y noT-‘
MyHOCTH OJIr0Bapa OHOM 00pa3ji0Xewy Te CuJe KOje CMO HaBesH Y
§ 4.2 3a cayyaj camo jemHe MaTepujanHe Tauke IPOMEH/bHBE Mace.
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OBne TpeGa yseru y o63up CaB NPOTOK raca ropusa Koju Mpo/nasm
KpO3 mpecek xiapeia.

Hajsan, mto ce Tuue KopuoaucoBux cuna, muUX HUCMO HMand
y cay4ajy KpeTama Tauke NPOMEH/bHBE Mace, j€p CMO TAMO CMATPasiH
Ja maca dm, Koja, penuMo, OAJa3W O OCHOBHE Mace m TaukKe, 0IMax
ry6u Besy ca TOM MacoM u NpeMa TOMe He IOCTOjM PENaTUBHO Kpe-
Tame Mace dm npema macu m. OBje, y cayuajy pakere, CTBap CTOju
Ipykunje. T'opuBo 0 caropeBama caunmbaBa MAaCy YBPCTOT Teaa M TeK
npu H3JNACKy M3 XIpena MOKasyje peakTuBHY cuay. MehyTum maca
raca OJ MNOBpPUIMHE CaropeBama A0 MpeceKa KJApend uMa PeJaTUBHO
KpeTawe y ONHOCY HA INaBHO Ten0 pakeTe. [Ipu TOM peaTUBHOM
KpeTarby CBaKH eJIEMEHT raca uMa csoje KopuoaucoBo y6p3ame npema
Teny. Ilpema kapakrepy Kperama raca o KaHaJauma pakeTe CTBapa ce
KOMIUIEKC HOBMX CHMJa KOje HEjCTBYjy Ha TesJ0 WM jajy CBOjy pe3ya-
TAHTY M CBOj Pe3y/TaHTHM MOMEHT OKO Tauke A. JleTa/bHO mpoyua-
Bake THX CHJA je Be3aHO Ca KOHCTPYKIM]jOM YHYTPaulkOCTH paKeTe
H BpPCTE€ ropusa.

Ha Taj Haunn ¢opma cramwa m ¢dopma axnuje 3a oBaj cayud]
M3rjaenajy OBako:

> > —>
Ps = (K, Arg) + (I, Aa),

2> >
Py ={—(K,vq) — (D, Q)+ T+
P > > > -» -» -» -
+ [[F+R+5, dra) + L@+ w1 New, d)) o,
Py
a OCHOBHE jelHayuHE KPeTama Ha OCHOBY 3aKOHA IPAfMj€HTa MOXKEMO
npemMa jexanauumHama (4) § 2.5 Hanucatu:

>

d -

—grad? T=F+R+S,

dt VA
d - -» - -»
m grad3d T+ [va4, grad:‘1 T] = L 4+ MW 4 N&,

He ymnmasumo y nerasHa npoyuyaBama OBMX BEKTOPCKHMX M HUMa
oxrosapajyhux ckajsapHux jegHauWHa, KaKo ce TO pajd y pajoBUMa
cnenujanHo nocBehenum Kperamy paxerte. Buam, nanp. [78] u [79]

TNTABA MMETA

deHoMeHONIOMKO Tymauewe IldadoBa npuHOHNA y QHIHIH

5.1. ®enoneHoI0mKO TyMauewme Ilhadoea npaHHENA ¥ hHESHUE

[TowTO UMb OBOr paza HUje Yy pa3paiy NOjelMHUX HAYUYHUX rpaHa
nomohy IldadoBe merone Beh camo y TOMe Za ce pasjacHu denomeHO-
aowka crpasa [Ipadona npuanuna kao onmrer GeHOMEHONOWKOr AH-
(epernujanHor NPUHOMMA, OHJAA CE€ MOXKEMO 3ayCTAaBHTH HA Ma/fioOM
6pojy npuMmepa u3 pasHMX 06GJAacCTH NPUPOJHMX HAyKa, KOjU ce aajy
06paguTh penaTUBHO jeXHOCTaBHO. A Ja TO ypaiuMMo u wTo Kpale,
y3MUMO TIpe cBera oHe npuMepe Koju cy Beh panuje paspahenu, 6uno
ca Moje crpane [12] 6uno ca crpane B. Mymmunxor [21].

5.2. Cny4uaj reoMeTpHCKe ONTHKeE

Kao wro je mosnaro, 'eoMeTpucKa ONTHKA c€ MOXEe M3BECTH €a

jeXHUM OJ OBMX CTAaBOBA Y3€THM Kao MOYETHHM:
I. 3akon Snellius-Descartes-oB.

II. Fermat-0B NpMHOMN O CTAMOHAPHOCTM WHTerpana KOjH
M3paxkaBa BpeMme NPOJa3a CBETAOCTH OJ jeJHe Tayke A0 JApyre.

IlI. Malus-0B NpUHIMN O OPTOrOHAIHOCTH 3PaKOBa.

AKo ce jesaH OJ TMX CTaBOBa YCBOju 3a oApeheHy o061acT CBET-
JIOCHHX 110jaBa, y Be3au ca Oco6MHAMa CPeAWHA KPO3 Koje Mponasu
CBETNIOCT, APYyra IBa CAeAyjy 3a uCTy o6sact nocie usBohema AeAyK-
TUBHUX pacyhuBama.

Y3mumo HajnpocTuju cTaB — 3axon Snellius-Descartes-oB 1 H3-
BeAuMO AudepennujanHy je IHauMHy CBETIOCHOr 3paKa y CpeliuHy Hu]H
HHAEKC MpejaMarba p. 3aBUCH €amO OJ M0/0)aja Tauke y CpeluHd, TJ.

KN
p=p(n,
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—
rme je —;=OM. Kako je ycBojeno, tTakBa cpepuHa ce 30Be M30TPOIMHA.
3a rakBy cpenuy Snellius-Descartes-oB 3axoH ce u3paxasa jemHa-
4yuHaMa
p sin i=yp’' sin i'=const,,

TAe Cy p U |t/ MHIEKCH mpeJamara IBE CPeXWHE, a i u i’ yrioBH Koje
3paK YHMHHM Ca HOPMaJOM HA MOBPIIMHKM KOja OXBaja jeAHY CpexuHy
O mpyre; TH YIJIOBH Ce OAMepaBajy Ha MO3HATH HA4WH ¥ MpHUOaxajy
MCTOj paBHH.

3a usBohewe BexTOpcKe AudepeHIyjaiHe jeLHAYMHE 3PAKA CBET-
NOCTH y M30TPOMNHO] CPELMHH y3MHMO NPOM3BOJbHY Tauky M (ci. 2)
Ha 3DaKy W 3aMHCJIMMO €KBH-
CKaJapHy nOBPIIKMHY KOja mpo-
Ja3y KPO3 Ty TauKy HATy jeX-
HaauHOM

-5
p()=p(M)=p.

IIpeTnocraBumoO, paiu KOH-
KPEeTHOCTH, Ia 3paK NpoJasd
H3 CpPeIuHe Ca MatbuM MHIEK-
COM mpeJiaMama y CpemuHy ca
Behum nnpekcom. Heka u3 Tau-
Ke M oH pmonasu y Tauky M’
Ha oTcTOjakby MM'=A S u ue-
Ka oTcTOjame usmely Ttauxe
M u HOBe exBuckanapHe Io-
Ca 2. BpIIMHE, KOja mMpoJsasu Kpo3
Tagky M’, u3vocn ML=3, a
npupaimTaj MHIEKCa MpeJaMara HeKa je Ap. Y3umajyhu y 063up nu-
depennujamue enemMente camo npBora peaa MOKEMO HANMCATH HApELHE
ofHOCce u3Mely noTpeGHUX BeNMyKMHA, Ca O3HAKAMA HABELEHMM HA CJHMIM.

M3 Snellius-Descartes-oBa 3akoHa
psin i=(p+Ap)sin (i—A i),

onaKae je

Ap-sini—-p-Ai.cosi=0,
Hau
)] Aptgi=pAi

Henocpenno ca cauke je

-> > ->
2 Tcosi+vsini=N,
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) -> ->
3) v=AT/Aj,
-» -
4) grad p=N-Ap/8=N-Ap/(AS-cos i).

Tama w3 (2) mocone mHoxewa ca Ap/cosi Ha ocHoBy (1), (3), (4)
no6uBamMo

> >
T-Ap+AT-p=AS-gradyp,

OZAaKJie IONa3uMO N0 OBE€ BEKTOpCKe AudepeHnunjanse jeqHagnHe 3paxka
CBETJIOCTH Y H30TPONHO] CPEIHHH:

d -»
—(pT)=gradp,
ds

->
rxge je 7 opT TaHreHTe Ha 3pak Yy Tadku M.
AKo yBememo O3HaKy
> o
rT=p
Ta KMCTA jeXHAYHHA je

®) 9P _ grad p.
ds

Canx Moxemo HaBecTd 3a oBaj mpobaem Ildadosy dopmy, mpo-
TyMaguTH je ¢eHomenosowmxu, u3Bectd Ildadose jexHauune u moxa-
3aTu Ja OHE OAroBapajy M3BeLEHOj BEKTOPCKO] AudepeHuujanHo] jea-
HauuHHA npobaema. '

He ynasehn y 6uio KaxBO TyMauewe NPUPOJE CBETIOCTH, MO-
JXKEMO TBPAMTH Xa C€ y HEKOj CPeIWHM INHPM Yy HEKOM mpaBLy HeKa
nojaBa GMJIO y Be3u ca BPEMEHOM, GUJIO YHCTO F€OMETPHCKH, K40 IUTO
ce mpomupyje uprame Heke kpuBe. Heka Hocunau Te mojaBe 3a AaTy

- >
Tauky M npocropa y npasuy opta T 6yme Bektop p T, rie je p xoe-
¢GuuujesT NpPOMOPUMOHANHOCTH KOjM 3aBHCH OJ MONOXaja Tauke M.

YBenHMO 03HaKY
-»> -+
p=pT

> -
Ckanapuu mpousBox (p, dr) m3paxaBa Mepy NpOCTHpama Te MO-

=y
jaBe Ha HapemHOM esleMeHTY 3paka dr. IIpomeHa Te mepe 3aBucu O
enementa akuuje. Taj ce eneMeHT cacToju OA HacaeheHOr mpocTHpaiba

> -+
y o6auxy —(p, T)ds na enementy 3paka Tds ca KOjuMm je CBeTJIOCT

->
Aolia, M 3aTHM W3 eneMeHTa p (r) ds xoju TpeGa cMaTpaTH Kao eJe-
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MEHT OHe (yHKIU]e, YHju TIPajujeHT, CAMUHO CHIHW, U3a3UBa JAEBH-
jannjy esiemenTa 3paka y HapenHoM OxpehuBamy noaoxaja eeMeHTa

Tor 3paka. [Ipema rtome [ldadomy ¢opmy 3a osy nojasy MoxeMo
HanucaTu

® =@ d)+[-@ 1) + 1) ds.

[1padose jennauune ose dopme majy jemnaumue:

> -»>
3ar dp = grad p. - ds,
- »> 9
3a p 0=dr-Tds,
> > >
sa s d[(e, T)- 1 (1)) = 0.

IIpBa jepHaunHa ce noksana ca jexHauMHOM paHujeé H3BeAEHOM
u3 Snellius-Descartes-oBa 3axona, apyra uspaxasa CBOJCTBO TaHreHTe
Ha KpUBY, a Tpeha ce nmpeTBapa y UAEHTUTET Ha OCHOBY npBe HBe.

AKO MECTO NPOMEH/bUBE S YBEJeMO MPOMEH/bUBY f, PELHMO Bpe-

> 2>
me, ca T ds/dt=v popmy MomeMo TpaHCPODMHCATH Ha OBy

> > > > > > 9
D = (p,dr)+[-(p,v) + n(r)-v)dt = (p,dr)-H dt,
rae je H XamunrosoBa ¢yHkuuja

> >
H=(p,v)-p-v

OBoj ¢yuxuuju oxrosapa Fermat-os unrerpan
t > t

fp. (r) v dt =ff(x, v 2; X, y, 2') di,
ty ty

H9Hja CTallMOHAaPHOCT OArOBapa Fermat-oBy npuununy. 3aucra Euler-
Lagrange-eBe jefHaunHe xajy

4 of of

dt ax' ax 9 v ey R
Kako je

0

f=}1x’/v=pT,=p,¢,

ax' .

of _, %

ox ox 7
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HMaMO jeXHaduHe

dpx _ , Op

dt ox
nIH

dpx _op

ds  ox’

KOje W OAroBapajy BEKTOPCKOj jexHaqunu (5).
Y cayuajy aHu3OTpomHe CpenvHe Kaj WHJAEKC MpelaMama 3aBHCH
4 OJ OpaBla 3paKa, Tj. 3a CAy4aj

> >
p=pn(r,T)
yBOAH C€ BEKTOp
->
p=gradry,
u Ildadosoj dopmu ce naje o6aux [12, cTp. 8]
> - > > > >
®=(p, dr)-[(p, T) - p] ds=(p, dr) - Hds,
rae je
> >
H=(p, T)~p.
deHoMeHONOMKO TyMauewe oBe (JopMe je roTOBO WIAEHTHUHO Ca

TyMauyeweM y MPEeTXONHOM Cayuajy.
dopMa naje jenHauuHe

Y
dp= - grad, H-ds,

-
O0=dr—gradr H-ds,
Koje y ckasapHoj GOpMH uMajy KaHOHMUHH O6JMK

dp= _ _OH . drs_OH
ds or, ' ds  opx

5.3. Ciyuaj TepMogHHAMHKE

Behuna nucana, 4ak ¥ CaBpeMEHHUX, KOJH M3/IaXy KAACHUIHY TePMO-
AWHAMUKY, NMPUAPHKABA]y CE€ HCTOPUCKOL MyTa, a Taj MyT je, yraAaBHOM,
B€3aH 3a NpaKTHYHE MpMMEHE TEPMOJAMHAMHKE W y MPBOM pely 3a
TepMuike Motope. To morsphyje u QopMmynucarbe OCHOBHUX MpHH-
nuna TepMOAUHAMUKE OJl CTPaHE MHOTHX MHCalla y Be3u ca perpetuum
mobile npse, oxHocHO Apyre Bpcre. Ann 6e3 o63upa Ha TO WTO Ce
Ha TOM HCTOPUCKOM NYTY UMTAaB HU3 BEJHKHX yMOBa 6aBUO TEODH]OM
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TONJIOTE YONIITE ¥ CHENUjalHO TEPMOAMHAMHMKOM, KJACHIHA TepMo-
AXMHAMUKA jOII M caj HHje KoGuaa CBOjJY HKedHHHTHBHY TeOpHCKY
dopmy, y kojoj 6u dakta excrepumenata um Jormukm CTaBOBH GuJu
[IOBE3AHH y CTPOTH CHUCTEM CaMO HEONXOLHHX MOJMOBA U HeH3GeKHHX
PacyhuBama. 3a cTBapae TaKBOr CHCTeMa uMa BHmie npenpexa.

IIpBo, TakaB cuctem mopa 06yXBaTuTH Orpomas eKCrepHMeH-
TaJHH MaTepujal, KOju ce CBaKOT AaHa 3HATHO npomupyje u Besa je
HE CaM0 3a ¢Qu3uuKe mojaBe y yxem cmucay, Beh u 3a Xemucke, a
Cal u 3a Hykneapne mnojase. Jow Huje yTBphen Hu OHaj] medHHH-

THBHM OKBHUD KOju G jaCHO OTpajuO OHaj CKYI N0jaBa Koje mommexe
npoydaBamy.

Hpyra npunnuncka Ttemxoha Y CTBapamy TEOpHje TEePMHUUKHX
nojaea je y rtome, wito Gea 0631Mpa Ha jaKO NpowMperbe MaKpOCKOII-
CKHX ONaxarma HAOPYXKAHUM OKOM Y NpABHY CBE MakuX o6jekara,
ocraje jowr Benuka 06aCT BeAMYuHA HeNnpuCTYNayHuX 3a HEMmoCpexHa
OfaXawa u npema TOMe je Hemoryhe yhu y Npoy4aBame OHHUX Je-
Ta/b2 OJ KOJUX 3aBHCH CaMa NpPHpOAa nojase.

3ajaTak Teopernuapa, HapOUHTO OHUX KOjU JKele NpUMEHHTH
MaTEMaTHUKy MeTOAY Ha NpOydaBaibe TEPMUUKHX M0jaBa, y TOoMe je
Aa €€ ca WTO MakbuM 6POjeM eKCIepPUMEHTANHHX He3aBHCHUX dakara
H Ca WITO jaCHUjUM H jeIHOCTaBHU]UM MaTeMaTHYKUM anapaToM usBeje
TCOPHCKM CHCTEM TEePMOAMHAMHYKMX mnojaBa. Ha OCHOBY CB€ra OHOT
WTO je G0 panuje ypaleHo oX cTpaHe OpeTX0AHHKa, OX KOjuX Tpeba
nomenytu: J. R. Mayer’a, J. P. Joule’a, H. v. Helmholtz’a, R. Clau-
sius’a, J. Fourier'a, W. Thomsomn’a (lorda Kelvin'a), W. Rankir’a,
J. C. Maxwell’a, G. Kirchoff’a, N. L. Carnot’a, E. Clapeyrom’a, J. Van't
Hoif'a, J. W. Gibbs’a, M. Planck’a, H. Poincare’a u Ap., MO3HaTH
marematudap C. Carathéodory [37, 38] nao je jeany reopucky cxemy
H3Jnaramba OCHOBa TepMONuHaMuKke. Carathéodory-epa cxema uma y 3Har-
HOj M€pH aKCHOMAaTHUKH KapakTep 4 ca APYror acnekTa pasjamimbaBa
Be3de u3Meljy BeinuuHA Koje yuecTByjy y Teopuju. Bes 063upa Ha 1O
IITO OHA, MOXJa, HE 33aJ0BOJbaBa NOTPebe npaxkTH4apa, jep je cyBuiue
TEOpHCKa, MaTeMaTHKa, HNAK je OHa IOGHAA WHPOKH MyOrumuTeT [39]
W yWwaa je WaK M y WKOJICKY JHTepaTypy [40].

B. Mywunnku [21] je npumenno Ipadosy metony 3a uspoheme
AuQepeHumjatHIX jelHaTMHa POMeHe MEXaHUYKO-TEPMHUKOT CTaka
eleMeHTa jelMHHYHE Mace, NPH 4eMy Ce KPaTKO MO3BAO y TOM mexy
csora pana Ha H. v. Helmholtz-a [41] u na HeMauKy eHuuKnaoneaujy [42).
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Y Be3u ca Carathéodory-eBum uliejama gajeM y OBOM pany Apyro
u3Bohee OCHOBHHX jeIHaUHHA TEPMOLHHAMUKE, DU HEMY npuUMemb yjeM
cxemy onwirer (EHOMEHONOWKOT AU(epeHinjanTHor npu.mmua.

He naBozehu Tauno Carathéodory-ese pedununuje CBUX OHUX
nojMoBa KOjH yJase y TepMOJHHAMHYKA pacyh-uBaH)a, obparumo Ha:
pouuty naxmy Ha Carathéodory-eBy nedununujy KBaSHCTAaTHUKe npo-
mene crama. Kox A. Landé-a [39, crp. 283] Ta uetbnnnuu{a rJaacu:

Quasistatisch heisst eine ZustandséinQerung, Wenn si so lang-
sam im Grenzfall unendlich langsam gefithrt wu'q, dass .dle Zwischern-
zustande eime komtinuierliche Reihe vomn lauter Gleichgewichtszustinden
bildemn. .

Teopucka moryhHOCT nMpoyYaBatba TePMHYKHX 110jaBa NPEKO HU3A
PABHOTEXHHMX CTatba CHCTEMA 3HAaTHO yrpouitiasa npuMeny Hauwer deno-
MEHOJIOILKOT MPHHIHNA HA TPOY4aBakhe TAKBAX CHELH]aTHUX TEPMHUKHX
nojaBa. To ce ympomhaBaibe u3paxaBa y TOME€ WITO Ce y uspasy aK-
uMje MoxKe M30CTaBHUTH Hac/ieheHd, HHEPUHOHH NI€0 aKuuje.

3a OCHOBHe N0jMOBe yBEJHWMO O3HaKe:

T — ancoiyTHa TemmepaTypa Tedaa, .

a — Helmholiz-oB napamerap temneparype T; Tako na je

rade.
dt

U — yHyTpawba eHepruja Tena. ¥ Ty €Heprujy yJaase oBH Ca-
6upuy: 1. KHHETHYKA €HEPTHja MOJEKyJaa y TPaHCATOPHOM H pOTalli-
OHOM KpeTamwy, 2. KHHETHYKa OCLHJIATOPHA eHeprija aroma, 3. noreH-
uMjanHa eHepruja y3ajaMHOr MpuBiauema U OAGHjamwa MoZieKya OX-
HOCHO aToOMa, 4. YHyTpauiba MOJIeKyJapHa XeMHCKa €HEPruja, 5. yHY-
Tpallllba aTOMCKA €Hepruja, eHepruja jearpa. Ca raegumra (beﬂ.omeuo-
JOIIKOT TyMadetha Ba)KHO j€ MPHMETHTH A4 yHyTpauba eHepruja Tena
U caZpxu KaKkO KHHETHUYKY €Heprujy, Tj. Heprujy Kperama, TaKo M

NOTEHLHjalHy €HepPrujy, eHeprujy nojaoxaja.

pV, rpe je p — npurtucak u V 3anpemusa, u3paxaBa 3anpe-
MHMHCKY eHeprujy raca,
Q — KOJHYHHA TOIIOTE,

S — enrponuja.

CeM HaBeZeHHX NOjMOBa ynoTrpebibyjy ce joul u OBe BeJAHUHHE:
entxannuja ca spexnomhy H=U-+4pV, Helmholtz-os_a cno6oxHa eﬂe;‘)/-
rduja A=U—TS u Gibbs-0B TepMoxIHaMHIKH MOTeHNyjax F=U-TS+pV,
KOjU €€ MOHeKaJX 30Be€ H CJA060JHOM eHEDPTH)OM.

8 O e AOWKOM AHPEpPeHIH]anHOM NPHHLUAY
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Oz HaBefeHuX BeJMUYMHA JBe BeJIW4YWHE MOXEMO y3eTd 32 He-
3aBucHe mapamerpe, tpehy 3a 3aBHCHM mapaMerap KOju je BesaH ca
NpeTXoaHuM napaMeTpuma jenuaqnﬂom cTama, a CBe OCTaNe BE&JAUYHHE
ce oxpehyjy Tama nomohy Tpm nomenyre.

Hma pasnora ox npoMeH/bHBUX

Vip, T, S, U, H, A, F
yauMaT# CaMO OBe KOMOuHan¥je Mo TPH BeJHYHHE:
nu s v 2) H, S, p; A TV 4) F, T, p

¥ OJ HHMX jeHy Y3UMAaTH 33 3aBUCHY NPOMEH/bUBY, a JBe OCTaje 3a
He3aBHCHE.

Yamumo Gibbs-oBy kom6uHanujy u cmarpajMo S u V Kao He3a-
BHCHe napameTpe, a Beanunny U Kao 3aBucHY. JeiHauuHy CTamba Taja
MOXEMO HAamucaTd y O6auKy

U=£(S, V).

Kapakrep ¢ynxuuje f 3aBucu oA (usvuKe M XeMHCKe npupole
TejJa 4 OCTajé UCTH AOK ce€ Ta NPUPOAa HE NPOMEHH.

Mpumenumo cax ¢eHomeHonomky cxemy 3a ussohewe Ilpado-
BHX jelHauyMHa TePMUUKe MOjaBe.

[MomTo CMO 3a He3aBuCHe napameTpe ysemu S u V, nudepen-
IujaJHy WU3Pa3 HapeIHOr TEPMMUKOr CTalba Tena jeiWHMYHE Mace, Tj.
(¢opMma cTama, MOXe C€ HamucaTH OBaKO

psdS +pydV,

rae cy ps ¥ py oxroeapajyhu koepunujentd, 3acai NpOM3BOJBEHO
6upauu. Hanucanu 36up MMa IMMEH3W]y aKnuje W3pauyHare Ha jenu-
Huny Mace, Tj. L2 T,~* (oBme T, osHauaBa Bpeme). M3 osor crenyjy
AuMeHsuje KoeuIUjeHATa ps U Py.
3aucTa, OOWTO CY
[psdS) = L2 T~ [S]=L*T—*:grad,
HMaMo
[ps] = grad - Ty

H, CIMYHO, U3
[pvdV]=L3T,, [V]=L3

H3BOAUMO
byl =L T, ' =LT, - L72 Ty = [p]: Ty,

rne je [p] numensuja mpuTHCKa.
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OsBa avanusa Rumensuja xoeduuujenara ynyhyje na 1o xa jesa
Koepuuujeut ps npupoano ysetu Helmholtz-08 mapamerap a ca ycno-
BOM fa u3BOJ da/dt Gyne jexnak temmeparypu T. Ciumumo, 3a Apyrd
KOeQUIHMjeHT py YSMUMO TaKkBy BEIMUHHY Na H3BOL Te BETHUHHE
N0 BpeMeHy OAroBapa NMPUTHCKY H TO GHPaMO Ca HEraTABHMM 3HAKOM.
Ilpema TOMe Ham u3pas Haje $HOpMy cTama Y 0BOM 06JHKY

adS+pydV,
ca ycrosuma
da_r oy _ _
dt dt

Jacso je na maBemena pacyhuBawa o JAuMeH3ujaMa uMajy caMo
noMohHy KapaxTep, a y CYyIITHHU U3a6pane BpeIHOCTH Koedunujesara
Cnenyjy ¥3 MPETXORHOr AyG6J/ber MPOyYaBarma TePMUYKHX nojaBa OX
CTpaHe WMTABOI HW3a MCTPAXKMBAYA, [PAKTHYAPA W TEOPETHYADa.

+ Ilpehumo can na cacrapbame enementa akuuje. [lomro TePMUYKH
IPONEC POy YaBaMO KA0 HU3 PABHOTEXHUX CTamka CHCTEMa, Hac/ieheHu
Zle0, KaKO CMO HaBeIW, He yJas¥ y akuujy. AKO, cem TOra, mpermno-
CTABMMO J1a y TOKY CBAKOr DaBHOTEXHOT NPOLECA HA HAIN CHCTEM He
AgJCTBY]y CrO/bamltbe, HY TEPMUUKE, HA CUJIE NIPUTHCKA y CAydajy raca,
OHJ3 OCTaMM N0 aKuMje 3aBUCH CAMO OJ YHYTpallihe eHepruje, KOjy
cMartpamo kao Qymknujy ox S u V.

¥ caydajy maBeleHux OrpaHuuerha Ipadosy ¢opmy nponeca
MOXXEMO HamucaTd

®=adS+pydV+Udt.

3a npomenmuse S, V, t uMamo OBe jenHauuHe

do_p_(2)
dt oS /vy

d 0

ﬂ.=_p=<_l:/_) )

dt oV /s

da ap
dU=—dS+-EY qy = -

EY ” dV =TdS - pdV.

Axo, ca npyre crpame, U xao ¢ynkuuja ox S u V nIaje

(U U
aw=(2Y dS+<——) av,
(as)v aV S V
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BUAMMO [a je jejHadMHa, WITO OAroBapa NIPOMeHJbUBO] f, 3aK/bydaK
npeTxoxHuX jefHaumHa. [Ipema Tome jeAHAYMHY

dU = TdS —pdV

MO3eMO cMaTpaTd Kao xudepeHuujandy jeAHaunHy usmely BennuuHa

U T p S V.

AKO caj MOCTaBUMO jeAsaduHy, Koja XeduHume TOMIOTY Tena,

y o6iuky
AQ=dU+dW,

rie je A Q xonuuuHa TONJIOTE MpU Mpenasy W3 JeHOr CTawa y APYro,
dU pnbepeHuujan yHyTpaumise enepruje, dW eneMenT Cnojpallbe
enepruje, peunumo, y 06auky pdV, onga MNpeTXOxHY jenHauuHy Mo-
JEeMO CMaTpaTH Kao MpPBY 3aKOH TePMOIMHAMMKE, 3aKOH OJpiKaBaiba
enepruje. Ilpupawraj Tomrore cMo 03Haduan €a A Q, jep, Kao WTO je
M03HAaTO, T4 BeluduHa HE MPEeTCTaB/ba TOTANHM AudepeHUUjal.

AxO ynopeiumo jefiHa4uny
AQ=dU + dW =dU + pdV

ca jeJHa4YHHOM
dU=TdS- pdV,

U3BOJAMMO 3aKJbydaK
AQ _ys.
T

AQ

Kakxo je dS Toransu audepenunjal, KOAMIHUK 3 je Takohe

. 1
toTtanuu AudepeHIyjan W mpema TOMe - MOXEMO CMAaTpPaTH Kao WH-

Terpamuonu (aKTop 3a enemeHT AQ MPETCTaBbEH, PEUUMO, ¥ 06aHKY
nuneapue audepennujanye popme of Asa YNaHa. [1pema Carathéodory-y

1.
taj maTematudku Qaxkr ga ce T jaB/ba Kao uHTerpauuonu Gaxrop

eseMeHTa TOMIOTe AQ W3paxaBa APYrd 3aKOH TEPMOJMHAMUKE WJH,
KpAaTKO, 3aKOH eHTpomwuje.

OBuM 3aBpLIaBaM OBaj Manu €KCKypC y 06JacT TeOPUCKE TepMO-
AnHamuKe. MiMao caM 3a LUu/b Ja MOKaXeH MpuMep (eHOMeHOJOWKOr
TyMmauewma M TEePMHUUKHMX [0jaBa KOje uMajy CBOje HapouuTe OCO-
6eHoCcTH.

5.4 Cnyua) enexrponuHaMuke 117

54. Cay4aj eqexrpopunaMuKe

¥Y3MuMO jow u npuMep U3 eNEKTPOLYHAMUKE H MPOTYMAUUMO €A
¢beHOMEHOJIOWIKOT rJIeMIITa MO3HATY MOjaBY MpOMeHe CTPyje y Koay
Yy KojeM ce Haja3ze — CaMOMHJYKIMja, OMCKH OTHOD, KOHZEH3aTOp H
redeparop (cr 3). o ' :

vy
>~ RO

E J——
B\ C
R
e AV

Cn. 3

3a omuc OBe MOjaBe yBeAMMO HEKOIMKO BeJIMYMHA, NPH 4eMy Y3
03HaKy CBaKe BEJIHYMHE, KO]y YBOLMMO, CTABUMO y 3arPajd U HeroBy
AYMEH3ujy y ancoMyTHOM cucremy: M — maca, L — pyxuna, T —

Bpeme.
1 3

Koanuuny enexTpuuuTeTa 0O3HAYUMO Ca Q[M-z L? T—1)], camo-
uHaykuujy ca L[L™* T?], omckn ormop ca R[L—!T], kamauurer ca
11

C[L), enekTpoMOTOpHY cHJY ca E[M_z' L? T—1], jauuny crpyje ca
i 3
I [M*L2T-2)
Hsnarawe npoyuaBaa M0jaBe MOXKEMO 3HATHO CKPATMTH HA OC-
HOBY MO3HaTe aHajoruje uamehy mpomese cTpyje, peuumMo y mpocTom
KONy W KpeTawa jefiHe mMarepujanHe Tadke (BuiM, Hanp., [43] 5). ¥ Toj

aHANOTHjU CaMOMHAYKUMjn L OAroBapa uHepTHa MacCa MaTepujanHe
TauyKe, KONMMYMHY eNeKTPUIUTeTa Q — MOMepame Tauke, jaddHy CTpyje

=99_5 6 »
= Q — OGp3una Tauxe. [Ipema ToMe Ca (DEHOMEHONOMIKOr rJie-

AumTa y TOj aHaaoruju nudepennujan dQ, audepeHnujar KoMMuHHE
eNEKTPULLUTETE, HFPA UCTY OCHOBHY yJOTY Y OLEHUBADY €JIeKTPUIHUX
nojaBa KOJy y MeXaHW4KuM MojaBama wurpa Audepesuujan nomepaisa.
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CacraBumo can u3pa3 3a audepeunujasHo crame HawWe enek-
TPHYHE TOjase, Tj. u3pa3 3a Gopmy P,. 3a T0 cTame yBOAMMO NPBO
BeNIUUHHY ,
pQ=LQv
aHAJOTHY MMIYJCY OZHOCHO KOJWYMHM KpeTawa W 3aTHM u3pa3

P,=pedQ+0-dpe.

KOjH OJiIroBapa OCHOBHOj NMpOMeH/bMBO] Q u nudepennujany xoedumu-
jenta Kox dQ xaxo To Tpaxu [lpadoB Hauun ¢opmupawa u3pasa 3a
AudepeHnujasHo crame.

YBenenn uspas uma aumensnjy [podQ]—=ML*T-!. Ty ncry nm-
Men3Hjy Tpe6a xa mmajy cBu uiaaHoBH oxrosapajyhe [Ndadose dopme,
a mpema TOMe u cama ¢opma.

Hanuncann 36up je kunetnuku neo [Ndadose dopme. Nndepeun-
nujan dQ oAroBapa OHOM €JE€MEHTY KOJIMUHHE eNeKTPHUHTETa KOjH ce
nojaBjbyje y KOny 360r ereMeHTapHe akuuje 3a Bpeme dif.

CacraBumo cax ¢popmy akmuje 3a Hame eJeKTpuuumo kojo. Koe-
¢unujent xox df y 1oj opmMn uma oBe nenose:

1. nacneheny axkuujy y oGauky

. 1 2
Pe Q RcE

2. unaH aHajJoras XWBOj CHM, Kao npBu peo y Hamilton-oBom

AejcTBY,
1

) 1
—LO?=—L.p2.["2= — 2,
2 Q 2 “Pe 2 1L Fe

=

OBa aBa unana jajy 3ajenuo

L1,
2 L ¢

OcTtanu 4naHOBM y u3pa3y 3a aKIHjy OAroBapajy OHHM Y3pO-
muMa, KOju aKTHMBHO M TO, TaKo pehu, cmojba Memajy CTambe cucTema,
W uMjy yJIOry y Mexauuuu urpajy cuae. [1pm Tome Tpe6a na ysumamo
He came cuie, Beh IBHXOBO XejCTBO 3a NMPOMEHY Yy JAaTOM CJy4ajy Ha
eaemenTy dQ. 3a oHe y3poKe KOju AejCTBYjy Yy KOJMY M HEMAjy MOTeH-
nujadHy KapakTep, Tj. He MOCTOjH 3a WbuX oxrosapajyha ¢pynkunja cane,
Tpe6a koeduuujent y3 df craBurw y o6auky wunrerpana. [lomro y
HauieM KoJy MOCTOjH OMCKH OTIIOP, KOHJAEH3aTOP M reHepaTop eneKTpo-

5.4 Cnyuaj enekTpoOnHHAMHKE 119

MOTODHe CHJI€, OHJa NpeMa 3aKOHAMAa eJNeKTPOJMHAMHKE O0AroBapajy

aQ

THM Y3DOIlAMa INPOMEHE CTpyje O0Be BeJHdHHe: _R—dt— 33 OMCKH

ornop, — % Q 3a cTpyjy nomepama 360or KOuAensaropa M Haj3an E

3a eIeKTPOMOTOPHY CHJIY Kojy cMarpaMo Kao j1aTy QyHkuujy Bpemesa.
Ha Taj naunn y xoeduumjent 3a akmujy Tpe6a aa yhy oBu 4nanoBm:

A A A
_f(REdTQ)dQ, _—é- QdQ, fE(t)dQ,
Ay

A, Ay

rae ¢Mo ca A, O3HAYHWJIM HEKY KOHCTAHTHY rpaHMLY, a ca A rpaHumy
KOja oAroBapa BPEAHOCTH Q 3a OHO CTalme 3a KOje MpoydaBamo mpo-
meny Hamer audepenumjamsor cramwa. [pyrn unan uma NoTeHIH]aHH
KapakTep M bera GHCMO MOIVIM HAaMHCaTH Y OGJHKY

1 2
—EE(QZ—Qo)-

[Tomohy no6uBennx u3pasa [Ndadosa opma 3a mpomery crpyje
y HameM EJNEKTPHYHOM KONy MOXKe C€ Hn3pasuTH OBAKO

b =pedQ+0-dpg +
11 a0 1 ;
+[_3 Lp, _J(RF)dQ-%(Qz— Q) +fE(t>dQ] dt.
)

M3 oBor napasa ¢opme npema GeHOMEHOJOMKOM NPHHIMNY A4 je
nndepennujan cakor xoeduunjenra kox Gopme cramwa jexHax rpanu-
jeHTy 3a oxrosapajyhy NpDOMEH/bHMBY O aKHMOHOI Jeja MMaMoO Ipe
cB€ra OBY jeXHAUHHY

dQ 1
—|—p o _ 1 d
dpe [ R CQ+E(t)] '

I

@Q , dQ 1
L REL 4+ Q=E(.
i TR TTCED

Ako u 3a gpyre koedunnjentre npumenumo IlpadoBo npasmao
¢opmupama cucTema jepHauMHa, 3a KoepuuujeHnt y3 dp, uMamo oBY
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INdadosy jeanauuny
1
0=dQ—~— po dt,
Q [ Pe

Koja yTBphyje yBeleHy BPERHOCT po Y (YHKIH]H OX Q=1

1IITo ce Tuue Tpehe jejpHauHHE 32 MPOMEH/bUBY Py 06nuKYy

A A
1 1 2 dQ 1 2 2
d| - — = po— [(REX)VdQ—— (Q*— 1) dQ| -
[ L j( dt)o o (@) + [ EQ) Q] 0,
Ay Ay
jep ocTaMM 9IaHOBM HE 3aBMCE EKCIIMIUTHO OL f, OHa naje
1 dQ 1
- dp,-—R—dQ—— Qd E (1) dQ=0
i Pq dpq " Q v QdQ+E(¥) dQ

. d,
¥ nocJae Tpaxcdopmanmuje NpBOr uYjaHa Ha ——5‘—’?— dQ u cxpahiuBama ca
t

dQ noKJana ce ca NpBOM jeHAYHHOM 32 NMPOMEHBHBY Q.

Ha Taj HauuH cMO JOOHJM CHCTEM OX JBE nudepennHujaaHe jen-
HayudHe KOje MOXEMO HaluCaTH W OBAKO

dl 1
dt C Q

40 _
dat

TO je OCHOBHM CHCTEeM 3a NPOYYaBarbe€ YHTABOT HU3A CJAEKTPHUHNX
nojaBa y e/eKTPOTEXHHIU HAapOYMTO BE3aHHX 3a €JEKTPHUHHE OCIH-
Jaanuje.

[1pn npoyuaBaty HaBeJ€HE MOjaB€ HCKOPHCTHIH CMO aHaznorajy
usmeljy esekTpuuHe  Mexauuuke nojase. OGpaTHO, HEMOCpPELHA NpH-
meHa Hamer (eHEOMEeHOJOLIKOr MpUHIKNa cama 0o cebu mocTtaB/ba TY
aHanorujy, jep Taj NpUHUMI MO CBOjO] MPHUPOAH o6yxBaTa CBe NnojaBe
caMuHe CTPYKType Yy CMHCIY CacTaB/baiba H3pasa 3a nudeperuujanHo
CTarbe H 3a €JEMEHTapHy aKIH]y.

rTABA WECTA

OnwTe npumeade o peHOMEHOIOIKOM NPHHLIANY

6.1. O6nacT mpuMeHa onumrer (eHOMEHOJOMKOr nHE(pepeHnUjaTHOr NMPHAKATA

Y npeTxojHOM H37arawmy MOKasazu CMO canpxaj onwrer ¢eHo-
MEHOJOWKOT AH(epeHnyjasHor npuHumna (KpaTko o. ¢. 1. n-a) u BHE-
ropy Be€3y Ca TaKO3BaHUM Mdadosum npusnunom. B. Mywmuka
je y cBojo]j Te3u [21] npowMPHO NpHMERY [Ndadosa npuHOKNA HA YHTAB
Hus npo6iema Teopucke ¢usMke. Kako u3 m3aarama . Mymuukor,
TaKko ¥ M3 cagpxaja caMOr NpuHOuNA BUIM C€ Na C€ Ta] NPHHOUI
MOXe NPUMEHHTH Ha NpobJeMe M MHOTAX NpYTHX Hayka. KBanTHa Me€-
XaHMKa, TajacHa MEXaHHKa, CTATHCTHYKA MEXaHHKa, Y KJIACHYHO] H pe-
AaTHBUCTHYKO] HOpMHM — CBE TO Ce€ MOXE NOBE3aTH y (heromenoJo-
wKoM 06aHKY ca O. (. A, 1-OM.

M. IMerpoBuh je y CBOM BeJIHKOM pany [44], ka0 u y mpyrum
cBojum panoBuma [45, 46, 47, 48], HaBeo uuTaB HHU3 KaTeropuja
npuponHnX Inojapa (GopMaNHO NOBE3AHMX MaTeMaTHUKOM OO6panoM.
¥ Toj 0o6Gpapy ce mojaBbyjy H3BecHe aHasoruje Kako uamehy BeJH-
ypHa nomohy KOjux ce BpIIK ONAC (meckpumnuuja) nojasa, TaKo H
u3mely ¢GyHKOMOHATHHX Be3a (MexaHu3Ma) Koje MOCTaBibajy CHOHY
uamely BeauumHa. Y CBOjuM panoBuMa M. IlerpoBuh je o6yxBa-
THO BPAO WHKPOKe 06aacTv NPHUPOLHHMX nojapa, upnehu ux yBEK
U3 OHOT ,GecKpajHor WwapexHu/ia NPUPOXHAX MojaBa“, O KOjUM OH rO-
BOpHM y NpBOj BPCTH YBOXA y CBO] OCHOBHH paj O (peHOMeHONOrnjH
[44]. Ox oxor BpemeHa, Kax Cy H3awiu [MerpoButieBn paxoBu, MPOWLIO
je MHOro BpeMeHa, BpeM€Ha y TOKY Kojer je ,MaTemMaTH3anuja‘ Mpu-
POXHHX NOjaBa MuLIA BPJO GP3uM ¥ HANPENHUM KOpanuMa. Can marte-
MaTHUKe cXeMme foKa3yjy CBOjy Mol y 4MTaBOM Hu3y PasHOBPCHHX Ha-
yuHuX 06aacTH, 4aK W OHJE TJe Ce paHuje TeK NOKasnpaia H3BECHA
TeHZeHIHMja caMo Ka cuctemarusanuju ¢axara. TakBe Cy AMCUHNNHHE
— xemuja, pu3nuka Xxemuja ca OCPOMHOM HYXKHO xuneptpodupasoM
nykaeapaoM dusukom, 6uonoruja, NICHUXOJIOT H]a, NONHTHUKA eKOHOMH]a,
CTaTUCTHKA, COLKOJOrUja Ca TEOPHjOM COHHMjaHMX MOKpETa H ap. Y
cBE Te 06JaCTy U AKO HE YJIa3€ HelOCPEeAHO CTPOre MaTeMaTHUKeE ¢op-
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. .
MyJanuje, UNaK CBe BHIIE NPOAUPY MAaTeMaTHuKe CXeme TAYHHUX JIO-
TMYKHX KOHCTPYKILH]ja.

M. IlerpoBut je y cBOjum HaBegeHum panoBuma y3uMao 3a ¢op-
MUpame CBOjUX MaTEeMaTUUKHUX cXxeMa JAudepennujanue jexHaunse, Koje
ONroBapajy mnojejuHuM nojaBama, ¥ npema GOPMH TUX jeXHAUHHA H
yJI03H OHUX (aKTOpa, KOju yJase y Te jelHAauyHHe, KOHCTPYHCaO je
MaTeMaTHuKH Jeo cBoje ¢enomenonoruje. O.¢. &. M., 0 KoOjeM ce ro-
ZOPH Y OBOM pajy, HMa 3a IHJ/b Aa MOCTABH TAaKaB NPUHIHMN, TaKaB
¥IyT, Koju 6u maBao MoryhHOCT He camO KJacH(MHKOBATH M NPOYUUTH
seh no6uBene nudepenunjanne jennaumne, seh 6um, o6parHo, AaBao
NPaBMJO 3a CaCTaB/bate CaMuX AudepeHnHjadHHX jeJHAUYHHA 4 TO Ta-
KBHX Koje 6u umaye ,HHBapHjaHTaH“ KapaxTep, Tj. KOje 6u oxpaxcapane
NpUPOAY NOjaBe a He caMO MaTeMAaTHUKy (opmy. Y denomenonoruju M.
Ilerposnhia umamo: omuc mojase ca yBohjemeM oxrosapajyhux Bemu-
4MHa, U3 TE€OPHje THX NojaBa NosajMm/beHe AH(PEpeHNH]alHE jeHAYNHE,
CTaB/babe THX jefHauyunHa y ojpelene maremMaTuuxke Kareropuje, pe-
3yATaT MHTErpanmje jelHauWHa W mheroBa aHaimsa. O.¢. A n. ysuma
onuc nojase ca ysoljerrem oarosapajyhux BesnunHa, aHAIH3HPA CTaAhe
CucTeMa M y3pOKe KOjH M3a3MBajy NPOMEHY TOI CTakha H HA OCHOBY
Te aHaIu3€ cacTaB/ba jelaH MaTeMaTUUKH HM3pa3, Ma, Ha Kpajy, Ha OcC-
HOBY HapOYMTOr NPaBHJa, OXHOCHO 3aKOHa (AudepeHnujaanu npupa-
mTaj=rpanujesry), usBoxu AudepennujanHe jenHauwHe npobiema u
CTaB/ba MX Ha pacnoJoxeme MaTemaTHiapy. buna 6u 3a6nyna MUCIUTH
Ja 0. . 1. m. jpaje onmmTe NPABHJIO 3a NPOYYaBamb€ CBHX HHAUBULY-
anHuX mojaBa y npupoxu. He, oH naje caMO MaTeMaTHUKy CXEMY W
nokasyje mra Tpe6a Ja 3HaMO O NPHUPOJHU NOjaBe M O OHUM BeJHUMHamMa
Koje mrpajy oxpeheny yzaory 6O y ONMCHBaIBLY CTamwa nojaBe GuJo
y OHOj aKkuuju Koja CTOju y Be3u €a NPOMEH/LHBUM TOKOM [IOjaBe.
Menu u3raena xa xBa OCHOBHA €JieMEHTa KOju yJase, Kao HEONXOHAHA,
y 0.¢d. x.n. — nudepennujasHO CTame H €JEeMEHTapHA aKumuja — TO
je, yommre, oHaj mMuHuMyM, 0e€3 uMjer 3Hama je yONUTe TEUIKO 3a-
MHCJIUTH HaydHy o6Gpaiy HeKe NpPHPOAHE MOjaBe, KOjy xeaumMO 06-
jacHHTH npema y3pOuHO] BE€3H.

U3 nperxouuor je jacHo pa o6aact npumeHa o.d.J.n-a MOxe
6utn Bpao mmpoxa. Kako umam jom u xpyre uieje, koje 6HX xeneo
paspajuTH, a MOje roiuHe Cy 3HaTHO MOOJAMaKJie, MOPaM C€ 3ayCTaBUTH
Ha M3J0XEeHOM. MehyTuM, KaKo Cy NpuUMeHe TOT NPHHIMNG, Y 06JuKy
rako3Banor Ildadosa npmununa, Beh usBpuiene oX CTpaHe MOjUX Apa-
rHX CcapajHuKa, cmMaTpaM xa Ou cajx OWio OJ KOPUCTH YUHHUTH MO-
Kymaj npuMeHe TOr NpPUHIMNA M y APyruM HaydyHMM o6nacTuma, a
HApOYHTO Yy HykJIeapHOj dusunm.
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Y nmocnexmem 6pojy pedeparuBHor amepuuxor gacomuca [80]
KOjH je CTHrao no 3aBpHIETKY CJliarama OBe KibHre, 0GjaBibeH je pe-
depar M. J. Moravczik-a (Livermore, Calif.) o aucepraunju B. My-
munxor [21]. ¥ ToM pedepaTy HaBemen je MOTMyHM Caipxkaj mome-
uyTor paja Ge3 HKaKBe 3aMepKe H, CacBuM MPABHJIHO, HarJameH
dopmanusam IIdpadose merone: The purpose of this paper is to extend
Pfaff’s formalism to several dimensions and apply it on various do-
mains of theoretical physics.

dopmanusam [1padose merole yBek je OHO NpEIMET pa3MH-
mUbakha OHHX Koju cy ce GaBuau TuM npexmerom. OBy npumen 6y
Z0JajeMo Kako 6HCMO MOTBPAMAM A2 je muTame yTBphuBama Qeno-
MEHOJIOIIKE OCHOBE 33 TY METOAY MOTIYHO AaKTyaaHO. 3aTo HaMm ce
uMHH XA Hac, ¢ jeJHe CTpaHe, MCTHIame CTamha M aKiuje, a c Apyre
CcTpaHe, NpUMebHBathe MPHPOIHOr 3aKOHA IPaJMjeHTa, Y 3HAaTHO] MEpH
npu6auxyjy yTBphuBamy IMpaBe, NpHPOAHE, HEHOMEHOJOMKE Bpel-
HOCTH HOBE METOJE 3a MpoyuaBakha NPHPOJHHX MOjaBa.
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RESUME

Remarques historiques sur le principe de Pfafi. Interprétations
phénoménologiques du principe de Pfaff dans la mécanique générale
du systéme, du corps solide, des fluides et du corps elastique, puis
dans la mécanique des masses variables et dans la physique, notamment
dans l'optique, dans la thermodynamique et dans I’électrodynamique.
Remarques générales sur un principe général différentiel phénoméno-
logique et sur le domaine de ses applications.

PE3IK ME

B nepsoil rsiaBe HacTOsedl padoTh! MPHUBOAMTCA KPaTKas HCTO-
pusl MPUJIOKEHHUH K MEeXaHUKE TeOpuH Juneiinodl nu¢depeHnuanbHol
dopMbl ¥ CBSI3aHHbIX C Hel nuddepenuHanbubix ypaBHeruit. OcHoba-
TesieM 3TOit Teopuu Hauxo cumtaTh Matemaruxa [1dadda. Paccmorpe-
HUE DPOJM, KOTOPYIO MOXET UIPaTh B MPHUIOKEHUAX TEOPUA KaK JiuHel-
HOi OpPMBbI, TaK W ajiropuTMa NOJIyYEHHT COOTBETCTBYIOWMX Aubde-
peHlMasbHEIX ypaBHEHHH, NOKa3biBaeT, 4UTO HA OCHOBAHMU OTOH TEO-
puM MOXeT ObITh YCTaHOBJIEH MPUHIMI, €ro Ha3biBaeM NPUHUUIOM
MMdadda, xOTOPHI MOXKET CAYXKHTh HE TOJHKO B MEXAHHKE HA PANLY
C ApyruMu OGIMMH MPUHUMIAMH MEXaHMKY, HO W B PAa3JMUHBIX 00Ja-
CTAX APYrUX HaykK, riae Tpebyercs yCTaHOBUTH CBsi3b MEXIY H3Me-
HEeHHeM Kaxoro HuOyap sBieHus ¥ (axkTOPaMH, KOTODPbIE BbI3bIBAIOT
3TO u3MeHenue. B c¢Bs3u € 3TuM B paboTe NOJuepKHBAETCH (enome-
Hosoruueckoe tonxopanue xak aubddepennmansuoit Gopmsl, Tak u ee
anroput™a; (opma pasjesnsercd Ha jaBe dacTu: Ha dopmy muddepen-
[HAJIbHOTO COCTOsiHUsL ¥ HA GOPMYy JeHCTBUS, aKUMY, 4 aJifOPUTM, B
rjiaBHOW cBO€U 4yacTu, CTAaBUTCS B CBSI3b C €CTECTBEHHbBIM 3AKOHOM
rpaguenTa. B raxoil 06061eHHON 1 (eHOMEHOIOTHYECKH HCTOJKO-
Banunot dopme npunuun [Ndadda obpaimaercs B o6mwuit penome-
Hosoruyeckuid nuddepenuunanbHblii NpUHLKI, pa3sBUTHE
MPUJIOXKEHUH KOTOPOTO M COCTABJAET CONEPXKAHUE HACTOSUIEH MOHO-
rpaduu.

Bropas raaBa MOCBslEHA APHJIOXKEHUAM K MEXaHUKe, TPeTbA —
NpUIOKEHUAM K HeGecHOll MexaHuKe, WeTBEpPTas — JIBYM BONpOCaM
¥3 MEXaHUKM TOYKM W TBEpJIOr0 TeJia NMEePeMEHHO# Macchl, msras —
Tpem BompocamM (Qu3WKHU: W3 reOMETPUUECKON ONTHKM, U3 TepMOIMHA-
MUKH W W3 9JIEKTPOJAMHAMUKH. B mocienneli rnase npuBeieHbl HEKO-
TOpBlE 3aMeuaHus OOHIero Kapakrepa.
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