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PREDGOVOR 

Predmet ovog magistarskog rada je tzv. grupna funkcionalna jednaeina. Za 

neprazan skup S neka bijekcije 8 1 , , 8„ : S 	u odnosu na kompoziciju (o) 

obrazuju grupu G (G, o). Za zadano polje K sa = If : S 	K} oznatimo 

skup svih funkcija koje preslikavaju skup S u polje K. Pod grupnom funkcionalnom 

jednaCInom podrazumevamo funkcionalnu jednaeinu: 

ai (x) • f (9 1 (x)) + a2(x) • f(0 2(x)) + 	+ an (x) f(O n (x)) = h(x), 

po nepoznatoj funkciji f E za zadane funkcije a 1 , • • . 	E/ihE 	Grupnu 

funkcionalnu jednaeinu odredujemo kao nehomogenu ako je h(x) # 0, odnosno kao 

homogenu ako je h(x) Ea 0. Ako su zadane funkcije a l , , a„ konstantne onda je 

ree o grupnoj funkcionalnoj jednaeini sa konstantnim koeficijentima. Op§tu grupnu 

funkcionalnu jednaeinu uveo je i re,iio S. PREIO [SP2], [S P6]. Pri torn se kao osnovni 
matematieki aparat za odredivanje op§teg reenja javijaju uop§teni inverzi matrica. 

U skladu sa torn einjenicom magistarski rad je podeljen u dve celine. Prva celina 
jesu uop§teni inverzi matrica, druga celina jeste razmatranje grupne funkcionalne 

jednaeine. 

UOPSTENI INVERZI MATRICA. Istorijski posmatrano prvi je E. MOORE 
1920. godine definisao i proueio uop§tene inverze matrica. Do ponovnog uvodjenja i 

proueavanja uopftenih inverza nezavisno su do§li A. BJERHAMMAR 1951. godine i 

R. PENROSE 1955. godine. S. PREgio, u cilju odredivanja opAteg regenja homogene 

grupne funkcionalne jednaeine, nezavisno od navedenih autora 1963. godine uveo 
je i koristio u danainjim oznakama uopiteni {1}-inverz matrice. Oblast uop§tenih 
inverza matrica uspeko se prenela sa matrica na razna podrueija matematike i 
danas se intezivno proueava. Prema podacima sa AMS diskova u periodu od 1940. 

godine do 1995. godine za pojam generalisanih-uopUenih inverza matrica °  vezano 

je 2368 referenci. 

U prvoj celini, ovog rada, u okviru pet delova, uvodi se teorija uop§tenih inverza 
matrica koja se upotrebljava za, razmatranje op6teg re§enja grupne funkcionalne 

jednaeine. 

Prvi deo je uvodnog karaktera i u njemu se razmatra reten oblik jednatine i 
pojam reproduktivnost. Takode, navode se osnovne osobine u vezi sa inverznom 
matricom i KRONEcKERovim-tenzorskim proizvodom matrica. 

° [(GENERALIZ(S)ED HYRUM>) or (PSEUDOUVERSE<S>)] and [MATRIX or MATRICES] 
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GRUPNATIINNCION,ALNA JEDNAINA 	i • iii 
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U01)TENI INVERZI MATRICA 	 3 

1. Uvod  

1.1. Re§en oblik jednacine. Reproduktivnost  

U uvodu dajemo neke osnovne pojmove u vezi sa reknim oblikom jednacine i 

pojmom reproduktivnosti. Jednakosna formula-jednakost jeste formula u kojoj su 

dva izraza t 1  i t2  vezana relacijskim znakom jednakosti (=). Jednaina je jednakosna 

formula J(x) koja sadrii i promenijive koje su naznaeene kao nepoznate sa vredno-
stima u nekom nepraznom skupu S. Reaenje jednacine J(x), po x, je talcav elemenat 

xo  E S za koji je T(J(x 0 )) = T (gde smo sa T oznakili istinitosnu vrednost). Tako 
ako se radi o matrienoj jednakini reknje je matrica (odredenog formata), ako se radi 
o funkcionalnoj jednakini reknje je funkcija (odgovarajueeg domena i kodomena). 

Ukoliko va1i: (3x E 5) J(x), ka'temo da je jednaeina J(x) neprotivureena-

mogu6a po x. Oznakimo sa R = R(J) skup svih elemenata x E S koji zadovoljavaju 

jednaeinu T(J(x)) = T, tada se R C S naziva skup regenja date jednaeine. U 

narednom razmatramo samo moguCe jednacine J(x), tj. takve jednacine J(x) da je 

ispunjeno R(J) 0. Za funkciju (1:), domena S koja uzima vrednosti u S, formula 

x = (D(A) (A E 5), odreduje generalno-opge reaenje jednacine J(x) ako i samo ako 

vale sledeee dye implikacije: 

(1) (Vx E S)(VA E S)(x = (D(A) 	J(x)), 

(2) (Vx E S)(J(x) 	(3A E S)x = 4)(A)). 

Implikacija (1) oznaeava da formula x = (D(A), za svako A E S, daje reknja jednacine 

J(x). Odatle funkcija 1 za kodomen ima skup reaenja R = R(J) C S. U daljem 

razmatranju smatramo da je funkcija sa domenom S i kodomenom R. Implikacija 

(2) oznaeava da je svako reknje jednacine J(x) oblika x = 1(A), za neko A E 

S. Odatle funkcija jeste surjektivna-„na n  funkcija. Posebnim izborom Ao E S, 

sa xo  = .(A0 ) dobijamo partikularno-posebno reaenje jednacine J(x). Nije tetko 
pokazati da se konjukcija formula (1) i (2), koja odreduje formulu op§teg reknja, 
mote zameniti sa jednom formulom: 

(3) (Vx E S)(J(x) .4=> (3A E S) x = 1(A)). 

Odatle reaeni oblik jednacine J(x) jeste jedna6ina (x) data formulom (3A E S) x = 

(I)(A) [SP - MP]. Primetimo da vaii (Vx E S) (J(x) <=*. (x)) i pri tom reknja 

jednacine J(x) mogu se direktno proeitati funkcijom reienja x = (I)(A) : S R. 
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U0P8TENI INVERZI MATRICA. 

x = yo(A) 
yo(x) = cP o yo(A) 
yo(x) = yo(A) = x. 

Sa druge strane proverimo da svako re§enje x jednaeine (5) jeste oblika x = ip(A), za neko 

f ;A; E S. Zaista, za A E S dovoljno je izabrati x. Sveukupno, dokazano je da opite, raenje 

jednaane (5).jeste OA° formulom (6). ■ 

Napomena 1.  Primetimo da za jednaeinu (5) reproduktivne formule. (6) za-

driavaju-reprodukuju resenja: („0(A)IA=. = 40(x) = x. 

Napomena 2.  Ako je neka forMula regenja jednaeine4(x) reproduktivna for-
mula, tada ona predstavlja °pale resenje posmatrane funkciOnalne jednaine. 

Primer 1.3.  MI6 opgte reproduktivno reaenje sledeoe funkcionalne jednaeine: 

f(x) = f(—x), 

u skupu funkcija = {f : R —+ R}. 

Re§enie.  Za funkciju w(II) = i • II(x) + -} • 14—x) vaii ekvivalencija: 

(*) ' 	 .f(x) f (-- ) 	 Az) = ,p(f (x)) = 
1

• f (x) + • f(— 

Proverimo da so,ispunjava uslov reprod.uktivnosti 

''• 

II(x) + II( — x) 

1 + 11( —x)+11(x) 
) o v(II(x)) 	

(P( 	2 
1 	11(x) + 11(—x) 
2 	2 
II(x) + 1I( —x) 

= 
2 

v(11(2)). 
2` 

2 

Na osnovu ekvivalencije (*), primenom teoreme 1.2., zakljuaujemo da je op§te reproduktivno retenje 
dato 

	

1 	1 

	

Az) = V(II)(z) = — 2 	- 
• ri(x)+ — 2 • 11 ( —z), 

gde je II E 	proizvoljna funkcija. Navodimo 	clva. reproduktivna Oblika funkcije so prema 
[SP- BA], koje daju °pita reproduktivna relienja u drugoj formi 

Az) = so(II)(x) = min(11(x), 11(-4)} 	i 	f(r) = (p(II)(x) = max{I1(x), 1I(—x)}. 

Ako je jednacina J(x) zadana kao,reproduktivna jedna:dinkx 5 (p(x), tadase 
opRe rdenje nalazi jednostavno primenom teoreme 1.2. SledeCe tvrdenje se odnosi 
na egzistenciju reproduktivne jednatine. 

Teorema 1.4. (PREgIo) [SP4].  Za svaku mogueu jednaemu J(x) oblika x = 
,g(x), gde je g S zadana funkcija, postoji bar' jedsci..ekviimimutim;Arepro-
duktivna jednaeina x = (p(x), gde je cp : S ---+ S nekaAreprekluktii:tia fsinkot :c1 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



UOPTENI INVERZI MATRICA 	 7 

Na ..kraju razmatranja reproduktivnosti navodimo primer odredivanja, reprodu-
ktivnih reknja CAUCHYjeve funkcionalne jedna6ne. 

Primer 1.5.  Odrediti reproduktivno resenje CAUCHYjeve funkcionalne ,  jedna-

cine: 

(13) 	 f (x + y) = f (x) f (y), 	 x,y E R, 

gde je f : R 	R neprekidna funkcija. 

Raenie. Poznato je, npr. [JA], [MK2], da formula svih neprekidnih retienja CAUCHYjeve 
funkcionalne jednaZine data sa: 

f(x) = ax 	 x E R, 
_- 

gde je a ma koji realan broj. Proverom uslova reproduktivnosti f 2  = f optite neprekidno retenje 
dato sa formulom (14) jeste reproduktivno ako i samo ako a = f(1) uzima vrednost bilo 0, bilo 1. 

,e Sa druge strane, formulu svih neprekidnih reproduktivnih re§enja, prema [SP-AK], motiemo dati i 
sa formulom: 

(1 5) 
	

f(x) = II(1) x 	 x E R, 

gde je II : R 	R, ma koja neprekidna funkcija takva da a = II(1) = f(1) uzima vrednost 0 iii 1. 

.Primetimo da formula (15) zadriava-reprodukuje reAenja: (II(1)x)In. f = f (1) x f (x). 

1.2. Inverzna matrica. KrOnecker-ov proizvod  

tT Oidrp: radii razmatraCemo matrice nad poljem korripleksnih , brojeva C:- Ozna-, 
cirno So :Cm n  skup matrica formata 	x n nad "poljeth konip1ekiiiih 'brijeVa C i x  , 

sa CT" skup matrica formata m x n nad poljem komPleksnih -brbjeva C rattga r. 

Kvadratna matrica A E Cnxn  formata n x n nad poljem kompleksnih brojeva jeste 
regularna matrica ako i samo ako postoji matrica X E Cn" takva da AX = X4 = I, 

gde je I E Cnxn  jedinkna matrica formata n x n. U torn slu't'aju matrica. X se zove 
inverzna matrica matrice A i ozna;tavi, Nije teiko proveriti da ako postoji 
inverzna matrica za datu matricu ona je jedinstveno odredena. 

Navodimo bez dokaza neke poznate, osobine i metode izra6unavanja inverzne 
matrice. Pretpostavljamo da su odgovarajuoe matrice koje se u narednom javijaju 

,,,,, ;jcvadratne i dodatno matrice Ziji se inverzi u narednom javijaju jesu regularise. ;  

) 	= A; 
Adj (A)  

, 	Pet,(A) 
(A.8) -1 =  

(20' \ (A*) -1  = (A- ) * 	A* gde je A konjugovano-transpon ovana matrica; 
(v) A' = ErEr-i. E2E,, gde su 	= 1,2, ... r) matrice elernentarnih tra- 

nsformacija na vrstama matrice A, tako da Q A ---;.(EkEk_i 2. • -.E2 Ei'Y A I; 
.1, 	.1. 
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UOPSTENI INVERZI MATRICA 

2. Osnovne osobine  
uopgtenih inverza matrica  

2.1. Moore - Penrose-ov inverz  

Definicija 2.1.1.  Za matricu A E Cmxn , matrica X E en " m  jeste MOORE-

PENROSEov inverz matrice A, ako ispunjava sistem od sledeee eetiri PENROSEove 

jednaeine: 

(1) A X A = A, 

(2) - ‘ 	 X A X =X, 

(3) (AX)* = AX, 

(4) (X A)* = X A. 

MOORE–PENROSEov inverz matrice A oznaeavamo sa At [RP1]. 

Za brojeve 	, k E {I, 2, 3, 4} ma koje re .knje PENROSEovih jednaeina (i), 

(k) oznakavamo sa A (i —k) . Skup svih reknja oznaeavamo sa A{i, , k}. Napo-

menimo da, u slueaju regularne kvadratne matrice A, MOORE – PENROSEov inverz 

At podudara se sa inverzom A -1  posmatrane matrice. 

Pokazaeemo da sistem PENROSEovih jednaeina (1) - (4) ima najvi§e jedno 

7)nde.,.:,Qnarednim paragrafima ovog dela pokazaCerno da postoji bar jedno reilenje 
posmatranog sistema. Vaii sledeee tvrdenje. 

Teorema 2.1.2. (PENRosE).  Ako sistem PENROsEouth jednaina (1)-(4) ima 

reaenje, ono je* jedinstveno. 

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve matrice X i Y kao rdenje sistema PEN RosEovih 
jednat'ina (1) - (4). Tada 

X = X(AX) (2) Y = (YA)Y (2) 
= X(AX)* (3) = (Y A)* Y (4) 
= XX*A* (*) • = A*Y*Y (*) 
= XX*(AYA)* (1) = (AXA)*Y*Y (1) 
= X X* A*Y* A* (*) = A* X* A*Y*Y (*) 

,X(AX)*(AY)* (*) = (X ANY ArY (*) 
X(AX)(AY) (3) = (XA)(YA)Y (4) .  

= XAY . (1) = XAY , (1) 

Odatle X = Y, tj. reknje PEN aosEovog sistema (1) - (4) jeste jedinstveno. ■ 

Napomena.  U slua'aju nula matrice A = 0 E er n  (nultog ranga), na osnovu 
matricne jednaeine (2), svako raenje je nula matrica At = 0 E 
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UOPSTENI INVERZI MATRICA  

2.3. Mac - Duffee-eva formula za At  

PolazeCi od faktorizacije punog ranga matrice MAC-DUFFEE je dao eksplicitnu 

formulu za MOORE-PENROSEov inverz At matrice A. Va2i sledeCe tvrdenje. 

Teorema 2.3.1.  Neka je data matrica A E erm" ranga 0 < r < min{m,n} sa 
faktorizacijom punog ranga A = C • D, gde su C E Crn" r  i D E Cr xn . Jedinstveno 

rthenje PENROSEovog sistema (1) - (4) dato je formulom: 

(6) 	 At = D*(C* AD*) -1 C*. 

Dokaz.  Dokaiimo da je kvadratna matrica C*AD* = C*C • DD* regularna. Za to je 

dovoljno dokazati da su kvadratne matrice C*C i DD*, reda r, regularne. Poznato je da 

za proizvoljnu matricu B E Cm"vazi rank(B) = rank(B*) = rank(B*B) = rank(BB*) 

[X1/1]. Samim tim C*C E Crr xr  i DD* E cxr. Odatle, zakljueujemo da postoji inverz 

(C*AD*) -1  = (C*C • DD*)-1  = (DD*)-1  • (C*C) -1 . Dalje, dokaiirno da matrica X = 

D*(C*AD*) -1 C* = D*(DD*)-1  • (C*C) -1 C* ispunjava PENROSEOVe jednaEine (1) - (4). 

Proveravamo redom 
(i) AXA = CD • D*(DD*) -1 (C*C) -1 C* • CD = CD = A. 

(ii) X AX = X - analogno. 
(iii) (AX)* = (CD • D*(DD*) -1 (C*C) -1 C*)* = (C(C*C)-1 C*)* = C(C*C)-1 C* = AX. 

(iv) (X A)* = X A - analogno. 
Sveukupno matrica X jeste re§enje PENaosEovog sistema (1) - (4). Na osnovu teoreme 
2.1.1. raenje je jedinstveno. Odatle zaldjutujemo X = At. ■ 

Posledica.  Ma koji podsistem .PENROSEovog sistema (1)-(4) jeste moque sistem 

jednaina C'ije je jedno regenje MOORE-PERNOSEov inverz. 

U sluaaju nula matrica A = 0 (r = 0), prema napomeni uz teoremu 2.1.2., vatii 
At = 0. Navodimo bez dokaza neke osnovne osobine MOORE-PENROSEovog inverza. 

Teorema 2.3.2.  Za svaku matricu A E Cnxn  

(a) 
	 (At)t = A ,  (A*)t = (At ) * , 

• (b) 	 At = (A*A)tA* = A*(AA*)t. 

Napomena.  Formula navedena u teoremi 2.3.2 pod (b) omogueava da se MO-

ORE-PENROSEov inverz nekvadratnih matrica raeuna pomodu MOORE-PENROSE-

ovog inverza kvadratnih matrica manjeg formats [TS], [By]. 
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Teorema 2.4.2. (0P§TI {2} -iNvERZ)  Neka su za matricu A E C' odredene 
regularne matrice Q E Cmxm  i R E C"n  takve da vaii (8). Matrica X E Cnxm  

oblika (9) ispunjava matricnu jednacinu (2) ako i samo ako matrice X0 E Crxr , 
xi. E crx(m-r) , x2 E  C(n-r)Xr i X3 E C(71-7)X(M-r)  ispunjavaju rnatriene jednaeine: 

(11) Xo = Xo A XoXi = X1 A X2X0 = X2 A X3 = X2 X1. 

Dokaz.  ReSenje matriene jednaeine (2) traiimo u obliku (9) gde su Xo E crxr,  

Xl E Cr X (m-r)  X2 E c(n-r)xr  i X3 E C(n-r)x(m-r)  odgovarjuee podmatrice matrice 
X. Zamenom matrice X u matrienu jednatinu (2), matrica X jeste re§enje matriene 
jednaeine X AX = X ako vaii 

P[ 
 X0 x1   

Q Q

_ i  [I, 0  p-1 p  X0 Xyl  Q= p I  X0 1 n 
X2 X3 0 0 j X2 3 L X2 X3 ‘‘6  

odnosno ako vaie matricne jednatine (11). Obratno, svaka matrica oblika (9), za koju 
podmatrice Xo , X1 , X2 X3 ispunjavaju matri'ene jednatine (11) jeste re§enje matriene 
jednaeine (2). Odatle dobijamo tvrdenje teoreme. ■ 

Posledica. (0P§Ti {1,2}-INvERz)  Za matricu A E Crm" neka su odredene re-
gularne matrice Q E Cmxm  R E Cn" takve da vazi (8). Matrica X E Crum  oblika 

(9) ispunjava matriene jednaine (1) i (2) ako i samo ako vaii: 

I  I, 	X1 	I 
I.  X2 X2 • X1 

gde su X 1  E Crx(m-f)  i X2 E C(n-r)xt  proizvoljne podmatrice. 

Neka su za matricu A E Cm x n odredene regularne matrice Q E Cmxm  i R E CnxTh 
 elementarnim transormacijama iz (7). Formirajmo blok matrice: 

  

S2 	 Ti 2'2 
s4  (Si E Cr" ) 	P* P = [  r7,3 	I (T1  E crxr). 

.1. 	-1 4 ( 13 ) Q • Q* = 
[

S3 

  

(12) X = P 
33  

Q , 

Neposredno se proverava da su matrice Q • Q* E Cm' i P* • P E  cnxn hermitske. 
Odatle dobijamo redom jednakosti 

15"; = S1, S2 = 193, S4 = S4 i  Ti = T1 , T2* = T3 i T4 = 714 . 

Samim tim su i podmatrice Sl , 54 1  T1 i T4 hermitske. Dalje, koristimo tvrdenje da 
ako je A regularna linearna transformacija unitarnog prostora C, tada su i linearne 
transformacije A* o A i A o A* pozitivno definitne [VP1/11, str. 311. Samim tim 
na osnovu regularnosti matrica Q i P sleduje pozitivna definitnost matrica Q* • Q i 
P • P*. Odatle sleduje i pozitivna definitnost podmatrica S4 i T4 [VP2]. U daljem 
razmatranju koristimo samo posledicu pozitivne definitnosti da su matrice S4 i T4 
regularne. 
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Sto se raeunom mole dovesti do oblika 

I  /9. 0 1 	Xr; X; 1 p* p = p* p 	XO X1 1 	Ir 	1 
Lo oj 	X* X* J 1 	3 	 I.  X2 X3 	1.  0 0 

Odatle, na osnovu (13), vale matriene jednaeine (16). Obratno, svaka matrica oblika (9), 
za koju podmatrice X0, X2 ispunjavaju matriene jednatine (16) jeste rdenje matriene 

jednaeine (4). ■ 

Posledica. (0P§Ti {1, 4}-INvERZ)  Za matricu A E (Cm" neka su odredene reg-

ularize matrice Q E Cm "' i R E en" takve da vaii (8) i neka je odredena matrica 

Q • Q* u vidu blok matrice (13). Matrica X E Caxm  oblika (9) ispunjava matricne 

jednacine (1) i (4) ako i samo ako vazi: 

I, 	Xi  
(17) X = P 

	

	 Q. -Tz 1 T3  X3 

za proizvoljne podmatrice X 1  E Cr x  (m-r) 
i x3 E  c(n-r)x(m-r) .  

Teorema 2.4.5. (MOORE-PENROSE-0v INVERZ)  Neka su za matricu A E Cmxn 

odredene regularne matrice Q E i R E Cn" takve da vaii (8) i neka su odre-

djene matrice Q • Q* i P* P u vidu blok matrice (13). Matrica X E Cnxin  oblika 

(9) ispunjava sistem PENROSEovih jednacina (1) - (4) ako i samo ako je oblika: 

Ir 	—S2SZ 1  
(18) X = = P -T4'T3 T14 3  T S 2 S

- 1 

Dokaz. Direktno na osnovu posledica prethodne tri teoreme. ■ 

Prema V. P 	[VP2] metod predstavljanja uopkenih inverza u obliku blok matrica 
potke2  od C. RoHDEa [CR]. Na kraju ovog paragrafa napomenimo da matrica (10) pre-
dstavlja opgi {1}-inverzjer svaki {1}-inverz mote se prikazati u navedenom obliku. U tom 
smislu moiemo reei da matrica (12) predstavlja opati {1, 2}-inverz, odnosno matrica (15) 
predstavlja opali {1, 3} - inverz i matrica (17) predstavlja opali {1, 4} - inverz. U literaturi 
se javljaju i drugi oblici „opatih inverza". Navodimo „opfte inverze" koji se dobijaju iz 

singularno vrednosne dekompozicije (SDV) realne matrice 

rE 0 1 VT,  
A = U L 0 	0 .1 

pri temu su U, V odgovarajuee ortogonalne matrice i E dijagonalna podmatrica sa realnim 
singularnim vrednostima ai(A) > (•2(A) > > c.(A) > 0. Tada, prema [ABI-R13], opsti 
{1}-inverz je dat u obliku blok matrice 

X =V
{E - ' Xl  U i T 

X2 X3 

2 TAKODJE U RADU S. PREgIe-A [SP2]{1}-INVERZ PRESDTAVLJEN JE U OBLIKU BLOK MATRICE 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



U0PgTENI INVERZI MATRICA 	 17 

61 	—2 

—19 6 	54 

—19 	[ 
6 	= T3 T4  

T1 T2 I 

odredujemo matrice X0 
= = 10  01  , X1  = _S2S4 1  

MOORE-PENROSEov inverz At = P [  

9 1  
—4 

 =[ 	
SQ2 4

J  

6 

= [ -33  , X 2 = - TZ 1  T3 = [ ---91  

X0 X1  1Q dat je so matricom: 

29 —12 
QQ* =[  —12 5 

9 	—4 

9 
p*p= —2 1 

x3  = x2x1 = [A]. X2 X3 

	

1 0 —3 	1 	0 	"1- 

	

At = —2 1 6 	0 	1 	.2 

	

0 —3 	d 	_15 
3 	 9 	108 

5 —2 

1 

—2 
1 

—2 

0 
0 
1 

-61 

0 
1 

 6 

11 
31

6 

36 

-3213 

— 
10 
36 

2.5. Neke primene {1}, {2}, {3}, {4} - inverza u obliku blok matrica  

Navodimo dokaze nekih poznatih tvrdenja korikenjem {1}, {2}, {3}, {4} - inve-

rza u obliku blok matrica. Kao doprinos dokazi su jednostavniji od dokaza navedenih 

u monografijama [ABI-TG] i [SC-CM]. Va .ti pomoCno tvrdenje. 

Lema 2.5.1.  Za matricu A E Cm" neka su odredene regularne matrice Q E 
i P E enn" takve da je QAP = Er . Tada 

  

i AA (1)  = Q-1  { Ior 
X1  1 

7n X M 

 

(19) 	A (1)  A = P
Ir 

I.  x2 0° 	
p-1 

nXn 
Q, 

  

   

gde su X 1  i X2 ma koje matrice odgovarajudeg formata. 

nnxn Dokaz. Neka su odredene regularne matrice Q E  Cmnixm P E  ctakve da je 

QAP = E. Tada je A = Q -

1Erp-1 = Q-1 [  1.0r 00 I p-1 Prema teoremi 2.4.1. ma 

ir I xi  koji {1}-inverz matrice A moiemo odrediti u obliku A( 1) = P [ X2 I X 	Q, gde su 

X2 i X3 proizvoljne matrice odgovarajuCeg formata. Direktno, blokovskim mnoienjem 

matrica A i AO-) sleduju navedene formule (19). ■ 

Na osnovu formula (19), prethodne leme, dobijamo da vaie sledeCa dva tvrdenja. 

Teorema 2.5.2.  Za matricu A E Crnixn  vaii: 

(20) rank(A (1) A) = rank(AA (1) ) = rank(A). 

Teorema 2.5.3.3  Za matricu A E Cnr " vase ekvivalencije: 

(21) A(1)A=   r = n, 

(22) AA(' ) 	r = m. 

3TVRDJENJE 0 LEVOM I DESNOM INvERZU 
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koja reSenja sistema matrienih jednaeina (11). Pretpostavka rank(A) = rank(A( 2)) = r 
ekvivaletna je sa jednakoku 

rank (P r  X°  
X2 

X1  IQ) = rank ({  X° X1 
 X2 X3 X3 	 I) X 2  = rank(  XXo 20

[ XoXi 1) = 
X2X3X1 _I I 

    

S'to je ekvivaletno sa 

Xo 	X0X1 [ rank X 2 X 0  — X 24 0 
X 0  XoXl. I)=rank 0 1 \ = r.   ([  X°  ]) = rank ([ 

0.1) 	0 	0 	 0 	j ) 

Na osnovu rank(Xo) = r matrica Xo je regularna i na osnovu matriene jednatme Xo = Xo 
vaii X0 = If . Samim tim, prema teoremi 2.4.1., vaii A (2)  = X E A{1}, tj. ispunjen je 
uslov (i). 

(iii) A (i) = ( ii)  Za matricu X = A( 1 ) pretpostavimo da je rank(X) = rank(A) = r. 
Neka su odredene regularne matrice Q E Cnimxm  i P E Cnn " takve da je QAP = Er . Prema 
teoremi 2.4.1. vaii A(') = P [ X2 X3 

 Q, za ma koje matrice X1, X2 i X3 odgovarajueeg 

formata. Pretpostavka rank(A( 1 )) = rank(A) = r ekvivaletna je sa jednakoku 

rank (P[ ,Ir
2 A3 

 iQ) = rank ([ 
 A 2 A 

X.„3  1  ]) = rank({ 	  
A 	 0 X3 - X2 X1 	= 

na osnovu koje ustanovljavamo X3 = X2X1. Odatle, prema teoremi 2.4.2., vaii A( 1 ) = 
X E A{2}, tj. ispunjen je uslov (ii). ■ 

Teorema 2.5.5. predstavlja odgovarajueu teoremu 2 monografije [ABI-TG] (str. 
12), pri torn, kao doprinos, dokaz je izveden prema metodi iz elanka [VP2]. Takode, 
kao doprinos, dajemo direktan dokaz odgovarajuee teoreme 4 monografije [ABI-TG] 
(str. 21). U ovom radu, navedena teorema, koristi se u paragrafu 3.3. 

Teorema 2.5.6. (URQUHART)  Za matricu A E Cm" vaii: 

(24) 	 At = A(1 '4)A A(1 '3) . 

Dokaz.  Neka su odredene regularne matrice Q E ern  i P E 	takve da je 
QAP = Er. Pri torn neka su matrice PP* i Q*Q predstavljene u obliku blok matrica 
(13). Zapisujuei matricu A( 1,4) u obliku (17) i matricu A(1,3) u obliku (15), blokovskim 
mnoienjem 

 
A( 1,4) • A • A(1,3) 	

i", 
 

—Tq T3 
X1 

 I
Q A P 1 Jr  — S2 SZ 1  Q

A. 3 X2 	X3 I 

—TV 	T3 [ 

P r 
-T41 T3  

— 525Z i  1 
X3 Q 

   

	

— S2 ,571 		Q.  
T'TqS9S -1  4 	- - 4 

  

    

Rezultat je MOORE-PEN ROSEOV inverz At dat u obliku formule (18). Navedeno dokazuje 
da vaii formula (24). ■ 
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Napomena 1.  R. PENROSE u Elanku [RP1] iz 1955 dao je opgte resenje u re-

produktivnom obliku: 

(4) X = f(Y) = A (1) D B (1)  + Y — A (1)  AY B 13(1) 	E  Cnxp) ,  

Kao doprinos navedena formulacija prethodne teoreme je gira u odnosu na originalnu 
formulaciju iz aanka [RP1] jer obuhvata kako reproduktivna regenja, tako i ostala 
regenja. 

Napomena 2.  Opgte resenje matri6ne jednacine (1), pre PENROSEa, razmatrao 

je i BJERAHMMAR u aanku iz 1951 [AB2] (kao i u knjizi [AB1]). °pale resenje je 
dato u funkciji od dve matrice: 

(5) X = 	Z) = A (1) D BO )  + (I — A (1)  A)Y Z (I — BB (') ) (Y, Z E  cxp) .  

Napomenimo da je veza izmedu formula (4) i (5) data so: f(Y) (1)(Y,Y BB(' ) ). 

Kao neposrednu posledicu teoreme 3.1.1. dobijamo da za linearne sisteme vaii 
naredno tvrdenje. 

Teorema 3.1.2.  Za matricu A E Cmxn  i vektor b E 	linearan sistem: 

(6) =g, 

je mogue po vektoru E Cn  ako i samo ako za ma koji {1}-inverz A{' vazi uslov: 

( 7  ) 
	 AA(' )g = g. 

Ako je vektor x o  E Cn neko posebno resenje linearnog sistema (6), tada je °pate 
resenje dato u obliku: 

(8) x = 	— Al1 1 A g .  (g E Cn). 

Opgte reproduktivno resenje linearnog sistema (6) je dato u obliku: 

(9) Aorg + g — AP) A g ( EC). 

Primer 3.1.3.  Za matricu i vektor 

1 2 3 1 
A= 4 5 6 i b= 2, 

7 8 9 3 

ti 

naei opgte resenje linearnog sistema 
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Dokaz.  Neka je X = A( 1) ma koji {1}-inverz matrice A. Tada, za svaki vektor b za 

koji je sistem Ax = b moguC, na osnovu uslova AA( 1 )b' = b, zakljueujemo da je vektor 

A( 1 )b = Xb jedno njegovo rdenje. Obratno, birajmo vektor bi = A() kao j-tu 

kolonu matrice A (j = 1,...,n). Tada je sistem Ax = bi mogue za = ej i neka je 

vektor zj  = Xbi reknje posmatranog sistema. Samim tim iz Azj = bi zakljutujemo 

AX A13) = (j = 1, , n). Odatle je AX A = A, §to dokazuje da je X {1}-inverz. ■ 

3.2. Formule re§enia nekih matrienih iednaeina  

U prethodnom paragrafu pokazali smo na koji naein, pomoeu {1}-inverza, nala-
zimo op§te reknje mogueih linearnih sistema. U ovom paragrafu pokazaeemo da se 
na osnovu teoreme 3.1.1. mote naCi reknje nekih matrienih jednaeina, kao i da je 
moguee dati karakterizaciju nekih klasa uop .Renih inverza. 

S. PRE§Ie je u elanku [5P3] iz 1963 godine dokazao naredno tvrdenje. 

Teorema 3.2.1.  Za kvadratnu matricu A E C7 xn  i matricu B E A{1} vane 

ekvivalencije: 

(i) AX = 0 < 	> (3Y E  Cnxn) X = Y — BAY, 

(ii) X A = 0 < 	> (By  E Cnxn
) X =Y — YBA, 

(iii) AX A = A <-4. (By  E enxn ) X = B -FY — BAY AB, 

(iv) AX = A <—> (By E  Cnxn) X = I -FY — BAY, 

(v) X A = A <---> (By  E Cnxn ) X = I + Y — Y BA. 

S. PREgie, u radu [SP4] iz 1968 godine, pojam reproduktivnosti proSirio je na 
proizvoljne jednaaine i uveo je postupak „ureproduktivljavanja" nereproduktivnih 

rdenja. Tako na primer, op§ta rdenja (iii) — (v) prethodne teoreme jesu nerepro- 
duktivna. Navedena reknja dobijaju se direktno prema proAirenoj PENROSEovoj 

teoremi4  3.1.1. M. HAVERIo u tezi [M H1] razmatrala je navedeni postupak „ure- 

produktivljavanja". Tako, sva reproduktivna op§ta rdenja matrienih jednaeina 
prethodne teoreme data su narednim tvrdenjem [PA H2]. 

Teorema 3.2.2.  Za kvadratnu matricu A E Cnr " i matricu B E A{1} vale 

ekvivalencije: 

(i) AX = 0 	(3Y E en") X =Y — BAY, 

(ii) X A = 0 <==>. (3Y E Cnxn ) X = Y — YBA, 

4 NAPOMENIMO DA DOBIJENA RESENJA NE SLEDE DIREKTNO IZ ORIGINALNE PENROSE-OVE 

FORMULACIJE IZ 1955 GODINE 
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Dokaz. Neka je X E A{1,4}, dokazujemo da matrica X ispunjava matrienu jednaeinu 

(14). Zaista 
A ( 1 , 4 )A = A(1  '4)  A X A = ( A( 1 '4)  A)( X A) = (A (1 '4)  A) *  ( A X )* 

= A* ( A(1,4))* 4 A * * A = (A A (14)  A) *  X *  = A*X* = (XA)* = XA. 

Obratno, neka je matrica X regenje matriene jednaeine (14). Tada vazi AX A = AA( 1 '4)A 

= A, tj. X E Sa druge strane iz XA = A( 1,4)A sleduje (X A)* = (A(1,4)A)* = 

A( 1,4)A= XA, tj. X E A{4}. Sveukupno zakljueujemo da X E A{1,4}. ■ 

Kao posledicu teoreme 3.1.1.i prethodne teoreme dobijamo karakterizaciju {1, 4}- 
inverza u obliku skupa: 

(15) A{1,4} = {A(1,4) + Y(I — A (1,4) A) I Y E 

Neka je A E C" matrica ranga r > 1. Za prirodan broj 0 < s < r oznaeimo sa 

A{1, 	, k} skup svih 	, kb-inverza ranga s. Tada vaZ1 naredno tvrdenje. 

Teorema 3.2.5. (STEWART)  Za matricu A E C?mx " ranga r > 1 i prirodan broj 

0 < s < r vazi: 

(16) A{2}, = {X I (3Y E IC,nxs )(3Z E Cr rn ) X = YZ A ZAY = 

Dokaz. Neka je X E A{ 2}s  proizvoljna matrica ranga s. Koristeei faktorizaciju punog 

ranga postoje matrice Y E 	i Z E q xm  takve da je taeno X = YZ. Prema teoremi 

2.5.3. vaL Y( 1 )Y = is  i ZZ( 1 ) = Is . Primetimo da je uslov X AX = X ekvivalentan sa 

YZAYZ=YZ. Mnoieei prethodnu jednakost sa leve strane sa y( 1 ) i sa desne strane sa 

Z( 1 ) dobijamo da vaii i drugi uslov ZAY = Is . Obratno, neka je X = YZ i ZAY = 

za neke matrice Y E Cn," i Z E Cs xm . Proverimo da je X {2}-inverz ranga s. Zaista 

XAX = YZAYZ = YI 5 Z = YZ = X. Dalje iz ZAY = Is  mnoieei sa leve strane sa Y 

dobijamo jednakosti YZAY = XAY = Y, na osnovu koje zakljueujemo s = rank(Y) < 

rank(X). Sa druge strane iz jednakosti X = YZ zaldjueujemo rank(X) < rank(Y) = s. 

Sveukupno matrica X je ranga s. ■ 

Kao posledicu teoreme BJERHMMARa i prethodne teoreme dobijamo karakteri-
zaciju {1, 2}-inverza u obliku skupa: 

(17) A{1, 2} = A{2}, = {X I (3Y E C.7")(3Z E C rr xm ) X = YZ A ZAY = 

Na kraju ovog paragrafa navodimo, bez dokaza, tvrdenje koje je dokazala M. 

HAVERI6 u [MH3j. 

Teorema 3.2.6.  Za matricu A E Cm " ranga r > 1 i prirodan broj 0 < s < r 

vaii: 

(18) A{2,3}, = {X I (3Y E Cr) X= Y(AY) (1 '3)  A AY E qnxs }, 

(19) A{2, 4} 3  = {X I (3Y E Cr) X = (AY) (1 '4)Y n YA E qxn}. 
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Lema 3.3.1.  Neka je data matrica A E Cm  " i vektor b E Cm . Tada za 

proizvoljni vektor x E Cn 	jednakost: 

(25) — -1;11 2  = II Ax — AA (1 '3) glI 2 	lib - AA (0) E11 2 . 
Dokaz. Primetimo da vale sledeCe jednakosti 

A = AA(1 '3) A A (AA(1 ' 3) ) *  = AA(1 '3) . 

Odatle dobijamo da vaZ'e sledeee dye jednakosti: 

(26) — AA(1 '3) )*A = 	— AA(1 '3) )A = A — AA(1 '3) A = 0, 

(27) A* (I, — AA (1 '3) ) = A* (I, — AA (1 '3) )* = ((Im  — AA (1 '3) ) A)* = 0, 

koje demo koristiti u raeunanju vrednost izraza 	— bII 2  = tr ((Ai — li)* • (Ai — E) 

osnovu prethodnog zakljueujemo 

• tr (Ai — ii)* • (Ai — 

• tr 	— A( 1,3)1;)*A* — 	— AA( 1,3))*) 

((Ai— AA( 1 '3)b) — (/, — AA( 1,3))0) 

• tr ((Ai — AA( 1,3)g)*(Ai — AA( 1,3)[;)) 

- tr (6* 	— AA(1 '3) )*A 	— A( 1,3)r))) 	(ANULIRA SE PREMA (26)) 

- trai — A(1,3)6)* • A*(Im  — AA (1 '3) ) 	(ANULIRA SE PREMA (27)) 

tr((6. — AA( 1,3)r))*(g— AA( 1,3-1;)) 

= 	AA(1,3) E11 2  + 	AA ( 1,3)b1 1 2 . 

Sveukupno, dokazana je jednakost (25). ■ 

Dokazujemo dva tvrdenja koje karakterigu srednje kvadratna rdenja sistema 
linearnih jedna6ina (22). 

Teorema 3.3.2.  Neka je data matrica A E Cmxn  i vektor b E Cm . Vektor 

E Cn  jeste srednje kvadratno resenje sistema linearnih jednaaina (22) ako i samo 
ako je vektor resenje matriane jednacine: 

(28) 

Specijalno vektor: 

(29) 

= (AA (1 '3) ) • g. 

= A( 1-3) g 
jeste srednje kvadratno resenje sistema linearnih jednaeina (22). 
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Teorema 3.3.5.  Neka je data matrica A E Cmxn . Ako je M E Cnxin  takva 
ti 

matrica da za svako b E cCn  vektor: 

(34) x= Mb 

predstavlja re§enje minimalne norme sistema 	g, tada je matrica M jedan 

{1,4}-inverz matrice A. 

R. PENROSE, u radu [RP2], uveo je najbolje aproksimativno raenje  sistema (22), 

kao onaj vektor xo  E Cn  za koji je ispunjen uslov: 

(35) (Vi) (11Aio — 	< IIAx — 	IIAE — bII =11A270— Ell A 11411 	1140)- 

A. BEN-ISRAEL i T. GREVILLE, u monografiji s  [ABI-TG], definiai vektor xo E cn  

kao srednje kvadratno regenie minimalne norme  za sistem (22), ako ispunjava uslov: 

(36) (Vi) (11Aio—R 5- HAE- 6 11 A ((x io A 	= 11 11E0411) 	Il xoll < PO. 

Nije te§ko proveriti da su uslovi (35) i (36), za vektor x o  E Cn , medusobno ekviva-
letni. Samim tim, najbolje aproksimativno rdenje se podudara sa srednjim kvadra-
tnim rdenjem minimalne norme. 

Na kraju ovog paragrafa dokazujemo osnovno tvrdenje kojim dajemo odgovor na 
pitanje6  Kakav odgovor daje vektor Atb ? (formiran pomoeu MOORE-PEN aosEovog 

inverza). 

Teorema 3.3.6. (PENROSE).  Vektor x E Cn  jeste srednje kvadratno resenje 
minimalne norme matriC"ne jednaaine (22) ako i samo ako je vektor x reaenje ma-
trie-ne jednaaine (28). Vektor: 

(37) = Atg 

jeste srednje kvadratno re§enje minimalne norme sistema (22). 

Dokaz.  Prema teoremi 3.3.2. srednje kvadratna reknja sistema linearnih jednaeina 
Ax = b podudaraju se sa reknjiraa sistema Al = (AA( 1,3)) -6.. Prema teoremi 3.3.4. 
reknje sa minimalnom normom sistema Al = (AA(1 '3)b) podudara se sa rdenjima sistema 
Ai = (AA( 1 '4)) • (AA( 1,3)ii) i pri torn je sa sa vektorom: 

(38) x = (A(1 t4)  AA (1 '3)) 

dato je srednje kvadratno re§enje sa minimainom normom polaznog sistema Ai = 
Saglasno URQUHARTOVOj teoremi vektori (37) i (38) se podudaraju i odatle sledi tvrdenje 

teoreme. ■ 

Napomenimo da MOORE-PENROSEov inverz ima znaZajne primene u mate-
mati6koj statistici. Tako na primer MOORE-PENROSEov inverz se koristi u regre-
sionoj analizi [SC-CM] i ocenjivanju parametara u linearnim modelima [SS-DC]. 

s NA OSNOVU DEFINICIJA SREDNJE KVADRATNOG RE§ENJA I REftNJA MINIMALNE NORME 

6 KOJE ODGOVARA NASLOVU PARAGRAFA 2.1. MONOGRAFIJE [SC-CM] 
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afinog potprostora. 
Re§enie.  Na osnovu primera 2.4.6. op§ti {1}-inverz je dat u sledeeem obliku 

Primer 3.4.2. Za matricu A = 4 [
1 

7 

2 
5 
8 

3 
6 
9 

odrediti opsti {1}-inverz u obliku 
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Teorema 3.4.1.  Za svaku nenula matricu A E C"" n  opsti {1}-inverz A (1)  = 

A( 1)(t1,...,tk), dat sa formulom (41), jeste afini prostor dimenzije k = m • n — r2 

 vektorskog prostora matrica Cm". Pri torn direktrisa D, data formulom (44), ne 

podudara se sa afinim prostorom opReg {1}-inverza A('). 

A( 1 ) Q 
1 	0 	-3 

-2 	1 	6 
[ 	

I 	0 	-3 3 

[ 
X2 X3 

ti 	{ 5 	-2 0 
t2 	• 	-2 	1 	0 	= 
t5 	1 	-2 1 

1 1 0 
• 0 	1 

t3 	t4 

(t1 - 15t3 + 6t 4  - 3t5 + 5) 

	

[

(-2ti + 6t3 - 3t4 • 6t 5  - 2) 	(t1 - 3t5) 

(-2t1 + t2 + 30t3 — 12t4 + 6t5 - 12) (4t1  = 	 - 2t2 - 12t3 + 6t4 - 12t5 + 	5) (-2t1 + t2 + 6t5) 

(3 t1 - 15t3 + 6t4 - 3t5 + 13-) 	(- Iti + 6t3 - 3t4 + 6t5 - I) 	(Pi - 3t5) 

pri eemu u prethodnom zapisu ueestvuje k = 3 • 3 — 2 2  = 5 nezavisnih parametara ti. Odatle 
dobijamo dekompoziciju 11}-inverza u obliku afinog prostora 

A (1) 	= 
5 

-12 _ 20 
3 

[

-15 
30 

-15 

-2 
5 

8 
3 

6 
-12 

6 

0 
0 
0 

0 l 
0 
0 

+ 

• i3 

1 
-2 

4 — 3 

+ 

-2 
4 _ 8 

3 

6 
—12 

6 

1 
-2 

4 
3 

-3 	0 
6 	0 
-3 	0 

• ii + 

• 4- 

0 	0 
1 	-2 
0 	0 

-3 
6 
-3 

0 
1 
0 

6 
-12 

6 

• t2 

-3 
6 
-3 

• i5 

= C + Bi • t1 + B2 • i2 + B3 • i3 134 • 4 + B5 • is. 

Pri tome, direktrisa D(ti, ...,t 5 ) = 	-FB2t2 -1-B3 t 3 -FB4 t 4 -FB5t5 jeste 5-dimenzionalni potpro- 

stor 9-dimenzionalnog vektorskog prostora C x  , koji se ne podudara sa afinim prostorom AO). 

3.5. Re§avanje sistema linearnih iednaEina  

pomoau speciialnih izbora {1}-inverza matrice  

Neka su dati matrica A E C" i vektor b E Cm  tako da je sa njima odreden 
mogue nehomogen sistem linearnih jedngina: 

(45) A • x = g. 

Za matricu A E C rin x n postoje regularne matrice Q E Cmxm  i P E C"n takve da je 

Q AP = Er . U paragrafu 3.4. pokazali smo da je 006 oblik {1}-inverza A( 1 ) dat sa: 

(46) A(1)  = P [ X1 1  Q 
X2 X3 

gde su X1 = [Xij] X2 = [yij} i X3 = [zij] matrice u kojima uC'estvuje ukupno k = 
m-n—r2  medusobno nezavisnih promenljivih. Vektorski prostor re6enja sistema (45) 
jeste (n — r)-dimenzionalni potprostor n-dimenzionalnog prostora Cn npr. [PT-A1)]. 
U ovom paragrafu odredujemo minimalni broj medusobno nezavisnih promenljivih 
iz X1 , X2 i X3 tako da je opRe res'enje sistema (45) dato formulom: 
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za n - r zavisnih promenljivih T1  = Zi.•=1 b=yi  t , 	, rn—r = 	b:Yn-ri iskazanih 
preko nezavisnih promenljivih yij. Buduei da se radi o nehomogenom sistemu postoji 

bar jedna nenulta koordinata 0 vektora g' = Qb. Za prethodno odredenu j-tu 

koordinatu izborom matrica: 

o 	• • • 	o 	o 	• • • 	I, o 	• • • 	o 

(50) 	X1  = 	: •• 	: , X2 = 	 , X3 = 

0 • • • Yn-ri  o 	.• • 	0 	 0 	 0 	• • • 	0 

dobijamo Tl  = yii , 	, Tn_r  = yn _ r  kao linearno nezavisne promenljive. Za tako 
odredjeno re§enje, pomoeu formule (47), dobijamo (n - r)-dimenzionalni potprostor 
vektorskog prostora re§enja 7 . Samim tim, za specijalan izbor blok matrica (50) sa 
formulom (47) dobijamo ceo vektorski prostor re§enja sistema (45). 

Zakljueak  Neka su dati matrica A E Crn i vektor b E 	tako da je sa njima 
odreden moguo nehomogen sistem linearnih jednaina (45) i neka su Q E Cm' i 

P E  Cnxn regularne matrice takve da je QAP = Er . Neka je formulom (46) dat 

opgi oblik {1}-inverza gde su podmatrice Xi, X2 i X3 po koordinatama date sa 

medusobno nezavisnim promenljivima. Formula (47) odreduje opsgte regenje sistema 

(45) sa najviee r n - r2  nezavisnih promenljivih. Ta6an broj promenljivih je dat 
brojem q = (r - s) (n - r), gde je sa s oznaeen broj nula koje se javljaju u medu 

prvih r koordinata vektora = Q • b. Izborom podmatrica X1, X2 i X3 u obliku (50) 

dobijamo ()pate resenje sistema (45) sa minimalnim brojem nezavisnih promenljivih. 

Primer 3.5.1.  Odrediti op.§ta resenja linearnih sitema: 

   

	

[ 1 2 3 4 	x 

	

5 6 7 8 	y 

	

9 10 11 12 	z 

	

13 14 15 16 	w 

 

1 
5 
9 
13 

1 	2 3 4 	x 
5 6 7 8 	y _ 
9 10 11 12 	z 
13 14 15 16 	w 

21  
3 
4 

(ii) 

 

     

      

      

Re§enje.  Ozna6mo sa A matricu sistema. Elementarnim transformacijama po vrstama i 
kolonama na pro§irenoj matrici sistema odredujemo regularne matrice 

  

	

7 	5 

	

13 	3 

	

4 	4 

	

—5 	3 

	

—1 	1 

   

Q 

0 	0 
0 	0 
1 	1 
1 —1 

i P= 

 

0 	0 	0 —1 
0 	0 	1 	0 
3 	2 —2 	3 

—2 —1 	1 —2 

      

      

takve da vaii QAP = E2. Matrica A E R 4x4  je ranga 2. Dalje, neka su b1 = [1 2 3 41 7. 

 b2 = [1 5 9 131T  odgovarajuCe kolone slobodnih elanova. Potraiimo op§ta re§enja u obliku formule 
(47), za odgovarajuci izbor matrica 

	

[ xii x12 	x2  = [ 	y12 , x3  = [ zu 
Z22

12 
= 

	

X21 X22 	 z21 Z Y21 Y22 

7 KOJI JE ISTE DIMENZIJE KAO I PROSTOR RESENJA 
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(1) 

,71 
.72 

‘ 7,7, 

de f 

de f 

de f 

anxi 

a21x1 

ami x i  

ai2x2 4- • • 

a22X2 	" 

am2x2 	- • 

•+ ainxn  b1  = 0, 

• + a2nXn — b2 = 0, 

•+ amn xn — b m  = 0, 
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4. Tenzorska veza izmedu  
koeficijenata linearnog sistema  

Tenzorska veza. Neka je dat mogue sistem m linearnih jednaoina sa n nepo-
znatih x i , x2, • • • , xn: 

def  = gde su aij  i bt  zadani elementi polja C (i E um def = { 1, 	, m} A j E IIn  
, n}). U ovom delu, za proizvoljne elemente ti E C (i E 	odredujemo pod 

Xi = (pi(ti, • • • , tn) = tl 	A1r • .7r = tl E Alr (E br — arsts), 
r=i 	 r=1 	s=1 

= (P2(ti, 	, tn ) = t2 — 	A • ,7r = t2 	A2r • (E br — arsts), 
r=1 	 r=i 	s=1 

xn  = (10  n(t1 • • • 7 tn) = to  — 	r • .7r = in E An (E br  — arsts 
r=i 	 r=i 	s=1 

gde su nepoznati parametri Aii E C (i E 	j E 

Oznaeimo sa A = [a ii ] E Cm" matricu polaznog sistema. Polazni sistem (1) 
matriZno zapisujemo u vidu: 

(3)  
A • = g 

gde je x= [x1 ... x n  ] T  E en  vektor re§enja. Ako jet = [t1 	to  ]T E Cn  

proizvoljni vektor, tada formule (2) matritno zapisujemo u vidu: 

(4) = co(i) = 1+ A • (E— Ai), 

gde je A = [Ai] E Cnxin matrica nepoznatih parametara Aii E C (i E IIm n j E 

Zamenimo vektor iz (4) u matrialu jednaZinu (3). Na taj naein dobijamo 
ekvivalenciju 

kojim uslovima postoje re§enja prethodnog sistema u obliku: 

(2) 

A (id- 	— Ai)) = b.4=;> 

(A — AAA)1+ (AAb — = 0. 
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gde su A i B regularne kvadratne matrice. U torn slueaju iz (7) vektor parametara 

A jednoznaeno je odreden formulom: 

(10)
_ (A-1 0  (AT)-1) 

odnosno matrica parametara A odredena je formulom: 

(11) A = 

U slueaju regularnih kvadratnih sistema formulama (10) i (11) odredena su dva 
ekvivaletna matriena oblika veza za nepoznate koeficijente Pri torn, jedinstveno 

re§enje eksplicitno je dato formulom = A -1  • b. 

Primer 4.3.  Re§iti jednaeinu: 

(12) J = ax +p= 0, 

gde su a i p zadani realni brojevi takvi da je a 0 0. 

Re§enie.  Retienje tratiimo u reproduktivnom vidu 

x = tp(x) = + A • (ax + p), 

gde je A nepoznati parametar. Zamenimo prethodnu vrednost x u jednaeinu (12), tada dobijamo 

ax +p = 0 .4.;. a(x + A • (ax + p)) + p = 0 
(1 + a) +p(1 + a) = 0 

4=> 1 + aA = O. 

Samim tim imamo taenu vrednost A = 	Odatle dobijamo dobro poznato retienje 

x = (p(x) = x — a -1  (ax + p) = —a -1  • p. 

Primer 4.4.  Re:siti sister linearnih jednadina: 

(13)
= ax + by +p= 0, 
= cx 	dy q = 0, 

gde su a, b, c, d, p i q zadani realni brojevi takvi da je A = ad — be 0. 

Re§enie.  Retienje tratiimo u reproduktivnom vidu 

x = so i (x , y) = x + A i (ax + by + p) + tzi(cx + dy + q) , 
y = (p2(x, y) = y + A2(ax + by + p) + p2(cx + dy + q), 

gde su A1, A2, Al I p2 nepoznati parametri. Odredimo vezu izmedu parametara. Zamenimo 
prethodne jednakosti po x i y u jednaeinu (13), tada dobijamo da vati 
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A = (A-1 0 (AT) -1 ) • —A 
[ 	 d 	—6 

A 	A 

(17) d2  —cd —bd bc —a 

_ —bd ad b2  —ba —b 
— A 9  —cd c2  ad —ac —c 

bc —ac —ab a 2  - 
—d 

- 

  

—a 
—b 
—c 
—d 
- —I 

b 
C 

—a 

  

  

_ 
— A 3  

—Ad - 
Ab 
Ac 

—Aa 
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Na osnovu (16) i (17) dobijamo iste vrednosti nepoznatih koeficijenata 

d 	b 	 a 
= 	Pi = Q , A2 = 	

_ 
P2 — } 

kao odredene realne brojeve. Neposredno se proverava da su za tako odredene vrednosti parametara 

Ai, Pi, A2 i p2 tre6a i §esta jednaZina sistema (14) ispunjene. Odatle, dobijamo re§enje 

—d , 	 b , 	, 	bq — dp 
x = x + —tax + by + p) + tcx + dy + q) = 	 

 A 	 A 	 ad — bc
, 

 
— 	 cp 

y = y + — (ax + by + + —(
a

cx + dy + q) = a
d — bc ' 

 — bc
,  

A 	 a
aq 

 
koje predstavlja dobro poznate KRAMEROVe forrnule  za posmatrani sistem. 

(ii) Razmatrimo slutaj kada je matrica A polaznog sistema (3) singularna. Pre-
tpostavimo da je matrica A ranga p < n. Polazni sitem (3) ima p linearno nezav-
isnih vrsta koje zovemo glavnim vrstama [MS]. Elementarnim transformacijama na 
vrstama iz sistema (3) mo2emo eliminisati n — p neglavnih vrsta 

{ 

 [AI  L 	
c 

	

o] 	• 

gde je C = [cii],„„ nekvadratna matrica sa p linearno nezavisnih vrsta i d vektor 
dimenzije p. U torn slutaju polazni sistem (3) je ekvivalentan sa nekvadratnim 
sistemom: 

(18) C 	= cl, 

formata p x n. Rdenje, kao i ranije, traimo u reproduktivnom vidu: 

(19) r • (d — 

gde je r [-yii]„, matrica nepoznatih parametara 	(i E 	A j E /n ). Zamenom 
formule (19) u sistem (18) dobijamo odgovarajuti parametarski C-sistem: 

(20) (c cT) = 
gde je vektor kolona parametara dobijena od matrice r zapisivanjem matrice u 
vektor po vrstama. Primetimo da je parametarski C-sistem (20) sa p n jednatina i 
p • n nepoznatih parametara -yii. Matrica sistema (20) je matrica C 0 CT  E CP"Pn 
ranga p2 . Tada postoji regularna kvadratna podmatrica M, reda p2 , matrice COCT  
posmatranog sistema (20). Dalje, nazovimo zavisnim parametrima one parametre 
-yji  koji se javljaju u sistemu (20) uz koeficijente regularne podmatrice M, ostale 
parametre nazovimo nezavisnim parametrima. 

dl 
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(24) { ax + by + p= O. 

Reproduktivno raenje tratiimo u vidu 

f x = (MX, = x A(ax + by + P), 
Y = Sa2(X, = + p(az by+ p), 

gde su A i p nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti x i y u jednaZinu (24), tada 
dobijamo da vatii 

ar+by+p= 4==> ax+aA(ax+by+p)+by+bp(ax+by+p)+p=0 
(ax + by) • (1 + Aa + pb)+ p • (1+ Aa + pb) =0 
1-1-Aa+pb= O. 

Odatle, opSte reSenje jednaeine (24) je dato u vidu 

x = 	y) = x + A(ax + by + p) = (1 + Aa)x + Aby + Ap, 

Y = 402(x, Y) = y+ p(ax + by + p) = — 96.(1 + Aa)x — Aay — f(1 + Aa) (A E R). 

• 	• Primetimo da je broj nezavisnih parametara m = p  n — p2 = 1  2 — 1 2 = 1 (A - parametar). 

Primer 4.7.  Realti sistem linearnih jednaeina: r = ax + by + cz + p=0, 
(25) = dx 	ey + fz+g= 0, 

= gx + by  + iz + r= 0, 

gde su a, b, c, . ,i,p, q, r E R zadani realni brojevi takvi da je 

a b c 
a b 

(cOOV f 0) A 6. 	
d 

= 	0 A de f 
e 

ghi 

Re§enie. Razmatramo samo slueaj kada je sistem mope. U torn sludaju sistem je ekvivalentan 
sa sistemom: 

(26) { J1  = az + by + cz + p= 0, } 
J2 = dx +ey+ fz +q= O. 

Reproduktivno re§enje traiimo u vidu 

{

x = y:q(x,y, z) = x +Max + by+ cz + p)+ kti(dx + ey + f z + q), 
Y = 402(x, Y, z) = y+ A2(az + by + cz +p)+ u2(dx +ey+ fz + q), 
z = (p3 (x,y, z) = z + A3(az + by + cz + p) + /.43(dx + ey + fz + q), 

gde su A1, A2, A3, p1, p2 i p3 nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti x, y i 
jednaZine (26), tada dobijamo da vaii 

ax + by + cz + p = 0 .#. ax + ak(ax + by + cz + p) + api(dx + ey + f z + q)+ 
by + bA2(ax + by + cz + p)+ bp2(dx + ey + f z + q)+ 
cz+cA3(ax+by+cz+p)+cp3(dx+ey+fz+q)+p=0 

(a + a2  Ai+ adpi  + abA2 + bdP2 + acA3 + cdp3) • x+ 
(b + abA 1  + aepi + b2 A2 + bep2 + bcA3  + e4p3) y+ 
(c + acA1 + of pi + bcA2 + b f /42 + c2  A 3  + cf p3 ) • z 
(p + apAI + aqpi. + bpA2 + bqp2  cpA3 + cq,u3) .7-- 0 

= 0. 
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X = SO1(X,Y,Z) = X  + 
(bf—

ae
e
—bd

3—  
e  ((Ix + by + cz p) = . = + ae—bdc 	3  • -- /43 / • x 

2d(bA3 ell3) -1-(bf —ce)P3-14 (dX ey + fz  + 	 +:1  ae—bd + ifl:icic  ( + 	CA3 + f 1.13 + 1) • X 

ae—bd(PA3  + qP3) &Li; 

y = c02(x, y, z) = y + (ed—aaei)bAd3+d  (ax + by + cz + 	= 	= 
+(cd

ae f— bd
—e  (dX + ey + fz+ q)  

CALL,Lt 

 acedza i

(a 
1..  bd ^3 dP3) X 

+ glzidd (bA3 ep3) y + 

ecil.:11 (CA3 + fti3 +1) . z  

ae—bd (pA3 + qp3 ) 

z = c03 (x, y, z) = 	z + A3 (ax + by + cz + p) 	 (0,3  + dp3 ) • x 

	

+p3 (dx + ey + fz + q) 	 +(bA3 + eils) • 
+(cA3 + fp 3  + 1) • z 
+(pA3 + qp3). 

Napomenimo da dobijene formule predstavljaju uopatene KRAMEROVe formule  za sistem (26). Broj 

nezavisnih parametara je m = p • n — p 2  = 2 • 3 — 2 2  = 2 (A3 , p3-parametri) jer je (bf — ec # 0) ili 

(cd — a f 0). U suprotnom9  ako je b f = ec i cd = a f dolazimo do kontradikcije sa A 0 0. 

Nekvadratni sistemi. Neka je A nekvadratna matrica formata kxn nad poljem 

C (k n). Pretpostavimo da je matrica A ranga p < d = min{ k, n}. Razlikujemo 

dva slueaja. 

(i) Neka je k < n. Dopunimo sistem (3) sa n — k nula jednaeina do kvadratnog 
sistema. Na taj naein ovaj slueaj sveo se na slueaj singularnog kvadratnog sistema. 

(ii) Neka je k > n. Pod pretpostavkom da je sistem (3) mogue rang matrice 
sistema A jednak je rangu progirene matrice sistema Ab i manji je ili jednak od n. 
Samim tim postoji k — n jednaeina sistema koje se mogu eliminisati pomoeu najvig'e 
n jednaeina istog sistema. Na taj naein ovaj sludaj svodimo na slueaj bib regularnog 
bib() singularnog kvadratnog sistema. 

Na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme 4.5., kao doprinos, dobijamo da za 

linearne sisteme va2i sledeee tvrdenje. 

Teorema 4.8.  Neka je dat mogue sistem linearnih jednacina (3) formata k x n 

i ranga p < d = minflc,n1. Opete reaenje sistema oblika (4) dopuRa da m 

p • d— p 2  parametara proglasimo za nezavisne parametre polja C. Ostali parametri se 
izra.iavaju kao linearne kombinacije nad poljem C prethodnih nezavisnih parametara. 

Napomena.  Reaavanje grupne i semigrupne funkcionalne jednaeine sa konsta-
ntnim koeficijentima PREioevim A-matrienirra metodom, u paragrafima 2.2. i 5.1. 
druge celine ovog rada, svodi se na resavanje odgovarajuoih linearnih sistema po-
stupkom opisanim u ovom delu. 

9 RAZLIKOVANJEM SLU6AJEVA c, f = 0 
($) 
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(7) E K er ((A — AI)P) \ K er ((A — AI )P -1 ) 

Otuda, A-vektori matrice A koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A E C, postoje 

za konaean skup vrednosti stepena p E {1,2,...,m}. Za sopstvenu vrednst A E C, 

kvadratne matrice A E enxn , vektorski prostor generisan svim A-vektorima odre-

djuje A-prostor matrice A. Vektorski prostor generisan svim A-vektorima za sve 

nenula sopstvene vrednosti razmatramo kao glavni nenula prostor matrice A, koji 

oznaeavamo ga sa RA,A i nazivamo A-prostor matrice A. Specijalno ako je 0 sop-
stvena vrednost matrice A, tada mo2emo razmatrati vektorski prostor generisan 

svim 0-vektorima kao glavni nula prostor matrice A, koji oznaeavamo sa RA,0 

nazivamo 0-prostor matrice A. 

Dye matrice A, B E Cn " su spektralno inverzne matrice  ako 

A E B{1,2} 	i 	B E A{1,2}; 

t RA,A = Rad, 	1 	RA,0 = RB 4O• 

Defini§emo uop:steni inverz skalara  na sledeCi naein: 

At__ { A -1  : A 0 0, 
0 	: A 	0. 

Tada za dve matrice A, B E C"n  kalemo da su S-inverzne matrice  ako je za svako 

A E C ispunjen uslov: vektor jeste A-vektor matrice A stepena p ako i samo ako 

vektor jeste At-vektor matrice B stepena p. Posebno, dve matrice A, B E enxn 

 su S'-inverzne matrice  ako za svako A 0 0 je ispunjen uslov: vektor x jeste A-vektor 

matrice A stepena p ako i samo ako vektor jeste A-vektor matrice B stepena p, 

dok za A = 0 stepeni 0-vektora matrica A i B nisu medusono isti. 

Navodimo, bez dokaza, tvrdenje dato u [ABI-TG], kojim odredujemo pod kojim 
uslovima su dye matrice S'-inverzne, odnosno S-inverzne. 

Teorema 5.1.1.  Za kvadratnu matricu A E Cnxn  neka postoji prirodan broj 1 i 

kvadratna matrica B E C" n  takva da je: 

(10) 	 B A14-1 =Ar . 

Tada za svaki kompleksan broj A 0 0 svaki A-vektor matrice A stepena p je istovre-

meno i A - '-vektor matrice B stepena p. 

Indeks matrice. Za kvadratnu matricu A E C n", najmanji nenegativan ceo 

broj k takav da je rank(A k ) = rank(Ak +i ) naziva se indeks matrice A  i oznaeava 

se sa Ind(A). Navodimo, bez dokaza, tvrdenje, dato u [SC-CM], kojim prethodnu 

(8)  

(9) 
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E = X A 
= X(AY A) (1) 
= (X A)(Y A) 
= (XA)(AY) (5) 
= EF, 

F = AY 
= (AXA)Y (1) 
= (AX)(AY) 
= (XA)(AY) (5) 
= EF. 

Odatle E= XA= AX = AY = YA = F. Samim tim, dobijamo traieni zakljueak o 

jedinstvenosti 

X = X AX (2) 	 Y = Y AY (2) 

= EX 	 = Y F 

= F X 	 = YE 

= Y AX, 	 = YAX. 

Pretpostavimo da je matrica A indeksa k = Ind(A)> 2. Neka je minimalni polinom ii(x) 

matrice A, stepena m, dat formulom (11). Mnoieei matrienu jednaeinu 

11(A) = Am  + Cm-1 Am-1  + • • • + CkA k  = 0, 

grupnim inverzom A#, na osnovu jednatina (1) i (5), dobijamo, za k > 2, matrienu 

jednaeinu niieg stepena 

p(A)A# = Am -1  cm-1Am-2  + • • • + ckAk-1  = 0, 

na osnovu koje formula (11) ne odreduje minimalni polinom stepena M. Svodenjem na 

apsurd, dokazano je tvrdenje teoreme. ■ 

Teorema 5.2.2.  Za kvadratnu matricu A E en" indeksa 1 i odgovarajuei q-

polinom matrica q(A) je jedan {1}-inverz matrice A. Sistem jednatina (1), (2) i (5) 

ima regenje regenje iskazano preko q-polinoma u obliku formule: 

(14) 	 A* = A • (q(A)) 2  

Dokaz.  Neka je ii(x) minimalni polinom matrice A i q(x) q-polinom matrice A. Iz 

veze ih(x) = (x - x 2 q(x)), gde na osnovu Ind(A) =1 vatii c 1  0, zakljutujemo da vaii 

polinomska jednaeina x q(x) x = x - ;/..c(x). Odatle dobijamo da je q(A) jedan {1}-inverz 

matrice A 
A • q(A) • A = A. 

Dalje, proverimo da je sa matricom A#, datom sa formulom (14), odreden jedan {5}- 
inverz. Buduei da je x • q(x) = q(x) • x matrice A i q(A) komutiraju. Otuda je 

A • A #  = A2  • (q(A)) 2  = A • (q(A))2 • A = 44* A. 

Na osnovu einjenice da je A# jedan {5}-inverz i na osnovu einjenice da A i q(A) komutiraju 

dobijamo 

A • A#  • A = A3  (q(A)) 2  = A2q(A) • Aq(A) = A Aq(A) = A 2 q(A) = A. 
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Napomena.  U radu [GM-PS1], na osnovu faktorizacije punog ranga i formule 

(15), dato je vise novih formula za grupni inverz u obliku blok matrica. Napomenimo 

da je u disertaciji [PS], izmedu ostalog, dat pregled formula za grupni inverz ko-
risteoi reprezentacije sa determinatama, reprezentacie pomoOu JORDAN ove kanonske 

forme, racionalne kanonske forme i u obliku blok matrica. 

Kao doprinos, u analogiji sa teoremom 2.4.5., dokazujemo naredno tvrdenje koje 

daje jedan dovoljan uslov za postojanje grupnog inverza. 

Teorema 5.2.4.  Za matricu A E crn x n neka su odredene regularne matrice 

Q, P E C„ xn  takve da je Q AP = Er  i pri torn neka vaii blokovska dekompozicija: 

(18) 
P  = V1 V2 I ( vi E 	qxr) .  

V3 V4 

v4 E  c(n-r)X(n-r) Ako je 	 regularna matrica, tada postoji grupni inverz u obliku blok 

matrice: 
_ v2v4-1 

(19) A# = P [ _v4 1 v3 v4 1 v3v2v4 1 Q. 

Dokaz.  Polazimo od op§teg oblika {1, 2}-inverza u obliku blok matrice 

X = P •["fr 	
X1

i• Q 
X2 

x.2  X .1 
 

gde su X1  E Crx(n-r)  i X2 E C(n-r> " proizvoljne matrice. Odredimo matrice X1 i X2 iz 

uslova da blok matrica X ispunjava matrienu jednaeinu XA= AX. Vaii 

XA= AX 	P { Ir Xi 1QQ_i [ IT 0 	= ni  [ 	0 	p [ 	X1 0 
X2 X2 X1 	* X2 X2 Xi 	 0 0 	 0 0 

Odatle matrica X E A{1, 2} ispunjava jednaeinu (5) ako vati matriena jednaeina 

QP[
I, 	X 1 	[ I, 0 	0 	x.1 	

QP• 
X2 X2X1 J [ 0 0 = [ Ir 0  0 .1 L x2 X 2 X 1  

Na osnovu blokovske dekompozioje (18) prethodna matriena jednaeina mote se zapisati u 
sledeeem obliku 

[

V1  Vv24 	x  /r2 	X1 	r 	0 _ if. 0 r I,. 	X1 1[1/1 V2 
X2 Xi 1.  0 0 	0 0 n X2 X2X1 .1 V3 V4 

Samim tim matrica X E A{1,2} ispunjava jednaeinu (5) ako vaii matriena jednatina 

I (VI  + V2 X2) 0 _ f (V1+X1V3) (v2 +xlv4 
L (v3+ v4 x2) o 	L 	0 	0 

koja se svodi na sistem 

V2X2 = X1 V3 A V4X2 + V3 = 0 A X1V4 + V2 = O. 

Saglasno pretpostavci o regularnosti matrice V4 dobijamo formulu (19). Neposredno se 
proverava da matrica odredena formulom (19) ispunjava jednaeine (1), (2) i (5), tj. jeste 

grupni inverz. ■ 
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A#  = A • (q(A)) = = 
2 

-1 
6 
0 

36 	6 
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36 1 
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36 
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Navodimo bez dokaza dva osnovna tvrdenja u vezi EP-matrica. 

Teorema 5.2.9.  Matrica A E Cfnxn  jeste EP-matrica ako i samo ako postoji 

unitarna matrica U E Cnn x n i regularna matrica C E Xr , tako da vaii: 

(20) 
[Co  

A = U • 

   

Teorema 5.2.10.  Matrica A E C"", indeksa Ind(A) = 1, jeste EP-matrica 

ako i samo ako vazi N(A) = N(A*) i R(A) = R(A*). 

Primer 5.2.11.  Naoi grupni inverz matrice 

1 2 3 
A= 4 5 6 

7 8 9 

Matrica A ima minimalni polinom sledeCeg oblika p(x) = x 3  — 15x2  — 18x. Dakle, 

indeksa Ind(A) = 1, pa postoji grupni inverz matrice. Odredidemo na tri naeina 
Na osnovu primera 2.4.6. dodatno zakijueujemo da je matrica A jedna EP-matrica. 

. Iz minimalnog polinoma p(x) odredujemo q-polinom eksplicitno u obliku polinoma 

6 . 
Tada, prema teoremi 5.2.2. grupni inverz je dat eksplicitno u obliku matrice 

Re§enie.  
matrica A je 
grupni inverz. 

I. Naein 
q(x) = hs — 

II. Nadin. U primeru 2.4.6. (I naein) odredena je faktorizacija punog ranga sa matricama 
c  = 	41 25  1 	i D  = 

[0 1 	2
I. o --1 1 

7 8 	 • 

Primenom formule (15), date u teoremi 5.2.3. (a), dobijamo da je grupni inverz dat u obliku 

matrice 	 -23 -1 11 
6 	36 

A #  = C - (DC) -2  • D = .. = 	
le 

[ =3--1- 	0 	1. 
1 	.1 

R 	6 	36 . 

III. Naein. U primeru 2.4 6. (II naein) odredene su regularne matrice 

P= 

 {

1 0 -3 5 -2 0 
-2 1 6 1 i Q = { -2 1 0 
i0 -3 	 1 -2 1 
3 

takve da vaii QAP = E2. Dalje, na osnovu blokovskog razbijanja matrice 

[  VI 1 V2 	9 i = { _ 4 -2 12; Q • P = u i, v3 v4 	- T -2 -18 

odredujemo podmatrice 72 = [ 10  (11  ] , Xi = -V2V4 1  = [ -23/02  ], X2 = -- V4-1  V3 = [19/54 —1/9] 

i X3 = X2X1 = [65/108]. Primenom formule (19), date u teoremi 5.2.4., dobijamo da je grupni 

inverz dat eksplicitno u obliku matrice 

-23 -1 11 
X1 6 316 A# = p [ 0 

X2 X3 - • • • - 1 
38 6 36 . 
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1. Homogena.  grupna  
funkcionarna jednaCina  

1.1. Saglasnost matrice sa grupom 

Uvod. Neka su 0 1 , , 07, bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog 
sebe, tako da skup G = {01, , u odnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje 
prateeu grupu  G = (G, o) reda n. Pretpostavimo da je 9 1  neutral posmatrane grupe 
G. Oznaeimo sa C polje kompleksnih brojeva i sa .7" skup svih 
funkcija koje preslikavaju skup S u polje C. 

Pod homogenom grupnom funkcionalnom jedna6inom podrazumevamo funkci-
onalu jednaeinu: 

(1) 	a1(x) • f(O i (x))+ a2 (x) • f(9 2 (x)) + 	+ an (x) • f (O n (X)) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f E za zadane funkcije a l , , an  E 	Broj n nazvivamo 
dimenzijom funkcionalne jednaeine (1). Izlorieemo metodu re§avanja funkcionalne 
jednaeine (1) datu prema radu S. PREkea [SP2] i odgovarajueem prikazu u mono-
grafiji M. KUCZMA [MK1]. U drugoj celini, kao doprinos, primenom inverznih per-
mutacija, daeemo jednostavnije dokaze nekih ve6 poznatih rezultata, kao i neke nove 
rezultate. 

Za skup IIn 	 {1, 2, ... , n} posmatrajmo n permutacija p1, • • • ,pn lin —4  Ir►  

definisanih sa: 
de f 

pii = pi (j) = m akko Om  = Oi o 

gde i , j , rn E 	Primetimo da se permutacije pi (i E 14,) defini*Su vrednostima 
permutacija indeksa pri kompoziciji bijekcija iz skupa G. Iz (2) sleduje: 

(3) 9i 0 Oj = Opii  

za i , j E IIn. Vazi ej = 9 1 0 = Op i 9i = Oi 0 91 = 9Pi1, za i, j E In. Samim tim 

(4) Pi; = 	= 

za i , j E 	Odatle je p1  identieka permutacija (jedinieno preslikavanje). Takode 
va2i asocijativnost kompozicije u sledeoem obliku: 

(5) Pijk = Ppiik = Pipik- 
def 

Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = 	u odnosu na kompoziciju 
(o), obrazuje grupu p-permutaciia  P = (P, o) reda n. 

(2) 
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Dokaz.  (a), (b) Jednakosti direktno sleduju iz ekvivalencije (6). (c) Za svako i , j , k E 
vaii 

eqpikpik 	Opik  0 	= (O 0 Ok) 0 (ei 0 9k)-1 = of 0 1 = oqi j. 
 BPik 

Samim tim vaii jednakost (11e). 

Primetimo da iz formula (11a) i (11b) q-permutacije odredujemo, u odredenom 
redosledu, po kolonama iz p-permutacija. Navedeno ilustrujmo primerom. 

Primer 1.1.3.  Neka je dat polazni niz permutacija p 1  = (1, 2,3), P2 = (2) 3, 1) i p3  = (3,1,2). 
Za k = 1 relacija (11b) glasi = j (j = 1, 2, 3). Samim tim p q,1 1 = 1(= p11), A/121 = (= p21), 
pq13 1 = 3(= p31). Odatle, oeitavamo po prvoj koloni q ii  = 1, q1 2 = 2 i q 13  = 3. Za k = 2 relacija 
(11b) glasi pq,j , = j (j = 1, 2, 3). Odatle, oeitavamo po drugoj koloni q2 1  = 3, q22 = 1 i q23  = 2. Za 
k = 3 relacija (lib) glasi pq313  = j (j = 1, 2, 3). Odatle, oeitavamo po treCoj koloni q3 1  = 2, q32 = 3 
i q33  = 1. Sveukupno odreden je niz permutacija q i  = (1, 2, 3), o = (3, 1, 2) i q3 = (2, 3, 1) dobijen 

iz polaznog skupa permutacija zapisivanjem, u redosledu inverznih permutacija, po kolonama. 

Definigimo kvadratne matrice Mk = [aiìj] reda n (k E In ) po koordinatama: 

(12) 
1  

aii  = 
0 

= Pik, 

Pik• 

Primenom q-permutacija formula (12) prelazi u formulu: 

{ 1 : i = qkj, 

Na osnovu formule (12) primetimo da je i-ta vrsta matrice Mk sa nulama na svim 
pozicijama, sem na poziciji pik. Na osnovu formule (13) primetimo da je j-ta kolona 
matrice Mk sa nulama na svim pozicijama sem na poziciji qkj. Samim tim i-ta vrsta 
matrice Mk jednaka je pik-jedinienom vektoru e p, k  prostora R" i j-ta kolona matrice 
Mk jednaka je qkj-jedinienom vektoru e qk, prostora R. Odatle, za k = 1, , n, 
dobijamo eksplicitan izraz za Mk matricu zapisanu po vrstama: 

(14) Mk = [epik  7 ep2k 7 • • • 7 ePnic] —+ 

i eksplicitan izraz za Mk matricu zapisanu po kolonama: 

(15) Mk = [eqki 7 eqk2 7 • • 7 e,1 ]1• 
Primetimo da za matricu Mk = 

[ePlk,  ep2k, • " , ePnic 	i proizvoljni vektor kolonu 
xT  = [Xi, X2, ... x n ] T van. 

(16) Mk • i T  = Mk • [ X1 X2 • • • Xn 
T 

= [ Xp„ Xp2k  • 	X Pak J T 

Analogno, za matricu Mk = [eq„, eq,k , • , eqnji i proizvoljni vektor vrstu & = 
[x i , x2 , . 	, x n ] vatii: 

(17) • Mk = [ x 1  x2 	Xn ' Mk = Xqki Xf1k2 • • • X  Den 1. 

(13) Ceij = 
0 : i 5  qkj. 
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gde su odgovarajuee vrste, odnosno kolone matrica jedinieni vektori prostora R 3. Samim tim 
matrice M1, M2 i M3 eksplicitno date su sa 

. 

Primetimo da su grupe M = (M, .) i P = (P, o) medusobom izomorfne. Pri torn su grupe 6 i P i 

M medusobno izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q. Navedeno vazi i u op§tem slueaju. 

Teorema 1.1.5.  Grupe 6 = (G, 0), IF = (P, o) i M = (M,.) medusobno su 
izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q = (Q,o). 

Dokaz. Grupa bijekcija 	= (G, o) i grupa permutacija indeksa odgovarajueil bi- 
jekcija IF = (P, o) jesu izomorfne, jer je bijekcija co : G 	P definisana sa co(Ok) = Pk 
izomorfizam. Zaista, uoeimo (p(Oi o 8a) = cp(Opii ) = prii . Samim tim 	 = pii, = 

Pipj, = (pi 0  p;), za svako s E 	Odatle 	= pi o pi, na osnovu eega zakljutujemo 

co(Oi 0 61j) = PPS; = pi o pi = co(8i) o co(0i)• 

Dalje, posmatrajmo bijekciju f : A 4 --+ P definisanu sa f(Mk) = pk. DokaZimo da je 
f izomorfizam grupa M = (M, .) i P = (P, o). Za dye M-matrice A i Mi  vaii 

 

- T 
eT 	 et 

e
P2i 
PT" 

eT(P1  P2 00 PP : )) ii 

• 

el 	• [ 	 eqi, 	• • • 	egi , 	• • • 	eq.0, 	 = 	
eT ri 	 (Propi)i 

e T 	 T 
Pni - 	 - e(Pn°Pe)i - 

Mi • Mi = 

 

M1 = 
1 
0 
0 

[ 
0 
1 
0 

0 
0 
1 

, 	M2= 
0 
0 
1 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

, 	M3= 
0 

[ 1 
0 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

Zaista, proizvod epTri  • eqi , jednak je 1 akko gis  = 	Odatle, po pravilima izvodenja, 
dobijamo pprii = s, tj. 	o pi)a = s. Sa druge strane, neka je 

eT - 
Pit 

eT 
P2e 

Mt = Mi • Mi = 

eT 
Prn 	. 

Iz prethodne dye jednakosti, za svako r E 1I,  zakijutujemo da vatii (p,. o Pi)i = Prt, §to je 
ekvivaletno sa prpo  = prt. Odatle zakljueujemo t = pia, tj. dokazana je jednakost 

Mi • Mi = Mpij. 

 

Samim tim f (Mi • Mi ) = f(Mpii ) = ppii  = pi o pi = f (Mi) o  f (Mi). 

Anti-izomorfizam grupa Qv , IP, M sa grupom Q sleduje na osnovu leme 1.1.1. ■ 

Posledica.  Prethodno tvrdenje, ujedno predstavlja i dokaz op:ste teoreme o pre-
dstavljanju grupa pomoou matrica u teoriji reprezentacija [DK], [MM - DC]. 
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Nije te§ko proveriti da u torn slueaju za i , j E In  vali: 

(23) 	 ai(ei (x)) = aipii (x) 	 (x E S). 

Otuda, ako formiramo matricu A(x) = [a.ii(x)], sistem jednaeina (21) mote se za-
pisati u odgovarajuCem matrienom obliku: 

f (0 1 (x)) 
f (0 2 (x)) 

f(9„(x)) 

Ako uvedemo oznaku fix) = [f(Oi (x)),... , f(0„(x))F , tada polazna funkcionalna 
jednaeina (1) zapisuje se u obliku ekvivalentne matrieno-funkcionalne jednaeine: 

(25) A(x) • f(x) = 0. 

Homogena linearna matrieno-funkcionalna jednaeina (24) uvek je moguea i njeno 
op§te re§enje po funkciji f S. PREI6 je dao u matrienom obliku: 

(26) f(x) = (I — B(x) • A(x)) Xx), 

za odgovarajuCi. vektor §(x) = [g(Oi (x)), 	,g(07,(x))F i matricu B(x) za koje va'te 
uslovi: 

1°. Matrica B(x), u odnosu na matricu A(x), jeste jedan {1}-inverz. 

2°. Matrica C(x) = I — B(x) A(x) saglasna je sa grupom G i pri torn vektor 
§(x) = [g (01 (x)), 	, g(0„(x))1 T  zavisi od jedne proizvoljne funkcije g E .F. 

Primetimo ako bi koordinate vektora f (x) bile medusobno nezavisne prvi uslov 12 
 predstavlja jedan dovoljan uslov da formula (26) daje op§te re§enje matriene jedna-

tine (25). Na osnovu einjenice da se iz svake koordinate vektora f(x) mote dobiti 
ma koja druga koordinata odgovarajuCim zamenama, drugi uslov je dovoljan da 
navedeno svojstvo zadrki vektor regenja. 

U narednim tvrdenjima razmatramo uslov saglasnosti matrice sa grupom. 

Teorema 1.2.1.  Ako za kvadratnu matricu B(x) reda n vazi uslov: 

(27) B(Ok(x)) = Mk • B(x)- Mk 1 

gde k E IIn  ix E S, tada je matrica B(x) saglasna sa grupom G. 

12 SAGLASNO TRE6EM DELU PRVE CELINE 

(24) 	 A(x) • = 0.  
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Dokaz.  Dovoljno je dokazati jednakost: 

(31) A(Ok(x)) = MkA(x)Ac 1 , 

za svako k E 1n  i x E S. Sa jedne strane, prema formuli (22), dobijamo: 

A(Ok(x)) = [ajj(Ok(x))] = [aqi3 (9i o Ok(x))] = [aqi, (Opik (x))]. 

Sa druge strane, prema formulama (18) i (19), dobijamo 

Mk A(x) 	= Mk [aii(x)] 	= Mk [ctip, k  (x)] 	(x)] 	[aqpikpjk  (Op, k  (x))1- 

Prema formuli (11c), leme 1.1.2., vaZi [a q,,,kp,k  (Opik (x))] = [aqs,(Opi,; (x))]. Odatle, na osnovu 
prethodne dye jednakosti, sleduje jednakost (31). ■ 

Teorema 1.2.3.  Za funkcionalnu jednaainu (1) kvadratna matrica: 
n 

(32) B(x) = — 
n 
E AciA(1)(9k(x))mk, 

 k=i 

jeste {1}-inverz matrice A(x) koji je saglasan sa grupom G, gde je A (1 )(x) ma koji 
{1}-inverz matrice A(x). 

Dokaz. Proverimo da je sa matricom B(x) dat {1}-inverz matrice A(x). U dokazu 
koristimo posledicu formule (31): 

A(x) = 	A(Ok(x)) 

A(x) B(x) A(x) = A(x) (nM7: 1  A(1)(0k(x)) Mk) A(x) 
k=i 

A(x) Mk l  A (1) (Ok(x)) Mk A(x) 

(11c 1  A(Ok(x)) Mk) M i; 1  A (1) (Ok(x)) Mk(M 1: 1  A(Ok(x)) Mk)  

k=1 

n Mic-1 A(Ok(X)) A(1) (0k(X)) A(Ok(X)) Mk  

k=1 

(*) 

za k E 	i x E S. Odatle: 

M; 1 	k(x)) 	_ 	A(x)  = A(x ) .  
(;) 	n  

matrice B(x) sa grupom G. Za k E IL ixES vaii 
it  

 

E Ac-IA(1)(9, ek(x))* 
n . 	3  

3=1 

-E mk(m imkriA(1)(0„,„(x))(mjmomi-i 
n . j=1 

tvic .‘  (MjMkr 1 A(1) (Opik  (X)) (MiMk))  
AA-1 

Mk 2_, 	 k 
i=i 

k=1 
Dalje, proverimo saglasnost 

B( Ok(x)) = 
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Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2 (prve celine) matriena formula (34), odnosno koordinatna 
formula (35), zadrtava-reprodukuje sva re§enja funkcionalne jednaeine (1). ■ 

1.3. Metod minimalnog polinoma 

U ovom paragrafu izlatemo metod re§avanja homogene grupne funkcionalne 
jednaeine pomoeu minimalnog polinoma koji potiee od S. PRE§Iea [SP2]. 

Teorema 1.3.1.  Za funkcionalnu jednainu (1) neka matrica A(x) = [aqi,(x)] 
ispunjava uslov: 

(36) 	 Am(x) + A m _i Arn -1 (x) + ... + Ai A(x) = 0, 

za svako x E S i njime odredene koeficijente 	, Al E C (A 1 	0) i prirodan 
broj m > 1. Opgte regenje funkcionalne jednaeine (1) dato je u obliku matrione 
formule: 

(37) 

 

f( 9i(x ) ) 

f(02(x)) 1 
in -1 (x) + Am_iArn-2 (x)+ 	+ A 1 /) • 

   

 

_ f( on ( x )) 

  

gde je g E ..F proizvoljna funkcija. 

Prema pretpostavci (36), prethodne teoreme, matrica A(x) je indeksa Ind(A(x)) 
= 1 za sve vrednosti x E S. Pod navedenom pretpostavkom postoji grupni inverz 
A(x)# za sve vrednosti x E S. Dokaiimo tvrdenje koje daje formulu op§teg regenja 
preko grupnog inverza. Vati naredno tvrdenje. 

Teorema 1.3.2.  Za funkcionalnu jednaeinu (1) neka matrica A(x) = [a q,j (x)] 
ispunjava uslov (36). Neka je A(x)# grupni inverz matrice A(x) za sve vrednosti 

E S. ()pate reproduktivno resenje funkcionalne jednaaine (1) dato je matria'nom 
formulom: 

(38) 

gde je g E proizvoljna 

f ( 91(x)) 
1( 92(x)) 

• 

f(On (x)) 

funkcija. 

= 	— A(x)*A(x)) • 

Pri torn su formule 

g( 9i (x 
)) 

9 (92(x ) ) 

_ g(0„(x)) _ 
opgteg resenja (37) i (38) 

jednake u svakoj taeki x E S. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GRUPNA FUNKCIONALNA JEDNACINA 	 67 

Odatle, prema teoremi 1.2.3, jedan {1}-inverz koji se slaie sa grupom G dat je sa formulom 

B 	( 7, 4 1 A wmi. m2--1 A0.) m2 m3-4 A(0 m3) _1  1.  
3 	 3 

Prema teoremi 1.2.4. op5te reproduktivno rdenje funkcionalne jednaeine dato je matrknom fo-
rmulom 

f (01(s)) g(01(x)) 

1 ( 02(x)) = 
	

( 	— B(x) • A(x)) I 	1) g(02 k s 

[ 

_ f ( 93(x)) g(03 (x)) 

2 _ 

= — 1 [ 
N 	_ 2  I 	1 

51  —251 

	

3 	3 

g(0i(x)) 
9 (92 ( z )) 

g(03 (x)) 

 

odnosno, po prvoj koordinati, skalarnom formulom 

f(s i , x2 , x 3) = (2g(x i , x 2 , x 3 ) — g(x 2 , x3, x i ) — g(x3, xi, x2)), 
3 

gde je g E 	proizvoljna funkcija. Ako u postupku rdavanja biramo op5ti {1}-inverz, sa 8 me- 

djusobno nezavisnih parametara, tada dolazimo do iste formule op5teg rdenja. Navedeno vaii i u 

op5tem slueaju za homogene grupne funkcionalne jednadine sa konstantnim koeficijentima. 

2. Homogena grupna funkcionalna  
jedna6ina sa konstantnim koeficijentima  

Posmatrajmo homogenu grupnu funkcionalnu jednaeinu sa konstantnim koefici-
jentima: 

(1) al  • f (91(x)) + a2  • f (02(x)) + • • . + an • f (0 „(x)) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f E .T za zadane konstantne koeficijente a l , 	, an  E C. 
Zadr2aCemo oznake koje smo uveli u razmatranju op§te homogene grupne funkci-
onalne jednaaine. 

2.1. Pregiaev matri -eni metod 

Navodimo specifienosti matrienog metoda re§avanja funkcionalne jednaeine (1), 
prema radu S. PREgiea [SP1j, za slueaj konstantnih koeficijenata. Ako je A = [aii] 
konstantna matrica, koja ne zavisi od x E S, tada {1}-inverz A (1)  takode ne zavisi 
od x E S. Za funkcionalnu jednaeinu (1) kvadratna matrica B = [bii] formirana na 
sledeei naein: 

(2) mi-rA(r)Afi, B —
1 
n i=1 

n 

jeste {1} - inverz matrice A koji je saglasan sa grupom G i ne zavisi od x E S. U torn 
slueaju eksplicitna formula op§teg re§enja (35), navedena u prvom delu, data je u 
obliku: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GRUPNA FUNKCIONALNA JEDNACINA 	 69 

Prelazimo na odredivanje veze izmeclu parametara. Primetimo da ako u k-toj 
jednatini 

t7k = aiApik  a2Ap2„ 	an Apnk  

izvr§imo zamenu x 	Or(x), tada Apik  = f(Op,,(x)) prelazi u(9P;k 0 Of (x)) = 
f (Opp,,r(x)) = f (Opipkr (x)) = Apip, (i E 	Navedenom zamenom x 	cela 
k-ta jednatina t7k prelazi u pk r-tu jednatinu Jpkr  datu sa 

del e' 
tl 	 — alA p, 	a2Ap2pkr + • • • + anApflp k 	‘1 1,kr 	..pkr 	 kr • 

PolazeCi od formule (8) pomoeu zamena x 1-4 0 1 (x), x 1—* 02 (x), 	, x i On (X) 
formiramo sistem: 

Al  = Al — AljPii — A237321 — • • • — An3ioni 

(9)

A2 = A2 — A1 ,71012 — A2 JP22 — • • • — AnJp nv 

An  = An  — A1,7p 1n  — A2,..7p2T, — • • • — An ,7Pnn• 

U terminima q-permutacija prethodni sistem zapisujemo u obliku: 

(10) {

Al = Al — Aq1  ,71 — ^̀g12.. 2  — - • • — Aqi n ,7717 

A n  = An  — A gni gi — Aq n2 ,72 — • • • — Aq nn gn • 

A2 = A2 — Aq21 ,71 — A q22,72 — • • • — Aq2 n 3n7 

Samim tim, odgovarajuee re§enja matriane jednaaine (7) traiimo u obliku matriene 
formule: 

(11) A= ( A.) = — A • g = ( / — A A) • 

gde je A matrica nepoznatih parametara koji ispunjavaju dodatne jednakosti 16 : 

(12) A = [Aiii = 

za i,j E 

Iz (10) zamenom izraza za A 1 , A2 , , An  u polaznu jednaeinu (4) dobijamo: 

ai(Ai — E Agri .7j) a2(A2 — E 	+ + an  (A2 E A q.j .7j) = 0 
i=1 	 j=1 

	

n 	n 	 n 	n 

a l  (A i  — E A„, E a„,Ar) + a2 (A2 — E Agi2  E 	+...+ 

	

j=1 	r=1 	 j=1 	r=1 

	

n 	n 	 n 	n 

ak (Ak — E gik  E a„,.Ar) + 	an (An — E Agi. E avrAr) = 0 

	

j=1 	r=1 	 j=1 	r=1 

16 NA OSNOVU KOJIH JE A MATRICA ODREDJENA q-PERMUTACIJAMA ELEMENATA PRVE VRSTE 
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(ii) U radu [5N3] pokazan.o je da uslov, iz pretpostavke teoreme, jeste dovoljan a a-
kljutak: jednakost (12) ekvivaletna je sa saglasnoku matrice A sa prateCom grupom. 
Prema prethodnom delu teoreme matrica A, u odnosu na matricu A, jeste jedan {1}- 

inverz. Iz AAA = A primenom tenzorske veze izmedu koeficijenata linearnog sistema 
dobijamo sistem (14). Dalje, iz prvih n jednaana sistema (14) koristea. jednakosti (12) 
ili ekvivaletno uslov saglasnosti matrice sa prateCom grupom, dobijamo A-sistem. Odatle 
svaki {1}-inverz saglasan sa prateCom grupom jeste re§enje A-sistema. Prema teoremi 

1.2.3. skup takvih matrica jeste neprazan skup, na osnovu tega zakljutujemo da je A-
sistem uvek mope. ■ 

Teorema 2.2.2.  Ako postoji tajka x o  E S, takva da za svako i E LAW vazi 
Oi (x o) x o, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opReg reproduktivnog 
regenja funkcionalne jednaeine (1) data je sa: 

n n 

(16) f(x) = II(x) — ja.ijII(Oi(x)) , 

gde je H E F proizvoljna funkcija. 

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme A-sistem homogene grupne funkcionalne jedna-
tine sa konstantnim koeficijentima (1) je mogut. Matrica A = [Aij] odredena iz A-sistema 
jeste jedan {1}-inverz saglasan sa prateCom grupom. Za proizvoljnu funkciju 11 E 
vratimo smene A l  = II(Oi (x)), A2 =11 ( 92 ( x )), = 11(en (X)) u desnu stranu formule 
(11). Na taj natin dobijamo jedno re§enje funkcionalne jednatine (1) u matritnom obliku. 
Na osnovu reproduktivnosti tako odredene matritne formule regenje je op§te. Odatle po 
prvoj koordinati op§te reproduktivno re§enje dato je u skalarnom obliku (16). ■ 

Kao doprinos dokazaeemo 17  korikenu einjenicu u dokazu teoreme 2.2.1. (ii) da 
je jednakost (12) ekvivaletna sa saglagnoku matrice A sa prateCom grupom. Dokaz 
je dat prema radu S. NiKoEvie [SN3] u terminima p i q permutacija. 

Navodimo, bez dokaza, naredno pomoeno tvrdenje 18  za proizvoljne grupe [SN3]. 

Lema 2.2.3.  Ako postoji taaka xo E 5, takva da za svako i E LAW vazi 
Oi (x o) x o, tada za svaku funkciju E F vazi: 

(17) 
	

ai(P(0i(x)) = 0  	al = 	= an  = 0, 
i=1 

za ma koji izbor skalara ai ,...,an ECisE S. 

17U OBLIKU TEOREME 2.2.4. 
18RANIJE DOKAZANO ZA CIKLIdNE GRUPE U [SP-BZ] 
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(i) Matrica B je saglasna sa grupom G. 

(ii) Za elemente matrice B = [bij] vazfi b ij = bqji  (i,j E 

(iii) Vazi matrijna jednakost Mk B Mic-1  = B za svako k E 

Dokaz. (i) 	 (ii) Dokazano sa teoremom 2.2.4. (ii) = (iii) Analogno sa 
dokazom teoreme 19  1.2.2. (iii) = (i) Dokazano sa teoremom 1.2.1. ■ 

Na kraju, kao doprinos, dokazujemo da za svaki izbor A matrice, formula op§teg 
reproduktivnog rdenja (16) funkcionalne jednaeine (1) ima jednoznaeno odredene 
koeficijente uz sabirke II(O i (x)) (i E Naime, vazfi naredno tvrdenje. 

Teorema 2.2.6.  Neka postoji taka xo E S, takva da za svako i E \{1} vazfi 
Oi(x0 ) 	x o . Za ma koju matricu A = [Ai;] E C" n , koja je {1}-inverz matrice A 
saglasan sa grupom G, skalari 	= 	Aijai; (i E in ) jedinstveno su odredeni. 

Dokaz. Neka su 	i A" ma koja dva {1} - inverza matrice A saglasna sa prate6om 
grupom. Za matricu A formirajmo skalare a4 = 	Aijaii (i = 1, 	n) i za matricu 

A" formirajmo skalare 	= E7_ 1  Ailli aii (i = 1, ..., n). Formirajmo dve formule regenja 

(1)' (11) = II(z) — E a:ll(9i(x)) 

(I)" ( 11 ) = 11(x) — 	ain 11(0i (x)), 
1=1 

gde je II E proizvoljna funkcija. Oduzimanjem prethodnih funkcija dobijamo 

4)'(11) - 4." 	= E (a: - cr iI )11(8i(z)). 
s=1 

Uzimajua za II ma koje regenje f funkcionalne jednaane (1), na osnovu reproduktivnosti 
prethodnih formula regenja, vati 	Is" (f) = f f = 0. Odatle, saglasno lemi 2.2.3., 
zakljut. ujemo a: = at (i = 1, 	n). ■ 

Na kraju ovog paragrafa, pod pretpostavkom prethodne teoreme, za ma koji 
izbor A matrice kao {1}-inverza saglasnog sa prateeom grupom, formula opgteg 
reproduktivnog regenja funkcionalne jednaeine (1) data je u jedinstveno odredenom 
kanonskom obliku: 

n 

(22) 	 f = (I)(11) 	II(x) — E aiI1(9i(x)), 
i=1 

za jedinstveno odredene skalare a i  = E7_/  Aij aii  (i E 	i II E .7" proizvoljnu 
funkciju. U treCem delu, ove celine, dajemo kanonske oblike homogene grupne fu-
nkcionalne jednaeine sa konstantnim koeficijentima za dimenzije n = 2, 3, 4. 

19 UZ KORIkENJE LEME 1.1.2. I FORMULA (18) I (19) PARAGRAFA 1.1. 
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J. KEftia u radu [J K5] primenio je metod eliminacionog polinoma na re§avanje 
homogene funkcionalne jednaeine sa konstantnim koeficjentima. Potpunosti radi 
izlotiCemo, bez navodenja dokaza, osnovne rezultate u vezi sa metodom elimina-
cionog polinoma. 

Na skupu defini§imo funkciju F = F(f) : F ---+ .T na sledeei naein: 

(26) 	 F(f)(x) al  f(01(x)) + . . . + an  f (en (x)). 

Tada funkciju F2  ( f) = F(F(f)) motemo odrediti na sledeei naein: 

F (F(f))(x) = a i  F (f(0 1 (x))) + . . . + a„ F (f (00 (x)) 
= al  (a l f(01  o 91 (x)) + . . . + an  /(en o Oi (x)))+ 

+ an  (a l  f(9 1  o On (x)) + . . . + an  f(O n  0„(x))) 
71 	71 	 n 	n 

f (0 i  Oi  (x)) = E > ai2 ai i f(61„,,,,(x)) = E /42)/(0;  (x)), 
J .1 	i=1 	 i2=1 

za odgovarajuee koeficijente b (2)  E C (j E 	U op§tem slueaju, za ma koji prirodan 
broj k, funkcija Fk (f) = F(Fk-1 (f)) mote se prikazati u obliku jednakosti: 

(fk) 
	

Fk (f)(x) = 	b(jk)  f(9 i (x)), 
i=1 

za odgovarajuee koeficijente le )  E C (j E 	Primetimo da postoji prirodan broj 
p < n takav da se iz spiska jednakosti (f l ), ..., (fp) eliminacijom f(Oi(x)) (i E 
dobija normalizovan polinom: 

(27) FP + ca_ I FP-1 	ci F + co/ = 0, 

za odredene koeficijente co, ci, .. • , 	E C. Pri tome je I = I(x) = x identieko pre- 
slikavanje. Prethodno odreden polinom nazivamo eliminacioni polinom  homogene 
grupne funkcionalne jednaeine sa konstantnim koeficijentima (1). Mote se pokazati 
da ako je co  0, tada je opfte re§enje trivijalno f(x) = 0. Dalje, u analogiji sa 
teoremom 2.3.1., J. KEo"Kia je dao tvrdenje, koje navodimo bez dokaza, na osnovu 
koga se primenjuje metod eliminacionog polinoma. 

Teorema 2.4.1.  Neka za funkcionalnu jednaoinu (1) funkcija F definisana sa 
jednakoS'i'u (26) ispunjava uslov: 

(28) FP + c_i  FP-1  . . . ci  F = 0, 

za odredene koeficijente cp_1,...,c1 E C (ci 0 0) i prirodan broj p > 1. Opate 
regenje funkcionalne jednaaine (1) je dato formulom: 

1 
(29) f(x) = — (FP'(I1(x)) cp_iFP-2(11(x)) 	ci rl(x)) 

gde je II E 	proizvoljna funkcija. 
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3.1. Ciklkne grupne funkcionalne jednaZine  

Teorema 3.1.1.  Homogena grupna funkcionalna jednaeina sa konstantnim ko-
eficzjentima drugog reda: 

(1) aof(xi, x2) + aif(x2, xi) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f = f (x, y) : S 2  —+ C, gde skup S ima bar dva razlieita 
elementa, u zavisnosti od koeficijenata a0 , 1  E C, ima opgte reproduktivno reaenje 
dato sa formulama: 

1 ° . Ako vazi uslov ao  = al = 0 tada je opste reproduktivno regenje dato u obliku: 

(2) f(x i , x2) = 	x2)• 

2° . Ako vazi uslov ao  = — a 1  # 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku: 

, 	1 
f(x1,x2)= —2 

(11(x i , x2 ) + II(x 2 , xi))• 

3°. Ako vazi uslov ao  = a l  # 0 tada je opgte reproduktivno regenje dato u obliku: 

1 
f(x i ,x 2 ) = -

2 

(1I(x i  , x 2 ) — II(x 2 , x 1 )). 

4° . Ako vazi uslov ao # ai tada je opsgte reproduktivno reaenje dato u obliku: 

( 5 ) 	 f(xi,x2)=o. 

U prethodnom formulama (2) — (5) sa II : 52 	C oznaeena je proizvoljna funkcija. 

Dokaz.  Za X = (x i , x2) uvedimo bijekcije i(X) = (xi, x2) i a(X) = (z2, xi). Skup G = a} 
u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje ciklienu grupu G datu tablicom: 

i a 

(3) 

(4) 

(6) 
a 

i a 
a i 

Oznaeimo A = f(X) i B = f(aX), tada funkcionalna jednaeina (1) prelazi u jednaeinu 	= 
a0A + a l  B = 0. Zamenama X 1-0 i(X) i X 1-4. a(X) iz prethodne jednaeine dobijamo sistem: 

{

.71 = + alB = 0, 
,72 = ccoll + aiA = 0, 

po nepoznatim A i B. Regmo sistem (7). Reknja traiimo u obliku formule: 

(8) 	 A = A + A,71 + p.72. 

( 7) 
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Teorema 3.1.2.  Homogena grupna funkcionalna jednacina sa konstantnim ko-
eficijentima treoell reda: 

(17) aof (x i , x2, x3) + aif (xz, x3, x1) + az f (x3, x l , x 2 ) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f = f(x,y,z) : S 3 	C, gde skup S ima bar dva razlicita 
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ao,1,2 E C, ima opste reproduktivno resenje 
dato sa formulama: 

1 ° . Ako vazi uslov ao  + al  + a2 = 0 i (ao ai )2 (a1 - a2 )2 (a2 - ao)2 = 0 tada 
je opRe reproduktivno resenje dato u obliku: 

(18) f (x i , x 2 , x 3 ) = 11(Xi, X27 X3)• 

20 . Ako vazi uslov ao  + al + a2  = 0 i  (ao - a1) 2  + (al - a 2 ) 2  + (a2  - ao) 2  0 tada je 
opgte reproduktivno resenje dato u obliku: 

, 

	
(fl ( x i , 

f(x i , X2, X3) = 	X2, X3) + ri(X2 7  X37 X1) + 11(x3, xi, x2))• 

3° . Ako vaii uslov ao  + al + a2  0 0 i (ao - a1 )2 + (al - a2 )2 + (a2 - ao)2 = 0 tada je 
opste reproduktivno resenje dato u obliku: 

, 	
3  (2U( xi, f (Xi, X2, X3) = - VIlkX1, X2, X3) - II(X2, X3, Xi) - 11 (X3 7  X17 X2))• 

4°. Ako vazi uslov a()  + al  + a2  0 0 i (ao - ai) 2  (ai  - a2) 2  + (a2 - ao) 2  0 0 tada je 
opgte reproduktivno resenje dato u obliku: 

(21) f(xi,x2,x3) = 0. 

U prethodnom formulama (17) - (21) sa 11 : S3 	C oznaC'ena je proizvoljna 
funkcija. 

Teorema 3.1.3.  Homogena grupna funkcionalna jednaina sa konstantnim ko-
eficijentima aetvrtog reda: 

(22) aof(x i  , x2, xo, x4) + al f(x2, X3, X4 1  X1) a2f(x3, x4, xi, x2) + a3 f (x4, X17 X27 X3) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f = f(x,y,z,w) : S 4 	C, gde skup S ima bar dva razliaita 
elementa, u zavisnosti od koeficijenata a0,1,2,3 E C, ima opste reproduktivno resenje 
dato sa formulama: 

1 ° . Ako vazi uslov a 1  = - a0, a2 = a0, a3 = -ao , a0  # 0 tada je opste reproduktivno 
resenje dato u obliku: 

(23)
f(Xi, x2, x3, x4) = 111(X1 7  x2, x3, X4) + 111 (x2, x3, x4, x1) •  

- 7.1  1-  I ( 3 , X4, Xi, X2) + 	Xi, X2, X3). 
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3.2. Klein-ova grupna funkcionalna jednaeina 

Odredimo sve kanonske oblike op§tih reproduktivnih regenja za KLEINovu ho-
mogenu grupnu funkcionalnu jednakinu, sa konstantnim koeficijentima: 

(31) ao  f (x i , x 2 , x 3 , x 4 ) + al f (x2 , xl, x4, x3) + a2f (x3, x4, x1, x2) + a3f (x4, x3, x2, x1) = 0, 

po nepoznatoj funkciji f = f(x, y, z, w) : S4  --+ C, u zavisnosti od koeficijenata 
a0,1,2,3 E C. Za X = (x i , x 2 , x3, x4) uvedimo bijekcije 01(X) = (xi, x2, x3, x4), 
02 (X) = (x2, x1, x4, x3), 03(X) = (x3, x4, x1, x2) i 04(X) = (x4, x3, x2, x 1 ). Tada 
KLEINovu funkcionalnu jednaCinu (31) zapisujemo u obliku: 

(32) 	ao  • f (0 1 (X)) ai  • f(0 2 (X)) a2  • f (0 3 (X)) a3 • f (0 4(X)) = 0, 

Skup bijekcija G = {01 , 02 , 03 , 04 } u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje KLEINovu 
grupu reda 4: 

(33) 

0 91 02 03 04 

02 
03 

04 

O1 
92 

93  
04 

02 
01 

94 
93 

03 
04 

01 
02 

94 
03 

02 
01 

Pri tome je 01  neutral KLEINove grupe G = (G, o). Ako oznaeimo A = f (0 1 (X)), 
B = f (02 (X)), C = f (0 3 (X)) i D = f (0 4 (X)), tada funkcionalna jednakina (32) 
zamenama: X }-4 0 1 (X), X 1-4 02 (X), X 1.-4 03(X) i X i.- 0 4(X) prelazi u sistem: 

{ 31 = aoA + a1B + a2C + a3D = 0, 

(34) 	 i.72 = aoB + a1 A + a2D + a3C = 0, 

(35) 	 A= 
al  ao  a3  a2  
a 2  a3  ao  al 
a3  a2  al  ao  

  

,73 = aoC aiD a2A + a3B = 0, 
,74 = aoD aiC a2B a3A = 0, 

po nepoznatim A, B, C i D. Matrica sistema (34) je data sa: 

ao  al  a2  a3  

Determinanta matrice A je data sa: 

(36) A = lAl = (ao + al a2 a3) • (ao + al - a2 a3). 
(ao  a3  - al  - a2) • (ao a2 - al  - a3). 

Re§enja traimo sistema (34) traimo u obliku formule: 

(37) A = A + A131 + .\22 + 	A44.1.4. 
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4° . Ako nazi ao = ai+a2 - a3 i  al+ a2, a2 - a3, -a3+a1 0 0, tada je °pate reproduktivno 

reaenje dato sa: 

f(si,x2,x3,x4) = 1(11(xi,x2,x3,x4) -11(xi,x2,x4,x3)- 
11(X3, x4, xl, X2) + 11(X4, x3, X2, x1))• 

5°. Ako vaii ao  = - a2 -f- a3 i a 1 - a2i  -a2 -{- a3, a3+ 	0, tada je op§te reproduktivno 
reaenje dato sa: 

f (Xi, x2, x3, x4) = 1(11(Xi , x2,  X3, x4)  - 11(x1,  X2, X4, X3) -F 

11(X3, X4, Xi, X2) - ll(X4, X3, X2, Xi)). 

60 . Ako vazi ao = - a3, a1  = - a2 i tall # 1a31, tada je °pate reproduktivno reaenje dato 
sa: 

, 	1 
f(x i , X2, X3, X4) = 2 -1.1(X1, X2) X3, X4) + 11(X4, X3, X2, Xi)). 

7°. Ako vaii ao = - al , a3 = - a2 i tail $ 1a21, tada je ops'te reproduktivno reaenje dato 
so: 

(49) f(x i , x2 , x 3 , x 4 ) = 
2

(II(x i , x 2 , x3 , x 4 ) + II(x 2 , x l , x4 , x3 )). 

8° . Ako vazi ao = - a2, a3 = - a 1  i tail  0 lad, tada je opge reproduktivno reaenje data 
sa: 

(50) f(x i , x2 ,  x3, x4 ) = -
2 

(11(x 1 , x 2 , x3 , x4 ) + 11(x 3 , x 4 , x i , x 2 )). 

9°. Ako vazi a o  = a2 , a3 = a 1  i tail 1a21, tada je opate reproduktivno regenje dato sa: 

(51) f(x i , x 2 , x3 , x 4 ) = 2 -(II(x i , x 2 , x3 , x 4 ) - 11(x 3 , x4 , x l , x 2 )). 

10°. Ako vazi ao  = a3, a 1  = az i  1a21 	1a31, tada je opge reproduktivno regenje dato 
so: 

(52) f(x i , x2 , x 3 , x 4 ) = 2 (11(x i , x 2 , x3 , x 4 ) - II(x4 , x3 , x2 , x i )). 

11°. Ako vazi ao = al , a3  = a2  i tai l 0 1a21, tada je opite reproduktivno reaenje data 
sa: 

(53) f(Xl, X2, X37 X4) =
2 	

X2, S3, X4) - 11(X2, Xi, X4, X3)). 

12°. Ako vaii a o  = a1  = -a2 = - a3 i 1a31 $ 0, tada je °pate reproduktivno raenje 
dato sa: 

(54)
f (x i , x 2 , X3, X4) = 111 (3il(Xi, X2, X3, X4) - 11(Xi, x2, x4, x3)-1- 

11(X3, X4, Xi, X2) + 11(X4, X3, X2, X1)). 

130 . Ako vazi ao = -al = a2 = - a3 i 1a31 0 0, tada je opite reproduktivno re:senje 
dato sa: 

(55)
f(Xj, X2, $3, X4) = 4(311(X1, S2, X3, X4) + 11(Xl, z2, $4, X3) -  

(46) 

(47) 

(48) 

il(X3, X4, X1 7  $2) 	11(X4, $3, X2121.))• 
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t3, 
tl — i2 t3 — — 4 1a, 

(62) 

GRUPNA FUNKCIONALNA JEDNACINA 	 85 

pod uslovom: Ja i l ja3 1 (t 1 ,t 2  E 	Tako dolazimo do slulaja 6 ° . Iz (37) i (60) nalazimo: 

1 
A =A + 	+ A2 J2  + A3J3 + A4J4 = . . . = -§-(A + D). 

Odatle nalazimo op§te reproduktivno reknje u obliku formule (48). Ako je al = —a 3 , tada za 
(ao, a l , a2, a3) = (ai, al, —al, —ai) (a1 0 0). Iz odgovarajueeg sistema (41) dobijamo reknje u 
obliku; 

Al = ti, 
A2 = t2, 
A3 = t3, 

A4 = ti t2 — t3 4ali 

za ti, t2, t 3  E K. Tako dolazimo do slOaja 12 ° . Iz (37) i (61) nalazimo: 

1 
A = A + 	A2J2 + A3J3 + A4J4 = . . . = 

4
—(3A — B + C + D). 

Odatle nalazimo op§te reproduktivno reknje u obliku formule (54). Ako je a l  = a3 , tada za 
(ao , a l , a 2 , a3) = ( —al, al, —al,  al) (al 0 0) iz odgovarajaeg sistema (41) dobijamo reknje u 
obliku: 

(61) 

za t i , t 2 , t 3  E K. Tako dolazimo do slulaja 13° . Iz (37) i (62) nalazimo: 

1 A = A + 	+ A2J2 + A3,73 + A4J4 = . . = 
4
—(3A + B — C + D). 

Odatle nalazimo op§te reproduktivno reknje u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razma-
trani slueaj. 

(ao  = —a 1  — a2 — a3 # 0 i al + a3 = 0), tada za (ao, al, a2, a3) = ( —a2, al, a2, —al) iz 
odgovarajudeg sistema (41) dobijamo reknje u obliku: 

(63) 

= 
A2 = t2, 
A3 =t1 + 2(1F-2-4) 
A4 = t2 	2(a

i1 a4), 

pod uslovom: lad 0 all (4, t 2  E K). Tako dolazimo do slu'daja 8 ° . Iz (37) i (63) nalazimo: 

1 
A = A + 	+ A2J2 + A3J3 + 414 = . . . = 

2
—(A + C). 

Odatle nalazimo op§te reproduktivno reknje u obliku formule (50). Ako je a l  = —a2, tada za 
(ao, al,  a2, a3) = (al, al, —a l , —a 1 ) (a l  0 0) tada odgovarajuCeg sistema (41) ima reknje u obliku 
formule (61). Tako dolazimo do slulaja 12°. i op§te reproduktivno reienje je dato u obliku formule 
(54). Ako je a 1  = a2 , tada za (a o , ai , a2 , a3) = (—a l , a l , a l , —a l ) (al 0 0) iz odgovarajaeg sistema 
(41) dobijamo reknje u obliku: 
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pod uslovom: al — a2 # 0 i al — a3 0 i a2 + a3 0 (t E K). Tako dolazimo do slueaja 3° . Iz 
(37) i (59) nalazimo: 

1 

	

A = A + 	+ A2J2 + A3J3 + A4J4 = . . . = —
4

(A + B — C — D). 

Odatle nalazimo opRe reproduktivno reknje u obliku formule (45). Komplementaran slueaj 
prethodnom je a o  = —a1 + a2 + a3 # 0 i (al — a2 = 0 ili a 1  — a3  = 0 iii a2  a3  = 0), 
odnosno (ao = —a1 + a2 	+ a3 # 0 i a 1  — a2 = 0) ili (ao  = —a1 + a2 + a3 	0 i a 1  — a3 = 0) 

(ao = —a1 + a2 + a3 # 0 i a2 a3 = 0). Samim tim imamo moguenosti: 

(ao  = —a1 	a2 	a3 	0 i al — a2 = 0), tada za (ao, al, a2, as) = (a3, al, a l , a3 ) iz 
odgovarajukg sistema (41) dobijamo re.knje u obliku: 

(68) 

Al 
A2 
A3 

A4 

= 
= 
= 

= 

t1, 
t2; 
t2 
t1 

al 
2(q_ a3), 
2(4.3 4 ) , 

pod uslovom: 'all # 1a31 (t1,t2 E K). Tako dolazimo do slueaja 10 ° . Is (37) i (68) nalazimo: 

1 
A =A+Ai + A2J2 + A3J3 + A4J4 = . . . = —

2
(A — D). 

Odatle nalazimo opAte reproduktivno reS- enje u obliku formule (52). Ako je a 1  = —a3, tada za 
(a o , a i , a 2 , a 3 ) = (—a 1 , al, al, —a1) (au 0 0) odgovarajuei sistem (41) ima reknje u obliku formule 
(64). Tako dolazimo do slueaja 14°. i op§te reproduktivno reknje je dato u obliku formule (55). 
Ako je a l  = a3, tada za (ao, al, a2, a3) = (a1, al, al, ai) (ai 0 0) iz odgovarajukg sistema (41) 
dobijamo reknje u obliku: 

= 
A2  = t2, 
A3 = t3, 

4al i A4 = —ti — — t3 — 

za t 1 , t2, t3 E K. Tako dolazimo do slueaja 15 ° . Iz (37) i (69) nalazimo: 

1 
A = A + A1.11 + A2h + A3J3+ A4J4 = ...= 

4
—(3A — B — C — D). 

Odatle nalazimo ()Ole reproduktivno reknje u obliku formule (56). Ovim je kompletiran razma-
trani slueaj. 

.141 (ao = —a1 + a2 + a3 	0 i al — a3 = 0), tada za (ao, al, a2, a3) = (az, al, a2, al) 
odgovarajukg sistema (41) dobijamo reknje u obliku: 

Al = ti, 
A2 = t2) 
A3 = 	2(af'lq), 
A4 -2 2(414), — 

pod uslovom: Jail 1a21 (t 1 , t 2  E K). Tako dolazimo do slueaja 9 ° . Is (37) i (70) nalazimo: 

1 

	

A = A+ AiJi + A2J2 A3J3 A4J4 = 	
2 

= — (A — C). 

(69) 

iz 

(70) 
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Odatle nalazimo op§te reproduktivno reknje u obliku formule (53). Ako je a2 = a l , tada za 
(ao , a l , a 2 , a3) = (a l , a l , —a l , —a i ) (ai $ 0) odgovarajud sistem (41) ima reknje u obliku formule 
(61). Tako dolazimo do slueaja 12 ° . i ()Ole reproduktivno reknje je dato u obliku formule (54). 
Ako je a2 = —ai, tada za (ao, al, a2, as) = (al, al, al, al) (al 0) odgovarajdi sistem (41) ima 
reknje u obliku formule (69). Tako dolazimo do slueaja 15 ° . i op§te reproduktivno reknje je dato 
u obliku formule (56). 

U sludaju da je ao = 0 i 0 0 za neko i = 1, 2,3, razmatranje se vr§i analogno sa prethodnim 
slueajevima a)—b). Tako dobijeni slueajevi se intepretiraju sa odgovarajueim slueajem iz navedenog 
spiska 1 ° . — 16° . 

(a0 = a l  a2 — a3 # 0 i a3 — al = 0), tada za (ao, al, az, a3) = (a2, al, a2) al) i lad 0 la21 
odgovarajud sistem (41) ima re*Senje u obliku formule (70). Tako dolazimo do slueaja 9°. i opgte 
reproduktivno reknje je dato u obliku formule (51). Ako je a l  = a 2 , tada za (a o , a l , a2 , a3) = 
(a i , a 1 , a 1 , a 1 ) (a i  0 0) odgovarajuei sistem (41) ima reknje u obliku formule (69). Tako dolazimo 
do slueaja 15°. i op§te reproduktivno re§enje je dato u obliku formule (56). Ako je a l  = —a2 , 
tada za (ao, a l , a2 , a 3) = , a l , a l , —a l ) (ai $ 0) odgovarajud sistem (41) ima reknje u obliku 
formule (64). Tako dolazimo do slueaja 14 ° . i opke reproduktivno reknje je dato u obliku formule 
(55). 

U slueaju da je ao = 0 razmatranje se vr§i analogno sa prethodnim slueajevima a) — b). Tako 
dobijeni slueajevi se intepretiraju sa odgovarajueim slueajevima iz navedenog spiska 1°. — 16°. 

(iv)  ar, — a, + a, — a 3  = 0.  Pretpostavimo da je ao = al — az + a3 $ 0. Regavajuei odgo-
varajudi sistem (41) dobijamo reknje u obliku: 

Al = t, 

(73) 
A2

- 	

4 	241—a2-1-al  

— 4(a2—ai)(31-Fa3)1 A3  = 4 	a l  —2arf-a3  
402—al )03 -23 2) 

A4 = 	t 	4(aa:-1:1631(+3-3a2a3) 

pod uslovom: a l  — a2 $ 0 i —az + a3 $ 0 i a3 + al $ 0 (t E K). Tako dolazimo do slueaja 4 ° . Iz 
(37) i (73) nalazimo: 

1 
A = A+ AiJi + A2J2 + A3J3+ A4,14= ...= 

4
—(A — B + C — D). 

Odatle nalazimo °Ole reproduktivno reknje u obliku formule (47). Komplementaran sluzaj 
prethodnom je ao = al — az + a3 # 0 i (a i  — a z  = 0 ili —a z  + a3 = 0 iii a3 + al 0 0), odnosno 
(ao  = a i —a2 +a3  $ 0 i al—az = 0) ili (ao = al —az+a3 0 0 i —a2+a 3  = 0) ili (a0  = ai—a2+a3 $ 0 
i a3  + a l  = 0). Samim tim imamo moguenosti: 

(ao  = al + az — a3 # 0 i al — az = 0), tada za (ao, ai, az, a3) = (a3, al, al, a3) i ja i l $ 1a31 
odgovarajuei sistem (41) ima reknje u obliku formule (68). Tako dolazimo do slueaja 10°. i op§te 

reproduktivno reknje je dato u obliku formule (52). Ako je a l  = a3, tada za (ao, al, a2, a3) = 
(a i , a 1 , a 1 , a l ) (a i  $ 0) odgovarajudi sistem (41) ima reknje u obliku formule (69). Tako dolazimo 
do slueaja 15° . i opite reproduktivno reknje je dato u obliku formule (56). Ako je a l  = —a3, 
tada za (ao, ai, az, a3) = (—ai, al, al, —ai) (a1 0 0) odgovarajud sistem (41) ima reknje u obliku 
formule (64). Tako dolazimo do slueaja 14°. i ()lke reproduktivno reknje je dato u obliku formule 

(55). 
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Napomena.  U zborniku [DM-PV2] postavljen je problem 9.4.9.: Proveriti da li je 
sa formulom f (x, y, z ,t) = F , y, z , 	 F(t, z, y, x), gde je F : 	proizvoljna 
funkcija, odredeno opgte resenje funkcionalne jednacine Ax,y,z,t)— f(t,z,y,x) 
0. Prema slucaju 60 ., prethodne teoreme, odgovor je potvrdan, pri tom navedena 
formula op.§teg resenja mote se „ureproduktiviti" do formule (49). 

3.3. Raeunarsko re§enje partikularnih  
slueajeva uz pomoC programa DERIVE 

RazmatraCemo nala2enje opelih reproduktivnih regenje parikularnih slueajeva 
homogene grupne funkcionalne jednaeine, sa konstantnim koeficijentima, za dime-
nzije n = 2, 3, 4. Koristimo program DERIVE (DOS verzija 2.58) koji omogueava 
simbolieki rgun sa algebarskim izrazima. Program DERIVE je napisan na progra-
mskom jeziku LISP. Istaknimo neke razaloge za izbor programa DERIVE. Pored 
male velieine programa i jednostavne upotrebe [AH], program DERIVE primenjiv je 
na svim PC-ra'eunarima. Uporedna analiza sa drugim simboliekim „re§avaeima" data 

u radu [LB] pokazala je da DERIVE daje bolje rezultate od mnogih drugih programa 
po pitanju raznih primera linearnih i nelinearnih sistema. 

Navodimo procedure i funkcije programa DERIVE-a koje koristimo u rdavanju 
razmatranog problema u paragrafima 4.1. i 4.2. Matrica X zadaje se22  kao vektor 
cffjfi su elementi vektori-kolone. Funkcija ELEMENT(X, i , j) odreduje element u i-toj 
vrsti i j-toj koloni zadane matrice X. Dalje, za zadan konaean i mogua sistem 
linearnih jednaina u 1  = v1, u2 = v2, • • • , procedura: 

(74) SOLVE([u i  = v1, u2 = v2, • • •], [Ai, '2, • • • ]) 

odreduje sva reSenja sistema sa A 1 , )t2 , 	U slueaju nemogueeg linearnog sistema 
prethodna procedura ne daje rezultat. U nalaienju op§tih reprduktivnih re§enja 
homogene grupne funkcionalne jednaeine sa konstantnim koeficijentima A-sistemi 
koji se javljaju uvek su mogua. Ako se u rdenju javijaju parametri t i , t2 , , tada 
se oni redom ozna .6avaju sa: ©1, ©2,... . Kao rezultat procedure (74), za moguee 
sisteme, dobijamo vektor re§enja u obliku: 

(75) [A 1  = cpi(©1,©2,...), A2 = (p2(01,02,...), 	]. 

Na kraju, za jednakost p = q funkcija RHS(p = q) odreduje desnu stranu jednakosti, 
tj. izraz q. 

Navodimo raeunarska regenja grupnih funkcionalnih jednaeina redom za n = 
2, 3, 4. 

22 PORED ZADAVANJA PUTEM MTH-PROGRAMA U MATRICU MOGUeE JE ZADATI U DERIVE-U 
„RUCNO" PUTEM DERIVE-EDITORA (VRSTA PO VRSTA) 
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n = 4.  (i) Analogno slueaju n = 2, sa sledeCim DERIVE programom nalazimo sva 

re§enja homogene cikliene grupne funkcionalne jednaCine (22) sa konstantnim koeficijenti- 
ma a()  

(82) 

= a, a l  = b, a2  

Ml(a,b,c,d) 
M2(a,b,c,d) 

LS(a, b, c, d) 
C4(a, b , c, d) 

c i a3 	d: 

:= 	[[a,b,c,d],[b,c,d,a],[c,d,a,b],[d,a,b,c]] 
:= 	[(a2 	b2 	c2 	d2  ,(a 	c)* (b 	d),2* (a* c+ b * d), (a + c)* (6 	d)], 

[(a 	c) * (b 	d) , 2 *(a * c 	b * d) , (a + c) * (b 	d) , a2 	62 	c2 	d2 ], 

[2*(a*c-i-b*d),(4-1-c)*(6-hd),4 2 -1-62 1-c2 1-c12 ,(a+c)*(b±d)], 

Ra 	c) * (6 + 	a2 	62 	c2 	d2  ,(a+  a) * (b 	d), 2 * (a * 	b * d)]] 

:= 	M2(a, b, c, d) * [[p], [q], [r], [s]] 	[[a], [b], [c], [d]] 
:= 	RHS (ELEMENT ([[xi] 	SOLVE(LS(a, b, c, d), [p, q , r, s]) 

*M1(a, b, c, d) * [[x], [y], [z], [4,1,1)) 

gde su sa x, y, z i w oznaeene nepoznate vrednosti f ( 91(X)) = f(xi,x2,x3,x4),1(02(x))= 

f(x2, x3, x4, x1), f(03(x))= f(x3,x4,x1,x2) 1 1(04(x)) = f(x4,xi,x2, x3). 

Za zadane vrednosti koeficijenata ao = al, a 1  = a2, a2 = a3 i a3 = a4 vrednost 
funkcije C4(ai,a2,a3, a4) raeunar odreduje u obliku: 

(83) Oix + 02Y + Osz + 134w. 

Iz prethodnog izraza op§te reproduktivno re§enje funkcionalne jednatine (22) odredeno je 
u kanonskom obliku: 

(84) 1(x)=0111(01(x))+,,3211(02(x))+,3311(03(x))+,3411(04(x)). 

n = 4.  (ii) Analogno slueaju n = 2 , sa sledeeim DERIVE programom nalazimo sva 
re§enja homogene KLEimove grupne funkcionalne jednatine (32) konstantnim koeficijenti-
ma ao = a, a l  = b, a2 = c i a3  = d: 

(85) 

mi(a,b,c,d) 
M2(a,b,c,d) 

LS(a, b,c,d) 
K4(a, b, c, d) 

:= 
•= 

:= 
:= 

qa,b,c,d],[6,a,d,c],[c,d,a,b],[d,c,b,a]] 
ffa2 -1-62 	c2  -1-d2 ,2(a*b+c*d),2(a*c+b*d),2(a*d+b*c)], 

[2(ckb-l-c*d),a 2  +62 	c2 	d2 ,2(a*d+b*c),2(a*c+b*d)I, 

[2(a*c÷b*d),2(a*d-1-b*c),a 2  -Fb2  -Fc2  +ci2 ,2(a*b+c*d)j, 

(2(a*d+b*c),2(a*c+b*d),2(a*b+ c*d),a 2  +62  + c2 -Fd2 1] 

M2(a, b, c, d) * [[p], [q] , [r] , [s]] 	aa], [6], [c], [d]] 
RHS(ELEMENT([[x]] 	SOLVE(LS(a, b, c, d), [p, q, r, s]) 
*M1(a, b, c, d) * [[x], [y], [z], [w]], 1, 1)) 

gde su sa x, y, z i w oznatene nepoznate vrednosti f (01(X)) = f (x 1, x2, x3, x 4), f (0 2 (X)) = 
f(x2,xi,x4,x3), f(03(x))= 1(x3,x4,xi,x2)i f(04(x))= f(x4,x3,x2,x1)- 

Za zadane vrednosti koeficijenata ao = a l , al = a2, a2 = a3 i a3 = a4  vrednost 
funkcije K4(ai , a2 , a3 , a4 ) raeunar odreduje u 

(86) Pix + P2Y + 03z + 
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4. Nehomogena grupna funkcionalna jednaCina  

Neka su 01 , ... 	bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog sebe, 
tako da skup G = {01 , . , On } u odnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje grupu 
reda n. Pretpostavimo da je O i  neutral posmatrane grupe G = (G, o). Za polje ko-
mpleksnih brojeva C neka je skup svih funkcija koje preslikavaju 
skup S u polje C. KoristiCemo oznake i rezultate date u paragrafima 1.1. i 1.2. 

Pod nehomogenom grupnom funkcionalnom jednaainom podrazumevamo funkci-
onalnu jednaeinu: 

(1) ai (x) • f(0 1 (x)) a2(x) f(02(x))+ 	an (x) • f (O n (x)) = h(x), 

po nepoznatoj funkciji f E za zadane funkcije a l , , an  E F i h E F; pri emu 
h(x) 0 0. Izlo2iCemo matrienu metodu re§avanja funkcionalne jednaeine (1) prema 
radu S. PRE§Iea [SP6] iz 1969 godine. 

Polaze6i od funkcionalne jedna6ine (1) zamenjujuei redom x sa Ok(x), za k E Iln , 
dobijamo n ekvivalentnih funkcionalnih jednaeina: 

(2) ai(0 k(x)) • f ( 01( 0k(x))) + • • • + an(0 i(x)) • f (0 n(0 k(z))) = h(O k(x)). 

Odatle nalazimo da je 

[ ai (Ok(x)) a 2(0k(x)) • • • a n (Ok(x)) I • 

odnosno 

[ al(Ok(x)) a2(Ok(x)) • • • a n (Ok(x)) • Mk • Mi -1  • 

Saglasno formulama (16) i (17), iz paragrafa 1.1., iz prethodne jednakosti dobijamo 

f(Opik(x)) 
f(Op2k(x)) 

 

_ f( 9pn„(x) ) 

 

f(Opik(x)) 
i(Op2k(x)) 

f(Opnk(x)) 

[ a4„,(0k(x )) aq ,c2 (0k(x)) • • • aun (Ok(x)) 
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Prethodna matritna formula reknja predstavlja formulu (6). Primetimo da je formula (7) 
ekvivaletna matrknoj formuli (6), kojom je dato re§enje matriEne jednatine (4). Otuda, 
skalarnom formulom (7) dato je rdenje funkcionalne jednaEine (1). Obratno, svako re§enje 
predstavljivo je u obliku formule (6), jer je posmatrana formula, saglasno teoremi 3.1.2. 
(prve celine), reproduktivna formula. Reproduktivnost formule f(§) = B • h + (I — BA)•ff 
moiemo dokazati i direktno: 

B • it + (I — BA) • (B • 1- (I — BA)g) 

B + (B • it — B • ABli) + (I — BA) 2 "g" 

	

B • Ft +(I — BA) • 	B • (11. — ABK) 	• k: + (i - BA) • 1= f(g). 

Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2. (prve celine) matrkna formula (6), odnosno koordinatna 
formula (7), zadr2ava-reprodukuje sva re§enja funkcionalne jednaeine (1). ■ 

Napomena.  Dva osnovna postupka za odredivanje {1}-inverza B(x), koji su 
saglasni sa prateeom grupom, dati su sa teoremom 1.2.3. i teoremom24  1.3.1. Ko-
nkretno, prema teoremi 1.2.3. za matricu A(x) formiramo odgovarajuou matricu 
B(x) na sledeei naein: 

n 

(9 ) 

	

B(x) = 	Mi— lAW(O i (s))Mi , 

To Ro 

i=1 

gde je A( 1 )(x) ma koji {1} - inverz matrice A(x) za x E S. Specijalno ako za matricu 
A(x) vazi Ind(A(x)) = 1, prema teoremi 5.2.2. (prve celine), slededa matrica: 

(10) 	 B(x). q(A(x)), 

jeste {1}-inverz koji je, kao polinom po A(x), saglasan sa prateoom grupom. 

Neka je nehomogena grupna funkcionalna jednaeina (1) moguea i neka je dato ma 
koje posebno re§enje (po posmatrane funkcionalne jednaeine. U postupku re§avanja 
mo2emo koristiti PENROSEovu teoremu 3.1.1. (prve celine) i to u ops'tem nerepro-
duktivnom obliku. Formirajmo vektor (Mx) = [(p0(01(x)) . (,00(0,,(5))1 T  . Matrieno-
funkcionalna jednaeina (4) moguea je, jer vektor 0.0(x) predstavlja jedno njeno 
re§enje. Neka je odredena matrica B(x) kao ma koji {1} - inverz koji je saglasan sa 
prateCom grupom. Tada, prema PENROSEovoj teoremi 3.1.1. (prve celine), imamo 
matrienu formulu op:keg reienja: 

(12) 

f ( 	 x ) 

f( 92(x)) 

• 
i(en( 1)) 

0 ( 	 ( x )) - 

(Po( 02 ( x ))  

• 

o(on(x) ) _ 
+ (I — B(x)A(x))- 

g(01(x)) - 
g(02 (x)) 

g(On (x)) _ 

24 AK0 JE MATRICA A(x) INDEKSA Ind(A(x)) = 1 ZA SVAKO X E S 
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za proizvoljne parametre a, ... , k E C. Dalje, prema teoremi 1.2.3. (op§ti) {1}-inverz matrice A, 
koji se slate sa prateCom ciklienom grupom reda 3, odreden je u sledCem obliku 

3 

B= - 
3 :=1 

mi-1A(1)mi  = 

-a-b-c+2d+e-g+h+1 a- d+e-l- f - g- 2h b+c- d- 2e- f1 - 2g+h 
3 

b+c-d-2e-f -1-2g+h 

3 3 

a- ci+e-l-f -2-2h 
3 

a-dFelf - g -2h 

3 

b+e-d-2e- f 

3 

-a -6- c+2d-i-e- g+h+1 
3 a 3 

Neposredno se proverava da vaii jednakost AB = 3A. Odatle, uslov moguCnosti ABh = h dat je 

u sledeeem obliku 3Ah = h. Samim tim, potreban i dovoljan uslov da posmatrana funkcionalna 
jednaeina jeste moguea, dat je u obliku jednakosti: 

(*) 
	

h(X , X2, 23) = h(X2, X3, 21) ( = h(x3, Xl, 2 2) )• 

Na osnovu uslova (*) op§te rdenje dato je u matrienom obliku koji nezavisi od parametara 
a, . .. , k E C 

[

f(xi,x2,x3) 
f(x 2 ,x 3 , x1) 
f (x 3 , xi, x2) 

= B 
h(2 1 , 22, 23) 
h(x2, x3, xl.) 
h(x3, Xi, x2) 

h(Xi, X2, 23) 
h(X2, x3,  Xi) 

h(x3, Xi, X2) 

g(x 1, 22, 23) 

+ ( I - B • A) • 	g(x2, x3, x i ) 

9(x3, xl, 22) 

1 	
2 _ 1 _ i 

+ _ ? 	4  _? 	. gg((:21,:32,xx 33 

1 	1 	g(x3, ,,z2) , 

3 

odno sno, po prvoj koordinati, op§te reknje dato je skalarnom funkcijom 

, 	1 
3 	

, 	

3 	
, 

f (x , x 2 , 23) = - okxi , 22, x3) + - k. zgkx 1 , x2 , 23)- g(22, x3, xi) - 9(23, x1, Z2) ) 

gde je g E proizvoljna funkcija. Ako je coo  ma koje reknje posmatrane negomogene funkcionalne 
jednaeine tada matriena formula op§teg rdenja data je u obliku 

[

f(xl, x2, X3) 

f(x2,x3,x1) 
f(x3,21,x2) 

Soo(21, 22,x3) 
W0(2:2, x3, xi) 	+ I - B • A) • 
Soo(x3, xi, x2) 

 

  

[ 400(21, 22, x 3) 

400(x2, 03, X1) 

2 ..A.  _I 

odnosno, po prvoj koordinati, op§te reienje dato je skalarnom funkcijom 

f(xi, 22,23) = co0(x1, 22, x3) + -
3 

(2g(x1, 2 2 , x 3)- g(22 , 23 , 2 1 ) - 9(23 , 21,22)), 

9(x1, 22, 23) 

9(22, 23, 20 

9(23, 21,x2) 

gde je g E proizvoljna funkcija. 

+ 	 I 
(p0(23, 21, 22) 	-- "S - 5 	5 3 

- 
	gg  x2 223, 2312 , 212)) 

9(21, 22,23) V
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Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = 	... , pn b u odnosu na kompoziciju 
(o), obrazuje semigrupu p-variiaciia  P = (P, o) reda n. Nije tegko proveriti da skup 

P 	u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu IF = (F, o) reda 
n izomorfnu sa semigrupom 6 = (G, o). 

Iz p-varijacija mo2emo formirati skup: 

(7) qii = {k E 	I pi(k) = j }, 

gde i,j E 	Primetimo da ako je 6 grupa, tada je skup 	jednotlan i odreduje 
vrednost q-permutacije k = gii . 

Navodimo postupak regavanja funkcionalne jednaeine (2) sa konstantnim koefi-
cijentima koji je predlo2io S. PRE§ie, a predstavlja direktno pro§irenje PRE§ioevog 
A-matrienog metoda za grupnu funkcionalnu jednaeinu. Oznaeimo sa A l  = f (0 1 (x)), 
A2 = f (0 2 (x)), , A, = f (O n (x)) nepoznate vrednosti funkcije f . Tada funkciona-
Inu jednaeinu (2) mo2emo shvatiti kao linearnu jednaeinu: 

(8) = al • Ai a2 • A2 + • • • + an • An  = 0, 

po nepoznatim A 1 , A2, ••• , An . Izvr§imo zamenu x redom sa 9k(x) za k E In . Tada 
linearna jednaeina (8) ekvivaletna je sa sistemom: 

= al Api + a2Ap2, + • • • + an Apn1  = 0, 
= al  Api2  a2Ap22 + • • • +a,Apra = 0, 

=aiApin + a2 Ap2n  + 	+ an Apny, = 0. 

Izraeunavanjem koeficijenata uz odgovarajuee nepoznate Ai, u i-toj vrsti prethodnog 
sistema, dobijamo da sistem ima matricu sistema A = [aii] sa eiementima: 

(9) 

{,71 
,72 

Jr, 

(10) 	 aii = 

ak 
kEqi;  

clii 	0 , 

0 	: qii  = 0. 

Za prethodno odredenje koeficijente, sistem (9) zapisujemo u ekvivaletnom obliku: 1 = anAi + a12A2 -I- • • • + ain An  = 0, 
= a21A1 + a22A2 + • • • + a2nAn = 0, 

= and An + an2 An + • • • + an n An  = 0. 

Uvedimo matriene oznake: 

(12) [ 	172 • • • ,7n ]T 	i 	A= [ Ai A2 

Sistem (11) zapisujemo u obliku homogene linearne matriene jednaeine: 

(13) ,T=A A=O. 

F. 
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{1}-inverz matrice A. Ako je A = [Aii] ma koji {1}-inverz matrice A, tada formula 
(21) odreduje opgte regenje matriene jednaine (13). 

Zamenom jednakosti (20) u jednaeinu (8), dobijamo odgovarajuei A-sistem  po 
Ak parametrima (k E In ). Ako je odgovarajuCi A-sistem moguC i ako se u formulu 
(21) vrate uvedene zamene, pitanje da li je sa tako odredenom matrienom formulom 
odredeno jedno re§enje funkcionalne jednaeine (2) povezano je sa pojmom saglasnosti 
matrice sa semigrupom. S. NIKOEvia u [SN1] definisala jet' matrica B(x) = [bii(x)]  
saglasna je sa semigrupom 6 = (G, o)  ako matriena jednakost: 

(22) = B(x) • 

jednoznaeno defini§e funkciju cp E F za ma koji izbor funkcije g E 	Ako su 
kvadratne matrice B i C, reda n, saglasne sa prateeom semigrupom to su takode 
i matrice B±C,B•Ci AC (A E C), kao i jediniena matrica I reda n. Direktno 
se proverava da je matrica A = [aii] saglasna sa prateCom semigrupom. Ako je 
A-sistem moguC, tada .Ak-parametri, na osnovu jednakosti (18), odredjuju matricu 
A = [4] kao jedan {1}-inverz. Na osnovu prethodnog razmatranja, kao uop6tenje 
teoreme 2.2.2 vaZi naredno tvrdnje. 

Teorema 5.1.  Ako je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednaeine sa 
konstantnim koeficijentima (2) moguo i ako je matrica A = [Aiji saglasna sa semi-
grupom 6, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opateg reproduktivnog 
regenja funkcionalne jednaoine (2) data je sa: 

n n 

(23) 	 f(x) = 1.1(x) — EE Aijaii11(9i (x)), 
j=1 1=1 

gde je lI E proizvoljna funkcija. 

Napomena.  Neka je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednaine sa 
konstantnim koeficijentima (2) mogue. Ako reproduktivna matriOna formula (21) ne 
odreduje regenje funkcionalne jednaine (2) tada matrica A = [Aii] nije saglasna sa 
semigrupom 6. 

U vezi prethodne napomene postavlja se sledeCi problem:  ako funkcionalna jedna-
eina (2) nije re§iva u prateCoj semigrupi, odrediti giru semigrupu u kojoj je posma-
trana funkcionalna jednaeina re§iva. Navedeni problem razmotrieemo za homogene 
semigrupne funkcionalne jednaEine, sa konstantnim koeficijentima, koje su razma-
trali PREgia, KEoKia, MITRINOVI6, VASI6 i KIJCZMA. 

27U CILJU RES- AVANJA FUNKCIONALNE JEDNA6INE (2) ZA MATRICA INDEKSA Ind(A) < 1 
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Re§enje prethodnog sistema je dato u obliku 

/ = 
B = B 	= B AJ3 = B , 
C = C AJ;I  = C AL74= C, 

pri 'emu su poslednje dye jednaeine dobijene iz prve jednaeine zamenama X F-+ /3X 
i X 	7x. Ako se izvr§i zamena prethodnih izraza za B i C u polaznu jednatinu 

= B — C = 0, dobijamo istu jednaeinu. Na taj naein A-sistem po A je oblika OA = 0, 
tj. re6enje je ma koji parametar A. Sad, iz formule I = I + A(B — C), potencijalno op&te 
reproduktivno re§enje je oblika 

(4) f(X)=11(X)-F A(II(OX) — II(-yX)), 

gde je II : R 2 	R proizvoljna funkcija. Formula (4) jeste re§enje posmatrane funkciona- 
lne jednatine ako i samo ako je funkcija II re§enje polazne funkcionalne jednatine. Dalde, 
formula (4) nije re§enje posmatrane funkcionalne jednaeine. Navedeni primer pokazuje 
da sernigrupna funkcionalna jednaeina ne mora imati reaenja u prateeoj semigrupi. U 
narednom ee mo pokazati kako je moguee dobiti op§te reproduktivno re§enje u §iroj semigri 
od prateCe. 

Neka je k E R proizvoljna konstanta. Tada je funkcionalna jednatlina (1) ekvivalentna 
sa sledeeom funkcionalnom jednatinom: 

(5) f(x,x) = f(k,k), 

po nepoznatoj funkciji f : R 2 	R. Semigrupu funkcija S pro§irimo sa funkcijom 
: R 2 	R 2 , definisanom sa 45X = (k, k). Na taj naein formiramo skup Q = {E, a, 0, 7 ,6} 

koji u odnosu na kompoziciju (o) odreduje semigrupu sa neutralom Q = (Q, o). CAY-
LEYeva tablica semigrupe je data sa: 

eaf375  
E a Q  -y S 
a €07 

7 0 7 (5 
 70076.  

S 6S SS  

Oznatimo sa I = f(EX) = f(X), A = f(aX), B = f(OX), C = f(7X)i D = f(.5X) 
vrednosti nepoznate funkcije f : R 2 	R. Dalje, zamenama X 4-+ EX, X 1--+ aX, 
X 4-+ /3X, X 7X i X i 5X iz polazne jednaeine: 

( 7 ) 	 = AOX)—f(OX)=B—D= 0 

dobijamo homogen linearan sistem po I, A, B, C i D: 

f(f3X) — f (45 X) = B D = 0, 
f(7X) — f(5X) = C — D = 0, 
MX) — f(6X)= B — D 0, 
f(7X)— AOC) = C — D 0, 

= f(5X)— f(5X)= D — D 0. 

( 3 ) 

0 

(6) a 

7 

.71 = 

.72 = 
= 

J4 = 
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Re§imo funkcionalnu jednaeinu (12) u prateCoj semigrupi Q. PolazeCi od jednaeine: 

(13) ..71=/-FA— 2D= 0, 

zamenama X EX, X H aX , X '-+ OX, X 7X, X 1- ►  bX dobijamo homogen linearan 
sistem po I, A, B, C i D 

r =i+A- 2D = 0, 
,72 = A -I- — 2D = 0, 
j3  = B B — 2D = 0, 

= C + C — 2D = 0, 
,75  = D + D — 2D 0. 

Rdenje prethodnog sistema dato je sa: 

I = / Ai (/ + A — 2D) + A2(B — D) + A3(C — D), 
(14) A = A + A i (A + I — 2D) + A 2 (C — D) + A3(B — D), 

D = D, 

pri ?emu su poslednje dye jednatine dobijene iz prve jednaeine zamenama X H aX i 
X 1—). 8X. Ako se izvrE zamena I, A i D u (13) dobijamo jednaeinu 

I A — 2D = (2A 1  1)(I + A) + (A2 + A3)(B C) - 2(2A1 + A2 + A3 + 1)D = 0, 

na osnovu koje dobijamo A-sistem po A 1 , A2 i A3 

f 	2A1 + = 0, 
A2 + A3 = 0, 

1 2A1-1-A2-FA3+1=0. 

Rdenje sistema dato je u obliku 

= -
1 
 A A2 = t A A3 = -t, 

gde je t realan parametar. Samim tim iz 

/ A 

potencijalno opgte reenje dato je u obliku: 

(15) f(x,Y) = 2( 11 (x,Y) 11 (11,x)) t( 11(x,x) — 11 (Y, Y)) + 11(k,  k), 

gde je II : R 2 	R proizvoljna funkcija. Neposredno se proverava da je sa (15) dato 
rdenje funkcionalne jednaeine (12). Usled reproduktivnosti funkcije (15) rdenje je opete. 
Specijalno, za t = 0 dobijamo opAte reproduktivno rdenje: 

(16) f(x, y) = 2(II(x, y) — II(y, x)) + II(k, k). 

u obliku S. PRE§16a [SP21 i J. KEaKiCa PK11. 
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Oznatimo sa A = f(EX) = f(X), B = f(aX), C = f(PX) i D = f(7X) vrednosti 
nepoznate funkcije f : R 2  —0 R. Zamenama X EX, X r-o aX, X r-• ► 	i X 0 ►  7X iz 
polazne jednaeine dobijamo homogen linearan sistem po A, B, C i D: 

J=a-A-1-b•B+c-C-Ed•D=0, 

,72 =a•B+b•A+c•D-Ed•C =0, 

,73=a•C-1-b•C+c•C+d•C =0, 

..74=a•D+b•D-I-c•D+d•D=0. 

Primetimo da su re§enja sistema (2) — (5) data u obliku 

A 
B 
C 
D 

= 
= 
= 
= 

A 
B 
C 
D 

-I- 	A.71 
+ 	A.7; 
+ 	3;1  
+ 	A.71" 

+ 	P.72, 
+ 
+ 	.72"  
+ 

pri temu su poslednje tri formule dobijene iz prve zamenama X )••, aX, X 1-÷ /3X i 
X )—). 7X. Va2i : ,7; = ,721  = Jr" -a 0 i 0 , J17 E.-- 0 i 0. Odatle reSenja 
sistema (3) — (6) data su u obliku 

A = A + A,71+ kt.72, 
B = B + a.72 + P,7). 
C = C 
D = D . 

Zamenom izraza za A, B, C i D redom iz prethodnih formula u formulu (3), grupaua 
koeficijente uz A, B, C i D, dobijamo A-sistem po A i 

(7) (a 2  b2 )A 2aby = —a, 

(8) 2abA (a2  b2 )/.1 = —b, 

(9) (ac-Fbd)A-F (ad + bc)p = —c, 

(10) (ad + bc)A-F (ac + bd)it = —d. 

Neka je II : R 2 	R proizvoljna funkcija. Razlikujemo dva slueaja: 

1) 	 o.  Tada iz jednaeina (4) i (5) zakljueujemo da je C = MX) = 0 
i D = f(7X) = 0. Funkcionalna jednatina (1) je oblika a • f(x, y) b f(y,x) = 0. 
Razlikujemo dva podslueaja: 

1.a) a 2 	= o.  Tada vaii: a=b=0 A c0 —d. Samim tira vaii: a • f(x, 	b • 
f(y,x)=..:,  0 i f(x,y)= 0. O$te reproduktivno re§enje posmatrane funkcionalne jednatine 
dato je sa: 

f (x ,y) = II(x ,y) II(x , x). 
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Prema primeru 1 b),  ako je k proizvoljna realna konstanta, op§te reproduktivno regenje 
posmatrane funkcionalne jednatine dato je sa 

f(x, y) 	11( x' Y) 	x )  + 	k). 

2.b.ii) a= b A a 	-c(i o). Iz uslova a+ b+ c+ d = 0 zakljueujemo da 

je a = 	0). A-sistem (7) - (10) dovodi do veze A + /./ = 	Zamenom re§enja 

A = -A - as A AERu jednaeinu A = A + A,71 +11,72 dobijamo 

A = A + ( — p — — )(aA + - aC - aD) + p(aA + aB - aC — aD) = A — B+C+D 
2a
1  
	 2 

Odatle proveravamo da je opa- te reproduktivno re§enje funkcionalne jednaeine (1) dato u 

obliku 

2.b.iii) a = -t)( o). Iz uslova a+b+c+d =0 zakljutujemo c = -d(0 0). A-sistem 
(7) - (10) dovodi do veze A - = Zamenom re§enja A = /./ A µ E R u jednaeinu 

A = A + A,71 + /1,72 dobijamo 

A = A +(µ- ki )(aA - aB + cC - cD) p(a A - aB + cC - cD) 
ZA + 2B - f-a-C + Za D + 2/./(aA - aB + cC - cD). 

Odatle zakljueujemo da ako postoji op§te reproduktivno raenje funkcionalne jednaeine 
(1) ono je oblika 

f (x,  y) = -1  II(x , y) + 
2 	2a 

x) - -c-II(x , x) + 
2a 
--c-II(y , y) 

2  
+ 2/.1(a11(x, y) aII(y, x) + clI(x , x) - cII(y, y)). 

Zamenom u polaznu jednaeinu a f(x,y) - a f(y,x) + c f(x,x) - c f(y,y) = 0 
nalazimo vrednost koeficijenta µ = 0 (A = 	Saraim tim, opSte reproduktivno reienje 

- r"I fUnkcionalne jednaeine (1) dato je u vidu 

1 	1 
i(x,y)= 2ll(x,y) -1-  ill(Y,z) - -25; 11(x, x)-1- y). 

2a 

2.b.iv) a 2  b 2 . Iz A-sistema (7) - (10) nalazimo jedinstveno re§enje po parametrima 

a 
A- 
	 nµ = 	 a2 b2 	a2 b2 

Zamenom vrednosti A = 	a b  i µ = 

A = A a2 a b2 (aA bB cC dD) +  
a2  b2  

(aB bA cD dC)• 
 

Odatle zakljueujemo da je opSte reproduktivno re§enje funkcionalne jednadue (1) dato u 
vidu 

f(x,Y) = 
11(x, y) - II(y,  x) + II(x , x) + II(y, y)  

2 

u jednaeinu A = A + a,71  + /2,72 dobijamo da 

vatii 
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pri eemu su poslednje dve jednaeine dobijene iz prve jednaeine zamenama X H a X i 
X Ako se izvr§i zamena Ti Z u jednaeinu „71 = T — Z = 0, dobijamo istu 
jednaeinu. Dakle A-sistem je oblika OA = 0, tj. re§enje je ma koji parametar A. Iz 
:E. = potencijalno opgte reproduktivno re§enje je oblika: 

( 3) 
	

F(X) = II(X) A(I1(aX) — 11(03X)), 

gde je II : R3 	R proizvoljna funkcija. Formula (3) jeste re§enje ako i samo ako 

je funkcija II re§enje polazne funkcionalne jednaeine. Samim tim homogena semigrupna 

funkcionalna jednatina (1) nema re§enje u prateeoj semigrupi. Pokazaeemo da funkci-

onalna jednaeina (1) ima re§enje u §iroj semigrupi. 

Definigimo redom funkcije al, , an : R 3 	R3  kao varijacije sa ponavljanjem od 

tri elementa: 

ctis(X) = (y,z,x), 
ais(X) = (z,x,x), 
022(X) = (z,y,x), 
026 (X) = (z, z, x), 

02 (X) = (x,x,y), 
a5(X) = (x,Y,Y), 
a8(X) = (x, z, y), 
a11(X) = (Y,x,Y), 
a14(X) = (Y,Y,Y), 
a17(X) = (y, z, X), 

020(X) (Z X y), 

ce23(X) = ( z7 Y, 
a2s(X) = (z, z, 

03(X) = (x,x,z), 
as(X) = (x,y,z), 
a9(X) = (x, z, z), 

a12(X) = (y,x,z), 
ais(X) = (Y, y, z ), 

018(X) = (y, z, z), 
a2i(X) = (z,x,z), 
a24(X) = (z, y, z), 
a27(X) = (z, z, z). 

Posmatrajmo skup funkcija A = {al, • • , ay} koji u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje 

, ISerdigrupu funkcija A = (A, o). CAYLEeva tablica semigrupe 29  A data je sa: 

1 4 % . 0 	 a 
01 

03 
04 
05 
08 
07 

09 
010 

• 	:` 42 11 
0 12 

;1 . .013 
014 
0 15 
0 18 
0 17 
0 18 
0 19 
020 
021 
022 
033 
024 
025 
026 
027 

0 1 0 1 0 1 
0 1 0 1 01 
01 02 03 

'2 1 0 1 01 
0 1 0 1 01 
0102°3 

0 1 04 0 7 
01 04 07 
01 05 09 
01 0 1 0 1 
0 1 01°1 _ 
01 02 03 
0 1 01 0 1 
0 1 01°1 
01 02 03 
01 04 0 7 
0 1 04°7 
al 0509 

°1 0 10 019 
01 010°19 
0 1 0 11 021 
01 0 10 0 19 
01 *10 0 19 
01 011°21 
01 013 025 
01 013 025 
01 014°27  

a 

0 1 0 1 01 
02 02 02 

01°2 03 
04°4 04 
as as as 

04°5°8 
0 1 04 07 
02 05 08 
010509 

010 010 0 10 
011 011 0 11 
010 011 012 
0 13 0 13 013 
014°14 014 
013 0 14 015 
0 10 013 018 
011°14 017 
010 014 0 18 
0 1 010 0 19 

02°11 020 
0 1 0 11 021 
04 013 023 
05 014 023 
04°14 024 
01°13 025 
02 014 028 
0 1 014 027 

0 1 
03 03 03 
0 1 02 03 
07 07 07 
09 09 09 

07 08 09 
01 04 07 
030609 
010509 

019 0 19 0 19 
021 021°21 
019 020 021 
025 025 025 
027 027 027 
*25 028 027 
019 022 025 
021°24 027 
0 19 023 027 
01 010°19 
03°12 021 
01°11 021 
07 018 025 
09 0 18 027 
07 017 027 
0 1 013 025 
03°15 027 
0 1 014 027  

014 014 0 14 
013 013 013 
013 0 14 015 
011°11 011 
010°10 010 
010 0 11 012 
011 014 0 17 
010 013 018 
0 10 014 018 

as as as 

04°4 04 
04 05°8 
02 02°2 
01 01 01 

01°2°3 
02 05 08 
030407 
030509 

05 014 023 
04013 022 

04°14 024 
02°11°20 
0 1 010°19 
01 011 021 
02 014°28 
01°13 025 
01 014 027 

0 14°14 014 
0 14 014 014 
0 13 014 015 
0 14 014 014 
014 014 014 
013°14 015 
011°14 017 
0 11 014 0 17 
010 014 018 
014 0 14 0 14 
014 0 14 014 
013 0 14 0 15 
014 014 014 
014°14 014 
013 0 14 015 
011°14 0 17 
011 0 14 0 17 
010 014 018 
05 014°33 
05 014°23 
04°14°24 
05034033 

05 0 14 023 
04 014°24 
02 014 026 
02 014 028 
01 014 037 

014°14 0 14 
015 015 0 15 
013 0 14 015 
0 17 017 017 
0 18 0 18 018 
0 18 0 17 018 
011°14 017 
0 12 015 018 
010 014 018 
023033°23 
024 024 034 
033 023 024 
026°28 026 
027 037 027 
025026 027 
020023 028 
021 024 027 
019 023 027 
05 014 023 
08 015 024 
04 0 14 024 
08°17028 
09018 027 
07 017027 
02 014 028 
03 015 027 
0 1 014 027 

037 027 027 
025 025 035 
025 028 027 
021 021 031 
019 019 019 
019 020 021 
021°24°27 
019 023 025 
019 023 027 

0909 09 
07 07 07 
070309 
030303 

01 01 0 1 
01 02 03 
03 06 09 
0 1 04 07 
01 05 09 

09 013 027 
07°16 025 
07 017 037 
03 012 021 
01 010 019 
01°11 021 
03 015 037 
01°13 025 
0 1 014 027  

027 027 027 
026 026°28 
025 026 027 
024 024 034 
023 033 023 
022 023 024 
021 024 027 
030 023 028 
019 023 027 
0 18 018018 
017°17 017 
0 18 017018 
015 015°15 
0 14 014 014 
013 014 015 
012 015 018 
0 11 014 017 
010°14 0 18 
09 018 027 
06017 035 
07 017 037 
08 015 024 
05 014 023 
04°14 024 
03015 027 
03 014 028 
0 1 014 027 

a 

037 037027 
027 027 02 7 
025 036 027 
037 027027 
037027 037 
025°26 027 
021°34 027 
031 024 027 
019 023 097 
027027027 
027027 027 
035026 027 
037 027027 
021 037 027 
025026 027 
021 034 027 
021 024 027 
019°23 037 
09 013 027 
09018 027 
07017 027 
09°18 027 
09 013 037 
07017°27 
03015 027 
03015°27 
01 014 097 

0 a : 0. 0, a 0 
	 a a 	a a a 	00,0 	a a 

a 

29  FORMIRANA RAdUNAROM POMO& ODGOVARAJUdEG C -PROGRAMA 
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Prema prethodnom razmatranju, funkcionalna jednaeina (1) nije rdiva u seraigrupi. S. 
Ispitajmo rdivost funkcionalne jednatine (1) u §iroj semigrupi A (odnosno B). Polazna 
funkcionalna jednaeina, prema prethodnim oznakama, mote se zapisati u obliku: 

(6) F a 2 1 X F(a27X) = 0, 

odnosno u obliku: 

(7) = T — Z = O. 

Izvr§imo zamene X 	aiX, , X 1-4 a27X u jednaeini (6). Prema tablici proizvoda 
(5) iz jednakosti (7), •-mnoienjem sa desne strane, dobijamo redom sledete netrivijalne 

proizvode: 

.71 =T-Z= O, 

,72 = J — M = 0, 
= D — A = 0, 
= W — Z = 0 , 

3.6  = F — A = 0, 
3.6 = P — M = O. 

Ostali proizvodi su trivijaloi, tj. dovode do izraza koji su indetieki jednaki 0. Samim tim 
rdenje, po ~ = F(x , y, z), tra2imo u obliku: 

(9) 	 = 	Ai7;, 

za nepoznate realne parametre Ai, 	, A6. Jednatina (9) eksplicitno data je u obliku 

= 	+ A1 (T — Z) 	A 2(J — M) 
• A 3(D — A) + A 4(W — Z) 
• A 5 (F — A) + A6(P — M). 

Iz prethodne jednatine zamenom X 	a21 X, odnosno distributivnom (•)-mnoienjera sa 
desna sa T, dobijamo jednaeinu 

T = T + A1 (Z — 2) + A2(F — A) 
+ A3(T Z) + A4(T — Z) 
+ A 5 (Z — Z) + A6(F — A), 

odnosno jednatinu: 

(10) 
	

T = T + (A3 + A4 )(T — + (A2 + A6)(F — A). 

Iz jednaeine (9) zamenom X a27X, odnosno distributivnim •-mmoienjem sa desna sa 
Z, dobijamo jednaeinu 

Z = Z + Ai(Z — Z) + A2(Z — Z) 
+ A3(Z — Z) + A 4(Z — Z) 

A 5(Z — Z) + A6(Z — 2), 

odnosno trivijalnu jednatinu: 

(1i) 

(8 ) 
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Rdenja postavljenog problems dali su M. KUCZMA [MM.] i P. VAsi6 [DM-PV21. Pri 
tom P. VAsIe dao je rdenje bez dodatne pretpostavke da jednaeina 2X = A (X, A E M) 
ima jedinstveno regenje po X. 

Navodimo rdenje primenom PRE§I6evog A—nietoda. Iz funkcionalne jednaeine (1) 
zakljueujemo da je f (x i , x 1 , x1 ) = 0 i f(x i , x1 , x3) = 0. Funkcionalna jednaeina 

(2) 
	

f(Xi, X2, X3) - f(X2, Xi, X3) = f (x2, x i , x2), 

koja se izvodi iz (1), uz dodatni uslov f(xi, x2, x3) = 0, ekvivaletna je sa polaznom 
funkcionalnom jednatinom (1). Op .tte rdenje funkcionlne jednaeine (2) traiimo uz pretpo- 
stavku31  x 1  x2. Tako dobijeno regenje dopunjujemo sa 0 kao rdenjem u slueaju x i  = x2. 

Za X = (x i , x2, x3) uvedimo funkcije 	: R3 	R3  na sledeei naein iX 
(xi, x2, x3), aX = (x2, xi, x3) i /3X = (s 2 , x i , x2). Skup 	a„0} nije zatvoren za kompo- 
ziciju (o). Dopunitho prethodni skup sa funkcijama 7, 5, : R3 	R3  definisanim redom 
sa 7X = (xi.;'x2, x2), 5X = (xi,x2,xi) i 71X = (x 2 , x 1 , xi). Na taj naan skup S = 

a, /3,7:5;0 .0 odnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu sa jedinicom S = (S,o). 
Odgovarajuea CAvLEveva tablica semigrupe S data je sa: 

i ce #  7 5 77  
i a 8 7  6 77  
a i S /7 7 
Q 7 b 71 i3  7 
7#07 577 

77 13  7 b 77 
17 5 s 71 Q 7 

Oznatimo sa I = f(iX), A = f(aX),B = f(,8X),C = f(y X), D = f (6X) i E = f(77X) 
nepoznate vrednosti funkcije f : R3 	R. Polazeci od jednaeine (2) dobijamo Ilea= 
jednaeinu: 

(4) 

Uvedimo redom zamene: X 1-4 iX, X 1.-►  aX, X )--0 	,r 1-4. 7x, x 	6x i 	174.? 

tada prethodna jednaeina ekvivaletna je sa linearnim sistemom: 

(5) 

,71  = I — A — B = 0, 
.72 = A—I—C = 0, 
J3  = B — 2 D = 0, 
.74 = C - 2 E = 0, 
,75  = D — 2 B = 0, 
4.76 = E'— 2.0 = 0. 

31 I2 i`UNKCIONALNE JEDNAINE (2) ZAMENAMA NOE IZVODIV MEW/ 	 = 0 

0 

a 
( 3 ) 

7 
S 
17 
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(12) 	f (xi, x 2 , x3  
1  6 (11 (X2, xi, X2) + 11(x1, X2, X2)) 

111(2 1 , 22, 23) + 111(22, 2 1 , 23)- 

(II(Xlf Z2; xi) + 11(22, 	21)) 
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XI, 22, 23 

111(21, 22, 23) + 11(22, xi, 23)+ 

r (1(22, xi, x2) + 11(X1., x2, x2)) - 

+ (I1(xi, x2, xi) + 21, 20) 

 

 

0 : 21 = 22, 

  

gde je r E R. Zamenom prethodne funkcije u funkcionalnu jednaeinu (2) nalazimo da 
samo za vrednost parametra r = 	sa prethodnom funkcijom dato je retenje funkcionalne 
jednaeine (2).-Sainim tim optte reproduktivno retenje funkcionalne jednaeine (1) dato je 
u sledeeemobliku: 

: 21 = 2 2. 

Navedimo optte retenje koje je dao M. KuczmA i P. VAsie. Za skup E3  = E x E x E 
clefinitimo podskupove: A = {(21, 22, 23) : x1 = 22}7 BO = {(Xli X2) (X2, Xi) .  Bf2i A x1 22} C E2 , B = Bo x E, C = (E x E x E)\(AU B), D = {(x1,22,x3) : x2 = x3} n B 
i F = {(x1, 22123) X1 = 23} n C. M. KUCZMA, u radu [MM.], dao je optte retenje u 
obliku funkcije: 

g(ti, x2, xa) 
-2g(x1, 22, Z3) + CI(2 1) 

g(x2,zi,x3)+ g(x2, 21,x2) a(x1) 
-9(x2, xi, 22) a(xi) -fl-a(22) 

a(xi) 	 (xi, 22,X3), E 
• 	, ,J 

za proizvoljne dve funkcije: g : E3 	M i a : E 	M, pri 'emu funkcija a ispunjava 
a(z) = -a(z). P. VAsi6 dao je (Nke retenje u obliku: 

H(z i , x2 , 23) + H(x2, xi, 23) + G(zi, x2) 
(14) 	f(xi, 22, 23) = 	G(x2, 21) G(zi, 22) 

0 

za proizvoljne dve funkcije H : E3  --+ M i G : E2 	M. 
-,- 

Dobijeno optte retenje (12) jeste reproduktivno i ono zavisi od jedne funkcije. Sa 
formulom (12) pokazano je da za optte retenje nije neophodno uvesti proizvoljne funkcije 
razlieitih „arnosti" kao u slutaju formula (13) i (14). 

Primer 5.  D. SINCOV (prema [DM - PV2]) postavio je problem odredivanja opiteg 
re.fenja funkcioialne jednaeine: 

1 	 (xi, x2) + f (x i2, X3) :  

Po nepornatoj funkciji f : R2 	R. 

(13) 	.f(xi,x2,x3) = 

%(x1, x2, 23) E B\D, 
(x1,22,23) E D, 

(21,22,23) E 
: 	(21, 22123) E F, 

21 0 22 A 21 0. 23i . 

21 = 223) 
X1 = 22) 

0111,GLI:):110 ( i 

: ai rid° II 
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, 

T.NettiinO oznake'A '= al `,µ = A2 + A4 + A6 + A7 r = A3 + A81 eida, opt re§enje" traiimo 
u obliku: 	 A% r 

(7) 
	

1= 1 + .A.71 + A.72 + 7,75. 

iedoni zamene X i4 ca, X H ,OX, X. . 7x u jednaeini (7), tada dobijamo: 

A = A + A,72 + /473 + 7,75, 

B B 	+ it.72 + 7,75 

(10) C = C + A,72 + P.72 + r,75• 

Zamenom prethodnih izraza 	B i Cu jednatinu -(4), dobijamo: 

= (A + 1)A + (A + 1)B — (A + 1)C + (A + r)K = 0, 

odnosno dobijamo A-sistem: 

(11) A+1=0 n kr+ T = 0 

ReAenje A-sistema linearnih jednaeina dato je u obliku: 

A = 

r = t 

gde je t realni parametar. Iz formule (7) , nalaznno: 

= / — (A +B — C) + t(E — K) 

Potencijaino opste reproduktivno reenje funkcionalne jednaeine (2) dato je u obliku: 

W(k,xi,x2, xa) = 4,(k, x i , x2, z3)-- 
(13) eb(k,k,z1,-z2) +1(k, k,  x2, x3) — 4(k, k, xi, 23))+ 

t((b(k , k , k , x2) — 	k)), 
gde je t realni parametar i gde je (I) : R 4 	R ma kola funkcija. Zamenom prethodne 
funkcije u funkcionalnu jednaeinu (2) odredujemolvrednost parametra t = 0. Odatle 
dobijamo op§te rntenje funkcionalne jednaeine (1) u o'bliicu: 

(14) f(x,Y)= 50(k k x Y) = 1(k k, k, Y) — 4'(k , 1c7;kix)F (rgS0,7 11(F),  
gde 	 pro4voljna funkcija... NarArdeujin peatupkoFfw '„u.potpAnjavanja" zaklju- 
tujemoU,inei)otPune,semigrupne fnnkcionaliie, jedliaeine niognee je r:azmatrati U"oirem 
obliku semigrupnih funkcioinalnihjednatinat" ,  -- 	- - 	 = 
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fr- 

u.. l 

;;kj' 

 	i$tznitnosn~ v~rednost 
tacno, netacna. j , 

0  prazan skup 
In  skup prvih n prirodnih brojeva 1,... , n 
N, R, C  skup,oyi prirodnih,,realnih, kompleksnih brojeva 
cm x a skup kompleksnih matri`c formats m x n 
~+mxn 

.,  skin kompleknit matrica an ~ , .. 	• • ormata_ m x n 
Add{ $), .. ,-, adjungpvan~ , matrica ~1 

-f An  De1(A.) ,!,  :  . ide~erminants. Jcvadratne, matrice 4 r  
cii 	, [ lt:i 	', nverzItia I i~tTltl&,('At jl~.nxr► ) 

_ 	'1,  ' 	 ii kd j 	,-  idelt e 	pes lika~a3~ 'e  
jedinicni yek qr 	j0 . 	Olp . 	, Q fl . au.prostox 	jR" 	- 

/s ~ 

matrica sa r jedIliewna' prvih'r hesfa ciialgoliale 
Ina ostaliii rle ta s' 	nula eerriitit]'ri~I 	(,` 	Qrx')"' h , 	. " 

r  

j 	 E A) prostor slike matrice AC' ~ 	
( 	I,i, ~ , 	,. „ 	.- 	,, 	•" ri 

N(A), Ker(A)  nula prostor matrice A, je grb'matr a `A' t  " "'  
rank(A)  raaiglmhtrice1A~_ _ i  

.,  • ndeks .matrice A 
vektor,dpbt}ep,1pisivax jer vrsta matrice A, 

( 	J  matrica M za~isana spo vrstama 
matrica M zapisana, po vrstarna 

A 3  J -t3 kolona"matrice A  
,A . 	. 1 . tranpp000vana matrica A 	 ` 
A* 

(~ konjugovano-trans onovana matrica,,A 
®  KRONECKERov iii tenzorski proizvod matrica 
A{ j }  skup j-inverza matrice A, (j = 1, 1 k,  2, 3, 4, 5, 5k) 
A(')  ma koji A{ j }-inverz (j = 1, l k , 2, 3, 4, 5, 5k ) 
At uopsteni inverz skalara a

t 

'J 	a_I 	0 
{0 	a,0} 

At  MOOR.E- PENROSEov inverz 
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