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' PREDGOVOR

Predmet ovog magistarskog rada je tzv. grupna funkcionalna jednafina. Za
neprazan skup S neka bijekcije 8,,...,0, : S — S u odnosu na kompoziciju (0)
obrazuju grupu G = (G,0). Za zadano polje K sa F ={f:S8 — K} oznatimo
skup svih funkcija koje preslikavaju skup S u polje K. Pod grupnom funkcionalnom
jednaéinom podrazumevamo funkcionalnu jednacinu:

a1(2) - F(B1(z)) + aa(z) - F(82()) + - - + an(2) - f(6(2)) = h(),

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije ay,...,a, € F i h € F. Grupnu
funkcionalnu jednacinu odredujemo kao nehomogenu ako je h(z) # 0, odnosno kao
homogenu ako je h(z) = 0. Ako su zadane funkcije a;,...,a, konstantne onda je
reé o grupnoj funkcionalnoj jednaini sa konstantnim koeficijentima. Opstu grupnu
funkcionalnu jednaéinu uveo je i resio S. PRESIC [SP2], [SP6]. Pri tom se kao osnovni
matematicki aparat za odredivanje opsteg reSenja javljaju uopsteni inverzi matrica.

U skladu sa tom ¢injenicom magistarski rad je podeljen u dve celine. Prva celina
jesu uopsteni inverzi matrica, druga celina jeste razmatranje grupne funkcionalne

jednacine.

UOPSTENI INVERZI MATRICA. Istorijski posmatrano prvi je E. MOORE
1920. godine definisao i proutio uopstene inverze matrica. Do ponovnog uvodjenja i
proutavanja uopstenih inverza nezavisno su dosli A. BJEREHAMMAR 1951. godine 1
R. PENROSE 1955. godine. S. PRESIC, u cilju odredivanja opsteg reSenja homogene
grupne funkcionalne jednatine, nezavisno od navedenih autora 1963. godine uveo
je i koristio u danasnjim oznakama uop3teni {1}-inverz matrice. Oblast uopstenih
inverza matrica uspeino se prenela sa matrica na razna podruéija matematike i
danas se intezivno prouava. Prema podacima sa AMS diskova u periodu od 1940.
godine do 1995. godine za pojam generalisanih-uopétenih inverza matrica® vezano
je 2368 referenci.

U prvoj celini, ovog rada, u okviru pet delova, uvodi se teorija uopstenih inverza
matrica koja se upotrebljava za razmatranje opsteg resenja grupne funkcionalne
jednacine.

Prvi deo je uvodnog karaktera i u njemu se razmatra resen oblik jednaéine i
pojam reproduktivnost. Takode, navode se osnovne osobine u vezi sa inverznom
matricom i KRONECKERovim-tenzorskim proizvodom matrica.

O((GEIRALIZ(S)ED INVERSE<S>) or (PSEUDOINVERSE<S>)] and [MATRIX or MATRICES]

i
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UOPSTENI INVERZI MATRICA 3

1. Uvod

1.1. Resen oblik jednacine. Reproduktivnost

U uvodu dajemo neke osnovne pojmove u vezi sa reSenim oblikom jednacine i
pojmom reproduktivnosti. Jednakosna formula-jednakost jeste formula u kojoj su
dva izraza t; i t; vezana relacijskim znakom jednakosti (=). Jednacina je jednakosna
formula J(z) koja sadrzi i promenljive koje su naznacene kao nepoznate sa vredno-
stima u nekom nepraznom skupu S. Resenje jednacine J(z), po z, je takav elemenat
o € S za koji je T(J(20)) = T (gde smo sa T oznaéili istinitosnu vrednost). Tako
ako se radi o matri¢noj jednagini refenje je matrica (odredenog formata), ako se radi
o funkcionalnoj jednagini resenje je funkcija (odgovarajuéeg domena i kodomena).

Ukoliko vazi: (Jz € S) J(z), kaZemo da je jednalina J(z) neprotivuretna-
moguéa po . Oznaéimo sa R = R(J) skup svih elemenata z € S koji zadovoljavaju
jednaginu T(J(z)) = T, tada se R C S naziva skup redenja date jednaéine. U
narednom razmatramo samo moguée jedna&ine J(z), tj. takve jednaine J (z) da je
ispunjeno R(J) # 0. Za funkciju ®, domena S koja uzima vrednosti u S, formula
z = ®(A) () € ), odreduje generalno-opste resenje jednagine J(z) ako i samo ako
vaze sledeée dve implikacije:

(1) (Vz € S)(VA € S)(z = ®(\) = J(x)),

(2) (Vz € 8)(J(z) = (A € §) z = B(N)).

Implikacija (1) oznatava daformula z = ®(}), za svako A € S, daje reienja jednatine
J(z). Odatle funkcija & za kodomen ima skup resenja R = R(J) € §. U daljem
razmatranju smatramo da je funkcija @ sa domenom S i kodomenom R. Implikacija
(2) oznatava da je svako redenje jednacine J(z) oblika z = @(A), za neko A €
S. Odatle funkcija ® jeste surjektivna—,na” funkcija. Posebnim izborom Xo € §,
sa To = ®()o) dobijamo partikularno-posebno resenje jednacine J(z). Nije tesko
pokazati da se konjukcija formula (1) i (2), koja odreduje formulu opsteg reenja,
moze zameniti sa jednom formulom:

3) (Vz € §)(J(z) &> (A € §) z = B(N)).

Odatle reseni oblik jednacine J(z) jeste jednaina J (z) data formulom (3 € S)z =
®()\) [SP-MP]. Primetimo da vazi (Vz € §) (J(z) <= J'(z)) i pri tom resenja
jednatine J(z) mogu se direktno protitati funkcijom resenja z = ®(A) : S — R.
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z = @A) ST I 7 1
= () =pop(})
= gla) =) =2
Sa druge strane proverimo da svako redenje z jednatine (5) jeste oblika z = <p(A), za neko
siX € §. Zaista, za A €.5 dovoljno je izabrati z. Sveukupno, dokazano je da opste resenje
jednagine (5) jeste dato formulom (6). W

Napomena 1. Primetimo da za jednaéinu (5), reproduktwne formule.(6) za-
driavaju-reprodukuju resenja: o(A)r=x = @(z) = z.

Napomena 2. Ako je neka formula resenja jednacineJ (z) reproduktivna for-
mula, tada ona predstavl]a opste reSenje posmatrane funkcwnalne jednacine.

Primer 1.3. Naéi opéte reproduktivno resenje sledece funkczonalne ]ednacine:

<y skupu funkcija F = {f : R — R}.
Resen]e Za funkcuu <p(II) H(:c) +1 II(-x) vazi ekvwalencua. B .
() f(x) f-2) &= f&)= s = 5 @)+ f(—z) o

R R I LN ¢
, Ptovenrno da ¢, 1spun3ava uslov reproduktwnostx

O(z) + (- z))

pop(li(z)) = o 3
_ 1 II(:::) + II(-:c) +k 1 H(~z)+ﬂ(z)
fz)+1(22) 2
= ——g— = ¢(ll(z)).

Na osnovu ekvivalencije (), pnmenom teoreme 1.2. za.kljucujemo da Je opste reproduktivno resenje
dato sa. : . y

Pl

) = o) = § 1) + 5 T-2),

gde Je II E f promvohna. funkcua Na.vodlmo JOS dva. reproduktlvna. oblika funkcue ga,, prema

[SP-BA], koje daju opsta reproduktivna reSenja u drugoj formi
(z) = p(I)(z) = mln{ﬂ(z),ﬂ( —2)} i (=) = e(I)(z) = max{ﬂ(z) II(—1’)}
\ \\ Y

Ako Je Jedna.cma J ( ) zada.na, kao reproduktlvna )edna.cma z = <p(a:), ta.da, se
opéte redenje nalazi jednostavno primenom teoreme 1.2. Sledeée tvrdenje se odnosi
na egzistenciju reproduktivne jednaine. Ry

Teorema 1.4. (PRESIC) [SP4]. Za svaku moguéu Jednac'muj zz)oblzk; z =
.g(z), gde je g v+ S—> § zadana funkcija, postoji bar:jedna- ekvzvalmmawepm-
duktwna jednaéina z = p(z), gde je ¢ : § — S nekasreproduktivna funketjui
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. Na'kraju razmatranja reproduktivnosti navodimo primer odredivanja, reprodu-
ktxvmh reienja CAUCHY]eve funkcionalne jednacine.

Primer 1.5. Odrediti reproduktivno reienje CAUCHYjeve funkcionalne jedna-
éine: , T

(13) flz+y)= fl@)+ f(y), z,y € R,
gde je f: R — R neprekzdna funkcija.

Resen]e. Poznato je, npr. [JA], [MK2], da formula svxh neprekldmh resenja CAUCHYJeve
funkcionalne jednaéine data sa:
ﬂf(14) o . f(z) =az .'cER
T .
gde je a ma kop rea.lan bro; Proverom uslova reproduktlvnostl f? = f opste neprekldno resenje
dato sa formulom (14) jeste reproduktivno ako i samo ako a = f(1) uzima vrednost bilo 0, bilo 1.
.t:Sa druge strane, formulu svih neprekidnih reproduktivnih resenja, prema [SP-AK], mozemo dati i
- sa formulom:

3

(15) flz) =)z . z€R,

gde je Il : R — R, ma koja neprekidna funkcija takva da a = I(1) = f(1) uzima vrednost 0 ili 1.
;; .Primetimo da formula (15) zadrzava-reprodukuje resenja: ((1) z)ln=y = fF(1) = = f(=). -,

1.2. Inverzna matrica: Kronecker-ov proizvod

#1775 Celom radd razmatrademo matrice nad poljem kompleksnih:brojeva C:* Ozna-
Olc“:in]lg sa " CmX™ skup matrica formata m x n nad poljem’ komp'leksmh brdjeva Ci
sa CI**™ skup matrica formata m x n nad poljem kompleksnih brojeva C ranga r.
Kvadratna matrica A € C**™ formata n x n nad poljem kompleksnih brojeva jeste
regularna matrica ako i samo ako postoji matrica X € C**" takvada AX = X4 = 1,
gde je I € C™*" jedini¢na matrica formata n x n. U tom sluéaju matrica X se zove
inverzna matrica matrice A i oznaava sa A~!. Nije tesko proveriti da ako postoji

inverzna matrica za datu matricu ona je Jedlnstveno odredena.’ REEEY

Navodimo bez dokaza neke poznate osobine i metode izraéunava.nja inverzne

matrice. Pretpostavljamo da su odgovarajuée matrice koje se u narednom javljaju

;; " ;kva.dra,ﬁne i:dodatno matrice &iji se-inverzi u narednom javljaju jesu regularne., Va.m
A=A R,

"‘(‘ )" ATVS paay = T
. ( (AB)_I B,_I\A_ . o RS SN e } . ”&‘j“
' (w)""(A"‘) = (A-1)*, gde je A* konjugovano- transponovana matmca, o

(v) AVZE.E,_1--Ey By, gde su E; (i=1,2,. .,T) matrice elementarnih tra-

nsformacz]a na vrstama matrice A, tako da Q A (EkEk 1 EgEl)A 3

RN IY YN
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2. Osnovne osobine
uopstenih inverza matrica

2.1. Moore — Penrose-ov inverz

Definicija 2.1.1. Za matricu A € C™*", matrica X € C"™™ jeste MOORE-
PENROSEov inverz matrice A, ako ispunjava sistem od sledece cetiri PENROSEove
jednaline: - -

(1) AX A=A,
@ XAX =X,
(3) (AX) = AKX,
(4) (X A)* = X A.

MOORE—PENROSEov inverz matrice A oznacavamo sa A [RP1].

Za brojevei, ...,k € {1,2,3,4} ma koje reSenje PENROSEovih jednatina (1), ...,
(k) oznagavamo sa Al Skup svih reSenja oznatavamo sa A{i,...,k}. Napo-
menimo da u-sluéaju regularne kvadratne matrice A, MOORE — PENROSEov inverz
Al podudara se sa inverzom A~! posmatrane matrice.

Pokazaéemo da sistem PENROSEovih jednagina (1) — (4) ima najviSe jedno rese-
nje.. U narednim paragrafima ovog dela pokazacemo da postoji bar jedno resenge
posma.tranog 31stema Vazi sledece tvrdenje.

/ Teorema 2.1.2. (PENROSE). Ako sistem PENROSEovih jednacma (1)—- (4) ima
resenje ono ]6 Jedmstveno

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve matrice X i Y kao reenje sistema PENROSEovih
jednagina (1) — (4). Tada vazi:

X X(AX) (2) Y = (YAY 2)
X(AX)" 3) = (YA)Y (4)
XX*A* (*) s = A*Y'Y (=)

XX*(AYA)* (1)
XX*AY*A (%)
X(AX)*(AY)* (¥)

(AXAyYY (1)
AXAYY(3)
(XA YAY ()
X(AX)(AY) (3) (XA)YAY  (4)
XAY, (1) XAY . ().,

Odatle X = Y, tj. resenje PENROSEovog sistema (1) — (4) jeste jedinstveno. m

(U | R T A | 1 O I

o no

Napomena. U sluéaju nula matrice A = 0 € C3'*" (nultog ranga), na osnovu
matriéne jednaéine (2), svako resenje je nula matrica At=0¢€ Cy*™.
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2.3. Mac — Duffee-eva formula za Af

Polazeéi od faktorizacije punog ranga matrice MAC-DUFFEE je dao eksplicitnu
formulu za MOORE-PENROSEov inverz Af matrice A. Vazi sledele tvrdenje.

Teorema 2.3.1. Neka je data matrica A € CT*" ranga 0 < r < min{m,n} sa
faktorizacijom punog range A= C - D, gde su C € CI*" i D € C*". Jedinstveno
resenje PENROSEovog sistema (1) — (4) dato je formulom:

~(6) | At = D*(C*AD*)'C*.

Dokaz. Dokazimo da je kvadratna matrica C*AD* = C*C - DD* regularna. Za to je
dovoljno dokazati da su kvadratne matrice C*C i DD*, reda r, regularne. Poznato je da
za proizvoljnu matricu B € C™*" vazi rank(B) = rank(B*) = rank(B*B) = rank(BB")
[XM]. Samim tim C*C € C[*" i DD* € Cr*". Odatle, zakljutujemo da postoji inverz
(C*AD*)™! = (C*C - DD*)™! = (DD*)™ - (C*C)~'. Dalje, dokaZimo da matrica X =
- D*(C*AD*)~1C* = D*(DD*)~! - (C*C)~!C* ispunjava PENROSEOVe jednatine (1) — (4).
Proveravamo redom
(i) AXA=CD- -D*(DD")7}C*C)"'C*-CD=CD=A.

(11) XAX = X - analogno.

(i1i) (AX)* = (CD - D*(DD*)"}(C*C)~1C*)* = (C(C*C)~'C*)* = c(crcy-cr = AX.
(1v) (X A)* = X A - analogno.

Sveukupno matrica X jeste reSenje PENROSEovog sistema (1) — (4). Na osnovu teoreme
2.1.1. redenje je jedinstveno. Odatle zakljutujemo X=Al. m

Posledica. Ma koji podsistem PENROSEovog sistema (1)—(4) jeste moguc sistem
jednadina &ije je jedno reSenje MOORE-PERNOSEov inverz. :

U sluéaju nula matrica A = 0 (r = 0), prema napomeni uz teoremu 2.1.2., vaii
At = 0. Navodimo bez dokaza neke osnovne osobine MOORE-PENROSEovog inverza.

Teorema 2.3.2. Za svaku matricu A € C™*" vazi:

v

(@) (Al =4, (47 = (A1),

- (b) At = (A" A)TA" = A"(AAT).

Ut

Napomena. Formula navedena u teoremi 2.3.2 pod (b) omogucava da se Mo-
ORE-PENROSEov inverz nekvadratnih matrica raéuna pomoéu MOORE-PENROSE-
ovog inverza kvadratnih matrica manjeg formata (TS], [BV]. =o' - oo wuroad
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Teorema 2.4.2. (OPSTI {2)-INVERZ) Neka su za matricu A € C"*" odredene
regularne matrice Q@ € C™™ i R € C*™*" takve da vaZ (8). Matrica X € C™™
oblika (9) ispunjava matriénu jednacinu (2) ako i samo ako matrice Xo € C™,
X, € CXm=n)  x, ¢ C=*" § X3 € C**") ispunjavaju matricne jednadine:

(11) XO ':-Xo A XOX1 =X1 A X2X0=X2 A X3-_—'X2X1.

Dokaz. Resenje matricne jednatine (2) traiimo u obliku (9) gde su Xo € C™,
X, € CXm=1) x, e CIX g X € C=nX(m=7) odgovarjuée podmatrice matrice
X. Zamenom matrice X u matriénu jednatinu (2), matrica X jeste reSenje matri¢ne
jednacine X AX = X ako vaii

P[] oo ] ] e e

odnosno ako vaZe matriéne jednaine (11). Obratno, svaka matrica oblika (9), za koju
podmatrice Xo, X1, X2, X3 ispunjavaju matri¢ne jednatine (11) jeste reSenje matricne
jednaéine (2). Odatle dobijamo tvrdenje teoreme. W

Posledica. (0P3TI {1,2}-INVERZ) Za matricu A € CI**" neka su odredene re-
gularne matrice @ € C™*™ i R € C™" takve da vazi (8). Matrica X € C**™ oblika
(9) ispunjava matriéne jednaéine (1) i (2) ako i samo ako vaZ:

L| X
(12 .
(1) . X P l:.XQIXQ Xl] Qr

gde su Xy € CX"1) i X, € C"=")%" proizvoline podmatrice.

Neka su za matricu A € C™*" odredene regularne matrice @ € C™*™1 R € C™*"
elementarnim transormacijama iz (7). Formirajmo blok matrice:

* Sl S2 rXr . * . Tl T’Z rxr
(13) Q'Q‘[ss S4](Sle<c ) i P-P_[T3 T4](T1e<c )

'Neposredno se proverava da su matrice @ - @* € C™*™ i P*. P € C**" hermitske.
Oda.tle dobijamo redom jednakosti V

S —S], 52-—53, S*—-S4, T Tl, T Ts i T T4

“Samim tim su i podmatrice Sy, Sq, Ty i Ty hermitske. Dalje, koristimo tvrdenje da
ako je A regularna linearna transformacija unitarnog prostora C, tada su i linearne
transformacije A* o A1 Ao A* pozitivno definitne [VP1/l], str. 311. Samim tim
na osnovu regularnosti matrica Q i P sleduje pozitivna definitnost matrica Q" - @ i
P . P*. Odatle sleduje i pozitivna definitnost podmatrica Sy 1 Ty [VP2]. U daljem
razmatranju koristimo samo posledicu pozitivne definitnosti da su matrice Sy i Ty
regularne. RISERNRY
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( E1) LR oLl el

§to se racunom moze dovesti do oblika
L]0 X3 | X5 Xo | Xa L]0
: .P*P = P*P. .
[o|on; Xz | PP =T 00l
Odatle, na osnovu (13), vaze matri¢ne jednacine (16). Obratno, svaka matrica oblika (9),
za koju podmatrice Xo, X, ispunjavaju matri¢ne jednacine (16) jeste reSenje matricne
jednacine (4). W

Posledica. (0PSTI {1,4}-INVERZ) Za matricu A € CI**" neka su odredene reg-
‘wlarne matrice Q € C™™ i R € C™*" takve da vazi (8) i neka je odredena matrica
Q - Q* u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™™ oblika (9) ispunjava matricne
jednaéine (1) i (4) ako i samo ako vaZi:

L %] .
(17) X=P [ b ] Q.

za proizvoljne podmatrice X; € C™X™ ") i X5 € Cn=r}x(m-r)

Teorema 2.4.5. (MOORE-PENROSE-ov INVERZ) Neka su za matricu A € C'*"
 odredene regularne matrice @ € C™™ i R € C™*" takve da vazi (8) i neka su odre-
djene matrice Q - Q* i P*- P u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™™ oblika
(9) ispunjava sistem PENROSEovih jednacina (1) - (4) ako i samo ako je oblika:

I, | -=%S
Bl i vor o B

Dokaz. Direktno na osnovu posledica prethodne tri teoreme. W

" (18) X=Al=P

Prema V. PERIGu [VP2] metod predstavljanja uopstenih inverza u obliku blok matrica
potiée? od C. RonDEa [CR]. Na kraju ovog paragrafa napomenimo da matrica (10) pre-
dstavlja opsti {1}-inverz jer svaki {1}-inverz moze se prikazati u navedenom obliku. U tom
smislu mozemo reéi da matrica (12) predstavlja opsti {1,2}-inverz, odnosno matrica (15)
predstavlja opsti {1,3}-inverz i matrica (17) predstavija opsti {1,4}-inverz. U literaturi
se javljaju i drugi oblici ,opstih inverza”. Navodimo ,opte inverze” koji se dobijaju iz

’\ singularno vrednosne dekompozicije (SDV) realne matrice

[ El0]r
A-U[Tjro']"'

pri cemu su U, V odgovarajuée ortogonalne matrice i £ dijagonalna podmatrica sa realnim
singularnim vrednostima o1(A) > 02(A4) > ... > 0,(A) > 0. Tada, prema [ABI-RB], opsti
{1}-inverz je dat u obliku blok matrice

_ r-! X, T
X—-V[ X, XS]U ,

>TAKODIE U RADU S. PRESIC-A [SP2] {1}-INVERZ PRESDTAVLIEN JE U OBLIKU BLOK MATRICE
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81 _g | -19 T 29 -12] 9
Pp=| -2 1' 6 |=|2 2l i Qe=|-12 5 '_4 =5 5
T Ty 5 ~ I 5 Sa Ss

odredujemo matrice Xo =L = |} % |, X1 = =SS;t=| 3 |, X2 = -T57i7 = (22 2 i
o 1 5 4 54 9

X3 =Xo X, = [T"'g—s]. MOORE-PENROSEoV inverz Al = P [ §‘2’ § ‘Q dat je sa matricom:
1 0 -3 1 0 =3§~ 5 -2 0 [ 32
At=| -2 1 6 0 1 1 -2 1 0= .
0 3jlE F e 1 -2 1 i

54 108
2.5. Neke primene {1}, {2}, {3}, {4} — inverza u obliku blok matrica

(]
i
—

1o

Slem) g

=1
5
0
1
5

SllaEl-8l

Navodimo dokaze nekih poznatih tvrdenja koriséenjem {1}, {2}, {3}, {4} — inve-
rza u obliku blok matrica. Kao doprinos dokazi su jednostavniji od dokaza navedenih
u monografijama [ABI-TG] i [SC-CM]. Vazi pomocno tvrdenje.

Lema 2.5.1. Za matricu A € CI**" neka su odredene regularne matrice Q) €
CrX™ ¢ P € C*" takve da je QAP = E,. Tada vazr:

(14 — r 1 (1) 1 r 1
(19) AMNA=P [ %10 anP i AAY =Q [-—'——0 5 ] ) Q,

gde su X; i Xy ma koje matrice odgovarajuceg formata.

Dokaz. Neka su odredene regularne matrice @ € C*™ i P € C;*" takve da je
QAP = E,. Tadaje A = Q~'E,P~! = Q-1 [_Io_‘_g_] P! . Prema teoremi 2.4.1. ma

koji {1}-inverz matrice A mozemo odrediti u obliku AW =p {—X&;—}-—;—;—] Q, gde su X,
X, i X3 proizvoljne matrice odgovarajuleg formata. Direktno, blokovskim mnozenjem
matrica A i A1) sleduju navedene formule (19). m

Na osnovu formula (19), prethodne leme, dobijamo da vaze sledeca dva tvrdenja.

Teorema 2.5.2. Za matricu A € C7™*" vazi:

(20 rank(AM A) = rank(AAM) = rank(A).

Teorema 2.5.3.% Za matricu A € C"*" vaZe ekvivalencije:

(21) AWA = [, <= r =n,

(22) AAD = I = r=m.

STVRDJENJE O LEVOM I DESNOM INVERZU
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koja resenja sistema matri¢nih jednagina (11). Pretpostavka rank(A) = rank(A®) = r
ekvivaletna je sa jednakoséu

ran (P [ 5] @) = ront (|3 ]) = rome (|23 250 ) =~

$to je ekvivaletno sa

ook g ) e[ ]) = e (o] ) =

Na osnovu rank(Xo) = r matrica X je regularna i na osnovu matri¢ne jednatine X2 = X,
vazi Xg = I,. Samim tim, prema teoremi 2.4.1., vazi A®® = X € A{1}, tj. ispunjen je
uslov (7).

(433) A (i) == (41) Zamatricu X = A(Y) pretpostavimo da je rank(X) = rank(A) = r.
Neka su odredene regularne matrice @ € Cn*™ i P € Cr*" takve da je QAP = E,. Prema
teoremi 2.4.1. vaii A1) = P ‘/%—'ﬁ—;] @, za ma koje matrice X1, X, i X3 odgovarajuceg

formata. Pretpostavka rank(A()) = rank(A) = r ekvivaletna je sa jednakoséu

rank(P[ ‘Ier §; }Q):rank([ )I('Z §; ]):rank([ g Il X3——X)1(2X1 ]):r,

na osnovu koje ustanovljavamo X3 = X,X,;. Odatle, prema teoremi 2.4.2., vazi A1) =
X € A{2}, tj. ispunjen je uslov (ii). m

Teorema 2.5.5. predstavlja odgovarajucu teoremu 2 monografije [ABI-TG] (str.
12), pri tom, kao doprinos, dokaz je izveden prema metodi iz ¢lanka [VP2]. Takode,
kao doprinos, dajemo direktan dokaz odgovarajuce teoreme 4 monografije [ABI-TG]
(str. 21). U ovom radu, navedena teorema, koristi se u paragrafu 3.3.

Teorema 2.5.6. (URQUHART) Za matricu A € C™*™ vazi:
(24) At = AG4 4 403),

Dokaz. Neka su odredene regularne matrice @ € C*™ i P € C}*™ takve da je
QAP = FE,. Pri tom neka su matrice PP* i Q*Q predstavljene u obliku blok matrica
(13). Zapisujuéi matricu A1) u obliku (17) i matricu A(13) u obliku (15), blokovskim
mnozenjem

L | X I | =85!
(1,4) . . A(1,3) = T 1 . . T 24
AnT-4-4 Pl Xa]QAP[X2| X ]Q

- pl I Xl] LI0)[ L | =85! 0
- | -T,'T5 | X3 IO le X3

_ [ I, —5254_1
=P i —-T;IT:; TIITSSQSZI 9

Rezultat je MOORE-PENROSEoV inverz At dat u obliku formule (18). Navedeno dokazuje
da vazi formula (24). =
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Napomena 1. R. PENROSE u clanku [RP1] iz 1955 dao je opste resenje u re-
produktivnom obliku:

(4) X =f(Y)=AODBW + ¥ - AWAY BB (Y € C™?),

Kao doprinos navedena formulacija prethodne teoreme je Sira u odnosu na originalny
formulaciju iz ¢lanka [RP1] jer obuhvata kako reproduktivna resenja, tako 1 ostala

resenja.

Napomena 2. Opste reSenje matricne jednacine (1), pre PENROSEG@, razmatrao
je ¢ BIERAHMMAR u clanku iz 1951 [AB2] (kao i u knjizi [AB1]). Opste resenje je
dato u funkciji od dve matrice:

(5) X =9®(Y,2)= AVDBO 4 (I- AWA)Y + Z(I - BBY) (Y,Z € C™?).
Napomenimo da je veza izmedu formula (4) i (5) data sa: f(Y) = ®(Y,YBBW).

Kao neposrednu posledicu teoreme 3.1.1. dobijamo da za linearne sisteme vazi
naredno tvrdenje.

Teorema 3.1.2. Za matricu A € C™*" 1 vektor be C™ linearan sistem:

(6) A% = b,
je mogué po vektoru ¥ € C* ako i samo ako za ma koji {1}-inverz AW yazi uslow:
(7) | AAWE =,

Ako je vektor o € C" neko posebno reSenje linearnog sistema (6), tada je opste
reSenje dato u obliku:

(8) f=f+7- AVA7 (FeC).
Opste reproduktivno resenje linearnog sistema (6) je dato u obliku:

(9) =AW+ 7-AVAF (FeCM).

Primer 3.1.3. Za matricu i vektor

A=

3
0 Ot b
© M w
o .
oy
i
)

naci opste resenje linearnog sistema AL = b.
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Dokaz. Neka je X = AW ma koji {1}-inverz matrice A. Tada, za svaki vektor b za
kO_]l je sistem AT = b mogué, na osnovu uslova AAWE = b, zakljucu_]emo da je vektor
= AMp = Xb jedno njegovo resenje. Obratno, blrajmo vektor b = A0 kao j-tu
kolonu matrice A (7 = 1,...,n). Tada je sistem AZ = b; mogué za & = €; i neka je
vektor Z; = X Ej refenje posmatranog sistema. Samim tim iz AZ; = 5,- zakljutujemo
AX AW = 46) (j = 1,...,n). Odatle je AX A = A, 3to dokazuje da je X {1}-inverz. m

3.2. Formule redenja nekih matri¢nih jednacina

U prethodnom paragrafu pokazali smo na koji nagin, pomo¢u {1}-inverza, nala-
zimo opite refenje moguéih linearnih sistema. U ovom paragrafu pokazaemo da se
na osnovu teoreme 3.1.1. moZe naéi resenje nekih matri¢nih jednacina, kao 1 da je
moguée dati karakterizaciju nekih klasa uopstenih inverza.

S. PRESIC je u ¢lanku [SP3] iz 1963 godine dokazao naredno tvrdenje.

Teorema 3.2.1. Za kvadratnu matricu A € CI*" ¢ matricu B € A{1} vaZe
ekvivalencije:

(i) AX=0 < (3¥ eC™") X =Y - BAY,
(i) XA=0 < (3Y¥ eC™") X =Y - YBA4,
(
(

i) AXA=A < (¥ eCY”")X =B+Y - BAYAB,
i) AX=A < (3¥ €C™") X = +Y - BAY,
(v) XA=A & (¥ cC¥) X =1+Y-YBA.

S. PRESIC, u radu [SP4] iz 1968 godine, pojam reproduktivnosti prosirio je na
proizvoljne jednacine i uveo je postupak ,ureproduktivljavanja” nereproduktivnih

refenja. Tako na primer, opsta reenja (iii) — (v) prethodne teoreme jesu nerepro-
duktivna. Navedena resenja dobijaju se direktno prema prosirenoj PENROSEovO]
teoremi? 3.1.1. M. HAVERIC u tezi [MH1] razmatrala je navedeni postupak ,ure-

produktivljavanja”. Tako, sva reproduktivna opsta refenja matri¢nih jednacina
prethodne teoreme data su narednim tvrdenjem [MH2].

Teorema 3.2.2. Za kvadratnu matricu A € C*" ¢ matricu B € A{l} vaZe
ekvivalencije:

(1) AX =0 < (Y eC™") X =Y - BAY,
(1) XA=0 <= AY eC™™") X =Y -YBA,

4NAPOMENIMO DA DOBIJENA RESENJA NE SLEDE DIREKTNO IZ ORIGINALNE PENROSE-OVE
FORMULACHJE 1Z 1955 GODINE ‘
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Dokaz. Neka je X € A{1,4}, dokazujemo da matrica X ispunjava matri¢nu jednacinu
(14). Zaista
A4 = AGDAXA = (A0DA4)(XA) = (ALDA)*(AX)*
A (ACA) A* X* = (AAUDA X = A*X* = (XA) = XA

Obratno, neka je matrica X resenje matri¢ne jednatine (14). Tada vaii AXA = AAlNA
= A, tj. X € A{1}. Sa druge strane iz XA = AL A sleduje (XA)* = (AL Ay =
A0 A = XA, tj. X € A{4}. Sveukupno zakljutujemo da X € A{1,4}. m

Kao posledicu teoreme 3.1.1.1 prethodne teoreme dobijamo karakterizaciju {1,4}-
inverza u obliku skupa:

(15) A{1,4} = {A09 1 Y(I - AUD4) | Y e CT™}
Neka je A € C™*™ matrica ranga r > 1. Za prirodan broj 0 <s <r 0znadimo sa
A{l,...,k} skup swih {3,...,k},-inverza ranga s. Tada vaii naredno tvrdenje.

Teorema 3.2.5. (STEWART) Za matricu A € CI**™ rangar > 1 i prirodan broj
0 < s <rvaz

(16) A{2}, ={X | QY €eC}**)(FZ2 e C"™) X =YZ A ZAY = L}.

Dokaz. Neka je X € A{2}; proizvoljna matrica ranga s. Koristeéi faktorizaciju punog
ranga postoje matrice Y € C;*° i Z € C;*™ takve da je tatno X =Y Z. Prema teoremi
25.3. vazi YVY = I, i ZZM) = I,. Primetimo da je uslov X AX = X ekvivalentan sa
YZAY Z =Y Z. Mnozeéi prethodnu jednakost sa leve strane sa Y() i sa desne strane sa
Z() dobijamo da vazi i drugi uslov ZAY = I,. Obratno, neka je X =Y Z i ZAY = I,
za neke matrice Y € C*° i Z € C3*™. Proverimo da je X {2}-inverz ranga s. Zaista
XAX =YZAYZ =YI,Z =YZ = X. Dalje iz ZAY = I, mnozeli sa leve strane sa Y
dobijamo jednakosti Y ZAY = XAY =Y, na osnovu koje zakljutujemo s = rank(Y) <
rank(X). Sa druge strane iz jednakosti X =Y Z zakljucujemo rank(X) < rank(Y) = s.
Sveukupno matrica X je ranga s. M

Kao posledicu teoreme BIERHMMARa i prethodne teoreme dobijamo karakteri-
zaciju {1,2}-inverza u obliku skupa:
(17)  A{L,2} = A{2}, ={X|(@AY eCP*")3Ze CT™") X =YZ A ZAY = L}.

Na kraju ovog paragrafa navodimo, bez dokaza, tvrdenje koje je dokazala M.
HAVERIC u [MH3].

Teorema 3.2.6. Za matricu A € C™**" ranga r > 1 ¢ prirodan broj 0 < s <r
vazu

(18) A{2’3}s ={X| (HY € CT;X’) X= Y(AY){1-3) A AY € C:nx.s}’

(19) A{2,4}, = {X | QY e C***) X = (4Y)"Y A YA€ CJ*"}.
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Lema 3.3.1. Neka je data matrica A € C™" i vektor b e C*. Tada za
proizvoljni vektor Z € C" vazi jednakost:

(25) |AZ — B|? = ||AZ — AACDE|? + |5 — AT,
Dokaz. Primetimo da vaze sledete jednakosti
A= AABDA A (AADR)* = 4A03),
Odatle dobijamo da vaZe sledece dve jednakosti:
(26) (I — AAUIY A = (I, - AATN A= A— A4 A =0,
(27) ALy — AADD) = AT, — AADDY = (L, — AATD)A)" =0,

koje éemo koristiti u ratunanju vrednost izraza ||AZ — b2 = tr ((A:i:'— 5)* (A7 - 5)) Na

osnovu prethodnog zakljutujemo
|AZ - B|2 = tr((Af — b)* - (AZ - 5))
= tr(((a}' — ALY A — 5*(I ~ AA(1:3))')
(A7 - A4ED8) ~ (I - AA(LS))SD

= tr((AF - AACIBy (43 - AAUIE))

- tr(g" (I = AAUAY A (& - A(1’3)5)) (ANULIRA SE PREMA (26))

v~

- tr((:z’:’ — A3y -:4"‘(Im - AA(1-3)2.§) (ANULIRA SE PREMA (27))

+ tr((z? ~ AALIBY (5 - AA(1v35)>
= ||A% — AAQDF|2 4 ||b — AATG|2.
Sveukupno, dokazana je jednakost (25). W

Dokazujemo dva tvrdenja koje karakteridu srednje kvadratna reSenja sistema
linearnih jednadina (22).

Teorema 3.3.2. Neka je data matrica A € C™" i vektor b € C™. Vektor
7 € C" jeste srednje kvadratno reSenje sistema linearnih jednacina (22) ako i samo
ako je vektor T resenje matricne jednacine:

(28) AZ = (AAUY) . 5,
Specijalno vektor:
(29) 7=A09p

jeste srednje kvadratno reSenje sistema linearnih jednacina (22).
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Teorema 3.3.5. Neka je data matrica A € C™*". Ako je M € C™™™ takva

matrica da za svako Ee C™ vektor:
(34) 7= Mb

predstavlja resenje minimalne norme sistema AT = I;, tada je matrica M jedan
{1,4}-inverz matrice A.

R. PENROSE, u radu [RP2], uveo je najbolje_aproksimativno resenje sistema (22),
kao onaj vektor To € C" za koji je ispunjen uslov:

(35)  (v2) (1% - Bl < 142~ Bl v (1147 - 8] = 1Az - ] A 1zl < I2])).

A. BEN-ISRAEL i T. GREVILLE, u monografiji®* [ABI-TG], definisu vektor Z, € C"
kao srednje kvadratno resenje minimalne norme za sistem (22), ako ispunjava uslov:
(36) (v2) (lZo-Bl < 145-8) A (2 # 20 A1 AZ-F]| = | 4z0-5]) = l1Zo] < I21))

Nije tesko proveriti da su uslovi (35) i (36), za vektor Zo € C", medusobno ekviva-
letni. Samim tim, najbolje aproksimativno redenje se podudara sa srednjim kvadra-
tnim resenjem minimalne norme.

Na kraju ovog paragrafa dokazujemo osnovno tvrdenje kojim dajemo odgovor na
pitanje® Kakav odgovor daje vektor AtB? (formiran pomoc¢u MOORE-PENROSEOVOg

inverza).

Teorema 3.3.6. (PENROSE). Vektor z € C" jeste srednje kvadratno reSenje
minimalne norme matriéne jednaéine (22) ako i samo ako je vektor & resenje ma-
tricne jednacine (28). Vektor:

(37) Z= Al

jeste srednje kvadratno resenje minimalne norme sistema (22).

Dokaz. Prema teoremi 3.3.2. srednje kvadratna reSenja sistema linearnih jednalina
AZ = b podudaraju se sa refenjima sistema AZ = (AA(1 3))b. Prema teoremi 3.3.4.
redenje sa minimalnom normom sistema AZ = (AA(1 3)b) podudara se sa reSenjima sistema
AZ = (AA9) . (AA1D}E) i pri tom je sa sa vektorom:

(38) 7= (A0D440:3)
dato je srednje kvadratno reSenje sa minimalnom normom polaznog sistema AF = b.

Saglasno URQUHARTOvO] teoremi vektori (37) i (38) se podudaraju i odatle sledi tvrdenje
teoreme. W

Napomenimo da MOORE-PENROSEov inverz ima znaajne primene u mate-
matickoj statistici. Tako na primer MOORE-PENROSEov inverz se koristi u regre-
sionoj analizi [SC-CM] i ocenjivanju parametara u linearnim modelima [SS-DC].

SNA OSNOVU DEFINICIJA SREDNJE KVADRATNOG RESENJA I RESENJA MINIMALNE NORME
6X0JE ODGOVARA NASLOVU PARAGRAFA 2.1. MONOGRAFLIE [SC-CM]
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Teorema 3.4.1. Za svaku nenula matricu A € CI"™™ opsti {1}-inverz AW =
AW(ty, .. 1), dat sa formulom (41), jeste afini prostor dimenzije k =m - n — r2
vektorskog prostora matrica C™*". Pri tom direkirisa D, data formulom (44), ne
podudara se sa afinim prostorom opsteg {1}-inverza A,

1 23
4 5 6 } odrediti opsti {1}-inverz u obliku
78 9

Primer 3.4.2. Za matricu A =

afinog potprostora.
Resenje. Na osnovu primera 2.4.6. opéti {1}-inverz je dat u slede¢em obliku

1 0 -3 1 t 5 -2 0
AL = P.[)? §1].Q = |-21 86 [-|0 o || -2 1 o = ... =
2 % 0 -3 t3 ts 1 -2 1

(t1 — 15t3 4 6ty — 3t5 + 5) (=2t +6t3 — 3t +6t5 ~ 2) (t1 — 3ts)
= (—-2t1 + to + 30t3 — 12ty + 6t5 — 12) (4t1 — 2ty — 12t3 + 6t4 — 1285 + 5) (—-2t1 +t2 + 6t5)
($41 — 1583 + 6ty — 3ts + ) (—8t; +6ts — 3ty +6t5 - %) ($t1 - 3ts)

pri ¢emu u prethodnom zapisu ucestvuje £ = 3 -3 — 92 = 5 nezavisnih parametara ¢;. Odatle
dobijamo dekompoziciju {lf—inverza u obliku afinog prostora

5 -2 0 1 -2 1 0o 0 O
A - [_12 5 }+[ 4 -2}-tl+[1 -2 1}-%

o

20
-3 - 0o 0 O

2
+
3
-15 8 6 -3 0 -3 6 -3
+ 30 -12 L+ | -12 6 0 |-t+]| 6 -12 6 |-t
-15 6 0 6 -3 0 -3 6 -3

C+B1'fl+B2-t2+B3'ts+B4-i4+B5-i5-

Pri tome, direktrisa D(t1,...,t5) = Bt + Bal2 + Bats+ Byt + Bsts jeste 5-dimenzionalni potpro-
stor 9-dimenzionalnog vektorskog prostora Caxa, koji se ne podudara sa afinim prostorom AW,

|
wi®
o

-& 4
3 3

o o

1l

3.5. ResSavanje sistema linearnih jednacina

pomoéu specijalnih izbora {1}-inverza matrice

Neka su dati matrica A € C**" 1 vektor b€ C™ tako da je sa njima odreden
mogu¢é nehomogen sistem linearnih jednaéina:

(45) A-Z=b.

7a matricu A € C™*" postoje regularne matrice @ € C™*™ i P € C**" takve da je

QAP = E,. U paragrafu 3.4. pokazali smo da je opsti oblik {1}-inverza AW dat sa:

0o [ L]X
(46) a=p [ o
gde su X; = [zi5], X2 = [yi5] 1 X5 = [2:;] matrice u kojima uestvuje ukupno k =
m-n—r? medusobno nezavisnih promenljivih. Vektorski prostor resenja sistema (45)
jeste (n — r)-dimenzionalni potprostor n-dimenzionalnog prostora C" npr. [PT-A®].
U ovom paragrafu odredujemo minimalni broj medusobno nezavisnih promenljivih
iz X1, X2 1 X3 tako da je opste resenje sistema (45) dato formulom:
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za n — r zavisnih promenljivih 1 = Y ._, b:-yl,-, ey Tamr = 9oy bYn_r; iskazanih
preko nezavisnih promenljivih ;. Budu¢i da se radi 0 nehomogenom sistemu postoji
bar jedna nenulta koordinata b;- # 0 vektora b = Qb. Za prethodno odredenu j-tu
koordinatu izborom matrica:

0o .-- 0

2]

0 - Y1y .. 0
0 - Ynorj - O
dobijamo T = Y1j,.- -, Ta-r = Yn-rj Kao linearno nezavisne promenljive. Za tako
odredjeno resenje, pomoéu formule (47), dobijamo (n — r)-dimenzionalni potprostor
vektorskog prostora refenja’. Samim tim, za specijalan izbor blok matrica (50) sa
formulom (47) dobijamo ceo vektorski prostor resenja sistema (45).

0 --- 0

(50) Xl = ’ x3 =

g --- O

Zakljuéak Neka su dati matrica A € CT™™ @ vektor b€ C™ tako da je sa njima
odreden mogué nehomogen sistem linearnih jednacina (45) i neka su @ € cmxm g
P € C™™ regularne matrice takve da je QAP = E,. Neka je formulom (46) dat
opéti oblik {1}-inverza AW, gde su podmatrice X1, X, 1 X3 po koordinatama date sa
medusobno nezavisnim promenljivima. Formula (47) odreduje opSte resenje sistema
(45) sa nagjvise r - n — r? nezavisnih promenljivih. Talan broj promenljivih je dat
brojem q = (r — s) - (n —r), gde je sa s oznacen broj nula koje se javljaju u medu
prvih r koordinata vektora b =Q-b. Izborom podmatrica X1, Xz i X3 u obliku (50)
dobijamo opite resenje sistema (45) sa minimalnim brojem nezavisnih promenljivih.

Primer 3.5.1. Odrediti opsta resenja linearnih sitema:

1 2 3 4 z 1 1 2 3 4 2 1
. 5 6 7 8 yi_1]2 . . 5 6 7 8 y|_ {5
(2) 9 1011 12|z |73 (#2) 9 10 11 12z 9
13 14 15 16 | | w 4 13 14 15 16 | | w 13

Resenje. Oznaéimo sa A matricu sistema. Elementarnim transformacijama po vrstama i
kolonama na prosirenoj matrici sistema odredujemo regularne matrice

0 0 -7 3 0 0 0 -1
{0 o ¥ -3 |l 0 o 1 o
R=1|, ; % 5| ' P=] 3 2 o 3

] -1 -1 1 9 -1 1 -2

takve da vaii QAP = E;. Matrica A € R4 je ranga 2. Dalje, neka su b, = [1234]71
ba = [15 9 13]7 odgovarajuée kolone slobodnih ¢lanova. Potrazimo opsta resenja u obliku formule
(47), za odgovarajudi izbor matrica

z z z z
X, = [ 11 12 ] . Xp= [ Yir Y2 . X3= 11 012
T21 T22 Y21 Y22 21 %22 |

7KOJI JE ISTE DIMENZIJE KAO I PROSTOR RESENJA
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4. Tenzorska veza izmedu
koeficijenata linearnog sistema

Tenzorska veza. Neka je dat mogué sistem m linearnih jednadina sa n nepo-
znatih zy,22,...,Zxn:

a1121 + 1222 + -+ + 6122, — b1 =0,

T
T2

e
= anZy+agZy+ -+ a2y —b2 =0,

(1)

d.f
In 2 amizi+ame22+ -+ Gmnn — bm =0,

gde su a;; i b; zadani elementi polja C (1 € In e {,....m} A jel, df

{1,...,n}). U ovom delu, za proizvoljne elemente ¢; € C (i € I,.), odredujemo pod
kojim uslovima postoje resenja prethodnog sistema u obliku:

(Pl(tla~">tn) =1 ‘Z’\lr -Jr=1 +ZAlr(Zbr - arsts)y
s=1

r=1 r=1

m m n
T2 = (102(t17-~-7t'n) =19 — Z’\Qr T =t + ZA%' (zbr - arsts)’
r=1 s=1

r=1

(

It

(51

Tn = (Pn(tlv"-vtn) =tn”‘z)\nr VA :tn+z)\nr'(zbr"‘ants)a

\ r=1 r=1 s=1 /

gde su nepoznati parametri A;; €C (1 € In A j € In).

Ozna&imo sa A = [a;;] € C™*™ matricu polaznog sistema. Polazni sistem (1)
matri¢no zapisujemo u vidu:

(3) A-Z=b,

gde je # = [z; ... z]7 € C" vektor resenja. Ako je f=1[t ... t,)T e C"
proizvoljni vektor, tada formule (2) matri¢no zapisujemo u vidu:

(4) F=o()=1+A- (5 Ad),

gde je A = [)\;;] € C»*™ matrica nepoznatih parametara A €C (1 € In A j € L,).

Zamenimo vektor Z iz (4) u matri¢nu jednadinu (3). Na taj nalin dobijamo
ekvivalenciju
A(i'+ A - Af)) =) =
(A— AAA)E + (AAb—B) = 0.
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gde su A i B regularne kvadratne matrice. U tom sluaju iz (7) vektor parametara
A jednoznaéno je odreden formulom: '

(10) K=(A"0AN™)-4
odnosno matrica parametara A odredena je formulom:
(11) A=A

U sluéaju regularnih kvadratnih sistema formulama (10) i (11) odredena su dva
ekvivaletna matri¢na oblika veza za nepoznate koeficijente Aj;. Pri tom, jedinstveno

resenje eksplicitno je dato formulom Z = A™! - b.
Primer 4.3. Resiti jednacinu:
(12) J =az + p=0,
gde su a i p zadani realni brojevi takvi da je a #0.
Resenje. Resenje trazimo u reproduktivnom vidu
z=¢p(z)=z+ X (ax+p),
gde je ) nepoznati parametar. Zamenimo prethodnu vrednost = u jednaginu (12), tada dobijamo
az+p=0 < a(z+Ar-(az+p)+p=0
& (l4+aX)-z+p(l+ad)=0
< 1l4+ar=0.
Samim tim imamo taénu vrednost A = —a~1. Odatle dobijamo dobro poznato resenje

z=p(x)=z—a" ' (az+p)=—a"lp.

Primer 4.4. Resiti sistem linearnih jednacina:

Ji =az + by +p=0,
(13) {Jz c:v+dy+q=0,}

gde sua, b, ¢, d, p i q zadani realni brojevi takvi da je A = ad — bc # 0.

Resenje. Resenje traiimo u reproduktivnom vidu

z = p1(z,y) = 2 + Ai(az + by +p) + p1(cz +dy +q),
y = pa(z,y) =y + Aa(az + by +p) + p2(cz + dy +9),

. 3
gde su Ay, A2, p1 i p2 nepoznati parametri. Odredimo vezu izmedu parametara. Zamenimo
prethodne jednakosti po z i y u jednaéinu (13), tada dobijamo da vaZi
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- - ( 4 =b 4 =c —b
f=wteun-i= (|4 3le[3 T -
\NLZ&a 2 a2 A “2
(17) & —cd —bd be —a ~Ad ~d
| -bd ad B —ba S N N b
=27 | —ed & ad -acl| | —c | A7 Ac | 87 ¢
be —ac —ab a? —d ~Aa —a

Na osnovu (16) i (17) dobijamo iste vrednosti nepoznatih koeficijenata

d b c a
M =—— =—, d=— = ——
{ 1 A’ H1 A’ 2 A’ K2 A }
kao odredene realne brojeve. Neposredno se proverava da su za tako odredene vrednosti parametara
A1, p1, A2 1 pg treéa i esta jednadina sistema (14) ispunjene. Odatle, dobijamo resenje

. -d b _bg—dp
z=z+(az+by+p)+ 7z +dy+a)= 7

_ ha - _%-cp
y—-y+A(a:c+by+p)+ A (cz+dy+gq) = T be

koje predstavlja dobro poznate KRAMER ove formule za posmatrani sistem.

(4) Razmatrimo slu¢aj kada je matrica A polaznog sistema (3) singularna. Pre-
tpostavimo da je matrica A ranga p < n. Polazni sitem (3) ima p linearno nezav-
isnih vrsta koje zovemo glavnim vrstama [MS]. Elementarnim transformacijama na
vrstama iz sistema (3) mozemo eliminisati n — p neglavnih vrsta

Ccf]
6’,

Albl ~ - ~

[A]3] ¢

gde je C = [cij], .. nekvadratna matrica sa p linearno nezavisnih vrsta i d vektor
dimenzije p. U tom slu¢aju polazni sistem (3) je ekvivalentan sa nekvadratnim
sistemom:

(18) C-%=d,
formata p x n. Resenje, kao i ranije, trazimo u reproduktivnom vidu:
(19) F=9(@&) =Z+T-(d-C%),

gde je I' = [yji],x, matrica nepoznatih parametara v;; (¢ € I, A j € I,). Zamenom
formule (19) u sistem (18) dobijamo odgovarajuéi parametarski C-sistem:

(20) (cecT)-I=C,

gde je T vektor kolona parametara dobijena od matrice I' zapisivanjem matrice u
vektor po vrstama. Primetimo da je parametarski C-sistem (20) sa p-n jednagina i
p - n nepoznatih parametara ;;. Matrica sistema (20) je matrica C ® CT € CP™*"
ranga p®. Tada postoji regularna kvadratna podmatrica M, reda p?, matrice CQ CT
posmatranog sistema (20). Dalje, nazovimo zavisnim parametrima one parametre
v;i koji se javljaju u sistemu (20) uz koeficijente regularne podmatrice M, ostale
parametre nazovimo nezavisnim parametrima.
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(24) {az + by +p=0.}
Reproduktivno refenje trazimo u vidu

{ z = pi(2,9) = z + Maz + by + p), }
y = pa(2,y) =y + p(az + by + p),

gde su A i u nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti z i y u jednacinu (24), tada
dobijamo da vazi

az+by+p=0 <= az+ar(laz+by+p)+dy+bu(az+by+p)+p=0
< (az+by) - (1+Aa+pb)+p-(1+ra+pub)=0
< l4+da+pb=0.

Odatle, opste resenje jednaéine (24) je dato u vidu
z = p1(z,9) = z + A(az + by +p) = (L + Aa)z + Aby + Ap,
y=¢2(z,y) = y+plez +by+p) = —§(1+ da)z - day - §(1+ Xa) (AER).
Primetimo da je broj nezavisnih parametaram = p-n—p? =1-2— 12 = 1 (X - parametar).
Primer 4.7. Resiti sistem linearnih jednaéina:

Ji =az +by +cz+ p=0,

(25) Jo =dz +ey+ fz + ¢=0,
Js =gz + hy + iz + r=0,
gde su a,b,c,...,1,p,q,r € R zadani realni brojevi takvi da je
s b a b ¢
(c£0V f#0) A A= d el;&o A |d e fl|=0.
g h 1

Resenje. Razmatramo samo slugaj kada je sistern mogué. U tom slugaju sistem je ekvivalentan
sa sistemom:

(26) k Ji=az +by+cz+p=0,
Jo=dz +ey+ fz 4+ ¢g=0
Reproduktivno resenje trazimo u vidu

z=¢1(z,9,2) =z +Ai(az + by +cz+p) + pi(dz + ey + fz + q),
y=2(z,9,2) = y+ A2(az + by + cz +p) + pa(dz + ey + fz +q),
z=p3(2,9,2) = 2+ A3(az + by + cz + p) + ps(dz + ey + fz + q),

gde su Ay, Az, As, g1, pa 1 p3 nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti z, y i z u
jednagine (26), tada dobijamo da vazi

az+bytez+p=0<= az+ari(az+by+cz+p)+api(dz+ey+ fz+q)+
by + bAz(az + by + cz + p) + bua(dz + ey + fz + ¢)+
cz+cAz(az +by+cz+p)+eps(dz+ey+ fz+q)+p=0

< (a+a?A; +adp; + ab)y + bdp, + achs + cdus) - z+
(b +abXy + aepy + 62Xz + beps + beds + ecus) - y+
(c+ack +afps +beda + bfps + A3+ cfps) - z
(p + apA1 + agquy +bpha + bgua + cpAs + cqus) = 0
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z = pi(z,y,2) = Q4‘-1215—3—'—"(0:1:—f»by+cz+p) =...= ;ﬁ"—:ﬁ(a)\3+dp3) T
ae—-bd

FOLEE o oyt f2 1) +2E53(bXs + epia) -y
: +U=tt(ds + fus+1) -2

bf—ec

+;‘,L_—,,q pAs + qu3) + %%,

y = p2(z,y,2) = gﬂ—;%’—%’"’—(ax+by+cz+p) =...= %(0)\3+d/13) T
ﬁi“—:%%‘;’—f(dx tey+fz+q) a;—“;&(bAa +eps) Y
i;_bd(c)\a + fpus+1)-z
;e:ll)d (p’\S + QI—‘S) + qe::dl
z = p3(z,y,2) = z + A3(az + by + cz + p) =...= (aXz+dp3)-z
+us(de +ey + fz+¢) +(bAs +eps) -y
+(cAs+ fus+1)-z
+(pAs + qp3)-

Napomenimo da dobijene formule predstavljaju uopstene KRAMER ove formule za sistem (26). Broj
nezavisnih parametarajem=p-n—p?=2-3-22=2(}s, p3-parametri) jer je (bf —ec #0) ili
(cd—af #0). U suprotnom® ako je bf = ec i cd = af dolazimo do kontradikcije sa A #0.

Nekvadratni sistemi. Neka je A nekvadratna matrica formata k xn nad poljem
C (k # n). Pretpostavimo da je matrica A ranga p < d = min{k,n}. Razlikujemo
dva slucaja.

() Neka je k < n. Dopunimo sistem (3) sa n — k nula jednatina do kvadratnog
sistema. Na taj nagin ovaj slu¢aj sveo se na slucaj singularnog kvadratnog sistema.

(41) Neka je k > n. Pod pretpostavkom da je sistem (3) mogu¢ rang matrice
sistema A jednak je rangu profirene matrice sistema Ab i manji je ili jednak od n.
Samim tim postoji k£ — n jednaéina sistema koje se mogu eliminisati pomocu najvise
n jednaéina istog sistema. Na taj nacin ovaj slucaj svodimo na slu¢aj bilo regularnog
bilo singularnog kvadratnog sistema.

Na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme 4.5., kao doprinos, dobijamo da za
linearne sisteme vazi sledece tvrdenje.

Teorema 4.8. Neka je dat mogué sistem linearnih jednaéina (3) formata k x n
i ranga p < d = min{k,n}. Opste reSenje sistema oblika (4) dopusta da m =
p-d—p* parametara proglasimo za nezavisne parametre polja C. Ostali parametri se
izrazavaju kao linearne kombinacije nad poljem C prethodnih nezavisnih parametara.

Napomena. Resavanje grupne 1 semigrupne funkcionalne jednacine sa konsta-
ntnim koeficijentima PRESICevim A-matricnim metodom, u paragrafima 2.2. i 5.1.
druge celine ovog rada, svodi se na resavanje odgovarajucih linearnih sistema po-
stupkom opisanim u ovom delu.

9RAZLIKOVANJEM SLUGAJEVA ¢, f 3 0
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(7) £ € Ker((A=ADP) \ Ker((A— AIP™).

Otuda, A-vektori matrice A koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A € C, postoje
za konacan skup vrednosti stepenzi p € {1,2,...,m}. Za sopstvenu vrednst A € C,
kvadratne matrice A € C**", vektorski prostor generisan svim A-vektorima odre-
djuje A-prostor matrice A. Vektorski prostor generisan svim A-vektorima za sve
nenula sopstvene vrednosti razmatramo kao glavni nenula prostor matrice A, koji
oznatavamo ga sa R i nazivamo A-prostor matrice A. Specijalno ako je 0 sop-
stvena vrednost matrice A, tada moZemo razmatrati vektorski prostor generisan
svim 0-vektorima kao glavni nula prostor matrice A, koji oznatavamo sa Rap 1
nazivamo 0-prostor matrice A.

Dve matrice A, B € C™*" su spekiralno inverzne matrice ako vazi:

{ Ae B{1,2} 1 BeA{l,2} }
Rar=Rpr 1 Rapo=TRae.

(8)

Definisemo uopsteni inverz skalara na sledeci naéin:

® v={5 iy

Tada za dve matrice A, B € C™*" kazemo da su S-inverzne matrice ako je za svako
) € C ispunjen uslov: vektor Z jeste A-vektor matrice A stepena p ako 1 samo ako
vektor 7 jeste Al-vektor matrice B stepena p. Posebno, dve matrice A, B e C™"
su S -inverzne matrice ako za svako A # 0 je ispunjen uslov: vektor Z jeste A-vektor
matrice A stepena p ako i samo ako vektor Z jeste A-vektor matrice B stepena p,
dok za A = 0 stepeni 0-vektora matrica A i B nisu medusono isti.

Navodimo, bez dokaza, tvrdenje dato u [ABI-TG], kojim odredujemo pod kojim
uslovima su dve matrice S -inverzne, odnosno S-inverzne.

Teorema 5.1.1. Za kvadratnu matricu A € C™*" neka postoji prirodan broj l i
kvadratna matrica B € C™*" takva da je:

(10) B- A% = Al

Tada za svaki kompleksan broj A # 0 svaki A-vektor matrice A stepena p je istovre-
meno i A\~!-vektor matrice B stepena p.

Indeks matrice. Za kvadratnu matricu A € C**", najmanji nenegativan ceo
broj k takav da je rank(A¥) = rank( A**1) naziva se indeks matrice A i oznatava
se sa Ind(A). Navodimo, bez dokaza, tvrdenje, dato u [SC-CM], kojim prethodnu
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E = XA F = AY
= X(AYA) (1) = (AXA)Y ()
= (XA)(YA) = (AX)(AY)
= (XA4)(AY) () = (XA)(AY) (5)
= EF, = EF

Odatle E = XA = AX = AY = YA = F. Samim tim, dobijamo traZeni zakljucak o
jedinstvenosti

X = XAX (2 Y = YAY (2
= EX = YF
= FX = YE
= YAX, = YAX.

Pretpostavimo da je matrica A indeksa k = Ind(A) > 2. Neka je minimalni polinom u(z)
matrice A, stepena m, dat formulom (11). Mnozedi matri¢nu jednacinu

p(A) = A™ + 1 A"V 4L+ AR =0,
grupnim inverzom A# na osnovu jednagina (1) i (5), dobijamo, za k > 2, matricnu
jednacinu niZeg stepena
p(A)A* = A" e A™T2 4+ AT =0,

na osnovu koje formula (11) ne odreduje minimalni polinom stepena m. Svodenjem na
apsurd, dokazano je tvrdenje teoreme.

Teorema 5.2.2. Za kvadratnu matricu A € C™*" indeksa 1 i odgovarajuéi g-
polinom matrica q(A) je jedan {1}-inverz matrice A. Sistem jednacina (1), (2) i (5)
ima resenge resenje iskazano preko g-polinoma u obliku formule:

(14) A* = A (Q(A)>2

Dokaz. Neka je p(z) minimalni polinom matrice A i g(z) g-polinom matrice A. Iz
veze p(z) = ¢1(z — z°q(z)), gde na osnovu Ind(A) =1 vazi ¢, # 0, zakljuujemo da vazi
polinomska jednaéina z ¢(z)z = z—~u(z). Odatle dobijamo da je g(A) jedan {1}-inverz
matrice A

A.q(A)-A:A.

Dalje, proverimo da je sa matricom A¥, datom sa formulom (14), odreden jedan {5}
inverz. Buduéi da je z - g(z) = ¢(z) - = matrice A i ¢(A) komutiraju. Otuda je

A-A% = A2 (g(A)) = A-(q(A))- A = A*A

Na osnovu &injenice da je A¥# jedan {5}-inverz i na osnovu cinjenice da A i g(A) komutiraju
dobijamo

A- A% A= A3(q(A)) = A%q(A) - Ag(A) = A- Aq(A) = A%¢(A) = A.
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Napomena. U radu [GM-PS1], na osnovu faktorizacije punog ranga i formule
(15), dato je vise novik formula za grupni inverz u obliku blok matrica. Napomenimo
da je u disertaciji [PS], izmedu ostalog, dat pregled formula za grupni inverz ko-
risteéi reprezentacije sa determinatama, reprezentacie pomocu JORDAN ove kanonske
forme, racionalne kanonske forme i u obliku blok matrica.

Kao doprinos, u analogiji sa teoremom 2.4.5., dokazujemo naredno tvrdenje koje
daje jedan dovoljan uslov za postojanje grupnog inverza. :

Teorema 5.2.4. Za matricu A € C**", neka su odredene regularne matrice
Q,P € C**" takve da je QAP = E, i pri tom neka vazi blokovska dekompozicija:

(18) Q-P——-[é “2] (V; € CTX7).

Ako je V4 € C=)x(=7) regularna matrica, tada postoji grupni inverz u obliku blok
matrice:

I | -1t
AR = P T 2V4 Q
(19) [ —[’{1 Va | V[le[’sz ]

Dokaz. Polazimo od opiteg oblika {1,2}-inverza u obliku blok matrice

TR ox ]
X—P'[Xz X2Xl} @

gde su X € ¢rx(=r) 5 X, € C(*")%" proizvoljne matrice. Odredimo matrice X; i X3 iz
uslova da blok matrica X ispunjava matriénu jednacinu XA = AX. Vazi
_ . X 0L 0oy mei|[ I 0] pap| I X
XA=AX <= P|y X23(1 ]QQ 1[ ; O]P 1=Q 1[ N O]P 1P[X2 xz)lc, ]Q.
Odatle matrica X € A{1,2} ispunjava jedna&inu (5) ako vazi matri¢na jednacina

L X, V[L o) _[L o] L Xi
QPsz;nxl_[o 0_“[0 o] X Xox |9F

Na osnovu blokovske dekompozicije (18) prethodna matri¢na jednatina moZe se zapisati u
slede¢em obliku

vi w11 L x 1[L o)_[L 0][L X Vi Va
i VallXe XeXo JLO 0]JT[0 0f[ X XoXa||Vs Vaf

Samim tim matrica X € A{1,2} ispunjava jednatinu (5) ako vazi matri¢na jednatina

[(V1+V2X2) 0] _[ M+XiWs) (Va+ X1V
(Vs+VaXs) 07 0 0 ’

koja se svodi na sistem
VaXo=X1Vs A VaXo+Va=0 A XiVu+Vo=0.
Saglasno pretpostavci o regularnosti matrice Vs dobijamo formulu (19). Neposredno se

proverava da matrica odredena formulom (19) ispunjava jednacine (1), (2) 1 (5), tj. jeste
grupni inverz. ®
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Navodimo bez dokaza dva osnovna tvrdenja u vezi EP-matrica.

Teorema 5.2.9. Matrica A € C**" jeste EP-matrica ako i samo ako postoji
unitarna matrica U € CP*™ i regularna matrica C € C7*7, tako da vaZi:

(20) A=TU- [—(’H%} U

Teorema 5.2.10. Matrica A € C™*, indeksa Ind(A) = 1, jeste EP-matrica
ako i samo ako vazi N(A) = N(A*) i R(A) = R(A).

Primer 5.2.11. Naéi grupni inverz matrice

1 2 3
A={4 5 6
789

Resenje. Matrica A ima minimalni polinom sledeceg oblika u(z) = 23 — 1522 — 18z. Dakle,
matrica A je indeksa Ind(A) = 1, pa postoji grupni inverz matrice. Odrediéemo na tri nacina
grupni inverz. Na osnovu primera 2.4.6. dodatno zakljutujemo da je matrica 4 jedna EP-matrica.

I. Naéin. Iz minimalnog polinoma p(z) odredujemo g-polinom eksplicitno u obliku polinoma
q(z) = 11—893 - % Tada, prema teoremi 5.2.2. grupni inverz je dat eksplicitno u obliku matrice

, =23 =1 W
2 3§ 5 3
A=A (qa) =...=| = 0 %
3 6 36 4.
II. Nagin. U primeru 2.4.6. (I na¢in) odredena je faktorizacija punog ranga sa matricama
1 2
C=|45| i D= { 10 -1 ]
7 8 o1 2 ]
Primenom formule (15), date u teoremi 5.2.3. (a), dobijamo da je grupni inverz dat u obliku
matrice
ER R
At=c. (D) D=..=| = 0 %
(o) [ B o) o5 ]
3 & 36 4.
III. Naéin. U primeru 2.4.6. (II natin) odredene su regularne matrice
i 0 =3 5 -2 0
P=|-2 1 8 i @Q=|-2 1 o0
$ 0o -3 1 -2 1

takve da vazi QAP = E,. Dalje, na osnovu blokovskog razbijanja matrice
Vi |V, 9 -2 | =27
Q-P.—_[1 2}: -4 1 12-‘
Vs | Ve -T2 18]
odredujemo podmatrice I, = [ (1) (1) ] , X1 = -—VzV.,_l = [ —2;:? ], Xy = -—V4‘1V3 = [19/54 —1/9]
i X3 = X2X, = [65/108]. Primenom formule (19), date u teoremi 5.2.4., dobijamo da je grupni
inverz dat eksplicitno u obliku matrice

A#:P-[ L 1% ].Q=...=

X2 | X3

————
]
=
ol Oml_'_
E =
| N————— |
4

[ 74
»
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1. Homogena grupna
funkcionalna jednaéina

1.1. Saglasnost matrice sa grupom

Uvod. Neka su 6, ..., 8, bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog
sebe, tako da skup G = {6y,...,6,} u odnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje
prateéu grupu G = (G, 0) reda n. Pretpostavimo da je §; neutral posmatrane grupe
G. Oznacimo sa C polje kompleksnih brojeva i sa F = {f : § — C} skup svih
funkcija koje preslikavaju skup S u polje C.

Pod homogenom grupnom funkcionalnom jednacinom podrazumevamo funkei-
onalu jednacinu:

(1) ai(z) - f(61(z)) + az(z) - f(62(2)) + .- + an(2) - f(6a(2)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije ay,...,a, € F. Broj n nazvivamo
dimenzijom funkcionalne jednacine (1). Izlozi¢emo metodu resavanja funkcionalne
jednagine (1) datu prema radu S. PRESICa [SP2] i odgovarajuéem prikazu u mono-
grafiji M. KuczMA [MK1]. U drugoj celini, kao doprinos, primenom inverznih per-
mutacija, dacemo jednostavnije dokaze nekih ve¢ poznatih rezultata, kao i neke nove
rezultate.

Za skup I, def

definisanih sa:

{1,2,...,n} posmatrajmo n permutacija py,...,p, : I, — I,

(2) Dij - pi(j)=m akko 8, =20;00;,

gde ¢,j,m € I,. Primetimo da se permutacije p; (i € L,) definiSu vrednostima
permutacija indeksa pri kompoziciji bijekcija iz skupa G. Iz (2) sleduje:

(3) : b;00; = by,
zat,) €l,. Vazi0; = 6,00, =0,,,10; = 0,00, = 0,,,2a1,; € I,. Samim tim vazi:
(4) mi=j 1 pa=t

za 1,j € I,. Odatle je p; identicka permutacija (jedini¢no preslikavanje). Takode
vazi asocijativnost kompozicije u sledeéem obliku:

def
(5) Pijk = Ppik = Pinjs-

Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = {p1,...,pn}, u odnosu na kompoziciju
(o), obrazuje grupu p-permutacija P = (P,0) reda n.
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Dokaz. (a), (b) Jednakosti direktno sleduju iz ekvivalencije (6). (c) Za svako1,j,k € L,
vazi

= Bij 09;',1 = (91' 091;) 0o (9,' °9k)_1 =0; 03;1 = Hqij.

Ipikpjk
Samim tim vaZi jednakost (11c).
Primetimo da iz formula (11a) i (115) ¢-permutacije odredujemo, u odredenom
redosledu, po kolonama iz p-permutacija. Navedeno ilustrujmo primerom.

Primer 1.1.3. Neka je dat polazni niz permutacija py = (1,2,3), p2 = (2,3,1) ip3 = (3,1,2).
Za k = 1 relacija (11b) glasi p,,;, = 7 (5 = 1,2,3). Samim tim py,,1 = 1(= p11), Pgiat = 2(= p21),
Pgis1 = 3(= p31). Odatle, o€itavamo po prvoj koloni g1 = 1, ¢12 = 211 q13 = 3. Za k = 2 relacija
(11b) glasi py,;2 = 7 (5 = 1,2,3). Odatle, oéitavamo po drugoj koloni g2, = 3, g22 = 1iga3 = 2. Za
k = 3 relacija (11b) glasi p,,;3 = 7 (j = 1,2,3). Odatle, otitavamo po treéoj koloni g3, = 2, g32 = 3
igas =1 Sveukupno odreden je niz permutacija ¢; = (1,2,3), ¢2 = (3,1,2) i g3 = (2, 3, 1) dobijen
1z polaznog skupa permutacija zapisivanjem, u redosledu inverznih permutacija, po kolonama.

Defini§imo kvadratne matrice M = [o] reda n (k € I,) po koordinatama:

1 .7 = Pik;
(12) , afj = .

0 : J#Dpix.
Primenom g-permutacija formula (12) prelazi u formulu:
' 1 @ 1= qy,
(13) of; = .

0 : %#qx;.

Na osnovu formule (12) primetimo da je i-ta vrsta matrice My sa nulama na svim
pozicijama, sem na poziciji p;z. Na osnovu formule (13) primetimo da je j-ta kolona
matrice M} sa nulama na svim pozicijama sem na poziciji gx;. Samim tim é-ta vrsta
matrice M} jednaka je pji-jedini¢nom vektoru e,,, prostora R™ i j-ta kolona matrice

My jednaka je gx;-jedini¢nom vektoru e, prostora R®. Odatle, za k£ = 1,...,n,
dobijamo eksplicitan izraz za M} matricu zapisanu po vrstama:

(14) Mk = [ep11,€ppr -+ s €pp) ~

i eksplicitan izraz za M} matricu zapisanu po kolonama:

(15) M = [equs €annr - - - Egin) I-

Primetimo da za matricu My = [ep,,,€pppr-- -1 €pae]— 1 proizvoljni vektor kolonu

-

T = [z9, 2o, .. .,xn]T'va,ii:
- T T
(16) Mk-zT=Mk-[a:1 Ty - a:n] =[9:,,1,‘ Tp, zp“k]'

Analogno, za matricu My = [eg,,,€q,---€q,,]1 1 Proizvoljni vektor vrstu # =
[z1, 2, ..., T,] vazi:

(17) f'MI;—”’-—[xl T2 - xn]'Mkz[an Toey " x%n],
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gde su %(}gova,rajuc'e vrste, odnosno kolone matrica jedini¢ni vektori prostora R3. Samim tim
matrice M1, M1 M3 ekspflcn;no date su sa

1 0 0 01 0 0 0 1
Mi={0 1 0], My=]|0 0 1], Miy=1]1 0 0].
0 0 1 1 0 0 01 0

Primetimo da su grupe M = (M, -) i P = (P, o) medusobom izomorfne. Pri tom su grupe G i P i

M medusobno izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q. Navedeno vaZi i u opstem sludaju.

Teorema 1.1.5. Grupe G = (G,0), P = (P,o) it M = (M,-) medusobno su

izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q = (Q,0).

Dokaz. Grupa bijekcija G = (G,0) i grupa permutacija indeksa odgovarajucih bi-
jekcija P = (P, o) jesu izomorfne, jer je bijekcija ¢ : G — P definisana sa ¢(6;) = pi
izomorfizam. Zaista, uotimo ¢(8; 0 8;) = ¢(fp,;) = pp,;- Samim tim vazi (py;;)s = pijs =
Pip;, = (pi 0 p;)s 2a svako s € I,. Odatle p,;; = pi o pj, na osnovu tega zakljutujemo

©(8; 0 0;) = pp,; = pi 0 p; = ©(6:) 0 p(6;).

Dalje, posmatrajmo bijekciju f : M — P definisanu sa f(Mx) = pg. DokaZimo da je
f izomorfizam grupa M = (M, ) i P = (P,0). Za dve M-matrice M; i M; vazi

_ . r T
T e
eg‘h. (p1opi);
€pai €(p20p:);
M; 'le = er [ €gj1 C€gja " €qi T Cgjya ]: eT
Pri (propi);
T
el T J
- Pai - L €(pnopi); 1.

Zaista, proizvod e;fﬁ - &g;, jednak je 1 akko gjs = pr;. Odatle, po pravilima izvodenja,
dobijamo p,,.; = s, tj. (pr 0 p;); = s. Sa druge strane, neka je

- eg“ -

er

My = M; - M;

T

e?rt

T

L "Pra 4

Iz prethodne dve jednakosti, za svako r € I, zakljuujemo da vazi (pr o p;); = prt, $to je
ekvivaletno sa prp,; = pr- Odatle zakljutujemo ¢ = p;;, tj. dokazana je jednakost

M;-M; = My,;.
Samim tim f(M; - M) = f(Mp;;) = pp;; = pi © pj = f(M:) o f(M;).
Anti-izomorfizam grupa G, P, M sa grupom Q sleduje na osnovu leme 1.1.1. m

Posledica. Prethodno tvrdenje, ujedno predstavija 1 dokaz opste teoreme o pre-
dstavljanju grupa pomocu matrica u teoriji reprezentacija [DK], [MM-DC].
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Nije tesko proveriti da u tom sluaju za 4, € I, vazi:
(23) a:(0;(z)) = ajp;(z) (z€95).

Otuda, ako formiramo matricu A(z) = [a;j(z)], sistem jednacina (21) mozZe se za-
pisati u odgovarajuéem matri¢nom obliku:

(24) Alz) - : =0.

Ako uvedemo oznaku f(z) = [f(61(2)), - .., f(8a(z))]T, tada polazna funkcionalna
jednatina (1) zapisuje se u obliku ekvivalentne matri¢no-funkcionalne jednacine:

(25) A(e)- f(z) = 0.

Homogena linearna matri¢no-funkcionalna jednacina (24) uvek je moguca i njeno
opite resenje po funkciji f S. PRESIC je dao u matriénom obliku:

(26) fl@) = (1= B(z) - A2)) - §(=),
za odgovarajuéi vektor §(z) = [9(61(2)),- .., 9(0.(2))])T i matricu B(z) za koje vaze
uslovi:

1°. Matrica B(z), u odnosu na matricu A(z), jeste jedan {1}-inverz.

2°. Matrica C(z) = I — B(z) A(z) saglasna je sa grupom G i pri tom vektor
§(z) = [9(61(2)), - - -, 9(8n(2))}¥ zavisi od jedne proizvoljne funkcije g € F.

Primetimo ako bi koordinate vektora f| (z) bile medusobno nezavisne prvi uslov!?
predstavlja jedan dovoljan uslov da formula (26) daje opste resenje matri¢ne jedna-
Cine (25). Na osnovu &injenice da se iz svake koordinate vektora f(z) moze dobiti
ma koja druga koordinata odgovarajuéim zamenama, drugi uslov je dovoljan da
navedeno svojstvo zadrzi vektor resenja.

U narednim tvrdenjima razmatramo uslov saglasnosti matrice sa grupom.

Teorema 1.2.1. Ako za kvadratnu matricu B(z) reda n vaZ uslow:

(27) B(0x(z)) = My - B(z)- M,

gde k € I, i z € S, tada je matrica B(z) saglasna sa grupom G.

125AGLASNO TREGEM DELU PRVE CELINE
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Dokaz. Dovoljno je dokazati jed;xakost:
(31) A(04(2)) = MiA(z) M,
za svako k € I, i z € §. Sa jedne strane, prema formuli (22), dobijamo:
A(bk(2)) = [0i;(6k(2))] = [aq;;(6: 0 Ok (2))] = [ag;;(0pii(2)))-
Sa druge strane, prema formulama (18) i (19), dobijamo
M A(z) Mk—l = Mlaij(z)] Mk_l = Mk[aipjk(x)] = [a'Pikij(x)] = [GQP;kpjk (Bpii (2)))-

Prema formuli (11¢), leme 1.1.2., vazi [aqPikij (0 (2))] = [ag,;(6p,, (2))]. Odatle, na osnovu
prethodne dve jednakosti, sleduje jednakost (31). m

Teorema 1.2.3. Za funkcionalnu jednaéinu (1) kvadratna matrica:

(3) B(=) = £ M7 AN (0,(a)) M,
k=1 .

jeste {1}-inverz matrice A(z) koji je saglasan sa grupom G, gde je A™)(z) ma koji
{1}-inverz matrice A(z).

Dokaz. Proverimo da je sa matricom B(z) dat {1}-inverz matrice A(z). U dokazu
koristimo posledicu formule (31):
(*) A(z) = M A(Ok(2)) My,
zakel,izeS. Odatle:

AR BG)AR) = AR)(5 D M7 AD(E(2) My) A(z)
k=1

= ;1;Zn:A(x)M,:lA(l)(Hk(z))MkA(z)
k=1
"\ (M A(O(2)) Mi) MM AW (6(2)) Mi (M A6k (=)) M)

5 n
k=1
" M A(Gk(2)) A6k (2)) A(Bk(2)) M,

=% .

k_

= Z Mi IA(ek(x f i = A(z).

k=1

Dalje, proverimo saglasnost ma.trlce B(z) sa grupom G. Zak eI, iz € S vazi
B(bx(z)) = = ZM-IA(U((; 0 i(z)) M;

-—1

= —ZMk(M My) 7 AW (6, (@) (M; My ) M
Jj=1
_ Mk(z (M; M)Al )(9p,,.($))(Mij)> Mo

n

i=1

[ U
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Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2 (prve celine) matri¢na formula (34), odnosno koordinatna
formula (35), zadrzava-reprodukuje sva resenja funkcionalne jednatine (1). m

1.3. Metod minimalnog polinoma

U ovom paragrafu izlazemo metod reSavanja homogene grupne funkcionalne
jednacine pomoé¢u minimalnog polinoma koji potice od S. PRESICa [SP2].

Teorema 1.3.1. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A(z) = [ag,(z)]
ispunjava uslov:

(36) A™(Z) + A1 A" ) + ...+ MA(2) = 0,

za svako z € S i njime odredene koeficijente Ap_y,..., A\ € C (A # 0) ¢ prirodan
brog m > 1. Opste reSenje funkcionalne jednacine (1) dato je u obliku matriéne
formule:

f(21(x)) 9(21(1‘))
(37) ft 2:(”) - Ail(,zx"“‘(:v) F Amat A™ 2 (z) o AT - g 2:(2))
f(8n(z)) 9(0n(z))

gde je g € F proizvoljna funkcija.

Prema pretpostavci (36), prethodne teoreme, matrica A(z) je indeksa Ind(A(z))
= 1 za sve vrednosti z € 5. Pod navedenom pretpostavkom postoji grupni inverz
A(z)* za sve vrednosti z € S. Dokazimo tvrdenje koje daje formulu opsteg resenja
preko grupnog inverza. VaZi naredno tvrdenje.

Teorema 1.3.2. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A(z) = [ay,(z)]

ispunjava uslov (36). Neka je A(z)* grupni inverz matrice A(z) za sve vrednosti.

z € S. Opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1) dato je matriénom
formulom:

f(6:(z)) 9(61(z))
(38) f(ei(x) M- (I - A(z)#A(z)) : 9(32:(1))
£(6a(a)) 9(0n(2))

gde je g € F proizvoljna funkeija. Pri tom su formule opsteg resenja (37) i (38)
jednake u svakoj tacéki z € S.
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Odatle, prema teoremi 1.2.3, jedan {1}-inverz koji se slaze sa grupom G dat je sa formulom

1 1
B =5 (M7 AOM; + M7 ADM, + M AOMs) = 31

Prema teoremi 1.2.4. opste reprbduktivno redenje funkcionalne jednaéine dato je matriénom fo-

rmulom
1(6r(2)) o(02(2))
() | = (1-B()-4@))- | 9(62(2))
f(63()) | 9(63(2)) |
2 -3 “% 9(61(=))
= *% % -3 |- 9(02())
B2 L) |

odnosno, po prvoj koordinati, skalarnom formulom

v 1
f(z1,22,23) = '3-(29(561, T2, z3) — g(x2, ¥3, 1) — 9(23, 71, T2) ),

gde je g € F proizvoljna funkcija. Ako u postupku reSavanja biramo opsti {1}-inverz, sa 8 me-
djusobno nezavisnih parametara, tada dolazimo do iste formule opsteg reSenja. Navedeno vaiiiu
opstem sluéaju za homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima.

2. Homogena grupna funkcionalna
jednadina sa konstantnim koeficijentima

Posmatrajmo homogenu grupnu funkcionalnu jednacinu sa konstantnim koefici-
jentima:

(1) ay - f(61()) + a2 - f(02(2)) + .- + an - f(6a(2)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane konstantne koeficijente ay,...,a, € C.
Zadrzacemo oznake koje smo uveli u razmatranju opste homogene grupne funkci-
onalne jednacine.

2.1. Presiéev matriéni metod

Navodimo specificnosti matri¢cnog metoda resavanja funkcionalne jednacine (1),
prema radu S. PRESICa [SP1], za slucaj konstantnih koeficijenata. Ako je A = [a;}]
konstantna matrica, koja ne zavisi od z € S, tada {1}-inverz A") takode ne zavisi
od z € S. Za funkcionalnu jednatinu (1) kvadratna matrica B = [b;;] formirana na
sledeci nacin:

1 n
) B=2) M AV M,
i=1
jeste {1}-inverz matrice A koji je saglasan sa grupom G i ne zavisiod z € S. U tom

slu¢aju eksplicitna formula opsteg reSenja (35), navedena u prvom delu, data je u
obliku:
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Prelazimo na odredivanje veze izmedu parametara. Primetimo da ako u k-toj
jednacint
jk = alAm + G,QAP% +...+ a,,Apnk
izvidimo zamenu z +— 6.(z), tada A,, = f(6,,(z)) prelazi u f(O,, o 6-(z)) =
f(0p,,,..(2)) = f(Opyy, (2)) = Aps,, (i € I). Navedenom zamenom z + 6,(z), cela

- Pipg,

k-ta jednacina Ji prelazi u pg,-tu jednacinu J,,, datu sa

def
jk(r) = Tpp. = 01 Apy,, + 02Ap,, + ... +anAp,, .

Polazedi od formule (8) pomocu zamena & +— 6y(z),z — 02(z),...,z — O,(z)
formiramo sistem:

Ay = A= MTpy, —ATpy — oo = ATy

A2 = Az =MTpy = MTpy =+ = AaTppes
(9)

An = An - Aljpln - A2\7p2n e e ™ Aﬂ\j;)un’

U terminima g-permutacija prethodni sistem zapisujemo u obliku:

A = A “’\qnjl “"\qnj?""'_)‘qlnjm
(10) Ay = Ax— A%ljl - )\qnjg — .. )\qanjn:
A'n = An - /\qnljl - /\q,ﬁj? T eee T )\anjﬂ'

Samim tim, odgovarajuce reSenja matri¢ne jednatine (7) trazimo u obliku matri¢ne
formule:

(11) A=p(A)=A-A-T=(I-AA) A,

gde je A matrica nepoznatih parametara koji ispunjavaju dodatne jednakosti'®:
(12) A= [)‘ij] = [)‘q.'jL

za 1, € I,.

Iz (10) zamenom izraza za Aj, As,. .., A, u polaznu jednaéinu (4) dobijamo:

ay(A; — Z A Jj) + az( A2 — Zz\q,j.],') +...4+an(42 ~ Z’\qnijj) =0
j=1 f=

j=1 j j=1
n n n n
= a(Ai—D A D ag A) Faa(Aa =D Ay Y ag A) + ..
jﬁl il i=t n =1 n
ar (A — Z Agin Zaq:'rAr) +...+an(4n — Z’\ﬁu ZaquAr) =0
j=1 =1 j=1 r=1

16NA OSNOVU KOJIH JE A MATRICA ODREDJENA ¢-PERMUTACIJAMA ELEMENATA PRVE VRSTE



GRUPNA FUNKCIONALNA JEDNACINA 71

(1) U radu [SN3] pokazano je da uslov, iz pretpostavke teoreme, jeste dovoljan za za-
kljuéak: jednakost (12) ekvivaletna je sa saglasnodéu matrice A sa prateéom grupom.
Prema prethodnom delu teoreme matrica A, u odnosu na matricu A4, jeste jedan {1}-
inverz. Iz AAA = A primenom tenzorske veze izmedu koeficijenata linearnog sistema
dobijamo sistem (14). Dalje, iz prvih n jednatina sistema (14) koristeéi jednakosti (12)
ili ekvivaletno uslov saglasnosti matrice sa prate¢om grupom, dobijamo A-sistem. Odatle
svaki {1}-inverz saglasan sa pratefom grupom jeste redenje A-sistema. Prema teoremi
1.2.3. skup takvih matrica jeste neprazan skup, na osnovu ¢ega zakljuéujemo da je A-
sistem uvek mogu¢é. W

Teorema 2.2.2. Ako postoji tacka zo € S, takva da za svako 1 € I,\{1} vaZ
6:(zo) # zo, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opsteg reproduktivnog
redenja funkcionalne jednaéine (1) data je sa:

(16) fz) = T(z) = > Y NayII(8(=)),

=1 =1
gde je I1 € F proizvoljna funkcija.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme A-sistem homogene grupne funkcionalne jedna-
tine sa konstantnim koeficijentima (1) je mogué. Matrica A = [A;;] odredena iz A-sistema
jeste jedan {1}-inverz saglasan sa pratetom grupom. Za proizvoljnu funkciju II € F
vratimo smene A; = II(6;(z)), A3 = I(82(z)), ..., Ap = I1(8n(z)) u desnu stranu formule
(11). Na taj natin dobijamo jedno resenje funkcionalne jednaéine (1) u matri¢nom obliku.
Na osnovu reproduktivnosti tako odredene matri¢ne formule resenje je opste. Odatle po
prvoj koordinati opste reproduktivno resenje dato je u skalarnom obliku (16). m

Kao doprinos dokazaéemo!” koriséenu &injenicu u dokazu teoreme 2.2.1. (i7) da
je jednakost (12) ekvivaletna sa saglasnoiéu matrice A sa prateéom grupom. Dokaz
je dat prema radu S. NIKCEVIC [SN3] u terminima p i ¢ permutacija.

Navodimo, bez dokaza, naredno pomoéno tvrdenje'® za proizvoljne grupe [SN3].

Lema 2.2.3. Ako postoji tacka zo € S, takva da za svako i € I,\{1} vaz
8:(z0) # zo, tada za svaku funkciju ¢ € F vazi:

(17) Y aip(Bz) =0 < o =..=a,=0,
i=1
za ma koji izbor skalara ay,...,a, €C iz € S.

17y OBLIKU TEOREME 2.24.
18RANIJE DOKAZANO ZA CIKLIENE GRUPE U [SP-BZ]
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(1) Matrica B je saglasna sa grupom G.
(12) Za elemente matrice B = [b;;] vazi by; = by;; (1,] € I).
(22t) Vazi matricna jednakost My B M,:l = B za svako k € I,,.

Dokaz. (1) <= (i2) Dokazano sa teoremom 2.2.4. (22) = (22z) Analogno sa
dokazom teoreme!® 1.2.2. (#41) = (¢) Dokazano sa teoremom 1.2.1. B

Na kraju, kao doprinos, dokazujemo da za svaki izbor A matrice, formula opsteg
reproduktivnog resenja (16) funkcionalne jednaéine (1) ima jednoznaéno odredene
koeficijente uz sabirke II(8;(z)) (¢ € I,). Naime, vaZi naredno tvrdenje.

Teorema 2.2.6. Neka postoji tacka zo € S, takva da za svako i € I,\{1} vazi
0:(z0) # zo. Za ma koju matricu A = [A;;] € C***, koja je {1}-inverz matrice A
saglasan sa grupom G, skalari o; = 3 %) Aijai; (i € L) jedinstveno su odredeni.

Dokaz. Neka su A i A" ma koja dva {1}-inverza matrice A saglasna sa prateéom
grupom. Za matricu A’ formira.jmo skalare a; = PRy A;]-a,-,- (i=1,...,n) i za matricu

A" formirajmo skalare o, = =1 A,J a;j (1=1,...,n). Formirajmo dve formule reenja

() = 0(z) ~ ) oTI(6:(z))
i=1

®"(I) = (z) - Y o; W(6:(2)),

i=1
gde je I € F proizvoljna funkcija. Oduzimanjem prethodnih funkcija dobijamo

()~ 8" (M) = 3 (o o ) M(6s(2)).
i=1
Uzimajuéi za II ma koje redenje f funkcionalne jednacine (1), na osnovu reproduktivnosti
prethodnih formula redenja, vazi & (f) — ®"(f) = f- f = 0. Odatle, saglasno lemi 2.2.3.,
zaklju¢ujemo a:- =q; (i=1,...,n). 1

Na kraju ovog paragrafa, pod pretpostavkom prethodne teoreme, za ma koji
izbor A matrice kao {1}-inverza saglasnog sa prateom grupom, formula opsteg
reproduktivnog resenja funkcionalne jednacine (1) data je u jedinstveno odredenom
kanonskom obliku:

def
(22) f=9() = I(z) Za,n(e (z)),
=1
za jedinstveno odredene skalare oy = )7 Mijai; (1 € L) i II € F proizvoljnu
funkciju. U trecem delu, ove celine, dajemo kanonske oblike homogene grupne fu-
nkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima za dimenzije n = 2,3, 4.

19yz KORISCENJE LEME 1.1.2. 1 FORMULA (18) 1 (19) PARAGRAFA 1.1.
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J. KECKIC u radu [JK5] primenio je metod eliminacionog polinoma na redavanje
homogene funkcionalne jednaline sa konstantnim koeficjentima. Potpunosti radi
izlozi¢emo, bez navodenja dokaza, osnovne rezultate u vezi sa metodom elimina-
cionog polinoma.

Na skupu F definisimo funkciju F' = F(f) : F — F na sledeéi naéin:
(26) F(f)(2) = a1f(61(2)) + ... + an f(6r(2)).
Tada funkciju F?(f) = F(F(f)) mozemo odrediti na sledeéi nacin:

F(F(f))(=) a1 F(f(01(2))) + -+ aa F (f(0a(2))
a1 (0161 0 81(2)) + .-+ 6 (0 0 03(2))) +

+an (alf(ﬁl obn(z))+...4 e f(fn o0 Gn(z)))

n n

= gy afliobi(@) =Y Y 0,0, G, ,(2) = 3 6V1(6;()),
i=1 i=1 ia=1i;=1 i=1
za odgovarajuce koeficijente b§2) € C (; € I,). U opstem slucaju, za ma koji prirodan
broj k, funkcija F*(f) = F(F*(f )) moze se prikazati u obliku jednakosti:
(F) FH(f)(=) = ) b7 £(83(=)),
1=1
za odgovarajuce koeficijente bg-k) € C (5 € I,). Primetimo da postoji prirodan broj
p < n takav da se iz spiska jednakosti (f;), ..., (f,) eliminacijom f(6;(z)) (z € L,)
dobija normalizovan polinom:

(27) FPya PP 4 4+ aF + ol =0,

za odredene koeficijente co, i, ..., 1 € C. Pri tome je I = I(z) = z identicko pre-
slikavanje. Prethodno odreden polinom nazivamo eliminacion: polinom homogene
grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima (1). Moze se pokazati
da ako je ¢g # 0, tada je opste reSenje trivijalno f(z) = 0. Dalje, u analogiji sa
teoremom 2.3.1., J. KECKIC je dao tvrdenje, koje navodimo bez dokaza, na osnovu
koga se primenjuje metod eliminacionog polinoma.

Teorema 2.4.1. Neka za funkcionalnu jednadinu (1) funkcija F definisana sa
Jednakoscu (26) ispunjava uslow:

(28) F? 4, 1 FP7H+ . 4+ e F =0,

za odredene koeficijente cp-,...,¢c1 € C (c1 # 0) i prirodan broj p > 1. Opste
reenje funkcionalne jednadine (1) je dato formulom:

(29) (@) = = (FP(Iz) + 6 FPH(II(@)) + ..+ call(2))

4]
gde je Il € F proizvoljna funkcija.
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3.1. Ciklicne grupne funkcionalne jednacine

Teorema 3.1.1. Homogena grupna funkcionalna jednaéina sa konstantnim ko-
eficijentima drugog reda:

(1) ao f(z1,20) + a1 f(z9,21) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(z,y) : S* — C, gde skup S ima bar dva razlicita
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ag; € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

1°. Ako vazi uslov ag = a; = 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(2) f(x].’ x?) = H(zlazZ)-
20, Ako vazi uslov ag = —a; # 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:
1
(3) f(z1,22) = §(H($1,$2) + I(z2, 21)).

3°. Ako vazi uslov ap = a; # 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(4) f(z1,22) = %(H(xl,xz) — (22, z1)).

49, Ako vazi uslov a2 # a? tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(5) f(z1,22) = 0.
U prethodnom formulama (2)—(5) saIl : S*> — C oznacena je proizvoljna funkcija.

Dokaz. Za X = (z1,22) uvedimo bijekcije i(X) = (21, z2) i a(X) = (z2,z1). Skup G = {i,a}
u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje cikli¢nu grupu G datu tablicom:

» o011 a
(6) ‘ i1 a
ala i.

Oznatimo A = f(X) i B = f(aX), tada funkcionalna jednaéina (1) prelazi u jednadinu J; =
apA + a1 B = 0. Zamenama X — i(X) i X ~ a(X) iz prethodne jednacine dobijamo sistem:

(7) Jr=aA+aB=0,
J2=agB+a1A=0,

po nepoznatim A i B. Redimo sistem (7). ReSenja trazimo u obliku formule:

(8) A=A+ +pTs.
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Teorema 3.1.2. Homogena grupna funkcionalna jednaéina sa konstantnim ko-
eficijentima treceg reda: '

(17) aof(l‘l,l‘g, 11"3) + alf(z% Z3, 2,'1) + a2f($31$1,$2) = 07

po nepoznatoj funkcifi f = f(z,y,2) : S* — C, gde skup S ima bar dva razliita
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ag12 € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

1°. Ako vazi uslov ag+ a1 +a; = 0 ¢ (ag —a1)? + (a1 — a3)? + (a2 —ag)? =0 tada
je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(18) f(z1,22,23) = (21,22, 23).

20. Ako vazi uslov ao + a1 + a3 = 0 i (a0 — a1)? + (a1 — a2)? + (az — ao)? # 0 tada je
opste reproduktivno resenje dato u obliku:

1
(19) f(z1,22,23) = - (I(21, €2, ©3) + 1I(22, 23, ©1) + I(23, 71, 22)).
3

3°. Ako vaZi uslov ao+a; + a2 # 0 i (a0 — a1)® + (a1 — @3)? + (az — ao)? = 0 tada je
opste reproduktivno resenje dato u obliku:

1
(20) f(xly ZQ,I3) = —3-(211(1:171:2)1:3) - H($2,$3, 1‘1) - H($3,Z1,Z2)).

4°. Ako vazi uslov ag+ a1 + ay # 0 i (a0 — a1)® + (a1 — a3)? + (a2 — ao)? # 0 tada je
opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(21) f(z1,22,23) = 0.

U prethodnom formulama (17) — (21) sa IT : $* — C oznaéena je proizvoljna
funkcija.

Teorema 3.1.3. Homogena grupna funkcionalna jednaéina sa konstantnim ko-
eficijentima éetvrtog reda:

(22) aOf(z].;z?’ Z3, 174) +a]_f($2, Z3, 174,171) + a2f($37 T4, 31,$2)+a3f(174, 1, 172,273) = 01

po nepoznatoj funkciji f = f(z,y,z,w): S* — C, gde skup S ima bar dva razlicita
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ag1,0,3 € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

1°. Ako vazi uslov a; = —aqg, a3 = ao, a3 = —ao, ag # 0 tada je opste reproduktivno
resenje dato u obliku:

f(z1,22,23,24) = 2M(21,%2,23,24) + 11(22, 23, 24, 71)
— (3, z4, 21, T2) + ;1(z4, 21, T3, T3).

(23)
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3.2. Klein-ova grupna funkcionalna jednacina

Odredimo sve kanonske oblike opstih reproduktivnih resenja za KLEINovu ho-
mogenu grupnu funkcionalnu jednadinu, sa konstantnim koeficijentima:
(31) aof(z1,22,23,24) + a1 f(22,21,24,23) + a2 f(23, 24, 21, 22) + a3 f (24, 23, 22, 21) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(z,y,2,w) : §* — C, u zavisnosti od koeficijenata
ao123 € C. Za X = (z,29,23,24) uvedimo bijekcije 6:1(X) = (z1, 22, 23,24),
92(X) = (1132,1131,1134,233), 03(X) = (1133,1174,1121,.722) 1 04(X) = (1124,1123,222,:121). Tada

KLEINovu funkcionalnu jednadinu (31) zapisujemo u obliku:
(32)  ao- f(01(X)) + a1+ F(62(X)) + a2~ f(03(X)) + a3 - f(04(X)) =0,

Skup bijekcija G = {#1, 62,603,604} u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje KLEINovu
grupu reda 4:

(33) 8216, 61 04 85

65104 63 0, 6

Pri tome je #; neutral KLEINove grupe G = (G,0). Ako oznatimo A = f(6;(X)),
B = f(6:(X)), C = f(83(X)) i D = f(04(X)), tada funkcionalna jednaéina (32)
zamenama: X +— §1(X), X + 05(X), X — 05(X) 1 X + 04(X) prelazi u sistem:

Ji=0aA+a;B+aC+a3D =0,
J2=aeB+a1A+ asD +a3C = 0,
Js=aoC+ a1D+aA+a3B =0,
._74 = aoD + a10+ agB+a3A = 0,

(34)

po nepoznatim A, B, C i D. Matrica sistema (34) je data sa:

@ a1 az ag
a1 Qo asz az
az az ap a3
a3 az a1 Qg

(35) A=

Determinanta matrice A je data sa:

A=|Al = (ao+ a1 +az+a3)-(a0+ a; — az +a3)
(ao+ az — a; — az) - (ao + a2 — a1 — a3).

(36)

Resenja trazimo sistema (34) trazimo u obliku formule:

(37) A=A+ AT+ MT2+ A3T3 + ATs.
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40, Ako vazi ag = a1+a2—a3 i a3 +az, a2—az, —az+ay # 0, tada je opste reproduktivno
resenje dato sa:

f(mla 2,723, 24) = %(H(Z], T2,23, 24) - H(Zl, T2,Ty4, 23)—
H(.’l?3, T4,%1, 22) + H($4, z3,7%2, 2?1)).

(46)

50, Ako va#i ag = a; —aqy+as 1a;—ag, —Gy+a3, az+a; # 0, tada je opste reproduktivno
reSenje dato sa:

f(mla Z2,T3, 3:4) = %(H(ﬂ?l y 22,73, 2:4) - H(xlr L2, T4, $3)+

47
( ) H($3,$4,$1,22) - H($4723)22)21))'
6. Ako vazi ag = —a3, 6y = —ag i |a1]| # |as|, tada je opsSte reproduktivno resenje dato
sa:
. 1
(48) f(ml y 22,3, 24) = §(H(217 2,73, 24) + H(374, 3,72, 2"1))
70. Ako vazi ag = —ay, a3 = —az i |ay| # |as|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa: '
1
(49) f(xhx?’ 3, 2"4) = E(H(xl» 2,23, 24) + H(Z2,271, Ty, 23))'
89, Ako vazi ag = —ay, a3 = —ay 1 |ay| # |az|, tada je opsSte reproduktivno resenje dato
sa:
, 1
(50) f(z1,22,23,24) = z(H(21, 22, 23, 24) + (23, 24, 21, 22)).
2
90, Ako vazi ag = aq, az = ay i |a1| # |az|, tada je opste reproduktivno resenje dato sa:
1
(51) f(mlym% 3, ‘2:4) = '2'(1'1(21, 22,23,24) - H(z31 2412111:2))'
10°. Ako vazi ag = a3, a; = aq 1 |ap| # |as|, tada je opste reproduktivno refenje dato
sa:
1
(52) f(mlam% 2?3,3:4) = ’2'(11(21)22723,24) - H(Z‘h I3, "52)3:1))-
119. Ako vazi ag = ay, a3 = aq 1 |ay| # |az|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:
1
(53) f(z1,72,23,24) = -2'(11(951,2‘27 z3,4) — (22,21, 24, 23)).
129. Ako vazi ag = ay = —az = —a3 i |az] # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato sa:
(54) f(z1,22,23,24) = 1(3I(21,%2,23,24) — (21,22, T4, Z3)+
H(x3v T4,71, 22) + H(374, I3,Z2, 2}1)).
130, Ako vazi ag = —a; = az = —a3 1 |az| # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato sa:
(55) f(xli T2,%3, 3)4) = %(311(21! 2,723, 24) + H(Z], T2,T4, $3)—

H($3, T4,71, 3:2) + H($4, z3,T2, z1))
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/

pod uslovom: |a] # |ag| (t1,%2 € K). Tako dolazimo do sluaja 6°. Iz (37) i (60) nalazimo:

1
A=A+/\1J1+/\2J2+/\3J3+/\4J4= A— -Q—(A-f-D).
Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (48). Ako je a; = —a3, tada za
(a0, a1,a3,a3) = (a1,a1,—ay,—a1) (a; # 0). Iz odgovarajuéeg sistema (41) dobijamo resenje u

obliku;:

A= by,
Ay = 1y,
(61) Az = i3,
Ay = t1+t2—t3+ﬁ.

za 1y, 13,13 € K. Tako dolazimo do sluéaja 12°. Iz (37) i (61) nalazimo:

1
A=A+ M+l + 2303+ Ay = ... = Z(3A—B+C+D)
Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (54). Ako je a; = a3, tada za
(a0,a1,a2,a3) = (—ay,a1,-a1,a;) (a1 # 0) iz odgovarajuéeg sistema (41) dobijamo resenje u
obliku:

’\l = 1,
Ay = i,
(62) ’\3 = t3)
Ay = il—i2+i3—t,

za t), 19,13 € K. Tako dolazimo do sluéaja 13°. Iz (37) i (62) nalazimo:
1
A=A+ N +Ao+A3J3+ Ay =...= Z(3A+B—C+D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razma-
trani sluéaj.

b) (a0 = —a; —az —a3z # 01 a; +az = 0), tada za (ao, a1,a2,a3) = (—az2,a1,82,—ay) iz
odgovarajuceg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

Aro= 4y,
Az = iy,
(63) Az = b+ gt
1 2
Ay = B+ 2(7?_%3-,

pod uslovom: |a;| # az2| (¢1,12 € K). Tako dolazimo do sluaja 8°. Iz (37) i (63) nalazimo:
1
A= A+/\1J1+/\2J2+/\3J3+A4J4 =...= §(A+C)

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (50). Ako je a; = —aj, tada za
(a0, a1, a2, az) = (ay,61,—~a;,—a;) (a1 # 0) tada odgovarajuceg sistema (41) ima resenje u obliku
formule (61). Tako dolazimo do slu¢aja 12°. i opste reproduktivno redenje je dato u obliku formule
(54). Ako je a1 = az, tada za (ao, 61, a2, a3) = (—ai, a1,a1, —ay) (a1 # 0) iz odgovarajuéeg sistema
(41) dobijamo resenje u obliku:
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pod uslovom: a; —az #0ia; —as #01iaz+ a3z # 0 (t € K). Tako dolazimo do sluéaja 3°. Iz
(37) i (59) nalazimo:

1
A=A+ AMI1+ Ao+ A3l3+ My =... = ZI-(A-I-B-C—D).
Odatle nalazimo opste reproduktivno reSenje u obliku formule (45). Komplementaran slugaj
prethodnom je ag = —ay +a +a3 # 01 (a1 —a2 = 01ili a3 —az = 0 ili a2 + a3 = 0),
odnosno (00 = —ay + a2 +as # 0i1a; —a; = 0) ili (ao = —a1 +ay + a3z # 0Oia —a3 = 0)
ili (ag = —a1 + a2 + a3 # 01 az +as = 0). Samim tim imamo moguénosti:
a) (ap = —a; +a2+as # 01 a; —ay = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (as,a1,01,a3) iz
odgovarajuéeg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:
AL = 1y,
: /\2 = t21
(68) Az = 2+ gt
Ay = b+ gt
1 3

pod uslovom: |a1| # |as| (t1,t2 € K). Tako dolazimo do sluéaja 10°. Iz (37) i (68) nalazimo:
1
A=A+MN+dlo+A3l3+ Ay = ... = §(A—D)-

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (52). Ako je a; = —a3, tada za
(@o, 61, a2,a3) = (—ay, a1, a1, —a1) (a; # 0) odgovarajudi sistem (41) ima reSenje u obliku formule
(64). Tako dolazimo do slucaja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (55).
Ako je a; = as, tada za (ag, 61,a,,a3) = (a1,a1,01,8;) (61 # 0) iz odgovarajuleg sistema (41)
dobijamo reSenje u obliku:

A= g,
Ay = g,
(69) A3 = s,
Ay = "tl“t2"t3""4’i_l;

za t1,t3,t3 € K. Tako dolazimo do slu¢aja 15°. Iz (37) i (69) nalazimo:
1
A= A+/\1J1 +/\2J2+A3J3+A4J4 =...= Z(3A—B—C—D)

Odatle nalazimo opste reproduktivno reenje u obliku formule (56). Ovim je kompletiran razma-
trani slucaj.

b) (a0 = —ay +az+as # 01ia; —a3z = 0), tada za (ag,a1,a2,83) = (az,0a1,82,0;) iz
odgovarajuceg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:
A=t
AZ = t2:
(70) A3 = i1+ m,

>
Y
|

b2~ ey
pod uslovom: |a;| # |a2| (21,2 € K). Tako dolazimo do sluéaja 9°. Iz (37) i (70) nalazimo:

1
A=A+ M1+ Al + X303+ Ay =...= -2-(A—C)
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Odatle nalazimo opéte reproduktivno resenje u obliku formule (53). Ako je a; = a;, tada za
(ao, a1, a2, as) = (a3, a1, —a1, —ay) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule
(61). Tako dolazimo do slu¢aja 12°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (54).
Ako je a3 = —a1, tada za (ao, 61,02, 63) = (a1,681,61,81) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima
reSenje u obliku formule (69). Tako dolazimo do sluéaja 15°. i opste reproduktivno resenje je dato
u obliku formule (56).

U sluéaju da je ag = 01 a; # 0 za neko ¢ = 1,2, 3, razmatranje se vréi analogno sa prethodnim
slu¢ajevima a)—b). Tako dobijeni slucajevi se intepretiraju sa odgovarajucim slu¢ajem iz navedenog
spiska 1°. — 16°.

¢) (ao = a1 +az—a3 #0iaz—a; =0), tada za (ag, a1, az,a3) = (az,a1,a2,a1) 1 |a1] # |az]
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (70). Tako dolazimo do slugaja 9°. i opste
reproduktivno reSenje je dato u obliku formule (51). Ako je a; = a3, tada za (ag, a1,a2,a3) =
(a1,a1,a1,01) (a3 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima reSenje u obliku formule (69). Tako dolazimo
do slucaja 15°. i opste reproduktivno refenje je dato u obliku formule (56). Ako je a; = —ay,
tada za (ag, a1, a2, as) = (—ai1, 61,41, —a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku
formule (64). Tako dolazimo do slutaja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(55).

U sluéaju da je ap = 0 razmatranje se vrii analogno sa prethodnim slu¢ajevima a) — b). Tako

dobijeni sluéajevi se intepretiraju sa odgovarajuéim slu¢ajevima iz navedenog spiska 1°. — 16°.

(iv) @y — @, +a, — a, = 0. Pretpostavimo da je ag = a1 — az + az # 0. ReSavajuéi odgo-
varajuéi sistem (41) dobijamo redenje u obliku:

’\1 = t)
—_ 2ay—-as2+a
(73) NI = ik
’\3 = t+ 4(az—~ay)(az—a2)?
Ay = —t 81—az+2a

- 4(a14a3)(a3—a2z)’

pod uslovom: a; —a; #01i —az +as #01iaz+a; # 0 (¢t € K). Tako dolazimo do slucaja 4°. Iz
(37) i (73) nalazimo:

1
A=A+/\1J1+/\2J2+/\3J3+/\4J4=...ZZ(A—B‘FC*‘D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (47). Komplementaran sluéaj
prethodnom je ap = a; —az +as # 01 (a1 —az = 0ili —az + a3z = 0 ili ag + a; # 0), odnosno
(a0 = a1—az+az # 0iay—ay = 0)ili (ao = ay—az+az # 0i —az+as = 0)ili(ag = ay—az+az #0
1 ag + a; = 0). Samim tim imamo mogu¢nosti:

a) (ap = a; + a3 —az # 01 a; — as =0), tada za (ao, a3, a2, a3) = (as, a, a1, a3) i Ja1| # |as]
odgovarajudi sistem (41) ima redenje u obliku formule (68). Tako dolazimo do slugaja 10°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (52). Ako je a; = a3, tada za (aq,ay,0a3,a3) =
(a1, a1,a1,a1) (a3 # 0) odgovarajui sistem (41) ima resenje u obliku formule (69). Tako dolazimo
do slugaja 15°. i opste reproduktivno redenje je dato u obliku formule (56). Ako je a; = —as,
tada za (ag, a1, a2, as) = (—ay, a1, a1, —ay) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku
formule (64). Tako dolazimo do slu¢aja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(55).
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Napomena. U zborniku [DM-PV2] postavijen je problem 9.4.9.: Proveriti da li je
sa formulom f(z,y,2,t) = F(z,y,2,t)+F(t,2,y,z), gde je F : R* — R proizvoljna
funkcija, odredeno opste resenje funkcionalne jednaéine f(z,y,2,t) — f(t,2,y,z) =
0. Prema slucaju 6°., prethodne teoreme, odgovor je potvrdan, pri tom navedena
formula opsteg resenja moze se ureproduktiviti” do formule (49).

3.3. Racunarsko reSenje partikularnih

slu¢ajeva uz pomo¢ programa DERIVE

Razmatratemo nalazenje op$tih reproduktivnih resenje parikularnih slucajeva
homogene grupne funkcionalne jednaline, sa konstantnim koeficijentima, za dime-
nzije n = 2,3,4. Koristimo program DERIVE (DOS verzija 2.58) koji omoguéava
simboli¢ki ratun sa algebarskim izrazima. Program DERIVE je napisan na progra-
mskom jeziku LISP. Istaknimo neke razaloge za izbor programa DERIVE. Pored
male veli¢ine programa i jednostavne upotrebe [AH], program DERIVE primenjiv je
na svim PC-racunarima. Uporedna analiza sa drugim simbolickim ,reSavacima” data

u radu [LB] pokazala je da DERIVE daje bolje rezultate od mnogih drugih programa
po pitanju raznih primera linearnih i nelinearnih sistema.

Navodimo procedure i funkcije programa DERIVE-a koje koristimo u reavanju
razmatranog problema u paragrafima 4.1. i 4.2. Matrica X zadaje se?? kao vektor
¢iji su elementi vektori-kolone. Funkcija ELEMENT(X, 1, ) odreduje element u i-toj
visti i j-toj koloni zadane matrice X. Dalje, za zadan konatan i mogué sistem

linearnih jednaéina u; = vy, us = v,,..., procedura:
(74) SOLVE([u1 = V1, U = Vg, .. .], [/\1, /\2, .o ])
odreduje sva redenja sistema sa Ay, Ag,.... U slu¢aju nemoguceg linearnog sistema

prethodna procedura ne daje rezultat. U nalaZenju opstih reprduktivnih reSenja
homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima A-sistemi

koji se javljaju uvek su moguéi. Ako se u redenju javljaju parametri ty,1,,..., tada
se oni redom oznalavaju sa: @1,@2,.... Kao rezultat procedure (74), za mogudée
sisteme, dobijamo vektor resenja u obliku:

(75) [/\1 = (‘01(@1, @2, o .), /\2 = (pg(@l, @2, .o .), ‘e ]

Na kraju, za jednakost p = ¢ funkcija RES(p = ¢) odreduje desnu stranu jednakosti,
tj. 1zraz q.

Navodimo racunarska resenja grupnih funkcionalnih jednaéina redom za n =
2,3,4.

22pORED ZADAVANJA PUTEM MTH-PROGRAMA U MATRICU MOGUGE JE ZADATI U DERIVE-U
»,RUCNO” PUTEM DERIVE-EDITORA (VRSTA PO VRSTA)
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n =4. (1) Analogno slu¢aju » = 2, sa sledeim DERIVE programom nalazimo sva
resenja homogene cikliéne grupne funkcionalne jednatine (22) sa konstantnim koeficijenti-
maay=a,a; =b,a;=ciaz=d:

( Mi(a,bc,d) = [[a,b,¢c,d),[b¢,d,a](c,d,a,b],(d,a,bc] )
M2(a,b,c,d) = [[@?4 P +32+d%(atc)x(b+d),2*(axc+bxd),(atc)x(b+d),
[(a+c)x(b+d),2%(axc+bxd),(a+c)*(b+d),a%+b + % +d?),
@x(axctbxd)(@tc)x(b+d),a® +07+F +d% (a+¢)=(b+d)],
[(a4c)x(b+d),a®+b2+c2+d% (a+c)*(b+d),2%(axc+bxd)]]
LS(a,b,¢,d) := M2(a,b,c,d)*([p], gl [], (s]] + [(a], (8], e], [d]
C4(a,b,c,d) := RHS(ELEMENT([[z]] + SOLVE(LS(a,b,¢,d),[p,q,7,5])
\ +M1(a,b,c, d) * [[z], [4], 2], [w]], 1, 1)) )

gdesu sa z, y, z1 w oznatene nepoznate vrednosti f(61(X)) = f(z1, 22, 23, 24), f(62(X)) =
f(z2,23,24,71), F(03(X)) = f(23,24, 21, 22) | f(04(X)) = (24,71, %2, 23).

(82) ¢

.

Za zadane vrednosti koeficijenata ap = a1, a1 = agz, a3 = a3 i ag = a4 vrednost
funkcije C4(ay, a2, a3, a4) racunar odreduje u obliku:

(83) prz + Bay + B3z + Paw.

Iz prethodnog izraza opste reproduktivno resenje funkcionalne jednagine (22) odredeno je
u kanonskom obliku:

(84) f(X) = BII(6:(X)) + B2I1(02( X)) + B31L(03( X)) + Ball(84(X))-

n =4. (11) Analogno slucaju n = 2, sa sledeim DERIVE programom nalazimo sva
redenja homogene KLEINove grupne funkcionalne jednacine (32) konstantnim koeficijenti-
maayg=a,a =ba=ciazg=d:

( Mi(a,b,c,d) = [[a,b,c,d],[b,a,d,d,[c,d,a,b],[d,c,b,a )
M2(a,b,c,d) = [(®+b62+ 2 +d%2axb+cnd),2arc+bed),2asd+bac),
[2axb+cxd),a®? +b%2 + 2 +d?,2(axd+b*c),2(a*c+bxd),
(85) ) [2(a*c+b*d),2(a»:d+bmc),a2+b2+c2+d2,2(a*b+c:d)], >
[2{axd+bxc),2(a*c+bxd),2(a*b+ cxd),a® + b2 + 2 +d?]]
LS(a,b,c,d) = M2(a,b,c,d)*[p],[q],[r],[s]] + [[a], 6], [c], ]
K4(a,b,c,d) := RHS(ELEMENT([[z]] + SOLVE(LS(a,b,c,d),[p,q,r,s])
{ *M1(a, b, ¢, d) * [[z], [v], 2], [w]], 1,1)) )

gde susaz, y, z1 w oznacene nepoznate vrednosti f(61(X)) = f(z1, 22,23, 24), f(62(X)) =
f(z2,21,24,23), f(03(X)) = f(23,24,21,22) | f(04(X)) = f(z4, T3, 22, 21).

Za zadane vrednosti koeficijenata ag = a1, a3 = a2, a2 = as i a3 = o4 vrednost
funkcije K4(a1, a2, a3, a4) ratunar odreduje u obliku:

(86) Bz + Bay + B3z + Paw.
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4. Nehomogena grupna funkcionalna jednaéina

Neka su 0y,...,0, bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog sebe,
tako da skup G = {64,...,0,} u odnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje grupu
reda n. Pretpostavimo da je #; neutral posmatrane grupe G = (G, 0). Za polje ko-
mpleksnih brojeva C neka je F = {f : S — C'} skup svih funkcija koje preslikavaju
skup S u polje C. Koristi¢emo oznake i rezultate date u paragrafima 1.1.1 1.2.

Pod nehomogenom grupnom funkcionalnom jednacinom podrazumevamo funkci-
onalnu jednadinu:

(1) a1(2) - f(01(2)) + a2(2) - f(62(2)) + ... + an(2) - f(Oa(z)) = A(2),

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije ay,...,an € F i h € F; pri cemu
h(z) # 0. Izlozi¢emo matri¢nu metodu resavanja funkcionalne jednacine (1) prema
radu S. PRESICa [SP6] iz 1969 godine.

Polazeéi od funkcionalne jednaéine (1) zamenjujuéi redom z sa 6x(z), za k € I,
dobijamo n ekvivalentnih funkcionalnih jednacina:

(2) a1(8k(2)) - f(61(0(2))) + - + an(8(2)) - f(6a(8(2))) = R(6(2))-
Odatle nalazimo da je

;Egplk gx)) Z(zl(x))
[ @1(8(z)) ax(Ou(z)) - an(Bu(a) - | TP+ (a(=))

’

@) | | B(Bal2))
odnosno

f(eplk(x)) h(gl(z))

[ al(ok(x)) a2(6k(x)) . an(ek(z)) ] ‘Mk . Mj:l X f(apzk(l')) h(ez(z))

-

f(6pni(2)) h(6n(z))
Saglasno formulama (16) i (17), iz paragrafa 1.1., iz prethodne jednakosti dobijamo

f(zl(z)) Z(zx(x))
[ 20 (0(2)) 00, (B(2)) -+ g (Bi(2)) ] - !t 2.(::)) H 2.(:”))

f6u(2)) | | h(6a(a))
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Prethodna matri¢na formula resenja predstavlja formulu (6). Primetimo da je formula (7)
ekvivaletna matri¢noj formuli (6), kojom je dato resenje matriéne jednaiine (4). Otuda,
skalarnom formulom (7) dato je reSenje funkcionalne jednatine (1). Obratno, svako resenje
predstavljivo je u obliku formule (6), jer je posmatrana formula, saglasno teoremi 3.1.2.
(prve celine), reproduktivna formula. Reproduktivnost formule f(§) = B-h+ (I - BA)-g
mozemo dokazati i direktno:

foft§) = B-E+(I-B4): ( +(I-BA))
B-h+(B-h—-B-ABh)+ - (I - BA)*§
B. h+( B4)-§+B- (h ABh) B h+(f BA)-§ f(i)

|

Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2. (prve celine) matri¢na formula (6), odnosno koordinatna
formula (7), zadrzava-reprodukuje sva refenja funkcionalne jednacine (1). m

Napomena. Dva osnovna postupka za odredivanje {1}-inverza B(z), koji su
saglasni sa prateom grupom, dati su sa teoremom 1.2.3. i teoremom?®* 1.3.1. Ko-
nkretno, prema teoremi 1.2.3. za matricu A(z) formiramo odgovarajuéu matricu
B(z) na sledeéi naéin:

n
(9) B(z) =Y M AN (b,(z)) M;,

i=1

gde je AD(z) ma koji {1}-inverz matrice A(z) za z € S. Specijalno ako za matricu
A(z) vazi Ind(A(z)) = 1, prema teoremi 5.2.2. (prve celine), slededa matrica:

(10) B(z) = q(A(z)),
jeste {1}-inverz koji je, kao polinom po A(z), saglasan sa prateéom grupom.

Neka je nehomogena grupna funkcionalna jednaéina (1) moguéa i neka je dato ma
koje posebno resenje @y posmatrane funkcionalne jednacine. U postupku resavanja
mozemo koristiti PENROSEovu teoremu 3.1.1. (prve celine) i to u opstem nerepro-
duktivnom obliku. Formirajmo vektor @o(z) = [@o(61(z)) . . . wo(fn(x))]T. Matricno-
funkcionalna jednadina (4) moguca je, jer vektor @o(x) predstavlja jedno njeno
redenje. Neka je odredena matrica B(z) kao ma koji {1}-inverz koji je sagla.san sa
prate¢om grupom. Tada, prema PENROSEovoj teoremi 3.1.1. (prve celine), imamo
matri¢nu formulu opéteg resenja:

f(21(-'6)) <Po(21(z)) Q(ZI(fC))
(12) f( 22(-'8)) _ o E2(33)) + (I - B@)A(z))- g( zz(fc))
f(6n(2)) ©o(6n(z)) 9(8a(z))

24AKO JE MATRICA A(z) INDEKSA Ind(A(z)) =172A sVAKO z€ S
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za proizvoljne parametre a, ...,k € C. Dalje, prema teoremi 1.2.3. (opsti) {1}-inverz matrice 4,
koji se slaze sa prateéom cikliénom grupom reda 3, odreden je u sledéem obliku

~g=b=c+2d+e—g+h+1 a—d+e+f—g—2h b4c—d—2e—f+2g+h
3 3 3
1 3
B = § ZM,'—IA(UM( — b+c—d—2%—f+Zgj;h —a—b—c+2§+e-g+h+1 a—d+e-|;f—g—2h
i=1
a~—dtet+f-g—2h bt+c—d—2e—f4+2g9+h —a—b—c+2d+e—g+h+l
3 3 3

Neposredno se proverava da vaZi jednakost AB = %A. Odatle, uslov moguénosti ABh = h dat je

u sledeéem obliku %Aﬁ = k. Samim tim, potreban i dovoljan uslov da posmatrana funkcionalna
jednaéina jeste moguéa, dat je u obliku jednakosti:

(%) h(z1, z2, z3) = h(22, 23, 21) ( = h(z3,71,22) ).

Na osnovu uslova (x) opste resenje dato je u matricnom obliku koji nezavisi od parametara

a,....keC

f(z1, %2, 23) h(z1, 2, z3) 9(z1, 22, 23)
flza,23,31) | = B| h(za,zs,z1) | +(I-B-A)-| g(e2,23,21)
f((ta,(tl,(tz) L h(“-':i,z'l,?-'z) ] g(zfnzlyz?)

[ h(z1,22,23) ] % —% —% g9(z1, 22, 73)

= % h(zg,l‘a,l‘l) + —§ ? —§ : 9(1‘2,1‘3,1‘1)

| A(z3,21,22) | -3 —3 3 9(zs, z1, z2)

odnosno, po prvoj koordinati, opste resenje dato je skalarnom funkcijom

1 1
f(z1,22,23) = §h($1,22,z3) + 5(29(31, z2,z3) — 9(z2,23,21) — 9(z3, 21, 72) ),

gde je g € F proizvoljna funkcija. Ako je po ma koje reSenje posmatrane negomogene funkcionalne
jednaéine tada matriéna formula opsteg resenja data je u obliku

f(zl,zg,xa) [ po(z1, T2, 23) | 9(z1, 22, 23)
f(z2,23,21) = po(z2,23,21) |+ (I-=B-A)-| g(z2,23,21)
f(z3,21,%2) | po(z3,21,%2) | 9(z3,z1,%2)

[N AL L

[ wo(z1,22,23) ]|
= wo(z2, z3,21)
L soo(za,zhzz) ]

g(z1, 22, 23)
g(z2| z3, Z']_)
9(1‘3, 931,932)

+
|
[ AT NN

XIS RN R
!

odnosno, po prvoj koordinati, opste resenje dato je skalarnom funkcijom

1
f(z1, T2, 23) = po(21, %2, 23) + 5(29(7-'1, z3,23) — 9(z2, z3, 1) — g(23, 21, 72) ),

gde je g € F proizvoljna funkcija.
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Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = {p1,...,P.}, u odnosu na kompoziciju
(o), obrazuje semigrupu p-varijacija P = (P, o) reda n. Nije tesko proveriti da skup
P ={p,,...,p,} uodnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu P = (P, 0) reda
n izomorfnu sa semigrupom & = (G, o).

Iz p-varijacija mozemo formirati skup:

(7) g;={kel|pk)=7}
gde i,j € I,. Primetimo da ako je & grupa, tada je skup g;; jednoclan i odreduje
vrednost ¢-permutacije k£ = g¢;;.

Navodimo postupak resavanja funkcionalne jednacine (2) sa konstantnim koefi-
cijentima koji je predlozio S. PRESIC, a predstavlja direktno prosirenje PRESICevog
A-matri¢nog metoda za grupnu funkcionalnu jednacinu. Oznalimosa A; = f(61(z)),
Az = f(02(z)),...,An = f(0n(z)) nepoznate vrednosti funkcije f. Tada funkciona-
Inu jednacdinu (2) mozemo shvatiti kao linearnu jednacinu:

(8) Ji=a-Ai+az-As+...4a, - A, =0,
- po nepoznatim Ay, A, ..., An. lzviiimo zamenu z redom sa 0i(z) za k € I,. Tada
linearna jednalina (8) ekvivaletna je sa sistemom:

T = a1dp, +a2dp,, + ...+ andp,, =0,
(9) T = a1dp, ta2dp,, + .o+ anAp, =0,
In = @Ap, + a4, +...+anAp,, =0.

Izracunavanjem koeficijenata uz odgovarajule nepoznate A;, u i-toj vrsti prethodnog
sistema, dobijamo da sistem ima matricu sistema A = [a;;] sa elementima:

Yooax i oq;#0,
(10) a;; = qu,-J-
0 . q‘] = @.

Za prethodno odredenje koeficijente, sistem (9) zapisujemo u ekvivaletnom obliku:

Ji = andi+apdr ... +a1n4, =0,
J2 = a91Ai1+axnAr+...+amAn =0,
(11)
TIn = GniAn+anAn+ ...+ anndn =0.
Uvedimo matri¢ne oznake:
(120 JT=1H B ... TP i A=A A ... 4

Sistem (11) zapisujemo u obliku homogene linearne matri¢ne jednagine:

(13) F=A-A=0.
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{1}-inverz matrice A. Ako je A = [);;] ma koji {1}-inverz matrice A, tada formula
(21) odreduje opste resenje matri¢ne jednacine (13).

Zamenom jednakosti (20) u jednacinu (8), dobijamo odgovarajuéi A-sistem po
Ar parametrima (k € I,). Ako je odgovarajuéi A-sistem mogué i ako se u formulu
(21) vrate uvedene zamene, pitanje da li je sa tako odredenom matri¢nom formulom
odredeno jedno resenje funkcionalne jednaéine (2) povezano je sa pojmom saglasnosti
matrice sa semigrupom. S. NIKCEVIC u [SN1] definisala je?” matrica B(z) = [b:;(z)]
saglasna je sa semigrupom & = (G,0) ako matriéna jednakost:

o(01(z)) 9(31(75))
(22) sa(t‘)z:(w)) - B(a)- 9( 2:(3:))
@(0n(2)) 9(8(2))

jednoznaéno definise funkciju ¢ € F za ma koji izbor funkcije ¢ € F. Ako su
kvadratne matrice B i C, reda n, saglasne sa prate¢om semigrupom to su takode
i matrice B+ C, B-C i A\C (A € C), kao i jediniéna matrica I reda n. Direktno
se proverava da je matrica A = [a;;] saglasna sa prate¢om semigrupom. Ako je
A-sistem mogué, tada Ai-parametri, na osnovu jednakosti (18), odredjuju matricu
A = [X;] kao jedan {1}-inverz. Na osnovu prethodnog razmatranja, kao uopstenje
teoreme 2.2.2 vazi naredno tvrdnje.

Teorema 5.1. Ako je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednaéine sa
konstantnim koeficijentima (2) mogué i ako je matrica A = [);;] saglasna sa semi-
grupom &, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opsteg reproduktivnog
resenja funkcionalne jednacine (2) data je sa:

(23) f(2) = @)=Y Aja;TI(8:(z)),

j=11i=1
- gde je I1 € F proizvoljna funkcija.

Napomena. Neka je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednaéine sa
konstaninim koeficijentima (2) mogué. Ako reproduktivna matriéna formula (21) ne
odreduje resenje funkcionalne jednaéine (2) tada matrica A = [\;;] nije saglasna sa
semigrupom S.

U vezi prethodne napomene postavlja se sledeéi problem: ako funkcionalna jedna-
¢ina (2) nije resiva u pratecoj semigrupi, odrediti firu semigrupu u kojoj je posma-
trana funkcionalna jednatina resiva. Navedeni problem razmotri¢emo za homogene
semigrupne funkcionalne jednacine, sa konstantnim koeficijentima, koje su razma-

_trali PRESIC, KECKIG, MITRINOVIC, VASIC i KUCZMA.

1+ 27U CILJU RESAVANJA FUNKCIONALNE JEDNAGINE (2) ZA MATRICA INDEKSA Ind(A) <1 -

T T
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Resenje prethodnog sistema je dato u obliku

I I+’\Jl,
(3) B=B+)J,=B+\J=B,
C=C+AJ =C+AJy=C

pri ¢emu su poslednje dve jednatine dobijene iz prve jednatine zamenama X — BX
i X — 7X. Ako se izvr8i zamena prethodnih izraza za B i C u polaznu jednaéinu
J1 = B—-C =0, dobijamo istu jednatinu. Na taj nadin A-sistem po A je oblika 0) = 0,
tj. reSenje je ma koji parametar A. Sad, iz formule I = I + A(B — (), potencijalno opste
reproduktivno reSenje je oblika .

(4) S(X) = I(X) + MIL(8X) - T(vX)),

gde je Il : R? — R proizvoljna funkcija. Formula (4) jeste resenje posmatrane funkciona-
Ine jednatine ako i samo ako je funkcija II reenje polazne funkcionalne jednatine. Dakle,
formula (4) nije reSenje posmatrane funkcionalne jednatine. Navedeni primer pokazuje
da semigrupna funkcionalna jednacina ne mora imati resenja u prateéoj semigrupi. U
narednom ¢e mo pokazati kako je moguce dobiti opste reproduktivno refenje u $iroj semigri
od pratece.

Neka je k € R proizvoljna konstanta. Tada je funkcionalna jednatina (1) ekvivalentna
sa slede¢om funkcionalnom jednaéinom:

(5) f(z,z) = f(k,k),
po nepoznatoj funkciji f : R2 — R. Semigrupu funkcija S prosirimo sa funkcijom
§ : R? — R?, definisanom sa 6X = (k, k). Na tajnatin formiramo skup Q = {¢, a, 3,7, 6}

koji u odnosu na kompoziciju (o) odreduje semigrupu sa neutralom Q = (Q,0). Cay-
LEYeva tablica semigrupe je data sa:

(6)

oW W W™
On =2 =2 2 R
eneamenencn

N WR ™|o
h2 WO R ™mim
W2 m RIN

Oznatimo sa I = f(eX) = f(X), A = f(eX), B = f(ﬂX), C = f(yX)iD = f(6X)
vrednosti nepoznate funkcije f : R? — R. Dalje, zamenama X eX, X - aX,
X BX, XX i1Xwr 6X iz polazne jednaéine:

(7) Ji = f(BX)- f(6X)=B~-D=0
dobijamo homogen linearan sistem po I, 4, B, C'i D:

SN = f(BX)- f(6X)=B~D=0,
Jr = f(7X)- f(6X)=C~-D =0,
Js = f(BX)-f(6X)=B-D=0,
Ji = f(1X)-f(6X)=C-D =0,
Js = f(6X)- f(6X)=D-D=0.
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Resimo funkcionalnu jednaéinu (12) u prateéoj semigrupi Q. Polazeéi od jednatine:
(13) Ji=I+A-2D=0,

zamenama X — X, X — aX, X — X, X — 7X, X — 6 X dobijamo homogen linearan
sistempo I, A, B,CiD

Ji = [+A-2D=0,
Jo = A+1-2D=0,
Js = B+B-2D=0,
Js = C+C-2D =0,
\75 = D + D - 2D = 0.
Resenje prethodnog sistema dato je sa: '
I = T+M{I+A-2D)+ X(B-D)+ A3(C - D),
(14) A = A+MA+I-2D)+ X(C - D)+ As(B-D),
D = D,

pri ¢emu su poslednje dve jednaline dobijene iz prve jednaline zamenama X ~— aX 1
X + 6X. Ako se izvrsi zamena I, Ai D u (13) dobijamo jednaéinu

I+A4A-2D=02M+1){T+A)+(Xe+A)(B+C)-2(2M + A2+ A3+ 1)D =0,
na osnovu koje dobijamo A-sistem po Aj, Az i A3
2\ +1=0,
A2+ A3 =0,
21+ A2+ A3+1=0.

" Resenje sistema dato je u obliku
1

/\12*5 A /\2=t A /\3=——t,
gde je t realan parametar. Samim tim iz
I A
I= §-E+Bt Ct+ D
potencijalno opste resenje dato je u obliku:
1
(15) f(z,9) = 5(M(2,y) - Uy, 2)) + ¥(1(z, 2) - IL(y, 9)) + T(k, k),

gde je Il : R? — R proizvoljna funkcija. Neposredno se proverava da je sa (15) dato
resenje funkcionalne jednacine (12). Usled reproduktivnosti funkcije (15) resenje je opste.
Specijalno, za ¢t = 0 dobijamo opste reproduktivno resenje:

1
(16) f(z,9) = 5(1(=,9) - U(y,)) + T(k, ).
u obliku S. PrESICa [SP2] i J. KECKICa [JK1).
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Oznaéimo sa A = f(eX) = f(X), B = f(aX), C = f(fX)i D = f(yX) vrednosti
nepoznate funkcije f : R = R. Zamenama X m eX, X »aX, X » X i X myX iz

polazne jednaéine dobijamo homogen linearan sistem po A, B, C'i D:

“ (3) Ji=a-A+b-B+c-C+d-D=0,
(4) Jo=a-B+b-A+c-D+d-C=0,
(5) J=a-C+b-C+ec-C+d-C=0,
(6) Js=a-D+b-D+c-D+d-D=0.

Primetimo da su resenja sistema (2) — (5) data u obliku

A = A + A\ + updo
B = B + /\J{ + /"-7217
C =C + M, + uJy,
D =D + M, + uJy,

. pri éemu su poslednje tri formule dobijene iz prve zamenama X — aX, X — (X i

"t 111

XX Vazi: ) =Rhidy=h,J, =0iJ, =0,J] =0i J, =0. Odatle redenja
sistema (3) — (6) data su u obliku

A = A + Ajl'*"}u'j?)
B = B + AJ2+#~7}.’
c = C ,

D =D

~ Zamenom izraza za A, B, C i D redom iz prethodnih formula u formulu (3), grupidudi
koeficijente uz A, B, C'i D, dobijamo A-sistem po A i u:

(7 (a® + b)) + 2abp = —a,

o (8) 2abA + (a2 + b = —b,
(9) (ac +bd)A + (ad + be)u = —c,
(10) (ad + be)A + (ac + bd)u = —d.

Neka je I : R?2 — R proizvoljna funkcija. Razlikujemo dva sluéaja:

1)a+b+c+d#o. Tada iz jednatina (4) i (5) zakljutujemo da je C = f(BX) =0
i D = f(yX) = 0. Funkcionalna jednaéina (1) je oblika a - f(z,y) + b - f(y,z) = 0.
Razlikujemo dva podsluéaja:

l.a) a® + b = 0. Tada vazi: a =b=0 A ¢ # —d. Samim tim vazi: a- f(z,y)+ b-
f(y,z)=01i f(z,y) = 0. Opéte reproduktivno redenje posmatrane funkcionalne jednaéine
dato je sa:

f(z,y) = I(z,y) - lI(z, z).
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Prema primeru 1 b), ako je k proizvoljna realna konstanta, opste reproduktivno resenje
-i,  posmatrane funkcionalne jednatine dato je sa

f(z,y)= Mz,y) "2' y2) | T(k, k).

2.bil)a =b A a= —c(# o). Izuslovaa+b+c+d =0 zakljutujemo da
jea= —-d(# 0). A-sistem (7) — (10) dovodi do veze A + p = —%. Zamenom resenja
"A=—p—:+ A p€ Rujednadinu A = A+ AJ; + pJ2 dobijamo

A-B+C+D

A:A+(—p—2—ﬂ-)(aA+aB—aC—aD)+p(aA+aB—aC—aD): 5

Odatle proveravamo da je opite reproduktivno resenje funkcionalne jednaline (1) dato u

obliku I I I I
f(x,y)= (a:,y)— (yix)-; (zvz)-l' (yy'y).

2.b.iii) @ = —b(# o). Iz uslova a+b+ c+d=0 za.kljucujemo ¢ = —d(#0). A-sistem -
(7) - (10) dovodi do veze A—pu = — 2. Zamenom resenja A = p— 3 A~ A p € Ru jednatinu
A=A+ AT + uJ, dobijamo

A A+ (p-5 )(aA—aB+cC'-—cD)+;z(aA—aB+cC’—cD)
- 1A+3B- £C+ 5D +2u(aA~aB +cC - cD).

 Odatle zakljuéujemo da ako postoji opste reproduktivno resenje funkcionalne jednatine
(1) ono je oblika

H(z,9) + 511(3,9) - 5-10(2,2) + 3=T0,9)

+ 2u(a1'[(a:,y) - all(y, z) + cII(a:,w) - cﬂ(y, Y))-

Ao f(z,9)

Zamenom u polaznu jednaéinu e f(z,y) — a f(y,z) + ¢ f(z,z) — ¢ f(y,9) =
‘nalazimo vrednost koeficijenta p = 0 (A= --215) Samim tim, opste reproduktivno reSenje
‘U7 fynikcionalne jednagine (1) dato je u vidu

1 1 ¢ ¢
f(@,9) = 5(5,9) + 511(5,2) = 5-1(z,2) + 5215, 3).

2.b.iv) a* # b%. Iz A-sistema (7) — (10) nalazimo jedinstveno redenje po parametrima

a
‘EmaE M aT
Zamenom vrednosti A = — %5 i 4 = iz u jednadinu A = A+ AJ; +pJz dobijamo da
vaZi

’=A-A—-——f——-(aA+bB+cC'+dD) (0B + bA+cD +dC).

Odatle zakljuéujemo da je Opste reproduktxvno resenje f\mkcnonalne Jedna.cme (1) dato u
vidu : :
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pri ¢emu su poslednje dve jednacine dobijene iz prve jednaéine zamenama X — ad’ i
X + BX. Ako se izvréi zamena T i Z u jednatinu J; = T — Z = 0, dobijamo istu
jednaginu. Dakle A-sistem je oblika 0A = 0, tj. reSenje je ma koji parametar A. Iz
‘% =B ¢4 ATy, potencijalno opste reproduktivno resenje je oblika:

F(X) = I(X) + A[(a) - I(BX)),

gde je I : R® — R proizvoljna funkcija. Formula (3) jeste reSenje ako i samo ako
je funkcija II reSenje polazne funkcionalne jednacine. Samim tim homogena semigrupna
funkcionalna jednaéina (1) nema redenje u pratetoj semigrupi. Pokazacemo da funkci-
onalna jednagina (1) ima resenje u $iroj semigrupi.

Definisimo redom funkcije as,..., a7 : B2 — R® kao varijacije sa ponavljanjem od

t1i elementa:

a(X) = (z,z, ),
04(X) = ((E, y’x)v
a?(X) = (x,z,:c),
alO(X) = (yaxvz)v
013(X) = (y’y,z),
016(X) = (y,zax),

ag9(X) = (2,2,2),

an(X) =(2,y,2),
azs(X) = (z,2,z),

QZ(X) = (Z, Z, y):
QS(X) = (Z, y:y)v
QS(X) = (:c,z,y),
all(x) = (y7z:y)!
014(X) = (yayay)y
C!17(/‘)) = (y,z,x),
az0(X) = (2,2,9),
az3(X) = (2,9, 9),
az6(X) = (2,2,9),

a3(X) = (1:,:0,;),
QG(X) = (:c,y,z),
ag(X) = (2,2, 2),
aIZ(X) = (yaxaz)a
alS(X) = (y)y)z)7
alS(X) = (y,z,z),
an(X) = (z,z, 2),
024(X) = (z) y,z),
ar(X) = (2, 2,2).

Posmatrajmo skup funkcija A = {au,..., a7} koji u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje

#2 1gemiigrupu funkcija A = (A,0). CAYLEeva tablica semigrupe?® A data je sa:

leiril

i
adl.

azsaggazy

SV8 el eyapag agasag 73339 @10%]11212 X13314913 181 7XIR 19 A20A2] X2 323%24
ay ajajoay ajayay ajxyay a14314 014 A14C14 014 X434 Q14 A7Q27427  @27027Q427 Q279379027
a2 ajajoy azaza2 azazag @13a13%13 Q14X14Q14 A15A15a15 A25Q25425 - A6026426  O7 927927
a3 ajazag ajazag ajazay @13014 @18 13014215 X13X14 1§ X25G8A27 X25G26Q27 425026927
ay ajajey agaqgay arazay a11@11911  14@14%14 X17X17Q17 R2192142] X4 924 X4 A7 27027
as ajajay asasas agagag Q10910710 @X14%1414 1891813 A19R]19@19 G23023423 A7 A27927
ag ajazag agagag ayagag @10Q11 @32 13@143]5  X18X17A18 X1942092]  @22023%24  A25X26 427
L34 ajaqay ajagay ajyaqay a11a34 Q)7 S11X14Q17  CX11X14QX1T7 Q2104 A7 A1 324327 421024927
ag ajaqay agagoag azagag @j0a13%16 11914917 X120¢15Q18 *1§A22Q25 G20Q23326 ¥ 934 227
ag ajasag ajagag ajasag aj0a14 g 10914318 10014218 219323927 319323327 419823477
@10 o) apay 10210910 219919%19 agagag 149014314 23023323 agag ag ajgalgaly  ax7a27a27
Tagy @jajay | @33o11oy]  @21921921 aqogay @14 X4 014 @X24024 324 araray ajray7ayy | axrazraszy
‘a2 @) aza3 x10@11912 019320921 agasag a13a14918 Q2223924 ayagag a1 a17C18 259226427
[RISaR-5 ] ajajay a13o13®13  A25X25425 azazaz a149014314 326326926 agazaz ajsajsayy azrayray?
ary ajajay ajqa14a1y @27027Q27 ajayag a14Q14914  Q27a37Q27 ayjajay ajp o414 @27027927
als aj azay a13@14215  a25 9026027 ajazag a13314 315 5026427 ajazag a13a141y . 25028427
azg ajagay a10213a16 19 %22928 azagag @11014Q17 20923928 azagag @12015X18 021 *24927
ay7 ajagay Q11Q14917 A1 924927 ajagay x119014Q17 321324227 ajagay Q11914917 a21024 027
@18 a1 agag a1pa14918 19923227 ajagag a10214%18 19923927 ajagag 10414218 219423927
a19 | @jajgalg  aA1910919 ayajpaig agajqazs a5a14923 a5 x14923 agalg a7 agx18 37 aga1g a7
azg | *¥1x19¥19  X20211920 @3a12921 @qa13022 aga14023 agaysazy arajgas agay7a2e agayg a2?
az) | *1a13a21 41011921 @1a11a21 ag QX142 Gga14024 aga14024 arayraz? arasyzazy arayjregr
azy | a1@19019 44X13022 a7a18925 agayy a0 a5a14a23  Xga17926 @3a12921 agaysazy agaisa27
@23 | @1a10@19 @5%14Q23 agaygazy a1a10a19 asx14a23 agaygay aja1pol9 ag a1 a23 agaygazy
a2e | @1@1102]  O4®14024 aray7agy ajayyarl ayx14a24 azay7027 ajajyay agaigae aray7a27
azs | @lajzazs  a1a13928 ajay13azs a2a14926 a2a14226 aza14228 azxjsaly - azarsazy agaysazy
@26 | ®1@13025  a@14926 azaly a2y ayaj3ags a2a14a26 aza1sa37 aja13as aza14 %26 azalsazy
@27 | *1314Q27 a1@14427 aja14az?7 a1 aj4a27 @y a7 aja14927 ajay4a27 aya14927 a1 a4 a7

29pQRMIRANA RAGUNAROM POMOGU ODGOVARAJUCEG C-PROGRAMA

R
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Prema prethodnom razmatranju, funkcionalna jednacina (1) nije resiva u semigrupi S.
Ispitajmo resivost funkcionalne jednatine (1) u 8iroj semigrupi A (odnosno B). Polazna
funkcionalna jednagina, prema prethodnim oznakama, moZe se zapisati u obliku:

(6) F(ag1X) - F(a22X) =0,

odnosno u obliku:

(7) ' SH=T~-Z=0.

Izvrdimo zamene X — oy X,...,&X — ag7X u jednaiini (6). Prema tablici proizvoda

(5) iz jednakosti (7), (-)-mnoZenjem sa desne strane, dobijamo redom sledele netrivijalne

proizvode:

( j1=T""Z=0’ )
Jp=J-M=0,
\73=D'—A=07

(8) | \ Zi=w-z=0, (
Js=F—A=0,

G Gl ST | Js=P-M=0. |

Ostali proizvodi su trivijalni, tj. dovode do izraza koji su indeticki jednaki 0. Samim tim
resenje, po = = F(z,y, 2), trazimo u obliku:

: 6
(9) - ==+ A,
. i=1
za nepoznate realne parametre Ay, ..., As. Jednacina (9) ekspﬁd}:no data je u obliku

= = = 4+ MT-2) + MJ-M)
+ M(D-4) + MW -2)
_ ; + As(F—A) + Xe(P-M).
Iz prethodne jednatine zamenom A — and, odnosno distributivnom (-)-mnoZenjem sa
desna sa T', dobijamo jednatinu
T =T + MZ-2) + MNF-4)
+ M(T-2) + MT-2)
- + A(Z-2) + Xe(F-A4A),
odnosno jednacinu: :
(10) T=T+(/\3+/\4)(T—Z)+(A2+/\3)(F—A).
Iz jednagine (9) zamenom & — az7&’, odnosno distributivnim (-)-mnoZenjem sa desna sa
Z, dobijamo jednaéinu -
Z = 7 + A](Z"'Z) + /\Q(Z—Z)
+ M(Z-2) + M(Z-2)
+ X(Z2-2) + Ae(Z-2),
odnosno trivijalnu jednacinu:

S .x(fﬂu)r . Z = Z.-,‘ __-> A
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"/ ReSenja postavljenog problema dali su M. Kuczua [MK1] i P. Vasié [DM-PV2]. Pri
tom P. VAsIC dao je resenje bez dodatne pretpostavke da jednagina 2X = A (X,Ae M)
ima jedinstveno resenje po X . :

Navodimo resenje primenom PRESICevog A-metoda. Iz funkcionalne Jednagine (1)
zakljutujemo da je f(zy,z, z1) =01 f(z1,21,23) = 0. Funkcionalna jednaédina

(2) f(z1,22,23) = f(22,21,73) = f(23, 71, 23),

koja se izvodi iz (1), uz dodatni uslov f(z1,22,73) = 0, ekvivaletna Jje sa polaznom
funkcionalnom jednatinom (1). Opste resenje funkcionlne jednaiine (2) trazimo uz pretpo-
stavku®! z; # z,. Tako dobijeno resenje dopunjujemo sa 0 kao reSenjem u sluéaju r; = 5.

Za X = (z1,%9,%3) uvedimo funkcije i,a,8 : R® — R3 na slededi natin 1A =
(21,72, 23), aX = (22,21, 23) i BX = (z2,%1,%2). Skup {i,a, B} nije zatvoren za kompo-
ziciju (o). Dopunimo prethodni skup sa funkcijama 7,6,n7: R® — R® definisanim redom
sa yX = (z1,72,13), 6X = (z1,22,71) i 9X = (z2,z1,21). Na taj naéin skup § =
{i,2,8,7,5,1} u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu sa jedinicom S'=(8,0).
Odgovarajuéa CAYLEYeva tablica semigrupe S data je sa:

e olt a B v 6 n
it a By & 9
ala ¢ § n B «

C)RENE BB v & n B
Ty BB v & q
616 n B v 6 q
n7{n 6 & n B v

Q;Q‘zna:éimo sa I = fiX),A = f(aX),B = f(BX),C = f(vX),D = f6X)i E = f(n&)
. .. Depoznate vrednosti funkcije f : R® — R. Polazeéi od jednagine (2) dobijamo linearnu
“jednaéinu: o

4, - SHi=I-A-B=o.

Uvedimo redom: zamener. X i iX, X > aX, X — BX, X > 7X, X > 6X 1 X 1> ¥
tada prethodna jednatina ekvivaletna je sa linearnim sistemom:

(i = I-A-B = 0,)
J» = A-1-C = 0,
Whrggy o : Js = B-2D =0, |
(5) V J Jo = C-2E =, (
Js = D-2B = 0,
A U = E-2C0 =0 )
WO A e e , \ ~ —_— U e

3112 FUNKCIONALNE " JEDNAGINE (2) ZAMENAMA NiJE 1ZVODIV wsLov: f{a) ) g152s) = Quy
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[ i(z1,29,23) + (22, 21, 23)+
- 7{I(z2,21,22) + H($1,$2)$2))_ o

1

’{:J;’((?x,l(, 2}2,1‘3) = J (T+ %)(H(xlr Z2, 2:1) + H($2,$1,$1)) .‘: . xl.' # $2,, g

{ 0 : LTy =29,

gde je 7 € R. Zamenom prethodne funkcije u funkcionalnu jednatinu (2) nalazimo da
samo za vrednost parametrar = —% sa prethodnom funkcijom dato je resenje funkcionalne
jednatine (2).'Samim tim opste reproduktivno reSenje funkcionalne jednatine (1) ddto je
u slede¢em obliku: o
( %‘H(l‘l, 2}2,1‘3) + %H(zZ:zlv 33)"'

| =3 ((z2,21,22) + (21,25, 27) ) -
(12) f(z1,22,23) = —%(H(zh:v.z,:n)4’11(35,‘3.:1:, zl)) DTy # 2,

a\ 0. DTy =2,
Navedimo opste resenje koje je dao M. Kuczma i P. VAsié. Zaskup E3 = Ex E x E
definidimo podskupove: A = {(z),22,23) : 2, = 2,}, B, ={(z1,22) : (3, 74) ¢ B A 7y #
22} CE*, B=ByxE,C =(EXE X EN\(AUB), D = {(z1,22,23) : 2 = z3} N B
i F = {(z1,22,23) : 21 = 23} N C. M. KuczMA, u radu [MK1], dao je opste reenje u
obliku funkcije: - S 5 '

- 9(zu,22,%3) Ut \(zq,24,23) € B\D, ()
, —2¢(z1,23,23) +a(z1) ' i (21,29,23) €D,
(13) f(21,22,23) = { g(22, 71, 23) + 9(22, 21, 22) +afz1) i (z1,22,23) € C\F,
—9(z2, 21, 27) + a(z1) +a(z,) t i (z1,z2,23) € F,

de) i Gnma)ed,

za proizvoljne dve funkcije: ¢ : E® — Mia: E ——»M , pri ¢emu I;ur;lééija a is:i)ﬁrijava
a(z) = —a(z). P. Vasié dao je opite resenje u obliku:

§ H(z1,3,%3) + H(z3,21,23) + Gl1,23) : #F 22 ATy #723,
(14)  f(z1,22,23) = G(z2,21) — G(z1,2,) : Ty =z3,
, 0 S z] = z3,

za proizvoljne dve funkeije H : E3 — M i G : E? — M. N _

Dobijeno opite resenje (12) jeste reproduktivno i ono zavisi od jevdne‘ fux'lk'cije;h Sa
formulom (12) pokazano je da za opéte reSenje.nije neophodno uvesti proizvoljne funkeije
razlititih ,arnosti” kao u slu¢aju formula (13) i (14).

Vorrs esh o

Dot SR LN DR T A R R TR
Primer 5. D. SINCOV (prema [DM-PV2]) postavio je problem odredivanja opsteg

reSenja funkcionalne jednaéine: . - . - . a. . . S i
£ 0(‘}1) dLodeug eodi 0 f(a:l,&‘z) +f(m12,z'3)= f,(?l;g,:ﬁ??)‘»ry;w, S ege onisinnetod

po nepoznatoj funkcifi f: R — R. ‘uiiido o
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¥ Uvedimo oznaké e /\1, p A+ A+ A+ NPT = A3 + Ag, tada opste resenje tra.mmo
u obliku: S T L ST

(7) S = TRAR + T+ T .

Iz’srr%hmo redom Zamene A" = aA" A X, X =& u jednatini (7), tada dobijame:

uln () )f g

o o8): L 4= A+A.72+M3+r.75, T
Ddohele 50w - 0 o . o
(Qu B A~ FE T
S g ; . T o g .“. v‘ h
. }
(10) c c+wz+pjz+r;75

Zamenom prethodnih izraza za A Bi iCu Jedna.cmu (4), dobijamo:
T = (A+UA+(A+DB (A+UC+(p+ﬂK 0,
odnosno dobijamo A-sistem: o
(11) {A+1=0 A ptr=0)
ReSenje A-sistema linearnih jédnaéina dato je u oblil;u,i
"f\ s L e e T /\-:——17 T R T ST al gy
(,120 RIS ST BUE RO (R /1 ==t i = o= j A,
r=t e

gde je ¢ realni parametar. Iz formule (7):nalazimo:

e 1 BN I=rI- (A+B C’)+t(E K)
Potencijalno opste reproduktxvno resenje funkmona.lne Jedna.cme (2) da,to jeu obhku
o(k,1,22,23) = (K, 371’3’2,373)"""
(13) - ‘ K (Q(k k 11,22)-}- @(k k 3:2,:33) Q(k k 31,$3))+

t(B(k, k, k zg) Q(kk k, ),

gde je t realni parametar i gde Je ®:R* — R ‘ma kOJa funkcija. Zamenom prethodne
funkcije u funkcionalnu jednacinu (2) odredujemo viednost parametra t = 0. Odatle
dobijamo opste resenje funkcmna.lne Jednacme ( Hu o“bh#u

(14) f(z’ y) (kr krzr ’!/) - Q(k k k y) - Q(k’ Iq7k’*’z) T IK%)_IE(?)’ EIREPR

gde jeIL ; R~ _R proizvoljna funkcija. Navedenim postupkem :,upotpunjavanja” zaklju-
Cujeme da. ;nepotpune”, semigrupne finkciondlne Jed.na.cme mHoguée j Je razmatrati u'§irem

< —

obliku semigrupnih funkciowalnih jednadinal. =~ /. -+ 1/ =~ o} - L./ =
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9) prazan skup B g e s
I, skup prvih n prirodnih brojeva 1,.
NR,C skupovi prirodnih, realnih, kompleksmh brojeva
cmxn skup kompleksnih matrica formata m x n
‘ e .| skup kompleksnih matrica ranga, r i formata mXxmn
o AGLAY adjungovana, ma.tnca,A e e .;
fo— AL Dep(4) he .ideterminanta, kva.dra.tne\ matriceA Moe el
2= s liAmbery oy (| inverzna matrica. (A GICH D) bl il e
m(,‘-w'.’)];»’j]"*]’ux’*i;f"ﬁ* i‘f'!vf »jedlména. matrica: .o _ oonlcip ogal et ax

] - N - "

Sl B Ha)'w identitko preslikavanje: <o - e lobos robose 0
fibel st i Bhe () i e Jediniéai vekt\qr 0.0 () 0} i, Prostorlg . i:,
CLHBAGT T .'

T ES 0 ma.trlca sar jedxmca, 2 "prvih’t mesfa. dlé.jgona.le
3 ST ROT LY Ocoapiceh sk 1 &
PLineT go! “, U Ping  ostalith festirna, 54 nula e'lerr'ie’ntihiﬁ. {E, é C”‘xm)
1J20VE Gifeg T s Ty LIRS N5 LAEMEIRS B PRR 1 LSRG SoN - N
R(4)" "prostor slike matrice A T DU TS ST
T TT 1 «.,vrn-\' FEEN RFE

N(A), Ker(A)

nula prostor matrice A, Jeé'grb“ﬁié.t'ricé

rank(A)

rang:matrices A = (~u + 00T ' -

LiTse

.|-indeks matrice A o Lo

WA LY B P

vektor dobijen uplswamem vrsta. ma.tnce A

3 (Ii“"\" "Jg i ':'l“j;!’l-""ii s "1:"1 \ 11y “ R -y
R A_L{z'hd‘g, s G matnca.Mza.pxsana po vrstama T
loroidild 8 2,” 28 AT ma.gpca,M zapisana po vrsta.ma, NSO
irbol AW 1 J-ta kolona matrice A L ;
il ::,A‘I:f\rrr“' singe sk tra.npponovana matrica A S e o s

AF ) konjugova.no—trq,nsponovana. matnca 4 e e L .

® KRONECKERovV ili tenzorski proizvod matnca

A{5} skup j-inverza matrice 4, (j = 1,1%,2, 3,4, 5, 5F )

AL) ma koji A{j}-inverz (j =1,1% 2,3 4,5, 5")

d l
At uopéteni inverz skalara At %/ { 3 : ifg }
At MOORE-PENROSEov inverz
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