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"Matematieko milljenje jeste, i mora 

ostati, esencijalno kreativno" 

E. Post 

"Ato neko sam vile duha 

nalazi da ima samosvojnih ljudi" 

B. Pascal 
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U radu se razmatra, trima metodama ( eliminacija kvantora, 

model -teOretSki i interpretacija ), pitanje odIudivosti 

(rekurzivnosti) matematitkih teorija zadanih semantitki 111 

sintaksno. Odlueivost teorije je objektivna mu* Nene sledenosti, 

all se joi ne nazire dokaz da su takve teorijt vrlo jednostavne. 

Iako se glavni rezultati odnosi na teoriju modela, spominju 

se i pojmovi teorije rekurzija: nerekurzivnost, rekurzivna 

nabrojivost, kompletan 17= -skup i slitno. 
Pofto je uvedena notacija, u prvom delu se razmatraju osnovni 

rezultati, a konstruisana je i neodludiva teorija u arjeziku sa 

kompletiranjem koje nije rekurzivno nabrojivo. 

U drugom delu je dat prikaz metode eliminacije kvantora sa 

osvrtom na dodatna model-teoretska svojstva, koja se dobijaju 

primenom ove metode. 

Model-teoretski metod je dat u tretem i tetvrtom delu, tako 

da su u tretem susretu pojmovi kategorienost i kompletnost (data 

je i aksiomatizacija za Th(caps,0)), a u tetvrtom modelsko 

kompletiranje i zasitenost. 

Peti deo se odnosi na metod interpretacija i u njemu je 

dokazana odlueivost teorije drugog rode klase prebrojivih modela 

gustog linearnog uredenja bez krajeva, kao i potpunost nekih 

podteorija odlutive teorije drugog reda. 

U zadnjem delu su dati poznati rezultati kompleksnosti u radu 

razmatranih teorija i pokazana je jedna vrsta ubrzanja za Th(co,+). 

Svom mentoru prof. dr tarku Mijajlovitu, od koga potieu i svi 

u radu naznateni problem:, dugujem veliku zahvalnost za podstrek i 

uloten trud. ii 
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0. NOTAcIJA 

Koristitemo, izuzev u delu 4, konatne jezike prvog (0), 

slabog drugog 	i monaditke drugog (L 2 (eN...)) reds sa 

uobitajnim 	svojim 	konstituentima: 	relacijama(skup 	Rex), 

operacijama(Funz) i konstantama (Consx), gde je Xmeta-promenljiva 

za pomenute jezike. 

Da bi razlikovali promenljive po kojima demo kvantifikovati, 

meta-promenljive za individualne promenljive jezika L2  at bitis 

x,y,z,...,a za (konatne) podskupove jezika (Lv ),L2  . 

Skupovi terma(Term2 ) i formula (FormX
) formiraju we na 

uobitajni natin, kao specijalni konatni nizovi simbola jezika 2, 

logitkih simbola: .er a, individualnih promenljivih v0 
 ,v p..., 

te ostalih simbola: 3,(,) i 	uz uobieajne skradenice: 	. 

Podrazumevaju se, uobitajna, pravila prioriteta veznika, 

brisanja zagrada, infiksne notacije za dijadske operacije i 

relacije, koritdenje meta-jednakosti (s), koncept slobodnih i 

vezanih promenjljivih, vezivanje istih kvantora u blok (VN z.z. 

1 
Vx 2  ....Vx 	gde x z.z. x

i  x 2  ...x ili x i ,xZ,...,x  ). 

Retenica je svaka formula bez slobodnih promenljivih, te je 

Sent:  S Formje . 

Ordinal a je skup svih svojih predhodnika tj. a=40:0<cx 	a, 

specijalno, co = 	 gde je 0 = ch a n=40,1,...n-11. 

Pisademo dvosmisleno, ali iz konteksta jasno, to umesto n o  i slitno 

za ostale beskonatne kardinale. a t  je najmanji kardinal vedi od a. 

Da bi se, uopite, govorilo o odlueivosti (rekurzivnosti, 

efektivnosti) nekog skupa, on mora da bude prebrojiv. Rico je 

2 
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ispunjen 	ovaj 	uslov 	vrti 	se 	kodiranje 	(Godel-izacija, 

aritmetizacija) tog skupa, to se posmatra odgovarajudi skup 

kodova. Tek sada, o ovom, najteide, podskupu prirodnih brojeva 

motemo govoriti kao o rekurzivno nabrojivom, rekurzivnom, 

primitivno iii elementarno rekurzivnom i to u konkretnom sistemu 

izraeunljivosti na skupu prirodnih brojeva Eu daljem 

Da bi izbegli tehnitke detalje, upotrebljvatemo stalno 

Church -ovu tezu (filozofski princip da je svaka intuitivno 

izratunljiva funkcija rekurzivna), zapravo, tzv. slabu Church-ovu 

tezu [12 str. 461 kojom se za neku konstrukciju, postupak iii skup 

tvrdi da je rekurzivan, elementarno rekurzivan i sl., bez 

detaljnog i formalnog dokaza oslanjajuti se na intuitivno poimanje 

po ma izrakunljivosti. 

Tako se pojmovi: rekurzivan jezik (sa kojim demo uglavnom 

raditi) rekurzivan, rekurzivno nabrojiv skup aksioma, efektivno 

izabrana klasa formula i sl. node strogo definisati preko svojih 

kodova, a dokazi de biti bez dugih, tehnitkih detalja. 

Napomenimo da demo kontradikciju (na meta-nivou) oznatavati 

sa s, a da de dokaz biti omeden na potetku retenicom Dokaz., a na 

kraju tipografskim simbolom op i da broj u uglastim zagradama 

(npre[01) upuduje na literaturu. 
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OSNOVNI POJMOVI 

U razmatranju odlutivostiobitno se pod teorijom jezika 2 

podrazumeva zatvoren (deduktivno iii stmantiaki) podskup retenica 

2, pa otuda is 

Definicija 1.1. Neka je 	proizvoljan rekurzivan jezik i 

neka je H rekurzivan konzistentan skup retenica jezika it. Teorija 

rekurzivno aksiomatizovana skupom H je skup svih logitkih 

posledica skupa H tj. 

Th(H)aipeSent : H F 
Teorija Th(H) i aksiome H su kompletne akko za svaku redenicu p 

peTh(H) -ipeTh(H).  

Orate poznatu teoremu navodimo bez dokaza: 

Teorema 1.2. Ako je teorija T jezika L kompletna and. je 

rekurzivno aksiomatizibilna akko je odluEiva. 

Teorema 1.3.113] Mks je T rekurzivno aksiomatizibilna i 

, pretpostavimo da postoji rekurzivan niz retenica p
t
p• koji 

 

zadovoljava sledge, uslove: 

(1)TU ipF je konzistentno za svako n. ri   

(2) Svako 	kompletiranje 	Ti3T 	lea 	skup 	aksioma 

B 	 tako da T is Th(B),i za svako k postoji n za 

koje T 	pr.  40 wiirop2A...Avic . 

Tada je teorija T odlutiva. 

Dokaz. Neka je H rekurzivna aksiomatizacija za T. 

Kantorovskim natinom izbrojavanja racionalnih brojeva mofemo 

poredjati u niz Di 
 ,D

2 
 sve logi&ke posledice svih skupova Hrr H 
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U 	n=1,2,... :iz real nad alfabetom H odaberemo najkraeu 

koja je dokaz i zadnju formulu toga dokaza bznatimo sa Dozatim 

prvu narednu koja je dokaz i nju oznatimo sa D2 ,pa onda zadnju 

formulu najkradeg to smislu dutine reti) nad alfabetom sa H 
p 

2 

itd.. 

Slitno enumeritimo i sve posledice od H u niz E 1E 	.Na 
2 

taj naEin ako je proizvoljna retenica p e r onda se ona pojavljuje 

U nizu E ,E
2 	. 

pojavljuje u nizu D 	'I.. ,Sto 
Tvrdimo da ako p I onda se 

I 2 

je dovoljno za odlutivost teorije T. 

Ako per onda je 	konzistentna pa je podskup nekog 

kompletiranja T12 TL(64.Po 	(2) 	Ti 	ima aksiomatizaciju 

Bit
11
ov fo.F tj. BF —" I  a zbog konatnosti dokaza za neki k 

np.Kako postoji n tako da IF prim w1np2.,.....apic  to 

TUI 	—up pa se -,p javlja u nizu D1 02 ,... . ■ 

Slitan dokaz ima i slededa : 

Teorema 	 Neka je I rekurzivno aksiomatizibilna 

teorija jezika L i pretpostavimo da sve kompletne ekstenzije T 

mogu biti izlistane efektivno. Onda je T odlutiva. 

U sve 	tri 	prethodne 	teoreme se uslov 	rekurzivna 

aksiomatizibilnost mote oslabiti uslovom rekurzivno nabrojiva 

aksiomatizibilnost, to pokazuje 

Teorema 1.5. (Craig-ov trik)[2] Neka je T rekurzivno 

nabrojivo 	aksiomatizibilna. 	Tada 	postoji 	rekurzivna 

aksiomatizacija za T. 

Dokaz. Neka je f rekurzivna funkcija koja nabraja kodove svih 

aksioma 	. . . “Ok p 	za T. Skup kodova demo transformisati td. 
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bude rekurzivan, a da reeenice tog skupa kodova budu logieki 

ekvivalentne polaznom skupu aksioma, konstryiguei polazeei od f 

monotonu funkciju g, ito je dovoljno za tvrdenje teoreme prem. 

[3]. 

Za g(k) demo uzimati kod, konjukcije retenica 9k dovolian 

broj puts, td. g(k).b0 - 1), i naravno, poeeti sa 01) ■1(1). Kako 

kodiranje moiemo da ueinimo monotonim po dutini reti (na primer 

kodiranje iz 1121) to tvrdjenje teoreme neposredno sledi. ■ 

Primetimo da se svaka rekurzivno nabrojiva aksiomatizacija 

mote zameniti, elementarno rekurzivnom, dakle relativno 

jednostavnom. Ovo je zapravo posledica dinjenice da je svaki 

rekurzivno nabrojiv skup slika jedne elementarne funkcije to de je 

gornja konstrukcija, zapravo, elementarano rekurzivna. Sve ove 

ainjenice su dobijene uz koritdenje Slabs Church-ove teze [12 

str.461. 

U narednom delu dajemo primer neodlutive rekurzivno 

aksiomatizibilne teorija sa kompletnim protirenjem koje nije 

rekurzivno nabrojivo. 

Primmmilowt1.0. 

1) Teorema 1. 4. vats i za teorije drugog redo, jer se 

dokaz zasniva sintaksnim osobinama same teorije i njenih 

kompletiranja. 

2) Dovoljan uslov da rekurzivno aksiomatizibilna teorija 

sa prebrojivo mnogo kompletnih protirenja bude neodluaiva je da 

bar jedno kompletiranje nije rekurzivno nabrojivo Er.n.1, jar se 

odmah gubi efektivnost nabrajanja retenica iz kompletiranja. 
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Primer 1.7. Uslov iz teoreme 	da sve kompletne 

ekstenzije teorije T, mogu biti izlistane efektivno, ne mole se 

oslabiti: 

Razmotrimo wrjezik (ili ekvivalentan monadieki slabi jezik 

drugog reda) L
w
=i+,•,S,ChT F, gde je arnost operacija + i • E, 

operacija S 1, operacije 0 0, a relacije T 3. U tom jeziku 

definitimo teoriju *  

T
* 

= Th(Q) 
	

(1) 

Li IT (eli,j) : (,) 	T (e,i,j) 	 (2) 

u 	(e,i1j) ; co 	—IT (e91,0 
	

(3) 

u i Vx3n(kan)}. 	 (4) 

9de je 

skup aksioma 1191: 

SxE5y y zEy 

^migD ♦ 	xmgy 

x+Omm 

x+Sym6(x+y) 

x•Oss0 

x•Sa-- (x•y)+x 

skup prirodnih brojeva, 

T (e,x,t) Klinijev (Kleene) primitivno rekurzivan predikat131 koji 

za program sa Gedel-ovim brojem e i ulazom x daje izlaz u 

najvite t koraka,i 

(4) re6enica zbog koje je eitava teorija T
* 

slabog drugog reda. 

Dokaz.Naveieemo nekoliko ainjenica iz kojih neposredno sledi 
* 

da je T teorija sa tra2enim svojstvima. 
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a)T
* 

je rekurzivno aksiomatizibilna. 

( Skupovi (2) i (3) su primitivno rekurziyni 13/.) 

* 	• b)T nije odlueiva. 

( Th(Q) je esencijalno neodludiva (18].) 

cl T je konlistentnal 

( lit(6),+0,7 
1
) je model.) 

d) T
* 
je urkategoridna. 

( Zbog (4) svaka dva models su izomorfna tj.domen su 

prirodni brojevi i samo oni.) 

. 
e) T

* 
 naje kompletna. 

( VeVxVt T (e,x,t)eff
* 
i3e3x3t-if (e,x,t)eff

*
) 

. 
f) T

* 
 ima samo jedno kompletiranje comp(T

* 
 ) 1 ono je 

konzistentno. 

(
* 

je urkonzistentno i urkategoridno.) 

g) comp(T *) nije rekurzivno nabrojiva. 

( Skup TOT+ : Vx3tTI (e l x,t) 1 je 11-kompletan skup 

Eq. Nekaje nabrajanje za comp(T* ). 

Kako za svako konkretno e je 

Vx3tT (e,x,t)eT
* 

(*) iii 

30ft-a (itoot)ET
*

(**) 

to bi uporedujudi (*) i (**) redom sa 

dobili nabrajanje i skupa TOT.A..) 

Napomerse 1 . 8. 

1)
* 
mote da ima konatno mnogo kompletiranja lipomerajudin 

kodiranje u prirodnim brojevima udesno tj. dodajudi svakom kodu 

neki fiksiran broj recimo k, a zatim se neizjainjavajudi o vatenju 

predikata T u prvih k prirodnih brojeva na primer: 

T*  = (1) U 41 (e,i,j) : ur(I(+1) F T (e,i,j) 

u 	(e9isj) ur(k+1 ) 	7ffi(e,i,j) 	U (4) 
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U 41 (01010) v T (1,111) 1 

ima tri kompletiranja (1(1). 

2) 	Th(Q) 	se mote zameniti 	bilo kojom esencijalno 

neodlueivom rekurzivno aksiomatizibilnom teorijom o prirodnim 

brojevima na primer R 12 [181. 

La primer, da se, u 1.7. pomenuti uslov it therm 1.4., ne 

mote oslabiti u jeziku prvog rode mote korisno da posluti sledeti: 

flaw 1.9. Esencijalno neodludiva rekurzivno aksiomatizibilna 

(skupom aksioma B) teorija T jezika L ima neprebrojivo mnogo 

(214N2) kompletnih protirenja. 

Dokaz. Kako je T nekompletna teorija to postoji redenica 	iz 

jezika teorije T td. parT. Teorije Th(TUI9F) i Th(TUI-10) nisu 

kompletne, jer bi 	 tj. Bi-10 bile njihove rekurzivne 

aksiomatizacije pa bi teorije bile odlutive,(1.2.) tto je u 

suprotnosti sa pretpostavkom da je I esencijalno neodlueiva 

teorija. 

Sliano, sada motemo da protirujemo teorije Th(Buip).) i 

Th(131-11-0) dodajuti svakoj ad njih redenicu w tj. njenu negaciju, 

koja ne pripada niti jednoj od pomenutih teorija. Na taj naein 

nastaje puno binarno drvo kod kojeg je koren T a svaki Ivor 

konzistentno nekompletno protirenje od T. 

Dakle, svako konzistentno kompletiranje je jedna unija 

beskona6nog lanca u tom binarnom drvetu, odakie sledi tvrdjenje 

teoreme. ■ 

Primedba 1.10. Meduprebrojivo mnogo kompletiranja, teorijaT 

mora da ima bar jedno odlu6ivo kompletiranje (jer T prema 

nesme da bude esencijalno neodlutivo) i bar jedno kompletiranje 
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koje nije r.n.(da bi se izbegla efektivnost nabrajanja 

ekstenzija). 

Problem 1.11. Nadi neodluaivu rekurzivno aksiomatizibilnu 

teoriju jezika prvog redo so prebrojivo mnogo kompletnih 

protirenja. 

Modell ill relacijsko-operacijske strukture su osnovni pojam 

semantiekog ispitivanja teorija i bite uredena tetvorka 	= 

(A,R1,Fn,Cn)gde su skupovi: 

RI skup relacija na A p 

Fn skup funkcija na A, 

Cn skup istaknutih elemenata A, 

interpretacije svih simbola nekog jezika 	uz poklapanje arnosti. 

Na uobieajan natin (1] definitemo i relaciju zadovoljenja 

Tarskog 	valuaciju 1.4 formule p tj U p(pI . 

Definicija 1.12. Neka je 	jezik i 'U njemu odgovarajuda 

struktura.Teorija za 	je skup svih retenica jezika 	koje vate u 'U 

tj. 

Th(ID = i p e Sent :V la 	• 

Ako je "C klasa struktura istog tips r (151 i 	odgovarajudi jezik 

jedne (tj. svih ) struktura iz YC onda je 

ThOCIn n Th(ii). 
ile9C 

Primetimo da je Th(9() kompletna. 

Slededi pojmovi de biti od koristi u kasnijem izlaganju: 

Deli ni cija 1.13. Dva models i Sao el ementarno ekvivalentna 

Ili a 	akko zadovoljavaju iste reeenice jezika 2,tj.Th(U) ■ 

A 
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Th(53). 

Lema 1.14. Teorija T je kompletna akko su svaka dva njena 

modela elementarno ekvivalentna. 

Dokaz. •:Neka je pelent i 1112* LAko peT onda 	p i 2$1. cor a 

i nate per te sit h 	i I. 	t j 9W13 

t:Neka je ce6ent i recimo 111. p l pa i eh plza 	T.No 

tada pe i slitno ako 	-lip. 	 ■ 

Definicija 1.15. Utapanje iz 9,1 u S t mOtt—te je 

injekciono preslikavanje m:A1--.4E1 td.: 

(i) 	211- 	akko•Rime], za sve Reftl. 

( i i ) 	m•f441 al = feta& za sve f eFn. 

Siiii M(ctr)=C 93  za 5YRceCnI 

gde su 9.1 i 93 istog tipa. 

Utapanje m jeizomorfizam akko jesurjekcija m:91 )---- ► 931. 

Za ilustraciju definicija dajemo sledete primere: 

Primer 1.18. Za teoriju linearnog uredjenja (LU) postoji vile 

naeina aksiomatizacije u raznim jezicima, a u R1=i5h CrpFn=0 se 

daje slededi skup aksioma: 

(1) (Yxyz)(x5y n y5z 	W5-2 ) 

(2) (Vxy)(x5y ySx -ox=y) 

(3) (Vx)(x•Sx) 

(4) (Vxy)(xSy y .Sx). 

Gusto linearno uredjenje bez krajeva (GUI) ima jot i sledete 

aksiometll: 

(5) (Vxy)(x:Sy ...x,m(y 4(3z )1 sSz 	 zSy 

(6) (3,,y)(x0y) 

(7) (Vx)(3y)(xSy nx0y) 

(8) (Vx)(3y)(y_cx n Noy). 
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Primer 1.17. Neka je (o),+,-,<0.1) struktura prirodnih 

brojeva sa binarnim operacijama + i 
-, binarnom relacijom < i 

konstantama 0 i 1. Th((44+,-,<,0,1)) = FAR je 
Presburgerova 

aritmatika. 

Primer 1.18. Neka je (coo') struktura prirodnih 
brOjIY4 511 

unarnom operacijom s(x)=x+1. Th(co,$) je teorija sukcesor funkcije 

na 0. 
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2. METOD ELIMINACIJE KVANTORA 

Iako naziv potide od A.Tarskog (1935.) koji je dap i 

najznaeajnije primene ove metode (Bool-ove algebrep algebarski 

zatvorena polja, realno zatvorena polja, i sa Mostowski-m dobro 

uredjeni skupovi), metod je u to vreme vet postojao 20 godina 

(LOwenheim, fist predikatski ratun sa jednakoleu) i imao je joi 

nekoliko primena (Presburger(1929): sabiranje prirodnih brojeva i 

Langford(1927): gusto linearno uredjenje bez krajeva). 

Pored modelsko-teoretskog svojstva, zbog kojeg je i nastao, 

odlueivost razmatrane teorije, metod daje eitav niz dodatnih 

modelsko-teoretskih osobina razmatrane teorije: 

- pokazuje ponalanje i ostalih formula jezika teorije, 

- u nekim slueajevima daje potpunost raznih aksiomatika: 

(1) kada je zadana sintaksno njenu kompletnost, 

(2 )kada je zadana semantiaki govori u nekim slueajevima o 

svim kompletnim protirenjima i (elementarnoj) definabilnosti 

pojedinih podskupova domena u jeziku iii podjeziku strukture. 

Nasuprot drugim metodama odlueivosti, ovaj je direktan i 

efektivno primenljiv na raeunaru. 

Pre konkretnih primera uvedimo jog malo notacije: 

Definic1ja 2.1. Za datu teoriju T jezika x kalemo da su 

pope form T-ekvivalentne IT-ekvl akko univerzalno zatvorenje 

formula pow yeti uT tj.TF pew. 

Definicija 2.2. Neka je 9C5Form efektivno izabrana klasa 

formula. Katemo da teorija T jezika dopufta eliminaciju kvantora 
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do na klasu X akko 

VpeFormr, 311pesev T 94#W. 

Uz dodatak, da postoji efektivan metod odlueivanja da li su 

reeenice iz klase 	u teoriji T, definicija postaje potpuno 

primenljiva za potrebe odlueivosti teorija. Primetimo da se za 

9(4, gde je 02isvih bezkvantorskih (otvorenih) formula dobija 

definicija najteide koriidenja u teoriji modelai . 

Ukratko, metod se sastoji iz slededa dva koraka Ill: 

(1)Za svaku pojedinadnu teoriju se odabere odgovarajudi skup 

osnovih formula (Op KOJIH NEE MUGU DA GAME KVANTORE) i njihova 

Bulovska kombinacija (dovoljni su veznici v i 	) se proglasi 

klasom 9C . 

(2) Yogeform se pokafe da je T-ekv iskaznoj kombinaciji osnovnih 

formula. 

Osnovno, za primenu samog metoda je da se vodi raeuna o 

slobodnim promenljivama krajnje kombinaciji osnovnih formula, i mi 

demo to raditi u sva tri prikaza eliminacije kvantora. 

U samom dokazu osnovnu ulogu igra eliminacija kvantora 3 (V 

je skratenica) Ato pokazuje slededa: 

Lema 2.3.111 Neka je T teorija i 9C skup svih iskaznih 

kombinacija osnovnih formula. Da bi svaka formula bila T-ekv nekoj 

formuli iz 9C dovoljno je dokazati da: 

(i) Svaka atomitna formula je T-ekv nekoj formuli iz 9C. 

(ii)Ako je eest, onda je (3v m )6( je T-ekv nekoj formuli iz X. 

Dokaz. Neka je 	skup svih formula T-ekv formulama iz 

utoga jezika z iz 2. 2. je u neposrednoj vezi ea klasom 9C. 

vtaatt [71 i 4.24. . 
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Dokazademo indukcijom po izgradjenosti formula da je svaka peForm 

i u 41. Ake je p atemiena formula prima (i) je pet Ako je pomp i 

onda je i pet jer T F prop i -vet i slieno za possvesz.Ako je 

ramp i wait, onda jai w -ekv ma nekim 6401C, pa je T. peelv.p, p0 

zakonu zamene, a prema (ID 3vmBetspa i pet. 	 ■ 

Stay 2.4. 0121 (Teorema o disjunktivnoj normalnoj form/ ) 

Neka je 9C.Cinke  Bulovska kombinacija nekih ognovnih 

formula. Tada za bilo koju pee takvu da —tp nije tautologija 

postoje osnovns formula iii njene negacije W
i,j

td. 

Ef.PV Aw, • , za neke pope° 
iep jam, " 

Dokaz. Kao i u slutaju predikatskog ratuna. 	 ■ 

Primedba 2.5. Pored suvillnosti eliminacije kvatora V i veznika 

kao skradenicap valjanost distri .butivnosti 

3 prema v,i 

3 prema 	ako jedan od konjukata ne sadrti slobodnu promenljivu 

koja je uz 3, 

kao i 2.3 i 2.4., omogutavaju nom, da razmatramo samo slutajeve 

eliminacije kvantora xa sledete oblike formula: 

3vmeesavie....Aviegde svi Wi  sadrte promenljivu v m . 

§ 2.1. Teorija gustog liremmrnog uredjenja bez krajeva 

Prvi primer je teorija definisana sintaksno WSW), a 

primenom eliminacije kvantora pokazademo i kompletnost to teorije. 

Osnovne formula de biti atomitne formula 

vm  ev 
n 
ivm5v 

n 

Bulovska kombinacija osnovnih formula 9C su taeno otvorene formula 

tj. 9CmO.Uz skradenicu 
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V 4V Z.Z.V !gV 	-N EN p 
m n 	m n 	M n 

za dokaz da Th(GLU) dopuita eliminaciju kvantora iskoristitemo 

neke sintaksne osobine otvorenih formula, uz strogu primenu 

objekt-promenljivih teorije (vidi 0.) za razliku od preostalih 

primera iz 	ovog dela, 	gde demo, 	uglavnom, 	raditi 	so 

meta-promenljtvama. Prikaz dajemo prema I1]. 

DefiniciJa 2.0. Neka je data n+1 promenljiva vo ...vn , n)0. 

Arantmanom promenljivih vo . „ . vn  smatramo konadnu konjunkci ju 

ne p 

0 	 n-i 

vo...vn 	ili 

u.<u. 	u.E11. 	. 
t 141. 	t 	t+1 

glededa lema dopufta nam °normalnu formu" za svaku otvorenu 

formulu izgrodjenu od arantmana promenljivih. 

Lema 2.7. Svaka otvorena formula p(v 
0
...v ) je GLU-ekv ill

jednoj od formula v o as,  oo I v <v op ili je disjunkcija konatno mnogo 

arantmana promenljivih v 	. 
6 

Dakar. Razmotrimo slueaj kad je n=0. Tada je otvorena formula 

p(vo ) izgradjena od atomitnih formula v 
o 
 5v

o  v o 
EN 

 o 
. Kako GLUI. v Ev 

o o 

i GLU E. vo5vo, imam° da GLU I. p i GLU pervevo , i 1 i GLU 	i 

GLU h psvo<vo . 

Za n>0 va2i: 

(1) Postoji konatno mnogo razlititih arantmana promenljivih 

Vo
p...,V . 

(2) Za svaki *am, svaki niz ao 	EA zadovoljava neki 

arantman v 
O 

,...ryn 

(3) Neka je p(vo,...,vn) otvorena formula i w aran2man 

promenljivih v o 	
. Onda jedna ili obe formule 'paw, wiry, su 

posledica GLU. 

Neka je p(vo,...,vn) otvorena formula. Ako GLUE nc, onda je p 
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GLU-ekv formuli v 0 Cy 
o
. Razmotrimo preostalu mogutnost da nije 

GLUI. gyp. Sada III. GLU i VF  pfao...an l., Prima (2), a ...a
n 

zadovoljava arantman p, promenljivih v o ...vn  u Z1. Tako, no vali 

GLU I. orbep i prima (3) vati GLU 	Formirajmo disjunkciju 9 svih 

aranfmana r  za koje GLU). 	je disjunkcija od bar jednei ali 

konaeno mnogo formula (1). Sledi da GLUb p.0, a proma deinia4i1 

i GLUE 9.zp. Tako su pi 9 GLU-ekv,Ito je i trebalo dokazati. 	■ 

Primetimo da je gornja lama taina i za teoriju linearnog 

uredjenja . 

Teorema 2.8. Svaka formula p je GLU-ekv otvorenoj formuli w. 

itaviiel sve slobodne promenljive formula w su podskup slobodnih 

promenljivihformulep IS1(1)581 (01 . 

IkAkaz. Prima lemi 2.3. dovoljno je dokazati (ii) da za svaku 

w(vo . ..vn )eet je 3vniw je GLU-ekv otvorenoj formuli, jer je NW) pa 

je (i) automatski zadovoljeno. Prima 2.EL mofemo pretpostaviti da 

je mSnl odnosno preimenujuti promenljive da je men. Koristedi 

(w zamenimo sa e) i redundantnost slutajeva kad je p logieko teem 

u GLU (vo  mvo 
 ) tjenetadno (v o<vo), dovoljno je da eliminileso 

kvantorizformlaoblika3voSogdesue.aranlmani promenljivih 

V 
0
p...pV 

Ako je vial onda su jedine mogudnosti za formula 31v 1610 

(3V
1
)v
0
my

1 	
(Siv I o )v <v1 

 i (34 1  )v  1 
 <Ng
o 

 . 

Svaka od njih je posledica GLU, pa je GLUI. (21v 1 )irmovomvo. Ako je 

n>1 onda od svakog aranfmana 8 . promenljivih vo
11...1/ mole se 

formirati aranfman e
* 
promenljivih vo ...1Vn-1 

ispustajudi vo. Lako 

as dokazuje da GLUI. (31v o)ett097, Ito oznaeava kraj dokaza prvog 

dela tvrdjenja teoreme. 

Za drugo tvrdjenjo dovoljno je primetiti da prima gornjem 

10 
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eliminacija kvantora, zapravo, znaai nestanak promenljive U2 

kvantor iz formule. 	 ■ 

Korolar 2.0. Th(GLU) jeodludiva. 

Dokaz. Neka je peSentsw. Najpre, za p odredimo preneks 

normalnu formu i neka je ona posle prenumeracije promenljivih 

fgoo 1...(0nvn 

gde su n 
kvantori 3 tj. Y, a w matrica. Dovoljno je 

pokazati sludaj kada je On  3. Kako je w disjunkcija konaEno mnogo 

arantmana to kao u 2.8. eliminiAemo kvantor 3. Postupak ponovimo n 

puta dok ne dobijemo redenicu (Q 
o  v  o 

 )8(v 
0
)p za koju mo!emo da 

odlutimn di li je u Th(GLU) iii nijp. 	 ■ 

Korolar 2.10. Th(GLU) je kompletna. 

Dokaz. Neka je p  proizvoljna reeenica. Prema 2.8. za neko 

st(vo )ef) GLUI. wow. All za wee GLUE w iii GLUI. nw, pa GLU1. p iii 

GLUI. nrtj. GLU je kompletna. 	 ■ 

Teorema 2.8. se mote poboljtati, tako Ato se za osnovne 

formule uzmu, samo, v <v . 
m n 

Korolar 2.11. Svaka formula ply
o
...v ) je GLU-ekv Bulovskoj 

kombinaciji formula oblika v rnSvn , gde m,nep. 

Dokaz. Th ( GLU ) v
m
avntse 

m
5 v n n Si 

m
. 

Primetimo da smo u 2.9. odlutivali o redenicama sa 

kvantifikatorima, to da smo uz teoremu 1.2. sa 2.10. dobili jot 

jedan natin dokazivanja odludivosti za Th(GLU). 

§ 2.2. Teorija sukcesor funkcije na w 

Umesto Th(w,$), koju smo definisali u 1.18., razmotridemo 

teoriju r=Th(w,s,0), koja sadrfi u svom jeziku i konstantu Dew. r 

19 
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je potpuna i konzistentna. Prikaz u ovom i narednom paragrafu 

dajemo prema 1121. Definiiimo konstante jezika 1a za svaki mew i 

operacijskesimbole s tj. s m+1=ssm . 

Term: jezika su 

m 
S X za neku promenljivu x i 

a 	za neki mew. 

Osnovne formula su oblika 

smv,ma y ride term a ne sadrti V. i 

thil0 . 

Jasno je da postoji efektivan metod za raspoznavanje osnovnih 

formula. 

Loma 2.12. Za bilo koje peForm efektivno se mote nadi r-ekv 

formula p, koja je bezkvantorna kombinacija osnovnih formula i 

SlpS61p. 

Dokaz. Za razliku od predhodnog paragrafa ovde da bi 

iskoristili 2.3. morimo pokazati 3 zapbataaataa, da faid1F-tivease'Er-

jar je 9t5i0. Make je p atomieno. Ako p nema promenljive onda je 

oblika =En pa je trivijalno ekvivalentno logiekoj istini 000 ill 

lati -ONO. Ako formula p sadrti promenljive onda je oblika 

(1) S inXNES TI XI tj. r-ekv sa ONO ili 	kao i gore, vac prema 

tome da 1i je 	iii wen. 

(2) s wimmer, koja je baziena formula i 

(3) any% kojajer-ekvsas rfi xola. 

Ostaje joi da se pokate da je 3xp, r-ekv sa nekom Bulovskom 

kombinacijom osnovnih formula, gde prema 2.5. je p konjukcija 

osnovnih formula i njenih negacija i sve sadrte promenljivu x. 

Tako, motemo pretpostaviti da je 3xp oblika 

n 
3x(s xmao 	

m-ixsem-1 
-s xs0 	 Mad ), 

gde ne mora biti ni pozitivnih ni negativnih jednakosti i 
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ne sadrfe x. Kako r F Orr:. 4 r F so-at, to neka je 1=max ik
0 	n 

F. 

Lako se "vidi" da je 3xp ekvivalentno sa 

1 	 1 	 1 	 1 
3x(s )(ET

o 	
XET 	-IS Ler 	)(err ), 

m-t 

gde T
o 	ne sadr2e x. No ova formula je, pak, ekvivalentna sa 

ax(-Neon...A.-WEI-inXeT
o

A....A.XEM 
1111

A. 	 ETmn...AIXETnET )p 

jer je x vezana promenljiva0), pa zamena s x sa x je doputtena, 

Tako je 3xp ekvivalentno formuli 

3x(xisiode....Axgp 	 ), 
m-1 

gde p
o 	

ne sadr2e x. Ako je ma0, onda je 3xp ekvivalentno sa 

OS). Ako je m)0 onda je 3xp ekvivalentno sa 

A P? AV0mAs GAIO0 p I 
Sk 

tto je konjukcija bazianitt formula. 	 ■ 

Teoresa2.13. rjeodlu6iva. 

Dokaz. Neka je peSent i p formula dobijenaprimenom 2.12. na 

p. Kako Sl(p)SS1(p) 	to je 	i p reeenica nastala 	kao 

iskazna kombinacija osnovnih redenica tj. na osnovu 2.4 

r ,44\u/ A w. • 
E111 j<n "J 

gde je svaka 
pt

. 
 , j 
. osnovna redenica iii njena negacija. Medjutim 

jedina osnovna redenica je 0■0 koja je naravno iz r, 

per akko per akko 3i(mVj<n( 	je 0■0). 	 ■ 

Korolar 2.14. Th(o,,$) jeodludiva. 

Dokaz. Dovoljno je primetiti da postoji efektivan metod za 

raspoznavanje kada retenica p ne sadrli 0. Za takvu reeenicu 

(W,S) pakko (w,s,0) p. ■ 

Pa 

Primetimo da su sve procedure u ovom poglavlju zapravo 

elementarno rekurzivne. To nam omogueava da damp va2an primer 
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primene Oliminacijs kvantora: 

Korolar 2.18. Skup ASto je elementarno definabilan u (w,$) iii 

U (1.4,5 1 0/ akko je konaean iii kofinitan. 

Dokaz. Najpreza9lk(ubs,0). 

In Neka p elementarno definite A. Tako Sl(p)civd. i 

Animal,* plal).. Prima 2.12. neka je w Bulovska kombinacija 

osnovnih formula td. tJ. pow i S140/Siv0 F. Tada w takodJe 

elementarno Minas A. u  Jo izgradjena od formula CS05 i s mvoun 

koristeei n i v. Kako se sa smvoen elementarno definite 0 ako je 

m>n i in-m} ako je mSn, to je A izgradjeno od skupova w, 0 i 

singltona ipi koristeei komplement i v . Otuda je A konaean iii 

kofinitan. 

enTrivijalno. 

Za strukturu (cogs) je dovoljno primetiti da ako p elementarno 

definite A u (Cara), onda to eini'l u'(fihs,0) pa je A konaean iii 

kofinitan. Obrnuto, bilo koji konaean iii kofinitan podskup od w 

je,jasno, elementarno definabilan u (w,$). ■ 

§ 2.3. Presburger -ova aritametika 

Umesto na w kao u primeru 1.17. razmatraeemo isti jezik na 

skupu *+w tj.na  Z. Odlueivost Thit1)nTh(Zp+p<0,1,-) de, 

naravno, dati rezultat i za PAR jer to svi dokazi koje budemo 

izvodili u Z vatiti i u w sa malo izmena. 

- je interpretacija binarne operacije - jezika strukture 11, a 

imena za tale brojeve m koji se uvode operacijom +1 oznatavademo 

masnim a. 

Za Oliairterme CMTO Z.Z. formulu 3x(a-rsact...tx), a 
m-puta 

da unesemo jot malo efektivnosti, neka x bude prva promenljiva koja 
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se ne pojavljuje u a i T. 

U ovom sludaju osnovne formula de imati tri oblika: 

(1) air 

(2) 0<7 i 

m
T • 

Primetimo da treda vrsta osnovnih formula nije bezkvantorska, 

ali da je njen reeenieni oblik odludiv. Kod svih slofenijih 

algoritama svodjenja je ovo pravilo. 

U glavnoj lemi bite nam od koristi sledeEa tri tvrdjenjal 

Tvrdjeoje 2.16. Ako je x promenljiva terms u jeziku L,onda 

postoji term v istog jezika i meZ tako da: 

'111- 
0-(x+...0)4v 
Iml-putam<0 

(x+...+x)+v 

m-puta ,m>0 

i v ne 	sadr2i promenljivu x, 

i v 	ne 	sadr2i promenljivu x. 

Dokaz. Za konstante i promenljive (x iii neku drugu) se 

odgovarajuda formula dobije "stavljajudi" 0 puta x tj. v=0. 

(1) Ako je ust, 
1 
 +u 

2 
 onda 

u =m x+v 
I 1 	1 

u
2
=m

2
x+v

2
ogde x nije ni u v ni u v2

, 

pa je u=(m 
1 
 +m 2 

 )x +(v
1
+v

2
). 

(2) Ako je u=v -v onda isto kao (1) uz zamenu + sa 
2 

Ovim smo dokazali indukcijom po izgradjenosti terms u jeziku 

11 uz jasne skradenice ( mx z.z. x+...+x (m puta)) tvrdjenje . 

Tvrdjerde 2. 17. U uva2ip zapef.0-1: 

utav tippunf 

m 

U iotom joziku Prozburgor-ova aritmotika za 96.10 no dopu(ta 

otiminaciju kvantora [1 i dodatakl. 
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(AV l ► pU<pv 

UErnv N pu EPm pv. 

Dokaz. Trivijslan• 
	 ■ 

Tvrdjenje 2.18. Neka su a,b,mon e Z i moi>1.Neka is 

p=NZS(m,n) i quiNZD(mm).Tada: 

(I) wpm i NZD(p/epp/n) 2 1041 3c,deZ C(p/Mtd(p/11) ■ 1. 

(2) Slededi uslovi su ekvivalentnit 

(i)Float yenb 

(ii) am b i ye c(p/m)a 	d(p/n)b 

Dokaz. 

(1) na osnovu Bezuovog stays. 

(2) (1)4(11). 

Kako je po pretpostavci y-a=em i y-b=fn, za neke 

to je a-b=fn-em,a to je deljivo sa q, jer q/m,n .Dakle, ae. b. 

y-c(p/m)a-d(p/n)b = c(p/m)y*d(p/n)Y-c(p/m)a-d(p/n)b (1) 

= c(p/m)(y-a)+d(p/n)(y -b) 

= c(p/m)em+d(p/n)fn 

O.Tako smo dokazali oba iskaza iz 
p 

(11)4(1). 

a-b=vq.Onda y-auy-la = y-c(p/m)a-d(p/n)a 

= y-c(p/m)a-d(p/n)b-d(p/n)vci 

m 0, 

jer y-c(p/m)a-d(p/n)be 0 po pretpostavci, a d(p/n)vgnim0 jer 

pq/namnimmn.Slieno jot iymmb. 	 • 

Lena 2.19. Zabilo koju koju peform mote se efektivno nee w 

td. Th(ID F w4Ww, p je bezkvantorska kombinacija osnovnih formula i 

S1(w)5S1(0. 

Dokaz. Za primenu 4.3. ostaje nam same uslav (ii) jet su 

24 
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atomitne formule jezika /I podskup osnovnih. Prema 2.4. i 2.5. 

dovoljno je dokazati lemu za p oblika 3x' gde je w konjunkcija 

osnovnih formula i njenih negacija, koje sadrie x. 

Kako : 

14 	*►  o<rs/r<a i 

/lb <T 4+ oErvT<a 

211. not-=- 	at1E Tv...va+Cm-1)5 T • to motemopretpostaviti da je 

konjunkcija osnovnih formula. 

2.16. nam omogutava da osnovne formule imaju oblik 

nx2p 

nx<pilip<nx 

nxm
mp, 

gde p ne sadrii x i jasno motemo pretpostaviti da je n>0(svaki 

konjukt treba sa sadrti x). 

Otuda je p ekvivalentno formuli tladaeog oblika: 

3x ( n xEp n nn xmpnn x(p AAn. x< . 	 <n x o 	o 	i-t 	I-1 	... 	Pr.1 	 en 
k -t 

n
k
xm

m 
p 	 x.e 	P ), m 	L-s l-t 

gde 051 .5..j5k51 i 1>0,n ,n 	>0,M
k
,...pM

1-i
>10 p

o 
..., 

	

o 	 p 
t-st 

ne sadrle x. 

Prema 2.16. mo2emo pretpostaviti da je u (1) za neko p 

n
o=...=n >1, to (1) ima formu tt 

3x(pxmt on...npxac_inpx<t in... npx <t r5n....n.c_ 1 <pxn 

qkk 	
l-s

t
t-t

),(2)  

gde 0 .5.15j5k51 i 1>011c1 001 ,...,q 	>0,i t o 	1-t 

ne sadr2e x. 

Kako je x vezana promenljiva, (21 je ekvivalentno sa 

i-t 	 k-s <mei 

(1) 
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xE t 	t 	0). 	 (3) 
q
k 

k 	 1-1 
	p 

 t-t 

U slueaJu da id 00 (3) is Ovivilentno ii bukvantorsSom formulom 

tA^—^toett-SAtogi^—^t ogi-C—Atk-i<t o^  

q
k 

k 	o -qt-t 
 

Tako motemo pretpostaviti da je i=0:(3) je onda ekvivalentno sa 

Du-1 ): 	(4) 
t 	 u-1 

gal r~b ~ ...,7lJy~ ne sadrfi x. 

Sada tvrdimo di Mud *WM do je titan' 	
Osnovu 2.10. to ako 

je s=0 iii tins jasno je da je (4) ekvivalentno sa C4s0.3edini 

preostali slutaj je za 0<s<t.No tads je (4) ekvivalentno Usa 

	

V A Lod<rjj 	
ri.<77cid 0. 

A(7)+0+101/4 VEar  e+1 /yip
t  

o6t<e cdc<• 	 os< r 
t 

sSj<t .54<t 

Ito je zapis na datom jeziku tinjenice da je (4) ekvivalentno sa 

3x( x<min(no,...,T)o )=0  i max(flo ,...,nt_s)=Wx i xernt ), tj. 

3x(M<x<m i taErrit ), a da bi x postojalo, otioledno, more da bude 

Pl<mi (Merr
nt ). 

Teorema 2.20. Th(W)=Th(2,+,<,0,1 ,- ) jeodlueiva. 

Dokaz. Kao i u 2.13. dovoljno je efektizirati odlutivost 

osnovnih formula bez slobodnih promenljivih,koje imaju sledeti 

oblik: 

1111Elly 

m<n, 

nenp. 

One su tatne u fttakko m=n,m<n ill manpato je, naravno, odlutivo. 

Naosnovu komentara pre 2.10. sledi: 

Korolar 2. 21. PAR je odlut iva. 
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3. KATEOORleNOST KOMPLETNOST 

Definicija3. 1. Padkardinalnoidumodelattluoznaci 

podrazumeva se kardinalnost domena A . 

Tear i ja T je kategoriena u kardinalnom broju a skim su wet moduli 

T kardinalnosti a medusodbo izomorfni. 

Teorija I je kategoriena akko su svaka dva models teorije I 

izomorfna. 

Korolar 3.2. Svaka kategoritna teorija T je kompletna. 

Dokaz. Kako izomorfizam modela povlati elementarnu 

ekvivalentnost, to su svaka dva modela teorije T elementarno 

ekvivalentna, pa prema 	I je kompletna. 	 ■ 

Teorema 3.3. Za bilo koju teoriju I sledeti uslovi su 

ekvivalentni: 

(i)I je kategoritna 

(ii)postoji sew td. je I orkategoritno i svi modeli I su 

kardinalnosti a. 

Dokaz. Jasno je da (ii).,(i) . 

(1)4(11):Kako su svi modeli I izomorfni to su i iste kardinalnosti 

recimo a. Pretpostavimo da je tea) i iZ. T. Tads po gornjoj 

LtSwenheim-Skolem-ovoj teoremi 11 str. 1091 postoji SET takavda je 

SOR, S ISI>a. s. Zak 1 judujemo a <co. • 

Dok je prethodna teorema pokazala jednostavnost kategoritnih 

teorija naredna pokazuje znataj pojma orkategorienosti. 

Teorema 3.4. (Loi,Vaught) Akoteorija Tnema konaenih models i 

kategoritna je u nekom (nutno beskonaenom) karadinalu celFormTI, 

00 
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onda je T kompletna. 

Dokaz. Dovoljno je dokazati, prema 	da za 	T sledi 

Prema Ldwenheim-Skolem teoremi (gornjoj iii donjoj) postoje 

QI ,93 T td. 	i 23ai pit 	11-4, pa je lIWO 

Pretpostavka da T nema konatne modele je neotklonjiva, jer u 

tistom predikatskom ratunu (sa jednakoAtu) 3, koji je kategoritan 

U svakom kardinalu su teorije JUp6016/(x=y) i JUi-fixYy(x=y) 

konzistentne, ali YxYy(x.y)03 i -NxVylxnyheJ, to je 

nekompletna. 

51edeta lema to se koristiti: 

Lema3.5. (Cantor) Neka 	 i 141(=1131=0. Onda'1W8. 

Pekaz. I la) Neka su(a n  ) nEW  i (b n  ) nala  1-1 nabrajanja skupova A i 

B, a < i < interpretacije za 	u 1/12L. Definitimo niz uredjenih 

parova 	(x ,y ) 
n n neW 

indukcijom. Neka 	je 	(x o 
 ,y 

 0 
 )=(a 

 o 
 ,b 
0
1. 

Pretpostavimo da je (x o,y0),...,(xnn
) definisano za medusobno 

razlitite xo 	
i yo ..... yn

. Razmotrimo dva moguta slutaja: 

Slutaj 1. 	n je neparno. Definitimo xn+1= a , gde je 

m = pp(a re ixon 	
ym 

se definite u zavisnosti od am : 

a! 	(Vien)a <x.. 	Kako 	B 	nema 	levu 	granicu 	skup m L 

M=i b :(Vien)b < y.i,  $ 0 ; y je proizvoljan element iz M. 
P P L n+i 

b) (Vien)x.(a . Slitno kao pod a) (B nema ni desnu granicu). 
t m 

c) (3i,jen)x.<a <x.. 	Postoje 	jedinstveni 	s 	i 	t 	td. 
L M j 

X
s 
 =maxix.1. :isinixt<a ttj 	j : 	, am<xj. Slutaj y t < ye  je 

nemogut, jer bi narutavao indukcijsku hipotezu. Ako n y t <ye  

, 	. 
izaberi yn+t  td. y e < ytyt, s < y t . 

Slutaj 2. 	n je parno. Kao Slutaj 1 samo se zamene mesta 

skupova A i B. 

Indukcijom po n se lako dokazuje da Vn<o, i(x oo 
 ,y ),...,(x nn ) je 

1-1 
	

funkcija 	td. 	x. (x J 	akko 	v.<vi; 

P9 
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I 'Yan}i (x isYt ): LEO 

je teljeni imam-filch 

Korolar 3.0. Th(GLU) je potpuna i odludiva. 

Dokaz. Kako je, prima 3.5.1 Th(6L0) orkategoritna, a zbog 

aksioma gustine i neogranieensti ima samo beskonaene modele to na 

osnovu Loi-Vaught-ovog testa je Th(GLU) kompletna. Sada je njena 

konatna aksiomatizacija dovoljna za odludivost prema 1.2.. 	■ 

Lema 3.7. Model ¶1 svake kompletne teorije T zadovoljava iste 

retenice kao i T tj. Th(91)=Th(T). 

Dokaz. Po pretpostavci je $111. T, a po osobini funkcionala Th je 

Th(T15Th(11). Medjutim, Th(T), Th(91) su kompletne (1.12.) pa je 

Th(T)=Th(11). 	 • 

Primer 3.8. Koristedi 3.7. dokazademo da je teorija Th(0,5) 

odluaiva: 

Kako je tip uredjenja racionalnih brojeva tq td. 	SLU (3.6.), a 

Th(GLU) je kompletna i odluaiva C2.9.42.10.) to je Th(m)=Th(GLU) i 

Th(rd je odluaiva. 

Primeri ry tj. corkategoridnih teorija mogu se nadi u 11 

str.113 i dopuna 1. Naravno, ima niti u jednom kardinalu 

kategoritnih kompletnih teorija (RUZP na primer), to su razvijene i 

druge metode dokazivanja odludivosti, o temu u preostalim 

delovima. 

Towns 3.9. Reeenice R: 

(1) Vxy(SMESy 4 xey) 

(2) Vx(Sx%O) 

(3) Yx(x)!0 4 (3y)(SyaN)) 
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su aksiome za Th(co,S,0)=r (g,  2.2.) 

Dokaz. Prema 3.7. dovoljno je dokazati Oa je Th(R) kompletna. 

Teorija Th(R) nema konatnih modela, to ako pokafemo da je 

w -kate9oriEna po LOA-Vaught -ovom testu (3.4.) de slediti da je 

kompletna. 

Neka su 	R i 1911=1231=0 . Uvedimo na A relaci ju 

x
A 
y *a anew( x=S n(y) v y=Sn (x)) 

i alitno na B 

x 	y *. 3newl x=S
n
(y) 	y=S

n
(x)). 

Lako se proverava da su :Z(4  i alp  relacije ekvivalencije 

Klase ekvivalencije u oba modela su prebrojive (jedna je izomorfna 

sa w, a sve ostale sa w +co) pa ih ima co . Izomorfizam se 

uspostavlja tako da se slika 0/2.1(4  u 0t, a ostale klase iz A se =tb 

jednostavno preslikavaju u preostale iz B. 	 ■ 

Na osnovu 1.2. neposredno sledi jedan naein dokazivanja 

odluEivosti za Th(R) i jot jedan nadin dokazivanja odluEivost za 

Th(w,S,O) (model-teoretski), tto iskazuje 

Korolar 3.10. Th(R)=Th(w,S,O) jeodluEiva. 
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4. MODEM) KOMPLETIRANJE I ZASIOENOST 

Cilj ovog dela je da koristedi pojmove modelske kompletnosti 

(potpunosti) i modelskog kompletiranja uvedene od strane 

A.Robinsona pokatemo odludivost slededih teorija: 

(i) Algebarski zatvorenih polja (AZP) 

(ii) Gustih linearnih uredjenja (GLU) 

(iii) Realno urodjenih zatvorenih polja (RUZP) 

definisanih aksiomatski. Pregled dajemo proms 1161. 

§ 4.1. $odelska potpunost 

Pored ranije uvedenih definicija dajemo i sledede: 

Definicija 4.1. Preslikavanje m:A 	B je elementarno 

utapanje iz Utz S Em:2b--41,1 akko za svaku 	 )eForm i 

svaki niz leAvati: 

itF pta
n
I dm. sF to.(ma ,...,ma n 	

(plmalnadalje) 

Elementarno utapanje je utapanje, jer su atomidne formule formula. 

Lamm 4.2. Preslikavanje miA 	B je elementarno 

utapanje iz Zi u 	akko protirenje modela elementima iz A 

(116a) aea  je elementarno ekvivalentno sa 	(93,ma)aim tj. 

C1U,a) aeAsAIBIma) 

Tvrdjenje 4.3. Neka su f: 	 i g: S --• CC utapanja. 

Tada: 

a) Ako su f i g elementarna onda je i g.f elementarno 

utapanje. 

b) Ako su g i g•f elementarna onda je i f elementarno. 

Dokaz.Neka je p(xl ,...,x n)eForm i $eA. g•f. 011 	t je 
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utapanje. Na osnovu tranzitivnosti h slede aba tvrdjenja: 

a) 911-pla 
1
,...,a

n
1 	 p[fa 1 ,.•.,.fan 1 mottl•plEg eta) 

b)i.fhprfa 
1
,...,fa

n
l aseEprg•fel 

93}.p1 fa 	*fa
T1 

441tholgofal 	 • 

Der ini ja 4.4. 9J je el ementaran podinodel 	S 7 akko 

identitno inkluziono preslikavanje i 
A

.A c---+ B je elementarno tj. 

i 
A 

Definici ja 4.5. Teorija T je modelski potpuna akko je svako 

utapanje izmedu modela teorije T elementarno. 

CElementaran) dijagram modela 	DV l je skup svih atomitnih i 

negatomidnih reeenica tadnih a (91,a) a€A
•  

Nazivajuti egzistencijalnim one formula koje u svojoj preneks 

normalno,j formi imaju samo egzistencijalne kvantore dokazatemo: 

Stay 4.6. Ako je p(x) egzistencijalna formula i 911- wit) i 

onda 931.0 gal . 

Dokaz. Neka je to( 1=9y ... 'y e"( x y s l...,y. ) gde je wmatrica. 

Onda %tin Oa 'be 	 za neke b l ,...,b m  EA, a kako g euva 

atomidnost to 	w[gaj gbi 	ob. ] 'pa SEplgal . 	 ■ 

Karakterizaciju modelske kompletnosti daje : 

Teoresna 4.7. Slededi iskazi suekvivalentni: 

(j) 	T je modelski potpuna. 

(ii) rue,/ je kompletna teorija za svaki Ins T.(0tuda i 

naziv modelska potpunost. ) 

(iii) Za svaku peform postoji egzistencijalna 

formula w tako da T 	p et w. 
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Dokaz. 

Neka je 	i Si tez lx MOS Dovoljno je dokazati da je Simi% proms 

1.14.. *31 I1QZ 
su modeli i za DV, pa postoje utapanja f t 

ie2, i ona su elementarna Jr je T modelski potpuna. Dakle, 

s1 lyff14,144.32 1.9Ifzil. 

Neka je S ekstenzija T retenicama: 

(1) p(c) IciaT  

(2)-44/(c), gde je w(x) bilo koja egzistencljalna formula td. 

TI--w(x)442(x). 

Pretpostavimo da je S konzistentna. Onda S ima model V. (11,a) aciA l• 

plc), za neko cal. Prema (ii) sledi da TOM F- oc), a na osnovu 

finitarnosti dokaza 	 )49(01 gde je6(c,as ,...,a ) 

konjunkcija konatno mnogo retenica iz DR1. Koko c o al , 	pat:Constr., 

to mogu biti zamenjene promenljivama pa T F- 6(xoy . ..,x rn)sm,(x), 

gde je 6 bezkvantorska 	tj. 	IF- 	w(x)412(x), 	gde 
	

je 

w(x)=3x 6(x,x ). S druge strane 111.-9/04cl. sa 

/11.0c1. Protivretnost S znati da postoje egzistencijalne formula 

x ' mot
n
td. TF- x(x)4p(x), za 1.1iSn.TF- p(x)4ot 

Neka je y(x)sigx n
(x). Tada T F- 004w(x) i r je logitki 

ekvivalentna egzistencijalnoj formuli. 

Neka je g:11 	utapanje modela za I i p(a)eForm. Prema (iii) 

p(x)exp(a), za neku egzistencijalnu formulu p. Neka /11. plat . 

(Ind& %I+ 02),tj.SE ptgal. p0 4.6., pa i SE wfgal. Slitno 

9111.0111. plgel, to je Tmodelski potpuna. 	 ■ 
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§ 4.2. ThCAZP) i Th(GLUD 

U ovom paragrafu pokazaoemo modelsku potpunost Th(AZP) i 

Th(GLU) kao i da su one modelsko kompletiranje,respektivno, 

teorije polja (P) i teorije linearnog uredjenja (LU). 

AZP se dobija dodavanjem prebrojivo mnogo aksioma na aksiome 

polja: 

(Yy ...y )(3x)(x n+y 	 =0), za svako 
n 

Teorema 4.8. (A.Robinson) Th(AZP) je modelski potpuna. 

Dokaz. Neka je f:11 	utapanje A2P, Po pojadanju 

Lgwenkeim-aolem-Tartki tome [1 ttr. 1091 paltaio 11.1AU i 930)11 

sa 	odgovarajudim 	elementarnim utapanjima 	g 	i 	h 	td. 

111s  1=115 1 1>1331? 1911 (f je 1-1). Akopostoji izomorfizam 	 13 
1 

td. korh.f:91 	931  anda je f alamentarna (4.21.). Pokatime da 

postoji: 

Neka je U(V) transcedentna baza za 9/s (151
) nad 11 (5). 33 je 

beskonaeno pa je 33 1  neprebrojivo tj.IUI=IV I i neka je k.0 >--1 ►  V 

bijekcija191. Protirimo k na k :91(U) >--* 'WV) i k 191=1A . k s  se 

mote protiriti na k 2 :9ts  >--* 	jer su 111 (131 ) algebarska 

zatvorenjaitt(U) (91(V)). 	 ■ 

Pojam modelskog kompletiranja se koristi u eliminaciji 

kvantora, sada, na bezkvantorske formula (9C7:00) za razliku od 

2.dela, ali i u dokazivanju: postojanja efektivnih postupaka za 

retavanje sistema jednatina i Hilbert-ovog Nullstellensatz-a. 

Definicija 4.9. Neka su I i T s  teorije istog jezika T s  je 

modelskokoinpletiranje Takko 

(i) ako 	T onda 	T; 

(ii) ako je 	T onda postoji ekstenzija 1B2 91 t.d./311,  Ts ; 

(iii) ako je 	TP ItS93 9ter,131. Ts  i 	Ts  onda 
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(Sail aeASat, ) a€A  

Ako je T modelsko kompletiranje za T onda je T modelski 

potpuno, ali T
i 

mole da bude modelski potpuno I da za T 

71501/01Wit (i) i (ii)p a di ni duds h951)15WIIRS 24 T. 

Thorns 411th SAIROinogn) MOWSko kompletiranje svake 

teorije T je jedinstveno, ako postoji. 

Dokaz. Rake su T
i 

i T
2
dva modelska kompletiranja .Pokatimo 

da je TSTtako to demo pokazati da T 4 91• 72
. Lanac struktura 

4 111, :newldefinisan jesa: 

920=92 

(i ) Neka je itzn I• T z .Onda ItIzn F T press 4.9. ( 	to postoji 

2n+1  21 
td. je n+1 I. T2

. 

(iii) Neka je 112nn  is T2 . Slieno kao pod (ii). 

Neka je 910;41.12„: new Iasi 9.1zn+z  nee Ka k o su 912n : nee i 192210.1 :new 1 

elementarni lanci, jer je T ,T modelski kompletna to 	(<411 i 	MS 
1 2 	

II 
0 CO 	1 OD 

I 1 str .1151 tj. prema 4.3. 0<0171 . pa Vo l. Tz . Slieno i 7STI , pa 

Ta-T l .is 

Sledeta dva iskaza A.Robinsona odnose se na kompletiranje 

AZP: 

Teorema 4.11. Th(AZP) je modelsko kompletiranje Th(P) . 

Dokaz. Kako je skup aksioma za AZPP to 4.9. ti sledi 

neposredno, a (ii) na osnovu einjenice da je svako polje produtivo 

do AZP, pa preostaje da pretpostavimo antecedens od (iii): 

Neka je 911. P i 	algebarski zatvorene ekstenzije od 92. Po 

pojaeanju Ldwenheim-Skolem-Tarski tears** 11 str. 1091 postoje 

SIM/ i Oros td. Itt1
141151 1> 	Neka je U(V) transcedentna ban 

za 111I 
 ((t ) nad U. Tada je beskonaeno pa je S

1 
neprebrojivo 

tj. 1U1s1Vlit15151 1. Neka je k:U >--e. V bijekcija. Protirimo k no 
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k :91(U) 	tkV) 	i 	k 
a 
 PU=i

A  . 
	k

a 	
se mole 	protiriti 	na 

k 
2 
 19

1 
 r--* O1

1  jer su 	
(Cf ) algebarska zatvorenja 41(U) (91(V)). 

:I. 

Prema 4.3. sledi (23,a) aeAF.-(0r,a) aeA . 	 ■ 

Teorema 4.12. Th(GLU) je modelsko kompletiranje za Th(LU). 

Dokaz. (i) sledi na osnovu aksiomatike za GLU i LU. (ii) sledi 

dodavanjem RJ F LU elemenata, koji ispunjavaju sve "praznine". Zato 
pretpostavimo 9,1 F LU, 41105 	SILCe 	93 GLU 	GLU ali 

(Spa) 
&EA 

( cr , a )
aEA 

 ti.za neku 42( x)eForm vat i 

BI. 9[0 i 	-100. 

Neka je 1/0  konatna podstruktura od 41 sa domenom lael...,an . Prema 

pojadanju donje Lowenheim•Skolem-Tarski teoreme (1 str.1091 

postojeprebrojivebeskonadne strukture % i flit  td. I/ 03<ati It .9- 
0 	0 

<4t i naravno (*pa0n )0(acpa0n).  No to je nemogude, 

jer postoji izomorfizam f:Sr--)Ata 
	t 

td. f(a.)=a
i 
 za ien. f se 
 

konstruite Cantor-ovim "nazad-napred" argumentom. 	Neka je 

i C=lc:i<14 enumeracije td. a.=b.=c.,za ien. f se 
t L 	 L L L 

definite indukcijom po is 

(11 za len fb.mc. 

(2) On p i parno . f je definisano na nekom konaenom B cB . 
o 

Neka je beB -B
o  sa najmanjim indeksom. b je u nekom odnosu sa t  

dlanovima B. Kako je B
okonadan to postoji ceC koji stoji u istom 

odnosu sa dlanovima f(B
o ), jer je C1 F GLU. Neka je fb=c. 

(3i On 	i neparno. Sliano kao (2) uz odgovarajuoe zamene. ■ 

Definicija 4.13. T je podmodelski kompletna akko TL.091 je 

kompletna za svaki podmodel II modela teorije T. 

Furidamentalna veza dosad uvedenih pojmova teorije modela sa 

odludivotdu data je sledeaom karakterizacijom eliminacije kvantora 
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na beZkvantOrSke formule i pripada G.Sacks-u1151: 

Teorema 4.14. T doputta eliminaciju kvantora akko T je 

podmodelski kompletna. 

Teorema 4.15. (A.Robinson) Ako je I univerzalna teorija sa 

mOdelskim kOMpletiranjOM
* 

onda
* 

dopuita eliminaciju kvantora. 

Dokaz. Prema 4.1 4. dovoljno je dokazati da je T *  podmodelski 

kompletna. Neka je it podstruktura modela I. Svaka univerzalna 

reeenica iz T
* mora biti titer)a i u 4t thin. T. Onda je TLIAtt 

kompletna. • 

Sada, trivijalno sleds dva od tri glavna rezultata dela 4: 

Korolar 4.113. Th(AZP) doputta eliminaciju kvantora, to je 

odlueiva. 

Dokaz. Neposredrona osnovu 4.11. i 4.15. 	 ■ 

Napomenimo da je jedan naein eliminacije kvantora za Th(AZP) dat 

u(101. 

Korolar 41.117. Th(GLU) doputta eliminaciju kvantora to je 

odlueiva. 

Dokaz. Naposredno na osnovu 4.12. 14.15. 	 ■ 

§ 4.3. ThCRUZP) 

Da bi (kilt do glavnog orudja za ostatak dela 4 -Blum-ove 

karakterizacije modelske potpunosti-pretpostavimo da je T 

kompletna i prebrojiva teorija i uvedimo jot nekoliko pojmova . 

Za Wemo-1 neka je F T skup svih formula u jeziku T, Eiji! su 

slobodne promenljive podskup da je F AT 

monotono rastuda hijerarhija po n. 

Definicija 4.113. Formula ;( x l , 	x ) je konzistentna sa T 

akko T F 31)( 	
n 
p(x I 	

). 
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Skup SSFnT je konzistentan sa I akko egzistencijalno zatvorenje 

bilo koje konjukcije konaeno mnogo elanova F nT je dokazivo u T. 

n-tip p je maksimalno (u smiglu inklu2ije) kan2istentan Dekko ad 

F
n
T. 

Primstimo di se saki konzigentan podskup od FnT mots proiiriti 

do nekog n- tipa. Ozna6imo sa S t riT skup svih n-tipova teorije T. 

Definici ja 4.18. Neka je `1,1F T i 	Kate se da (a) realize je 

peSnT u 'U akko 	12[a] za svaki pep; tj. (a) zadovoljava svaki p 

iz p u 'lj.  

Definicija 4.19. Neka je Vbeskonaene struktura i Y911 43/41 je 

zasiteno nad Y akko Ype5IT( (`l,i,y1 yeY ) je real i zovan u (111y) yey  

je zasideno akko 	je zasideno nad svim Y91 td. IY I < IA I . 

Neka je x beskonaeni kardinal. 

je e-zasi>enoakko 	jezasideno nad svim 	td. IYI<x. 

Sa S(c) oznaeimo najmanju nadstrukturu od aa aiji je domen 

Boit Dosada uvedeni pojmovi su dovoljni za razumevanje sadr2aja 

sledeee teoreme: 

Teorenta 4.20. (L.Blum) 

Neka su I , * dve teorije istog jezika td. TST
*

p T je 

univerzalna i svaki model od T se mote proiiriti do nekog modela 

za T.  Onda T
* 

je modelsko kompletiranje od T akko 

za svaki 	Ti 	T*i 93*  je 1131 *-zasieeno 	 i 

h:03—.93
a

postoji 42:53(c)--.e. 

Definicija 4.21. Teorija realno uredjenih zatvorenih polja 

Th(RUZP) u jeziku .9+1. ima pored aksioma za poije (P) is 

(1) (Vx)(-m<x). 

(2) (W)()(Vy)(Vz)(m<y a y<z 9 x<z), 

(3) (Vx)(Vy)(x<y 	xey v y<x), 
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(4) (6)( 40Y)(0<x .s 0<y 40<xy), 

(5)(Yx)(VV)(00( A 0(y 1410(x+y)) 

(6) 061(3y)(0<x ►  x=yy), 

i prebrojiv niz aksioma 

(7n) 	( 40y
1
...yn )(16)(X

n+y
t
xn1+...+yn=0), 

za svako neparno new. 

Teorema 4.22. Teorija Th(RU2R) je modeisko kompletiranje 

uredjenih polja 1UP1 (UP= P +(1)-(51). 

Dokaz. Po Blumovoj teoremi (UP je univerzalna teorija i svaki 

model za UP je produtiv do model, za RUZP) dovoljno dokazati 

da: ako 13,13(c) I. UP i $* F RUZP i 93*  je 1131 +-zasidenoif:13.--+Xt(c) i 

h:13--+13 onda postoji 9:13(c)---+43* . b
**

se mote nazi td. je 

18(b il )W13(c) nad 93: 

(1) Ako je c algebarski nad 13 onda b
*
postoji, jer svaka 

algebarska uredjena ekstenzija uredjenog polja 13 je sadrtana u 

svakom realno uredjenom zatvorenom polju od 13. 

(2)c je transcedentan nad S. 

Neka su B i Ba 
elementi dvotlane particije B td. b t

<c<b
a 
 za sve 

b 
t 
 eB

t 
 i b2  eB2 

 . Neka je S skup formula: 

(i)b <x<b 	za svaki b eB i b eB 
2 	 1 1 2 2 

(ii)f(x)00 za svaki f(x) iz prstena polinoma nad B Mx/ 

koji nije identieki jednak nuli. 

S je konzistentno sa T((8.11 ,b) bee ), jer svaki konaaan podskup od S 

mote biti zasiten u svakoj realno zatvorenoj ekstenziji od XL 

Protirimo S do nekog peSiT((e,b) bee ) prema 4.18.. Svaka 

realizacija p u
* 
mote odigrati b

*
. Definilimo gc=b

* 

Korolar 4.23. Th(RUZP) dopuita eliminaciju kvantora i 

odlueiva je . 
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Dokaz. Na osnovu 4.23. RUZP je modelsko kompletiranje 

univerzalne teorije UP to zbog 4.15. sledi tvrdjenje. 	 ■ 

Problem 4.24. Kvi2teti Blym-ovu teoremul dokozati Oa 

Presburger-ova aritmetika dopuita eliminaciju kvantora, uvodeai u 

jezik jot jedan predikat, koji izrafava tredu vrstu osnovnih 

formula sa str. 27. 

Ovaj problem ilustruje da je definicija 2.2. za 50.0 dovoljno 

Siroka da se obuhvate sve primene i u odlutivosti uz neminovno 

proiirenje j ezika, to Baca novo svetlo na autorove stavove iz 161. 
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5. METOD INTERPRETACIJE 

Suttina metoda je da se za razmatranu teoriju I jezika 

pronadje odlueiva teorija T o  u jeziku .20  i neko efektivno 

preslikavanje t, koje svakoj reeenici p jezika 	dodeljuje 

retenicu t(p) jezika .20  td. vati: peT akko tIcOeT o. Onda motemo 

tvrditi da je To  u jeziku to odlueiva. 

Napomenimo da je ovaj metod najtette sredstvo za dokazivanje 

neodlueivosti teorija i da je, naravno. pofeljna Ito vet:: 

ekspresivnost odlueive teorije T o . 

§ 5.1. Samsantiolca interpretacija 

Za primenu metoda treba nam jot nekoliko pojmova (pre svega 

dobijanje models 21 iz models 13 definabilnom relacijom) i opis 

semantieke interpretacije, tto dajemo prema 1141. 

Neka je L jezik za ils(A,R) i L 1 
 jezik za 13s(BIS ,S 2

,...) 

p(x,y,...) formula jezika L i  sa bar jednom slobodnom promenljivom 

x 	(eventualne octal. slobodne promenljive igraju ulogu 

parametara).Formulu p(x,y...) oemo skradeno oznaeavati so p(x) tj. 

p. 

Definicija 5.1. Neka je 9 formula jezika L l . Formula € 9  je 

relativizaciia svih kvantora iz B na p akko se dobija induktivnom 

primenom ova 3 pravila: 

1) Ako je B atomiena onda je 8 =9. 

2) Ako jeesryt iii es-ixondaestretj. en-terespektivno. 

3)Ako jeOsiluxonda je (3ux) P  s 3U(12(u).."). 

Primetimo da je ponekad potrebno, za korektnu relativizaciju 
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preimenovati promenljive formule p da bi izbegli vezivanje drugih 

slobodnih promenljivih iz p osim xi i da Je relativizacija za 

drugi kyantori(tuz) 9  = stutiOulix9), 
Neka je beB,...,niz vrednosti u B za parametre y,...,iz v i 

definiiimo C=0:13 I. vla,b,...I. Ovo je domen definisan sa p 

dodeljivanjem vrednosti za parametre y=b,... .Skup CSB indukuje 

podmodel v(cs 3 ic,s2  lc,...) madels 

Efekat relativizacije je da svede zadovoljenje formule p u 13 na 

zadovoljenje u podmodelu Cita pokazuje sledeaa, lako dokaziva: 

Lema 5.2. Neka je e(;) formula jezika L i  i neka su p, B, 

beB,...,i C kao gore.Tada za svako ceC 

9$5 15) akko 	f. e[cl. 

Radi jednostavnosti, uveEtemo sledete pojmove samo za formule 

p(x) (sa taeno jednom slobodnom promenljivom x)i p(u,v) jezika L a 
(sa dve slobodne promenljive u,v). 

Model /3(plw)=(C,R) indukovan ule(sa p(x) i w(u,v) ima domen 

C=.0:93 F plc] 	i dijadsku relaciju RSCxC, 

R=4(b,c): b,ceC,13 ft  v0(b,cli 

Neka je e(z) formula jezika sa binarnom relacijom P. Formula 

POP je formula dobijena iz e formirajuai prvo relativizovanu 

formulu 89, a onda zamenjujuti u 992  sve atomidne formule P(z ,z ) 
1 2 

sa 	w(z s ,z2 ).Primetimo 	da 	kvantifikatori 	u 	w(u,v) 	nisu 

relativizovani sa 9. 

Slededa lema daje odnos izmedju zadovoljenja u modelu S i 

indukovanoj strukturi: 

Lema 5. 3. ZaceC, 

'8(7,w) F etc] akko 5 F /99'wici 
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Primenu metoda ilitepestseijs ommtaus nam 

Teoresa 5.4.114/ Neka su T i T i  teorije jezika L i L 1,rodom, 

i mike su 	i 9C klase struktura td. T=Th(9() i TiaTh(9[1 ). 

Predpostavimo da jo AID 	relscijiki ii relscijsms Po llillPk i 

Neka le Plx,Y,...) formula L i  i W a OPo ► .., ►Wk ) niz formula tdi 

ako je Pt  MOW 	onda Wi  Ws ni  slobodnih orcumnIWO 
(1514ik). 

Predpostavimo da 

(1) Za sve 2A0( i sve vrednosti 	 parameters iz p 

15(shp) f T. 

(2) Za svaku 1)*(A,R0,...oRk )E0C, postoji model Sec i 

dodeljivanjevrednosti 	 za to dodeljivanje 112115(pop). 

Pod tim uslovima, ako je T I  odlutiva onda je i T. I obratno 

ako je T neodlutiva onda je i Ti . 

Dokaz. Neka je BreEenica jezika L idefiniiimo rVy• .9PIW 

gde je univerzalna kvantifikacija preko svih promenljivih, koje su 

parametri u p(x,y,...) (ove promenljive su slobodne u B ako 8 ne 

sadrti kvantore ). Prema 5.3. za svako Se% i dodeljivanje 

y=baD,••. vati 

(*) 	 15 E (99 ' W1b,. .. 1 akko 	X5(9.14) 

Neka je BET. Uslov (1) implicira S(pop) E 6), za bilo koje 

9540C y=b,... ,pa prima (*) 15 E Y. Ali IBeK 2  je biloproizvoljno to 

yeTh(9C)=.1.  . 
s 	s 

Predpostavimo yeT i . Neka je %hex. Tada prema (2) za neko 15e5Ci 

y=b,...ottWE(pop).KakolB E yto 15 le 6"1b,...1, pa press (Op 

15 (p,p) E 19, tj.la is 8. Zakijutujeno 5C E Bi &eh 

Neka je T odlutiva i B retenica iz L. Konstruitimo r. Kako 

yeT, akko file, to imamo regen problem odluEivosti za T. 	 ■ 
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Napomene 5. 5. 

a) Ukoliko je T konatno aksiomatizibilna onda se ulov (1) 

mo2e ispustiti modifikujudi konstrukciju za y. 

b) Sa odgovarajudim izmenama 5. 4. van i ako je neki od 

spomenutih jezika iii tak oba drugog reda. 

Jedini taniffiljiv glUAaj ea ttandviita odlulivosii teorija 

drugog reda je za monaditke (singularne181) jezike, kod kojih 

promenljive uzimaju vrednosti proizvoljnih podskupova, jer kada 

imamo kvantifikovanje promenljivih nad binarnim relacijama iii 

operacijama skup svih tatnih retenica tog jezika je neodlutiv.Zato 

tm formula u joliku I kojom so rolativiauja .(w) biti eblika sttX i 

X to 6141 parameter u 014. Ako jezik M ima skupovne promenljive 

onda se relaiivizacija sa p obavija prema pravilu 

= 04 6A4/260 

Sa ovom modifikacijom 5.4. vati za monaditke jezike drugog reda. 

Gornju diskusiju dopunjava 

Teorema 5.6.15 str.951 Ako jezik 	dopuita univerzalnu 

(egzistencijalnu) kvantifikaciju po dijadskim relacijama i klasa 

modela K sadr2i beskonadan model onda je Th 2 (K) je neodlutiva. 

§5.2. Cklitzoiymiteorijeldrugogrenia 

Od ovog paragrafa do kraja 5. dela raditemo uglavnom sa 

monadskim (singularnim HD) jezicima drugog reda L 2 , koji sadrfe 

binarnu relaciju e i skupovne promenljive X, Y,... . 

Primetimo da su definic:ije 1.1. i 1.12. primenljive i za 

teorije (slabog) drugog reda (Thw ) tj. Th2 . 

Najznatajniji rezultati odlutivosti teorija drugog reda 
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koriste metode i rezultate teorije automata. Tako se u dokazu 

odlutivosti Thz
(10,5)=S1B koriste automati na umnizovima, a za 

Th
w
(w,S)=WSIS automati na konadnim nizovima. 

Prvi znatajan rezultat je 

Teorema 5.7. 101 TeorijaSISjeodlutiva. 

Neposredno sledi i da je teorija WS1S odlutiva (vidi Primedbu 

5.15.). 

Vrlo primenljiva teorema o odlutivosti jedne teorije drugog 

reds je nastala daljim uopitavanjem pojma automata na beskonatim 

drvetima. Iako at radi o konatnim objektima (automatima) 

transfinitna indukcija do prvog neprebrojivog kardinalnog broja 

at esencijalno koristi 113 str.19 i str.291. 

Neka je T=40,11*  skup svih konatnih nizova na alfabetu 40,11. 

Prazan niz A je, takode, u T. T se mote posmatrati i kao 

beskonatno puno binarno drvo eiji je koren A a tvorovi su elementi 

iz T. Na I definiiimo dve sukcesor funkcije r 0  61)=x0 i r(x)mxl, 

za meT9te je S2S prirodno uopitenje Thpe,S). 

Ako je L
2 odgovarajuti monaditki jezik drugog redo sa unarnim 

operacijama ro,ri  tada va2i: 

Teorema 5.8.1131 Teorija drugog reda dve sukcesor funkcije 

S2SeTh2(T,r0
ir) je odlutiva. 

Binarno drvo I2 
 mT: u izvesnom smislu sadr2i sva drveta sa 

prebrojivim grananjima. Iz tih razloga, odlutivost S2S implicira 

odlutivost teorija drugog reda mnogo komplikovanijih drveta i 

klasa drveta. 

Teorema 5.9.1131 Teorija drugog reda SwS od w sukcesor 

funkcija je odlutiva. 
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Dokaz. Neka je AST skup sa jedinstvenim korenom A REA, 

najmanjim prema relaciji Definitimo relaciju S(A)S2  sa 

(x,y1eS(A) akko 

xeA A yeA A x<y A Vz( zeA y -Ax < z < y) ) 

Ako je (x,y)eS(A), onda je y neposredni naslednik od x u A. 

Tako T(A)=(A,S(A)) je drvo sa korenom AA. Primetimo da je za 

x,yeA, xSy (gde je parcijlano uredjenje na T) akko x je 

predhodnik za y u T(A). 

n 

	

Neka je A = 	
2 

u 11 01 0...1 kO: 15k<w,0<n.,1SiSki.. U 

T(A) skup neposrednih naslednika proizvoljnog xeA je dobro uredjen 

u jedan co-niz sa « (leksikografsko uredjenje na D. Sada motemo 

definisati r o
A  
(x)=y sa (x,y)eS(A) A Vz( (x,z)eS(A) 4,yoz 

induktivno za n<co, r
A 
+1 (x)=y sa: n 

(x,y)eS(A) n A r.A  (x)Pey n Vz( (x,z)eS(A) A A r.(x)$z 4 yqz 1. 

	

i(n 	 i<n 

Sa ovom definicijom sukcesor funkcija r n
A  

o nee, model 

	

r
A, sIA, «IA) 	je izomorfan sa (co

* 	
<0 r A , S, 

neil 	 n<0.) .  

Sada je skup A i relacije r
A (x)sy, rwaa, definabilne u S2S. Na 

osnovu I13,teorema 1.10. str.101 sledi odlueivost Sue. 	 ■ 

§ 5.3. Pri mene na uredene skupove 

Neka je G klasa svih gusto uredenih skupova bez krajeva 

(A,5)1. GLU sa prebrojivim domenom. 

Teorema 5. 10. Thz (G<
co  ) je odlueiva. 

Dokaz. Na I mo2emo definisati parcijalno uredjenje sa 

xSy akko VX (xeX n Vz(zeiX ero(z)eX A r s (z)eX) 4 yen, 

a leksikografsko .*csa 

x«.y akko xSy 	3z(ro(z)Sx Ar l (z)50. 

Uredeni skup 6:=(ix1: xeTh <) ima tip uredenja n, jer je gusto 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



linearno uredenje bez krajeva. Kako je svaki (A,S)eG ‹
W  izomorfan 

5A n prima 3.5. to je (A, 5)24t. Neka je u 5.4. formula 

relativizaciie 136400gued, a 	zamenimo as (c Tada je Th210 

odlaiva jar is ma's) intim-pretrial u SZS u WIN 21 Oche 

Korolar 5.11. 51aba teorija Oruggg reds gustih linearnih 

uredenja, Th
w
(G), je od1udiva. 

Aka je K: klasa avih Tirehrojiviti linearno uredenih *hypos,* 

onda vafi: 

Teorenta 5.12.1 13] Thz
(1(
<
), teorija drugog reds prebrojivih 

linearnih skupova je odlueiva. 

Dokaz. Kao i u 5.10. definite se parcijalno uredenje S i 

leksikografsko uredenje << i uredeni skup at tips n. Kako za svaki 

prebrojivi uredeni skup (A, 5) postoji AST td. (A, 5)21(eL, <0, to 

kao i u 5.10. sledi odlutivost Thz
(K

co
). • 

Korolar 5.131. 1131 Slabs teorija drugog reds linearnih uredenja, 

Th
w
(K), je odludiva. 

Korolar 5.14. Monadska teorija drugog reds prebrojivih dobro 

uredenih skupova je odlueiva. 

ImpaJmr. Monadska retenica drugog reds 

WW/(Wx3yVz( Kea 	yea n (zeX • 1,152) ) 

ima osobinu da linearno ureden skup U zadovoljava W tj.itE W akko 11 

je dobro ureden. Tako za bilo koju reeenicu p vati 	W4qp akko p 

je tatna u svim prebrojivim dobro uredenim skupovima. 	 ■ 

Priam:WA 5.18. Neka je Th2(K), teorija drugog redo klase 

models K, odludiva. Tads je odlutiv i svaki podskup redenica 
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Pgh 2 (K) u jeziku 2 za koji se ofektivno mole odrediti da li je

retenica it R u jeziku .r. 

Teorema 5.18. Neka je KW  klasa prebrojivih modela, koji 

zadovoljavaju skup akioma S td. je Th (K) odlueiva, a S je u 

slabom jeziku drum redo Silt pekoe) njegovom itratojnom 

ellvivalentu w- jeziku npr.). Todd je Thw (5l odlutiva i kompletna. 

Dokaz. Prema donjoj LOwenheimlkolem-ovoj teoremi za svaki 

S postoji prebrojiv model 93 td. gW11 gde je SEKW. Otuda je 

Th 
11
(S)=Th (e), a ova poslednja je odlueiva prema 5.15. i 

kompletnal 	 naravno. ■ 

Primetimo da u predhodnoj teoremi Th(S) je kompletna i 

odlukiva i ako jo aksiomatika S u Auk) prvaa reds, a da vali i 

za sve logike za koje va2i donja Ldwenheim-Skolem-ova teorema 

(L
CO II 6) 

, L(D ) ). 
0 

Na osnovu 5.16. neposredno sledi niz posledica: 

Korolar 5.17. Th(GLU) je odlueiva i kompletna. 

Korolar 5.18. Th(LU) je odlueiva i kompletna. 

Rezultat 119] za dobro uredene skupove (DU]: 

Korolar 5.19. Th(DU) je odlueiva i kompletna. 

§ 5. 4. ThCw,+3 

Konatni nizovi nula i jedinica su dovoljni za kodiranje 

sabiranja prirodnih brojeva. Naime, karakteristiena funkcija skupa 

X, xx ,gde je %Ss) definiie prirodan broj 

n(X)=1*xx (0)+2*xx (1)+...+2 k*zx (k)+..., 

a kvantifikacija po konaenim podskupovima skupa G.) omogudava zapis 

sabiranja definitudi sabiranje binarnih zapisa datih prirodnih 
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brojeva. Otuda, koristeti odlutivost WS1S 

Teorna5.20. 114] TeorijaTh(0,+) jeodiutiva. 

Dolcaz. Formula 

p(X,Y,Z) a 31Yx 	-0eT A 

9(x)6T 41 (xdAmeY)v(xemeT)vAuttAxiT) ) A 

( xmZ to (xeknxeY^x4T)v(xe)(A-maYA-IxteT1r( -mietaxmiformeT )v 

(-me0(....-meN^rmeiT) ) 	) 

u jeziku WS1S to biti tatna u (o),S,O) akko n(X)+n(Y)=n(Z). Naiee, 

u p we razmatraju prenosi prilikom binarnog sabiranja i oni we 

tuvaju u T. 

Zamenom u proizvoljnoj retenici peTh(w,+) podformule a+bsc, 

sa p(X,Y,Z) gde je a=n(X), b=n(Y) i c=n(Z) dobija we retenica 

9eWS1S tj. vati peTh(t), 4) akko 99491S to motemo odlutiti da li je 

peTh(w,o). • 

Iako je jasno iz predhodnog uvoda da kvantifikacija po 

konaenim podskupovima uz binarnu relaciju e omogutava izratavanje 

sabiranja ostaje 

Problem5.21. Nati vezu izmectudokazaodlutivosti,koritdenjee 

eliminacije kvantora za, recimo, Pressburger-ovu aritmetiku 

interpretacijom u teoriji drugog red. WS1S. V
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6. KOMPLEKSNOST TEORIJA 

U ovom delu razmatrade se kompleksnost algoritama, kojima se 

dokazuje odlueivost u rodu raimatranin teorija, Videdemo dal fakt 

da su odluaiva tabrija trivijalno, joi nip' dolman i do no 

postal* otbiliniie indikaeijo njogovo vorifikacijo. Uvoidomo Immo 

pojmove koji nim omogutavaju razumevanje Woman twos i mkt 

specijalne osobine Blum-ovog pojma ubrtanja (speed-up 141) 

6.1. Osnovni pojmovi i rezultati 

Kako je cilj da se pokafe da je svaki algoritam, kojim we 

dokazuje da je teorija I odlueiva tzv. procedura odluke I 

slotena, moramo da imamo pojmove koji izratavaju matematioi 

to slotenost. Motivisan delom praktienim razmatranjima, obieno we 

posmatra gornje ogranieenje resursa datog koncepta izraaunljivosti 

mi demo raditi se Turing-ovim maiinama ) koji je potreban za 

retenje problema. Dve zajednitke mere koritdenja resursa bilo kog 

koncepta izraeunavanja su vreme, broj koraka u izraeunavanju prema 

datom algoritmu, i prostor, velieina memorije koritdene 

algoritmom. Ked je dat konkretan odlueiv problem i neki algoritam 

za taj problem gornje ogranieenje we dobija razmatranjem potrebnog 

vremena i prostora prema tom algoritmu. Medutim, za nalatenje 

optimalnog algoritma potrebno je nadi i donje ogranieenje 

kompleksnosti problema, tj. mora se pokazati da je izvesno vreme i 

prostor korilden od strane bilo kog algoritma od beskonaeno mnogo 

njih koji retavaju problem. dak i ako je eksplicitno nadeno gornje 

i donje ogranieenje kompleksnosti problema mogute je na drugi 
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natin, implicitno, klasifikovati problem stavljajuti ga u neku 

klasu kompleksnosti, koja obuhvata neki skup problema. 

Koristitemo svodljivost, koncept, pozajmljen iz teorije 

rekurzija [157 za odredivanje kompleksnosti jednog problema, kad 

nam je poznata kompleksnost drugog problema i postoji ogranitenje 

za koritdenje resursa u izradunavanju funkcije f kojom se vrti 

svodenje. Naime skup A je (vide-jedan) svodlav na B funkcijom f 

akko xeA rCx)e.B. Postupak svodenja, koji pripada Cook-u, 

shematski izgleda ovako: 

"kompleksnost za A" :5 "kompleksnost za 8" + "kompleksnost za f" 

jer se od bilo kog algoritma M B  koji prihvata skup B mote dobiti 

algoritam MA, koji prihvata A: za dati ulaz x, algoritam M
A 

prvo izratuna f(x) a onda primeni Me  na f(x). 

Kako su sve procedure odluke, 	koje demo susresti, 

eksponencijalne slofenosti to "kompleksnost za f" nede imati 

nikakvog uticaja, jer je obiEno polinomskog tipa. Rezultati koji 

slede, takode, nede zavisiti od sistema izratunavanja, jer je 

kompleksnost prevodenja iz jednog sistema izradunavanja u drugi, 

takode, polinomskog tipa. 

Pored Turing-ovih mafina kao koncepta izratunavanja, za meru 

slofenosti demo koristiti vreme tj. broj koraka u itratunavanju po 

datom programu. 

Rezultati de biti u obliku da za bilo koju proceduru odluke P 

za datu teoriju To postoji reeenica p veliaine n (tj. p je sa n 

simbola Ipl=n) za koju P zahteva najmanje f(cn) koraka za odgovor 

na pitanje da li je peT. Funkcija f(n) de biti najmanje 

ekponencijalna oblika 2n , a c fiksiran realan broj vedi od nule. 

5:3 
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OA: OpSti postupak za klasifikaciju kompleksnosti problems T 

se sastop u sledetem: 

	

Treba MI6 klaSe kompleksnosti t, 	i 	. td. 
Onje 	gornja 

1) donjaelf 
T za neku funkciju f koja je efektivna 

svodljivost tj: 

a) 	izratunljiva 	Deterministitkom 	Turing-ovom 

matinom IDTM1 unutar log(n) prostora Cu oznaci S log ) 

ili 	b) izratunljiva sa DIM u polinomskom vremenu [<_p l 

iii 	 c) kao pod a) i jot If(1)15b hot, za b>0, gde is>I je 

dufina retenica p I:5 log-lint' 

ili 	 d) kao pod b) i jot If(c11:2)191, za b>0, gde 1 9 1 je 

dutinaretenicaspItS3- 

21Tcgornja" 

Naravno, pofeljno je da obe klase 'clonjai  tgornja 
budu 

Ito blite, a aka je tdonja = Vgornjaat 
 onda je I t-kompletna. 

Pre nego Ito iskatemo niz rezultata bez dokaza a kompleksnosti 

procedure odluka teorija, koje smo posmatrali u prethodnim 

poglavljima uvedimo slededu definiciju funkcije 

F(11,1)=2n , F(nfm+1)=e 

	

_ F(n,m) 	 • 

Ako je 046 onda sa f(n)flF(nadn11 oznatimo funkciju koja ima 

ceo deo od do "spratova" dvojki. 

Teorema 6.2.1 141 Postoji konstanta d>0 td. zafunkciju f(n), 

i svaku proceduru odluke P za WS1S postoji beskonaeno mnogo 

retenica p td. P zahteva vile od koraka za odluku da li 

peWS1S.( Ili, krate, WS1S ima inherentnu kompleksnost F(ntIdnl) za 

neko d>0. ) 

Teorema 6.3. I 141 Teorija prvog reda Th ILO) I inearnog uredenja 
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ima inherentnu kompleksnost Finoldni) za neko 00. 

Analiza dokaza za WS2S i S2S pokazuje da one imaju istu 

inherentu kompleksnost kao I WS1S i da je to najbolje donje 

ogranidenje. 

2a razumevanje sledede dve teoreme treba nam jot nekoliko 

pojmova: 

044m NOW je T; 	R i M Turing-ova maiina. M prihvata 

unutar vremena(prostora) T(n) akko za svako x koje M prihvata 

postoji izradunavanje td. vreme(prostor) izradunavanja ne prelazi 

T(IxI). 

DTIME(T(n)) (res. DSPACE(T(n)) oznadava klasu problema koje 

DTM prihvata unutar vremena (res. prostora) 	T(n). Slitno 

NTIME(T(n)) i NSPACE(T(n)) samo za nedeterministitku Turing-ovu 

matinU. 

Prema 1177, u kome se mogu nazi i sve reference, a u skladu sa 

6.1. dajemo sledede rezultate 

Teorema 6.5. Za Th(w,$) je tdonja
=NSPACE(n), ostvarena 

svodljivo§du :s: lag_ lin' a tgornja
=DSPACE(n).  

Teorema B.B. Za Th(w,+) je  edon ja
NTIME(F(n,2)), ostvarena 

svodIjivotdu p-lin, at
gornja = U DSPACE(F(cn,2).  

Dakle, PAR ima tzv. supereksponencijalnu kompleksnost. 

§ 6.2. Jedna vrsta mbrzanja za Th(w, +) 

Neka je data DIM, koja staje za sve ulaze, i neka Time M(x) 

oznadava broj koraka u izradunavanju DTM M za ulaz x. Skup 

redenica nekog jezika mofemo da posmatramo i kao podskup svih reef 
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nad dstim slfabetom £ tj Sentra* . Sada motemo da damo opttu 

definiciju jedne vrste &zoo, 

Definidi ja 0, 7 1  PHI ono da problem A.. *  ima TC -na polinom 

efektivno beskonrno testa ubrzanje I T(n)-ubrzanjel akko postoji 

polinom peln] td. za bilo koju DTM M koja prihvata A mi motes* 

efektivno konstruisati DTM M koja prihvata A i beskonaean 

rekurzivan skup U5E ll  td. 

TiMgm(X ► 	T(Ix1) 	za sve xelp 

Timem  (x) S p(Ixl) 
	za sve 

Slededa teorema i napomena iz 1171bide nam potrebni za glavnu 

teoremu ovog paragrafa. 

Teorema 6.8. Za bilo koju elementarnu funkciju T(n), postoji 

problem A u U DTIME(cT(n) 2 ), koji ima T(n)-ubrzanje. 
vett  

Haporaena 8.9. Ako je ASeffF3 sa f i f je neka od tetiri 

svodljivosti iz 061., onda ako A ima T(n)-ubrzanje ima ga i B. 

TearemmO6.10. Th(o,+) ima 2 n-ubrzanje. 

Dokaz. Kako vase sledede inkluzije 

U DTIME(c(2
n

)
2 ) S DTIME(2

(2 ) ) S NTIME(2
(2 ) ) 

cent  

to zbog B.B. NTIME(2
(2 ) ).Sp-lin

Th(co+), pa na osnovu 6.8. za 

T(n)=2
n je neki problem A sa 2

n-ubrzanjem svodljiv -p-lin na 

Th(Lo,+), te Th(cs,+) ima 2 n-ubrzanje prema B.O.. 

Primetimo da pojam T(n)-ubrzanja zapravo pokutaj heuristiekog 

reiavanja slofenijih problema te da je glavni zadatak dobiti 

pogodan rekurzivan skup U za koji vati da se mote "lakte" 

izratunati. 
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