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"Matematicko midljenje jeste, i mora
ostati, esencijaino kreativno"

E. Post

*$to neko sam vife duha ima,
nalazi da ima samosvojnih 1judi”

B. Pascal
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U radu se razmatra, trima metodama ( eliminacija kvantora,
model-teoretski i  interpretacija )y pitanje odlutivosti
(rekurzivnosti) matematiekih teorija zadanih semantizki ili
sintakens. OdluZivost tesrije j# objsktivna mera njene slolenosti,
ali se jos ne nazire dokaz da su takve teorije vrlo jednostavne.

lako se glavni rezultati odnosi na teoriju modela, spominju

se i pojmovi teorije rekurzija: nerekurzivnost, rekurzivna
nabrojivost, kompletan H: -skup i sliZno.

Poito je uvedena notacija, u prvom delu se razmatraju osnovni
rezultati, a konstruisana je i neodluéiva teorija u w-jeziku ma
kompletiranjem koje nije rekurzivno nabrojivo.

U drugom delu je dat prikaz metode eliminacije kvantora sa
osvriom na dodatna model-teoretska svojstva, koja se dobijaju
primenom ove metode.

Model-teoretski metod je dat u trecem i &etvrtom delu, tako
da su u trecem susrecu pojmovi kategoricnost i kompletnost {(data
ja i aksiomatizacija za Th{wys,0)), a u &etvrtom modelsko
kompietiranje i zasicenost.

Peti dev se odnosi na metod interpretacije i u njemu je
dokazana odlueivnstltnorije drugog reda klase prebrojivih modela
gustog linearnog uredenja bez krajeva, kao i potpunost nekih
podteorija odlusive teorije drugog reda.

U zadnjem delu su dati poznati rezultati kompleksnosti u radu
razmatranih teorija i pokazana je jedna vrsta ubrzanja za Thiw,+).

Svom mentoru prof. dr #arku Mijajloviéu, od koga poti&u i svi
u radu naznazeni problemi, dugujem veliku zahvalnost za podstrek i

uloien trud.
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0. Notaciia

Koristicemo, izuzev u delu 4, konaéne jezike prvog (L")s

elabog drugog {L"(e,..)) i monadiske drugog (L*(€y...)) reda sa
uobiajnim  svojim konstituentima: rehcijama(skup‘ Relx),
nperacijama(Funx) i konstantama (Cons_.e). gde je X meta-promenijiva
za pomenute jezike.

Da bi razlikovali promen]jive po kojima éemo kvani;ifikovatis
meta-promenl jive za individualne promenljive jezika L e bitis
X3YsZy...sa za (kona&ne) podskupove jezika (Lv),Lz 1XpYeZpar o

Skupovi terma(Termg) i formula (Formz) formiraju se na
uobiZajni ma&in, kao specijaini kona&ni nizovi simbola jezika £,
jogiekih simbola: = vy =, individuainih pramenl jivih VoiVytere?
te ostalih simbola: 3,¢(,) i , uz uobitajne skracenice: ayren¥ .

Podrazumevaju se, uobiZajna, pravila prioriteta veznika,
brisanja zagrada, infiksne rnotacije za di jadske operacije i
relacije, korifcenje meta-jednakosti (=), koncept slobodnih i
vezanih promenjljivih, vezivanje istih kvantora u biok (Wy 2.z,
Vx‘Vi:zT...Vxn‘. pde x z.2Z. X HgeeeX ili x‘,xz,...,xn).

Retenica je svaka formula bez slobodnih promenl jivih, te je

Sent_.e < Formx.

Ordinal o je skup svih svojih predhodnika tj. em{@:Ka }s a,
specijalno, @ = {0s1,....}, gde je O = &, a n={0s1s...n1}.
Pisacemo dvosmisieno, -ali iz konteksta jasno, w umesio No i sliemo
za ostale beskona&ne kardinaie. o je najmanji kardinal vec¢i od a.

Da bi se, uopite, govoril;: o odluéivusti {rekurzivnosti,

efektivnosti) nekog skupa, on mora da bude prebrojiv. Ako je
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ispunjen ovaj uslov vrii se kodiranje (Godel-izacija,
aritmetizacija) tog skupa, te se posmatra odgovarajuéi skup
kodova, Tek sada, o ovom, najeesce, podskupu prirodnih brojeva
moZ¢emp govoriti kao o rekurzivno nabrojivom, rekurzivnom,
primitivno ili elementarno rekurzivnom i to u konkretnom sistemu
izra&unljivosti na skupu prirodnih brojeva {u daljem w).

Da bi izbegli tehnieke detalje, upotrebljvacemo stalno
Church-ovu tezu (filozofski princip da je svaka intuitivno

izra#unl jiva funkcija rekurzivna)y zapravo, tzv. slabu Church-ovu

tezu [12 str. 46] kojom se za neku konstrukciju, postupak i1li skup
tvrdi da je rekurzivan, elementarno rekurzivan i sl., bez

detaljnog i formalnog dokaza oslanjajuéi se na intuitivno poimanje

pojma izrasun]jivosti.

Taka se pojmovi: rekurzjvan jezik (sa kojim ¢emo uglavnom
raditi) rekurzivan, rekurzivno nabrojiv skup aksioma, efektivno
izabrana klasa formula i sl. ne¢e strogo definisati preko svojih
kodova, a dokazi ¢e biti bez dugih, tehni&kih detalja.

Napomenimo da c¢emo kontradikciju (na meta-nivou) oznaavati
sa L, a da ¢e dokaz biti omeden na poZetku rezenicom Dokaz., a na
kraju tipografskim simbolom ®, i da broj u uglastim zagradama

(npr.10]) upucuje na literaturu.



1 OsNOVNE POJMOVI

U razmatranju odlutivosti,obizno se pod teorijom jezika ¥
podrazumeva zatvoren (deduktivno ili semantieki) podskup recenica
¥, pa otuda it

Definicija 1.1. Nekd je £ proizvoljan rekurzivan jezik i
neka je H rekurzivan konzistentan skup refenica jezika ¥. Teorija
rekurzivno aksiomatizovana skupom H je skup svih logi&kih
posledica skupa H tj.

ThiH)={peSent : H | ¢ ¥
Teorija Th(H) i aksiome H su kompletne akko za svaku re&enicu p

vazi: peTh(H) v -weTh(H).

Opste poznatu teoremu navodimo bez dokaza:

Teorema 1.2. Ako je teorija T jezika L kompletna onda je
rekurzivno aksiomatizibilna akko je odluiiva.

Teorema 1.3.[13) Neka je T rekurzivno aksiomatizibilna i
pretpostavimo da postoji rekurzivan niz re&enica (AL ATEE ko ji
zadovol java sledece uslove:

(1) TV {pn} je kpnzistentno za svako n.

(2) Svako kompletiranje T‘ET ima skup aksioma
B = {w‘,....wk,..}- tako da T: Th(B),i za svako k postoji n 2a
koje T } L wlnwzm..nwk.

Tada je tgurija T odeéiva.

Dokaz. Neka je H rekurzivna aksiomatizacija za T.
Kantorovskim na&inom izbrojavanja racionalnih brojeva moiemo

poredjati u niz D‘.Dz.... sve logicke posledice svih skupova H“== H



U {pn}, n=1,2,... :iz rezi nad alfabetom H odaberemo najkracu
koja je dokaz i zadnju formulu toga dokaza bznazimo sa Di,zatim

Prvu narednu koja je dokaz i nju oznacimo sa Dz,pa onda zadnju
formulu najkraceg (u smislu duiine reei) nad alfabetom sa Ha'

itd..

Sli¢no enumerifimo i sve posledice od H u niz E‘;Ez.... Na
ta; natin ako je proizvoljna regenica p € T onda se ona pojavljuje
UanUE,E | B Y [

i1 2
Tvrdimo da ako p & T onda se -p pojavijuje u nizu D‘;Dz)... y5t0
ie doveljno za odludivost teorije T,

Ako peT onda je Tu{-np} konzistentna pa je podskup nekog

kompletiran;a T‘?_—' Tu{-p}.Po  (2) T, ima  aksiomatizaciju

B={w1.wz,..} tj. B}--up, a zbog konatnosti dokaza za neki i

wiA...Awk} ~w.Kako postoji n tako da T} Pa® YAV Ay o

TU a se javlja unizu D 4D ... .
.{@nH""PP ") J AN [ ]
Sliean dokaz ima i sledeca :
" Teorema 1.4. [11) Neka ie T rekurzivno aksiomatizibilna
teorija jezika L i pretpostavimo da sve kompletne ekstenzije T

mogu biti izlistane efektivno. Onda je T odlueiva,

U sve tri prethodne teoreme se uslov rekurzivna
aksiomatizibilnost moZe oslabiti uslovom rekurzivno nabrojiva
aksiomatizibilnost, %to pokazuje

Teorema 1.5. (Craig-ov trik)Ig@] Neka je T rekurzivno
nabrojivo aksiomatizibilna. Tada postoji rekurzivna
aksiomatizacija za T.

Dokaz. Neka je f rekurzivna funkci ja koja nabraja kodove svih

aksioma ¢;,...,pk,... za T. Skup kodova ¢emo transformisati td.



bude rekurzivan, a da resenice tog skupa kodova budu logieki
gkvivalentne polaznom skupu aksioma, konstryiduéi polaze¢i od f

monotonu funkciju g, $to je dovoljno za tvrdenje tworese prema

[al.

Za gik) ¢emo uzimati kod, konjukcije rezenica o dovol jan
broj putas td. gik)Zgik-1)y i naravno, pozeti sa g(1)=f(1). Kako

kodiranje mofemo da uZinimo monofonim po duini reéi (na primer

kediranje iz [12]) to tvrdjenje teoreme neposredno sledi. »

Primetimo da se svaka rekurzivno nabrojiva aksiomatizacija
moZe zameniti, elementarno  rekurzivnom, dakle relativno
jednostavnom. Ovo je zapravo posladica &injenice da je svaki
rekurzivno nabrojiv skup slika jedne slementarne funkcije te da je
gornja konstrukcija, zapravo, elementarano rekurzivna. Sve ove
ginjanice su dobijene uz koriscenje Slabe Church-ove teze [a

str.46].

U narednom delu dajemo primer neodluzive rekurzivno
aksiomatizibiine teorija sa kompletnim profirenjem koje ni je
rekurzivno nabrojivo.

Primedbe1.6.

1) Teorema 1.4. vaii i za teorije drugog reda, jeor se
dokaz zasniva sintaksnim osobinama same teorije i njenih
kompietiranja.

2) Dovoljan usiov da rekurzivno aksiomatizibilna teorija
sa prebrojivo mnogo kompletnih prodirenja bude neodluziva je da
bar jedno kompletiranje ni je rekurzivno nabrojivo [r.ﬁ.l, jer se

odmah gubi efektivnost nabrajanja rezenica iz kompletiranja.



Primer 1.7. Usiov iz teoreme 1.4., da sve kompletne
ekstenzije teorije T, mogu biti izlistane gfektivno, ne moie se
oslabiti:

Razmotrimo w-jezik {ili ekvivalentan monadiéki slabi jezik
drugog reda) L"‘={+.*,S,0,T1 » gde je arnost operacija + i ¢+ &,
operacija S 1, operacije 0 0, a relacije Tjl 3. U tom jeziku

definisimo teoriju T':

™ = Thi@ | (1)
U {TI(E;l;j) s w T’I(E;l:j)} (2)
U LT lering) & 0 b7 (eyiyj) } (3)
U { ¥x3n(x=n) b (4)
gde ije

Q skup aksioma [18]:
5x=0y = x=y
&0y
=x=0 @ Jy(x=Cy)
x+0=x
%x+8y=5(x+y)
x*0=0
X*Sy={xey)+x
w skup prirodnih bro jeva,
Tx(e'"'t) Klini jev (Kleene) primitivno rekurzivan predikati3]}, koji
za program sa Gddel-ovim brojem e i ulazom x daje izlaz u
najvide t koraka,i

{4} re¢enica zbog koje je &itava teorija T* slabog drugog reda.

Dokaz.Nave§cemo nekoliko &injenica iz kojih neposredno sledi

*
da je T teorija sa traZenim svojstvima.



* : . o

a) T je rekurzivno aksiomatizibilna,
{ Skupovi {2) i (3) su primitivno rekurziyni £3}.)
*

b} T nije odlu&iva.

{ ThiQ) je esencijalno neodlugiva [18]).)

* .
c} T je konzistentna,

{ ‘Lll(w,h',T!) je model.)
d) ™ je aw-kategoriéna.

{ Zbog (4) svaka dva modela su izomorfna tj.domen su
prirodni brojevi i samo oni.)
o) T* ni je kompiatna.
(VRVxWE T (@yx,t)eT" i JeIx3t-T (@yx,t)eT )
f) T* ima samo jedno kompletiranje comp(T*) i ono je
konzistentno.
{ T* j® w-konzistentno i w-kategorieéno.)
q) comp(T*) nije rekurzivno nabrojiva.

{ Skup TOT={e : WBtT‘(e.x,t)} je l‘l:-komplntan skup
[4). Neka je PrecrP rene nabrajanje za comp(T*).
Kako za svako konkretno e je
VAIET (ex,t)el (#) 114
BaVtT (exst)aT (we)
to bi uporedujuci (#) i (##) redom sa Precar® reee
dobili nabrajanje i skupa TOF...)

Napomene 1. 8.

1) T* mole da ima kona&no mnogo kompletiranja "pomerajuci”
kodiranje u prirndnih brojevima udesno tj. dodajuci svakom kodu
neki fiksiran broj recime k, a zatim se neizjagnjavajuci o vaienju
predikata T’ u prvih k prirodnih brojeva na primer:

T = (1) U {T (eyisid 2 wetktl) b T (esdyj) }

U {-ﬂ"(e,i.j) 3 w-({k+1) |--|T‘(e.i.j) VLY



v {T‘(0,0,0) v T‘(lulsl}}
ima tri kompletiranja (kZ1),.
2) ThiQ) se moZe =zameniti bilo kojom esencijalno

neodluzivom rekurzivno aksiomatizibilmom teorijom o prirodnim

brojevima na primer R iz [18B].

Za primer, dacse, ul.7. nomenuti_ usiov 12 teoreme 1.4., ne
mote oslabiti u jeziku prvog reda mole korisno da posluii sledeéi:

Stav 1.9, Esencijalno neodluiva rekurzivno aksiomatizibilna
{skupom aksioma B) teorija T jezika L ima neprebrojivo mnogo
(ENO) kompletnih prosirenja.

Dokaz. Kako je T nekompletna teorija to postoji rezenica piz
jezika teorije T td. pel. Teorije Th(TU{p} i Th(TU{=p} nisu
kompletne, jer -bi Bu{e} tj. B{-p} bile njihove rekurzivre
aksiomatizacije pa bi teorije bile odluzive,(1.2.}) 3to je u

suprotnosti sa pretpostavkom da je T esencijalne nepodluziva
teori ja.

Slieno, sada molemo da profirujemo teorije Th(Bu{e}) i
ThiBu{—¢ }) dodajuéi svakej od njih reZenicu w tj. njenu negaci ju,
koja ne pripada niti jednoj od pomenutih teorija. Na taj naein
nastaje puno binarno drvo kod kojeg je koren T a svaki &vor
konzistentno nekompletno pro4irenje od T.

Dakle, svako konzistentno kompletiranje je jedna unija
beskona&nog lanca u tom binarnom drvetu, odakle sledi tvrdjenje

teoreme. »

Primedba 1.10. Medu prebrpjivo mnogo kompletiranja, teorijaT
mora da ima bar jedno odluzivo kompletiranje (jer T prema 1.89.

nesmeé da bude esencijalno neodluzive) i bar jedno kompletiranje



koje nije r.n.(da bi se izbegla efektivnost nabrajanja
ekstenzija).
Problem 1.11. Na¢i neodludivu rekurzivno aksiomatizibilmu

teoriju jezika prvogg reda sa prebrojivo mnogo kompletnih

prodirenja.

Modeli ili relacijsko-cperacijske strukture su osnovni pojam
semanti¢kog ispitivanja teorija i biée uredena cetvorka Y =

(AyR1,Fn,Cn)qgde su skupovis
Rl skup relacija na A,
Fn skup funkcija na A,
Cn skup istaknutih elemenata A,
interpretacije svih simbola nekog jezika £ uz poklapanje arnosti.
Na uobicajan nazin [1)} definidemo i relaciju zadovol jenja
Tarskog |- i valuaciju u formule ¢ tj U |-plu! .
Definicija 1.12. Neka je £ jezik i U njemu odgovarajuca
struktura.Teorija za U je skup svih rezenica jezika £ koje vale u Y
tj.

Thith = {p € Sent : U o }.

Ako je % klasa struktura istog tipa 7 [15] i 2 odgovaraju¢i jezik
jedne (tj. svih ) struktura iz ¥ onda je

Th(¥K)= [ Th(.
UeX

Primetimo da je Thi{®f) kompletna.

Sledeci pojmovi ce biti od koristi u kasnijem izlaganju:
Definicijai.13. Dvamodela i Bsu eiement.arno ekvivalentna

[U = B) akko zadovoljavaju iste rezenice jezika £,tj.Th(%f) =

L N Y



Th{B).

Lema 1.14. Teorija T je kompletna akko su svaka dva njena
modela elementarno ekvivalentna.
Dokaz, #:Neka je peSent i UWyBp T.Ako peT onda Uk @ i BE oy a
inace pef te Up —w i B} ~ptj. U=B.
+:Neka je pebent i recimo Uk pypa i Bl pyza WBE T.No

tada weT i sligno ako Up . »

Definicija 1.15. Utapanje iz Y u B [ m:U—B 1 je

injekciono preslikavanje m:A+—b td.:

(i) Uk Rlal akke B RImal, za sve ReRl.
(i) mefDMal = FO[mal, 2a sve feFn.
{iii) m(f;‘}'thcﬂ3 y 2a sve celny
gde su U i B istog tipa.
Utapanje m jeizomorfizam akko jesurjekcija [m:Y »—» Bl.

Z2a 1lustraciju definicija dajemo sledeze primere:

Primer 1.16. Za teoriju linearnog uredjenja (LU) postoji vige
nagina aksiomatizacije u raznim jezicima, a u Rl={<}, Cn=Fn=0 se
daje sledeci skup aksioma:

(1) (¥xy2){xZy A y<z <@ x%2)

(2) {(¥xy){xZy y=x =m=y)

{3) (W) in=<x)

{4) (Way)i{x<y y=x).

Gusto linearno uredjenje bez krajeva (GLU) ima joE i sledece
aksiomell1];

(5) (Wxy) (xSy axa@y =2(F2)(xSz AZ#X A 25y Az2Yy))

{6) (Ixyrinzy)

(7)) (W) (y) (xSy Axay)

(8) (¥x)(yllysx ~ xaty).



Primer 1.17. Neka je (Wwy+y-,¢,0.1) struktura prirodnih
. brojeva sa binarnim operacijama + i -, binarngm relacijom ¢ i
konstantams ¢ ;i |, Thi(w+,~,¢,0,1)) = PAR je Presburgerova
aritmetika.

Primer 1.18. Neka je (w,s) struktura prirodnih brojeva sa

unarnom operacijom s(x)sx+], Thiw,s) je teorija sukcesor funkci je

Pa w,



2. METOD ELIMINACIUE KVANTORA

Iako naziv potize od A.Tarskog (1935.) koji je dao i
najznatajnije primene ove metode (Bool-ove algebre, algebarski
2atvorena polja, realno zatvorena polja, i sa Mostowski-m dobro

uredjeni skupovil), metod je u to vreme ve¢ postojao 20 godina

{L&wenheim, &ist predikatski radun sa jednako$cu) i imao je jof
nekoliko primena (Presburger(19279): sabiranje prirodnih brojeva i
Langford{1927): gusto linearmo uredjenje bez krajeva).

FPored modelsko-teoretskog svojstva, zbog kojeg je i nastao,
odlut¢ivost razmatrane teorije, metod daje &itav niz dodatnih
modelsko-teoretskih osobina razmatrane teorije:

- pokazuje ponasanje i ostalih formula jezika teorije,

- u nekim slutajevima daje potpunost raznih aksiomatikai

{1) kada je zadana sintaksno njenu kompletnost,

(2 Ykada je zadana semantiéki govori u nekim slucajevima o
svim kompletnim profirenjima 1 (elementarnoj) definabilnosti
pojedinih podskupova domena u jeziku ili ﬁudjeziku strukture.

Nasuprot drugim metodama odluzivosti, ovaj je direktan i

efektivnp primenl jiv na radunaru.

Pre konkretnih primera uvedimoe jo§ malo notacije:

Definici ja 2.1. . 7a datu teoriju T jezika £ kalemo da su
¢rypefForm T-ekvivalentne [T-ekv] akkoe univerzalno zatvorenje
formule pewy vaii uT tj.Th pewy .

Definici ja 2.2. Neka je SKQ‘-'urmx efektivno izabrana klasa

formula. KaZemo da teorija 7 jezika £ dopuita eliminaci jukvantora



do na kiasu X akko

YpeForm,, IypeX T | poy.

Uz dodatak, da postoji efektivan metod odluzivanja da li su
re¢enice iz klase X u teoriji T, definicija postaje potpuno
primenljiva za potrebe odluéivosti teorija. Primetimc da se 2a
=0, gde je O={evih bezkvantorskih (otverenih) formula by dobija

definicija najeedce koridéenja u teoriji modelal.

Ukratko, metod se sastoji iz slede¢a dva koraka [1]:

(1) Za svaku pojedinagnu teoriju se odabere odgovarajuél skup
osnovih formula (0D KOJIH NEKE MOGU DA SADREE KVANTORE) i njihova
Bulovska kombinacija (dovoljni su veznici v i = ) se proglasi
klasom X .

(2) YoeForm se pokale da je T-ekv iskaznoj kombinaciji osnovnih
formula.

Osnovno, za primenu samng metoda je da se vodi ra&éuma o

slobodnim promen]l jivama krajnje kembinacije osnovnih formula, i mi

éemo to raditi u sva tri prikaza eliminacije kvantora.

U samom dokazu osnovnu ulogu igra eliminacija kvantora 3 (V¥
je skra¢enica) ito pokazuje sledeca:

Lema 2.3.[1} Neka je T teorija i % skup svih iskaznih
kombinaci ja osnovnih formula. Da bi svaka formula bila T-ekv nekoj
formuli iz ¥ dovoljno je dokazati da:

(i) Svaka atomi&na formula j@ T-ekv nekoj formuli iz .

(ii) Ako je 8<X, onda je (Evm)e je T-ekv nekoj formuli iz .

Dokaz. Neka je ¥ skup svih formuia T-ekv formulama iz 9(C

uloga jezika £ iz 2.2. ja u neposrednoj vezi sa klasom X



Dokazacdemo indukcijom po izgradjenosti formule da je svaka peform
iu W Aks je p atomiina forsula prema (i) je pcl. Ak jo ps=y i
vel onda je i pe¥ jer Th porw i el i sligno 2a p-v‘vwz.nko je
pev v i pal, onda je y T-ekv sa nekin BeX, pa jo T} pedv 8, po
zakonu zamene, a prema (ii) Svmedl' pa i pel. »
Stav 2. 4. 112] (Teorema o disjunktivnoj normalnoj formi)

Neka je& %Form,, Bulovska kembinacija nekih osnovnih

formula. Tada za bilo koju peX takvu da =-p nije tautologija

postoje osnovne formule ili njene negacije wi”, td.

Fee\/ v . zaneke pyew
iep jem r]

Dokaz. Kao i u slu&ajupredikatskog raguna. ]

Primedba 2.5. Pored suviinosti eliminacije kvatora ¥ i veznika
Ay kao skracenicar valjanost distributivnosti
3 prema v,i
3 prema ~ ako jedan od konjukata ne sadrii slobodnu promenljivu
koja je uz 3,
kao i 2.3 i 2.4., omogucavaju nam, da razmatramo samo sluajeve
eliminaci je kvantora za sledece oblike formula:

vawthwza...,\wk,gde svi v, sadrie promenl jivu =

§ 2.1. Teorija gustog linearnog uredjenja bez krajeva
Prvi primer je teorija definisana sintaksno Th(GLU}» a
primenom eliminacije kvantora pokazacemo i kompletnost te teorije.
OQsnovne formule ée biti atomigne formule
v mv jv Sv .
m n m n
Bulovska kombinacija osnovnih formula %X su ta&no otvorene formule

tj. K=0. Uz skracenicu



v dv z.2z.v &v A v =v ,

m n m N m n
za dokaz da Thi{GLU) dopudta eliminaciju kvantora iskoristicemo
neke sintaksne osobine otvorenih formula, uz strogu primenu

objekt-promenljivih teorije fvidi Q.) za razliku od preostalih
primera iz ovog dela, gde c¢emoy uglavnom, raditi sa
meta-promenl jivama, Prikaz dajemo prema [1).

Definicija 2.6. Neka je data n+l promenl jiva VeV, 0.

Aranimanom promenl jivih VoreeY, smatramo kona&énu konjunkci ju

eA...Ae y
0 N4

gde je u_...u , preimenovanje v_...v_ i svaka formula @ je ili
[+ n 0 n t

TR ili u=y .
I | 1 L+t

8ledeca lema dopudta nam "normalnu formu" 2a svaku otverenu
fermely izgradjenu od aranimana promenljivih.
Lema 2.7. Svaka otvorena formula p(vo...vn) je GLU-ekv ili

jednoj od formula voaavo,vowo, ili je disjunkcija konaZno mnogo

aranimana promanijivih (AT
4]
Dokaz. Razmotrimo slucaj kad je n=0. Tada je otvorena formula
plv ) izgradjena od atomi&nih formula v <v , v _=v . Kako GLUF'V =y
o 0o O o o0 o 0
i GLUJ v Sv rimamo  da BLUR o i BLUR pew =v_,ili BLUR o i
GLU p»vowo.
Za n>0Q vali:
{1) Postoji konaéno mnogo razlieitih aranimana promenljivih
VO, -as ,Vh.
{2) 2a svaki QJ}-BLU. svaki niz ao,....lneﬂ zadovol java neki
aranimMan v _jy...»v .
[+ 4 n
(3) Neka je pfvo.....vn) ctvorena formula 1 yw araniman
promenljivih APCETTE LA Onda jedna ili obe formule yw=p, y=—p, su
posledica GLU.

Neka je p(vo,....vn) otvorena formula., Ako GLUI--op onda je p



GLU~-ekv formuli v°<vo. Razmotrimo preostalu moguénost da nije
BLUp =y, Sada UPGLU i U ela ...a ). Prom (2)) CJRPRY I
zadovol java araniman y, prosenijivih Vgre¥, U . Tako, ne vaii

GLU,- wvomp i prema (3) vali GLU[- yo. Formirajmo disjunkeiju 8 svih
aranimana y 28 koje GLUp ypwp. & je disjunkcija od bar jedné, ali

konagno mnogo formula (1). Sledi da GLUL o6, a prema definieiji 8

i 6LU | @»p. Tako su ¢ i © GLU-wkv,¥to je i trebalo dokazati. s

Primetimo da je gornja lema taéna i 2a teoriju linmarnog

ured jenja .

Teorema 2.8. Svaka formula ¢ je GLU-ekv otvorenoj formuli v-
gtavise, sve slobodne promenl jive formule y su podskup slobodnih
promenl jivih formule ¢ [Sl1(y)SS1(@)]).

Dokaz. Prema lemi 2.3. dovoljno je dokazati (ii) da za svaku
w(vo...vn)eo je vaw je BLU-gkv otvorenoj formuli, jer je X=0 pa
je (i) automatski zadovoljeno. Prema 2.5. molemo pretpostaviti da
je mSny odnpsno preimenujuci promenl jive da je m=n. Koristeci 2.%.
(w zamenimo sa ©) i redundantnost slu®ajeva kad je y logieko taéno
u GLU (vogvo) tj.neta&no (v°<v°). dovol jno  je da eliminigemo
kvantor iz formula oblika 3vne,t. gde su 8,t aranimani promenljivih
VgreeesV . |
Ako je n=) onda su jedine mogu¢nosti za formule Svaetz

(Sv’)voa‘ ’ (Ev‘)vc,(v‘ i (3\/‘)\!‘(\’0.
Svaka od njih je posledica GLU, pa je GLU|- (Ev')woﬁvo. Ako je
n>l onda od svakog aranimana 9t promenl jivih Votet oY, mole se
formirati araniman 9: promenl jivih Vol Vs ispustajuei Vo Lako
se dokazuje da GLU} (’:}vn)etw:; $to oznazava kraj dokaza prvog
dela tvrdjenja teoreme.

Za drugo tvrdjenje dovoljno je primetiti da prema gornjem



eliminacija kvantora, zaprave, 2nadi nestanak promenl;ive wu2

kvantor iz formule. (]

Korolar 2. 9. Th(GLU) je odlu&iva.

Dokaz. Neka je peSentGLU. Najpre, za @ odredimo preneks
normalmu formu i neka je ona posle prenumeracije promenl jivih
CGDVD),..(Dnvn)w,
gde su Qo,...,Qn kvantori 3 tj. ¥, a w matrica. Dovoljno je
pokazati slucaj kada je Dn 3. Kako je w disjunkcija kona&no mnogo
aranimana to kao u 2.8, eliminiZemo kvantor 3. Postupak ponovimo n
puta dok ne dobijemo reéenicu (Govo)a(vo). za koju mofemo da
odlugimo da 1i je u Th{BLU) 111 nije. |

Korolar 2.10. Th(GLU) je kompletna.

Dokaz. Neka je ¢ proizvoljna refenica. Prema 2.8. za neko
piv €0 GLU | pedy. Ali 2a wed GLUE w 111 BLU| =) pa BLUp @ ili

BLU | = tj. GLU je kompletna, ]
Teorema 2.8. se moe poboljsati, tako %#to se za osnovne
formule uzmu, samo, v_=v .
m n
Korolar 2.11. Svaka formula ptvo...vp) je BLU-ekv Bulovskoj
kombinaciji formula oblika vavn. gde mynep.

Dokaz. Th(GLU)I- v Ev e Sv oav Sy,
m ia) ™ n " ™m

Primetimo da smo u 2.9. odlu¢ivali o0 rezenicama sa
kvantifikatorima, te da smo uz teoremu 1.2. sa 2.10. dobili jo&

jedan na&in dokazivanja odlu&ivesti za Th(GLU).

& 2.2. Teorija sukcesor funkcl je na w
Umesto Th{w,s), koju smo definisali u 1.18., razmotricemo
teoriju I'sTh(w,s,0), koja sadrZi u svom jeziku i konstantu Oew. T
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je potpuna i konzistentna, Prikaz u ovom i narednom paragrafu

dajemo prema [12). Definifimo konstante jezika m za svaki mew i

m+d

operaci jske simbole s tj. s =ss".

Termi jezika su
s"x za neku promenljivu x i

m za neki mew.

Osnovne formule su oblika

smv,t-a,gdarterm o ne sadrii vi i

0=0 .

Jasno je da postoji efektivan metod za raspoznavanje agsnovnih
formula.

Lema 2.12. Za bilo koje peForm efektivno se moie na¢i I'-ekv
formula w, koja je bezkvantorna kombinacija osnovnih formula i
S1ySBlp.

Dokaz. Za razliku od predhodnog paragrafa ovde da bi
“iskoristili 2.3. moramp pokazati i z&.ﬂtm, -da imniF v pafiéy -
jer je x;o. Neka je @ atomiéno. Ako ¢ nama _;romnljivo ‘onda - je
oblika men pa je trivijalno ekvivalentno logiekoj istini OmO ili
la3i —O=0. Ako formula ¢ sadr2i promenljive onda je oblika 3

(1) s"x®s "%, tj. Mekv sa 020 ili —0=0, kao i gore, vec prema
tome da li je m=n ili wmen.

(2) s"x=o, koja je baziegna formula i

(3) o=="x, koja je "-ekv sa s" x=0.

Ostaje jo3 da se pokale da je Axp, [~ekv sa nekom Bulovskom
kombinacijom osnovnih formula, Qde prema 2.8. je ¢ konjukcija
gsnovnih formula i n'jenih negacija i sve sadrie promnlj;vu X
Tako, moiemo pretpostaviti da je Jxp oblika

k k k k

o m-1 m n
Axis XED Ao oo S XEO A S XEO Ao oo ATS xsan),

gde ne mora biti ni pozitivnih ni negativnih jednakosti i AR AL

.



ne sadrie x. Kako I'} o=r = I'k so=s7, toneka je 1=max {ko, . ..kn}.
Lako se "vidi" da je 3xp ekvivalentno sa

| | 1 1
Ar{s %=T A...AS R=T A TS XET Ace A8 XET )
(2] m m N

-1

gde Tyre--2T e gsadrie x. No ova formula je, pak, ekvivalentna sa

Anlw=0nA... A w=l-1A XSE‘!'DA. . s AKET A -IKETmA-..A-IX.ETn},
m

-1
. 1 .
jér je x vetana promenljival(!)y pa zamena S x 5a x j@ dopuStena.
Tako je Ixp ekvivalentno formuli
Il XKEP o r ARER A WEL A .A-I’(EPP} y
gde po,...,pp ne sadrie x. RAko je m=0, onda j@ Ixp ekvivalentno sa

0=0. Ako ;e m>0 onda je Jxe ekvivalentno sa

A PEPA TP ED A AT EO s

ﬁk(m

£to je konjukcija bazi&nih formula. [ ]

Teorema 2.13. I jeodlutiva.

Dokaz. Neka je peSent i y formula dobijena primenom 2.12. na

p. Kako Sl(y)SSl(p) to je i w resenica nastala kao

iskazna kombinacija osnovnih reéenica tj. na osnovu 2. 4

I'l ve\/ /\w.”‘i '

i €Em j<n

gde je svaka w,l’j csnovna re&enica ili njena negacija. Medjutim
jedina osnovna reZenica je O=0 koja je naravno iz I'y pa
pel” akko wel™ akko 51<mVj<:n(w_”j je 0=0). [
Korolar 2.14. Thiw,s) jeodluziva.
Dokaz. Dovoljno je primetiti da postoji efektivan metod za
raspoznavanje kada reéernica ¢ ne sadrii 0. Za takvu reZenicu

(w)8) | pakko (w:5,0) b . -

Primetimo da su sve procedure u ovom poglavlju zaprave

elementarno rekurzivne. To nam omoguéava da damo vaZan primer



primene eliminacije kvantora:

Korolar 2.15. Skup ASw je elementarno definabilan u (w,s) ili
u (t,8,0) akko ;e konaan ili kafinitan.

Dokaz. Najpreza W=(w,s,0).

#: Neka ¢ elementarno definife A. Tako Sl(p)s{vo} i
AelaewsU} plal }. Prema 2.12. neka je w Bulovska kombinacija

osnovnih formula td. ‘!Il-pw i Sl(wls{vo}. Tada y takodje

elementarno definide A. y je izgradjena od formula 0=0 1 smvom

koristeeci - 1 «. Kako se sa smvoaw elementarno definile O ako je
mn i {n-m} ako j® m=n, to je A izgradjeno od skupova w, ©® i
singltona {p} koristeci komplement i U . Otuda je A konaean ili
kofinitan.

e=:Trivijaino.

Za strukturu (wys) je dovol jno primetiti da ako ¢ elementarno
definide A u (9.51,'ond; fp éini:1 ui}@.s,O) pa je A konacan ili
kofinitan. Obrnuto, bilo koji konacan ili kofinitan podskup od w

je, jasno, elementarno definabilan u' {wys). -

§ 2.3. Presburger-ova aritmetika

Umesto ma « kao u primeru 1.17. razmatracemo isti jezik na
skupu ©'+w tj.na 2. Odluzivost ThiMaTh(Z,+,<,0,15-) cmy
naravno, dati rezultat i za PAR jer ¢e svi dokazi koje budemo
izvodili u 2 valiti 1 u w sa malo izmena.

~ je interpretacija binarne operacije - jezika strukture %, a
imena za cele brojeve m koji se uvode operacijom +i oznaZavacemo
masnim m. |

Zamdi i oi 7 terme o= T je z.z. formulu Fx(o=TEX+...+x), &
m m-puta

da unesemo jo¥ malo efektivnosti, neka x bude prva promenl jiva koja



se ne pojavijujeu ¢ i T.
U ovom sluzaju osnovne formule ¢e imati tri oblika:
(1) o=r ,

(2) o€t i

{3 =1 .
™m

Primetimo da treca vrsta osnovnih formula nije bezkvantorska,
ali da je njen reZeniéni oblik odlugiv. Kod svih slodeni jib

. e i 1.3
algoritama svodjenja je ovo pravile”,

U glavnoj lemi bice nam od koristi sledeca tri tvrd;en;a:
Tvrdjenje 2.16. Ako je x promen!jiva terma u jeziku L,onda

postoji term v istog jezika i meZ tako da:

O={xed...4x)dv
‘!I|-u-_'= |m|-puta,m(0 i v ne sadrii promenljivu x,
r. . x4y iv ne sadrZi promenljivu x.

m-puta ym0

Dokaz. Za konstante i promenljive (x ili neku drugu) se
odgovara juca formula dobije "stavljajuci" 0 puta x tj. v=0.
(1) Ako je u=u +u_onda
1 2
u =m xX+tv
1 1 1
m w4t . . .
u,=m_ % vz.gde x nije nouv, UV,
pa je usim+m )x +{v +v ).
1 2 1 2
{2) Pko je u=v v, onda isto kapo (%) uz zamenu + sa —.
Ovim smo dokazali indukcijom po izgradjenosti terma u jeziku
9 uz jasne skraéenice { mx z.z. x+...+x {(m puta)) tvrdjenje . n
Tvrdjenje 2.17. U U vaii, zapew-1:

UZV ¢ PUSPV

U  istom jexiku Preshurger-ova aritmetika =za =) ne dopufta

oliminaciju kvantora [ 1 i dedatakl.



uv @ puspy
u= v erpu EPmpv.
Dokaz. jrivijslan.
Tvrdjenje 2.18. Neka su a,bymyn € 2 i myn>l.Neka je
p=NZSi{msn) i q=NZDimsn).Tada:
{1) pg=mn i NZD(p/m,p/n}=1,pa 3c,deZ cip/m}+d(p/ni=l,
(2) Sledeéi uslovi su ekvivalentnis
(i) yfsma_i yanb
{ii) az;b i ye;c(p/m)a + dip/n)b
Dokaz.
(1) na osnovu Bezuovog stava.
(2) (i)=»lil).
Kako je po pretpostavci y-a=em i y~b=fn, za neke e, fe2
to je a-b=fn-em;a to je deljivo sa q, jer q/m,n .Dakle, aaab.
y-ci{p/m)a-d(p/nib = c(plm)y*d(p/n)yvc(plm)a*d(p/n)b (n

= c{p/m)(y-a)+d(p/n)(y-b)

cip/mlem+d{p/n)fn
E;O.Tako smo dokazali oba iskaza iz (ii}.
(ii)={i).
a~b=vq.0Onda y-a=y~la = y-c{p/m)a-d{p/nla
= y-c{p/m)a-d(p/nib-dip/nivy
= 0y

jer y—c(p/m)rd(p/n)bspo pc pretpostavci, a d(p/nlqumo jor

pg/n=mn/n=n.51i&no je i yzmb. (]

Lema 2.19. Za bilo koju koju pefForm mole se efektivno naél
td. Th() b pey, v je bezkvantorska kombinaci ja osnovnih formula i
Sl (y)=Sl{p).

Dokaz. Za primenu 4.3. ostaje nam samo uslov (ii) jer su

ok



atomiéne formule jezika M podskup osnovnih. Prema 2.4. 1 2.5,
dovol jno je dokazati lemu za ¢ oblika Ixy gde je w konjunkcija
osnovnih formula 1 njenih negacija, koje sa&rie X
Kako :

Y o=r @ oKTVviCo i

Uk —oK7r @& o=Tvro i

‘H[- "IO"..—:mT & o+l Em'rv. . .vo'-r(m-l)Em"r yto moZemo pretpostaviti da je

w konjunkcija osnovnih formula.

2.16. nam omogucava da osnovne formule imaju oblik

NXEP
nx{p 11i p<nx
nKE_ O
gde o ne sadrii x i jasno molemo pretpostaviti da je n>Q(svaki
konjukt treba sa sadr2i x).
Otuda ;o p skvivalentno formuli eledeceq oblika:

HK(HOKEQOA-..AH__

X= AN XS cae s
- —pi.-i . pi-A Anj_ix(pj_.i.« ~p, £n KA

k1 k—1

NXE P Are.An  XZ pl_l) ’ (1)
k e

gde 0Si<j<k<l i 1'>0.no,n1....”..n

i

1)0.mk,...,ml_1)l.i poj--.jp

L= -1

ne sadrie x.
Prema 2.16. mo!emo pretpostaviti da je u (1) za neko p

noz...=nl_1)l. te (1) ima formu

<pxra

ax(pxﬂof\. .. Apxati._’./\p)(<flh- . .Apx(fj_i.«.. . .Aa‘,'k_’

prq tkh...ApXEh ¥

IREEE
k 1-1

1

<i<i<k<l i i ;
gde 0=1%xj=k=1 i 1>0,qo.qi,....ql_i>0.1 Eo""'zl-a
ne sadrie x.

Kako je x vezana promenl jiva, (2) je ekvivalentno sa

ax ( Kﬂof\- . .Alﬂl_iAX(ftA. » -l“(t‘i_’f\- . uf\tk—’.(NA
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KEqkf Xl Axﬁql—‘f l"'_i.M .EPO) . (3)

U slutaju da j& 130 (3) je ekvivaientno sa bezkvantorskem formulom
£ = A AL AL <K A .Azoa: ™ AL S

toz-qk tk’""":o &ql tl-n":

Tako moiemo pretpostaviti da je i=0;(3) je onda ekvivalentno sa

ax ( K(noﬁn . c/\“{?”’_‘/\- . -An'< Kme . -Ax!rtlntAl = -Axgru—‘nu_‘) ] (4)

gde Ofﬁfﬁulrl“,”ru_‘nri qb?"-'qd*l ne sadrii x.

Sada tvrdino da moZemo staviti da je u=t+l,na osnowu 2.18., te ako
je s=¢ ili t=s jasnc je da je (&) ekvivalentno sa om0, Jedini

preostali slucaj je za 0<s<t.No tada je (&) ekvivalentno Usa

FAN [nd(n_-l-:l ~Ansn H A /\m tedldn A M, +eti= n )]
oli (s 0%c<n ! o(rt
aXi<1 »%d<t

$to je zapis na datom jeziku tinjenice da je (&) ekvivalentno sa
Axd x<min(n°,...,n.)=m i max(n.,...,nt_‘hr!(x i xgrnt). tj.

A {M<x<m 1 xsrnt). a da bi x postojalo, o&igledno, mora da bude
Mim i msrntv...vmrnt). a

Teorema 2. 20. Th(‘ll)=Tht_Z,+.<.0;1,-) jeodiugiva.

Dokaz. Kao i u 2.13. dovoljno je efektizirati odluzivost
psnovnih formula bez slobodnih promeni jivih,koje imaju sledeci
obiik:

M=y
min,
e p.
One su tacne u U akko m=n,m<n ili m;np.?.to j@, naravno, odlugivo.
Na osnovu komentara pre 2.18, sledi:

Korolar 2. 21. PAR je odluziva.



3. KATEGORIENOST . KOMPLETNOST

Definicija3.1. Podkardinalnofdumodela ¥ [u oznaci |*u|1

podrazumeva se kardinalnost domena A .
TeorijaT je kategoriéna u kardinalnombroju o akke susvi medeli

Up T kardinalnosti a medusodbo izomorfni,
Jecrija T je kategorifna akko su svaka dva modela teorije T
izomorfna.

Korolar 3.2. Svaka kategoriéna teorija T je kompletna.

Dokaz. Kako izomorfizam modela povla&i ¢lementarnu
ekvivalentnost, to su svaka dva modela teorije T elementarno
ekvivalentna, pa prema 1.14., T je kompletna. »

Teorema 3.3. Za bilo koju teoriju T sledeci uslovi su
ekvivalentnit

(i) T je kategoriéna

(ii) postoji oew td. je T a-kategoriéno i svi modeli T su
kardinalnosti a.

Dokaz. Jasno je da (ii)#{(i) .
{itf{ii)iKako su svi modeli T izomorfni to su i iste kardinalnosti
recimo oa. Pretpostavimo da je o2Zw i ‘I.!I- T. Tada po gornjoj
Ltwenheim-Skolem-ovoj teoremi [1 str. 109] postoji 8|-T takav da je

B>U i |B]ra. L. 2akl juzujemo o <w. [ ]

Dok je prethodna teorema pokazala jednostavnost kategorienih
teorija naredna pokazuje znacaj pbjma oa-kategoriznosti.
Teorema 3. 4. (Lo%,Vaught) Ako teorija T nema kona&énih modela i

kategoriena je u nekom (nuino beskona&nom) karadinalu aZlFormTI.

=1



onda je T kompletna.

Dokaz. Dovol jno je dokazati, prema 1.14., daza ‘31..‘3‘- T sledi
U=%. Prema Lowenheim-Skolem teoremi (gornjoj ili donjoj) postoje
o B b Tt U S B =B U7 |B]=a Slevi W =B pa je | Y=

Pretpostavka da T nema konagne modele je neotklonjiva, jer u

&istom predikatskom ragunu (sa jednakoeu) T, koji je kategoriZan

u svakom kardinalu su teorije JU{YxWy(x=y) } i JU{-¥x¥y(x=y) b

konzistentne, ali VYxWyix=y)gl i =WxV¥ylx=y)@l, te je ]

nekempieina.

Sledeca lema ¢e se koristiti:
Lema 3.5. (Cantord Neka su 2, B k6LU i |%U]=|B|=w. Onda U=B.

Dokaz. I 12} Neka su(an)hemx (bn)nétd 1-1 nabrajanja skupova A i

B, a < i ¢ interpretacije za £ u %,B.. Definifimo niz uredjenih
parova (xﬂ,yh)néw indukci jom. Neka je (xo, y°)=(a°,b°) .
Pretpostavime da je (xopyo);....(x“,yn) definigano za medusobno

razlieite xo,...,xn i Yooty Razmotrimo dva moguca slu&aja:
Sluzaj 1. n je neparno. Definidimo X e B gde je
m = ,up(ape {xo,....xn}). Y S8 definise u zavisnosti od a_:

al (Vien)am(xi. Kako B nema levu granicu skup

M={b :{Vien)b (,y, Ll - B
P p i

P Y je proizvol jan element iz M.

b) (Vien)x,l(am. Slieno kao pod a) (B nema ni desnu granicu).

c) (Bi,jen)xi_<am<xj. Postoje jedinstveni s 1t td.

= 1i€n i = 1< i ’ ;
X_ max{xi_.usn i xi_-(am}, X, max{xj.,j_,n ’ am<x‘i b Slu&aj v, <y, e
nemogue, jer bi narufavao indukcijsku hipotezu. Ako = yt(y13

»

izaberi Y s td. ys< yﬁ+1( Y, -

Sluxaj 2. n je parno. Kao SluZaj ! samo se zamene mesta

skupova A 1 B.

Indukci jom po n se lako dokazuje da ¥ndw {(x 'Y Jreenstx yy )} je
[s MO ¢ n o n

1-1 funkci ja td. x, $x akko y_L<yj;

i
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| {ao,...,ah}s{xo.....x“}; {bo,....bn}s{yo,...,yzn}.{(xiuvt)ziew}
je teljeni izomorfizam. , »

Korolar 3.6, Thi{SLU) je potpuna i odludiva.

Dokaz. Kako je, prema 3.85., Th(6LU) w-kategorignas, a zbog

aksioma gustine i neogranizensti ima samp beskonaine modele to na
esnovu Loi-Vaught-ovog testa je Th(GLU) kompletna. Sada je njena

kona&na aksiomatizacija dovol jna za odluzivost prema 1.2.. |

Lema 3.7. Model U svake kompletne teorije T zadovol java iste
resenice kao i T tj. Th{UI=Th(T).

Dokaz. Po pretpostavci je ‘!If- T, a po osobini funkcionala Th je
Th{T)STh{). Medjutim, Th(T),; Th{WU) su kompletne (1.12.) pa )e
Th{T)=Th{(W). a

Primer 3.8. Koristeeci 3.7. dokazaéemo da je teorija Th(Q,x)
odlugiva:

Kako je tip uredjenja racionalnih brojeva » td. n]- GLU (3.8.), a
Th{GLU) je kompletna i odluziva (2.9.=2.,10.) to je Thin)=Th{BLU) i

Thi(n) je odluziva.

Primeri w tj. un-katequriCnih teorija mogu se naéi u [1
str.113 i dopuna 1. Naravno, ima niti u jednom kardinalu
kategoriznih kompletnih teorija (RUZP na primer), te su razvijene i
druge metode dokazivanja odluivosti, o ¢&emu wu preostalim

delovima.

Teorema 3. 9. Re&eniceR:
(1) Vny(Sx=Sy = xz=y)
{(2) Wx(Sx=z0)

(3) Vxi(xm=0 = (Iy)(Sy=x))

.



su aksiome za Th{w,5,0}=T" (§ 2.2.)

Dokaz. Prema 3.7. dovoljno je dokazati da je Th(R) kompletna.
Teori ja Th(R) nema kona&nih modela, te ako pokaZemo da je
w -kategoriéna po L&%-Vaught-ovom testu (3.4.) ¢e slediti da je

i

kompletna.
Neka su Uy B R i |U|= |$|=w1. Uvedimo na A relaci ju %,

x %y & neul x=5"(y) ~ y=6"{x})

i sligno na B
n n
b 2:5 y & Inewl x=5 (y) » y=8(x)).

Lako se proverava da su zﬂ i ‘«‘:B relacije ekvivalencije .

Klase ekvivalencije u oba modela su prebrojive (jedna je izomorfna
*

sa w, a sve ostale sa w +w! pa ih ima w . Izomorfizam se
uspostavl ja tako da se slika 0/%, u 0/'-:’.3, a ostale klase iz A se

A

jednostavno preslikavaju u preostale iz B. ]

Na osnovu 1.2. neposredno sledi jedan na&in dokazivanja
pdlucivosti za Th(R) i jo¥ jedan na¢in dokazivanja odlu€ivost za
Th{w,S,0) (model-teoretski), ¥to iskazuje

Korolar 3.10. Th{R)=Th{w,5,0) jeodlutiva.



4. MODELSKO KOMPLETIRANJE | ZASICENOST

Cilj ovog dela je da koristeci pojmove modelske kompletnosti
(potpunosti) i modelskog kompletiranja uvedene od strane
A.Robinsona pokafemo odlutivost slede¢ih teorijai
(i) Atgebarski zatvorenih polja (AZP)

(ii) Gustih linearnih uredjenja (GLU)
(iii) Realno uredjenih zatvorenih pol ja (RUZP)

gefinisanih aksiomatski. Pregled dajemo prema [1&]).

§ 4.1. Modelska potpunost

Pored rani je uvedenih definicija dajemo i sledeces

Definicija 4.1. Preslikavanje miA — B je elemant arno
utapanje 1z Y u B [n:%—B] akko za svaku p(u‘.....xn)énrm i
svaki niz geh vali:

u p[a‘,...,anl o B p[ma’.....manl (plmalnadal je)

Elementarno utapanje je utapanje, jer su atomi&ne formule formuile.

Lema 4.2. Presliksvanje miA — B je elasentarnc
utapanje iz U u B akko prodirenje modela elementima iz A

(Usa) je elementarno ekvivalentno sa ($.ma)ad\ tj-

aeh
(”'a)aeﬂgﬁ’m)geﬂ'

Tvrdjenje 4.3. Neka su f: & — B i g: B — @ utapanja.
Tada:

a) Ako su f i gr elementarna onda je i1 gef welementarno
utapanje.

b) Ako su g i gef elementarna onda je i f elementarno.

Dokaz. Neka je p(x‘,...,xh)eForm i aeh. gef: U —s & je



utapanje. Na osnovu tranzitivnosti e slede oba tvrdjenja:
al ‘U|-p[a1,...,anl ensj-p[fal,...._fanl @S|plgafal
b) u'-plfal.....fanl e&Lplg-fal
. ° [
Bl fa‘- ,fanl @8 |Lpigefa)
Definici ja 4. 4. Y je elementaran podmodel BIYU «B ) akko

identieno inkluziono preslikavanje iAzn “—+ B je elementarno tj.

i tA>—bB.
A

Definicija 4.95. TeorijaT je modelski potpuna akko je svako
utapanje izmedu modela teorije T elementarno.
(Elementaran) di jagram modela U [ DU ) je skup svih atomi&nih i

negatomi¢nih recenica ta&nihu m.a)ad_\.

Nazivajuei egzistencijalnim one formule koje u svojoj preneks
normalnoj formi imaju samo egzistencijalne kvantore dokazacemo:

Stav 4.6. Ako je p(x) egzistencijalna formula i Ul plal i
g:A—B onda Bl plgal.

Dokaz. Neka je p(;_)=3y‘,....ymw( LI ..,ym) gde je wmatrica.
Onda U} w[g,b‘.....bml 2a neke bi,....bmeﬁ, a kako g &uva

atomiZnost to B fwl 9a,gb »...sgb ) ,pa B|plgal. ]

Karakterizaciju modelske kompletnosti daje :
FTecrema 4.7. Slede¢i iskazi suekvivalentni:
(i) T je modelski potpuna,.
(ii) TUD je kompletna teorija za svaki U T.(Otuda
naziv modelska potpunost.)

(iii) Za svaku peform postoji egzistencijalna

formula y tako da T}—p e y.



Dokaz. (i)=(iil.
Neka je %} T1 % ,B, P TUDU. Dovol jno je dokazati da je B =, prens
1.14.. .‘B‘,ﬁz su modeli i za D, pa postoje utapanja fts‘lt -—*s.t.
ie?, i ona su elementarna jer je T modelski potpuna. Dakle,
B, bt fale®B, et fal.
(11)m(iii).
Neka je S ekstenzija T recenicama:

(1) p(chcﬁf‘_i :

(2) =w(c), gde je wix) bilo koja egzistencijalna formula td.
Th—wix)wplx).

Pretpostavimo da je S konzistentna. Onda S ima model U. (‘lt,a)‘aql-
picl, za neko ceA. Prema (ii) sledi da TUDA }— p{c), a na osnovu
finitarnosti dokaza Tl—é(c,n’.....am)-m(c). gde je 6(:,1‘....,3’“)
konjunkcija konagno mnogo resenica iz D%. Kako c.a‘,...,amﬂonlt.r,
to mogu biti zamenjene promenljivama pa T}— 6(x,x‘,....xm)-op(x).
gde je & bezkvantorska tj. T} wix)mpixn)s, qde je
w(x)=5x‘,...,umétx.x‘,....xm). § druge strane Uk -wicl. 1 sa
‘ltl- elc). Protivreénost § znadi da postoje egzistencijalne formule
2 100 td. Th= % (x)wp(x)s 24 1SiSn. T b Pix) e (X)veoovie (X).
Neka je r(u)-u‘(x)v...vnn(u). Tada T |- phx)ewrixn) i y jo logiski
ekvivalentna egzistencijalnoj formuli.
(iii)ap(i),

Neka je gt ——8B utapanje modela za T i plpleForm. Frema (iii)
Tl ptx)espia)) za neku egzistencijalnu formulu . Neka 2} plal.
Onda U} ylal ytj. B wigal, po 4.8., pa i B} plgal. Slitno

Bl ol al WU} oloal, te je Tmodelski potpuna. [



& 4.2. ThCAZP) §i Th(GLW
U ovom paragrafu pokazacemo modelsku potpunost Th{AZP) i
Th(GLU) kap i da su one modelsko kompletiranje,respektivno,
teorije polja (P) 1 teorije linearnog uredjenja (LU).
AZP se dobija dodavanjem prebrojivo mnoge aksioma na aksiome
polja:

(Yy ...y )(Bx)(xnﬂ/ xn_1+...+y =0), za svako new-}.
1 n 1 n

Teorema 4.8. (A.Robinson) Th(AZP) je modeliski potpuna.
Dokaz. Neka je f:Uf —B utapanje AZP. Po pojacanju
L&wenhein-Ckolen-Tareki tesrene [1 ebr. 1001 paets;e AU W i !Bl))!B

sa ondgovarajucim elementarnim utapanjima g i h td.
|‘u‘|=|."3l|>|$|2|‘u| (f je 1-1). Ako postoji izomorfizam k:‘u‘H .‘31
td. keog=hof: Y >-—»!B1 onda ja f elementarns (4.3.). Pakadims da
postoji:
Neka je& U(V) transcedentna baza za ‘u‘msl) nad U (W), B je
beskonagno pa je B, neprebrojive tj. Jul={v] i neka je k:U >—»V
bijekcijal?}. Progirimo k na k‘:‘u(U) > UV) i k‘r‘!.l=in. k: se
moie progiriti na kz:%a >——n-ﬂ31, jer su %ﬂ(ﬂ&l) algebarska
zatvorenja WW (UV)), -

Pojam mndelskog kompletiranja se koristi u eliminaciji
kvantora, sada, na bezkvantorske formule (X=0) za razliku od
2.dela, ali i u dokazivanju: postojanja efektivnih postupaka za
redavanje sistema jedna&ina i Hilbert-ovog Nulistellensatz-a.

Definici ja 4.9. Neka su T i T: teorije istog jezika T1 je
modelsko kompletiranje Takko

(i) ako je- Wk T, onda Up T;

(ii) ako j; ‘!.!}-tT“onda postoji ekstenzija B= U t.di.‘.‘B}r Tt;

(iii) ako je Uk T, USB, USE® ,BL T i €k T onda
1 1



(B.alaﬂ;((!,a)aen
Ako je T‘ modelsko kompletiranje za 7 onda je T‘ modelski

potpuno, ali Ti mole da bude modelski potpuno i da za T

7adovoljava (1} 1 (1i)y a da ne bude kempistirenj» za T.

Teorema 4 10: (ARobinsen) Modelsko kompletiranje svake

teorije T je jedinstveno, ako bustoji.

Dokaz. Neka su!T‘ i Tzdva modelska kompletiranja .PokaZimo
da je T ST tako $to cemo pokazati da %} T, Uk T, Lanac struktura
{‘unmew}d!finisan jesas

(i)Y =

{ii) Neka je ‘I.Iml- T‘.Dnda ‘!Jml- T prema 4.9.(i) te postoji

‘uzmzuz“ td. je ”371"‘1'- T,

(1ii) Neka je | T . Slino kao pod (ii).

Neka je U = :newi={Y,  inew $.Kako su {1 :new}i {u, , newt
elementarni lanci, jer je T:‘,Tz modelski kompletna to ‘!.Io«‘uml 'u‘«%tw
{1 str.115) tj. prema 4.3. U <AL, pa ‘!Jo|- L SliZno i TzST‘, pa

o

Tz-T‘ B

Siedeca dva iskaza A.Robinsona odnose se na kompletiranje
AZP12

Teorema 4.11. Th(AZP) je modelsko kompletiranje Th(P).

Dokaz. Kako je skup aksioma za AZPSP to 4.9.(1) sledi
neposredno, a (i-i) na osnovu &injenice da je svako polje produZivo
do AZP, pa preostaje da pretpostavimo antecedens od (iii):

Neka je UpP i %B,& algebarski zatvorene ekstenzije od . Po
po jaZanju Léwenheim-Skolem-Tarski teoreme (1 str. 109} postoje
W’»!I i CI»S td. |(t1|""|$1 |>|Y]. Neka je U(V) transcedentna baza
za 3‘((!‘) nad . Tada j= beskona&no ba je $1 neprebro jivo
tj. |u|=|v|-|$’|. Neka je k:U >—w V bijekcija. Prodirimo k na
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ki:‘lﬂU) —» V) i k‘r‘u=in. kl se moie prodiriti na

l-czz!B1 —» GJ1, jer su .‘31(3-’1) algebarska zatvorenja U) (UWV)).

Prema 4. 3. sledi (fB:a)aEAE(G,a)aEA. »
Teorema 4.12. Th(GLU) je modelsko kompletiranje za Th(LU).

Dokaz. (i) sledi na osnovu aksiomatike za GLU i LU. (ii) sledi

dodavan)em ‘U'- LU elemenata, koji ispunjavaju sve "praznine". Zato
pretpostavimo ‘u!- Ly, UsB , UE ,$|- BLU i(s:|-|3|_u ali

(Bra)  HE,a)
Bra) ™ %

tj.za neku pix)efFormvaii

Bl plal i O ~plal.
Neka je Q.l‘o konaena podstruktura od U sa domenom {ao,.. .,an}. Prema
pojatanju donje towenheim-Skolem—Tarski teoreme [1 str.109]
postoje prebro jive beskona&ne strukture !B‘ i G‘ td. ‘LIOS?B‘@Bi ‘!.IDS
B’i«ﬁ i naravno ($l,ao....,an)ztﬁ",ao,...,an). No to je nemoguée,
jer postoji izomorfizam f=$1>_”¢1’ td. f(at)=a,. za jen. f se
1
konstruide Cantor-ovim ‘"nazad-napred" argumentom. Neka je
B={b_:i<w} icC ={c_:i<w} enumeracije td. a =b=c sza ien. f se
1 L 1 1 P T
definife indukcijom po i:
(1} za ien fb =¢
1 L
(2} idn y i parnoc . f je definisano na nekom konaénom BOEB{
Neka je beB‘-Bo sa najmanjinl_ indeksom. b je u nekem odnosu sa
&¢lanovima Bo' Kako je Bokona&an to postoji ceill1 koji stoji u istom
odnosu sa &lanovima (B ), jer je C1|- GLU. Neka je fb=c.

{3! i>n » i neparno, Sli&no kao (2) uz odgovarajuce zameng. W

Definicija 4.13. T je podmodelski kompletna akko TLD je

kompletna za svaki podmodel U modela teorije T.

Fundamentalna veza dosad uvedenih pojmova teorije modela sa
odlutivedecu data je sledecom karakterizacijom eliminacije kvantora
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na bezkvantorske formule i pripada G.Sacks-ul15]:

Teorema 4.14. T dopuita eliminaciju kvantora akko T je

podmodelski kompletna.
Teorema 4.18. (A.Robinson) Ako je T univerzalna teorija sa
modelskim kompletiranjem ™ onda 7' dopuita eliminaciju kvantora.
Dokaz. Prema 4.14. dovoljno je dokazati da je T* podmodelski
kompletna. Neka je U podstruktura modela T*. Svaka univerzalna

reéenica iz 7" mora biti tagna i u U tj. UL T. Onda je TUDU

kompletna. L

Sada, trivijalno slede dva od tri glavna rezultata dela 4:

Korolasr 4.18B. Th(AZP) dopuita eliminaciju kvantora, te je
odlu&iva.

Dokaz. Neposredno na osnovu 4.11. 1 4.15. »
Napomenimo da je jedan nazin eliminacije kvantora za Th(AZP) dat
ullol.

Korolar 4.17. Th(GLU} dopudta eliminaciju kvantora te je
odluciva.

Dokaz. Neposrednona osnovu 4.12. 1 4.18. [ ]

& 4.3. Th(RUZP)

Da bi do$li do glavnog orudja za ostatak dela 4 -Blum-ove
karakterizacije modelske potpunosti-pretpostavimo da je T
kompletna i prebrojiva teorija i uvedimo jo¥ nekoliko pojmova .

Za Ynetw-1 neka je FnT skup svih formula u jeziku T, &£ije su
slobodne promenljive podskup {xi,....xn}.Primetimu da je F T
monotono rastuéa hijerarhija po n.

Definiclija 4.18. Formula p“:’ e .xh) je konzistentnasa¥

akkO T|_ 3!1’--.|an(H‘|..-pxn) L]

P g



Skup S.‘-.‘-.FnT je konzistentan sa T akko egzistencijalno zatvorenje
bilo koje konjukeije kona&gne mnogo &lanova F“T je dokazivo u T,
n«tip p ;e makeimalno (u emislu inkluzije) konzictentan poadelup od

F T,
n

Primetimo da s@ svaki konzistentan podskup od FnT moi@ prosiriti
do nekog n-tipa. Oznazimo sa SnT gkup svih n~tipava teorije 7.

Definici ja 4. 18, Neka je Up Ti aen, Kalese da (a) realizuje

pes T u Y akko ‘!J|- pla) za svaki pepj tj. (a) zadovoljava svaki g
1
izpu

Definici ja 4.19. Neka je % beskona&na struktura i YA, Y je

zasiceno nad Y akko VpeslT( (‘u;yiyev) jerealizovanu (‘llnr)vev

U je zasiceno akko U je zasiéeno nad svim YSA td. IY |< IA | .
Neka je x» beskonaéni kardinal.
U je x-zasideno akko U je zasiceno nad svim YSA td. |Y <.

Ba B(c) oznacimo najmanju nadstrukturu od B 2iji je domen
Bu{c }. Dosada uvedeni pojmovi su dovol jni za razumevanje sadraja
sledeée teoreme:

Teorema 4.20. (L.Blum)

Neka su T i ™ dve teorije istog jezika td. TST*, T je
univerzalna i svaki model od T se moie prodiriti do nekog modela
za T Onda T* je modelsko kompletiranje od T akko

za svaki By B(c) | Ti .‘.B*}- i 8" je |£B|+-zasi¢eno 1 f:1B—sWB(c) i
hiB—B postoji g:Bic) —-B" .

Definicija 4.21. Teorija realno uredjenih zatvorenih polja

Th(RUZP) u jeziku 2Pu{<} ima pored aksioma za polje (P) i:
(1) (Wx) (=m<x),
(2) (W) (VWy)(VWz)(x<y A y<z = x<2),

(3) (W) (VWy)ixCy v x=y v y<ix},



(4)  (YXI(WY)HOKx A OCy = O<xy),

(5)  (Wx)(WyI(0Cn A OCy o O(xey)y
{6)  (W¥x)(Fy){(0<x =» xayy),

i prebrojiv niz aksioma

{7n) (Vy‘...ynuaxnx"w‘x" 1+...+v“===0h

za Svako nNeparno new.,

Teorema 4.22. Teorija Th(RUZ2P) je modelsko kompletiranje

uredjenih polja [UP) (UP=P +(1)-(D5)).

Dokaz. Po Blumovoj teorsmi (UP je univerzalna teorija i svaki
model za UP je produliv do modela za RUZP ) dovol jno 'je" dokazati
da: ako B,B(c) b UP i 3*|- RUZP i B je |8|*-zasiﬂmo iFiB——eB(c) i -
h:S—-—o.‘B* onda postoji gsB(c)——-oﬁ*. b*d*n mote naci td. je
B(b")2B(c) nad Bt

(1) Ako je c algebarski nad % onda b'postoji, jer svaka
aigebarska uredjena ekstenzija uredjenog polja B je sadriana u
svakom reaino uredjenom zatvorenom polju od B.

{2) ¢ je transcedentan nad B,

Neka su B’ i Bz elementi dvoiiane particije B td. b‘<c<ba za sve
b‘eB‘i bzaaz. Neka je S skup formula:

(i) b;“(bz’ za wvaki b‘d!“i bzd:

(ii) fF(x)™0 za svaki f{x) iz prstena polinoma nad B Bl x]
koji nije identitki jednak nuli.
S je konzistentno sa T((B*.b)b@). jer svaki konazan podskup od S
moe biti zasi¢en u svakoj realno zatvorenoj ekstenziji od B.

Prodirimo S do nekog peS‘T((B*,b) prema 4.1i8.. Svaka

beB’
. * . - . *

realizacija pu B mo¥e odigrati b . Definidimo gc=b . -
Korolar 4.23. Th{(RUZP) dopuita eliminaciju kvantora i

odluiva je .



Dokaz. Na osnovu 4.23. RUZP je modelsko kompletiranje

univerzalne teorije UP te zbog 4.18. sledi tvrdjenje. ]

Problem 4.24. Keristeci Blum-ovy teoremu, dokazati da
Preshurger-ova aritmetika doputa eliminaci ju kvantora, uvedeéi u
jezik jo§ jedan predikat, koji izra¥ava trecu vrstu osnovnih
formula sa str. 27.

Ovaj problem ilustruje da je definicija 2.2. za X=0 dovol jno

Siroka da se obuhvate sve primene i u odliuZivosti uz neminovno

prodirenje jezika, te baca novo svetlo na autorove stavove iz (&),



5. METOD INTERPRETACLE

Suétina metoda je da se za razmatranu teoriju T jezika X
pronadje odludiva teorija To u jeziku .Bo i neko efektivno
preslikavanje t, koje svakoj regenici ¢ jezika £ dodel juje
rezenicu tl(p) jezika-.fo td. vali: pel akke ttp)eTo. Onda moiemo

tvrditi da je Tou jeziku .Bo cdluziva.
Napomenimo da je ovaj metod najéefce sredstvo za dokazivanje
neodluzivosti teorija i da je, naravno, poieljna Xto veéa

ekspresivnost odluzive tecrije To'

§ 5.1. Semantitka interpretacija
2a primenu metoda treba nam jo§ nekoliko pojmova (pre svaga
dobi janje modela %1 iz modela % definabilnom relacijom) i opis
samantizke interpretacije, $to dajemo prema [14].
Neka je L jezik za U=(A,R) i L’ jezik za &(B.S‘.Sz....) i
pixsyr...) formula jezika L‘ sa bar jednom slobodnom promenljivom
% (eventualne . ostale slobpdne promenljive igraju ulogu

parametara).Formulu e(x,y...) <emo skraceno oznacavati sa pix) tj.

pl

Definicija B.1. Neka je & formula jezika L’. Formula e¥ je
relativizaci ja svih kvantora iz © na ¢ akko se dobija induktivnom
primenom ova 3 pravlila:

1) Akp je & atomiéna onda je e¥=o.

2) Ako je O=x~f ili B=-y onda Spsxpvtptj. 6p=-|xprespektivno.

3) Ako je &=3uxy onda je (Bux’p - aJ(p(u)Axp).

Primetimo da je ponekad potrebno, za korektnu relativizaciju



preimenovati promenljive formule ¢ da bi izbeqli vezivanje drugih

slobodnih promenl jivih iz ¢ osim x, i da je relativizacija za

drugl kvantor s (Yun® = Yutpiwa®),

Neka je beB,...,niz vrednosti u B za parametre y,...;iz ¢ i
definidimo C={a:B f pla,b;...1}. Ovo je domen definisan sa ¢
dodel jivanjem vrednosti za parametre y=b,... .Skup CSB indukuje

pndmodel &£-(C,C IC:Q IC;) modela .
1 2

Efekat relativizacije je da svede zadovoljenje formule ¢ u B na

zadovol jenje u podmodelu &,%tp pokazuje slede¢a, lako dokaziva:
Lema 5.2. Neka je 8(z) formula jezika L1 i neka su gy B,
beB,...,i C kao gore.Tada za svako cet

B Fep[gl akko & k elc).

Radi jednostavnosti, uvefcéemo sledede pojmove samo za formule
¢{x) (sa taéno jednom slobodnom promen]jivom x)i ylu,v) jezika LI

{sa dve slobodne promenljive u,v).
Model Blp,p)=(C,R) indukovan u B sa pix) i ylu,v) ima domen

C={c:B p plc) } i dijadsku relaciju RECxC,
R={(b,c): bycel, B | wib,cl }.

Neka je &(z) formula jezika sa binarnom relacijom P. Formula
Bp'w je formula dobijena iz € formirajuéi prvo relativizovanu
formulu 9"’, a onda zamenjujué¢i u 6¥ sve atomizne formule P(zl,zz)
sa w(zl,zz).Primetimo da  kvantifikatori u wiu,v) nisu
relativizovanl sa p.

Slede¢a lema daje odnps izmedju zadovo!l jenja u modelu W i
indukovanoj strukturi:

Lem S- 3- Za g_eC 1

Ble,yw) fOIc]l akko B b ¥ ¥ic)



Brimenu metoda intarspetieija omoguéava nam

Teorema S.4.116) Neka su T i T1 teorije jezika L i L‘.redom,

i neka su X i 9\; klase struktura td. T=Th(XD 1 T:Th(x!).
Bretpostavimo da je j8%ik ¥ relacijski sa relacijama Ponunnqu.
Neka je elxn,ys...) formuia L‘ iyps (wo;...;w;) niz formula td.

ako je P armesti N onda ¥ 1M N slobodnih gremeni jivih
(0£31£k).

Predpostavimo da

(1) Za sve M’ i sve vrednosti y=b,... parametara iz p
Bigyy) pT.

(2) Z2a svaku %(A.Rnp....ﬂk)eﬂ(, postoji model M‘ i
dodel jivanje vrednosti ysbeB,...,td. za to dodel jivanje UEBlpyw).

Pod tim uslovima, ako je T‘ odlusiva onda je i T. I obratno
ako je T neodluciva onda je i T‘.

Dokaz. Neka je © recenica jezikal i definigimo rewy....e%'¥,
gde je univerzaina kvantifikacija preko svih promenljivih, ko je su
parametri u @{xsys...} (ove promenl jive su slobodne u 8 akno © ne
sadr?i kvantore ). Prema B5.3. za svako M‘ i dodel jivanje
y=beB) ... vaii
() B8 | 0”'Vib,...1 akko Blew) [ O

Neka je @eT. Uslov (1) implicira Blp,y) |} 6, za bilo koje
M’, y=by... ypa prema (%) B b r. Ali M‘ je bile proizvel jno te
7&Th(9€1)=T1.

Pretpostavimo reT‘. Neka je UeX. Tada prema (2) za neko BeX i
b, ..., B0y} Kako B by to B | 0¥’ ¥Ib,...1, papress (),

B oyl b O, tj. U b 6. Zakljueujemo X | 0 OeT. |
Neka je T’ odlutiva i © rezenica iz L. Konstruidimo y. Kako

yeT akko 8€T, to imamo resen problem odlugivosti za T. ]



Napomene 8. 5.

a) Ukoliko je T konaeno aksiomatizibilna onda se ulov (1)
moZe ispustitl modifikujuéi konstrukciju za y.

b) Sa odgovarajucim izmenama S.4. vaZi i ako je neki od

spomenutih jezika ili zak oba drugog reda.

Jedinl 2animl;iv eluda; ea stanovilta odlutivest: teorija

drugog reda je za monadixke (singularnelB}) jezike, kod kojih

promenl jive uzimaju vrednosti proizvoljnih podskupovas jer kada
imamo kvantifikovanje promenljivih nad binarnim relacijama ili

operacijama skup svih ta&nih rezenica tog jezika je neodlu&iv.Zato
¢e formula u jeziku X kojom ce relativizue pl(y) biti ablika weX i
¥ ce biti parametar u éf]W- Ako jezik.f ima skupovne promenl jive

onda se relativizacija sa ¢ obavl ja prema pravilu
(WA = WX (W xelaplx) Jao¥).

Sa ovom modifikacijom 5. 4. va?i za monadicke jezike drugog reda.
Gornju diskusiju dopunjava
Teorema 5.6.15 str.93} Ako jezik ¥ dopuita univerzalnu
(egzistencijalnu) kvantifikaciju po dijadskim relacijama i klasa

modela K sadrii beskonacan model onda je Thsz) je neodlu&iva.

&€ 9.2. Odluti ve teori je drugog reda
Od ovog paragrafa do kraja 5. dela radicemo uglavnom sa
mopadskim (singularnim [B)) jezicima drugog reda Lz, koji sadrie
binarnu relaciju € i skupovne promenl jive X, Y,... .
Primetimo da su definicije 1.1. i 1.12. primenljive i za
teorije (slabog) drugogq reda (Thw) tj. Thz.

Najznatajniji rezultati odlucivosti teorija drugog reda



koriste metode i rezultate teorije automata. Tako se u dokazu

odiucivosti Thz(w;5)=515 koriste automati na w-nizovima, a za

Thw(w,S)-HSlS automati na konaénim nizovima.
Prvi znadajan rezultat je
Teorema 5. 7.[0) Teorija S15 je odlutiva.

Neposredno sledi i da je teorija WS1S odiutiva {(vidi Primedbu
5' 18. )c
Vrlo primenljiva teorema o odlugivesti jedne teorije drugog

reda je nastala daljim uopitavanjem pojma automata na beskonaZim
drvetima. lako se radi o konaénim objektima (automatima)
transfinitna indukcija do prvog neprebrojivog kardinalnog broja A
se esencijalno koristi [13 str.19 i str.29).

Neka je T={0,1 }-* skup svih kona&nih nizova na alfabetu {0,1}.
Prazan niz A je, takode; u T. T se mole posmatrati i kao
beskonaino punp binarno drve &iji je koren A a &vorovi su slementi
iz T. Na T definifimo dve sukcesor funkcije rotx)=u0 i r‘(x)-xl.
2a xeT te je 525 prirodno uopStenje Thz(m,S).

fAko je L2 odgovarajuéi monadi&ki jezik drugog reda sa unarnim
pperaci jama UL tada vaki:

Teorema 5.8.[13) Teorija drugog reda dve sukcesor funkcije

SES-Thzt T,rog r‘) je odlugiva.

Binarno drvo Tz-T' u izvesnom smislu sadrii sva drveta sa
prebrojivim grananjima. Iz tih razloga, odluzivost 525 implicira
odlutivost teorija drugog reda mnogo komplikovani jih drveta 1
kiasa drveta.

Teorema 5.9.[131 Teorija drugog reda SwS od ® sukcesor

funkcija je odlu&iva.



Dokaz., Neka je AST skup sa jedinstvenim korenom Aﬁeﬂ,
najmanjim prema relaciji <, Definidimo relaciju S(A}Qz sa
{x,y)eb{A) akko

XA A YEA A X<y A Vz( zeh =» =(x < 2z ( y) )

Ako je (x,y)eS(A), onda je y neposredni naslednik od x u A.
Tako T(A)=(A,5(A}} je drvo sa karenom AA' Primetimo da je za
w,y€d, x<y (gde je < parcijlano uredjenje na T) akko x je

predhodnik za y u TiA).

nomon
Neka je A= {A} U {1 %01 %0...1 “0: 1Sk<wOCn ,iSisk}. U

T(A) skup neposrednih naslednika praoizvol jnog x&A je dobro ured jen

u jedan w-niz sa « (leksikografsko uredjenje na T). Sada moZemo
definisati r:(x)=y sa (x,y}&5(A) A Vz{ (x,z)e5(A) » yxz } i
. . A

induktivno za ndw, rnﬂ(x) y Sai

(x,y1€B(A) A /\ r?(x)#y A V20 (x,2)&5(A) A /\r?(x)#z > Y&z ).
idn i{n

. : A
Ga ovom definicijom sukcaesor funkcija T NEws model

A . #* A
(A, T =1 Ay «'mnem je izomorfan sa {(w » T =y «)n(w
Sada je skup A 1 relacije r:(x)=y. new, definabilne u 585. Na

osnovu [13,teorema 1.10. str.10] sledi odluzivost Sub. ]

£ 5.3. Primene na uredene skupove

Neka je G':; klasa svih gusto uredenih skupova bez krajeva

{A,<) | GLU sa prebrojivim domenom.
Teorema 5, 10. Thz(Gz) je odlu&iva,
Dokaz. Na T moZemo definisati parcijalno uredjenje < sa
=y akko VX {xeX ~ V2izeX -rro(z)ex ~ rxiz)eX) » yeX),
a leksikografsko « sa
iy akko xZy w Bz(nrotz)Sx ~ r’(z)Sy).

Uredeni skup @=({xl: x&T }» <« ima tip uredenja », jer je gusto



linearno uredenje bez krajeva. Kake je svaki (A,S)eﬁ(g izomorfan

sa 0 prema 3.5. to je (A 1. Neka je u 5.4, formula
celabivizacije Dl,X)2xeX, a € zanenino sa « Tada je Th(GQ)
odluliva ;an e ao3e interpretirati u 525 u skladu 3a Ged ”

Xorolar 5,11, Slaba teorija drugeg reda gustin linearnih

uredenja, Thu(GSh je odluziva.

Mks je K° klasa svih .preprojivin linearno uredsnih skupova
onda vaZi:

Teorema S.12. [131 Th_(KJ), teorija drugog reda prebrojivih
linearnih skupova je odlu&iva.

Dokaz. Kao i u 5.10. definife se parci jalno uredenje = i
leksikografsko uredenje <« i uredeni skup & tipa n. Kako za svaki
prebrojivi uredeni skup {A, <) postoji AST td. (A, S)=A, «, to
kao i uB.10. sledi odluzivost Th (KZ). "

Korolar 5.13.1[13) Slaba teorija drugog reda linearnih uredanja,

Th"(KS) y je odluéiva.

Korolar 5.14. Monadska teorija drugog reda prebrojivih dobro
uredenih skupova je odlu&iva.
Dokaz. Monadska re&enica drugog reda
WXy Vz( xeX » yel A (zeX = y=2) )
ima psobinu da linearno ureden skup % zadovol java W ti. Uk Wakko ™
je dobro ureden. Tako za bilo koju retenicu ¢ vali K?}- Wy akko ¢

je ta&na u svim prebrojivim dobro uredenim skupovima. [ ]

Primedba 5.185. Neka je Thth), teorija drugog reda klase

modela K, odlueiva. Tada je odludiv i svaki podskup reZenica



Rghzﬂ() u jez2iku ¥ 2a koji se efektivno mofe odrediti da i je
re¢enica iz R u jeziku &,

Teorema B.18. Neka je Km klasa prebrojivih modela, koji

zadovol javaju skup akioma 8 td. je Thz(Kw) odlutivay a S je u
slabom jeziku drugog rede {(ili nekem njegevem izraiajnom
gkvivalentu wjeziku npr.i. Tada je Th (G} odlutiva 1 kompletna,

Dokaz, Prema donjo; Lowenheim-Skolem-ovoj teoremi za svaki
‘UI— S postoji prebrojiv model B td. B« gde je ﬂ?el(w. Otuda je

Th"¢51=rh“n<“’), a ova poslednja je odluziva prema S5.15. i

kempletna, naravno.®

Primetimo da u predhodnoj teoremi Th(S) je kompletna i

odlugiva i ako jo akeiomatika S u ja2iku prvag reds, a da vadi i

za sv@ logike 2a koje vali donja Léwenheim-Skolem-ova teorema

(L , LB ) ),
O W o

Na osnovu 5.186. neposredno sledi niz posledica:
Korolar 5.17. Th(GLU) je odlu&iva i kompletna.
Korolar 5.18. Th(LU) je odlu&iva i kompletna.
Rezultat 119) 2a dobro uredene skupove [DU):

Korolar 5.19. Th(DU) je odludiva i kompletna.

§ 5.4, ThCw, +)

Konagni nizovi nula i jedinica su dovoljni za kodiranje
sabiranja prirodnih brojeva. Naime, karakteristiena funkcija skupa
X» xx,gde je X&w definise prirodan broj

n(X)=l*xx(0)+E*xx(l)+...+Ek*xx(k)+...,
a kvantifikacija po konag&nim podskupovima skupa w omogucava zapis

sabiranja definiduéi sabiranje binarnih zapisa datih prirodnih



brojeva. Otuda, koristeci odlutivost WS15
Teorema 5. 20. [ 14] Teori ja Thiw,+} je odiuziva.

Dokaz. Formula

p(X,Y,2) & JT¥x ( “0€T A

( Six)eT o (xEXANEY)v(naXaxeT)vixeYAxel) ) A
( n62 & (REXARBYAXET) v NG AXEY AXET ) v (WEXAXGY A0 &T ) v
(meXaneYAnel) ) )
u jeziku WS1S ce biti tacna u (wySy0) akko n(X)m(Y)i=n(Z). Naime,

U ¢ se razmatraju prenosi prilikom binarnog sabiranja i oni =se
guvaju u T.

Zamenom u proizvoljnoj rezenici weThlw,+) podformule at+bsc,
sa p(X,Y,2) gde je a=ni{X), b=n(Y) i c=n{Z) dobija se raZenica
OelS1S tj. vali weTh(w,+) akko BeWSIS te moiemo odluziti da li je

paThlwy+), ]

lako je jasno iz predhodnog uveda da kvantifikacija po
kona&nim podskupovima uz binarnu relaciju € omogucava izralavanje
sabiranja ostaje

Problem S.21. Na¢i vezu izmedu dokazas odluzivosti, korifcenjem
eliminaci je kvantora za, recimo, Pressburger-ovu aritmetiku i

interpretacijom u teoriji drugog reda WSIS.
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6. KOMPLEKSNOST TEORIJA

U ovom delu razmatrace se kompleksnost algoritama, kojima se
dokazuje odlusivost u radu razmatranih teorija., Videcemo day faki
da su odlutive horijn trivijalee, jod nije dokazan i da ne
postaje ssbil;ni;e indikaeije njegove verifikacije. Uveicemo samo

pojmove koji nam omogucavaju Tazumevanje iskazanih ieerema i neke

speci jalne osobine Blum-ovog pojma ubrtanja (speed-up [41)

§ B.1. Osnovni pojmovi i rezultati

Kako je cilj da se pokaie da je svaki algoritam, kojim se
dokazuje da je teorija T odluziva [ tzv. procedura odluke ]
slofena, moramo da imamo pojmove koji izralavaju matematiski
tu slofenost. Motivisan delom prakti&nim razmatranjima, obiZno se
posmatra gornje ograniZenje resursa datog koncepta izra&unljivosti
( mi ¢éemp raditi sa Turing~ovim madinama )} koji je potirsban za
retenje problema, Dve zajednidke mere korifcenja resursa bilo kog
koncepta izrasunavanja su vreme, broj koraka u izraZunavanju prema
datom algoritmu, i prostor, velitina memori je koridcene
algoritmom. Kad je dat konkretan odlugiv problem i neki algoritam
za taj problem gornje ograniZenje se dobija razmatranjem potrebnog
vremena i prostora prema tom algoritmu. Medutim, za nalaienje
optimainog algoritma potrebno je na¢i i donje ograniZenje
kompleksnosti problema. tj. mora se pokazati da je izvesno vreme i
prostor koriiéen od strane bilo kog algoritma od beskonaino mnogo
njih koji resavaju problem. tak i ako je eksplicitno nadeno gornje

i donje ogranizenje kompleksnosti problema moguée je na drugi

ey



na&in, implicitno, klasifikovati problem stavljajuci ga u neku
klasu kompleksnosti, koja obuhvata neki skup problema.

Koristicemo svodljivost, koncept, pozajmljen iz teorije
rekurzija £15), 2za odredivanje kompleksnosti jednog problema, kad

nam je poznata kompleksnost drugog problema i postoji ograniZenje
za koriicenje resursa u izracunavanju funkcije f kojom se vrii
svodenje. Naime skup A je {vide-jedan) 2vodl §iy na B funkcijom f
akko xeA & FOxdsB. Postupak svodenja, koji pripada Cook-u,

shematskl 1zgleda ovako:

"kompleksnost za A" £ "kompleksnost za B" + "kompleksmost za f"

jer se od bilo kog algoritma HB koji prihvata skup B mofe dobiti
algoritam MA’ koji prihvata A: za dati ulaz x, algoritam MA
prvo izracuna f(x) a onda primeni HB na fix}.

Kako su sve procedure odluke, koje ¢emo susresti,

eksponencijalne sloZenosti to "kompleksnost za f" nece imati

nikakvog uticaja, jer je obi&no polinomskog tipa. Rezultati kaji
siede, takode, nec¢e zavisiti od sistema izrakunavanja, jer je
kompleksnost prevodenja iz jednog sistema izra#umavanja u drugi,
takode, polinomskog tipa.

Pored Turing-ovih maZina kao koncepta izrakunavanja, za meru
slp2enosti ¢emo koristiti vreme tj. broj koraka u izrakunavanju po
datom programu,

Rezultati <4e biti u obliku da za bilo koju proceduru odluke P
za datu teoriju T, postoji recenica p velikine n (tj. ¢ je sa n
simbola |g|=n) za koju P zahteva najmanje f{cn) koraka za odgovor
na pitanje da 1i je pel. Funkcija fin) ¢e biti najmanje

ekponencijalna oblika 2", a c fiksiran realan broj veci od nule.

53



Ged. Op§ti postupak za kiasifikaciju kompleksnosti problema T

se sastoji u sledecem:

Treba naci klase kompleksnosti & . i € . td
" donja = gornja

1) ¢ T za neku funkciju T koja je efektivma

<
donja eff
svodl jivost tjs

a) izragunl jiva Deterministickom Tur ing-ovom

madinom [DTM} unutar log(n) prostora [u oznaci Slog}
ili b) izragunljiva sa DTM u polinomskem vremenu tspl

ili c) kao pod a) i jo& |[f(@)|b|e]s za b>0, gde el ie

. - <
dufina regenica ¢ ["lng-lin] .

ili d) kao pod b) i joi |f(p)}|<b]e]|, za b0, gde le]| ie
i <
dufina recenica ol Zp-1 in] .
2} Tegqornja'

Naravno, pofeljno je da obe klase € budu

ch:mja1 8gm’nja

ito bli¥e, a ako je 8donja = Bgm_nj:tﬂ onda je T €-kompletna.

Pre nego &to iskaiemo niz rezultata bez dokaza o kompleksnosti
procedura odluka teorija, koje smo posmatrali u prethodnim
poglavljima uvedimo sledecu definiciju funkcije Fim,n}

Fin,1)=2", Finmet =g (0™

=l yZraer -

Ako je 0<d, onda sa f(n)=F(n,[dnl) oznazimo funkciju koja ima
cec deo od dn "spratova" dvojki.

Teorema B.2.[14) Postoji konstanta d>0 td. za funkciju finl,
i svaku proceduru odluke P za WS1S postoji beskona&no mnoQo
recenica p td. P zahteva viie od f(|e]) koraka za odluku da li
penS15.{ 111, krace, QSIS ima inherentnu kompleksnost F(n,[dnl) za
neko d>0. ) |

Teorema 8. 3. [ 14) Teori ja prvog reda Th(LY) ]l inearnog uredenja



ima inherentnu kompleksnost Fin,[dn}) za neko d>0.
Analiza dokaza za WS2S 1 525 pokazuje da ore imaju istu
inherentu kompleksnost kao i WSIS i da je to najbolje donje

ograniéenje.

Za razumevanje slede¢e dve teoreme treba nam jof nekoliko
po jmovas

G, 4. Neka je Ti w —+ R i M Turing-ova maiina. M prihvata
unutar vremena(prostora) T(n) akko za svako x koje M prihvata
postoji izrafunmavanje td. vreme(prostor) izragunavanja ne prelazi
T(|x|).

DTIME(T(n)) (res. DSPACE(T(n)) oznatava klasu problema koje
DTM prihvata unutar vremena (res. prostora) T(n). 6liéno

NTIME(T(n)) i NSPACE(T(n)) samo za nedeterministiéku Turing-ovu

madinu,

Prema [17), u kome se mogu naéi 1 sve reference, a u skladu sa
5.1. dajemo sledece rezultate :
Teorema B.5. Za Thiw,s) je ‘8d . =NSPACE(n), ostvarena
onja

svodl jivo&eu a® ja=DSPf-\CE(n2) .

= .y
log-1in gorn

Teorema 6.6. Za Thiw,+) je 2

dnnjaﬂNTIHE(F(n.E)), ostvarena

svodl jivogeu = = L}QSPACE(F(cn,E).

ceR

Dakle, PAR ima tzv. supereksponencijalnu kompleksnost.

p-lin’ 2 qurnja

5 B.2. Jedna vrsta ubrzanja za Thw, +J
Neka je data DTM, koja staje za sve ulaze, i neka Timen(x)
oznagava broj koraka u izratéunavanju DM M za wulaz x. Skup

re¢enica nekog jezika moZemo da posmatramo i kav podskup svih reéi



nad datim alfabetom % t] Sentrs-‘.i*. Gada molemo da damo opBtu

definiciju jedne vrste wbrzanja. ‘

Definicd Ja G 7r Regi cono daproblen ASS" ima TCnd-na polinom
efektivno beskona~no testo ubrzanje [T(n)-ubrzanjel akko postoji
polinom peRin) td. za bilo koju DTM M koja pribvata A mi moZemo

gfektivno konstruisati DTM nl koja prihvata A 1 beskonaZan

rekurzivan skup USE td.
Timthﬂ r |x|> za sve xel,

i Time, (x) = pt|x|? za sve xell.
1

Sledeca teorema i napomena iz [171bice nam potrebni za glavnu

teoremu ovog paragrafa.
Teorema B.8. Za bilo koju elementarnu funkciju T(n), posto)i

problem A u U QTIHE(cT(n)a), koji ima T(n)~ubrzanje.
ceR

Napomena 6.9. Ako je Asgﬁ.ﬂ sa f i f je neka od Zetiri

svodl jivosti iz B.1., onda ako A ima T(n)-ubrzanje ima ga i B.

Teorema 6.10. Thiw,+) ima E“-ubrzanje.

Dokaz. Kako vaie sledece inkliuzije

U g'rmacta“)a
T

ceR
to zbog B.06. NTIHE(E(E ))Sp_linTh(w,-'-). pa na osnovu 6.8. za

\§) n
y < prime@’® V) e nTime2® )

Ttni=2" je neki probiem A sa En-“ubrzanjem svodl jiv Sp-lin na

Thiws+), te Thlw,+) ima En-ubrzanje prema 6.9.. L ]

Primetimo da pojam T{n)-ubrzanja zapravo pokusaj heuristi&kog
retavanja slofenijih problema te da je glavni zadatak dobiti
pogodan rekurzivan skup U za koji vali da se mole "lakie"

jzrasunati.
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