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Uwaga o zerach calek Laplacéa-Abela. — Remarque

sur les zéros des intégrales de Laplace-Abel.
Note
de M. MICHEL PETROVITCH m. c.,

présentée le 9 Novembre 1936.

1. On sait quil n'existe pas d'intégrales de Liaplace-Abel
b
o) = [ o at | M
@ étant une fonction réelle, @ et b deux constantes réelles) non
identiquement nulles ayant comme zéros la suite naturelle des
nombres entiers

0,1,23,4,... @)

situés sur Uaxe réel des z. »

Ceci subsiste également pour la suite (2) présentant des lacunes
en nombre quelconque, et distribuées d'une maniére quelconque,
pourvu que la série des inverses des termes restants diverge.

Mais il n'en est pas ainsi de la méme suite (2) située sur I'axe
imaginaire des z. On sait en effet que @(2) ne peut avoir pour
zéros les termes de la suite compléte

0, 4, 24, 314, 41,... 3)
mais il est facile de voir qu'il existe des ®@(z) sannulant pour les
termes de la suite (3) lorsque celle-ci présente des lacunmes. Telle
serait, par exemple, l'intégrale

27
D(z)= | e*@p(t)dt (4)

9

@(f) = cos mt resp.== sin mt;
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I'intégrale, ayant pour valeur

2(e=—1) —— m(e*— 1)
T P T e

g'annule pour tous les termes de (3) sauf pour z==im.
Telle serait aussi lintégrale (4) ol

@(f) = A, cos m;t + A, cos my? ...+ A, cos m,t
s'annulant pour tous les termes de (3) sauf pour
2 == My, iMy,... IW,.

Et ceci subsiste également pour une infinité de lacunes de la
suite (3), distribuées d'une maniére quelconque; il suffit de choisir
les A, de maniére que la série

A, cosmt + A, cosmyl 4+ Ay cosmyt ..,

converge, ce qui est manifestement toujours possible. Le fait ana-
logue subsiste lorsqu'on considére les formules ol figurent les
cos. avec les sin.

Envisageons la suite naturelle des nombres premiers

0,1,2 351, 11,... ®)

Il n'existe aucune fonction (4) non identiquement nulle ayant
pour zéros les termes de cette suite, compléte ou & lacunes, pourvu
que la série des inverses des termes restants diverge. Mais la
méme suite (b) étant située sur Vaxe imaginaire, il existe des @(2)
s’annulant pour tous ses termes, la suite étant compléte ow & lacunes.
Ceci résulte simplement de ce que la suite () est elle-méme une
suite (1) & lacunes.

2. Nous allons exposer une maniére, basée sur ce principe, de
former effectivement autant qu'on en veut des intégrales @(z) non
identiquement nulles, s'annulant pour tous les termes de la suite
i@, oll @, est un nombre premier, sans s’annuler pour aucun
terme 83, ot §, serait un nombre composé ). Le procédé exige
lemploi de séries doubles présentant 'avantage de mieux mettre
en évidence la loi de formation des fonctions ¢(#).

) Le procédé a été, en principe, indiqué dans ma Note »Intdgrales
définies portant sur les sévies de Lambert généralisées< (Compt. rend. t. 182,
1926. p. 435).
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A cet effet considérons lintégrale

2z
D(z)= f e*(t)dt (6)
[ .
ott la fonction ¢(?) est de la forme
Pt) = Y A4l (kD) @
k=2

f(?) étant une fonction périodique, & période 27, dont le dévelop-
pement en série de Fourier

3(a,, cos mt |- b,, sin m¢) (8)

commence par m =2, les A4, étant des nombres tels que la série
(7) converge dans lintervalle (0, 27).
Tel serait, par exemple, le développement

gin 2¢ | sin 3¢ | sin 4¢

dont la valeur dans la premiére période est

4 .
g —g—snz (10)
et qui définit la fonction périodique & période 27

4 .
f(t):g——%[t——li](%)?n]—}-smt (11)

E(x) désignant la partie entiére du nombre «.

Nous allons démontrer le résultat suivant:

La fonction @D(z), définie par Uintégrale correspondante (6), est
une fonction entiére de genre un, s’annulant pour les valeurs 2= qé
lorsque g est zéro ou un nombre premier quelcongue, tandis qu’elle

différe de zero lorsque q est un nombre compose.
Pour le faire voir, remarquons qu'en vertu des développements

A, f(28) =2A2(am cos 2mt +- b, sin 2mt)
m=2 (12)
A, 7 (81) =2‘A3 (a,, cos 3mt -+ b, sin 3m?)

m=2
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la fonction ¢(¢) s'exprime par la série double

Pt =22A,,(am cos mut -+ b, sin mnt). (13)
n=2 m=2 -
Il g'ensuit que
Oe) = 3 S1AnanPrn(@) + Anby (2] (14)
m=2 n=2
ou
2
st bt = i S (15)
P, .(?) —fe cos mnt - Al = 2i sz
0
2 .
= [ e sin mnt - at = — o 16
Qo (%) _/e s mnl o di == mn m ( )
0

Chacune des deux fonctions P, , et @, , s’annule pour #=nombre
premier. Pour 2 = nombre composé mn ces deux fonctions apparais-
sent sous la forme § mais Pon s'assure facilement que la premiére
acquiert la valeur 7, et la deuxiéme la valeur mi. Par suite, pour
#z==nombre premier on a P(z) =0, tandis que pour z == nombre
composé O(e) différe généralement de zéro (sauf pour les suites
A, @, b, exceptionnelles).

D'autre part, de

B(&) = lo+ hyz -+ Ry ... am
ol
27[1
= f Serd (18)
0
on tire l'inégalité
| @ ()| << Me*™ r=|2|

ol M est une constante positive finie, d'aprés quoi & est une
fonction entidre de 2, de genre zéro ou un. Or, la série des in-
verses des modules des zéros de cette fonction diverge; il s'en-
suit que cest une fonction du gemre un. Lie résultat se trouve
ainsi démontré.
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Si, par exemple, on prend pour f(2) la fonction (11), la fonction
@(?) serait celle représentée par le développement

) =5+ Ay + A F..)—
— 5 @4, + 34, + 44, + .. ) —
—-n[E(Qt)Az—}—E(gt)A +E( A+ .. ]
— (4, sin 2¢ -} A4, sm3t+A48m4t—|— )

3. Les intégrales (1) se comportent donc de méme maniére,
ou bien de deux maniéres différentes par rapport aux deux suites,
la suite naturelle des nombres entiers et celle des nombres premiers,
suivant que ces suites se trouvent situées sur I'axe réel ou bien
sur V'axe imaginaire. Il n'existe aucune intégrale @(z) 'annulant
pour l'une ou l'autre des deux suites situées sur l'axe véel. Lors-
qu'elles se trouvent sur I’axe imaginaire, il n’existe aucune intégrale
®@(z) s'annulant pour la premiére suite, tandis qu'il en existe une
infinité s'annulant pour la seconde.

On serait tenté, de prime abord, d’attribuer cette différence
& celle des propriétés arithmétiques de deux suites. Ce qui précéde
fait voir que la seule raison de la différence réside dans le fait
que la seconde suite compléte n’est que la premiére suite & lacunes
distribuées d’ailleurs suivant une loi arithmétique.

Remarquons encore que la généralisation de M. Szasz du
théoréme de M. Mintz sur approximation des fonctions conti-
nues par des combinaisons linéaires des puissances

e (k=0,1,23,..)

pour les valeurs imaginaires de 4, laisse possible l'existence des
intégrales (1) ayant comme zéros la suite compléte

Ay == ia, @, = k-iéme nombre premier.

En effet, cette suite échappe au théoréme de M. Szisz qui
ne prend pas en considération le cas ou la partie réelle des 4, est
nulle. Tl en est de méme pour le théoréme du méme auteur relatif
& lapproximation des fonctions continues par des combinaisons
linéaires des fonctions

1, sind,x, cosd,x,
4 A, imaginaires.
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