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PREDGOVOR

Zbirka resenih zadataka je pisana po vaZeéem nastavnom programu
predmeta Matematika II za studente Tehnoloskog. fakulteta u Les-
kovcu, a takode mozZe korisno posluziti i drugim studentima kojima
odgovara sadrzaj i obim obuhvacen ovom Zbirkom. Ispred svake ce-
line dat je pregled najvaznijih definicija i teorema. Teorijske osnove
ove Zbirke predstavlja odgovarajuci udzbenik Matematika II, sa ko-
jim ova Zbirka zadataka €ini nerazdvojnu celinu. U skladu sa tim,
u ovoj Zbirci zadataka zadrZane su oznake koris¢ene u pomenutom
udzbeniku.

Materijal izlozen u ovoj Zbirci rasporeden je u pet celina — glava.
U prvoj glavi obradeni su numericki i stepeni redovi sa primenama.
Druga glava sadrzi visestruke, krivolinijske i povrsinske integrale. U
trecoj glavi dati su elementi vektorske analize sa elementima teorije
polja. U éetvrtoj glavi obradena je Laplaceova transformacija sa pri-
menom na refavanje diferencijalnih jednacina, dok peta glava obuh-
vata elemente teorije verovatnoce.

Skoro svaki zadatak je u potpunosti reSen, osim malog broja za-
dataka koji su ostavljeni ¢itaocu za samostalm rad.

Verujemo da ¢e ova Zbirka resenih zadataka, zajedno sa pomenutim
udzbenikom, u mnogome olaksati studentima Tehnoloskog fakulteta
u Leskovcu pripremanje ispita 1z Matematike II.

Recenzent, dr Nenad Cakié, procitao je rukopis 1 svojim primed-
bama poboljSao prvobitni tekst ove Zbirke zadataka, na cemu mu
autori srda¢no zahvaljuju.

Obradu teksta na racunaru izvréili su autori. Konaéno sredivanje
teksta, kao 1 crtanje slika, uradio je mr Dragan Dordevi¢, asistent
Filozofsog Fakulteta u Nisu.

Leskovac, novembar 1997. Autori






I GLAVA
TEORIJA REDOVA

1. NUMERICKI REDOVI

1.1. Redovi sa pozitivaim ¢lanovima

Neka je (@) proizvoljan niz realnih brojeva. Izraz oblika

o0

(1) a1 tazgtas A an+ - :% an
. n=1
naziva se numeriékt (brojni) red, pri éemu je a, opsti clan reda (1).
Izraz oblika

n

(2) S”:Zak:(L1+(L2+"'+(Ln
k=1

naziva se n-ta parcijalna swna reda (1).
Kaze se da je red (1) konvergentan ako njegov niz {9, } parcijalnih
suma konvergira. Drugim recima, ako postoji lim S5, = 5, kazZe se

nN— 00
oo
da red (1) konvergira i ima sumu (zbir) S, §to se zapisuje S = ) a,.
n=1
Ako red konvergira, onda lim «, =0
n—oo
Akoje S = +o00ili § = —o0, ili S ne postoji, red (1) je divergentan.
Ostatak R, reda (1) dat je sa 7
- N i
(3) R, = Upt1 + Qpan + ... = Z L.
k=n+1

Ako red (1) konvergira, tada ostatak reda R, tezi nuli kad n tezi
heskonacnosti.



2 TEORIJA REDOVA

oo
Teorema 1. Cauchyev potreban @ dovoljan uslov da red > an kon-
n=1
vergire jeste;

(Ve > 0)(TN(e) > 0)(Vp > 0)(¥Yn > N(€)) |Sntp — Sn| < e

Red

o>

(4) > dn, an >0,

n=1

naziva se red sa pozitivnim ¢lanovima. Niz (5,,) parcijalnih suma reda
(4) je rastudi, pa zato red konvergira, ili, divergira ka +oo.
Ispitivanje konvergencije redova sa pozitiviim clanovima efikas-
nije se izvodi primenom brojnih kriterijjuma (testova) konvergencije.
Navodimo neke testove konvergencije, pri ¢emu se pozivamo na red

(4).

(o0}

Kriterijumi uporedivanja. (i) Neka je dat red ) b,, pri ¢emu
n=1

je za n > ny lspunjena nejednakost a, < b,. Tada, iz konvergencije

reda ) b, sledi konvergencija reda ) a,, a iz divergencije reda Y a,
sledi divergencija reda > b,,.

(ii) Ako vazi jednakost

lim S =k, (k# 0,k # co),

nvoo by,

tada redovi > ay 1 ) b, istovremeno konvergiraju ili istovremeno
divergiraju. '

Ako je .k = 0, onda 1z konvergencije reda 3 b, sledi konvergencija
reda. E 4y, a iz divergencijereda ) a,, sledi divergencijareda »_ by, .

(i11) Ako je ispunjena 11’ejedn(a,kost‘

(g1 Do
St N Qi oo =12 ...,

An . by,

onda:
1° iz konvergencije reda » b, sledi konvegrencija reda > ay :



NUMERICKI REDOVI

2° iz divergencije reda ) ay sledi divergencija reda > by, .

Cauchyev kriterijum. Neka za red (4) vazi:

lim a, =q.

n—00

Tada
(i) za ¢ < 1, red (4) konvergira;

(i1) za ¢ > 1, red (4) divergira;

(iil) za ¢ = 1 pitanje konvergencije reda (4) ostaje neregeno, tj. red
(4) moze konvergirati, ili, divergirati.

D’Alembertov kriterijum. Neka za red (4) vazi:

T OGn41
m —+L = q.

n-—0o0  (Iy
\

Tada:
(1) za ¢ < 1, red (4) konvergira;

(i1) za ¢ > 1, red (4) divergira;
(ii1) za ¢ = 1 pitanje konvergencije reda (4) ostaje nereseno, tj. red

(4) moze konvergirati, ili, divergirati.
Raabeov kriterijum. Neka za red (4) vazi:

. Qy
lim n —1) =p
o Ap+1

Tada:

(i) za p > 1, red (4) konvergira;

(i) za p < 1, red (4) divergira;

(iii) za p = 1 pitanje kovergencije reda (4) ostaje nereseno, tj. red
(4) moze konvergirati, ili, divergirati.

Gaussov kriterijum. Ako se za red (4) i n > ng, vazi

Ay
14+

y, )
=1+24

A4 n-° n

gde je |A,] < K,(va>,'0‘) (n=1,2,...)ia>0 Tada:
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(i) za [ > 1, red (4) konvergira;

(ii) za l=11p > 1, red (4) konvergira;

(ii1) za [ < 1, red (4) divergira;

(iv)za l=11p <1, red (4) divergira. _

Cauchyev integralni kriterijum. Neka je f(x) neprekidna, poz-
itivna 1 nerastuca funkcija za ¢ > a i neka je a, = f(n). Tada, red

(4) 1 integral
doo ‘
/ fla)de,

istovremeno konvergiraju ili istovremeno divergiraju.

1.2. Zadaci

1.2.1. Ispitati kovergenciju geometrijskog reda 22,0:0 q".

Resenje. Parcijalna suma reda je

n
. - , 1 —gnt!
Su= > d" =l4gtdt " = 1
= -4
n=0

odakle sledi: za |¢] < 1 ved konvergira i njegova suma je S = 1/(1 —q), za |q| > 1
red divergira.

1.2.2. Ispitati konvergenciju 1 nacéi sumu reda:

n=>0 n=0
oS} 3 2n+1 + oo 1 1 1 1

3 ) ¥ - =
:2;0<4> ;n(n,Jrl) 1-2_|>2-3+3.47L

Resenje. 1° Red konvergira, a njegova suma je S = 2;
2% Red divergira;

3° Red konvergira, a njegova siuna je S = 1-72—;
4° Parcijalna suma reda je
N S SN SN B
’ 1-2 2.3 3.4 n(n+1)
SN N S
2 2 3 3 4 n n—+1
1
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a granicna vrednost je .«

w— 00 n— 00 n-4+1

Dakle, red je konvergentan i1 njegova suma je S = 1.

) . . 1
S= lim S, = lim (1 — ) =1

o .. . 1
1.2.3. Ispitati konvergenciju harmonijskog reda Z:g —.
n

Resenje. Prvi nadin: Prema Cauchyevom kriterijumu, imamo

i 1 1
S. -5 = — 4
l n+p nl n+1 71+2+ +TL+[)

odakle, za p = 2n, nalazimo

[San = Sul = b o > 2
S3n ‘-n——n_{_l n4+2 3In 3n 3

Sledi, red divergira.
Drugt nacin: Koristedl Cauchyev integralni kriterijum, nalazimo da red diver-
gira jer divergira odgovarajuci integral, tj.

+ oo 1
/ —dx = 4o00.
s o

€X
1.2.4. Ispitati konvergenciju reda

4 oo

1
Z (n+1)(n+2)(n+3)’

n=1

1 11a¢l NJjegovi suntl.
Resenje. Opsti ¢lan reda a,, se razlaze u zbir na sledeéi naéin
1 o 1 1
(n+D(n+2)(n+3) 2n+1) n+2 + 20n+3)

Parcijalna sumna reda je

mn 1 1 .7L 1 Th 1 1 n 1
Sy = = = T — T3 :
Z(kt+l,)(kz+2)(k+23) 2ZA:+1 ;k+z 22_%k+3

k=1 k=1

Ako u drugom i tre¢em sabirku izvrdimo prenwmeraciju, imamo

n

+1i 1 N 1 N 1
2 k+1 2(n + 2) 2(n 4+ 3)

k=3
1 I 1

12 . 2(n+2) + 2n +3)




6 TEORIJA REDOVA

Sledi, red je konvergentan, a njegova suma je S = lim S, = 1/12.
7n—r 00O

1.2.5. Doka,zati da JP
Z :
=1 77,(7‘1, + 3)

konvergentan red.

Resenje. Kako je

11 (1 1 >
n(n+3) T3 \n nd3)
to je .
‘5"1(1 1>+1<1 1>4+1<1 l>+
YTy 4 3\2 5 3\3 6
1 1 1 1 1 1
+ - - — — ]+ = - — +
3A\n—3 I 3 \n—2 41
1 ( 1 1 > 1 ( 1 1 )
- - -]+ -{— - — .
3 \n—1 n -+ 2 3 \n n-+4+3
Sledh
. . 11
lim 5, = —.
n—0co &
1.2.6. Dokazati da je red
“+ o0
y (\/n —1=2yn+vn+ 1)
Lo
n==1
konvergentan.
Resenje. Parcijalna suma reda je
n—1 n+1
S0 = S VETT -2 Y VE+ Y VI EW—ZZerZ
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1 k
= —1—-Vn+vn+1.
Sledi, 5 = limp o Sn = —1.

1.2.7. Dokazati da red

i 3n+2
— n(n+1)(n+2)

ima sumu 2.
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Resenje. Kako je

__mt2 11 2
- n{n+ 1){(n 4 2) n o ond+l nd?2

. 12 11 2 119 1 1 2
Sp=(14--2 —+--= -+ Z R
( 2 3>+<2 3 4>+<3+4 5>+<4+5 6>+
2

an ,

Sledi : 5
Sp =2 — — —
n+1 n-+2
1
S = lim 5, =2.
T — 00
L .. o 1
1.2.8. Ispitati konvergenciju reda Y et —, aeR
=10

Resenje. Koristeéi Cauchyev integralni kriterijum, nalazimo

. : 1
* da ) wl=o — ] - , za > 1,
— = lm — = 1 —
1

e T—oo | — v
400, za o < 1.

Sledi, za v > 1, red je konvergentan, za « < 1, red je divergentan. Za « = 1, red
se zove harmonijski, za « > 1, red se zove hiperharmonijski.

1.2.9. Ispitati konvergenciju reda TIL__O_Ol —”:jrz .

Resenje. Za dovoljno veliko n vazi:

vn 42 |

i U

n N

[
Kako je red 37 —= divergentan, to je i polazni red divergentan.
n=1 n

. tor 2
1.2.10. Ispitati konvergenciju reda > In (1 + - .
n

n=1
Resenje. Pruvi nacin:
2
. In(l+2)
lim ———— =
n— 00 —_
K

2,

to je, prema kriterijumu uporedivanja, polazni red divergentan, jer se uporeduje
sa harmonijskim redom 37 L.
b mn
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Drugi nacin:
) ] R
an = In (1 + —) =In(n+2)—1Inn,

n

odalkle nalazimo S,,:

Sp=Mm3-Inl)+Ind-m2)+(Ins5-mI3)+(In6 —-Ind)+...
+(nn—In(n —2))+(In(n+ 1) —In(n — 1)) + (In(n + 2) — lun)
=In(n+1)+In(n+2) —In2.

Odakle, prelaskom na graniénu vrednost, nalazimo da je

hm &, = oo.
M 00

Sledi, red je divergentan.

1.2.11. Ispitati konvergenciju reda

= nprtl

Z (5n? + 3n + 2)2’# .

=1

Resenje. Primenom Cauchyevog kriterijuma, nalazimo

. nn+1 y n . n
un n — = lim —————— lim » -
P\ (Bn2 4 bn 4 2) e n—co \/5n2 4 3n 4 2 n—co | (5n2 + 3n 4 2)3/2

1

%

Sledly, red je konvergentan.

1.2.12. Ispitati konvergenciju reda

7{5 S\
Vn+3 '

n=1
Resenje.
. . . \/;7—4—2 nd/2 ‘ \/ﬁ—‘;—Z 771:2/2
hm Va, = lim - = lim
n - o Nt 0O \/H'JI_H n— O n-+3
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Sledi, prema Cauchyevom kriterijumu, red konvergira.

ol . . e . o0 7),2”+2
1.2.13. Ispitati konvergenciju reda Doy T
Resenje.
I n n2”+2 2
Jm V=g
Sledi, red je konvergentan.
1.2.14. Dokazati da je red
713271,—1—5
52n+3 )
n=1

konvergentan.

1.2.15. Ispitati konvergenciju reda

i n—1 n24dn+5s
n+1 '
n

=1

Resenje. Kako je

n—1 n+44+5/n
im Wa, = lm < )

n— 00 n-—-co \ 1+ 1

9\ (mHD/(=2) ]2 9\ B3+5/n )
= hlm (l - ) Clim <1 — ) =e 7
7 00 n+1 ) n— 0O n+1

to, prema Cauchyevom kriterijumu, red konvergira,

1.2.16. Ispitati konvergenciju reda

2 \/ovz+2—\/o77~ ]G, o € R.

Resenje. Za dovoljno veliko n € N, vazi

(a4 4 ¢ 1
m = [VBhn+2—bn—-2] = NS
a [Von+ \/)';L ) [\/Fm—i—‘Z—}—\/Sn—‘Z ] <\/g>('nﬂ'/2

2
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Red

o0

2(“51“

=1 _) ”(\'/2

konvergira za ov > 2, a divergira za o < 2. Stoga 1 polazni red konvergira za o > 2,

ca divergira za v < 2,

1.2.17. Ispitati konvergenciju reda
o0 -

% ('\"/3712-+ — V/3n? — 1> :

n=1 ’

Resenje. Za dovoljno veliko n vazi:

an = Vi3n2 41— V3n2 — 1
2 1

V(3nt+ 12+ \‘/(—31;’ +1)(3Bn? - 1) + {‘/(3712 —1)? ~ nt/3’

Kako red 3 1/n*/? konvergira, to i polazni red konvergira.
1.2.18. Ispitati konvergeneiju reda

o]

z (\“/ n3 +1—vn?+ 1) .

=1

Resenje. Za dovoljno veliko n vazi:

5/ - ~3n* 4+ 2n3 — 3n? 1
ity = Und 1 — \/n.l T n* 4 2n n”o b
A 2n

pri ¢emu je

A= ( i/(rﬁ + 1)+ {’/(n2 + 1)?> (f'\q/(n3 + 1)* + f/(n?’ + 1)(n? 4 1)3

/).

. b . . .
Kako je 3 o divergentan red, to je 1 polazni red divergentan.
n
1.2.19. Ispitati konvergenciju reda

Vi |

n=1
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Resenje. Za dovoljno veliko n, vazi:

1
by ™~
nll/s
. . 1 . .
Kako je red > T konvergentan, to je i polazni red konvergentan.
n’e

1.2.20. Ispitati konvergenciju reda

oo
Inn
n?
n=1

Resenje.

/"‘m Ina l+1In2
—v—dru = —,
2 2 2

sledi, prema Cauchyevom integralnom kriterijumu, red konvergira.

1.2.21. U zavisnosti od parametra p, ispitati konvergenciju reda

= Inn
np
n==2
Resenje.
 Ina 1 zl=p ,
—de = —+ lm — - (Il —=p)lne —-1).
/l‘ P (1 — [))5 r— 00 (1 _ ]J)Z (( ]7) )

Oc¢igledno, integral konvegira za p > 1 i divergira za p < 1. Sledi, polazni red
konvergira za p > 1, 1 divergira za p < 1.

1.2.22. Ispitati konvergenciju reda

do
a"n!

E —, a> 0.
nh

Resenje.
. Un+41 a
lim = —.
n—0O (i, e

Sledi, za a < e red konvergira, za « > e red divergira ( D’Alembertov kriterijum).

Za a = e red postaje

s o)
enl
2 0 !

n=1
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Korisedi Stirlingovu formulu
. — 1
n!=V2mnne "R 0 < g < 1,

za dovoljno veliko n, vazi

e n!
~ V2rn.

n n

Red 3" V2mn divergira, stoga i polazii red divergira.
1.2.23. Ispitati konvergenciju reda

= 1
Z nlnnlu(lun)

1=

Resenje. Kako infegral
oo du
/z zlnaIn(lnw)

1.2.24. Ispitati konvergenciju reda

i (20 — )N
(2n)lt 7

n=1

divergira, to 1 red divergira.

Resenje. Kako je

. i, . 2n 4+ 2 1
lim n ( L 1) = lim n < nt2_ 1) =
N— 00 41 Nn— 00 2n + 1 9

to, prema Raabeovom kriterijumn, red divergira,

1.2.25. Ispitati konvergenciju reda

e @)

1 | n -+ 2
b .
: vn+1 n-—1

n=—

Reienje. Ako je
1 w4+ 2
1) = ——— I ——,
7 Vi + ] w—1
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onda je

Feo ] Iz+z
9 Va4 1 z—1

Dakle, red je, prema Cauchyevom integralnom kriterijumu, konvergentan.

2
do = —j- — 4312 — 4V/21n (V3 — V2).

1.2.26. Ispitati konvergenciju reda

2B+ a)542a)...(5
Z(o—l—a)(o—{— a)...(54na) 0> 0.0 0.

(3+0)(3+2b)...(3+nb)’

n=1

Resenje. Lako se proverava da je

i a 54 (n+ 1)(1' a
lm —— = lm ———— = —,
n—oo n—vo 34+ (n4+1)b b

Prema D’Alembertovom kriterijumu, red konvergira za a < b, divergira za a > b.
Za a = b red postaje
i 4+ a)(b + 2a)...(5 + na)
B+ a)(3 4+ 24) ... (34 na)’

n=1
a ovaj red divergira, jer opsti ¢lan a, ne tezi nuli, kad n — oo, tj. Ay =

<1’+ 1+z> (l + s+za)~ (1 + 5+m> > 1.

1.2.27. Ispitati konvergenciju reda >

oo (201
n=1

7?/”,
Resenje. Kako je

a 2
lim ntl o 2 1,

T, — OO ("’IL €
to, prema D’Alembertovom kriterijumu, red konvergira.

1.2.28. Ispitati konvergenciju reda

O

Z 271 - 1 ”
2n)l(2n +1)

) Up4+1
lim { —— ) =0,
N OO (L'IL

to, prema D’Alembertovom. kriterijumu, red konvergira.

Resenje. Kako je
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1.2.29. Ispitati konvergenciju reda

n=1
Resenje. .
. a . n+1)(2n+1
lim ntl — lll'l'l (L)(.____i__) e +OO
Th > OO iy, n— 00 ¢

Sledi, red divergira.

o . : M
1.2.30. Ispitati konvergenciju reda Zi;l %
Resenje. Kako je

An+41 i <1
1 )

Im
n—0o ay

to je red konvergentan (na osnovu D)’Alembertovog krterijuma).

ST TN N oo n!
1.2.31. Ispitati konvergenciju reda 7~ | .
Resenje.
k23
. (o) 41 . 7 1
lim L = fim =—-< 1.
n—0o n—oco \ n +4 1 c
Sledi, red je konvergentan.
1.2.32. Ispitati konvergenciju reda
(4 1)37+1
Z hn—1
n=1
Resenje. Kuako je
. byt 3
lim  —! -,
n—0O 5
to, prema D’Alembertovom kriterijumu, red konvergira.
1.2.33. Ispitati konvergenciju reda
> am
g , A a > 0.
. ) 2
(L+a)(l+ae?). . (14 am)
n=
Resenje. Lako se proverava da je
a, za O0<a<l1
. a@ 1 a
lim —F = =< L za a=1
n—ow 14 an+l

, za a > 1.
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Préma D’Alembertovom kriterijumu, red je konvergentan za svako a > 0.

1.2.34. Dokazati da je )

Resenje. Red konvergira na osnovu Cauchyevog kriterijuma:

o0 5 n

n—1 o konvergentan red.

hm Ya, = 0.

n— o0

371,2—1

X0

, T 2 —
" 12”’ \ﬁl

1.2.35. Ispitati konvergenciju reda >
Resenje. Kako je

T n 41 - 3 327L+1\/ﬁ o
ihee) = hm = 400,

n—0o  ay n—oo 22n+l/n 4 |

to red, prema D’Alembertovom kriterijumu, divergira.

n

1.2.36. Ispitati konvergenciju reda y _ ne”

Resenje. Red konverginra na osnovu Cauchyevog kriterijuma:

. . Un 1
hm Y, = hm Vn = < 1.
74— OO 00 € €
1
1.2.37. Ispitati konvergenciju reda > 7 | sin —=.

Jn
Resenje. Za dovoljunoe veliko n vazi sinl/y/n ~ 1/y/n. Kako red 37 1/\/n diver-

gira, to i polazni red divergira.

1.2.38. Ispitati konvergenciju reda

(o]

’ 1
: Z arctg SRR

n=xl

Resenje. [ nadn. Za opsti ¢lan reda vazi jednakost

arctg Zn—“’ = arctg - — arctg

2n — 1 ’ 21’1,—}-1}

prema kojo] nalazimo

1 1 1
Sa = arctgl — arctg : + arctg ? — arctg - + 4
; ., 5
. | s 1
+ arctg — arctg = — — arctg

I — 1 on + 4 In+ 1
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Sledi, red konvergira i njegova suma je S = lLim 5, = 7/4.
B n—> 00

I nadin. Za dovoljno velko n: arctg Red 307, ?iz Je konver-

B ) o an? " a2
gentan, §to povlaci konvergenciju polaznog reda.

1.2.39. Dokagzati da red

i ( —1/(n+1) O—l/n)

ima sunu S = —1/10.

Resenje.

Sledi, S = liny— o Sy = _IIT)'

1.2.40. Ispitati konvergenciju reda

i 214 45
(n+2)1

n=0

Resenje. Opsti clan a,, se razlaze u zbir na sledeci nacin:

2n? 45 13 6 L2
(n4+2)! (42 (n41) nl
na osnovu cega nalazimo:

o0 [ee)

. 2n? —}—)ﬂ . 1 _a
’“Z(wz» 1"‘%(%2)! 6§<n+1 s Z’n'

n=0 n=>0
= 13(e = 2) = 6(e — 1) + 2e = 9¢ — 20.
Sledi, red je konveygenta‘n‘._
Uputstvo: Koristitl razvo]
[ee]

=YL

n=0

1.2.41. Nadéi sumu reda

O

1
277 (n+1)...(n+m)

n—

m € N.
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Resenje. Iz

1
n = nin+1)...(n4+m)
B A n B
a4 (ndm—1)  (n+Dm42) ... (n+m)
. i ( 1 1 >
S om A\n(nh+ D). (n+m - l) (n+{n+2)...(n+m)
nalazimo
o _ | ( 1 1 )
T mAm! (n+Dn+2).  (ndm))
Sledi, red je konvergentan i njegova suma je 5 = hln Sn = 1/(m - ml).

7 —

1.2.42. Nadi sumu reda

oo

Z(*l)”ul 2” -1
on—1 '
n=1
Resenje. Kako je
o0 - (&)
i n—1 (-1)n—t (=)~ (2n —3)
« oy =1t o =
L)_Z( l) 271,—1 —ZZ Zu—l +Z Z“_l L
n=1 n=1 n=2
1 L.
=2. R )
I 4 5 2
to je S =2/9.
?7,2

1.2.43. Nadi sumu reda Zi’,o:'l m
n !

Resenje. Iz

n? A B @

= 2n+ 1)! (Zn-{— 1) it (2n)! + (2n — 1)!
1 ! l 1 1

1
4 (2n + 1) e (2n)! + 4 (2n — 1)V

nalazimo sumu 5:

o0 (> 9)

Z (277 + 1)! Z (2n)! Z (217 - 1)!

n=1

(2 @hl —chl).

'-P‘|>—‘ e =
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Uputstvo: cha = (¥ +e7")/2, sha = (" — c™%)/2.
1.2.44. Nadisumu reda

i on? —3n? 41
—~  (n+  (n+3)
Resenje. Prema jednakosti

2n3 — 3n? + L 80 53

15

(n+3)  (nt3) + (n+2)  (n+ 1)

nalazimo S = 109 — 40¢.

1.2.45. Ispitati konvergenciju reda

L 9 COb \/772 .

Resenje. Za dovoljno veliko n vazi

1 | 2 1
- - €08 —= | ~ —.
2 vn n

I . . . . .
o - divergira, sledi polazni red divergira.

Red

1.2.46. Ispitati konvergenciju reda
o0
> sin
— 8in —=.
‘non
n—=

ReZenje. Prema nejednakosti sine < 2 za x> 0, vazl

1
0<—§1n—< il

n Vv n\/— n3/2’

konvergira, stoga i1 polazni red konvergira.

Red 3 :r/)
n3/2

1.2.47. Ispitati konvergenciju reda

i (3/7?/3 + an — r\/n2 _ [,) .

n=1

Resenje. Red konvergira za a = 0.

(311

1.2.48. Dokazati da ved 577 divergira.

=2 Il

2

n!’
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1.3. Alternativni redovi

Red ¢iji su ¢lanovi naizmenicéno pozitivni i negativni ( ili obrnuto)
naziva se alternativan red, a zapisuje se na sledeéi naéin

+co
(1) Ay — a1 +ay —az + - = Z(~1)”an, an > 0.
n=4y
Leibnitzov kriterijum. Alternativan red (1) je konvergentan ako
niz {a,} monotono opada i tezi nuli kad n — oco. U tom sluéaju
ostatak alternativnog reda manji je po apsolutnoj vrednosti od ap-
solutne vrednosti prvog izostavljenog ¢lana i ima isti znak kao taj

¢lan.
+o0 Lt
Neka je > alternativan red i ) |a,| odgovarajuéi red sa pozi-
n=90 n=0
—+ oo
tivnim ¢lanovima. Kaze se da red > «, apsolutno konvergira ako je
' n=0 .
“+ o0
red Y |a,| konvergentan.
n=0
+ oo
Za konvergentan red ) «, kaZzemo da je uslovno konvergentan ako
n=0
+ oo
jered > |a,| divergentan.
n=0

+ oo
Cauchyeva teorema. Ako je red > |a,| konvergentan, tada je
. n=0 .

—+co
red > a, takode konvergentan.
n=0 :

1.4. Zadaci

. o0 n
1.4.1. Ispitati konvergenciju alternativnog reda ) (;11—1—

1
n=1
Resenje. Niz (;1;) je monotono opadajuéi i opdti élan tezi nuli, kad n — oo,
Dakle, prema Leibnitzovom kriterijjurnu, red uslovno konvergira.

> - n
1.4.2. Ispitati konvergenciju reda ) n(_??%.l_)

n=1

konvergira, pa polazni red apsolutno konvergira.

[ee]
o s 1
Resenje. Red 7;_1 Tty
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(_1)71

1.4.3. Ispitati konvergenciju reda —
n=1 (”’2_]"]) E

Resenje. Red uslovno konvergira.

o0
1.4.4. Ispitati konvergenciju reda y (—1)" sin —.
: n=1 (n?)s
Resenje. Opsti ¢lan tezi null kad n — oo, a niz sin % monotono opada, pa je

. ’7L§
red uslovno konvergentan. Red nije apsolutno konvergentan jer se opsti ¢lan, za

(o) .
dovoljno veliko n, ponada kao - ared > I divergira.

n3 n=1 n3
o0 ( l)n B
1.4.5. Ispitati konvergenciju reda (—n:m;, a e R
n=0

Regenje. Za o > 0 red uslovno konvergira; za o < 0 ved divergira; za v > 1 red

apsolutno konvergira.

(__1)71 .

Inn

(oo}
1.4.6. Ispitati konvergenciju reda >
n=2
Resenje. Posto suispunjeni uslovi Leibnitzovog kriterijuma, red uslovno konver-
gira.
oo

1.4.7. Tspitati konvergenciju reda Y, —(=—
V nZ::l (271,)% —(=1)»

Resenje. Opsti ¢lan reda se moze razloziti u zbir na sledeéi naéin

(—1)" B (——1)” ((‘Zn)% —F(—l)“) B (—1)”(2?1)% N 1

(2,”)% — (=1 2n — 1 - 2n —1 n—1"

oo ,_1),7(2”)% i o5} ] ) i i
Red % (——7??1'“— uslovno konvergiva, red 3 57— divergira, pa zato polazni
n=1 B n=1"""
red divergira.
= 1
i tats T et 11 el 1V Ay Gy L
1.4.8. Ispitati konvergenciju reda . (—1)" arctg (sin 7).

n=1

. Kako red

i i ) ) (_ 1)%
Resenje. Opsti ¢lan reda, za dovoljno veliko n | ponasa se kao 3

n
[e0e) J
— konvergira, to polazni red apsolutno konvergira.
e gira,
n=1
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2. STEPENI REDOVI

2.1. Uvodne napomene

o0
Red oblika ) wun(z), ¢iji su clanovi funkeije realne promenljive z,
n=1
naziva se funkcionalni red. Funkcionalni red oblika

oo

§ anxn

n=0
naziva se stepent red.

(oo}

Abelova teorema. 1° Ako je stepeni red ) ap2™ konvergentan
n=0

za = p, (p # 0), onda je red apsolutno konvergentan za svako z za

:1,‘| < |p|

koje je

O
2° Ako je stepeni red > .apa™ divergentan za x = ¢, onda je red
n=0
divergentan za svako z za koje je |z| > ¢.
Posledica Abelove teoreme. Za svaki stepeni red Zzo:m Apx™
postoji R, gde je 0 < R < +o00, tako da:
1° za |z < R, red Z?LO:O apa™ je konvergentan,
2° za |z > R, red Yo7 an,x” je divergentan.
Za x = £ R se konvergencija posebno ispituje.
Broj R je polupreénik konvergencije stepenog reda ) ayx
terval (—R,+R) je oblast konvergencije istog stepenog reda.

Poluprecnik konvergencije R se moze izracunati na sledeci naéin:

"a in-

1° R7'= lim [an—H|‘, ili, 2° R™'= lim W

1—00 lan| N—0

Ako je R = 0, red konvergira samo za ¢ = 0. Za R = oo, red
konvergira za svako 2 € (—o0, +00).

e e]
Neka je R poluprecnik stepenog reda > a,a™ ineka je —R < a <
n=>0

xO
b< R. Zazizla,bl red > a,z™ semoze integralitii diferencirati ¢lan
n=0

o0
po ¢lan. Redovi dobijeni od ) a,a2™ integraljenjem i diferenciranjem,
. n=0
imaju isti polupreénik konvergencije R .
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Svakoj funkciji f(z), koja ima neprekidne izvode proizvoljnog reda
u tacki x = 0, moze se pridruziti jedan stepeni red, i to

n)

f(
Z .

U stvari, koristedi Taylorovu formulu, funkeija f(2) se moze razviti u
stepeni red oblika

f(
Z n,

n=0

2.2. Zadaci

o0
z"
2.2.1. Ispitati konvergenciju stepenog reda > —.
n=1 T
Resenje. Polupreénik konvergencije je B = lim -22— = 1. Za ¢ = —1 red
n—oo 4n+1
(e
postaje Z =7 , koji uslovno konvergira. Za & = 1 red postaje Y, %, koji
n=1 n=1
divergira . akle, red konvergira za —1 < a < 1.
0 571__'_( 3)ﬁ
e 1 NP Tt N . e S n
2.2.2. Ispitati konvergenciju reda Z] ——(z —1)".
n=
~ Regenje.
5n+£_3!n
. n
= e
n-41
o i 57L+(_3)7L 1
T oo meco|5ntl 4 (—3)nHl | 5
Red apsolutno konvergira za |z — 1| < :})—, odnosno za % <z < % Za x = %,
imamo - - (3 "
. KM + ( ) (__1)7L =
1" — 5 .
) e D D
n=1 n=1 n=1

Red Z =07 islovno konvergira, red z £, konvergira, pa polazni red kon-
n=1 n=1

. - “
vergira.u tacki ¢ = £ . Za a = 2, imamo

5 57
oo )n [e+] 1 co
I e R

7

_3)%
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1
Red 3 — divergira , pa i polazni red divergira u tacki z = £

7L:1 n 5
2.2. 3 Ispitati konvergenciju reda Z E;l’:l); (f;l)".

n=1
Resenje.
n1)2 ton+1
R= lim - = lim (n)”_(2n+2)12 — — 8.
B0 g mve (2n)27 ((nt DR

Red apsolutno konvergira za —7 < & < 9. Za & — —7 red postaje

- n (n!)222n

n=1
koji divergira (prema Leibnitzovom kriterijumu). Za & = 9 red postaje

( 22(‘7n)
Z (2n)! ’

n=1

koji, prema Raabeovom kriterijjumu, divergira.

o0 2
. 3 ] . LSS, 2\ n
2.2.4. Nadi oblast konvergencije reda Zl (1 + n) ™.
n=
Reienje. R~! = lim (1 + %)" = e?. Red apsolutno konvergira za ;—21 <z <
N OO >
1 -1 : — n (1+ ) ’ LA : sS4l = =
—7. Za & = Ty red postaje }/ (—1) 33—, koji divergira, (opsti ¢lan tezi 1,

n=1
kad n — o0). Za x = :—2 red, takode divergira.

2.2.5. Ispitati konvergenciju reda

& =D S+ 1\
1 IR AT (A el i v +1 |
" Z( ) < (2n )l r—1

Resenje. Poluprecnik konvergencije je

(2 — DINP /( NN\ P
R= lim <(2n 1)) ((Zn—i—Z)..)
n— 0o (2n)!t (2n 4+ 1N

Red apsolutno konvergira za —1 < % < 1, odnosno, za —oco < & < 0. Zaxz =0

Sy (% “)1)”) ,

n=1

red postaje
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za koji vazi:

lan| - < 1 P p < 1 >
1 = |1 =1 — .
(1) |n41] + 2n+1 + In—+1 +o n?

Za p > 0 red (1) konvergira, za p > 2 red (1) apsolutno konvergira. Za 0 <p < 2

rec (1) uslovno konvergira (Gaussov kriterijum).

2.2.6. Ispitati konvergenciju reda

Hesenje. Polupreénik konvergencije je R = 2P. Red apsolutno konvergira za
=20 < a < 2P, Za a = —27 red postaje
o 3 i P
2™ (nt)? )
0 5 (Y
9% !
=\ (2n + 1)

za koji vazi:

dn (1+ 1 )p
g1 - 2(n+1)

1+ —L (1>
= e o - .
2(n+ 1) n

Red (1) apsolutno konvergira za p > 2 (Gaussov kriterijum), a divergira za 0 <
p < 2. ,
Za @ = 27 red postaje

[o%] E 2 D
Z(_l)n ( 2" (7'L|)'7 >7 opn
= (2n 4 1)! ’
za ko]l vazi:

__l_ai =14+ — P 4o (l)
[n41] 2(n+1) n

Tacla, prema Gaussovom kriterijumu, red apsolutno konvergira za p > 2. Uslovno
konvergira za 0 < p < 2 (prema Leibnitzovom kriterijumu).

2.2.7. Ispitati konvergenciju reda

= (_1)71,
; n!

(g)] (x +2)".
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Resenje.
: . a
R = lim —| =1.
T —> 00 an+1
Red apsolutno konvergira za —3 < & < —1. Za & = —3 red postaje
<1 I\ T
> (5
n=1
koji divergira. Za z = —1 red postaje

SR

koji, prema Leibnitzovom kriterijumu, uslovno konvergira.
Uputstvo Za dovoljno veliko n € N, vazi:

(

n)n 1 1 1
e’ n! Vor Jn'

Dakle, oblast konvergencije polaznog reda je —3 < & < —1.

2.2.8. Ispitati oblast konvergencije reda

7

S 2 _1 AN
$ DY
n=1 v

Re3enje.
-1 _ 35 n .
R ' = 7ngnoO v/ ]»an[ =3.
Dakle, red apsolutno kotivergira za _TI <a< % Za x = —é— 1marmo
A0 Co G S S N oS
S - (2n + 1) - 32n+1 o
n=1 n An n=1 (271 + 1) 3o n=1 2n

oQ

oo
. N 1 . . . . ety
Red Y (2n+1)1.32" r konvergira, red ) - divergira, pa polazni red divergira
n=1 n=1
oo
za ¢ = 5. Za ¢ = 3 red se razlaze na zbir divergentnog reda 3 ;- ireda

n=1

> 1
Z (2n + 1) . 32n+1

n=1

Sledi, red divergira i u taéki x = 1/3
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2.2.9 Ispitati konvergenciju reda

< (Z1)lVATl

> Py

n=1

Resenje. Poluprecnik konvergencije reda je R = 1. Red apsolutno konvergira za
-2 <2 < 0. Zax = —2 imamo

©(—1)ntlvn] s (- 1)n+

P

= n=1,n#£4,9,16,...

o0
1
P

Prvi sabirak je alternativan red koji uslovno konvergira, drugi sabirak je konver-
gentan red. Sledi, polazni red je uslovno konvergentan za © = —2.
Za x = 0 red se moze predstaviti u obliku:

(o) (o]

I
n=1 n=1
gde je A, = 2 + n2+1 4+ 7'2+?7L Opst1 ¢lan A, tezi nuli kad n — oo a niz

(A) monotono opada, jer je:

An e A7L—|~1 -
1 " 1 n " 1 1 1
n2 n?4+1 n? +2n  (n+4+1)? (n+124+2(n+1)

_z: 2n+ 1 1 1

N (17~+k)(71~+271+1+k) n?+4n+2 n?+4n+43)

S (2n + 1)? 1 1
(n?+2n) n?+4n+1) n?2+4n+2 n?+4n+3

>0,

§to povlaci uslovnu konvergenciju polaznog reda u tacki @ = 0 { Leibnitzov kriter-
1jum). Sledi, oblast konvergencije polaznog reda je —2 < 2 < 0.

2.2.10. Ispitati konvergenciju reda

oo

‘,I,?I,
‘Zamrbn, a>0,0>0.
n={_
Resenje.
R = lim an
RO dp 41
1 n+1
()

=a- lim

b
a
-0 1 + <

Q]@

)y
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Tada je: R =azaa >biR="0zaae <b tj, R=max(a,b). Za R = a red
2 n _n

apsolutno konvergira za —a < 2 < «. Za @ = —a red postaje (—;—i—% koji
n=0

divergira. Za 2 = a red, takode divergira. Za R = b red apsolutno konvergira za

—b < 2 < bagzaax = *bred divergira. Ako je @ = b red konvergira u oblasti

—a <z < a.

: o .. ad 2 2
2.2.11. Ispitati konvergenciju reda » 5" 2™ .
' n=0
Resenje. Kako je
. n " n2
Ji Y/
= lim |62|",
n—00

to imamo sledeée moguénosti: red konvergira za =t < @ < L za 2 = :l:% red

5 5
divergira.

'2.2.12. Ispitati konvergenciju reda

n—1

i S Lt
o (3n +1)?

Resenje.
, an—1 3n + 4)? ,
R = lim . (3n +4) =1/3.
n—oo (3n + 1)2 3n
Red apsolutno konvergira za :7% <x < %\/5 Zax = ';7;_ red apsolutno konvergira.
Zaw = 71—\/5 red postaje

koji konvergira. Dakle, oblast konvergencije polaznog reda je FE<e< %

% =
2.2.13. Ispitati konvergenciju reda

2™ cos™ x
‘ (n 4+ 2)?

n—

Resenje. Smenom 2cosx = t red postaje

(o]

. .t'IL
g D M FiE

n=>0
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Tada je

Red (1} apsolutno konvergira za —1 < ¢ < 1 ili za _Tl < cosx < % Za

cosw = —1/2 red apsolutno konvergira, za cosz = 1/2 Ted konvergira. Sledi,
oblast konvergencije polaznog reda je

2
g+k7r§w§—;+lm,

gde je k = 0,+1,£2,....

2.2.14. Ispitati konvergenciju reda

> na® ! "
; n4+1 H’
zaa>01peR.
Resenje.
R = lim ntl

n— o (l( 2n41)p

Odakle nalazimo: R =0zaa > 11p >0ii0 < e <1ip <0, R=co za
0<a<lip>0iha>11p<O.

2.2.15. Nadi oblast konvergencije reda
= (=)™ [a+1 nt
Zf}n—l—l (:L’—l) '
n=0

=t red postaje

L. , x4+ 1
Resenje. Smenom
€T —

1)11 )
2 ¢
(2) Z 3n+1
Tada je B = 1, pa red (2) apsolutno konvergira za —1 < { < 1 a polazni red
(]
konvergira za —oo < & < 0. Za 2 = 0 red postaje — 3 37%+_T’ koji divergira.
n=1 '
2.2.16. Ispitati oblast definisanosti funkeije

0 o n(x=2)




STEPENI REDOVI 29

Resenje. Polupretnik konvergencije je R = 1, funkcija f(z) je definisana za
(o)

e=(#=2) < 1, odnosno za 2 < & < +oo. Za @ = 2 red postaje > n%, koji
n=1

konvergira. Dakle, funkcija f(z) je definisana za 2 < & < +oo.

2.2.17. Odrediti oblast definisanosti funkeije

[oe) _ n;l
— € T 41
)=
n
n=1

A |

— k23

ReSenje. Smenom e @+ 1 =¢ red postaje 3 —; + Polupreénik konvergencije
A

reda je R = 1, a oblast definisanosti funkeije je —1 < ¢t <1 ili 2 € (—oo0, —-1) U

(1,400). Za x = —1 funkcija je definisana 1 ima vrednost f(—1) = 0, za z = 1

Imaimo

g

=3

1

i

n

(o)
Kako jered 3 ;;IT konvergentan, to je funkcija definisana za @ = 1. Dakle, oblast
n=
definisanosti date funkcije je & € (—oco, —1] U1, +00).

2.2.18. Odrediti oblast definisanosti funkcije

. 2 n 77«2 n l—x
flz) = g (n n 1) e iye
n=1

Resenje. Polupreénik konvergencije reda je B = e, a funkcija je definisana za
x € (—oo, —1)U(0, +00). Funkcija je definisanaiu Ld(,kl ® = —1,jerje f(—1) = 0.
U tacki @ = 0 funkcija nije definisana, jer je

2

w=3 ()

nzl

ared f(0) divergira. Dakle, funkcija f(z) je definisana u intervalu @ € (~oo0, —1jU

(0, +o0).

x>
2.2.19. Ispitati konvergenciju reda ) a, tg"z, gde je
n=1

o2n — DI
(L1,l:<(n—)> , p>0.

(2n)!
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Resenje. Polupreénik konvergencije reda je R = 1, pa red konvergira apsolutno
za —1 < tga < 1, odnosno za -f +hkr <z < % + kw. Za tgxz = —1 red postaje

o S (Y

n=1

Kako je

|(l”lb¥ < ! )7) P p(p - 1) ( 1 >
=11 =1 .
|an+11 + 2n + 1 =1t 2n+1 + 2(2n + 1)2 to n? )’

to, prema (Gaussovom kriterijumu, red apsolutno konvergiraza p > 2. Za 0 < p <
2 red (1) uslovno konvergira. Za tga = 1, red postaje

i <(2n - 1)!!)7’
2n ! ’
n=1 (Zﬂ)..

koji konvergira za p > 2, a divergiraza 0 < p < 2 (prema Gaussovom kriterijumu).

2.2.20. Ispitati konvergenciju reda

= TR 1\ [o—1\"
2 (Mgt 5)

n==1

Resenje. Red apsolutno konvergira za » € (—1,3). Za a = —1 red postaje

(o]
(=D ((1+ 17 + J; + ,l—L)7 koji divergira. Za x = 3 red takode clivergira.

n=1

2.2.21. Odrediti oblast definisanosti funkcije date pomocu

o (n41)!
flz) = Z ~——————(n:;2 ) tg "a.

n=1

Resenje. Poluprec¢nik konvergencije reda je

an : 27L—|—1
R = lim = lim
N=OO (1,41 n-=co 1+ Z

Slede dve moguénosti: R = oo, za ¢ > 1,1 R =0,z2a 0 < a < 1. Dakle, za a > 1,
funkcija je definisana za @ € (—-~ + kmr, T 5+ kr), k=0,£1,£2,.... Za tgo = £1
red konvergira, prema D’Alembertovom kriterijumu. Sle(h ohhmt definisanosti
funkeije je interval: —Z +kr <a < F 4 kr
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2.2.22. Ispitati konvergenciju reda

[oe]
Z In(n +1) o
n+1
n=1
Refenje. R = 1, a interval apsolutne konvergencije x € (~=1,1). Za z = —1 red
o0
je alternativan . (—1)" [—né::_%ll, koji uslovno konvergira. Za z = 1 red divergira.
=1

n=
Sledi, red konvergira za z € [—1,1).

2.2.23. Dokazati da red ) (’Zj_ll_?; konvergira za x € [—2,0].
n=0

2.2.24. Ispitati konvergenciju hipergeometrijskog reda

& e

i (a)n(/j)n 2"

Y

gde je (a), = ala+1)...(a+n — 1) Pochhammerov simbol.
ReSenje. R = 1, pa red apsolutno konvergira za z € —1,1). Za x = —1 red je

postaje

- 1\ ({1)“(/3)“
Z( b nl{y)n

n=0

koji, prema Gaussovom kriterijumu, apsolutno konvergira za « + f < +. Uslovno
konvergira za o+ 8 > «v. Za & = 1 red je sa pozitivnim élanovima koji konvergira
za o + f§ < v (Gaussov kriterijum).

oo
2.2 25. Ispitati konvergenciju reda > a, 2™, gde je
n=1

1 .
an + 7 bn.

a7l =

Resenje. Polupreénik konvergencije reda je

n+1 n+1
R= lim ° +n+1)b

2 — OO a™ + le"

pri ¢emu je @ > 016 > 0. U zavisnosti od parametara « i b, nalazimo da je
polupreénik konvergencije: (i) R = b za a < b, pa red konvergira za @ € (—b, b);
(41} R = a za a > b, pa red konvergira za © € (—a,a). U slucaju kada je R = b,
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ispitajmo konvergenciju reda na krajevima intervala. Naime, za z = £b imamo

redove:
oo B
W) P
1
©0 . B
(2) ;é(— ) G,LMW

Red (1) divergira, a red (2) uslovno konvergrra, pa polazni red konvergira za
x € [=b,b). Slitno, za R = «, nalazimo da red konvergira za @ € [—a, a).

2.2.26. Dat je red

i~ An+2,,

, tg :
-1 ‘ .
Z( ) (2n 4 1)32n+1

n=>0

(a) Odrediti oblast konvergencije datog reda. (b) Naéi sumu reda.
Resenje. (a) Smenom tg?x = t red postaje

L27b+1

e S G DEe

n=>0

¢iji je poluprecnik konvmgencije R =9, (lok polazni red konvergira za —/3 <
tgax < \/§ odnosno za — L T+ kn < 2 —I— kw. Za tgx = +/3 red uslovno

konvergira. Dakle, red konvelgn& za —% + kr <@ < &+ km. (b) Neka je suma

reda
&0 7L47L-}-2

S{t) = )
S
Funkcija S(t) se moze, u intervalu —/3 < ¢t <+/3, diferencirati ¢lan po élan, pa

tako nalazimo:
oo $An+1 6t

IOy 1yt _
S (7‘,).-2 z( 1) 32n+1 —9+t4‘

n=1

A gatim, integraljenjem funkcije S/(¢) po ¢, u intervalu konvergencije, nalazimo
2
. . 1 2
da je suma reda S(a) = arctg %’—q =,

2.2.277. Ispitati konvergenciju reda

oo an b'n,
E (—4——)) 2", a>0,b0>0.
n n=

n=1
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Resenje.
a7l b'no
_ w2
R-nl}_)moo an+1 + pn+1 )
1 (n+1)2

odakle sledi: (i) R = § za a < b, i (i) R = % za a > b, U sluéaju kada

je R = interval konvergencije reda je —1 < & < % Za © = —L red se

b b
. , v o0 (__ l)n
razlaze na zbir apsolutno konvergentnog reda 3 5
n=1 "N

1
b

, 1 uslovno konvergentnog

&9 19k n 1
reda Y (1) (—b-) . daw = 7 red, takode konvergira. Oblast konvergencije

n=1 n

polaznog reda je, u slucaju a < b, —% <z < 13 Posmatrajmo slucaj ¢ > b1
R = % Red konvergira apsolutno u intervalu —i— << % Za w = —% red se
razlaze na dva sabirka

s 7 2 n 7

S X (S5) = SR G ()

1=1 ( n=1 n=1

KKako su oba sabirka konvergentni redovi, to polazni red konvergira za x = —%.
Za v = }; red divergira. Dakle polazni red konvergira u intervalu —% <a < %
o0 ‘ 1
Za a = b red postaje > —(n + 1)a™, i tma polupreénik konvergencije R = —.
n=1 ‘ a
1 _ , L, . .
Za x = — red divergira, za @ = —— istl uslovno konvergira.
a a

2.2 28. Ispitati konvergenciju reda

i(b—m—/ﬁl):, a > 0.

n=1
Resenje.
1
/T ——e
R = lim = hm aﬁvn’l'l"'\/ﬁ:l
mn— 00 (W n—eo .

Red apsolutno konvergira za 0 < =z < 2. Za @ = 0, red konvergira za ¢ > 1 a
divergira za 0 < a < 1, za = 2, red konvergira za a > 1 a divergiraza 0 < a < 1.

2.2.29. Ispitati konvergenciju reda

2 GGt 3. G

n=0

Regenje.

R= nglmJ__ (3+\/n+1)_1.
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Red apsolutno konvergira za —1 < a2 < 1. Za z = —1 red postaje

() Vil
v :L;Z)( ) B+ DB +V2)...(3+/n)

Red (1) apsolutno konvergira. Za 2 = 1 red, takode konvergira. Dakle, oblast

konvergencije polagnog reda je —1 < < 1.

2.2.30. Ispitati konvergenciju stepenog reda

o0 n

a 2n
, X >0
Z((L+1)(a.+2)...((L+‘7l) R e

n=1

a, zatim, naci sumu reda za a = 1.

Resgenje.
) g,
R = lim

OO gy 4

= 0.

(o]
Red apsolutno konvergira za @ € (—oo, +c0). Za a = 1 red postaje (#1*)—. z?m
n=1 ’

Clja je suma:

S(e) = =
n=1 (n + l)l n=2 n!
1 = ()" o 1 2
= — —1—-=z" :—<€.m —1—4L'2>.
w? (”ZE’:O n! x?

2.2.31. Ispitati konvergenciju reda

o0

z 1
(n+ Donan

n=

Resenje. R = 1, red apsolutno konvergiraza z € (—oo, —1)U(1, +o0). Zaz = —1
red apsolutno konvergira za a > 0, uslovno konvergira za —1 < o < 0, i divergira
za o« < —1. Za x = 1 red konvergira za o > 0, i divergira za o < 0.

2.2.32. Ispitati konvergenciju reda

5 2z "
E n,_p/2
(=1)"n’ <1 + 1172> '

n=1
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. . \ v . ,e .
Resenje. Smenom > =tred dobija sledeéi oblik

+

o0

(2) S (1) P2,

n=1

Ppolupreénik konvergencije reda (2) je B = [, red (2) apsolutno konvergira za

—1 <t < 1, dok polazni red apsolutno konvergira za @ € (~oco, +o0) i @ # £1.
Za 2 = 1 red apsolutno konvergira za p < 2, uslovno konvergira za —2 < p < 0,

a divergira za p > 2. Za x = —1 red konvergira za p < —2, a divergira za p > —2.

2.2 33. Ispitati konvergenciju reda

o 1
(—1)"71,&2__ tg "a?.
1

n=—

Resenje.

pt+t
n 2
R=lm —— = 1.
ey p41

Red apsolutno konvergira za [tgz?| < 1, odnosno za |z] < \/Zi Za tga? =1 red
apsolutno konvergira za p < —3, uslovno konvergira za —3 < p < ~1, a divergira
zap> —1. Za tgx? = —1, red konvergira za p < —3, a divergira za p > —3.

2.2.34. Ispitati konvergenciju reda
oS .
(_1)”)_1 $2n+1
/ 4n2 —1’

n=

a zatim naci swunu istog.

Resenje. R = 1, red apsolutno konvergira za 0 < 2? < 1, odnosno, za |z| < 1.
Za x = —1 red apsolutno konvergira. Za » = 1 red, takode apsolutno konvergira.
Dakle, oblast konvergencije polaznog reda je {z| < 1. U intervalu z € (—1,1) red
se moze integraliti 1 diferencirati ¢lan po ¢lan, pa tako nalazimo sumu reda:

2n

ol - _1yn—1 & — - @
S'@) = Y ()" S = f(e)

n=1

pri cemu je
o0 2n—1

) = Z(_l)n_l @

n=1 n —1
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Zatim, diferenciranjem funkcije f(2), nalazimo

> 1
fl z) = -1 n—1 {L_Zn—-Z —
=351 L
n=1
odakle, integraljenjem, nalazimo da je f(z) = arctgz a, onda je suma polaznog

reda data sa )
S(e) x? b + 1 . 1 i
S(x) = — arctga + — arctga — —a -
y My arasr Ty

Medutim, kako je S(0) = € to je (! =0, pa je

] 1
S(w) = 3 (;172 arctge + arctga — ) .
2.2.35. Dat je stepeni red
o0
— 2" 4 n :
——z", a—R.
: nlnan
n=1 .

(a) Odrediti poluprecnik konvergencije datog reda; (b) Za o = 0 naci
sumu reda. ‘
Resenje. (a)

2% 4 n (n+ Dl(n+ D)t tD)

R = lim
n—oo plpon 2+l 4 4+1

.
Prema poslednjoj relaciji, nalazimo da je: R =co, za > —1; R =0, za v < —1;
R=2L zaa=-—1.

)

[0}

2" +n = (20) D gn—d
S(x) = E 2" = E 2 E — )2.%‘ 2e” — 1.
(=) nl n! + (n —1)! e e
n=1 n=1 n=1

Funkcija S(z) je definisana u intervalu & € (—oo, +00), jer je R = co.

2.2 36. Dat je stepeni red

oo (2'71,_*_“71,‘)7#\'”

A
n!
n=1
(¢) Odrediti poluprecnik konvergencije datog reda; (0) Za « = 1,
a — 2 ispitati konvergenciju na krajevima intervala konvergencije; (¢)

Za o =01a=—=+. sumirati red.

37
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Resenje. (a)

. (2" + a™)nen (n + 1)!
R= hm . .
n— CO nl (27l+1 + ant1 ) (n + l)a(n—i—l)
U zavisnosti od realnog par ametIa a, imamo sledeéa dva sluéaja: 1° a < 2, R = co,
za o < 1; R._O za > 1, R = =~ 2 yzaaw=1.2°a>2 R=oo,za <1, R=0,
raa>1; R= = zaa=1 (b) Za o = 1 1 @ > 2 polupreénik konvergencije reda

1
e R=-— pa I'ed apsolutno konvergira za |z| < + . Za 2 = — — red postaje
J ae’! ae ae P J

SR CE ) () S S ()

n=1

Lako se moze pokazati da red uslovno konvergira u tacki x = ——=-.
1

Za x = = red se razlaze na dva sabirka na sledeéi nacin:

i @" +a™)n™ i 2\ " (n)n 1 4 i 1 (n)n
nla™e® N a € nt A= nlle .

n=1 n=1

Kako je prvi sabirak konvergentan red, a drugi sabirak divergentan red, to polazni

red divergira u tacki @ = al—t
(¢) Neka jea=01ia= —l tada je:
4 Zl " ( 2@ -5 9
)= > 2 +Z TR
n= n=1
Dakle, suma reda, za @« =01 ¢ = -%, je funkeija S(x) = 2% + e”F - 2, koja Je
definisana za svako ¢ € R.
2.2.37. Dat je stepeni red
N
nlnan )
n=1
(a) Odrediti poluprecnik konvergencije datog reda; (b) Za o = —1

ispitati konvergenciju na krajevima intervala konvergencije; (¢) Za
a = 0 naci zbir reda.

Resenje. (a) Kao i u prethodnom zadatku 2.2.36, nalazimo da je: R = oo, za
a>—-1; R=0,zaa < -11R=%

. Ty 28 o = —1.
(b) Za o = —1, red postaje

[
3" +n "M
E n-a’,

1
n=1 n:
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¢ij1 je poluprecnik konvergencije R = £, pa red apsolutno konvergira za || <z

Za @ = — £ red se razlaze na zbir redova
& (_ e nm
7L 'IL n
5 D B
n=1 n=1
Drugi sabirak je divergentan red, pa i polazni red divergira u tacki z = —£. Za
x = g red, takode, divergira.

(¢) Za o = 0 red je konvergentan, a njegova suma je

‘3 3

(o]
n=1

n

[oe] ‘oo
(3:1:) z" 3z T
= —_— = "% L pe” — 1.
R DY ]
n=1 n=1

2.2.38. Sledece funkcije razviti u stepeni red po x:

1 f) = i f)=e

2° flae)y=¢e""; 3% f(z)=sinaz
4°  f(z) =cosz; 5° f(z)=sin®a;
6° f(z) =cos’z; 7° f(z)=1In(1+ x);
1 2
8 f)= gy 0 ) =

1—z)p (z + D(1 —a2)’
10° f(z)=In(1l —z + 2% — ;1:3); 11°  f(z) = arcsinu;
12° f(J,) = arctg x,; 13° f(l,) — % gin x;

1—2z

1+

14°  f(z) = e"cosa; 15° f(x) = arctg

Resenje.

)n 2n

. — = n " s

n=>~0

koji konvergiraju za |@| < +oco.
30
2n+1

sine = Z(— ot 1)

n=0

koji kouvergira za svako |@| < +o0.
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4°
&0 2n
it
cosx = E (=™ .
n=40 (271)'

koji konvergira za svako |z| < +oc.

50
. 1 s (‘ZLU)Z”
sin® 2 = — (1 — =—-1{1- —y" .
sin ( cosz) = 5 < 72( ) o)l
6O '
9 1 (21)'711
ofe) = — (1 20)=—|1 1" .
ol 2= e = 2( * 2 <n>!>
70

= S =

n=0

A, zatim, mtegraljenjem funkeije f'(x) u intervalu |z| < 1, nalazimo rl'a,zvoj
funkeije In{1 + )

LI o0 L[ o o0 g "
fa) :/O e :111(1+:u):§)( 1) /0 (1,1,:7;(—1) —
5o
R S ( 1 )’ B (i /l-”>/ I
=g =) = () =X
g0
11 111
‘f(€">:5<1+7> (1+z)°+51—w
%(; ~27§(n+1 " ;)
-~ i a1 _ 9 i na®
n=1 n=1

koji konvergira za |x| < 1.

10°
fle) =In(l—a+ e .'173) =In(l —x) +l11(1 + 2?)
. = n—1 ( l) n—1 1
= Z:j -1) +“‘;1( DR

8

n

— Z( )n»lf___’__Z;

n=1 n=1
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[ee)

1- 1) L2 2n - D1
1= f 1.
\/1 — lz :; 27Ln| + Z (27’1,)” L +

f’(m)

n=1
Kako red
oo
(2n -1l ,
Fla) =1+ n
() ; (2n)!!
apsolutno konvergira za |z| < 1, to Je
>0 v
) 2n — It [T 2n — 1) g2ntl
f(x) = arcsina = (———L / @ )”(lz +r=x+ Z ( ) - .
ety en!t 2n41
n=1 , n=1
13° Prema poznatim relacijama
e = cosw 4+ isinw
i «
e " = cosx — isina
nalazimo .
cosw = Z (Gi:zr +szr)
! .
'l . B
sing = —— (_em — e_'m) .

Tako nalazimo razvoj

. 1+ i)’ 1)t
e’ smE = —-— (Z( q Z( ) )

n=>0 n=40

; oo n

1 a™ n g o g
= —— E — 22 [cosn— +ismn— | —

2 n! 4 4

n=1_0
fore) . ﬂ
) T 2 g . s

— E ——.22 Coqn——zqmn— 2 sinn-—.

0 n! 4 4

n= :

Prema nejednakosti

;l:”(2%

n!

 lal2

n!

sin n .

sy [z]™22
nalazimo da red 5

konvergira za |z] < oco.
n=0
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14? Sliéno prethodnom zadatku, nalazimo da je razvoj funkcije f(z) = e” cos

dat sa:
o0

= 2m2 3 T
e’ cosxe = 5 cosn—i

n=0

koji konvergira za |z| < co.

15°
1 (o) (o)
fl(LL’) — - — — Z(__l)n {UZn =14+ Z(_l)n—lwhz)
e n=0 n=1
a sada, integraljenjem funkcije f/(a), nalazimo
N
1+ 2n+ 1’

n=0
koji konvergira za |a] < 1.

2.2.39. Nadi sumu reda S CESCEIONE

Resenje. Polupreénik konvergencije reda je

I n

R= lim —= =1,

T = OO a1L-|—1

pa red apsolutno konvergira za |z| < 1. Suma reda je (z < 1)

(o] o o fm "
;(n—}—l)(n—i—Z(n—l—?) ;(n—I—Z)(n%—ﬂ
’IL—I—l([J EH & @ :L’3
= / Z dx = / (/ (/ (l:u) d:v) dx
- n+ 3. Jo 0 0 1—u

23 <il:2 n @ N 1>
T 6 \10 | 4 '

2.2.40. Nadi sumu reda

Z (71 + 1) 71+1
n! '

n=1

Resenje. Red konvergira za |2} < oo pa je suma reda

(n+ 1" 1)4 SRS - -
Z == Z ' =2 (e” +ue” —1). -
n!

n=1 n=1 .
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2.2.41. Nadi sumu reda

o0

n=0

Resenje. Posmatramo stepeni red oblika
o 27L+1
13\ x
Z( 1 (Zn + 1)

n=0 -

éijl Je polupreénik konvergencije R = co. Suma posmatranog stepenog reda je -

Z . 27L+1 l i ('32'77,+1
S{w) = = (—1) — (—1)"
— (2n )! 2 = (2n + 1)!
1 co “271,+1
SE D DI L § RSV
2 n=>0 (2”)‘ 2 n=0 (ZH + 1)
1 1

= —xcosx — —sinuw.
2 2
Suma polaznog numerickog reda je S(1) i ima vrednost

: 1 .
S(1) = ;2-((105 [ —sinl).

3. RESAVANJE DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA POMOCU REDOVA

3.1. Uvodne napomene

Neka je data diferencijalna jednaéina

(1y - ao(2)y" + ar(2)y" + az(a)y = 0.

Tacka ‘1"0 je obitna tacka diferencijalne jednacine (1) ako su koefici-
jenti a,(z) (1 = 0,1,2), analiticke funkeije u toj tacki, tj. mogu se
u toj td.(,,kl razviti w konvergentan Taylorov red poluplecmka R>0
i ap(wo) # 0. Neka je wg obitna tacka diferencijalne jednacéine (1)
i neka Taylorovi redovi koeficijenata «;(x) « = 0,1,2 konvergiraju u
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intervalu |x — 29| < R, R > 0, tada se resenje diferencijalne jednacine
(1) trazi u obliku stepenog reda

o0
y(a) = Z an(z —z0)",
n=0

koji konvergira za |z — z¢| < R. Pomenuti pojmovi se, takode, odnose
i na diferencijalne jednacine n-tog reda n = 1,2,3,.... Ovde dajemo
resenja nekih diferencijalnih jednacina prvog, drugog i treceg reda,
koje se najcesce koriste u praksi.

3.2. Zadaci

3.2.1. Nad&i breéenje diferencijalne jednaéine
y' +ty=a, y(0)=1,

u obliku stepenog reda.

oQ
Resenje. Neka je regenje jednacine y = > apz™. Tada je
n=0
o0
y = E nana™ 1,
n=1

pa zamenom u dato] diferencijalnoj jednacini, nalazimo:

(o] (o9}
(1) (n+ Dapyra™ + anx” = a.
n=1 ‘ n=40
Regenje sistema jednaéinadina (1) je: ap = 1, a1 = —1, a ostali koeficijenti an, za
n=2,3,4,..., se nalaze pomodu rekurentne relacije
(2) (n+ Dagyy1 +an =0,

Prema rekurentnoj relaciji (2), a koristeéi indukeiju po n, nalazimo koeficijente:
w 2 ¢
ag =1, a; =—1, a,=(-1) — n= 2,3,4,....
n!

Dakle, regenje date diferencijalne jednaéine je
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o n
y(w):1—m+22(—1)”i—|:2e—“”+w~1.

n=2

3.2.2. Nadi resenje diferencijalne jednacine
/ 3
Yy —y =z +u,

koje zadovoljava uslov y(0) = 1.

[ee) .
Resenje. Nekajey(z) = 3 ana™ refenje date diferencijalne jednaéine. Onda je
n=0 '

oo

y'(z) = Y nanz™ "l Zamenom izraza za y(z) i y' () u diferencijalnoj jednaéini,
n=1 ’ '

nalazimo koeficijente:

1 1
ay =apgp =1, ax =1 a3z = —, a4:;1-, an =

3

| o0

n=>506,....

| ) )

3

Dakle, resenje date diferencijalne jednacine je

1 1, O at ]
ylz) = l+a:—|—.'1:2+—a:3—l——wl+8z Y —8e" —a® 30— Tw—T.
3 3 ? n!

n=

3.2.3. Nadi resenje diferencijalne jednacine

y' oyt =,

koje ispunjava uslov y(0) = 1/2.

(o]
Resenje. Neka je redenje date diferencijalne jednacine y(z) = 5 anz™. Tada je
n=0

0
y'(2) = 3 napae™”!. Zamenom izraza za y(z) i y'(2) u diferencijalnoj jednaéini,

n=1
nalazimo da su koeficijenti trazenog stepenog reda resenja sistema jednaéina:

o2 o0
Z(ﬂ + Dapyra™ + Z a” {agay +ar1an—1 + - +anag) = 22,
n=>0 n=>0 '
Sledli:
1 1 1
GOZE, (ll:“g, (12:5, ag = —

Ostale koeficijente nalazimo iz rekurentne relacije

3

E: ag = .

32

(n+ Dapg1 + apan + a1ay,-1 + -+ anag =0,
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zan=>5,6,... . Naime, refenje date diferencijalne jednaéine je

11, 3.4 09 , 1
—-——-—’+—rc PN LA L. B
y(=) PR 6 Tt Tt T

3.2.4. Naci resenje diferencijalne jednacine
(1 + Lv)yl +y =2z,

koje ispunjava uslov y(0) = aq.
Resenje. Ako je y(x) = 3,77 j ana™ reSenje date diferencijalne jednagine, onda

(o0
jev'(x) = 3 napz™"!. Nalazimo da je

n=1
y(2) = ag <1 — x4+ ax? 4 Z(~l)"wn> 42,

n=3

3.2.5. Nadi resenje diferencijalne jednaéine

y'=a"+y, za y(0)=

Resenje. Neka je redenje date diferencijalne stepeni red y(z) Z anx™, pri
n=0
cemu je ¥ (x) = Z nay,2™ 1 Sada, prema datoj diferencijalnoj jednacim 1
prethodnih izraza ;L; y(z) i v (2}, nalazimo koeficijente a,:
o . 2+ agq

] = dg, Uz = 7 ay = , n=3,4,....

1’ n!

Tako nalazimo da je

y(a) = ap Z — + Z = (ag + 2)e” — 22 —2x — 2.

n=>0 n=3

3.2.6. Nadi resenje diferencijalne jednacine

y'' 4 ;Uzy’ —2ay =24+ 2 +2, za Y (0) = ao, y'(O) =aq.

Resenje. Neka je y(x) = E a,¢™ redenje date diferencijalne jednacine. Onda

n=0
(o]

funkeije y(a), v'(z) = Z Tt iy (x) = 3 n(n41)ana™"? zadovoljavaju

n=1 n=2
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polaznu diferencijalnu jednacinu. Naime, zamenom pomenutih funkcija u diferen-
cijalnoj jednacini, nalazimo da je resenje y(x)

» x3 b @
yle) = ao <1+?_ 518 9536 ‘>
(U4 {l;'7
+ ay (m—i—ﬁ— 736 —)
3 ot f @’ z?

€T iy v
+a’+ —+ = - — - -
6 12 5.36 7-36 2-9-5-36

3.2.7. Naci resenje diferencijalne jednacine

(1= —ay +y=0, za .y(()) = ag, y' (0) = ay.

O
Resenje. Neka je stepeni red y(z) = anx’™ redenje date diferencijalne
n=0

o0

jednaéine. Zatim, zamenom izraza y(z), y'(2) = 3 napz""1 1 y'(z) =
n=1

[ele)

S n(n — Dapa™~? u dato] diferencijalno] jednagini, nalazimo:

n==2

3.2.8. Naci resenje diferencijalne jednacine

(14+2")y" +ay =y, za y(0)=ao, y'(0) = ar.

. (o] (o]
Redenje. Ako je y(z) = 3 ana™ redenje, tada je y'(z) = 3 naya™~! i
=0 . =1
oo n k2 ‘ .
y'(x) = 3 n(n— aype™ 2. Zamenom izraza y(z), y'(2) 1 y” (=) u dato] difer-
n=2

encijalnoj jednacini, nalazimo da je resenje:

N L = po1 (26 =D oy
ylz) = ap + e+ agp - };(~1) W ;

3.2.9. Data je generalisana Hermiteova diferencijalna jednacina

3y"" — 8xy' + 8ky = 0.

Naéi opste resenje date diferencijalne jednacine.
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Reéenje Pretpostavimo da je refenje date diferencijalne jednacine stepeni red

y(z) = Z an, 2™, a onda diferenciranjem nalazimo
n=0

=]
yl(w) — Z nanwn—~1)
n=1

co
y'(z) = Z n(n — Dapa™"2,
n=2
o0
y'"(z) = Z n(n — 1)(n — 2)anz™"?,
n=3

¢ijom zamenom u datoj diferencijalnoj jednacini, nalazimo da je opSte resenje:

3n

y(.L) = ayg (1 + 1;2_; - H(‘&z 3—k (3n)!)
23+l

+ ay (:L-{—Z ~ H (3i—2—-k) Gn +1)’>

n=1

371,—!—2
+ ag ( + Z ™ H(Bz —————(3 +2)|)

n=1

3.2.10. Nadi opste redenje Fibonaccieve diferencijalne jednaéine
(4+ 2*) y" + 3ey’ — k(k +2)y =

o0
Resenje. Pod pretpostavkom da je y(z) = anz™ resenje date diferencijalne
J
n=0
jednacine 1 zamenom odgovarajuéih izvodnih redova

(&) o0
y'(z) = Z nape™ ",y (x) = Z n(n — Dapz""%,
n=1 ' : n=2

u diferencijalnoj jednaéini, dolazime do resenja:

co Zn - 9n i
y(z) = ag (1—}—2 15;(2:)!-{_2)& )

n=1

Z [ (k=2 —14+20) 4,0,
o mk+ Denr " '

n=0

3.2.11. Nadi redenje diferencijalne jednacine

y'"' +zy = 2.
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(&)
Resenje. Neka je stepenired y(z) = ) anz™ reSenje date jednacine. Zamenom
n=0

oo oo

izraza za y'(z) = 3 nanz™”t 1 y'(z) = 3 n(n — Daze™? u diferencijalnoj
n=1 n=2

jednadini, dolazimo do sledeleg sistema jednacina

Z (n4+ D(n+2)apnyz +nay)z™ +2 -3 - agw + 2a3 + a12 = 2.

n=2
ReSavanjem ovog sistema nalazimo koeficijente a,:

(2n — !

m—@ —a).

n= 1)2:"') aan41 = (_'l)n_l

Trazeno redenje je:

(o]
_ 2 —aq 241
x) =ag +arx+ —1)" 1————-*.7:”'{'
y(w) = a0 awt ) (-1) 9 (2n + 1) n!

n=1
©o 2n+1
&x
=ag + a1 (m + Z(—l)” __—> +
— 27 (2n + 1)n!
oo 21
€
+Z(W1)n—l. — ]
= 2n=1(2n + n!

Polupreénik konvergencije stepenog reda y(x) je R = oo .



I GLAVA

INTEGRACIJA

1. DVOSTRUKI INTEGRALI

\ 1.1. Uvodne napomene

1° Neka je z = f(2,y) neprekidna funkcija nad zatvorenom pravil-
nom oblaséu D. Pod dvostrukim integralom funkcije z = f(z,y) nad
D podrazumeva se broj

fle,y)de dy = lim flai,yj) Az Ay,
./D ) |—>0Ez’:z ’ !

mav|Aw;
maz|Ay;|—0

gde je Aw; = ®ip1 — 2y, AY; = Yj41 — Yj, a zbir se odnosi na sve
vrednosti ¢ 1 j za koje (24,y;) € D.
2° Ako je

D={(x,y)]a<z<b y(x) <y<y(e)},

pri éemu su yp (2) 1 y2(x) neprekidne funkeije na segmentu [, b}, onda

vazi
/ flz,y) (/1(]3/——/ / fle,y)dy.
D yi(x)

3° Uvodenjem polarnih koordinata: @ = rcose,y = rsine, dobi-
jamo formuluw

/ fla,y)de dy = / f(rcosp,rsine)rdr de.
JD D’

49
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1.2. Zadaci

1.2.1. Po definiciji izracunati integral ffD 22y? da dy, ako je oblast
mtegracije D data sa 0 <o <1,0 <y < 1.
Resenje. Funkcija f(z,y) = 22y®  je neprekidna u oblasti D, pa je integra-
bilna u istoj. Integral nalazimo na sledeéi naéin.

Interval [0, 1] delimo na n jednakih delova, odnosno, nalazimo da je: x; = i/n,
wipy = (i +1)/n, dwy = 1/n, y; = j/n, yj41 = (G +1)/n, Ay; = 1/n. Prema
definiciji dvostrukog integrala, imamo

v non 9.9
2 92 . [ 11
7y dedy = lim, E E e
JJp C n—eo \ iy o n? nn

. onEn+1)2(2n + 1)? 1
= lm = -

=00 360" 9

1.2.2. Po definiciji izra¢unati integral [ [D axy da dy, ako je D oblast
mtegracije data sa o <a <b, ¢ <y <d.
Refenje. Funkcija f(x,y) = 2y je neprekidna u oblasti D | pa je integrabilna u
njoj. Integral trazimo na sledeci nacin.

Intervale [«, b] 1 [, d] deliino na n jednkili delova, pa tako nalazimo da je Ax; =
(b—a)/ni Ay; = (d — ¢)/n. Trazeni integral je

I = // ayduedy
JJD
7%

- l)—(t " [ — ¢ (_d(" 1_0
= D (> <u + (i~ 1)) S (c—l— ‘ —(j - 1)) EZ__%

i=1 j=1

= i(bg — (LB)((ZQ — (;:2)

1.2.3. Prema definiciji izracunati integral [[ . etV da dy, ako je
oblast integracije data sa: 0 <a <1,0 <y <1,

Resenje. Zadatak se reSava na slican na¢in kao 1 prethodna dva zadatka. Naime,

nalazimo da je: a; = i/n, Aw; = 1/n, y; = j/n, Ay; = 1/n. Onda je trazeni
integral:
T R NN O
//1) e de dy = “131(; ; e ]2:1 cYi =
1 2
=(l—-e)?| lim —B— | =(1-e)?

n—oo | — el/n
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U slede¢im zadacima ispisati granice integracije u dvostrukom in-
tegralu [[,, f(z,y)dz dy za oba moguéa poretka.

1.2.4. Oblast D je AABC sa temenima A(1,0), B(3,4), C(0,1).
Regenje. (Slika 1)

f/ fedsdy= [ d [ e [ dw/21+wf(w,y)dy
_./ dy/ly/z-*—1 f(z,y) dm—%—/l dy/yy_/1 f(z,y) d.

, B(3.4)

cw.1) |

0 A(1,0)

Shika 1

1.2.5. Oblast D je etvorougao odreden linijama: z+y =1, 24y =
3, y—xz =1, y —x = 2, slika 2.

Resenje.

// f(z, y)d.Ldy__/l/ dw£2+xf(m y) dy+/1/2 dm/2+wf(w,y)dy
+/1/2 dav/1+m f(z,y) dy
:/13/2 dy/1:1 o
+f ; dy /y ':1 fea)da + / " ay /y :y f(w, ) do.
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' ><
\\/z,)/

AN
\ | ;
y 2 p / 1 0 ]\\V EN
Slika 2
1.2.6. Oblast D je krug:
1° 22 py? =0 | 2° 2?24y’ =22, 3° 22 +yt=20x+y).
Resenje. 1°
[ toazin= [ an [ fo, )
/‘ o ydedy= | w/_ —CHL

rd
=

Slika 3 Slika 4
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20 (Slika 3)

//Df(w,y)dwdy=/2 dm/m f(z,y)dy
/ dy / R " e,

1+vZ 14+4/1-22420
[] tewdsay= [ """

3° (Slika 4)

x z,y)d
vova oy TV
1+V2 1+v/1-y242y
=/ dy/ f(z,y)de.
1-v2 1—4/1-y242y
1.2.7. Oblast D je ogranitena linijama y = 2%, y = /z (slika 5).
Resenje.
1 VT 1 NZ)
[[ sededy= [ @ [ r@ndy= [ ay [ sy
D 0 x? 0 y?
\ y _xyzxz
y=\x
-1
D
X
0 1
Slika 5

U sledeéim zadacima rekonstruisati oblast integracije, a zatim
promeniti poredak integracije:

1.2.8. [[, f(z,y) dmdy—fo\/—d fxf (z,y)dy.
Resenje. (Slika 6)

// Fil¢ ,y)d%'dy"/ dw/ z, y) dy—/os dy/y;/jgf(w,y)dw
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Y
y=x\!?

Slika 6
1.2.9. [f, f(z,y)dzdy = Oa/z dy fyR(y) flz,y)dz, gde je

a+ +/a? — 4dy?

Y

al2

Slika 7
Resenje. (Slika 7)

//D f(:v,y)dwﬂly=/Oa/2 dy/yR(y) fle,y) de

:/Oa/z dm/:f(:c,y)dy%—/a(;2 dm/o\/;mjf(m»y)dy.
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1.2.10. ffD flz,y)dedy = fol dyf“ 2=y? (z,y)dz.

Resenje.
1 Nz V2 V2-a?
I:/ da:/ f(m,y)dy+/ dm/ f(z,y)dy.
0 0 1 0

1.2.11. U dvostrukom integralu ffD f(z,y)dzdy preéi na polarne
koordinate 1 napisati oba moguéa poretka, ako je oblast integracije
data sa:

1° 22 +y? <z, 2° &* <a?+y? <4d?.

Resenje. 1° z? 4+ y? < z, odakle, prelaskom na polarne koordinate, nalazimo
da se polazni integral transformiSe na sledeéi naéin:

// f(z, y)d*dy"/w " diP/COS(PTf(Tcosgo,rsingo)dr

2
arccos r
/ rdr/ F(r cosp,rsine) de.

arccos r

Slika 8
2° a? < 2? +y? < 4a?, (slika 8), odakle, prelaskom na polarne koordinate,
nalazimo da se polazni integral transformise na sledeéi naéin:

2w 2a
// f(z,y) d= dy:/ d(p/ rf(rcos,rsing)dr
D 1} a

2a 2% .
= / rdr f(rcosp,rsing) de.
a 0.
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1.2.12. Ako je oblast integracije D = {(z,y)]0 <2 <1,0<y <
1}, prelaskom na polarne koordinate transformisati dvostruki integral

ffD flz,y)dz dy .

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se deli na oblasti:

e 1 . Tow 1
Dlzgoe[O,——], 7'6[0, ] ) Dg:(pe[—,—-}, rE[O,—,——-—]
4 Ccos @ 4" 2 sin ¢

u jednom poretku, a u drugom poretku, imamo oblasti:

1 11
Dj:re [1,\/5] , @E [arccos——,arcsin—] , Di:ref0,1], ¢¢€ {O,g] .
r r .

1.2.13. Dvostruki integral [[, f(z,y)dx dy transformisati uvode-
njem polarnih koordinata, ako je oblast integracije

zv/3
3 ?

D ={(z,y)|ly = y=x, x=1}

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata @ = rcos¢, y = rsinyp, oblast inte-
gracije D se transformise na slededi nacin:

E[W w] e lo 1 ]
-, — r
v 6’41’ " cos

u jednom smeru integracije. Promenom smera integracije, imamo:

2vV3 2vV3 1
Dl 7€ I:O,—\-?)/—_}’ 906 z ﬂ-]) D2 re ['—\g{——;ﬂjl) (PE [arccos—,g]
r

51

1.2.14. Ako je D oblast integracije ograni¢ena sa: z? + y? < 1,
z? + y? < 2z, (slika 9), ispisati granice u oba moguéa poretka, u

dvostrukom integralu
// f(z,y)dz dy.
"D

Resgenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se transformige na sledeéi
nadin:
r T
r€ef0,1], pe€ [- arccos -, arccos —2-] .
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U drugom poretku integracije, granice integracije su:

\

T T T is
Diipe[-5.5] m e Daipe -2 -Z] r €0, 2cos];
D3 :pe [E,E] , 7 € [0,2cos¢].

372
y
D
X
0 1 2
Slika -9

1.2.15. Izracunati ffD xy dx dy, ako je oblast integracije D ograni-

T

¢ena krivom y = ze™® 1 pravama z = 11y = 0.

Resgenje. (Slika 10)

T

. ! ve” 3e? — 19
I:~/ mdm/ ydy:e———-‘
Jo 0 16e2
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<

D\X

Shika 10
1.2.16. Izracunati

B (2 4+ 1)In(z +1)
I—//Dy (@ —1) dz dy,

ako je D oblast ograni¢ena linjjama: y =1,z =0, 2 =1 — /1 — y2.

Resenje.

I:/lydy/1 \/_—(’”Jrl)hl(iw"l)

(v —1)2
(z+1)In(z+1) ., 3
_/ @_1) dx / — ydy =1n2 g

1.2.17. Izracdunati

1/e 9
[—/ d’l)/ Y dy .

Resenje.

dz

2dy y I~ 0 y2 1/y 1
I:/ 2+/ ——-—-————/ ——-—?:\/5——‘
o V1+y2Jo (z+y) 1 1+y2Jo  (z+y) 2

1.2.18. Nadéi vrednost integrala I = [f, x?y dz dy, ako je oblast in-
tegracije D ograni¢ena linijama y = 22 iy — 2 = 2.

2 2o 531
I:/ mEdw/ ydy = —.
-1 o2 70

Resenje.
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1.2.19. Izracunati integral I = [, y? dw dy, ako je D oblast ograni-
¢ena linjjama: x =0,y =0, 2 =1+ cosy, y = 7.

T 14cos y T
1= / y* dy / dae = — (71'2 — 6) .
0 Jo 3

1.2.20. Ako je D oblast ogranicena linijama:

Resenje.

y=0, y=\x, a*+y*=2,

izracunati integral I = HD zy da dy.

1 \/l— \/5 N 7
I= / x du / ydy + / @ (l;u/ ydy = —.
Jo Jo J1 0 24

1.2.21. Izracunati integral [ = ffD(‘UQ + y?) da dy, ako je oblast D
2

Resenje.

.. o 2 2 @ 9 2
ograni¢ena linjjama: y > 0, 2* + y* = T ° +y° = ax.

Resenje.

5

a. /4 Var—x? ) a/? o/ al g2
I = / / (x* 4 y*) dy + / (lm/ ! (
( Ja Jo

da: a? 4+ y?) dy,
/4

J O /0

odakle, prelaskom na polarne koordinate, nalazimo da je

v /3 a /2 /2 Q. COS @ 4 Tat/3
I= / dip / e / dgp / 3 g = TS
J 0 JO .

/3 Jo 48 256

1.2.22. Izracunati integral I = ffD 2;(/ dz dy, ako je oblast D ograni-
¢ena linjjama: y =0, 2 =0, y =lnx, y = 1.

'l 1 e 1
1= / dx / 2y dy + / da / 2y dy = 2.
Jo J0 J1 Jln x

1.2.23. Izracunati integral [ = f()a fua e’ du dy.

¢4 @ @ 2 e 1 o
I = / dy / o de = / e dx / dy = — (e‘I - 1) .
Jo Jy o Jo Jo 2

Re3enje.

Resgenje.
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1.2.24. Nadi vrednost integrala I = ff[) 2—y)da dy, ako je D oblast
ogranicena linijamas

r+y=a avH+y=3a, Y=z, Y—T=d
Resenje. Oblast D se deli na sledeée tri oblasti:
Di: ze [0, %} , Y EJa=a,a+a],
Dy 16{ (L], 1/6[,14-(1]

3a
Dy =axc¢ [(1,, —5] .Y E [, 3a — 2],

Trazeni integral je:

a2 ata a rta
I= / du / (x? —y)dy + / du / (2% — y)dy
JO ) Ja—ax Jal2 S

3a/2 3a—x
+ / da

2at Ha

3 4

(w* —y) dy

3

1.2.25. Izracunati dvostruki integral [ = ”1) ay da dy, ako je D

oblast ogranicena sa:

y=0, r=a(t—sint), y=a(l—cost), 0<t<2m,

Resenje.
2aw a(l—cos 1) 64
I = / adw / ydy = 22t
Jo Jo 3

dedy

1.2.26. Izracunati [ = ffD m
..'17 = Y)

Sa.

, ako je D oblast ogranicena

y=x, y=w-4+a y=a, y=~2a.

Resenje. Oblast D se razlaze na sledeée dve oblasti:
Dy xel0,d, y€le,u+q],
Dy w€fa,2d], ye€ 24,

a trazent integral je:

- / /r+n (]l/ N />2u‘ " /2:1, (ly _ (7112(2 - (Lf?.
. 1+1—y)* Je (v4+1=y)? 2(1 — a)?
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1.2.27. Izracunati I = ffD zy?e™ dzx dy, pri ¢emu je D dato sa: 0 <
¢ <1,0<y<L
Resenje. I = f(} @ dz f01 yle®Vdy =3 —e.

1.2.28. Nadi vrednost integrala I = [[ (z+y)* dz dy ako jeD: |z|+
ly| < 1.

ReSenje. Oblast D se razlaze na sledeée dve:
Di:ze [—1,0],?16 [—1—33,1—1—30]; Dy:z e [0)1]) ye [w—lal_w]'

Sada nalazimo vrednost traZenog integrala:

0 1+ 1 - ‘ 2
I:/ dm/ (w+y)2dy+/ dm/ (z+y)dy==.
—1 —1—z 0 z—1 3

Slika 11

1.2.29. Izraéunati I = ffD sin(z + y) dz dy, ako je D oblast ograni-
¢ena linijama: y =0,y =z, = = 7/2.
ReSenje. I = fow/z dz [ sin(e +y) dy = 1.
1.2.30. Ako je D oblast integracije ogranicena sa: zy =2iz+y = 3,
izraéunati integral I = [[, 2%y dz dy.

7

Redenje. I = flz de fz?’/—wf w2y dy = =
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1.2.31. Naéi I(a) = [[(z 4+ y)~*da dy, ako je D oblast ogranicena,

linjjama: z >0,y > 0,0 <a <2+y <1 Zatim, naéi o tako da
postoji limg.—o I(a).

ReSenje. Oblast D integracije se razlaze na sledete dve oblasti:
Di: 2€[0,a], y€[le—x,1~x]; Ds: n€lel], ye[0,1-=z],

a integral je

a 1w 1 le-m 1 al—«
]:/ dm/ (m—!—y)"ady—{-/ dw/ (x+y) “dy = - .
0 a—x a 0 2 — w 2 -

- 1
Sada je limg o I(a) = 5 za 2 # «.
-

1.2.32. Izracunati integral I = [[,(z + y)dady, ako je D oblast
ogranicena linijama:

y=2z", y=1+z, y=3+z.

Resenje. Oblast integracije D se razlaZe na sledede tri oblasti (slika 12):

1 1
Dy we [—1,——5},1/6 [2w2,w+3]; Dy e [—5,1},3/6[1—1—93,:0—1—3];

3 5 '
Ds:w€ 1,5 , Y €[22, 2 +3],

pa je traZeni integral

—1/2 o+3
I= / dw/ (z+y)dy
1 232

1 43 3/2 z+3

+/ dm/ (m+y)dy+/ dm/ (@ +y) dy
-1/2 14 1 202

843

80
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A M
-3 1 1210 1 32

Slika 12
1.2.33. Izracunati dvostruki integral ffD v/ 2?2 +y? dz dy, ako je D

oblast integracije ograniéena sa: x>0, 224y?<2, y==z%

Resenje.

:/ \/w2+y2dmdy:/ dm/ \/m2+y dy,
D : ’

odakle, prelaskom na polarne kobrdinate nalazimo da je:

sxn

/ dcp/““’rdw/ dcp/ (1+f) 7“/_

1.2.34. Neka je D oblast ograniéena sa:

Nadi integral I = [, /22 + y? dz dy.
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Resenje. Presek krivih

je tacka A (a/2, a\/§/4) . Prelaskom na polarne koordinate, nalazimo

/3 af2 w/2 a cos ¢ 3
I:/ d(p/ rzdr—i—/ dgo/ rzdr:E—(ﬁ+16—9\/§).
0 0 /3 Jo 72

1.2.35. Izracunati I = [f, (a* — 22 — y?) dudy, ako je D: a?+y? <
ay. :

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, imamo:

T a sin @ 5a%
I:/ dt,p/ r(a? — r¥) dr = ar
0 0 32

1.2.36. Izracunati integral I = [[,(2* + y?) dx dy, ako je D oblast
ograniena sa:

V3
1° 2 +y?=d, y:%{:» y = zV/3;
2° y=za, a*+y*=z, y>0.

Resenje. 1° Uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je:

/3 a 4
I:/ d(p/ P dr = 2T
w6 0 24

2° 1 ovde uvodimo polarne koordinate, pa nalazimo da je:

/2 cos @ 1
I:/ cl<p/ 3 dr = — (37 — 8).
w/4 0 128

1.2.37. Izracunati dvostruki integral I = [[}, cos/2? +y? da dy,

ako je D oblast ogranicena linijama:

e+ y? =4n?, 22+t =77, y=u=, y:x\/g, y >0, x>0

Resenje. Uvodenjemn polarnih koordinata, nalazimo da je

w/3 2w -
I:/ d(p/ rcosrdr = —.
/4 T 6



DVOSTRUKI INTEGRALI

1.2.38. Nadi vrednost integrala I = ffD 2%4/1 — 22 — 4y? dz dy, ako

je D oblast data sa 2% + 4y? < 1.

ReSenje. Prelaskom na polarne koordinate z = r cos @, y = 1/2r sin @, nalazimo

da je:

1 27 1
:—f d:,p/ r3cos2<p\/1—r2dr:1.

1.2.39. Nadéi vrednost integrala I = [[,y%1/a? — 2? — y? 2 de dy, ako

je D: z? +y? < ay, a > 0.

y
D
2
(0] X
Slika 13

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, (slika 13) nalazimo

T asin @’ adr 924°
:/ d(p/ r3sin2<,m/a2—r2dr:—-1?—
0 0

1575

1.2.40. Izrac¢unati

I // dz dy
~ JUb (2 +y?)In’(a? + y?)

ako je D oblast data sa: e? < z? +y? < et

Resenje. Prelaskom na polarne koordinate, imamo

.I /”d/ rdr 3w
B ¥ 72 In® 2 ez 32




et

3
=
[
o]

zraCunati integral

1;%/%———*m@

22 yz
kojeD: — 4+ =<1
ako je 3+2_

Resenje. Ako uvedemo polarne koordinate: o = rv/3cosyp, y = rv/2sing,
imamo da je |J| = rv/6, pa je trazeni integral

2w 1
I::\/E/ dgp/ /1 —r2dp :‘27:;/6.
0 0

1.2.42. Ako je D oblast integracije data sa

2? 22
— <1,
+2_

3
22
= A4 - — L dedy.
//Dy 5 2ahaly

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata: & = rv/3cos e, y = rv/2sin ¢, nalaz-
imo da je

I= \/_/ d(p/ 2 2sm<p\/_j2_dr—~ (87r+3\/—)

2

|

+y§51, >0, y>0,

—
[N™]

naéi integral

1.2.43. Izracunati I = [[, arcctgE dz dy, ako je D oblast ograni¢ena
Y

wg? y <z

sa.

1<z’ +y* <4, y>

Resenje. Uvodenjem polarnh koordinata: @ = rcos¢, y = rsiny, imamo

m/4 2 52
I:/ d(p/ arcctgc?swrdr: G
/6 1 s @ 192

1.2.44. Naéi vrednost integrala I = [[, |y —z|dz dy, ako je D oblast
ograniCenasa: 0 <z <1,0<y <1
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Resenje. Kako je

y-o, y>a
ly—ml={ ’ '
T Y, y<m

to se oblast D razlaze na sledeée dve:
Di: ze(0,1],y€[z1]; Dy: z€l0,1],y€[0,z].

Trazeni integral je

1 1 i @ 1
I:/ dm/ (y—w)dy—l—/ dm/ (z —y)dy = —.
0 © 0 0 3

1.2.45. Nadi integral I = [Jp |lzyldz dy, ako je D oblast data sa:
2 +y* <1, '
Resenje. Oblast D se razlaze na sledece oblasti:

Di: |eyl=2y,z€0,1],y€ [0,\/1—&32] :

Dy : oyl = —wy, z €[-1,0],y € [O,\/l - m2] ,

Dy |ay|==y, o €[-1,0],y € [-v/1—22,0],

D4 |wy|:—wy,m€[0,l],y€ l:— 1—([72)0]‘

Sada je traZeni integral

1 Vi-z2 0 1-x?
I:/ wdw/ ydy—/ wd:c/ ydy
0 0 -1 0

0 0 1 0 1
+/ wdm/ : ydy—/ mdm/ ydy = —.
-1 —/1—z? 0 —+/1-22 2

1.2.46. Izracunati [[, \/|z —vy2| dz dy, ako je oblast D ogranitena
sa;: 0<z <1, |yl <1,

Resenje. TraZeni integral je

1 y? 1 Nz -
I:/ dy/ \/yz—:cdm—%-/ dm/ Ve-—ytdy=—
-1 0 0 -z

e

1.2.47. Izradunati

=),

Yy—

dr d
2 e

_ 2ty
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ako je oblast D data sa: z? 4+ y? < 1.

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata, oblast D se razlaze na sledede tri
oblasti:

y—w K . i

Dy 7 —mzb_yzzo’(pe Z,T],TE[O,SIH((,O—Z)},
- (7 B

Dy yﬁ —z?2 -y’ <0, p€ Z’Z—]’TE[SH]((P_—) 1],
y—x 9 9 © 5w 9w]

Dj : 7 —z* —y* <0, p€ T , 7 €[0,1]

Trazeni integral je [f, = ffD1 +ffD2 +ffD3;

n=ff =" d@/f“(w“ﬂr(mn(@_g) —) a2
I, ://1;2 /51‘-/4 / w_g) r (TSin ((,0” g) —712) dr = -31;- — -g—
I3 = //;3 /::;:4 / (rz——rsin(go—z—)> dr:{-—{——;

‘ 9
Dakle, vrednost polaznog integrala je: I =1, + 1, + I3 = -1—672'

1.2.48. Izracunati I = [[, |sin(z + y)|dz dy, ako je oblast D data
sa: 0 <2<y, 0 <y <.

Resenje. Oblast D se razlaze na oblasti:

D;: =ze€ [O,er-],yG[m,ﬁ—m],sin(m—{—y)ZO,

iy .
Dy: ye [5,71'] , @ € [ —y,y],sin(z +y) <0.

Trazenl integral je

w /2 T— V i y
I:/ dm/ sin(:u+y)dy—/ dy/ sin(z + y)dz =
0 @ T2 m—y
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1.2.49. Naéi povrsine ograniéene linijama:
1° 42% 4+ ¢? =4,

2° 2 +y’ =z, y=0, y=2zV3
1

3° 3% =2z, y:§x2

4° gy=2, xz+y=3

5° z =ua(t —sint), y=a(l —cost), y=0, t€0,2n]

6° y=2z*(1-1Inz), y=0, z=c¢

7 y=(xz+2)e " y=0, z=1
ReSenje. 1° Trazena povrina je P = [f, dody = 4ffD1 dz dy, gde je oblast

D1 u polarnim koordinatama data sa: Dy : ¢ € [O, g—] ,7 € [0,1]. Dakle, tragena

povrdina je P = 4f07r/2 de fol 2rdr = 2.

2°Povrdina ograni¢ena navedenim krivim linijama, data je sa P = ffD dz dy,
pri ¢emu je oblast D, u polarnim koordinatama, data sa ¢ € [0, g] , 7 € [0, cos ]

pa je traZena povrsina

w/3 cos @ 1
P:/ d(,o/ rdr = —(4r + 3V/3).
0 0 48

. . . 1
3° Oblast D ograni¢ena datim parabolama je D: = € [0,2], y € [é—mz,\/Za:],

pa je povrsina iste jednaka

. 2 "V 2e 4
P:// d:udy:/ dw/ dy = —.
D . 0 %wz 3
: . 2 .
4° Povrdina traZene oblasti D: z € [1,2], y € [——, 3 — w] je
x

2 3—z 1
P:/ dw/ dy==(3-4In2).
1 2/ 2

2aw a(l—cost)
P:// dwdy:/ dm/ dy = 3a®m.
D Q 0

6° (Slika 14)

e mz(l—lnw) e3
P://~dmdy:/ dw/ dy = —.
D 0 0 9

50
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Slika 14
7° Oblast ograni¢ena datim krivim linijama je

Diwel0,1],y€ [0, (v +2)e]

a povrdina iste je

1 (z4+2)e™ ¢
AP:‘// dmdy:/ dw/ dy =3 —4e™ 1
D 0 0

1.2.50. Naci povrsinu oblasti ograni¢ene krivom
T 4z
(E4y)=my v
a b

pri éemu je: a >0,b>0,2 >0,y > 0.

ReSenje. Ako uvedemo uopstene polarne koordinate: =z = arcos?¢p, y =
br sin? ¢, nalazimo da jednadina date krive ima oblik

B2
r—\/——cos‘* +——s1n @

a apsolutna vrednost Jakobijana je |J| = 2abr sin ¢ cos . Povrsina oblasti je

/2 A b 2 B2
P-_—Zab/O sin(pcosgod(p‘/o rdr:%_ (Z—Z-I—ﬁ)’

gde je
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1.2.51. Nadi povrsinu oblasti ograniéene krivom
2
<$2 +12)’ = a(s® +y°).

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata: = = rcos¢, y = rsing, jednadina
date krive postaje r = a ((zos3 ¢ =+ sin® ), pri éemu su granice oblasti D:

@ e [-—g,%], re [0,a(cos3<p+sin3<p)].

Povrsina date oblasti je sada

37 /4 R(p) 5a2
P = d(,a/ rdr = 22 W,
-7 /4 0 16

pri ¢emu je
R(y) = a (cos® ¢ +sin® ) .

1.2.52. Naci povrsinu oblasti ograniéene krivama:

\/E+\/Q:1, x=0, y=0.
a b

Resenje. Ako uvedemo uopstene polarne koordinate: x = arcostyp, y =
x .

brsin* ¢ , jednaéina krive \/j + \/% = 1 postaje r = 1, a apsolutna vrednost
a

Jakobijana je
[J] = 4abr sin® @ cos® ¢,

pri éemu su granice: ¢ € [O, g—] , 7 € [0,1]. Povrsina oblasti D je:

/2 ' ' 1 ab
P:4ab/ sin3<pcos3<pd<p/ rdr = e
0’ 0

1.2.53. Nadéi zapreminu tela ogranicenog povrsima:
.2 2 _ — _ —
z=a"+y°, z=0, 2=0, y=0, z=1

Resenje. Zapremina tela je (slika 15)

. w/2 1 -
V:// zdwdy:‘// (wz-}—yz) da:dy:/ d(p/ rddr = —.
D “JJp : 0 0 8
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72

=

Slika 15

b4
[

anicenog povrsima
+

1.2.54. Nadi zapreminu tela ogr

senje.

Re

V2)>

V::// zdady = 8(V; —
D

gde su V; 1 V5 dati sa:

Uvodenjem polarnih

V2
2

i = C-—.

u ravni z

v
b2

+

koordinata: & = ar cos¢, y = brsin ¢, nalazimo da su V; 1 Va:

22
a2

Presek povrsi je elipsa

V2
4

T abe (1 —
2

/2 VvZ/2
Vlzabc/ d(p/ ry/1—r2dr
0 0

24

/2

/2 VvZ/2
abc/ d<p/ r? dr = abe
0 0

Vo =
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Dakle, traZena zapremina je
2
V= gabcw (2— \/i) .
1.2.55. Nadi zapreminu tela ograni¢enog povrsima:

1° z=z% 447, =z +vy.
2° z=y>+22 z=y+=z

Resenje. 2° Presek datih povrsi je krug

b3 (-2t

Uvodenjem polarnih koordinata: = = rcosw, y = rsin¢, nalazimo da je

|Jl=r, re€ [O,ﬁcos (go— %)], @ € [—g,—i—wl.

Zapremina je V = V5 — Vi, gde su V4 1 Va:

3w /4 vz ( 71-)

™ cos | @—— 3

V1:// (z2+yz)dzdy::/ d(p/ 4 radr:—gﬁ
D

-7 /4 0

%=//D(Z+y)dydz

™
3w /4 ﬁcos(tp—-—) -
= (sin ¢ + cos @) d(p/ 4/ 02 dr = =

—n/4 0 2

Dakle, trazena zapremina je

w
V=V, -V, = —.
2 1 8

1.2.56. Naci zapreminu tela ogranicenog povrsima:

y::c3/2—|—23/2, z+z=1 y=0 x=0 z=0.

Resenje. V = [[,ydzde = fol dex Ol_w (x3/2 + 23/2) dz = —.

1.2.57. Nadéi zapreminu tela ograni¢enog elipsoidom

)

73
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Resenje. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata: @ = arcosyp, y = brsine,
imamo:

A= (1-r?), z=ZHcV1-r2 pel0,27], rel0,1], |J|=abr

4aber

Zapremina je V = 2abe fOQW de fol r/1 —r2dr =

1.2.58. Nadéi zapreminu tela ogranicenog povrsima:

Yy

EJI— +i:1, e=0, y=0, z=0.
a b ¢ :

. ; b
Resenje. V:fszdmdy:fch(l—i-—%) dmdy:%_
a

1.2.59. Naéi zapreminu tela ograni¢enog povr§ima (slika 16):

22 1y? = 2% 22?422 =dl.

z
) s
J
X
D
Slika 16
. .. a? . av'2 .
Resenje. Presek povrsi je krug o? + y? = Y uravni z = - Zapremina

tela je V =V} — Vy, gde su:

‘/’1:// v a? - 22 —y? do dy, Vg:// V2 +y? dedy.
D D
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Uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je;

27 av2/2 3
V1:/ dgp/ rva? — r? dr:%—(ll—-\/f)vr,
0 0
27 av/2/2 3
Vz:/ d(p/ rzdr:aﬁﬁ.
0 0

6

3
Zapremina tela je V =V} — Vo = ?3—7?’(2 —/2).

1.2.60. Nadi zapreminu tela ogranicenog ravnima:

22
i eliptickim paraboloidom 2z = 5;) + g—é

Resenje.

a b 2 2 2 bZ
V://zdwdy:/ dw/ (m—-—{—g——)dy:a_b(a__‘__)_
D 0 0 2p 2q 6 P q

1.2.61. Izracunati zapreminu tela ograni¢enog povrsima:

2?4 =ay, +y’+22=d’ a>0.

Tz
L 4

Slika 17
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Redenje. Zapremina je (slika 17)

' . 2
V=4 // (v2 —wy1)dady, Dq: w? 422 = a. Vs —1] |
JJn, 2

. . 1, .
gde su funkcije y i yo date sa: y1 = — (2? + 22), Yo = Va? —a? — 22,
a

1.2.62. Naci zapreminu tela ograni¢enog povrsima:

y? 22 SIS

Resenje. Prelaskom na polarne koordinate:

y=brcosy, z=crsing, [Jl=0ber, ¢€[0,2r], r€[0,1].

2T 1 2abe
V = abe / de / r(1— 7'4) dir = ”,(W.
Jo Jo 3

1.2.63. Nad zapreminu tela ograniéenog povrsi

v (@O

Resenje. Uvodimo modifikovane polarne koordinate: » = cr cos® ¢, w = arsin® ¢

i nalazimo [J| = 3acr sin® ¢ cos? ¢, dok jednaéina (1) dobija oblik y* = b?(1 —»2).
Zapremina tela je

27 g .
V = 3abe / de / rsin’ @ cos? @ dr,
( Jo

JO

Kako je y = £bV/1 — 22 to je
o e 1 w 5 aber
V=2 // ydzde =2 / dy / Baber sin® wceos” /1 —r2dr = 5
JJp Ju Jo

1.2.64. Naci zapreminu tela ograicenog povrsima (slika 18):

2 : 2 2 2 2 2 2 2 2 2 -
Ayt t =0, 2yt =d, P4yt =2, 220,

0 <a<hb.
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Resenje. Neka je V = V| — V3, ‘
V) = //D <\/1>2 — a2 —y? — Va2 +y2) du dy
JJD,
LW

gde je oblast Di: a? 4+ y? =

2
VH,::// (\/(zz—lz—yz—\/li—l—uz)
Doy
. o V2
gde je oblast Dy: w® 4 3% = %
A~

&
D, « y
., D,

Slika 18
Uvodenjen polarnih koordinata: @ = » cos, y = rsin ¢, nalazimo da je:

R b (2 — /2
Vi = / dip / , <,/bz N ,,) gy = ’r_i_ﬁ
S0 S0

6

2 a7 )2 39 _
Vv, = / d / r (\/ a? —p? ~ ':') dy = M
J0 JA

, 3

|

0 .
Dakle, zapremina tela je V = V] — V5 = :(z - \/Z) (b'j — (13),

77
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2. TROSTRUKI INTEGRALI

2.1. Uvodne napomene

1° Neka je f(x,y) neprekidna funkeija u oblasti V odredenoj ne-
jednakostima

a _<_ t S ba yl( ) < [ < U2( ) 31(5177'.[/) _<_ z S Z‘Z(_"B?y)

gde su yy (), ya2(a), z1(a,y), z2(x,y) neprekidne funkeije, tada se
trostruks integral funkcije f(x,y,z) u oblasti V' moZe izracunati na
sledect nadin: '

b Yo () vzo(x,y)
/// fla,y, 2)de dy dz = / / (ly/ fle,y, z)dz.
Y ( Jri(a,y)

2° Uvodenjem cilindriénih koordinata
r=rcose, Yy =rsng, =2,

tacda se trostruki integral funkeije f(a,y, 2) uzet po oblasti V', zracu-
nava po frmuli

/// fla,y. z)de dy dz = // f(reose,rsineg, z)|J| drdz dep,
JJ SV Jo ‘,//

gde je J Jakobijan dat sa

3° Uvodenjem sfernih koordinata:
r=rcospsinf, y=rsinesinf, z=rcosf

nalazimo da je Jakobijan

a integral se transformise u
/// fla,y, s)ydedyd: =
JJJv

. . . . 2 .
= // flrcosesind, rsinesin, r cos 0)r” sinf dr de do.
JJ S
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2.2. Zadaci

2.2.1. Izracunati integral I = fffv zy da dy dz, ako je V oblast
ogranicena koordinatnim ravnima i ravni 3z + 6y + 2z = 6.

»2 1—a/2 3(l—a/2—y) 1
I= / d‘“/ (ly/ eyds = —.
Ja Jo Jo 10

2.2.2. Izracunati integral I = fffV(J +y+ z)dx dy dz, ako je oblast
integracije V ogranicena povriima:

Resenje.

=0, v=a y=0 y=b 2z=0, z=c¢

za a,b,c > 0.

Resenje.

o a b e
I = /// (v + 2y + z)daudydz = / duw / dy / (w4 2y + 2)dz
JJ v Jo Jo Jo
b

aoe
= -—2-(a + 2b 4 ).

2.2.3. Izradunati

ve—1 ve—uw—1 r+yte 1 ’Z — -
I= / (l.tzt/ (ly/ L—L——————y—ldz.
Jo 0 Je rty—e

Resenje.

2

e — 1 e —a—1 . 3e2 3
I= / (l;r,/ (=l 4+In(e —z ~y))dy =26 = — — —.
0 Jo ' 4 4

2.2.4. Izracunati I = f”‘, Vvt 4+ y? 4+ 322 de dy dz, ako je oblast V
ogranicena sa w2 4+ y? + 32 = 3a’.

Resenje. Uvodenjem sfernih koordinata:
x = ravidcospsing, y= raV3sinesinf, z = racosf
nalazino da je;

|J] = r*3a®sinb, p€[0,2q], 6el0,n], rel01]



80 INTEGRACIJA
a traZeni integral je

27 7r 1
I:/ d(p/ sinGdB/ 3a*r® V3 dr = 3a*1V/3.
0 0 0
2.2.5. Izracunati integral I = fffv y?zdrdydz, ako je V oblast
ograniCena sa z = /2% +y?%, z =a, a > 0.

Resenje. Uvodenjem cilindriénih koordinata: z = rcosep, y = rsing, z = z,
oblast V je . A
p€e[0.2n], re[0,d, z€lrad, |J=r

pa je traZeni integral

2w a a 6
I:/ dgo/ rdr/ rzsinzpzdzzﬂ.
0 ] I 24:

2.2.6. Izracunati integral I = [[f, 2y sin(z + z) de dy dz, ako je V
ogranicena povrsima:

y=+x, y=0, z=0, m+z:g—.

Resenje.

s

m/2 Ve T w2 -8
I:/ wd:c/ ydy/ sin(z + 2)dz = .
0 0 T 8

2.2.7. Izracunati

22y 2
I-///{/(-CL—E-FZ)—Q—FC—Z) dz dy dz

2
+iz—:1,akoje$20,yzo’
c

2
ako je oblast V odredena sa: _w__z_ + Y
a

2
b2
2>0,a>0,6>0,c>0.

Resenje. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata:
x = arcosesinf, y=1brsinpsing, z =-crcosf

nalazimo:

|J] = aber?sinf, o < < 0<86<L

R

i3
5)
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TraZeni integral je

w2 ]2 1
I:/ dcp/ sin @ d0/ rtabedr = abcw.
0 0 0 10

2.2.8. Izratunati I = [[f,, (a® — 2% — 2?) dxdy dz, ako je V oblast
ogranicena povrsima:

2?4 2% =2ay, ¥4y +2? =3a%, a>0.
ReSenje. Uvodenjem cilindri¢nih koordinata: z = rcosy, = rsine, y = y,
nalazimo da je
2
PR

[ Jl=r, ¢e€l0,2], re[o,aﬁ], yE[z
a

2w av? v/3a2—p2 5
I:/ d<p/ rdr/z (a® —r?) dy = a—lg(lQ - 6V3).
0 0 s

I /// dz dy dz
R
1
ako je V oblast ograni¢ena paraboloidom z = % (y2 + zz) i ravni

a
z=1>b,a>0,b>0.

ReSenje. Uvodenjem cilindriénih koordinata, nalazimo da je trazeni integral

3a2 — r2] ,

2.2.9. Izracunati

27 V2ab b dx »
I= d d e
/o "”/o e wrar
a+vab ' V2ab —a
= 47 arctg ————— — 47 a arctg ————
a a

—-8a7r1na+2a7rln((—a) (\/ﬁ—a—b))
+2a7rln(a (\/ﬁ—{—a-}-b)) —27r(a+b)1n(\/ﬁ+a+b)
~2n(a+b)ln (m—a——b) + 27 (a + b)In (=(a + b)?) — 2an®.

2.2.10. Izraéunati integral

zln(2? 4+ y? + 2% + R?)
I—///{? Aip AR W
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ako je V oblast ograniéena sa:

2 +y?+22=R? x>0, y>0, z2>0.

Resenje. Prelaskom na sferne koordinate, nalazimo da je traZena oblast
™ ™

Trazeni integral je

R2
I:/ dgo/ dB/ 73 sin? 0COS(p (2 -|—+R2 )dr

7#R??2 7R’ImRI2 «R?In(2R) «R?
16 4 4 E

2

R
= %;_ [4In24+4InR—In*(2R*) +4Im* R — 2] .

2.2.11. Izracunati I = fffv (:1:2 +y? + zz) dz dy dz, ako je V oblast
ogranifena povrsima:

e’y =22 P yi4=1, 2>0

Resenje. Presek povréije o2 +y% = =, 2 = 3 Uvodenjem cilindri¢nih koordi-

N

nata, nalazimo da je

27 VZ/2 V1—-r2
I:/ d(p/ rdr/ (7'2—}-22) dz:zsr—(Z—\/i).
0 0 T

2.2.12. Izracunati integral

I:/// zy dz dy dz
v 2+ 2% — a?

ako je V oblast ogranicena sa:

b2 b
2';{:2(5”2"'22)» y=73 x>0, 220, y>0.
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Nz | /

N

Slika 19

Resenje. Uvodenjem cilindriénih koordinata: © = rsine, z = rcos¢p, y = vy,
nalazimo da je (slika 19):

p /2 al2 b/2 : d b3
I:-—/ d<p/ rdr/ TENeYLY 2 (9103 — 10).
a Jo 0 b r? — q? 48

rla

2.2.13. U trostrukom integralu I = fffv f(z,y,2)dz dy dz odrediti
granice u Dekartovim, cilindri¢nim i sfernim koordinatama, ako je V
oblast ograni¢ena povrsima (slika 20):

220, y>0, 220, z4+y<a, z<b

Resenje. U Dekartovim koordinatama:
V: =z€[0,a], y€[0,a—a], =z€][0,b]

pa je integral

a a—ax b
I:./ dw/ dy/ flz,y, z)dz.
Jo 0 0
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3
zZ

v

Slika 20 ‘
U cilindriénim koordinatama z = r cos, y = rsiny, z = z, a.integral je

’R‘/Z ;‘E‘-—_?:é—ag— b
I:/ dcp/ preese rdr/ f(rcosp,rsing, z) dz.
0 0 0

U sfernim koordinatama = = rcosgsinf, y = rsinpsind, z = rcosf, a inte-

gral je I = fffV1 + fffVQ’ pri ¢emu su oblasti V5 1 V, odredene sa:

Vi: @€ {O,E], 6 e [0, arctg—a—], r € [0,—1)———]
3 b(sin ¢ + cos ) cosd

], r € [0, R],

v el,2], oe [ ¢ LA——
o y =1 archg e o
2 v 2 gb(51n<p+cos<p) 2

a

ri ¢emu je R = .
P J sin f(sin ¢ + cos @)

2.2.14. Izracunati I = [f[, &\/y? + 2% dedydz, ako je V oblast

ograni¢ena konusom z? = y? + 2? i ravni z = a za a > 0.

Resenje. Uvodenjem cilindri¢nih koordinata y = rcose, # = rsing, & = =,

nalazimo da je
27 a a 2 5
I:/ d<p/ rdr/ erds = o,
0 0 r 15

2.2.15. Izracunati I = [ff, zdzdydz, ako je V oblast ogranicena
sa:

1
, 0<z<—, a>0.
a
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Refenje. Uvodenjem cilindriénih koordinata, nalazimo da je

2w 1 1/a -
I::/ d<p/ rdr/ z2dz = ——.
0 0 rla 4a?

2.2.16. IzraCunati vrednost integrala I = fffv dx dy dz, ako je V

oy 4
oblast ograni¢ena povrsi (iB— + y - i) -2 + Y za x> 0,y >0,
a b ¢ h k

220,a>0,6>0,¢>0,h>0,k>0.
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata:

@ = ar cos® psin® 8, y = brsin® ¢sin® 0, z = cr cos? 0,

jednaéina povrsi postaje

b
r® =sin? 0 (% cos? ¢ + T sin? Lp) ,

a Jakobijan je |J| = 4abcer? sin ¢ cos @ sin® 6 cos . Trazeni integral je

/2 T /2 R b b
I:4abc/ d(p/ d9/ 72 sin ¢ cos psin® 0 cos 0 dr = ae <E + —) .
0 0 0 18 \h &k

2.2.17. Izracunati integral I = [[[ +/2? +y? + 2% dz dy dz, ako je

V oblast ograni¢ena sferom x? + y? + 2% = 2.

Resenje. Uvodenjem sfernih koordinata @ = rcosesin, y = rsingsinf, z =
r cos §, nalazimo da je

|J| = r?sin8, ‘v €[0,2n], 96[0,22[], r € [0,cos6)].

TraZzeni integral je

27 /2 cos § -
I:/ dcp/ sin@dé)/ P dr = —.
0 0 0 10

2.2.18. Izradunati I = [[f,, (2? + y® + 2?) dz dy dz, ako je V oblast
ograni¢ena povrsima y? + 22 =z, z = a, a > 0.

3
Resenje. I = [’7 d(pfoﬁrd'r‘ L5 (r? 4+ 2%) de = —(1—1;(2 + 3a).

2.2.19. Izracunati I = fffv z?In (332 +y 4+ zz) dzdydz, ako je V
oblast ograni¢ena povrsi 2% + y% + 2% = 2.
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ReSenje. Uvodenjem sfernih koordinata z = rcos¢sinf, y = rsinpsinf, 2 =
rcos 8, nalazimo da je |J| = r?sinf, ¢ € [0,27], r € [0,cosd), 0 € [0, g] Sada je

597
trazeni integral J = — ——
7200
2.2.20. Nadi zapremmu tela ograni¢enog povrsima:
2
z y?
(1) ) + o) —I— =1
i
2?2 oyt oz
(2) ) +b—2:Z’ c>0,z>0.
: N L A 51
Redenje. Presek povrsi (1) 1 (2) je: 33-2— + g—z = fz uravni z = c\/—z .
a

Uvodenjem cilindri¢nih koordinata: z = ar cos¢, y = brsiny, z = z, imamo

:abCﬂ’ 3\/5_1_4(3-\/3)

12

3
0<2<1, 0<y<l, 2’4y*>1 0<z<(a®+y%)
Resenje. Uvodenjem cilindriénih koordinata, nalazimo da je

T/4 =i r® /2 Ty 76
V———/ dgo/ ~¢rdr/ clz-i—/ dcp/ <prdr/ dz:%—l.
0 1 0 /4 1 0 35 16

2.2.22. Naci zapreminu tela ograni¢enog zatvorenom povrsi

e +y? + 2% = daz — 3d?, 22:4(m2+y2).

. e . 6 . .
ReSenje. Presek povr§ije z1 = 2a1 29 = (g) a. Zapremina tela je V = V5 — Vi,

pri ¢emu su V3 1 V3 date sa

27 2at++/a ——r2 4
= / d(p/ rdr/ = §a37r,
2r

2w 3a/5 2a—\/a?2—r2 8a3 7
Vg:/ d(p/ rdr/ dz = ——.
0 0 0

75
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. . 92
Zapremina tela je V =V, — Vo, = ’—YEGBW'

2.2.23. Naéi zapreminu tela ogranienog povrsima: (1) 22 + y? +
22=2az i (2) 2% +y* <2

Resenje. Presek povrsi (1) i (2) je 22 + y? = a2, z = a. Uvodenjem cilindriénih
koordinata, nalazimo da je

2r a a+1/42_rz
V:/ d<p/ rdr/ dz = d®r.
0 0 I

2.2.24. Nadi zapreminu tela ograni¢enog zatvorenom povrsi

® (B + (") + () -

Resenje.’ Uvedimo modifikovane sferne koordinate:
x = ar cos® psinf, y = brsin® psind, z = cr cosé.
Jednagina povrsi (1) sada postaje r = 1, a Jakobijan je

[J] = 3aber? sin? ¢ cos? @sin .

V:/// \J|dr de do = 22T
v 7

2.2.25. Naéi zapreminu tela ograni¢enog zatvorenom povrsi

Zapremina tela je

(:1:2 + y? {zz)g = azyz, a>0.

Resenje. Zapremina tela je V = J[f, dzdydz. Prelaskom na sferne koordinate

3 = asingcos gsin? fcosf. Prema polaznoj jednaéini

ovrdi, vagi zyz > 0, a taj uslov je ispunjen u sledeéim sluéajevima:
p ) —_ b

jednagina povrsi postaje r

T T
1°<p€[0,—2—], 96[0,5];
o [ 3n <
2% € 7r,——2—, 96[0,5]3

3°p € [zzr-,vr], f € [g,w];

3
4°p € —22,271'], 06[%,7!’].
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Zapremina tela je

m/2 w/2 R 37/2 w/2 R
V:/ d(p/ sin9d9/ r? dr—l—/ d(p/ sin0d0/ r? dr
0 0 0 L 0 0

) T ™ R 2 fid R
+/ d(p/ sin 6 d9/ r? dr + d(p/ sin @ d9/ r? dr
w/2 /2 0 3w /2 /2 0
a

6

2.2.26. Nadi zapreminu tela ograni¢enog povrsi

(G+i+D) =3

zax > 0,y>0,22>0.

ReSenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata:
x = ar cos® psin® 0, y = brsin® psin? 6, z = cr cos® 6,
nalazimo da je |J| = 2abcr? sin 2psin® § cos 8, a jednacina povrsi postaje
r= 2 cos? @sin® 6.

Zapremina tela je

w/2 /2 R atbe
V= d df J|dr = .
/0 ‘P/o /0 Hldr= o

2.2.27. Naci zapreminu tela ograni¢enog sa:

(1) \/§+\/%+\/§=1

zarx>0,y>0,2>20,a>0,6>0,c>0.

Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata:
z = ar cos® psin* 6, y = brsin* psin? 8, z = crcos* 4,

jednaéina (1) postaje r = 1, a Jakobijan je J = 16aber? sin® ¢sin” 8 cos® 8 cos® .
Kakojez >0,y >0iz >0, to je ¢ €10,7/2], 2 6 € [0,7/2]. Zapremina tela je
abe

'—9"‘0‘" .
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2.2.28. Naéi zapreminu tela ograniéenog povréima 1° 2% + y2 + 22

R2.

2 2 2
CL' z
+%2—+———1zaa>() b>0,c>0.
— . . . . . 4R3x
Resenje. 1° Uvodenjem sfernih koordinata, nalazimo da je ¥V =
2° Uvodenjem sfernih koordinata: © = arcosesinf, y = brsinesind, z
, . . . daber
cr cosd, nalazimo da je zapremina tela V = 3

2.2.29. Nadi zapreminu tela ogranicenog zatvorenom povrsi
2?2 y? 2 2
( + o) + ) =y.

. . . . b?
Resenje. Sli¢no zadatku 2.2.28, nalazimo da je zapremina tela V = ¢ 307‘-.

2.2.30. Naéi zapreminu tela ogranic¢enog zatvorenom povrsi

/ 323_ 3% 332
(1) ¢;+¢:+v: 1,

zax>0,y>0,z2>20.

Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata;

@ = ar cos® psin® 0, y = brsin® psin® 0, z = cr cos® 4,
jednaéina (1) postaje &/r = 1, a Jakobijan je

J = 36aber? sin® @ cos® @sin!! § cos® 0.

Zapremina tela je V = ¢
apremina tela je = .
premima ree ] 1680
2.2.31. Nadi zapreminu tela ograni¢enog zatvorenom povrsi
; 2
x  yY\? =z r oy
S
(a b c h &k

zaz>0,y>0,2>0,a>0b>0,¢c>0.
Resenje. Uvodenjem modifikovanih sfernih koordinata:
@ = ar cos? psinf, y = brsin? psinf, z = crcosb,

dobijamo

b . . .
r = sinf (lﬁcosz(p % sin? <p) i J = 2abcr? sin 6 cos @ sin .
L

V_abc7r a b) (az_'_bz)
T 64 \h k)\h2 k2]’

Zapremina tela je

39
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3. KRIVOLINTISKI INTEGRALI

3.1 Uvodne napomene

1° Ako je funkcija f(z,vy, z) definisana i neprekidna u svim tackama
deo po deo glatke krive

(1) e={(z,y,2) |z =a(t),y = y(t),z = 2(t) (1 <t <t)},

a ds diferencijal luka krive, tada se km’uolmzy.skz integral prve vrste
1zracunava po formuli

/f _— ds-/ Fa(t), u(t), 4/ @ T O T T .

Integral (2) ne zavisi od orijentacije krive c.

2° Ako su funkcije P = P(z,y,2), Q = Q(z,y,2), R = R(z,y,2)
neprekidne u svakoj tacki M(t) krive ¢, koja se pomera u smeru
raStenja parametra t, tada se krivolinigsk: integral dvuge vrste izra-
¢unava po formuli

(3)
/ P(a,y,2) dv + Q(z,y,2) dy + Rz, y, z) d

= [ 1PG0.0(0), 26)5'(0) + Qe 0, u(e) 2Dy 0

t1

+ R(x(t), y(t), 2(1)2' (1)) dt

Promenom smera integracije duz krive ¢, integral (3) menja znak.
3° Ako je

P(a:,y,z) dz + Q(fE,y,Z) dy-I-R(m,y,z) dz = du,

gde je u = u(e,y, z) jednoznaéna funkcija (biunivoko preslikavanje) u
oblasti V', tada, nezavisno od putanje ¢ (¢ € V'), imamo

(4) /P dz + Q dy + R dz = u(z2,y2,22) — u(z1,¥1,21),

(8]
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gde su My = (z1,y1,21) 1 My = (22,ys2,22) pocetna i krajnja tacka
putanje integracije, respektivno.
U specijalnom sluéaju, ako je V' jednostruko povezana oblast, a

funkcije P, ), R imaju neprekidne parcijalne izvode prvog reda, tada
(4) vazi ako 1 samo ako su ispunjeni uslovi

OP 8Q 0Q OR 9P OR

Oy Oz’ dz Oy’ 0z Oz’
pri ¢emu se funkcija v moze naéi u obliku

v

Y
(e, y,z) = /P(zv,y,z) d;z:—{—/Q(;vo,y,z) (Zy+/R(:L'0,yo,z) dz+C,

To Yo %o

Z

gde je (29, Yo, z0) neka fiksirana tac¢aka oblasti V 1 C' proizvoljna kon-
stanta.

4° Neka je ¢ zatvorena prosta deo po deo glatka kriva (kontura) koja
ogranicava jednostruko povezanu oblast D, koja pri obilasku konture
ostaje sa leve strane, i neka su funkeije P(z,y) 1 Q(x,y) neprekidne,
kao 1 njihovi parcijalni izvodi prvog reda, u oblasti D 1 na njenom
rubu (granici) ¢ = 9D, tada vazi Greenova formula

®  fredr Qe a- ff (gﬁug—fj) de dy.
D .

Ova formula, dakle, daje vezu izmedu krivolinijskog duz proste
zatvorene krive i dvostrukog integrala po oblasti D ogranicene krivom
c. Formula (5) vazi i u opstijem slucéaju kada je D konacna oblast
ogranicena sa vise prostih kontura ako se pod granicom ¢ = 9D po-
drazumeva suma svih rubnih kontura ¢iji je pravac obilazenja izabran
tako da oblast D ostaje sa leve strane.

5° Povrsina P ogranicena prostom deo po deo glatkom konturom
¢ izracunava se pomocu

‘ 1
P:%LIT dy:v%ydn;:ijg(m dy —y dz).
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3.2. Zadaci

3.2.1. Ako je ¢ deo krive y = /T od @ = 0 do z = 2, izracunati
krivolinijski integral [ = fc yds.
Resenje. Kako je y' = 1/(2y/x) imamo

w/l 4
ds_\/1~|~y’2dfc"'\/1+ + Y du.
Smenom 1 +4x =12, 1 <t <3 (2dx =tdt) nalazimo

V1+da 1 [? : IR 13
I—/\/— + i szz/ \/1—1—4:1:(1:1::1/ t‘zdt:—a
0 1

3.2.2. Izracunati I = fc xy ds, ako je ¢ luk cikloide
v =a(t —sint), y=a(l —cost), 0<t¢<27r(a>0).

"= a(l —cost) iy = asint, imamo

t
ds = /a'? +y'2 dt = 2asin 3 dt,

Resenje. Kako su x

pa Je
27 #
1= /:z:y ds = / a?(t — sint)(1 — cost)2a sin 5 dt = 2> (I — Iy — Iz + 1),

c JO

gde su
27 2m 4
L = / tsin(t/2)dt = 4w, I, = / tcostsin(t/2) dt = 3™
0 Jo

27 2
Is = / sintsin(t/2)dt = 0, I = / sint costsin(t/2) dt = 0.
Jo 0

Dakle,

4 32
I =2a° [47r+ §W] = ?a,sw.

3.2.3. Izracunati I = f((zc‘2 +y?) ds, ako je kriva ¢ data sa:

(a) 2? +y* =2az; (b) 2 +y* =2(z +y).
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Resenje. (a) Kriva c je kruznica (z — a)? +y? = a? (slika 21(a))), ¢ije su param-

etarske jednaéine date sa

z = a(l +cost), y=uasint, ¢¢€J[0,2nx].

X
X
Slika 21 (a) Slika 21 (b)
Kako je
ds = /2’2 + y'2dt = adt,
to je

27
I= /(LL'Z +y2)(lsz/ 2a°(1 4 cost) dt = 4a° 7.
Je 0

-

(b) U ovom sluéaju parametarske jednacine kruznice (x — 1)% + (y — 1)2 = 2
(slika 21(h)) su

w=1+V2cost ,y=1+V2sint, te][0,2x].

Kako je diferencijal luka krive jednak ds = /2 dt, imamo

I= / 24/2 [2 + ﬂ(sint—f— cost)} dt = 87V2.
0 .

3.2.4. Ako je kriva ¢ kontura AABC: A(«,0,0), B(0,0,0), C(0,0,¢),
za.a >0, b >0, c> 0, na¢i krivolinijski integral I = [ (z + y + z)ds.

[

Redenje. Neka je ¢ = ¢; +co +c3, pri €emu su ¢p, cg i cg sledeée krive (slika 22):

el (L(]. y) ds @+ dy
e = - =),ds = ——— dy.
b b
z Vb2 4 c?
ca y:b(l—(—),d.s:w-——cj—c—dz.

),ds:———dm.
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Slika 22

Tako nalazimo da je

I=h+L+13=

((a F 0V + 02+ (a+ Ve + e+ (b+ (;)-\/624_—02)

o

23.2.5. Ako je ¢ kriva z? 4+ y% = ay, a > 0, izradunati krivolinijski
integral I = fc (:v?' - yz) ds.

Resenje. Parametarske jednaéine krive ¢ su:
a a .
x = Ecost, y= 5(1 +sint), t€[0,2n]

pa Je trazenl integral

(1,3 27 a37r

I=— (cos2t — 1 — 2sint)dt = ——.
8 Jo 4

Napomena: zadatak se moze resiti i uvodenjem polarnih koordinata.

3.2.6. Izracunati krivolinijski integral I = [ (z 4+ y + 2z)ds, ako je
kriva ¢ kontura sfernog trougla koji isecaju koordinatne ravni na sferi

? +y? + 2% = a* (slika 23).

Resenje. Kako jec=ci+cg+cg, pricemusu: ¢p : 2?2 +y? =a? ¢y y? +2%2 =
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a?, ez a? 4+ 22 = a?, to je trageni integral I = /(1 + /C

2+f63:8a2.

Slika 23
3.2.7. Izracunati krivolinijski integral I = fc y*ds, ako je kriva c:
1° 2?2 4+y? =ax,y >0,
2°  Lkontura AABC : A(0,0), B(1,0), C(1,1).

Resenje. 1° Kako je parametarski oblik krive ¢
a a .
T = 2(1 +cost), y = 5 sint, t € [0, ]

to je
ad 7 a®n
I = — (I —cos2t)dt =
16 Jo . 6

200=10cy 4+co +eg, pajel =1 4+ Iy + I, gde su:

' 1
., v 5 1
11:/ y*ds = 0, Ig:/‘yzds:/ y dy = —,
[ co 0 3
2
Iz = / yids = £
e 3

Lo . 1 -
Trazeni krivolinijski integral je 1 = 3 <1 + \/Z) .

3.2.8. Ako je kriva ¢ prvi svod cikloide
v = a(t —sint), y = a(l — cost)

izracunati krivolinijski integral [ = fC xds.
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Resenje.

DT
“ t
I =24° / (t — sint) sin 5 dt = 8a’x.
0

3.2.9. Ako je ¢ deo prave y = x + 3 od tacke (-3,0) do tacke (0,3),
ds

1zracunati krivolinijski integral I = fC

Resenje.

=3 da v
I=- — = 1In(3 4 2V2).

Jo 2?4+ 3z+9/2

3.2.10. Izracunati krivolinijski integral I = fc xyds, ako je ¢ kontura

pravougaonika: 2 =0,z =a, y =0, y = b.
Regenje. I = fcl + fcz + f63 + fc‘;’ gde su:
c1:y=0,11 =0, ¢g:2=0I1 =0,
cg e =a,ds = dy, I = /b aydy = —,
Jo
cgry=>bds = da, I3 = /a‘ bx de = ﬂ
Jo 2

ab(a + b)

Dakle, imamo I = 5

3.2.11. Ako je kriva ¢: 2% 4 y? = 2, izraéunati krivolinijski integral
I'= [ \/z?+y2ds.

Regenje. Kako se kriva ¢ moZe napisati u kanoni¢nom obliku (z — 1/2)2 +y? =
1/4, to je njen parametarski oblik

1 1
= E(l +cost), y= Esint, t€[0,2n].

1
Tako nalazimo da je I = 5 OZW | cost/2]dt = 2.

3.2.12. Izracunati krivolinijski integral I = fc v/ x? 4+ y2ds, ako je
kriva ¢: 2% 4+ y? = a(z +y), a > 0.

Resenje. Partametarske jednacine krive ¢ su:

v = g(l +V2cost), y= g(l +V/2sint),
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b

odakle nalazimo ds = /a'? + y'? dt =

27
I=uda? /
JOo

dt, t€][0,2n]. Sada imamo

57w /4 t "9 [ 4 ¢ .
= / cos (7 - z) dt — o* / cos (— - E) dt = 4a”.
Jr/4a 2 8 5w /4 2 8

97

3.2.13. Izracunati [ = fC z?ds, ako je ¢ krug: a? + 9y 4+ 2% = d?, a +

y+z=0.

Resenje. Iz datih jednacina sfere 2 4 y? 422 =

—m +/2a?2 — 32

2

2

, o —ay/2/3 <aw <ay2/3.

poA—

Takode, iz pomenutih jednacina, nalazimo

Sada 1mamo

ay/2/3 @? da 2
0 V22 — 322 3

3.2.14. Izracunati krivolinijski integral

I =4av3

/ (”LZ + y2) da + (;vz — yz) dy,

ako je ¢ kontura trougla ogfaniéenog linjjama:
1° y=1—-1-2|, y=0.

50 x?, 0 <<, 0
Yy = 5 Yy = U.
Y 22—, 1 <xe <2, Y

Resenje. 1° Kriva integracije Je ¢ = 1 + ca + c3, gde je:
8
cp:y=0, dy=0,1 =3
2
cory=2-—ua, dy=—dae, v €[2,1, I, = 3

2
c3:y==a, dy=dx,xz €[1,0], Is = -3

iravnl z +y+ 2z = 0, nalazimo
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4
Sadaje I =D +1p +15 = ..

2° Kriva integracije je ¢ = ¢1 + ¢ + c3, gde su:

8
&1 y= 0) Il = o
3
. 2
co i y=2—um, dy:—(l:lr,m€[2,1],12:—g,
, A 7
cgry=a, dy=2zde, v e[l1,0], Iy = ——.
10
. . 13
Odavde je I = —.
10

o dy —yde

3.2.15. Izracunati krivolinijski integral fc T , ako je ¢ kon-
Je T 1y

tura trougla:
1° AABC : A(1,0),B(2,1),C(0,2).
2° 2=0,y=0,z+y=1

Resenje. 1° c¢=c1 4+ 3 + c3 gde su:

1
nry=a—1,dy=de, z €[1,2], ) :/ = 511‘13,

c1
cay=—2e+2,dy=—-2dx x €[0,1], 13:/ = -2In2,
c2
1 1
coYy=2— 7 dy:—;dw, x € [2,0], I, =4(In 3 — In 2).

. A .3
Dakle, trazeni integral je I = 5(3 In3 —41In2).

2°  c=1¢1 4 ¢y + o3, gde su:

e y=0, 11:/ =0,
€1

cz:z:1~m,,13:/ =1,
JC9

Dakle, imamo I = 1.
3.2.16. Izracunati krivolinijski integral I = fc 23 dy — y3 dz, ako je c
data sa:

1° z? 4 y% =d?

2° 224 y? = ax.

Il
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ReZenje. 1° Parametarske jednacine krive ¢ su:

@ =acost, y=asint, t € [0,2x].

. . . 3
Sada je I = a* jU2W (cos:4 t 4 sin* 1‘,) dt = 5(1,47r,
2° Uvodenjem polarnih koordinata:
c [ 7r w]
&= 7rcosy, y =71rsinge,
®, Y= @, ¢ 305
9at
32
3.2.17. Ako je ¢ gornja polovina kruga (v — 1) + y* = 1, izracunati
I= f ( +y ) dx.

Resenje. Parametarske jednacine krive ¢ su:

nalazimo da je [ =

x=1+4cost, y=-sint, £ €[0,7].

Trazeni integral je I = [7(2 + 2cost)(—sint) dt = —

3.2.18. Ako je kriva ¢ zatvorena kontura koju obrazuju linije: y =0,
r=1y= LZ izracunati I = [ ayda + (v +y)dy.

Resenje. I =11+ L+ 15 = fm +f02 +f63, gdesu: Iy =0, I = fol(l +y)dy =
3 . ; X 1

2 I3 = — fol(ilats + 22%) da = TS Dakle, imamo I = ITh

3.2.19. Ako je kriva c odredena sa: y = x — 2y/z, 0 < o < 4,

izracunati integral [ = f x dy

Regenje. Funkcija y = a — 2\/_Je definisana za » > 0.
Trazeni integral je

4
I:/ <1—\/_—|— \/_> de = 4darctg2 —4/3 — Inb.
0 1+

3.2.20. Izracunati krivolinijski integral I = 550 xy? dy — 2%y dx, po
zatvorenoj krivoj ¢ 2% 4+ y? = 2. .
Resenje. Parametarske jednacine krive ¢ su:

2 =1+cost, y =sint, t €[0,2x],

. 5w
odakle nalazimo I = >
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3.2.21. Izracunati krivolinijski integral
3 _—y 1 Y
I'=¢y’eVdy — —arctg = da
. @ T
ako je kriva ¢ pozitivio orijentisana i ogranicava oblast (slika 24):
1<al4y? <4, 2<y<aVi.

Resenje. Oblast D ogranitena datim krivim linijama je, u polarnim koordinata-

™ . § .
ma, D : ¢ € [ —} , 7 € [1,2]. Primenom Greenove formule, imamo

43
' B¢ oP
I:// <  _ )(lm(ly: T iy,
p \ Oz Oy 12

Slika 24

3.2.22. Ako je ¢ luk kruga 2? + y* = 1, od tatke A(0,1) do tacke
B(1,0), izvacunati I = [ y*dv — 22 dy. :

- . 1 2 LUB 4
Resenje. I:fo 1 -2 —{—\/ﬁ— dw:—g_'

3.2.23. Ako je ¢ luk parabole y?> = z koji iseca prava y = x — 2,
izracunati [ = fc zy de.

66
Redenje. I = Z'JFE1 ytdy = 5
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la '
3.2.24. Izracunati [ = Cﬁc Ldy
e el + yl
1° kontura éetvorougla ABCD: A(1,0), B(0,1), C(-1,0),
D(0,-1).
2° AABC: A(1,0), B(3,0), C(2,2).

Resenje. 1° Kriva ¢ se sasto]i iz sledeéih linija:

, ako je kriva e:

cry=l—-—a, g y=1l+a, cg:y=—1—2, cqu:2x=14+y.

Tako nalazimo da je [y =0, Iy = =2, I3 =0, 1 =2, paje [ = 0.
2° Kriva ¢ je zbir sledecih linija;
1
ety = E(zv— ), ea:y=4—w, cg:y=2w—2
Zatim, nalazimo da je Iy = 2In2, Iy = 0, I35 = —21In 2. Dakle, trazeni integral je
I =0. .
3.2.25. Izracunati [ = fc 62y da + 10y dy, ako je kriva c:

1° Kontura ¢etvorougla odredenog linijjama

=1, y=0, 2=2, y=na’
2° Luk parabole y = 2* od tacke © = 0 do tacke v = 1.

Resenje. 1° c=cy 4+ g + ¢34+ g, gde su

1 y=0,c0: 2 =2 c3: y:a:s,n4 s o= 1.

194
Tako nalazimo da je [ = f” +~fcg +f63 +f(:4 o -

. 3
20 I = fﬂl (6375 + 30&:‘)) du = 77

3.2.26. Ako je kriva ¢ luk cikloide:
v =2(t —sint), y =2(1 —cost), 0 <t <27

dokazati da je [ = fC wdr —ydy = 8.
~3at B 3at?
TV T Iy

3.2.27. Izvacunati [ = [ yde—ady, ako je ¢: @
petlja Descartovog lista.

Regenje. [ = _fooo vde —ydy = —3a?.

3.2.28. Izradunati krivolinijski integral I = [ (zy+a +y)de + (2y +
v —1y)dy, ako je c '
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122 4+ 4y? =4; 202 4y =y,
3° (v =12 + (y—1)* =2,
Rezultat proveriti primenom Greenove formule.

Resenje. 1° Parametarske jednacine krive ¢ su:
¢ = 2cost, y = sint, t € [0, 2],

odakle nalazimo

2 . .
I = / [(2sint cost 4 2cost + sint)(—2sint)] dt
0 :

27
+ / [(2sintcost+ 2cost — sint) cost] dt = 0.
Jo i '

Primenom CGreenove formule, imamo I = f_fD(y —x)dedy = 0, pri ¢emu je
9 2
oblast D: 2?2 + 4y? = 4.
2° Parametarske jednacine krive ¢ su:

1 1 .
w =g cost, y = Z(l +sint), t € [0,27].

. ) 7r
Zatim, nalazimo I = —.

) . . . T
Primenom Greenove formule, imamo I = ‘”D(y —x)dedy = .

3° Parametarske jednacine krive ¢ su:
x=1++2cost, y=14++2sint, t € [0, 27].

Zatim, nalazimo
27
I= / (wiﬁ'\/gsint-i»f}cos 2t — 2sin 2t) dt
Jo

2T
— / (2\/§sin2 tcost — V2cost — 22 sin t cos® t) dt = 0.

0
Primenom Greenove formule, imamo

» 37w /4 2V2 cos (p—7/[4)
I= // (y —w)dady = / de / r? (sin ¢ — cos @) dp = 0.
JJD Jo

—7/4

Y
dz,

2+

od tacke x =0 do z = 1.

3.2.29. Izracunati I = fc xdy + ako je kriva ¢ data

jednacinom: y = (x +2)e™®
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Resenje.

1
dz = / e " (1 —x - :132) de = 6"t — 2.
Jo

I:/l(/lj+

3.2.30. Izracunati I = fﬁ x dy+y dx, ako je kriva ¢ zadata jednacinom
y = (1 —lna), od tacke ¢+ =0 do @ = Ve.

Resenje.

€

15

o ,)
I= / (2*(1 = 2Inw) +2*(1 —Inw)) de =

Jo 2

3.2.31. Ako je kriva ¢ kontura odredena linijjama y = 2% iy = /x,
nadi integral I = [ (2% +y ) dv + (;172 —y?) dy.
Regenje. [ =1; + 1 = (]Cl +.jcz, gde su:

7

2
cpry=a°, xel0l], ) = —,
1Y (0,1], Ih 10

7
apty =\, w€[1,0], [ = ——.

Dakle, trazeni integral je I = I} + [y = 0.
3.2.32. Izradunafi krivolinijski integral I = [ ayde, ako je kriva ¢
odredena linijama:

y=+vuz, t <1, (e -1 +y* =1, a2>1,y>0.

Resenje. Kriva o se sastoji iz linija:

¢ iy=0, x€]0,2],

&)
3 Y=
. . 11 ™
pa je trazeni integral I = I} + Iy + I3 = —— — —.
” 15 4

Primenom Greenove formule, imamo

> 1 V2 2 20— 11
— // wdrdy = — / xdu / dy — / x (l,;n/ dy = Iz
JJD Jo Ju J1 0 4 15"

3.2.33. Izracunati [ = f 2* de 4+ 2% dy + y* dz, ako je ¢ kontura A
koji koo1 dinatne ravni isecaju na povrsi:

1° 2?+y*+ 22 =R, 2>0,y>0,2>0;
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p2 o2

e UV Ty
T bz

Resenje. 1° Sferni trougao se sastoji iz krivih linija:

1 372+?/2:R2> ZZO)
Co yE—i—,‘Q:RQ, v =0,
cg ot 4 2% = Rz, y = 0.

A , . ) 2 ,
Sada nalazimo da je [ = I, + I, + I3 = —‘R3 + :Bﬂ + ;RB = 2R3,

2° Kontura krivolinijskog trougla se sastoji iz sledeéih krivih linija:

12 y'Z
c —+ —=1,2z=0
T t b2 ’
,1/2 L2
(8] 7)? + —(::Z— = 1, o= 0,
'172 Zz
(,332—2'+—,):1,y:0.
a ce

Trazeni integral je

2
+ Iy +Iq-—— —(1 ()+ b c —%——(u

=1
2 .,
3 (ab+b7cH+ (Lc“) .

3.2.34. Izracunati [ = fC (y2 + :52) da + ( +-x ) dy + ( -4 yz) dz,

alko je kriva ¢ presek povrsi:

vt 4+ 4t 4+ 22 = 2Ry, 2* + ¥ =2ay, 0 < a < R.

Resenje. Parametarski oblik jednaéine krive ¢ je: & = acost, y = a(l +sint) i
nalazimo z = v\/2(l,(R — (l,)\/l + sint,

de = —asintdt, dy = acostdt

costdt
lz = /2a(R - a) ————=—, t € [0,27] .
‘ o “)2\/1 + st [0, 27)
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Trazeni integral je
o 2w
I=a / (1 4 2sint + sin® t) (—asint) dt

—~2a*(R - a) / I+ sint)sin ¢ dt

2

4 24> (R — a) / (1 +sint)costdt + a® / cos® tdt

0
.3
m Cos 1(/1
2/1 +sint

2w costdt
2/ 2a R—(l / ]+2§1nt
( ) 2/ 1 +sint

27 gin? tcost dt
+a’\/2a(R —a / e
( ) 0 21 +sint

C= —2d° Rr.

3.2.35. Izracunati I = _9§C ydr + zdy + @ dz, ako je kriva ¢ presek

2

w2 ' 2
povrsi y? + 22 =%, y* = ra.
Resenje. Uvodenjem parametarskih koordinata: y = »cost, z = rsint, dobi-

. 5, .
Jarmo ¢ = rcos® t1

de = =2rcostsintdt, dy = —rsintdt, dz = rcostdt, t € [0,27].

Trazeni integral je I = —r?m.

3.2.36. Izracunati I = §(y — z)da 4+ (z — x)dy + (’1' — 1 )dz po
zatvmen() krivoj ¢ koja je data u preseku povrsi y? + 22 = 0% i
U+-—1,4aa>01b>0.

b«

Resenje. Uvodenjem parametarskih koordin;\‘t,a,:
y =bceost, @ =bsint, v = a(l — cost),
nalazimo diferencijale:
dy = —bsintdt, dz = beostdt, dv = asintdt, t € {0,2n].
Trazeni integral je [ = —2bm(a 4 b).
3.2.37. lzradunati integral [ = §_(4y” + '7’L*2) de4(z+a)dy+ydz,

po zatvorenoj krivoj ¢: z = :Lz, z=1—2a%—y2
Resenje. Prema jednacini povrdi 24 y? = 1 —z sledi z < 1. Presek datih povrsi
je elipsa 207 4+ 4% = 1, koja ima parametarske jednaéine: = — - cost, y = sint,

V2w

t € [0,27]. Tako nalazimo I = 5
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3.2.38. Ako je ¢ deo Vivijanijeve krive:
2yt =dt 2t vyt =aw, 220, a >0,

1zracunati [ = j( vt de + 2% dy + 22 dz.

Resenje. Ako uvedemo smenu: z = rcosf, y = rsinf, nalazimo da je r =
T . . .- o . . .
acosf, 8 € [wg, Z] Iz datih jednacina povrdi, nalazimo da je z = «|sinf|.
@

Trazeni integral je [ = — T

3.2.39. Nadiintegral I = § 3y dv+2zdy—= dz po zatvorenoj krivoj
: : . 3a .

koja se nalazi y preseku ravnl @ + y + 2z = 51 kocke: 0 <z < a,

0<y<a,0<z<a

Resenje. Kako se kriva ¢ nalazi u preseku date ravni i kocke, to se ista sastoji iz

Z

sledeéih Sest linija:

3a a o a
o y:—i——;zf, z=0, ¢ € {(1,,5]; cg a::§~z, y=ua, z € [0,5];
3 « I a
r;'y:;awz, a::O,zE[E,(t], Cy 7:5 y,yza,yE[E,O}
3 a a a
c5 1:5(1,—5, g/:O,zE[a,g}, cp z/_a——z,,l:a,zE[E,OJ

Trazeni integral je

IT=L+Lh+L+L+1Is+1s

9q° 1342 302 5a? 3a? 3a?

roreef U — _3a2
8 8 4 8 + 8 4
: . _ T A A VL
3.2.40. Neka je c presecna kriva povisi =+ — = —1 5 + — =
y oz b2 ¢? a b ¢
'Z— + % zaa>0,b>0,c>0. Nadi f(.yd:p +a?dy + 2 dz.
) ¢ :
L B . . L Y z . . .
Resenje. Preseéna kriva se nalazi u ravni — = 3 + —. Druga jednaéina povrd
a C
se moze napisati u obliku
(-3 -3
y— — P
. 2 ( 2) 1
1 = —.
) b2 + o2 2

Jednacina (1) ima parametarski oblik:

b g ,
y = Z(l +V2cost), z = 3(1 +V2sint), @ = %(2+ V2sint + V2 cost),
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odakle imamo

a2 . b2 /2

de = (cost —sint) dit, dy = — sintdt, dz = 5 cost dt.

b
Trazeni integral je [ = gz—ﬂ—(] — 2a).

3.2.41. Izraéunati I = f yda + 2z dy, ako je ¢ kriva koja ogranicava
oblast D: 2 +y? — 22 <0, 22 +y? — 2y < 0.

Re3enje. Primenom Greenove formule, nalazimo

. . ! 2w —w? T
I = / ydo + 2w dy = // du dy — / (1;17/ . dy = — —
Je Jo Ja 1—/1—a2 2

3.2.42. Imacunati [ = ¢ (y — z)da + (z — @) dy + (v — y) dz, ako j
‘ ) y oz
c zatvorena kriva data presekom povidi: 2? +y? = a?, Y + 7= =1, za
a b

a>010>0.

Resenje. Parametarske jednaéine krive ¢ su:
@ =acost, y =asint, z = b(l —sint), t € [0, 27].

Odatle nalazimo da je trazeni integral [ = —2amw(a + b).
3.2.43. Izracunati [ = (ﬁp y dax + zdy + v dz, ako je ¢ zatvorena kriva
data pomodcu: @? o+ y2 + 2% = a? Y+ 2= a.

Re3enje. Presek povrdl je elipsa

2. a\ 2
Y

Parametarske jednacine kiive (1) su:

(1

gle je A = 7
v = %cosi‘,, Yy = %(1 +sint), z = %(1 —sint), t € [0,2n].
(lzﬂﬂ
SR
3.2.44. Nadi krivolinijski integral I = 35 z)de +(z —a)dy + (v —

y)dz, ako je ¢ krug dat pomocu:

Trazeni integral je [ = —

‘ . ; wow
2ty 2t =dt y=wtga, ac {—575}
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Resenje. Parametarske jednacine krive ¢ su:
@ =rcosesint, y=rsinesint, z =rcost, ¢t € 0,27 .

Prewma jednacini krive ¢, takode nalazimo: o« = ¢, » = «, a parametarske jednacine
krive ¢ postaju:

@ =acosqasint, y=asinasint, z = acost.
Sada je trazeni integral I = 2a®m(sin a — cos o).
3.2.45. Izracunati [ = fc ay dv+yz dy+za dz, ako je ¢ data pomocu:

22 oyt 22 =2ay, z =y, x> 0.

Resenje. Parametarske jednaéine krive ¢ su: -

a2 « . a .
v= cost, y:é—(l—{—sml‘,), z = 5(1—}—31111),
odakle je
' a 1
do = =" — sint dt, dy = by costdt, dz = (Z cost dt
. . . i .. . 8
a prema 1ejednakosti @ > 0 sledi t € [~§, -2—} Trazeni integral je I = 4—8(8 +

iﬂ”\/Z)
3.2.46. Izracunati I = jr xy do + zy dy + xz dz, ako je kriva ¢ data
pomoéw: 2% 4 y? + 22 = R? v = 2.

Regenje. Kriva ¢ ima jednacinu

2 2
w v
RN Tm
( V2 )
Parametarske jednacine iste krive ¢ su:
w = —=cost, y = Rsint, 2 = —— cost.

V2
Zatim, nalazimo

2
sintdt, dy = Rcostdt, dz = —

N 4

sintdt, t € [0,27].

de = —

I3

Trazeni integral je I = 0. .

3.2.47. Naéi duzinu luka krive ¢ zadate pomoéu: = = 3¢, y = 3t%,
z = 2t%, od tatke (0,0,0) do (3,3,2).
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Resenje. Ako duzinu luka oznacéimo sa s, imaino
o /‘dq L9 4 52¢2 » 9\/551 V52 4+ /61 N V61
§ = s — dt = n .
c Jo V94 h2t2 104 3 )

3.2.48. Naéi duzinu luka krive ¢

—t —t —t
v=c"cost, y=e""sint, r=¢"" t €(0,00),

Resenje. Diferencijal luka s je ds = /(a/)2 4 (y/)? + (/)2 dt, pa je luk krive ¢
s = \/?[UN e~ tdt = /3.
3.2.49. Naci obim sfernog trougla koji isecaju koordinatne ravni sa:
1° sferom 22 4+ y* + 22 = o®.
[ TR
-+ -+ -=1,
a b e
u prvom oktantu.

2° ravni

. , 3amw
Resenje. 1° s = g1 4+ 59 + 853 = jm +f(,/2 -f—fm = 5 gde su:

2 2 2 22 2 2 2 2 2
cpiat Ayt =at s =05 eyt et =at, e =0; 3ot 422 =d?, y=0.

20 g == 81 4+ 99 + 53 = f” +[(z +f(:3, gde su

@ 1 1 z @ o
c;:~+i:l;c:3:i—|——:1;c3:—+—:],
« b b o a o

Luk s krive ¢ je s = Va2 + 0% + Va2 +¢2 + /0% F 2.
3.2.50. Nadi povrsinu figure ogranicene petljom krive
12
<\/17 + \ﬁ) = 2y.
Regenje. Povriina figure je
|y
(1) P = 5 % ady — ydwx.

Kriva ¢ je definisana samo za @ > 01y > 0. Dakle, kriva ¢ je samo u prvom ok-
tantu. Uvodenjem modifikovanih polarnih koordinata: x = rcos* 6, y = rsin* 4,

nalazimo da je » = sinflcosd 16 € [0,7/2]. Trazena povrina je, prema (4):
L T2 g 9 9 ]
P = = Jo /% gin 260(1 — cos? 20)2 df = —.

3.2.51. Izracunati integral [ = 56@ wde + dz + y?2? dy, ako je kriva ¢
. e D) b )

data jednadinama: y* + 2% =%, 2 =0

Resenje. Parametarske jednacine krive ¢ su: y = rcost, z = rsint, = 0,

odakle je
de =0, dy = —rsintdt, dz = rcostdt, t € [0,2n].

Trazeni integral je

»6 2 ,],h' 2 . L
[ = —— / (1 —cos2t)dt + — / ((':OS“ 21 — cos® Zt) dt = — —.
8 Jo ‘ ' 8 Jo 8
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4. POVRSINSKI INTEGRALI

4.1. Uvodne napomene

1° Ako je S deo po deo glatka dvostrana povrs definisana jednadi-
nama

v =z(uw,v), y=y(u,v), z=z(uv), (u,v)€D,

a funkeija f(a,y,z) je definisana i nerekidna na povrsi S, onda je
povrsinski integral prve vrste fuiikeije f(x,y,z) po povisi S, dat sa:

// fle,y,z)dS = / Flae(u,v), y(u,v), z(u,v)] V EG — F? du dv,
JJS D ' ‘

gde je 7 ) 7
oa\’ ay\” 02\ *

2=(5) +(&) * (&)

(o oy\® [0z\?

i=(5) +(3) (7).

Ovdax  Oydy  0z0z

- Ou O Ry ou Ov + Ou Ov’

U specijalnom slucaju, ako je jednacina povrsi S data sa: z =
z(w,y), (v,y) € D, pri ¢emu je z(a,y) jednoznaéna neprekidno-
diferencijabilna funkeija, onda je povrdinski wntegral prve vrste dat

sa

// fla,y,z)dS = / Fle,y, z(x,y)V/ 1+ p? + ¢? da dy,
S5 JJSD

za p = 0z/0x, ¢ = 0z/dy.

2° Ako je S glatka dvostrana povrs, na kojoj je izabrana jedna od
dveju strana, odredena smerom normale 7' = (cos a, cos #, cos ), a
funkeije: P(x,y,z), Q(z,y,2) 1 R(w,y,z) definisane 1 neprekidne na
povi§ S, onda je povrdinski integral druge vrste funkeije f(z,y,z) po
povrsl S, dat sa

// P(a,y,z)dydz + Q(x,y,z) dz do + R(x,y,z)de dy

// Yeosa + Qx,y, z)cos B+ R(x,y,z) cosy]dS.
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Promenom strane povrsi integral (1) menja znak.

3° Ako su P(z,y,2), Q(z,y,2) 1 R(a,y,#) neprekidno-diferenci-
jabilne funkeije a ¢ prosta zatvorena deo po deo glatka kriva, koja
ogranitava konacnu deo po deo gltatku dvostranu povrs S, onda vazi
Stocesova formula:

cosa  cosff cosy

' R L
fé pHQdy+ R //g o oy 0s | %
P 0 R

gde su cos a, cos F, cos y kosinusi pravca normale povréi S, orijentisane
na onu stranu, u odnosu na koju se obilazak konture ¢ vrsi suprotno
kretanju kazaljke na ¢asovniku.

4° Ako je 9 deo po deo glatka povrs, koja ograni¢ava oblast V,
Plz,y,z), Qz,y,2z) 1 R(z,y,2) neprekidne funkeije zajedno sa svo-
jim parcijalnim izvodima prvog reda u oblasti V45, onda vazi formula
Ostrogradskog:

// (P cos o+ Qcos f§ + Reos)dS

///v <8—P a—Q+a—~> da dy dz,

gde su cos a, cosﬂ 1 cos v kosinusi pravea spoljne normale povrsi 5.

4.2, Zadaci

4.2.1. Izracéunati povrsinski integral I = ffs(:_v + 2y — z)dS, ako je .S
deo ravni 3z + 6y + 2z = 6, u prvom oktantu.

Resenje. Jednadina povrdi S je z = 3(1 — 2/2 — y), odakle nalazimo da je p =

—3/2,¢q= —3,dS = \/1+p? +q% = (7/2) de dy. Trazeni integral je

7 1 L—e/2 x 7
= — {x (;: 2y — 3 (1——~1>) de dy = —.
2/0 a L/O A+ 2y 5 Y ay p

dS
5 Dri cemu je S

4.2.2. Izracunati povréinski integral [[ s m—>
o Y

deo ravni z +y + z = 1 u prvom oktantu
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Resenje. Kako je dS = /3dudy, to je trazeni integral

1 l— \/g \/g
1= dz = —.
0 0 (l—i—y—l—l——m—y)s 8

4.2.3. Izracunati ffg v x? +y2dS, ako je St a? +y? + 2% = R2.

Resenje. Povrs .5 se sastoji iz povrdi 57 1.9y:

S1: oz =

pa je trazeni integral

T ZR/ZW ! /R P page
=2R ) — = R,
o Jo VR? -2

ds
y? 4 2% = R? ograniéen ravnima: z =0, 2 =0,y =0, z = a, za a > 0.
Resenje. Povrs S ima jednalinu z = /R2 —y?, pri ¢emu je p = 0 a ¢ =

—y/v/ R? — y2. Element povrsine je

R
dS = ————dz dy

/R? — 42

4.2.4. Izracunati I = [ f s alo je povrs S deo cilindra

pa je trazeni integral

I /R / /“‘ Rdx T ¢ a
= dy = — arctg —.
0 0 : /R2 — yZ (.’1}2 +R2) 2 g R

_ ds ) -
4.2.5. Izracunati I = [/ ako je S deo cilindra z? +
S 2 2 2’
VvVt +yt+ 2
y? = R? izmedu ravni 2 =012 =h, h > 0.
8
Redenje. Povrs S ima jednadine y = ++R2— 2?2 stoga jJe p = 8—y
&
:i:—f-dl—, g = 0. Zatim, nalazimo
R? — 2
2 Rdxdz
dS =414+ ——dadsr = ———.
R2 — 2 VRZ — 2

Trazeni integral je

= 2Rnl
—22V/R2 + 22 " kR

[ // Rdx dz h+R2 4+ h?
= n———7F————.
JJp V/R2
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I = // z (3:2 e y2) ds,
S

ako je povrs S data sa z =

4.2.6. Izracunat:

Resenje. Kako je

adx dy

ds =
a? — a2 —y?

onda je traZzeni integral

I'=a // (a:2~|—y2) a? — % —y?
JJD

Prelaskom na polarne koordinate: @ = r cosp, y = 7 sin ¢, nalazimo

2w a 5
1= a/ (l(,o/ r®dr = ﬂ
Jo 0 2

4.2.7. Izracunati I = .Ursv(wy + 2z 4+ y2)dS, ako je S deo povrii z =

Va? 4+ y?, iseéen cilindrom 2* 4 y? = 2ay, a > 0.
. y

e———, = e,
Va4 y? Va4 y?
dS = \/14+p? + ¢ dedy = V2 da dy.

Resenje. Iz jednadine povrsi S nalazimo da je p =

odakle 1mamo

Uvodenjem polarnih koordinata: @ = rcos¢, y = rsin, nalazimo da je trazeni
integral
o 2a siﬁ(p ) 6dat 2_
I = \/E/ dw/ 73 (sin @ cos o + cos @ + sin @) dr = —1—5-\4
0 0 ,

4.2.8. Izradunati [ = ffq Va2 4+ y? 4 22dS, ako je S deo povrdi x? +
y? + 22 = R? | isecen povidi 7 = /a2 + y2.

Resenje. Presek datih povigi je krug 2? + y> = R?/2 u ravni z = R/\/2. Sada
nalazimo:

. —x . -y dS = Rdz dy

RZ — 2% — 2 VR2 g2 =2 RT — a2 — y2

I= // Va? +y? + R? — 22 — y2dS,
D v
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odakle, prelaskom na polarne koordinate, imamo

27 RV2/2 rdr
. D2 . D3 _

ds
4.2.9. Izraéunati I = ffsﬁ’ ako je S deo povrsi y? + 22 = R?

odz =0doz = a, a >0, ad je rastojanje tacke na povrsi od
koordinatnog pocetka. '
Resenje. Vazi d? = a? 4 ¢y? + 22 =2? + R?i

. Rdzdy
dS = /14 p?2+¢?2dody = ——=.
. VR — o2

TraZeni integral postaje

97 arctg —
= 27 arctg —.
R

R @ dz
I =2R d /
/_R Yo R =3 (a2 + R2)
g . ds : . -
4.2.10. Izracunati [ = ffs R ako je S deo povrsi y = zz iseden

cilindrom z? + 2?2 = R?, a d je rastojanje tacke povrsi od y ose.
Resenje. Kako je d = V&2 + 22, to, uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo

I:/ZW dwfRz—lﬁdr:ﬂ(ln(R—}-\/l—l—R?)+R\/1+R2).
0 ¢ r

4.2.11. Izradunati I = [[, (2% +y*) dS, ako je S povrs koja ograni-

cava telo v/y2 +22 <z <a,a>0.

Resenje. Povrs S se sastojl iz povrsi S1: o = 4/y? + 22 1 S3: =z = a, odakle
nalazimo: dS; = v/2dydz, dSy = dydz. Oblast D je data sa y?+2% = a?, a, zatim
uvodenjem polarnih koordinata, nalazimo da je trazeni integral I = [/ s, T+ IS 5y
odnosno

27 a 27 a a4,n,
I:ﬁ/ d(p/ 7‘3d1’+/ d(p/ r3dr:——(1+\/§).
0 0 0 0 2

4.2.12. Izracunati I = [[o(z+y+2)dS, ako je S: z?+y?+22 = R?,
z > 0.

Resenje. Nalazimo da je

z y Rdzxdy

pP= g = e = ———
/R — 22 — y2 /R? — 22 — 2’ RZ — 32 — y2
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a onda je, prelaskom na polarne koordinate, trazeni integral

27 a rdr
— d - i 2 _p2) = g3
I..R/O‘ ® ; — (rcos@—}-rsmgo#—VR r) R

4.2.13. Ako je S povrs koja ograniéava telo: z =
z < 1, naéi integral I = ffS zdS.

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata: = = rcos¢, y = rsin ¢, nalazimo da
jel=0LH +1, = ff51 + ffsz, pri ¢emu su povrdi Sy i Sy date jednaéinama

($2+y2)a 0<

N =

Si1: z= (w2+y2); Sy: z=1.

N[

Sada je

I = // zds;-/zwdwf \/1—]——rzdr— (1+6f)

2w
I, = / dc,o/ rdr = 2w,

4
Dakle, trazent integral je I = I1 + Iy = Tg (8 -+ 3\/5) .
4.2.14. Izracunati [ = ffs 22dS, ako je S deo povr$i konusa,

T =rcospsine, y =rsin@sina, 2 =T cosq,
0<r<a 0L ¢p <2

a «a je konstanta, 0 < a <.

Regenje. Prema datim jednadinama povrsi S, nalazimo

O . ] . . 2

— = cosgsinw, — =singsing, -— = cosq,
or ¢ Or ® ' r

Ow . , Oy ) 0z 0
—— = —rsinasin -~ =rcospsin, — =
880 (P) 8@ (p 3 8@ )

pa je
E=1 F=0 G=r’sin’c, dS=+VEG - F? =rsinadrde,

27 a (147.r 9
I = / d(,o/ 3 sinacos® adr = 5 sin a cos” a.
0 0
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4.2.15. Izratunati I = ffs zdS, ako je S deo povrsi zadate param-
etarski: 2 =wcosv, y =usinv, z2=v, 0<u<a, 0 <v <27

ReSenje. Vazi:

E:coszv—l—sinzv:l) F=0, G:Ai—-{-u?)

dS =+ EG — F2dudv=1+/1+ u? dudv.

Trazeni integral je
2 : .
I:/a du/ Wv\/l—{-uzdv———ﬂ'z (ln (oz.—l— \/1—|—a2) —{—oz\/l—l—ozz) .
0 0

4.2.16. Izracunati I = ffs zdx dy +z dx dz +y dy dz, ako je S gornji
deo ravni z 4+ y + z = 1 isecen koordinatnim ravnima.

Resenje. Spoljna normala povrsi S je vektor n'=(1,1,1) a odgovarajuéi jediniéni

1
vektor je ng = ﬁ(l’ 1,1). Trazeni integral je I = I; + Iy + I3, pri éemu su:

1 1—m 1
11://(1—m—y)dmdy:/ dw/ (1-z-—y)dy=-—,
D 0 0 6
1 1—x 1
12::// wdmdz:/wdw/ dz = —,
D, 0 0 6
1 1—-y 1
Ig:// ydydz:/ ydy/ dz = —.
Dy 0 0 6
1

Tako nalazimo da je I = I1 + I + Iz = 3

4.2.17. Izracunati I = ffs xyz dz dz, ako je S spoljna strana sfere
2?2 +y? 422 =R% x>0, 2>0.

Resenje. Povrs S se sastoji iz dve povrsi:

S1:y=+VR2—a?2—-22 i ngy:—\/m,

pa je trazeni integral I =, 2ffD 2z R? — 22 — 22 dz dz, odakle, prelaskom na
polarne koordinate, nalazimo

/2 R IR5
I:Z/ d(p/ 73 sin g cos o/ R? — r2 dr = =,
0 0

15

4.2.18. IzraCunati I = ffsm 422 + y? dx dy, ako je S donja strana
elipse 42? +y? < 4, x > 0.



POVRSINSKI INTEGRALI 117

Resenje. Vektor spoljne normale je 7 = —?, cosvy < 0, pa je

—-// 24/ 422 + y? da dy.
D

Uvodenjem polarnih kodrdinata,integral postaje

w/2 1
I= —2/ d<p/ 7?2 cos oVar2 dr = —2.
0

—x/2

4.2.19. Izralunati I = ffSde dy + ydzdz — 22 dydz, ako je S
2

2 2
x . .
spoljna strana ehpsmda — + ZZ + — =1, koja pripada prvom ok-
tantu.
2
Resenje. Vektor spoljne normale je 7 = L ——)—l- ye” —)—I— k , a traZeni integral

atz b% 2
jelI =1 + I + I3, gde su:

by/1—z2/a? b
11_2// dmdy_Z/ dm/ :ifi
Dy
Vi-a?/a? z2 abcvr
IZ:// ydzuclz-—/ dm/ ———5—
Dy c

22b
13:—// za (1——,,*-—2—>dydz: ¢ c.
D, b“ c 15

b b 2a?bc?
Sadaimamo I =11 + I + I3 = a_27_r + GGCTF - a15c

4.2.20. Izracunati

::/ (y—z)dydqu(z—:.c)dzcl:v—l—(a:—y)dwdy
s

ako je 9 spoljna strana tela ogranifenog povrima x = /y? + 22,
x=a, a>0.

Resenje. Povrs S se sastoji iz povrsi S 1 Sy, pri €emu su:

Si: w=yt 42t g = /—( ®,Y,2)
zv/2

Sy: m=a; =4 = (1,0,0).
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Dakle, polazni integral je I = ffsl +ff52 =1 + I, gde su:

—// (y — z2)dydz + (z — z)dzdz + (z — y)de dy = 0,

az—y
Iz_// / dy/ (y — z)dz = 0.
Sa —a VaZ—y?2

Dakle, T = 0.

4.2.21. Izracunati [ = ffS yz% dy dz + 2% dz dz — 2y?* dz dy, ako je S
unutrasnja strana konusne povrsi 22 = 22 +y%, 0< 2 < h, h > 0.
ReSenje. Vazi ng =

1 ( )
—=(T Z)1
Z\/i e '

I‘—‘// y22 dydz + 2? dzde — xy® da dy

hz——’c
zdz/ d+/ dz/ mdw—/ :Ld:L/
/ —zy Y —z «/hz—mz

4.2.22. Izracunati I = ffs 2 dydz + y? dz de + 2% de dy, ako je S
spoljagnja strana paralelopipeda: 0 <2 <a, 0<y<bh, 0<2z< ¢
Rezultat proveriti formulom Ostrogradskog.

Resenje. Povrs S se sasto)i iz sledeéih povrsi:

51 z:O,dz:O,W:——-I?, Sy m:O,dw:O,_ﬁ):—-T;
Ss3 y__O,dy:O,_ﬁ):———f, 54:m:a,dm:0,—ﬁ):-i—);
Ss y_b,dy—O,W:T; Ss 4:c,dz:0,ﬁ):7

Dakle, integral je I =11 + Iy +Is+ Iy + Is + I, gdesw [ =0, I = 0,13 = 0,

b c
142// = // a2dydz:a2/ dy/ dz = a’be,
5. J4JD 0 0

Is = ffSe. = ab?c, Is = ffSe = abc?. Tako nalazimo da je I = al.Jc(a + b+ c).

Primenom formule Ostrogradskog, imamo
I:// (22 + 2y + 22) dudy d=
v
a b ¢
:2/ dm/ dy/ (z +y+2)dz = abe(a + b+ ).
0 0 0
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4.2.23. Izracunati [ = ffs zdz dy, ako je S unutrasnja strana tetrae-
dra koji odredujuravni: c+y+2=1,2 =0,y =0, z = 0. Rezultat
proveriti primenom formule Ostrogradskog.

Regenje. Povrs S se sastoji iz povrsi:

—

S1:2=0,d2=0, W= k; Sz::cIO,dmZO,_T?:T;
-

S3:y=0,dy=0, "= j;

Ssx+y+z=1, 77:—2'—)4-74—?

Trazeni integral je sada I = Iy + Is + I3 + 14, gde su: 1 = ff51 zdzdy = 0,
L= [fs,zdedy=0,1I5 = ffsszdwdy:O,

1 1— 1
= [fame-vdedr= oo [0 e par= g,
Sa4 0 0 6

1
aondajeI:I1+Iz+I3+I4:_g_

Primenom formule Ostrogradskog, nalazimo da je

1 11— l—z—y 1
I:—/// dmdydz::—/ dm/ dy/ dz = ——.
v 0 0 0 6

4.2.24. Izracunati [[zde dy-+ydz dz+x dy dz, ako je S unutrasnja
strana tetraedra ograni¢enog povrsima: z +y+z=1,z =0,y =0,
z = 0. Rezultat proveriti primenom formule Ostrogradskog.

Resenje. Povrs S se sastoji iz povrsi:

Trazeni integral je I = I1 + Iy + I3 + Iy, pricemusu: I =0, [, =0, I3 = 0,

I :-—// (1l-z—y)dedy+ydedz+adydz =Jy +Jy+ J3
54

1 l-gx
le—/ dm/ (1-=z-y)dy
0 0
1 11—z
—-/ da:/ (1 -2 —2)dz
0 0
. 1 1—y
J3‘:_/ dy/ (1-y—2)dz
0 0 ‘

Ja

i
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Naime, nalazimo Iy = —1/2. Dakle, trageni integral je I = —1/2.
Primenom formule Ostrogradskog, nalazimo

1 1—x 1—z—y ‘
I:—3/// dmdydz:—3/ dw/ dy/ dz = —1/2.
v 0 0 0

4.2.28. Izracunati I = [[ ydydz+z de dz+=z dz dy, ako je S spoljna
strana tetraedra koji je odreden ravnima: z = 0, y = 0, z = 0,
zT+y+z=a.

ReSenje. Primetimo da je S =S + S5 + Sé + .54, pri éemu su:

S1: 2=0, dz =0, ‘17:——_/?; Sy &#=0, de =0, W:—T;
S3: y=0, dy =0, W:—T; Se:z+yt+z=1, w=(1,1,1).

Sada je I = I + Iy ++ Is + 14, gde su integrali Iy, Iz, I3 1 I4 dati sa:

a a— a3
11:// :-—/ wdw/ dy = ——,
S 0 0 6
a a-—y a3
N/ e e
Ss 0 0 6
a a—z a3
13:// :——/ zdz/ de = ——,
Sg 0 0 6
n=J.
Sy
a a-y a a— a @ — @ a3
:/ ydy/ dz—!—/ dm/ zdz+/ wda:/ dy = —.
0 0 0 0 0 0 2

Tako nalazimo da je T = 0.
Primenom formule Ostrogradskog, imamo I = [[f,, 0dzdydz = 0.

4.2.26. Izracunati I = ffs yzdydz + vz dx dz + xy dz dy, ako je §
spoljna strana kocke: 0 <z <a, 0<y<a, 0< 2z <a.

Resenje. Primetimo da je S = 51 + Sy + S3 + S4 + S5 + 56, pri éemu su:

Slzzzo,dz:O,W:—_?; Szzmzo,dmZO,W:—T,
Sg,:y:O,dy:O,—'rT":—T; S4:w:a,dm:0,"ﬁ:7;
Ss:y:a,dy:O,WZT; Sszz:a,dz:O,—f?:—k—).

Trazeni integral je I = I} + Iy + I3 + Iy + Is + Is = 0, jer je: I, = —a*/4,

I = —a*/4, I3 = —a* /4, I, = a* /4, Is = a* /4, Is = a* /4.
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Primenom formule Ostrogradskog, imamo I = fffv 0dedydz = 0.

, , Iy 17 la dz 1z d
4.2.27. Izracunati [ ffs e e + = (,1/)7 gde je 5
: { z
:.z gt 2 Y
spoljna strana elipsmda — + 7 + =1

Resenje. Neka je S = 5| + bg, gde su

Trazeni ntegral je

(1 L 1
1:2// <——cosm—|——cos/}+—cos7) ds,
N g €& Y z

B . — . .o . .
gde je vektor spoljne normale dat sa ny = (cos o, cos 3, cos v), pri éemu su kosinusi

dati sa

COsS ¥ =

4
Tako nalazimo da je [ = —b~ (u b2 + a?c? + b2 )

aoc
4.2.28. szacunatl I = U% x dy (lu+ydz dz+z dx dy, ako je S spoljna
strana sfere 2% + y% + 22 = R2.

Resenje. Neka je 5 =51 + .53, pri cemu su

] : N 1
Syt z=+/R?—2a?—y? ng=-——(2,v,2),
R
. 5 N 1
Sq z = — — Yy 77'0:E(£U)y)z)‘
. . R dx dy ) ) )
Element povrdine je d5; = L Uvodenjem polarnih koordinata:
R?Z — g2 — g2
T = rCos, y = 1sing, Imamo
27T R
. rdr
L =1 :/ (lgo/ 2ty 42 ————— = 2R%x
0 0 ( ) RZ — 2

Trazeni integral je [ = I) —|~,.[2 =4R3x
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4.2.29. Izracunati I = ffs yzdy dz + vz dz de + vy de dy, ako je S

spoljna strana povrsi odredene povréima:

y2‘|‘52:R2, =0, y=0, aw=aq ((l>0),

z = 0.
Resenje. Neka je 5 = 51 + 53 + 53 + Y4, pri cemu vaZi
— N —
Sicwe=ade=0 70 = i; S 2=0,dz=0, n =—k;
— ‘ —
S3;6=0de=0 " =—14; Si:y=0,dy=0,n =—j;

syt 42 =R g = (0,
Dakle, trazem integral je I = I —}-'Ig +Iz4+ 1+ 15,22 1; = fjs :

Bz—v/ RE
I, = / l/dy/ zdz = —,
0 0

I = (tZR“ I = Rr? I = a? R? I_(LZRZ
2 g BT o L 0 5=

N

odakle, imamo = 0.

Primenom formule Ostrogradskog, nalazimo

oP  0Q  OR
I_/// ( ‘CQ’{” )d:L‘(lyd,z:()_
O Oy Oz

4.2.30. Izracunati I = § Sy\/(l —a? = 22) do + zy® dy + sinz dz,
ako se kriva ¢ dobija presekom elipsoida 422 4+ y? + 42% = 4 i ravni

=0,y =0, z=0, uprvom oktantu. (a) Direktno; (b) Primenom
Stocesove formule.

Regenje. (a) Neka je ¢ = ¢; 4+ ¢z + 3, gde su:
2 2
2 Y Y s
ey 1)-|~Z:l,z:0,11~~0, (JZ:T—I—;/Z: , =0, de =0;

32
= pri ¢emu su:

<

. 32
L = 514 8yv/ (1 —a? — 22 do + 2y dy = -5
Jey I

Ig:% sinzdz =1—cosl, 13:?4 sinzdz = cos1 — 1.
v e2 €3

Sadajel =1L + Iy +13 = ——
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(b) Primenom Stocesove formule, imamo

I = % Pde+Qdy+ Rdz = // (—24y:
v LA IS

© — Yy —
i

. . ; L
pri ¢emu je m. = — i + 1 i+ T vektor spoljne normale povrdi S: z =

w

4.2.31. Izracunati [ = 3§ w? datay dy+ryz dz, ako je kriva ¢ kontura
ANABC: A(a,0,0), B(0,0,0), C(0,0,¢), (a) Duektno, (b) Primenom
Stocesove formule.

Resenje. (a) Neka je ¢ = ¢; + g + 3, pri Gemu su:

¢ Jf:(L(l— 2) z=0,dz=0; ¢p: y:b(l— i),:n:0| dv =0,
b c
T <1——> y=0,dy=0
a
L . ab®
Trazeni integral je I = Iy + Is + I3 = e gde su:
o b? 3
I :?é at du + wy dy = @ ﬁ,
¢y 6 3

3
I, = j{ =0, I3= 7{ el de = f’_
- I, 3

() Primenom Stocesove formule, imamo

I = // wzcosq — yzcosfl + ycosy)ds,

L iy Y N ¢ — C— — .
gleje 5: z =¢ <1 - — - (—), an=-—1i+ b Jj + k je vektor spoljne normale
a h a
o . . . . . ' . _ ab®
povrdi 5. Konaéno, resavanjem poslednjeg integrala, nalazimo da je I = -
D

4.2.32. Izracunati krivolinijski 111teg1c11 I= 95 J(]L+ w? dy+ 2z dz, ako

¥yt 'vz y? oz
je kriva ¢ odredena presekom povrsi — + T + 3 — + i
c
za ¢ > 0. (a) Direktno; (b) Stoc esovom f011nulom
22y w oy a? oy oz
Redenje. (a) Kriva ¢ ima jednaginu — + - = = + 2 — 4+ %= = = u ravni
a? b2 a b’ a2 b2 ¢

; 2 z ., .. ) . .
- 4 Yy _ —. Kanonican oblik krive ¢ je
-
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. . . . b
a parametarske jednaéine krive ¢ su: o = % (1 + V2 cos t), y = 7 (1 + ﬁslnlf)
Trazen integral je I = Iy + I + I3 = a;r(u, — 1), gde su:
th b
I = iiad (\/Zsmf—}—zqm t)ydt = — ¢ 7(,
4 Sy 2
2p/7 [T 2
I, = ¢ 8\/_ (cost +2v/2cos? t + 2 cos® t) dt = £ 2)7r)
» JO

I3 = 0.

(b) Primenom Stocesove formule, imamo

I= // (22 — 1) cos ydS
Js

~ 27 sin p4cos @ b
= (Lb/ dcp/ r{(2ar cos — 1) dr = (12_71’(([ —1).
0 0

4.2.33. Izracunati krivolinijski integral I = 95 (y — v) de+(z—x)dy+

(¢ —y)dz, ako je ¢ luk elipse 2? +y? = a*, = + Z = 1.

Resenje. Primenomn Stocesove formule, nalazimo

I=-2 // (cos v+ cos B + cosy)dS = —2a(a + h)m,
Js

gde je vektor spoljne normale povréi S dat sa

_ (0 h a >
ng = { 0, , .
0 Vaz + h?’ Va? + h2

4.2.34. Izracunati I = 9§ 23y da + @ ( + 2%) 3/ dy + e* dz, ako je
kriva ¢ presek povrii z = /y? + 2%, y =0, y =1, 2 =0,

Resenje. Primenom Stocesove formule, imamo
I= // (—33:2 Vy? 4+ 2% 4 cosy ((yz + 22)3/2 - :1:3)) ds.
JJS

Odnosno, trazeni integral je I = =3 [f; wz\/y? + 22 cosadS = —14.
4.2.35. Izracunati I = § (y2 + 22) du+ (22 + 22) dy+ (2* +v?) dz,

ako je ¢ kriva data sa 2% +y? + 2% = 2ax, 2? +y* = 2bx, pri éemu je
z > 0.
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G4 — 2
3

l

(&4

Resenje. Kriva ¢ ograni¢ava povrd S: 2ax — 22 — y2, odakle jep =

4
Z

, ] @ . -
q = '—g, dS = 14+ p2+q@2dady = = dx dy. Vektor spoljne normale povrsi S

Je ng = (cos o, cosf3, cosy), odnosno, vektor normale je ng = —(x — a,y, 2), a
a

trazeni integral je
[=2 // ((y — z)cosar+ (2 — x) cos f + (& — y) cos y)dS = 2ab? 7.
JJs

4.2.36. Izracunati [ = jfs yrzdvdy + vz dydz + 2%y dz dz, ako je S
spoljna strana povrsi, koju obrazuju povrsi

z=a4+y* at4yt=d’, =0, y=0, z=0
uprvom oktantw: (a) Direktno; (b) Primenom formule Ostrogradskog,.
Resenje. (a) Povrd S se sastoji iz sledeéih povrsi:

S1:2=0,dz: =0, =0, S5 2 =0,de =0, I, =0;
Sz y=0,dy=0,1I3=0;

) ; o N @ L a
Syt +yt=a, W = (—, 1, O> ,dS = —dadz;

Y Yy
S5z =+ yg, dS = 1 + 422 +4y? do dy,
— 1
N = (2w, 2y, 1);
VL4 dw? 4 4yl
.. g 1167r+(L67r .
1 cernu je [y = 1
pri ¢emu je Iy 5 T

(Lb m

Is = // (—2.’1122'— Qa2 y? —l—yzz) dedy = — 6
S

a’mw

Polazni integral je I =

(b) Primenom formule Ostrogradskog, imamo

I= /// (z+2° +y?) dedydz
Jdv :

a m ar2+y2 . ) (L(J',n.
:/ (l:u/ (ly/ (Z—I—.:UZ 4y ) dz = .
4] 0 Q

8

4.2.37. Izracunati I = ffg 22 dydz + y* dv dz + 22 de dy, ako je K
spoljna strana kocke: 0 <2 <1, 0<y <1, 0 <z <1 (a)Direktno;
(b) Formulom Ostrogradskog.
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Resenje. (a) Neka je S = %1 + 53 + S35 + 54 + S5 + Sg, pri €emu su:

S1:2=0, 1 =0, Sy:2=0,1, =0;

3 ¥4

. . - =
Szt y=0,I3=0;, Sys:ae=1 n= 1;
- — - — -
Ssry=1, "= j;85:2=1,nw==%

Zatim nalazimo da je I = Iy + I + I = 3.
(b) Primenom formule Ostrogradskog, imamo

1:2// (w+y+z2)dedydz =3,
JJJv

4.2.38. Izracunati [ = Us vy dydz + y*dedz + zydx dy, ako je S
unutrasnja strana tela ogranifenog povriima: a? 42?2 =y 0 <y <D,
b > 0. (a) Direktno; (b) Primenom formule Ostrogradskog.

Resenje. (a) Ako je S =57 + 53, onda Je

11:// :O,I;;:// =-bir, I=1 + I, = =b*~.
JJs, JJs,

4.2.39. Izradunati I = ¢ 3y daw+2z dy—=a dz, ako je ¢ zatvorena kriva
koja se dobija u preseku ravni @ +y+2z = (3/2)a 1 kocke: 0 <z < a,
0<y<a, 0<z<a.
ReSenje. Primenom Stocesove formule, imamo
i 3a?
I= (—2cos0/+cos/3—~3005’y)db‘:-—T.
JJS

4.2.40. Izvacunati I = [[. 2*dydz + y* dzdz + 2% de dy, ako je S
spoljna strana sferne povidi (v — a)* + (y — b)? + (2 — ¢)* = R?.
Resenje. Primenom formule Ostrogradskog, imamo

3

- 3R
I:Z/// (v +y+2)dedydz = %W((L*‘rb—l—c),
JJ Iy 3




IIT GLAVA
VEKTORSKA ANALIZA

1. VEKTORSKE FUNKCIJE

1.1. Uvodne napomene

1° Funkeija @ = ay ¢ +ay j + a3k, koja preslikava skup realnih
brojeva D C R u skup trodimenzionalnih vektora V? u oznaci

o = 7(75) =a1(t) 1 +ax(t)j +az(t) k,
naziva se vektorske funkeija realne promenlyve.
2° Hodograf vektorske funkcije @ = @ (1) je skup krajnjih tacaka
vektora @ sa podetkom u datoj tacki O. Tacka O je pol hodografa.
3° Kaze se da vektorska funkcija @ = @ (t) ima za grani¢nu vred-

nost vektor 7, kad ¢ — «, ako 1 samo ako:
(Ve > 0)(36(e) > 0) (V) (0 < [t —a] < 6(e) = |@(t)— b| <e

Pise se [lil;l 77(75) N

P— — o1 . .
4° Izvod funkcije @ = @' (t) u tacki t, naziva se vektor

—> Y =
S a (t+ At) —a'(t)
cO=dm A

ako ova] limes postoji.

5° Skalarno polje. Skalarna funkcija w(7') = u(z,y,7), gde je 7
vektor polozaja tacke M(x,y,z), zajedno sa svojom oblaséu defin-

isanosti, je skalarno polje.

ou— O . y . )
Vektor —u—_[) + l? + “T je gradijent skalarnog polja u tacki
Jz y 0z

M(z,y,z), a oznacava se

127
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ou— Ou— Ou—
gradu = — 1 k.

+ 77 + 5
oc " oy’ T oz
Izvod w datom praveu. Neka je [ pravac odreden jediniénim vek-

H 4 o
torom | = (cos av,cos fF,cosy). Izvod funkcije u(x,y,z) po praveu l
du

e

w datoj tacks M(x,y, z), u oznaci

du ou 4 "Ou P ou
s o+ — — cOS
0= co 3y cos ~ oS Y.

6° Vektorsko polje. Vektorska funkcija @ (7)) = @'(2,y,2), za-
jedno sa svojom oblaséu definisanosti, je vektorsko polje.

Vektorska liniyja vektorskog polja je kriva kod koje je u svakoj tacki
vektora polozaja T tangenta paralelna sa vektorom @ (7)), tj. vek-
torske linije su odredene jednacéinom

@ % dr = 0.
Diwvergencija vektorske funkeije
oW = (P(x,y,2),Q(2,y,2), R(z,y,2)),
u oznaci div @, je:
.,  OP 0Q

liva = —
AT e i Ay + 32

otor vektorske funkcije @, u oznaci rot @, je:
Rot ktorske funkeije @', u oz ta, je:

— — —

2 J k

= 0 3] 0
rot a = — = —
Ox Jy 0z

P(a,y,2) Qlayy,2) Rlv,y,>).
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1.2. Zadaci

1.2.1. Vektor poloZaja pokretne tacke u proizvoljnom vremenskom
trenutku ¢ dat je sa

-
?

() = 242 W

— 2
+ g + 3tk
Odrediti: 1° Putanju tacke. 2° Brzinu. 3° Ubrzanje.
Resenje. 1° Putanja je kriva data jednacinama:

r = -*21‘,2, y=1, =z= 32,

20
o (d—lﬂd—z> = (—4¢,0,6¢).
dt dt  dt  dt
3°
Y
dt® ’

1.2.2. Data je jednacina kretanja
7_>(t) =acost 1 +bsinty) +ect k.

Odrediti trajektoriju kretanja, brzinu 1 ubrzanje kretanja, intezitete
. . 9 ?
brzine 1 ubrzanja u proizvoljnom vremenskom trenutku t.
Resenje. Trajektorija je zavojnica: © = acost, y = bsint, z = ct.
. d7

v o= 7 = —asint ¢ +bcostj +ck,
0

Z*A,
s d?r e . il
w = " = —acost i —bsint j,
dt?

|7 = Va2 + b2 +c2,  |W|=Va? + b2

1.2.3. Dokazati sledece jednakosti:

1% grad(ciu 4 ¢av) = crgradu + cagradv
2°  grad(uv) = ugradv + vgradu

veradu — ugradv
2

u
3° grad— =
>t "

40 gradf(u) = f'(w)gradu.
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Resenje. Dokazaéemo jednakost 1°, a ostale se na slican nacin dokazuju.

A Ou Sv\ — du v\ —
grad(ciu+cav)=eg—+eca— ) ¢ + 1 — 42— ] J
O O Ay By

N ( Hu n {}v) 7
(&3 o —— v
! Oz 2 Oz

= ¢y (gradu) + ez (gradv).

{
1.2.4. Naé % u tacki 79 = (1,—1,2), ako je

—_> .
u=xy+az a | =(cosa,cosf,cosy).

Izracunati |gradul| u toj tacki.

Resenje. Nalazimo

lu \
% = (gradu)e¢ = (y + z)cosa+ wcos f + x cosvy.
dl

U tacki 75 (1, —1,2) je

u
— = cos v + cos J -+ cos 7,

dl

dok je intezitet |gradu|: |gradu| = /3.

1.2.5. Naéi izvod funkeije
wW(7) =a® —y* +32% +ayz

u tacki My(—1,1,1) po praveu vektora e = (—1,0,0).
Resenje.
— — —
gradu(Mp)=4: —435 +5k.
(lu(Mo) R
.

—4.

1.2.6. Date su funkcije

wp =22 +y? 422, up=a’+y’ 2t

Naéi odgovarajuée ekviskalarne povrsi i gradijente.
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Redenje. Ekviskalarna povrs za funkeiju uy je

cr = el +y? 422,

gde je 1 = ui(wy, Yo, z0). Odnosno, ekviskalarna povrs je data sa w? +y? 422 = ¢.

— — —
graduy = (vi +yj +2k).

- — —
graduy = 2(x i +yj +zk).

Akoje 7" =w i +yj + 2k, vektor polozaja proizvoljne tacke M(x,y, 2), to je

ur =u (7)) = |77, us = ua () = |7
pa je
T —
gradu; = ——,  graduy =2(77) =27,

I |

1.2.7. Odrediti vektorske linije vektorskog polja @' (7 ) =

- . PR . —_— . . . [N
Resenje. Vektorske linije datog vektorskog polja @ nalazimo iz jednacine
— —

a xd7r =0,
Naime, imamo sistem diferencijalnih jednacina

ydz = zdy, adz=zde, ady=yde,

¢lja su redenja
y=ocrz, x=c9Z, Y= csn.

—

Dalkle, vektorske linije vektorskog polja @ su linije preseka ravni

Yy ez, &=z, Y = Cax.
1.2.8. Naéi oblast definisanosti i ekviskalarne linije skalarnog polja
u(w,y) = /4 —x? — 2y2.

Resenje. Oblast definisanosti funkcije u je

il,z l2
fes

<

<1

v

4



132 VEKTORSKA ANALIZA .

Sledi, oblast definisanosti je skup tacaka koje zadovoljavaju uslov

o
& 2

—4“-5-

z\.a|QQ
1A
—

Ekviskalarne linije nalazimo iz jednakosti

4 — w2 — 292

za ¢ 2> 0, odnosno, ekviskalarne linije su

(1) !

Za 0 < ¢ < 2, jednaéina (1) je elipsa sa poluosama a? = 4 — ¢?, 02 = (4 — 2)/2.
Za ¢ = 2, ekviskalarne linije se svode na koordinatni pocetak.

1.2.9. Dato je skalarno polje u(w,y, 2). Dokazati da je u svakoj tacki
My, gradu(My) normalan na ekviskalarnu povrs datog polja koja pro-
lazi kroz tacku My.

Resenje. Neka je « ekviskalarna povrs polja u(w,y, z) koja prolazi kroz datu
tacku My (xo, yo, 50 ). Nalme, povrs «v ima jednadéinu

u(z,y,z) = co, cog = u{o, Yo, 2n).

Neka je

(1) T =) i +y) T +2OF,

proizvoljna kriva koja prolazi kroz My(wo,yo,70) 1 lezi na dato) ekviskalarnej
povrsi «a, odakle vazi jednakost

(2) u(w(t), y(t), 2(t)) = co.

Diferenciranjem (2) po t, nalazimo
(3) grad u - (T)I(to) =0,

gde je 7/(tg) tangentni vektor krive (1) u taéki Mp. Prema (3) sledi: gradu(Mo)
je normalan na svaku krivu ekviskalarne povrdl o koje prolaze kroz tacku My, a
to znaéi i na svaku ekviskalarnu povrs «.

1.2.10. Nadi jediniéni vektor ng koji je normalan na povrs F(z,y, z)
= 0 u proizvoljnoj tacki M(x,y,z) date povrsi.
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Resenje. Neka je u(x,y, z) skalarno polje. Ekviskalarne povréiu polju u nalazimo
1z jednaéine
u(e,y, z) = .

Jedna mogudnost je ¢ = 0, tj.

(1) u(w,y,z) = 0.

Vektor , )
u—  Ou—  Du

gradu(M) = gu-—  ou - Ou -

Ow oy T 0z

je normalan na datu ekviskalarnu povrs (1) u tacki M (prema prethodnom za-
datku). Trazeni jedini¢ni vektor ng je dat sa

. grad u(M)
ng = ft———-—-
|gracdu(M)]

1.2.11. Dato je skalarno polje
U’("Ua Y, Z) =In (4172 + 1]2 — 252) .

Odrediti oblast definisanosti funkeije w1 gradwu w tacki My(1,1,1),

Redenje. Oblast definisanosti funkeije u(a,y, 2} je
@’ + yz > 22

Dakle, oblast definisanosti je skup svih ta¢aka prostora B? kaje su spoljagnje za
konusnu povrs 2% 4 y¥ = 22, odnosuo, B3 bez unutragnjih i bez rubnih taéaka

v ] 2 2
konusne povr§i »~ 4 y° = z°.

gradu(M) = — - o i+ gT — k-/w#),

e+ Yyt —z

a i tackl My Je

. —_—

grad u(My) = Z(T + 5 = k)

: o 5 N

1.2.12. Neka je 7 = (x,y, 2) vektor polozaja tatke M(x,y,2) a @
. - . . s . . o

1 b konstantni vektori. Nadi gradw i ekviskalarne povidl skalarnog

polja
—
—
w=(da xb) 7r.

Resenje. Skalarno polje je

u = w(asbs —azby) + y(braz — a1 bz) + z(uy by — azby).
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gradu = @ x b
@ X b, jer

s
P t
T =

Ekviskalarne povri su paralelne ravni sa normalnim vektorom
gradu -7

se dobija 1z jednakosti

Y z
242 =
c

()

i
-+
a

ili, u segmentnom obliku
gde smo uveli oznake:
asbs — azby b azby — aybs a1by — agby
= 2 ~ 0= e )
|3
Y

bl

a = o

1.2.13. Neka je 7 vektor polozaja tacke M(x,y, z). Naéi grad |7’

7)), gde je f(r) diferencijabilna funkeija.

grad f(
Resenje. Kakoje v =a ¢ +yj +z k, toje
|77 = Va? 4y + 22,

grad f(r) = 70 - f'(»).

grad |72 = 3|77 7,
, gde je 7 vektor polozaja tacke M(z,y, z)

pa je
R —

. A

1.2.14. N'd,(:l glad:—i———;

. 7’

avektori @ 1 b su konstantni vektori.

Regenje.
@
grad — = 5
1.2.15. Nadi izvod skalarnog polja
2 2 2
@ Yy z
“’(‘7’7.1/7‘“) - 4 + 3 + 9
7. Kad je taj izvod jednak

u tacki M(x,y,z) u praveu vektora

2 -
gradu(M) = — i

i
=)
+
|

lgradw|?
Resenje.
du
— = gradu - 7y,
dr
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-, =
(i +yj +zk),

Kako je
T 1
gy o= — =
7]
to je
du u(w,y, z)
dr 7
. .
Ako je — = |gradu|, onda je
dr
gradw - 7y = |grad u]
Odatle nalazimo da je gradw = K - 7y. Naime, za
22 .2
y
€, = — 4 — —
ulw, g, 2) = -+ o

du

vazi nejednakost |gradu| # o
1.2.16. Dato je skalarno pol

‘1’2 52
w(e,y,z) =1— ((’Z + 7)

w1 tacki l\/[((l/\/§7 07(?/'\&) u praveu unutrasnje

C

2 -2

{

Nadi izvod pol
normale u tacki My krive

a?

Resenje. Za [unkeciju
w(w,y,z) =

lmamo
grad u

U tacks My ((L/\/E) 0, (/\/§> nalazimo da je
\/— \/“ﬁ

- V2%
(&

glad w(My) = ——

(1)
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Jednacina povréi je

2 2
x z
St — 4+ ——-1=0
a? c? ’
pa je
| 22—  2z—
gla(b__—?z +7k‘
a e
Kako je vektor normale dat sa
— grad S m
nw o= —
|grad S| A’
gde smo uveli sledeée oznal
N r — z -
n = — i +—=%k 1 A=
a? c?

to je vektor normale u tacki M (a,/\/i, 0, (/\/E)

(c,0,a)

nM:::I: — =
Va? 2

Vektor nps gradi tup ugao sa pozitivnim delom z ose, pa je jediniéni vektor nor-
male u ta¢ki M dat sa

(c,0,a)

Va2 ¥ %

(2) e = -

Prema (1) i (2), sledi

du(M) — o
TR gradu(M) - ng _a—(\/;(a + c2).

Tako nalazimo da je

du( M) \/Z(a c?

dl

1.2.17. Nadi vektorske linije Vektorskog polja:
- = —

1° @ =uai k i
Reéeilje. 1° Vektorske lininije se nalaze iz jednagine @ xd7 = 0, odakle dolaz-

imo do sistema diferencijalnih jednacina:

() ydz = —zdy, zde=wadz, ady+yde=0.
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Resenje sistema (1) je:
TY =, z=che.

Trazene vektorske linije su u preseku povrai

vy =c¢1, 2z = cow.

—

ol T T ek T xdT - - ite bl
2901z @ = ¢ +ak i a xdi =0, nalagzimo da su vektorske linije polja
« = i +ak odredene presekom povréi:
2
"

Y =y, z:%z——{—cz.

1.2.18. Odrediti vektorske linije vektorskog polja

_->
p=
a = .
[ |2
Resenje. Vektorsko polje je
— i +yg 2k

¢ije su vektorske linije redenja jednacine '« X d7° = 0. Naime, vektorske linije

vektorskog polja @ nalaze se u preseku povrsi
Z = ey, @ =Ly

a to su prave

pri cemu su 1 1 ¢y realne konstante.

-,
1.2.19. Nadi divergenciju i rotor vektorskog polja @ = 2% i +y* 5 +
J— -

2k
Resenje.
diva = 2z +y-+z), rot T =0.
U tackama van ravini @ 4y + z = 0 vektorsko polje @ je bezvrtlozno, jer je
rot @ =0, adiv@ # 0 u tackama van ravni x +y + 2z = 0.

U tackama ravni @ + y + z = 0, polje @ je potencijalno, jer je rot @ = 0 i

R—
cdiva = 0.
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1.2.20. Neka je f(r) diferencijabilna funkcija a
T =2t 4yt 4+ 2k

dati vektor. Nadi div (f(?)?) .
Resenje.

A ()7 = div (£002 T 4100 T + 50 )
)

fr’ (77) +2f(r) (‘7”7> )

pri éemu je T = (1, 1,1).

1.2.21. Dato je vektorsko polje

[2

b =yz

— —
+az g +ayk.

,e - . . - . (U . - P
Naéi rot b 1div b . Moze li vaziti jednakost div b = 07

— — Lo
Resenje. Kako je rot b = 0, to je polje b hezvrtlozno. Posdto je div b = 0,
—
polje b je Laplaceovo u svim tackama prostora R3.

1.2.22. Neka je dato vektorsko polje

gde je f(r) diferencijabilna funkcija. Naéi f(r) tako da je div @’ = 0.

Resenje. Primetimo da je diva = 3f(r) 4+ rf(r). Funkciju f(r) nalazimo iz

jednagine
(1) 3f(r) +rf'(r) =0.
Resenja jednacine (1) su

£or) =

[
/(2% + y? + 22)3

Sledi
diva =0 za flr)y = —.
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1.2.23. Ako je ¢ konstantni vektor a 7 vektor polozaja tacke
M(x,y, z), nadi:

rot (f(7)7) X 7) 1 rot (T) : f(v)?) .

Resenje. Prema poznatim osobinama rotora, nalazimo da je

rot (f(v')"?T> X 7) _ S0 ((T X T’) X T) —2f(r)7C.

P

rot (T’]‘O)T) = —7¢ x grad f(r).

S]ed} :

vt (7100 7) = L0 (75 7).

r

1.2.24. Polje @ je potencijalno (u prvom oktantu) ca potencijalom
f(r), gde je f(r) dvaput diferencijabilna funkcija. Odrediti f(r) tako

da je diva = 3.

Resenje. Polje @ je potencijalno, pa je grad f(r) = @, a onda je diva = 3.
Dalkle, vazi jednakost

(1 20 f(r) + 6f(r) = 3.

Resenja jednagine (1) su
: 2
r 1
f(?'): _'"2'+C‘2>
,

gde su c1 i ¢y proizvoljne konstante.
1.2.25. Polje @ je potencijalno u prvom oktantu sa potencijalom
r2 (1), gde je f(r) dvaput diferencijabilna funkcija. Odrediti funkciju

f(r) tako da je @ Laplaceovo polje.

Resenje. Kako je grad (r?f(r)) = a1 diva =0, to je

o)==+ 5

r2
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2. TEORIJA POLJA

2.1. Uvodne napomene

1° Neka je
@ = P(x,y,2) i +Qe,y,2) ] +R(x,y,2)

. —_ ‘ : o .
dati vektor. Fluks vektora @ kroz odredenu stranu povrii S je
povriinski integral

F:// 7-7(15:// (Pcosa +Qcos i+ Reosy) dS,
s 5

gde je -

= (cos a, cos 3, cosy)

jediniéni vektor normale na S (uzet u pozitivnom smeru). Ako je S
spoljasnja strana zatvorene povrdi koja ogranic¢ava telo V, tada vaz
formula Ostrogradskog.

2° Rad (cirkulacija) vektora

duz krive ¢ je krivolimjski integral
R = /“d’d? = /Pdm+Qdy+Rdz.

. . . .. — . . .
Ako je ¢ zatvorena kriva, cirkulacija vektora a” duz krive c je:

czjéﬁ. d?’:// ot @ dS.
c S
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2.2. Zadaci

2.2.1. Dato je vektorsko polje
@ =a + (y — (1,)7).
Nadi rad datog polja po prvom luku cikloide
v =a(t—sint), y=a(l— cost).
Regenje.
R= / AT = a? /(;2W(t —tcost — sint)dt = 2a? 7.
2.2.2. Dato je vektorsko polje

ey —

, —
v —ay ] tyzk.

—
b =

o . H ~ -
Naci cirkulaciju vektora b duz krive c:

‘ 2 2
;1:Z+yzz(l,, r+y+z=a

= j{?(l? = a’r.

2.2.3. Naci cirkulaciju vektora

Reienje.

a = —arctg ~ 1
X €z

—
+yJ
duz konture koja ogranicava oblast D:

D= {(_;zz,y)}rz < x4 y2 < R27 T <y <z}

Resenje. Oblast D je ogeraniCena krivom ¢ = ¢ + ¢y + 3 + ¢4, gde su krive ¢;:

23
3’ 202

3

cl LY =



142 VEKTORSKA ANALIZA

ey w? +y P+ RY, y= /R - a2
RVZ r 2}

2 709

Cirkulacija vektora @ je

‘ R
C=l 4T+ I+ 1 = ——1n =
. ) 12 r

Primenom Greenove formule, imamo

1 ' /4 R Iy R
C’:—// —_d;z:dy:—/ (lap/ KA el
p x4+ y? 7 /6 . 12 r

2.2.4. Izracunati rad sile
F=27 + 127 + yZTc)
duz krive ¢ odredene presekom povrsi:
2yt =ay, 2 +yiP+t=db 2>0

u prvom oktantu, od tacke A(0,a,0) do tacke B(0,0,a).

Resenje.
3

11 ,
R:/F~d7}:~—aa——a ﬂ-.
c 30 8

Zadatak se mozZe resiti i primenom Stocesove formule, tako sto krivu ¢ zat-
varamo krivom c1: y? 4 z%2 = «? u ravni @ = 0, po kojoj je rad R = (—2/3)a®.

Naime, nalazimo da je

: 11a®  @®
R:‘Z// (at—}—y—}—ﬂ) dedy = — 27
D z 30 8

w2+y2:az, x>0, y>0.

gde je oblast D:

2.2.5. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja

— s : . —
a° = ycosT e -I—(LEZ—I-SID.'L’) 7
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duz elipse
(1) 922 4+ 4y* — 16y + Sda + 61 = 0.

Redenje. Jednacina elipse (1) u kanoniénom obliku je

» 32 _22
(x+3) _I_(y ) _
4 9

1.

Cirkulacija vektora @ duz krive (1) je

C = jg T dT = 2// x dz dy,
c D

gde je D oblast ogranicena elipsom (1). Prelaskom na polarne koordinate, nalaz-
mo da je C' = —36m.

2.2.6. Neka je dato vektorsko polje

— — —

Tz(xv—y—}—a,z)i +(—e+y+bz)j +(ce+y+22)k.

, . s ..
Nadi skalare a, b1 ¢, tako da vektorsko polje @ bude poterncijalno a
zatim nadi njegov potencijal.

Resenje. Polje @ je potencijalno ako je rot @ = 0. Tako nalazimo
J J Jel . J

rot @ = (1 — b)—z> + (a — ()7
Iz uslova da je polje potencijalno, nalazimo b = 1, « = ¢. Neka je u{z,y, )

njegov potencijal. Tada je u{w,y,z) = C'1
g Yy . z
ule, y, 2) :/ (2 —y+az)de + / (—xo +y+2) (ly+/ (awy + yo + 22) dz,
79 Jyo Zg

jer je u(w,y, z) = grad @ . Trazena funkcija je
z? P

u(z,y,z) = =Y + 5 + 22 —wy+avz+ 2y + C.

2.2.7. Dato je vektorsko polje

— -

@ = flay) (2®y* +y) o+ flay)z 5



144 VEKTORSKA ANALIZA

Odrediti diferencijabilnu funkeiju f(zy) tako da dato polje bude po-
tencijalno u oblasti > 0, y > 0, a zatim naéi potencijal datog polja.
Resenje. Polje @ je potencijalno ako je rot @ =0, odakle nalazimo da je

flay) = C (a27)

Za C' = 1 imamo .
Fzy) = (a®y*)
a polje je

! ) - 1 =
= ((arzy2+y) 1 +—2J>
Ty

wly?

Potencijal polja @ je funkcija u(z,y) = & — —, odnosno
Ty

1
ulz,y) =a — — + C.
2y

2.2.8. Dato je vektorsko polje
: b
721’?—{—3/74—213.

Odrediti fluks vektorskog polja @ kroz spoljasnju stranu zatvorene

a? —{—'y2 + 22 =4, z=+/a%+y2

Resenje. Presek povrdi je kriva data sa:

povrsi

eyt =2, =2
. . . . 2
S=85+S59; S1:z=v4—-122-y2;, dS;={-| dzdy,
z
Sy z=+v/a?+y?; dS;=+V2dxdy.

Fluks vektorskog polja @ je:

02 g 2
P:// (l +Y +z) dz dy = 8w(2 — V/2),
D z

gde je oblast D: 2?2 +y? = 2.

2.2.9. Nadi fluks vektorskog polja

: 2
E’:§T+§y7’+z2?
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kroz spoljasnu stranu povrsi S:
2 2
2 4y =ar, >0 2=0, z=1

Resenje.

) = S 12 2
P = // RO (1“,7':/// (——|—~+2z (l:c(lydz:g-—w,
SIE JJv A3 3 9

2.2.10. Dato je vektorsko polje

50—

: )
=2t T (- E

—
s 4 — o .
Naci fluks vektora b =rot @ kroz spoljasnu stranu paraboloida,
2 2 :
4y =z 2=0, z=~h(h>0)

(a) Direktno. (b) Primenom formule Ostrogradskog.
Resenje. (a) Vektor spoljagne normale povrdi S: o2 4+ 4?2 = z je ng =

(2a, 2y, —1). Vektor b je
b =vrot « =2y ¢ +20 5 4+y° k,
a fluks vektora b kroz povrd 5 je

= h?
P = // b -ngpdS = -~—L—7r.
Js 4

(b)Da bismmo primenili formulu Ostrogradskog, zatvorimo povr§ S sa S1: z = h,

po kojoj je fluks vektora b jednak

5, 4

Primenom formule Ostrogradskog, imameo

Pg://?rﬁdb“:/// Odedydz =0
JJS JJV

pa je fluks
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2.2.11. Naéi fluks vektora
— — : —
@ =azy1 +y’ +(:B2——zy) k

kroz spoljnu stranu cilindra

2 2\ 2 2 2
€ Y oz Y .
<a—2+7)7> =— - 1 0<z<h.

a? b2

Resenje. Uvodenjem polarnih koordinata; @ =.ar cos¢, y = brsin e, 1 zatvaran-
: T ~ - . . —
jem povrd S sa S1: 2 =0 1 S9: z = h, nalazimo da je fluks vektora a”:

f V ' b3}
P=3 /// y2dedydz +h // ydaody = ¢ ]L
Jv JJDy 16

<£L’2 4 y? >2 _ x2 y?
a? b2 T a2 b2’

a oblast V je unutrasnjost tela ogranicenog povrsima S, 51 1 S5,

(3w — 8)

gde je Dq:

2.2.12. Neka je S unutragnja strana tela
:E2+y2 = z°, :1:2+y2+z:2, z > 0.
Naéi fluks vektorskog polja
— -
@ =xi1 +2yj —zk
po povrii S: (a) Direktno. (b) Formulom Ostrogradskog.
Seni G 1 G wde e G m? g — =
Resenje. (a) 5 =51+52,gdejeS1: a4y =2—z;ng=—2z ¢ +2yj + k

— — —
Sy:z=va2+y?, no=—(xi +yj —zk).

).

P :/ @ng ds; = 0,
S

1
5
PZZ// 71’76(“)'2:—%”‘
So 3

(b) Primenom formule Ostrogradskog, imamo

5
P:—/// div?da’,dydz:—‘Z/// da:dydz::—:—.
JV v 3
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2.2.13. Dato je telo V ograniceno povrﬁi‘mau
2yt =2, 2t 4yt =2
Nadi fluks vektorskog polja

- = =
W =a1i +yj +zk

po spolinoj strani S tela V' (a) Direktno, (b) Formulom Ostrograd-
skog.

Resenje. (a)

P:P1+P3:4w(\/§—1)+g:g<8\/§—7>.

2.2.14. Dato je vektorsko polje @ = r? (7 X gradr) za ¢ =

1 L= .
(1,1,—1). Naci fluks vektorskog polja @ kroz spoljasnu stranu tela
ogranicenog povrsima:

eyt =2 x>0, 0<z<h, y>0.

(a) Direktno. () Formulom Ostrogradskog.
Redenje. (a) S = 5 + 59 + S5 + S4, pri cemu je:

‘ 9 9 s { .
Sy at 4yt =2t ng = (,y,2), dS = V2 daw dy.

—_ - -
Serz=h, ng=k, d5; = daxdy.
S3:w=0, ng= -7 dSs = dy d=.
Se i y=0, ng=-—4, dS = dedz.

Kako je » = a2 + y? + 22 to je
o= ((_ x grad )> =2z + y)T — (2 + ;13)7 +ri(y —a) k.

Fluks vektora @ je sada P = P, + Py + Py + Py = 0, jer je:

Plz// W -ng dS; =0,
5,
Pg:// 7"&6’(152:0,
5y
o 5h5
Pg:// 7'71@([;5'33—;,
Jsg 12

‘/‘ — d ~ 5IL5
a -ngdSy = —.
S _ 12
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P://T%TS(IS: /// Odedydz = 0.
JJS JJJIV

(h)



IV GLAVA
LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

1. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

1.1. Osnovni pojmovi

1° Kompleksna funkeija f realne promenljive ¢ je original ako
ispunjava sledece uslove:

1° funkeija f je, zajedno sa svojim izvodima do n tog reda, ne-
prekidna;

2° f(t) =0 zat <0

3° postoje pozitivni brojevi M 1 s takvi da je

|f(1)] < M - et (t > 0).

2° Laplaceova transformacija L(f(¢)) (slika funkcije f) definisana
je sa

vt oo

(1) L) = Fo) = [ fed pec

J 0

3° Konvolucija neprekidnih funkeija f 1 ¢, uw oznaci f*g, je integral
it
f(t)*g(t) = / Flt —w)g(u) du.
0 .

4° Neka je t — f(t) original ¢ia je slika F(p). Tada je

L™ (F(p)) = £(1)

inverzna Laplaceova transformacija .

Primedba. Problem odredivanja inverzne Laplaceove transforma-
cije resava se metodama kompleksne analize, koje mi ne izuéavamo.
Ovde éemo dati primere odredivanja inverzne Laplaceove transforma-
cije nekih racionalnih funkeija, koje se najcesce srecu u praksi.

149
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1.2. Zadaci

1.2.1. Polazedi od definicije Laplaceove transformacije, odrediti slike

sledecih originala:

1° flty=e ", a>0; 2° f(t)=e" a>0;
3% ft) =1t a>-1; .
4° f(t)=1", neN; b° f(t)=sinat; 6° f(t) = cosat.

Resenje. 1°

+oo + oo
L(e™*) = F(p) = / Ly / e—tatn) gy
JO 0

1
= , p> —a.
p+a
20
+ oo ‘ . 1
L{e*) = F(p) = / e P9 gt = , p>a.
0 p—a
3°
; e
L(t™) = F(p) = / Y e Pt dd.
0
: . du
Smenom: pt = u nalazimo dt = — za u € [0, 4o00),
p
+co o lu 1 + oo
L(t*) = / (E) e St = / u®e " du =
0 P P pet Jo
_ M+ 1)
pcv—{—l
gde je

+co
[(x) = / et dt
0

gama funkcija.

40
oo L(n+1
L(t") = / e P gt = -——<n + )
Jo p7L+1

Medutim, koristeéi osobinu gama funkcije

I'(e 4+ 1) =2(2)
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dobijamo
n+1)=nn—-1)...2-1=n!,
Sledi \
ny 1l

1
Za n =0, imamo L(1) = —.
p

50
+ oo
L(sinat) = / sinate™P* dt.
0
Parcijalnom integracijom: u = sinat, du = acosatdt, v = —%e‘pt, nalagimo
. a [t
L(sinat) = — / e~ P cos at dt,
‘ P Jo
.. . .. . L, .
odakle, metodom parcijalne integracije: u = cosat i v = — —e¢~P*, nalazimo
P
a
L(sinat) = ———.
60
+ oo
L(cosat) = / e P! cos at dt,
0
odakle, kao u prethodnom primeru, nalazimo
P
L(cosat) = ———.
( ) pZ + a2
Primedba 1. Laplaceova transformacija originala f(t) = e,

f(t) =sinat i f(t) = cosat, mogu se odrediti i na drugi naéin (videti
Matematika IT).

1.2.2. Orediti Laplaceove transformacije sledeéih funkcija:

1° f(t) =sin®t; 2° f(t) =cos’t; 3° f(t) = cos*t;
4°  f(t) =sin*t; 5% f(t) = sin 3t cos 2t;

6° f(t)=e *' +3sin2t+5cost —6; 7° f(t) = shat;
8° f(t) = chat.
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Resenje. 1° Koristeéi Teoremu o linearnosti, imamo:

L(sin®t) = L (Lﬂf)

2
2

p(p? +4)

2° Koristeéi pomenutu Teoremu o linearnosti, nalazimo:

(L{1) — L{cos2t) =

B | =

1 2 92
L(cos®t) = —L(1 + cos2t) = __p2_+_
2 e +4)
3° )
1 2
Lcostt) = L ((__zr__zt> ) _
-2
L 2
= ZL(1—|—2cos2t+cos 2t) =
1/1 2p 1
=g\t 5T =L(1 4t
4(p+p2—|—4>+8 (1 4 cos4t)
_8<p+p2+4+p2+16)'
4:0
1~ cos2t\?
L(sin*t) = L (__C_OS__) :}_(_?1_ 4p L P )
2 s8\p p2+4 p?+16
50
1 2
L(sin 3t cos2t) = — L(sin5¢ +sint) = 3p” 413 .
? (p? +25)(p* +1)
60
- . 1 6 5P
L(Ff(t)) = L(e~?* +3sin2t+ bcost — 6) = + + _
(F(0) = L( IS S
70
__1 at —aty __ a
Heha) = gL (" =) = s
80
L(chat) = LL(e®t 4 e=ot) = P
2 pZ__aQ'

1.2.3. Odrediti Laplaceove transformacije sledeéih funkcija:
1° f(t) = e**cos3t; 2° f(t) = e *'sin3t;
3° f(t) =ecosbt; 4° f(t) = e sinbt;
5°  f(t) = e ! cos 2t cos 3t.

» .
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Resenje. 1° Na osnovu Teoreme 3 (videti Matematika IT),

L(e* f(t)) = F(p —a), akoje F(p)=L(f(t)), a€C,

sled1 9
L(e? cos3t) = —p_—,
( ) (p—2)2+9
jer je L(cos 3t) = pzi 5"
20
—2t 3
L(e s1113t) = e—
(P+2)2+9
30
at — p—a
L(e COS bt) = m
40
L(e®* sinbt) b
sin = |
(r— a)? +17
50

L(e " cos2tcos3t) = = (L(e ™" cosbt) + L(e ' cost)) =

+ N

_ 1 ( p+1 p+1 )
2\(p+1)2+25  (p+12+1/°
1.2.4. Odrediti Laplaceove transformacije sledecih funkcija:
1° f(t) =t’sinat; 2° f(t) =t*sht; 3° f(t) =t"e™"
4° F(t) =tcosat; 5°  f(t) = (t+2)%"
Resenje. 1° Na osnovu teoreme o diferenciranju slike (Matematika IT), sledi

' . a " 9 '
L(t2 sinat) = (—1)2 <m> = <(—pzT—:;)—2—> =

_ 2a(3p? — d?)

(p? + a2)?
2° ; 1 "
L(t? sht) = (=1)? <p2 — 1) =
_ ( —2p )’_ 2(3p% + 1)
IR EV A (T VN
30

—— " 1 (")_ n!
Ligte™) = (=1 (m) = g e
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40
2 _ 2

P a

L(t cOos at) = m—
50

2 4 4
p-12 (»-1% p-1

L((t+2)°€") = L(t%e") + 4L(te') + 4L(e") =

1.2.5. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkeije f(t) = |sint|.

Regenje. Kako je

. sint, t € [0,7]
Isint| = .
—sint, t€ [, 27),

to je
1 i pt J
L(|sint|) = F(p) = ———— e Prsintdt.
(sint) = F) = y—— ["e7'si
Primenom parcijalne integracije u = sint, du = costdt, v = ——e¢~P! na integral
P o
K
I:/ e Plsintdt
0
imamo ‘
1 _ T s 1 B —pt
I = ——e Psint]] + ~ e P cost di,
p P Jo
. .. . .. . . 1 1
odakle, primenom parcijalne integracije : u = cost, du = —sintdt, v = ——e~P?,
S P
nalazimo .
‘ 1 1
1-|————)I: —e TP 4 —
( p? p? p?
odnosno
14 e
j— 1t
p?+1
Sledi
. 1 -TP 1
L(]sint]) = te

1—e-m p2+1

1
1.2.6. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkeije f(¢) = §(sint +
| sin ¢]).

Resenje. Po Teoremi 6 (Matematika IT):

50 = ;g [ FOe
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gde je f(t) periodi¢éna funkcija sa osnovnom periodom w, sledi

L(—;—(sint +[sint]) = %(L(sint) + L(|sint])+

1 ( 1 1 1—}—6"7‘7’)
= — + . —
2\p2+1 p2+1 1-—e-7P
1
(P* +1)(1 —e~pm)’

1.2.7. Odrediti Laplaceovu transformaciju slede¢ih funkeija:

o sint R sht R et — bt
1 ) === 2 fit)=— 3 f)=——

Reienje. Po Teoremi o integraciji slike (Teorema 8, Matematika IT)

£ (42) = [ s

gde je L(f(t)) = F(p), sledi:

10
int teo g
L(sm )z/ 4 :imarctgp.
t » p2+1 2

L(§E>:lmp+y
t 2 p—1

at _ bt +co 1 1 —b
NG SR PR
t Jp p—a p—"b p—a

1.2.8. Odrediti Laplaceovu transformaciju funkeije f(t) = fot(u2 —
cos 2u) du.

30

Resenje. Prvi nadin: Kako je

! 1
f() = / (u? = cos2u)du = — — —sin2¢
0 3 2

to je
1 2 1

Drugi naéin: Po teoremi o integraciji originala, sleds

L(f(t)):%(—z)—— P ):3_ !

ps pz_|_4 p4 p2—|—4;'
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1.2.9. Odrediti Laplaceovu transormaciju funkcija:

t t _au __ bu
1° f(t) = / shu du; 2° f(t) = / £ T
0 0

U u

Resenje. 1° U zadatku 3.1.7 nasli smo

L(—S—h—f> SR
t 2 p-—1

Primenom teoreme o integraciji originala (Matematika II), sledi

~ ettt
L(f(t) = 2 lnp 3

2° ' b
L(f(t) = llnp .

p p—a

Laplaceova transformacija nekih elementarnih funkcija data je u
Tablici 1.

Tablica 1
Redni broj| Original Slika
o [la+1)
n n)
3 .tn at 1
n! ¢ (p—a)tl
- a
4 sin at T a2
P
5 cos at m
a
6 Sh at m
jy
7 Ch at m
8 in? at 20
sin” a ——
p(pj + 4a22)
o2 _p° 4247
9 cos” at p(2p2 —|—24a2)2
: a((p® + a* — b*)
10 sin at cos bt
(P2 + (a —0)?)(p* + (a + D)?)
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Redni broj| Original Slika
p(pz _I__ az + bZ)
11 cos at cos bt
(P2 +(a— b);)%zﬂ + (a +b)?)
. . aop
12 sin at sin bt
(P? +(a— 5)2)6(132 + (a + b)?)
13 —etgin bt —_—
e % gin Graf 10
+a
14 . —at bt __pra
e % cos e i‘la)z e ~
Ny 7 - N
15 — sin at (p+ az? (p — at)
n! 2i(p? + a?)nt!
D TR EPTAVES |
16 — cos at (p + az) + (p az)
n! 2(p? + a2)rt1
b
17 —atsh bt -
o (praf P
- p+a
1 @t oh bt —_—
8 e C ot a2 —
" P+ —(p—a)™
].9 —n—!shat 2(p2 — az)n—l-l
t" (p+a)" ' +(p—a)"*
20 achat 2(p2 _ (12)"+1

INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA
- 1.3. Zadaci

1.3.1. Odrediti funkciju f(¢) ako je:

. p
1° F(p) = ;
) = -9 — 31D
2
o 3 p*+p ,
2 F(p)—(p2+3p—4)(p2+p—6)’
2
o _ p+p+1 _
¥ 0= T v ety
p? —4

Y Ee) = TN st d)

157
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<] _ 4 .
50 Rl = p?(p — 3)(p? — 6p +9)’
o _ p’—p—6 _
6 Flo)= p*(p—3)*(p* —2p—3)’
o B P-1 B p+1
7 F(p)= 1D 8° F(p)=

(-1 +4)

. _ p*+2 ) o B p*+1 ,
M ey r e R Pt

10
11° F(p) = .
¥ = Grraper iy
Resenje.
1° 1
F) = LN ER) = ¢ (¢ + e — et = o).
20

A B C D
F(p) = + ;
| ~1 " p+4 p-2 p+3
gde konstante A, B, C i1 D, zadovoljavaju uslov

P +p=Ap+4)p? +p+6)+ Bp— 1)z +p+6)
+Cp - D+ (p+3)+Dp-1)(p+4)FP-2)

Naime, nalazimo da je: A = — %

38 3 6
f(t) :L_l(F(p)) — _let _ _e—4t + ___eZt b — ——3t.

55° 55 1 11
30
3 1 1 1 3 1
D=L Y (Fp)=L"1{—=. - b ):
=17 =17 (3 5 - 1 T+ iy
__.133i 1—-i 3—2t
=5¢ T1° tye o
4:0

11 1 5 1 11

) =L~ Y(F :L‘1<————— -2 - ):
@) (F) p 10p—1 6p+1 15p+4
—41
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50
f(t) = L7Y(F(p))
11 1 2 3
_—_L—1<——-——+ — + ):
p p* p—-3 (p—3)% (p-3)3
:—1—t+e3t(1+2t+%tz>.
60
f(t) = L™H(F(p))
:L_l( p+2 ):
p2(p = 3)2((p+1)
___L—1<__233__2_L_i?__1__
189p 27p% 189p+1
2
+L—1(2__1__z§_2__1___>:
189p—3 189 (p — 3)2
22 2
T 189 27
10 _, 22 4, 152 4,
- == t
189 t 19 T e
70
5 1 1 1
=L~ Y(F :L"l(— - ):
f(t) (F(p)) 1279 4p7 i1
1
= —sindt — —sint.
12 4
80
- 2 1 12p—3
=L~ YF :L"1<— —_— )::
f@) (F(p)) Fp—1 5p’ 44
2, 2 3 .
= —eg' — —cos2t + — sin 2t.
5 5 10
90
_ 1 1 3 1 1 p
)= L7N(F :L1<_— 42 41 >:
O =17 Sprz T iGADr 5GP 44
= ~—;—e_2t + %te"u -+ %cos 2t.
10°

) =L (F(p) =
—L-l( 6 1 2 1 16p+9>

Bptl 5(pa P 2mp?id
6

=——e t 4 2te"t —+ —6—c052t—1— —E—)—sinZt
25 5 25 50 '

159
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11° :
F(t) :‘L_l'(F(p)) = %(sinZt — 2t cos 2t)+

40 5, .,
+ E(COS 2t — cost) + §(s1nt — tcost).

1.3.2. Odrediti funkciju f(¢) ako je njena Laplaceova transformacija:

1 4p
° F(p)= —-: 2° S AN
1 (p) CESVAN F(p) R
o p o 2p+3
3° F(p)=-—"—: 4° F(p)= .
®) =G V)= G T ap 137
Resenje. |

1° f(t) =te'; 2° f(t) = 2tsint;
1

3° f(t) = Zt sht;
1

4° f@t) = ge_zt(t cos 3t — sin 31).

1.3.3. Odrediti funkciju f(¢) ako je njena Laplaceova transformacija:

2 . 2 2

o

R U L ——
P (p+1) pi(p® +4) P(p—2)

ReSenje. Na osnovu teoreme o konvoluciji, sledi

1° f@t) =Lt (p?—(plTT)> — g(t) % h(®),
pri ¢emu je
g(t) =L (1%) =t, i h(t)=L"" (ﬁ?) ey

Tako nalazimo da je

F(®) = g(t) x h(t) = /Ot gt — r)h(r)dr = /;(t —7m)e Tdr=t—1+e"".

2° f(t) =txsin2t = sin 2¢.

N | o~
| =

1
3° f(t) = 5# * et
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Inverzna Laplaceova transformacija nekih elementarnih funkcija data je u

Tablici 2.
Tablica 2
Redni broj Slika Original
1 ! eat
p—a
T T _¢
2 —e a
1 -{i ap : a
3 P ARE— Z (e?t —1
W —a) Y
4 - teat
(p.—a)?
. 1 el _ ebt
(p —baJ)r(p ~b) a—b
____c_z.].._ ___b_ i atl
‘ plp — a) “+(c+“)e
P
7 — (1 + at)e?
(p—a)?
g P ae®t — bebt
(p —baJ)r(P —b) a—b
cp b
9 c-cosat + =sinat
p2 + (12 a
T T ot
10 m a—2 (6 -1 - (lt)
1 1 et — (1 4 (a — b)t)e?
(p.—a)(p —b)* (a —b)?
1 eat 6bt ect
12 + : +
(p—a)(p - bp=c)| (b—a)c—a) (a=b)(c=b) (a—c)b—rc)
13 e —tZeat
(p—a)® _ 2
14 P : ae® — (a + b(a — b)t)e?
(p—a)(p—b)? (a —b)?
15 P 1 ae! + beb? + ce®t
(E—a)(P;b)(p4C) (b—a)c=a) (a—b({c=b) (a—c)(b—rc)
1
16 g (t+ Lat?) e
j T
17 m ;12-(1 — COS at)
T T
—bt b
18 m a2 + b2 (6 — cosat —I—- z smat)
p ) T
19 (p +b) E— ¢ cos at -+ 2bsin at

p(p? + a?)

a? a?
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Redni broj Slika Original
P 1 gip 2L gh AL
20 g, az,sm\/z_sh\/2~
1
21 —_— Lo (sinat — at cos at)
QZ + ai)Z 2a8
22 1 1 (sin bt _ sin at)
2 2 2 2 2 _ B2 b a
(p2 +a %g) + b2) a b
t .
23 m %a sin at
24 L L (1 l sin at
m aj‘( —COS(J,t——Z—SlIla)
1
25 — Lo ((3 ~ a®t?)sinat — 3at cos at)
QZ + 0323 8a
26 (—2—Ip—7)‘3‘ gﬁf;(sin dt — at cos at)
P a )

1.4 PRIVMENA LAPLACEOVE TRANSFORMACIIE
NA RESAVANIE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Ovde éemo izloZiti primenu Laplaceove transformacije na resavanje linearnih
diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima.

1.4.1. Resiti diferencijalnu jednacinu y' + y = e2! ako je y{0) = 0.
Retenje. Neka je L(y(t)) =Y, tada je

L(y' +y) = L(e*)

odnosno

1 1
pY +Y = ——, odakleje YV = ——
p—2’ (p+1(p-2)

TraZeno resenje polazne diferencijalne jednagine je

- 1 1 t —1
0 =17 (Grmps) =5 )

1.4.2. Odrediti ono resenje diferencijalne jednagine y" +y' — 2y =
te~t, koje zadovoljava uslove y(0) = y'(0) = 0.
Resenje. Neka je L(y(t)) =Y. Kako je
L (y” +y - 2y) =171 (te_t)‘,
to Je
v 1
(r-Dp+2)p+1)?
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TraZeno reSenje je

1 1 1 1 1 1 1 1
vy =17 () =07 (ot Ll )
12p—1 2p+2 4p+1 2(p+1)?
= —1—61 - le"u + le_t - -1—te_t.
12 3 4 2
1.4.3. Odrediti ono resenje diferencijalne jednaéine y'' +y = —2sint,

koje zadovoljava uslove y(7/2) = 01 y'(7/2) = 1.
Regenje. Neka je y(0) = A, y/'(0) = B, L(y(t)) = Y. Tada je

2 Ap B

Y =- + + ,
(P*+1)2  p*+1 p*+1

odakle sledi
y(t) = 1 xtcost+ Acost+ Bsint.

Uzimajuéi u obzir polazne uslove y(w/2) = 01 y'(7/2) =1, nalazimo da je

y(t) = (t—f— 1- g) cost,

1.4.4. Nadi resenje diferencijalne jednagine y*¥ + y" = te™ !, ako je
y(0) =y'(0) = 0, y"(0) = 1, y"(0) = 0.

Resenje.
B 1 1

©p2(p? + D(p + 1)? TN

odakle sledi »

1 e
y(t) =t+ ismt——cost—l—I~ T(?»—!—t).

1.4.5. Odrediti resenje diférencijalne jednadine y""" — y' = cost, ako
je y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.

Resenje.
1

Y e r Do)

odakle sledi 5 " 1
-ty 2oL e 1y
y() = L7 (Y) = 3smt 3¢ +3e .
1.4.6. Odrediti ono resenje diferencijalne jednagine y'"' —y' = 1412,
koje zadovoljava uslove y(0) = y'(0) = y''(0) = L.
Resenje.
1 2 p i

T opi(pr - 1) +p‘*(pz—l) +p2—1+p2—1’
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odakle sledi ) .
_r-1 _ t —1

yi(t)=1L (W——l))_f( —e7 ) —t,

2

_ -1
va(t) = L (10‘*(102 - 1)

1
) = —§t3—2t+ el —e

- p 1
yS(t) =L! (pz 1 ‘|'p2—_1) = cht+ sht.

Trazeno redenje je

3 1
y(t) = y1(t) + y2(t) + ya(t) = =3t + 5(et‘— e”t) — §t3 + cht+ sht.



V GLAVA

VEROVATNOCA

1. VEROVATNOCA

1.1. Uvodne napomene

Definicija 1. Neka Q predstavlja skup svih moguéih ishoda
w jednog eksperimenta. ODbiéno se {2 naziva prostor elementarnih
dogadaje. Skup Q moze biti konacan, prebrojiv ili neprebrojiv.
Slucagni dogaday ili prosto dogadey definige se kao neki podskup od €.
Dogadaj A(C §2) se realizuje ako i samo ako se realizuje neki ishod
w koji pripada podskupu A. Skup svih dogadaja koji odgovaraju jed-
nom eksperimentu nazivamo polje dogadaje 1 oznacavamo sa F. Polje
dogadaja uvek sadrzi (€ F) (1zvestan ili siguran dogadaj 1 0 (€ F)
(nemogué dogaday).

Ako je skup Q konacan sa N = N(Q) elemenata (broj razlicitih
ishoda — elementarnih dogadaja), tada je polje dogadaja palt1t1V111
skup P(Q) i sadrzi 2% elemenata.

Definicija 2. Ako realizacija dogadaja A povlaéi realizaciju
dogadaja B kazemo da dogadaj A mplicira dogadaj B, §to sa
stanovista teorije skupova znaci A C B.

Primetimo da A € B1 B C C povlaéi A C C. Takode, za svaki
dogadaj A vazi ) C A1 A C .

- Akoje A C BiB C Akazemo da su dogadaji ekvivalentns 1 pisemo
A=B.

Proizvod dva dogadaja A i B, u oznaci AB, je dogada] koji se
realizuje ako 1 samo ako se realizuju oba dogadaja A 1 B. Dakle,
proizvod dogadaja je presek skupova A1 B, tj. AB= AN B. Ako su
A1 B disjunkni skupovi, tj. AN B = 0 za dogadaje A1 B kazemo da
su nesaglasni ili da se iskljucuju.

165
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Zbir dva dogadaja A 1 B, u oznaci AU B, predstavlja dogadaj koji
se realizuje ako se realizuje bar jedan od dogadaja A1 B. Ako su A i
B nesaglasni dogadaji, wmesto A U B pisemo A + B.

Razlikom dogadaja A 1 B, u oznaci A — B ili A\ B, naziva se
dogada] koji odgovara razlici skupova A 1 B.

Za dogadaj A postoji suprotan (komplementaran) dogadaj A koji
se realizuje ako se dogadaj A ne realizuje, tj. A = Q\ A.

Definicije zbira 1 proizvoda dogadaja mogu se prosiriti na konacno

mnogo dogadaja A kao

| JAr=41U4d,u-UA,,

k=1

(Ae = AN AN A, = Agdg - Ay,

k=1

Ako je A; N A; =0 (¢ # j) umesto oznake U koristimo oznaku I,
tj. za zbir dogadaja imamo

n

Yo Ap=Ar+ Ay + o+ A

k=1
Dogadaji A obrazuju potpun sistem dogadaja ako je
AjUA U UA, =0

Posebno su interesantni oni potpuni sistemi dogadaja koji se
medusobno iskljucuju 4;4; = 0, za koji je, dakle,

A1+A2++A71:Q

Definicija 3. Funkcija P: F — R naziva se verovatnoéa ako is-
punjava uslove: .
(1) Za svako A € F imamo P(A) > 0 (nenegativnost);
(2) P(Q) =1 (normiranost);
(3) Za disjunktne dogadaje A1, Ay, ... (A;4; =10, i # j) vaii

P(> Ay) =) P(Ay)  (aditivnost).
k k
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Na osnovu definicije verovatnoce imamo
P@)=0, P(Q)=1, P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AB).
Ako je AN B = (), tada iz poslednje jednkosti sleduje
P(A+ B)=P(A)+ P(B) 1 P(A)=1— P(4).

U sluéaju da je © konacan skup, @ = {wq,... ,wn}, svakom ele-
mentarnom dogadaju wy dodeljuje se “teina” P(wy), tj. verovatnoéa
wshoda wy, tako da je

0<Pwy) <1 1 Plwi)+ -+ Plwy) =1

Tada, za svaki dogadaj A € F, imamo P(A) = 3 1, cay P(wr).

Kod tzv. jednako verovatnih elementarnih dogadaja uzima se

P(en) =+ = Plo) = 1,

tako da je za svaki dogadaj 4 € F|

p(ay= 14

gde je N(A) broj elementarnih dogadaja koji ¢ine dogadaj A. Posled-
nja formula definide tzv. klasiéni naéin zadavanja verovatnode.
Trojka (€2, F, P) odreduje tzv. prostor verovatnoéa.

" Definicija 4. Uslovna verovatnoéa dogadaja B pod uslovom koji
dovodi do realizacije dogadaja A (P(A) > 0) definise se kao

P(AB)
P(4)

P(B|A) =

U sluéaju klasi¢nog nacina zadavanja verovatnoce imamo

_ N(4B)
O

P(A) = P(AB)
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pa je
N(AB)

P(BIA) = iy

Iz (:1eﬁ11icije‘uslov11e verovatnoce sleduje
P(A|A)=1, P(®|A)=0, P(B|A)=1(AC B),

kao 1 osobina aditivnosti P(By + By | A) = P(By | A) + P(B, | A).
Pomocu uslovnih verovatnoéa moze se 1‘§kcLchtl verovatnoca proiz-
voda dva dogadaja u obliku

P(AB) = P(B|A)P(A) = P(A| BYP(B).

Neka disjunktni dogadaji A éine tzv. razbijanje sigurnog dogadaja
£, t]. neka je
Ayt Ay oo Ay = 0.

Tada vazi formula potpune verovatnodle
n
=) P(B|Ar)P(Ax),

kao 1 Bayesova formula

P(A)P(B|Ai)
kZ P(B|Ar)P(Ak)
i=1

P(4;|B) =

(i=1,...,n).

Dogadaji A i B su nezavisni ako je P(AB) = P(A)P(B).

1.2. Zadaci

1.2.1. Opisati skup elementarnih dogadaja i polje dogadaja u eksper-
imentu bacanja novéiéa. Sta je skup svih elementarnih dogadaja pri
bacanju n novéiéa istovremeno? Kolika je verovatnoéa pojave grbu
tatno dva puta prin = 37
Resenje. U eksperimentu bacanje novéi¢a mozemo da uocimo ishode posle prvog
bacanja:

— pojava grba na gornjoj strani (),
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- pojava pisma na gornjoj strani (P),

tako da je @ = {G,P}. Oba ova ishoda, tj. dogadaji G i P, su slucajni 'fier
se ne mogu predvideti unapred. Medutim, moze se videti iz uslova eksperim(nta
da su ova dva slucajna dogadaja ravnopravna, tj. jednako verovatna, tako dg je
P(G) = P(P) = 1/2.

Svi dogadaji se moga okarakterisati kao elementi partitivnog skupa od o
Dakle, polje dogadaja je

F= P(Q) = {0,G,P Q).

Ovde mozemo uoéiti cetiri dogadaja;
0 (ne pojavljivanje ni grba, niti pistna — nemogué dogadayj),
G (pojava grba),

b

—_

(pojava pisma),
Q (pojava grba ili pisma — siguran dogadaj).

Skup svih elementarnih dogadaja pri n-tostrukom bacanju novéiéa, ili bacanju
n novcica istovremeno, je

Q=Awlw=_(a1,. .. ,an), a4 = Gilia; = P}.

Broj elemenata u skupu 2 je N(Q2) = 2™ (varijacije sa ponavljanjem n-te klase od
dva elementa). Verovatnoéa svakog od ovih elementarnih dogadaja je P(w) = 277,

Na primer, za n = 3 imamo skup

Q= {(G,G,Q), (G, G, P), (G, P, &), (G, P,P),(P,G, &), (P,G,P), (P,P,&),
(P,P,P)},

sa brojem elemenata N(Q) = 23 = 8. Tako dogadaj A koji predstavlja pojavu
grba taéno dva puta, moze se iskazati na sledeéi nacin

A={(G,GP),(GP,G), (PG G}
Njegova verovatnoca je ‘ .
' N(A 3
Py = XA 3
N©Q) 8
1.2.2. Opisati prostor elementarnih dogadaja u eksperimentu bacanja
kocke, ¢ije su stranice oznadene redom brojevima 1,2,...,6. Kolika
je verovatnodéa pojave parnog broja?
Resenje. U ovom eksperimentu imamo Sest elementarnih dogadaja wy,wa, ... |

ws, gde wy. oznacava elementarni dogada) — pojava broja k na gornjoj strani kocke
posle njenog bacanja. Ovde je

Q= {wl,wg,... ,ws}.
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Uslovi eksperimenta mogu biti takvi da su svi elementarni dogadaji jednako
verovatni, tj. P{wg) = 1/6.

Dogadaj pojava parnog broja je dat sa B = {wy,ws,ws} za koji je P(B) =
3/6 =1/2.
1.2.3. Izvodi se eksperiment tako $to se najpre baca novéic, 1 ako
padne grb tada se baca kocka (sa stranicama oznacenim ciframa od 1
do 6), a ako padune pismo tada se ponovo baca novéié. Opisati prostor
elementarnih dogadaja u ovom eksperimentu.

Resenje. Prostor elementarnih dogadaja u-ovom eksperimentu je
2= {(("‘: “i )a (GaWZ); (G) UJ3), (G> 0')4)» (G: @5)$ ((;» wG)» (P) ("')7 (Pl P)})

gde su korigcene oznake iz prethodna dva zadatka.

1.2.4. Ako su A1 B dogadaji, uprostititi izraze

(a) (A+B)A+B)A+ B); (b) (A+B)B+A(AB).

Resenje. (a) Kako je

(A+B)A+B)=(A+B)A+(A+ B)B
= AA+ BA+ AB+ BB
= A+AB+AB+0
= A+ A(B + B)
= A+ AQ
—A+A
= A,

1marno
(A+B)(A+ B)Y(A+ B)= A(A+B)= AA+ AB =0+ AB = AB.
(b) U ovom slu¢aju imamo

(A+ B)B+ A(AB) = AB+ BB + (AA)B
= AB+ B+ AB
= AB+ QB
=(A+Q)B
= QB
= B.
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1.2.5. Izvesti formulu potpune verovatnoce.

Resenje. Neka disjunktni dogadaji A é&ine razhijanje sigurnog dogadaja 2, tj.
neka je

AL+ A+ 4 Ay =0

Tada za dogadaj B vazi
B=BQ=BA+ BAy+ -+ BA,,

pa je

P(B) = P(BA1)+ P(BA3)+ -+ P(BAy).
Kako je P(BA,) = P(B|Ar)P(A}p) dobijamo formulu potpune verovatnoée

K

P(B) =) P(B|Ap)P(A).
k=1

1.2.6. Posmatraju se porodice sa dva deteta i trazi se verovatnocla
da su oba deteta muska, pod uslovom da je: (a) starije dete mugko;
(b) bar jedno od deteta musko.
Resenje, Prostor elementarnih dogadaja je £ = {MM, MZ,7ZM, 77}, gde MZ
oznacava da je starije dete musko, a mlade Zensko, itd. Pretpostavimo da su svi
elementarni dogadaji jednako verovatni tako da je
- - . 1

P(MM) = P(MZ) = P(ZM) = P(22) = .
Sa A oznacimo dogada) da je starie dete musko, a sa B da je mlade dele musko,
tj. A= {MM,MZ} i B={MM,ZM}.

‘ada A U B predstavlja dogadaj: bar jedno dete je musko, a AB da su oba
deteta muska. Ocigledno, ovde je AU B = {MM,MZ,ZM} i AB = {MM}, sa
verovatno¢ama P(AU B) = 3/4 i P(AB)=1/4. ‘

Nai zadatak je da odredimo uslovne verovatnoée (a) P(AB|A) i (b)
P(AB| AU B). Dakle, imamo

\

PAB|A) = DAB) 141
TTOP(A) 12 2
P(AB|AUB) = LWAB) 1/t 1

P(AUB) 3/4 3

1.2.7. Date su dve kutije. Prva kutija sadrzi a; belih 1 b; crnih
kuglica a druga kutija az belih 1 by crnih kuglica.

Iz prve kutije naswmice je izvucena jedna kuglica 1 prebacena u
drugu kutiju. Zatim je'iz druge kutije izvuéena jedna kuglica. Ako je
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ta 1zvuéena kuglica bele boje, kolika je verovatnoca da je kuglica koja
je prebaéena iz prve u drugu kutiju bila crna?
Resenje. Neka je A dogadaj: prebaena kuglica je crna, B dogadaj: prebacena
kuglica je bela, (7 je dogadaj: izvucena kuglica je bela.

Po Baysovoj formuli je

P(A)P(C|A)
P(AYP(C|A) + P(B)P(C|B)’

(1) P(A]C) =

U prvoj kutijp imama ukupno @y + by kﬁgli,ca, od kojih je by crnih. Zato je

b J
P(A) = L glieno je P(B) = “
a1 + by a1 + b
P(C

A) je verovatnoéa da je iz druge kutije izvucena bela kuglica, pod uslovom
da je prebaéena kuglica bila crna. Kako u tom slu¢aju imama ukupno a; + b1 +1

kuglica, od kojih su ag bele, bice

P(ClA) = — 2
(%] + 1)2 + 1
Slitio je
i ‘ 1
p(c|B) = —2*1
ar + by +1
Otuda je, prema (1),
by  ay
N = aitby aptbatl
P(Al(‘) - bias _ al(G2+1)
(a1 401 )(az+bo+1) (ar+b1)(ag+bat1)
I)1 as

bras + @y ¢y + ay

1.2.8. U tri kutije nalaze se bele 1 crne kuglice. U prvoj kutiji su 3
bele i 1 crna, u drugoj 6 belih 1 4 crne i u tre¢oj 9 belih 1 1 crna.

Iz sluéajno izabrane kutije naswmice je izabrana kuglica. Naéi
verovatnoéu da je ona bela. ‘
Resenje. Neka je B dogadaj da je izvucena bela kuglicai A; (i = 1,2,3) dogadaj
da je izabrana i—ta kutija. Tada je

3 .
P(B):ZP(Ai)P(BIAi):é'—‘F— ‘ ‘“‘i‘—‘i =
7==1 '

1.2.9. Baca se novéié. Sta je verovatnije: 1° da se u Cetiri bacanja
tri puta pojavi grb ili da se u osam bacanja pet puta pojavi grb; 2°



SLUCAJNE VELICINE 173

da se u cetirl bacanja grb pojavi ne manje od tri puta ili da se u osam
bacanja grb pojavi ne manje od pet puta?

Resenje. 1° Ako je P, (m) verovatnoca da se u n bacanja grb pojavi m puta
imaimo, po formuli za binomnu raspodelu,

o= () (8 ()4 -0 () () -%

Prema tome, P4(3) > Ps(5).
2° Ako sa B,(m) oznaiimo verovatnotu da se u n bhacanja grb pojavi ne
manje od m puta, onda je

Bu(m) = Ppo(m) + Po(m+ 1)+ -+ Py(n),

pa sliéno kao u 1°, nalazimo

5 B(S)—93
T 16 Y T ase”

B4 (3)
Sledi B8(5) > B4(3)
1.2.10. Novéié se baca n puta. Odrediti verovatnocu :
8] PR . 3 3 N vy 1 o

1° da se grb pojavi neparan broj puta;

2° da se grb pojavi ne manje od k i ne vise od m puta.

. . A 9—n ] L
ReSenje. 1° Rezultat: 5; 2° 27" 3700, (7).
1.2.11. Drustvo od 8 osoba rasporedeno je nasumice u tri grupe.
Kolika je verovatnoca da se u prvoj grupi nade tacno 3 osobe?

Resenje. Neka je Aj dogadaj da se k—ta osoba nalazi u prvoj grupii A dogadaj
da se u prvoj grupi nalazi ta¢no 3 osobe. Ako smatramo da su osobe rasporedivane
jedna po jedna u grupe imamo Bernoullievu demu. Dakle, za broj osoba u prvoj
grupi vazi binomni zakon raspodele pri cemu je p = %) qg= % , Pa je

=) (1) (2)

2. SLUCAJNE VELICINE

2.1. Uvodne napomene

Neka je « sludjna veli¢ina i x prizvoljan realan broj.
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Definicija 1. Verovatnoda dogadaja da sluéajna veliina « ima
vrednosti manje od x, oznacava se sa F(z), jeste funkcija rapodele
verovatnoce slucajne veliéine «, tj.

F(z) = Pla < x).

Definicija 2. Slucajna velicina « je diskretna slucajna veli¢ina
ako uzima najvise prebrojivo mnogo vrednosti.

Definicija 3. Slucajna veli¢ina « je neprekidna sluc¢ajna veli¢ina
ako, pod izvesnim uslovima, uzima neprebrojivo mnogo vrednosti.

Funkeija raspodele verovatnocde diskretne slucajne velicine «, koja
uzima vrednosti z; sa verovatnoéama p;, 2 = 1,2,...,n, tj.

<1> o= Ty T2 ... Ty
P12 R Pn
je |
0 za & <1

)
n -
F(‘I’) = § Pr = Zk:] Pr, Za Ty <X < Ty
1, za x> a,.

Funkcija raspodele verovatnoée neprekidne slucajne veli¢ine « je

i
Foy = [ s
— o0
gde je f nenegativna funkeija definisana za sve vrednosti = €
(—o0,0). Pomenuta funkcija f je gustina rapodele verovatnoce
slucajne veli¢ine .
Definicija 4. Matematicko ocekivanje M|«a] diskretne sluéajajne

velicine « je
[e@)

Mla] = § Tk Dy
k=1
pri ¢emu se pretpostavlja da poslednji red apsolutno konvergira.
Matematicko ocekivanje neprekidne slucajne velicine «, ¢ija je
gustina raspodele verovatnoce f, je
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+oo
Mla] = / x fla)de,

—
pod pretpostavkom da je poslednji integral konvergentan.

Definicija 5. Disperzija D[] diskretne slu¢ajne velicine « je

400
Dla] = Z(M‘ ~ Mla))*py.
k=1

Disperzija D[] neprekidne slucajne velicine «, ¢ija je gustina raspo-
dele verovatnoce f, definige se sa:

+oo
Dla] = / (v — M[a])? f(z)de.

o =0

Definicija 6. Broj /D]«], oznadava se sa 04, je srednje kvadratno
odstupanje slucajne velicine a.

2.2. Zadacl

2.2.1. Ako je gustina raspodele verovatnoce slucajne veli¢ine « data
sa . ) i

F) :,{ seosx, |z] < T

' A0, fe| > 7,

odrediti disperziju i srednje kvadratno odstupanje sluéajne veli¢ine o

Resenje. Kako je

4 co
Mla] = / xcosade = 0,

to Je
1 7% z2_3
D[(y]:]\/[[().’2]_—/ 2% cose de = il ,
2 /)= 4
2
1
0o = —v/72 — 8
2
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2.2.2. Verovatnoéa da sluéajna veli¢ina « uzme vrednost k (k =
1,2,...) je

pe =pg"™" (p+q=1) (Pascalova raspodela).

- Odrediti matematicko ocekivanje i disperziju slucajne veli¢ine «.

Resenje.
[e0] (o)
Mla)=> kpr =Y kpe" ™' =
k=1 k=1
oo .
=py_ ke"™' =ps,
k=1
gde je

oo
S=> kel
k=1
Polazimo od geometrijskog reda 3777, ¢* &ija je suma
1 o0
(1) e = Z ¢", konvergentan za |q| < 1.
k=0

Diferenciranjem (1) po ¢, imamo

co

1
[ qu—l,
(1-9)? ];
odakle sledi
g+ 1
(1-9? p*
Tako nalazimo da je
1
Mla]j=p 5= ~.
Y2
1
Dla] = M[a?] — M[a]* = M[o?] — M[a] + = — —.
P P
Kako je \
Mla?] — Mla] = M[a(a — 1)] = pq Z k(k — 1)qk~2’
k=2
1
. [e'e)

2 =3 k(k - )¢k,

1-9? =
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to Je

a disperzija

2q 1 1 q
D)= =4+ - - — = =
pZ P ])2 pZ

Srednje kvadratno odstupanje je

2.2.3. Odrediti matematicko ocekivanje, disperziju i srednje kvadra-
tno odstupanje, slucajne veliéine « sa binomnom raspodelom.

Resenje. Funkeciyja raspodele verovatnode sluéajne velicine o sa binomnom ras-
podelom je

0, =<0
F(z) = Pla <) = Y ke (";;)pkq”"f}“, 0<a<n
L, x>n.

Matematic¢ko ocekivanje je

n )
]\/[[(y] - Z k(:‘) pkqn—]\: —
k=1 '

= k(Z)Pk(l -p)" =

k=1 .
-1
=np Z < ' s )pk(l - p)”'_k_l = np.
k=0 ’ .

Dla] = M[o?] — M[o]* = M[a®] = n?p?,

jer je
M[o?] = M[a?] — M[o] + M[a] = M[a{oe = 1)] + np =
- n! k n—k
= S 4 S— G Ry L
2 CEDICE I P) P
k=2
=p’n(n — 1)+ np.
Sledi

Dla] = (n? = n)p® — n’p? + np = npq.
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Srednje kvadratne odstupanje je

Oo = \/NPpq.

2.2.4. Data je funkcija raspodele

1, a>2
F(z)=<{ a+barcsing, —2<a <2
0, =z < =2

Odrediti konstante a 1 b1 gustinu raspodele.

Resenje. Konstante a 1 b su resenja sistema jednadina:

lim  F(z) =0,

x——2—0

n OF(:L‘) =1,

Lin

T T
—b— =0, a+b—=1.
a 5 , —+ 5

1 . .
Resenjasu a = — i b= —. Sledi
2 ™
1, a«>2
F(z) = % + %arcsin 2 —2<a <2
0, a< -2
Gustina raspodele je
0, a>2
1 . p
= d —L . _o<a
f) =9 T “25e<?
0, o< -2

2.2.5. Sluéajna velitina « uzima vrednosti iz skupa nenegativnih
celih brojeva sa verovatnoc¢ama

M
= K} = . — ]{,':012,
Pla=k) =pi (a+k)a+k+V)(a+k+2) T

Odrediti a ako je Ma] = A.

Resenje. Primetimo da je
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) k2 k
Sy =
?; (a4 k)a+k+1)(a+k+2)

n

Al /\2 As
=2 + + :
! -+ k a+k+1 a+k+2

_ (1.<1+ 1 1)< 1 4 1
T2\« a-+1 +((L+ a+1 o+ n 1>
(L+2< 1 1 >
- + ).
2 a+n+1 a+n-+2

1
A/[{(\’] =M lm S, = A/[m
n—oco a

i M — 24
, odakle je «= —+—.
24

Sledh

) 2(a + 1)

2.2.6. Data je funkeija raspodele slu¢ajne veliéine «
- ¥ .
F(a) = a+ barctan 5 (2 € R) (Cauchyeva raspodela).

Odypediti: 1° konstante « 1 b; 2° gustinu raspodele.
Resenje. 1° Iz uslova

hm FPe)y=1 1 lim F(x) =0,

@400 — — 0O

. . 1
nalazimo da je ¢« = —, b= —
2 s

2° (Gustina raspodele je

1

f(;li) = F/(;zj) = e .

BN

2.2.7. Neprekidna sluéajna velicina o ima funkeiju raspodele F' defin-
lsant sa:
2a:

a? + a?

Odrediti matematic¢ko ocekivanje i disperziju slucajne velic¢ine o.

F(x) = (0<a<a a>0).

Resenje. (Gustina raspodele je

B 2a(a® — x?)

.. f(.’lf) — F/('l) = ((1’2 + 1132)2

)
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pa je
a ) f
Ma) = / wf(@)de = a(l —In2), Dl[a]=d’((r —3)— (1 —In2)*).
JO :

2.2.8. Data je funkcija gustine raspodele verovatnoce (za Maxwell-

Boltzmannovu raspodelu)

fla) = ai‘f/%e“i—z (:v.> 0), flz)=0 (x<0),

pri ¢emu je o > 0. Odrediti matematicko ocekivanje 1 disperziju.

)

Resenje.

Feo 4 foo 2?2 200
Mla] = / af(x)da = pEN / 3¢ o de = %
Jo & 0

? 37— 8§
D[W]B:%r_ ”2 .

2.2.9. Odrediti matematicko oc¢ekivanje 1 disperziju za slucajnu veli-
¢inu « sa Poissonovom raspodelom.

Resenje.
+ oo )\/c
Mla] = ZkFC_A =
k=0
+oo k +oo i
A A
Y AN AT
- ;(k—l)t ;;"

Dla] = M[a?] — M*[a] = \.

2.2.10. Odrediti matematicko ocekivanje i disperziju neprekidne slu-
cajne velicine «, koja ima Gaussovu raspodelu.

Resenje.
L—a)z
262 dz = a.

+oo
M
[ bx/27r /

2

4o =)”
Die] :/ (¢ — a)te” die = 67
2.2.11. Gustina raspodele slucajne veli¢ine o jednaka je:

Fla)=ax?e ™ k>0 0<a<+oo.

?
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(a) Naéi koeficijent a.
(b) Naéi funkeiju raspodele sluéajne velicine o .
(c) Naéi P(0<a<f).
Resenje.
(a) Koeficijent a nalazimo iz uslova:

/:Oo fa) de =1,

odnosno
+ o0
(1) a/ zle™* dz = 1.
0
k3
Naime, prema (1), nalazimo a = 5

(b) Funkcija raspodele sluéajne veli¢ine o je:

1.3 T
F(z) = L t2e~*t dt,
2 Jo

odakle, primenom parcijalne integracije v =2 i v = %e"kt , nalazimo
k3 1 w2 [T 4
F(z) = v (——mze”kw + ——/ te™ Mt dt)
2 k k 0
. ol . . . _ . — 1 —kt
(primenom parcijalne integracije v =¢ 1 v = ———I;e )

e—kw

=1 (k2m2+2k:v—i—2).

P (o <a< %): F(l/k) - F0)=1~ .Z-e*l.
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