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P R E D G O V O R 

Ovaj udžbenik numeričke analize je proistekao iz 

predavanja koja je autor poslednjih godina držao studen

tima IV godine Elektronskog fakulteta u Nišu, u okviru 

predmeta Numerička analiza l. Uvidom u noviju literaturu 

iz ove oblasti učinjen je pokušaj da se obrade numerički 

metodi koji nalaze široku primenu kod rešavanja različi

tih naučno-tehničkih problema na elektronskim računskim 

sistemima. 

Knjiga je podeljena u sedam glava, od kojih su prve 

dve uvodne. U preosta l ih pet glava obradjuje se opšta te

orija iterativnih procesa, metodi u linearnoj algebri, 

metodi za rešavanje nelinearnih jednačina i sistema nel i

nearnih jednačina, interpelacija i aproksimacija funkcija 

i na kraju, numeričko diferenciranje i numerička integra

cija. Sve glave su podeljene na poglavlja, a poglavlja na 

ode ljke, izuzimajući pr~o poglavlje u prvoj glavi. Nume

racija objekata (formula, teorema, definicija i sl.) u 

okviru jednog odeljka izvršena je pomoću tri broja od ko

jih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak, a treći 

na redni broj tog objek~a u posmatranom odeljku. Na ovaj 

način je uspostavljena.jednoznačna numeracija objekata u 

okviru jedne glave. U poslednjem poglavlju svake glave 

dat je spisak citirane i korišćene literature. 

Namera je autora da u najskorije vreme da u štampu 

i l l deo ove knjige, koj~ će obuhvatati numeričke metode 

za rešavanje običnih diferencijalnih jednačina (Cauchyev 

problem i konturni problemi), kao i metode za rešavanje 

parcijalnih diferencijalnih jednačina i integralnih jed

načina. Posebna pažnja biće posvećena projekciono-varija

cionim metodima, koji se u poslednje vreme naglo razvijaju. 
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. Knjiga·je prvenstveno namenjena studentima Elektron

skog fakulteta u Nišu, medjutim, ona može biti od koristi 

i studentima drugih tehničkih i prirodno-matematičkih fa

kulteta, kao i svima onima koji u svojoj praksi koriste 

numeričke metode. Autor se nada da će publikovanje ove knji

ge ublažiti nedostatak udžbeničke literature na našem jeziku 

iz ove, danas veoma aktuelne matematičke discipline. 

Autor se zahvaljuje profesorima dr Petru M. Vasiću, 

dr Radosavu ž. Djordjeviću i dr Dobrilu Dj. Tošiću, koji su 

u svojstvu recenzenata, pročitali rukopis ove knjige i dali 

korisne sugestije, koje su uzete pri konačnoj verziji ruko-

pisa. 
U završnoj ·fazi pripreme rukopisa za štampu, autoru su 

pružili nesebičnu pomoć docent dr Ljubomir Stanković i sarad

nici mr Igor Milovanović, Ljubiša Kocić i Milan Kovačević, 

na čemu im autor duguje zahvalnost. 

Takodje, autor se zahvaljuje svojoj supruzi Dobrili 

na razumevanju i podstreku da se ovaj, ne mali posao privede 

kraju. 
Veći deo rukopisa je otkucao i tehnički uredio za štampu 

sam autor, tako da eventualni propusti i greške padaju na 

njegov račun. Jedan deo rukopisa otkucaJa je Andje)ka Milin

čić, daktilograf-velemajstor, na čemu joj autor duguje zah-

valnost. 

U Nišu, 15.12.1978. Gradimir V. Milovanović 
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1.1. ZADATAK NUMERIČKE MATEMATIKE 

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matematičkih pro-

blema koji se klasičnim matematičkim metodima ne mogu uvek tačno 

rešiti ili bi njihovo rešavanje bilo suviše glomazno, s obzirom 

da se najčešće zahteva numerički rezultat. Na primer, poznato je 

da se algebarske jednačine u opštem slučaju mogu rešiti pomoću 

radikala, samo kada su stepena ne višeg od četvrtog. Medjutim, 

u praksi se vrlo često sreće problem rešavanja numeričkih alge-

barskih jednačina* visokog stepena. Takodje, često se javlja i 

problem rešavanja sistema linearnih algebarskih jednačina sa 
' ' ' 

stotinu, pa i hiljadu nepoznatih ili, pak, rešavanje diferenci-

jalnih jednačina koje se ne mogu integraliti pomoću elementarnih 

funkcija. Posebno va.žnu ulogu imaj·u problemi koji se svode na 

rešavanje parcijalnih diferencijalnih jedriačina. 

u'eksperimentalnim naukama skoro uvek se zahteva statistič

ka obrada rezultata merenja koja .uključuje i utvrdjivanje (a ne

kad i otkrivanje) zavisnosti izmedju pojedinih ~arametara u eks-

perimentu. 

s druge strane, čak i u najelementarnijim problemima, egzak

tno rešenje koje je izraženo simbolički ne zadovoljava potrebe, 

s obzirom da se traži numerički rezultat. Ilustrujmo ovo prostim 

prime rom. 

*) Algebarska jednačina sa numeričkim koeficijentima. 

3 



4 1. UVOD U NUMERlčKU MATEMATIKU 

Neka je potrebno odrediti pozitivan koren jednačine 

(1.1.1) 2 x - a o (a > 0). 

Traženo egzaktno rešenje je x = !ci. Medjutim, simbol ;-ne re-

šava problem, jer ne daje postupak izračunavanja broja x. 

Formirajmo·sada niz {x(kl}, pomoću 

(1.1.2) a, (k) = .!( (k-1) + a ) 
X · 2 X (k-1) 

X 

(k=1,2, .•• ). 

Može se pokazati da niz {x(k)} teži vrednosti la kada k++oo. 

Pri nekom konačnom n imamo x ~ x(n). 

Postupak (1.1.2), kao što vidimo, omogućava nalaženje re-

šenja problema (1.1.1) sa tačnošću, koja zavisi od vrednosti a 

i n. Kako se u praktičnim izračunavanjima zahteva odredjena tač

nost Er to se za x usvaja vrednost x(n) koja zadovoljava uslov 

lx- x(n) l 

Navedimo još jedan primer. Neka je potrebno odrediti vred-

nost sin x za x = 0.5 rad. Simbol sin, i u ovom slučaju, ne da

je postupak za rešavanje problema. Da bismo izračunali traženu 

vrednost, funkciju x~+sinx možemo da razvijemo, na primer, u 

Taylorov red 

x3 x5 7 
(1.1.3) sin X + X X - TI+ 5T - 7T ... , 

odakle dobijamo 

(1.1.4) sin - x3 
0.479167 X X TI 

i 

(1.1.5) sin 
x3 

+ 
x5 

0.479427. X " X - TI 5T 
;; •, 



1.1. ZADATAK NUMERičKE MATEMATIKE 5 

Tačna vrednost za sin0.5 sa šest decimala je 0.479425. Greške ko

je nastaju u (1.1.4) i (1.1.5) potiču usled uzimanja konačnog bro

ja članova Taylorovog reda i nazivamo ih greškama odsecanja. Dru

gim rečima, greška nastaje iz razloga što rešavamo problem, raz-

1ičit od postavljenog, koji je znatno prostiji sa stanovišta ra

čunanja, a čije je rešenje u nekom smislu blisko rešenju postav

ljenog problema. 

U opštem slučaju, problem koji treba rešavati zvaćemo ulaz

nom informacijom, a odgovarajući rezultat izlaznom informacijom. 

Postupak transformacije ulazne informacije(x) u izlaznu 

inforr.1aciju (y) zvaćemo algoritmom(A). Navedena transformacija mo

ie se predstaviti blok dijagramom 

Ulazna 
informacija 

(x) 

ili simbolički A 
X'+ y. 

Algoritam Izlazna 
informacija 

(A) (y) 

Pri rešavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan 

algoritam koji najbrže dovodi do željenog rezultata. Ovo je naro-

čito važno kod primene savremenih elektronskih računskih mašina, 

s obzirom na'cenu mašinskog vremena. Izbor najracionalnijeg algo-

ritma u prethodnom smislu, predstavlja vrlo složen problem, koji 

teorijski u opštem slučaju još uvek nije rešen. 

Razradom i realizacijom algoritama i analizom greške u iz-

laznoj informaciji bavi se posebna oblast matematike, tzv. nume-

rička matematika. 

Centralni deo numeričke matematike čine numerički metodi. 

Oni moraju biti takvi da su pogodni sa stanovišta primene savre-

menih elektronskih računSkih mašina. Kako računske mašine najče-
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6 1. UVOD U NUMERICKU MATEMATIKU 

š6e izvode samo četiri osnovne računske operacije (sabiranje, 

oduzimanje, množenje, deljenje), to numerički metodi moraju bi

ti takvi, da se svode na konačan niz takvih operacija. 

Na osnovu prethodnog, pogrešno je izvesti zaključak da 

se numerička matematika počela razvijati sa pojavom računskih 

mašina. Poznato je, naime, da se u delima matematičara prošlih 

stoleđa, nalazi niz pribliŽnih metoda koji danas čine osnov nu-

meričkoj matematici. Medjutim-, nagli razvoj računske tehnike 

posle II svets!wg rata~ usiovio- je brzi i sistematski razvoj 

numeričke matematike. Tako na primer, razradjen je niz pribli

žnih metoda u teoriji jednačina svih vrsta i za njih su dobije-

ni novi fundamentalni rezultati, kako teorijski, tako i prakti-

čni. Medju njima, posebno se ističu metodi za rešavanje granič-

nih problema u teoriji diferencijalnih jednačina (običnih i par-

cijalnih), metodi u teoriji integralnih i integro-diferencijal-

nih jednačina, kao i metodi za rešavanje apstraktnih operator-

skih jednačina. Poslednjih godina dosta se radi na metodima za 

rešavanje graničnih problema u jednoj neiscrpnoj oblasti-teori-

ji nelinearnih parcijalnih jednačina. Takodje, vidno mesto zau-

zimaju i metodi numeričke integracije. 

Medju numeričkim metodima vidno mesto zauzimaju iterativ-

ni metodi, s obzirom da su oni pogodni za primenu na računskim 

mašinama. Izučavanje numeričkih metoda uključuje analizu greš-

ke, stabilnost, konvergenciju (kod iterativnih metoda), kao i 

niz drugih svojstava. Zato se vrlo često ovaj deo numeričke 

matematike naziva numerička analiza. 

U svo~ razvoju, numerička analiza se oslanja na više mate-

matičkih disciplina od kojih u poslednje vreme vid~o mesto zau-
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1.1. ZADATAK NUMERičKE MATEMATIKE 7 

zima funkcionalna analiza. 

Danas u svetu postoji više specijalizovanih časopisa za 

numeričk.u matematiku. Navešćemo nekoliko od njih*: 

l. Numer. Math. Numerische Mathematik. (Berlin-Gčttingen

Heidelberg), 

2. SlAM J. Numer. Anal. A Publication of the Society for 

Industrial and Applied Mathematics. (Philadelphia, Pa.), 

3. Math. Comp. Mathematics of Computation. (Washington,D.C.), 

4. ž. Vyčisl. Mat. i Mat. Fiz. Akademija Nauk SSSR. žurnal 

Vyčislitel'noi Matematiki i Matematičeskoi Fiziki. 

(Moscow) (Translated as: U.S.S.R.Comput.Math. and Math. 

Phys~), 

5. Comput. J. The Computer Journal (London), 

6. Comput. Bull. The Computer Bulletin. (London), 

7. Internat. J. Comput. Math. International Journal of 

Computer Mathematics. (New York). 

Na kraju napomenimo da se problemima praktične realizacije 

algoritama bavi oblast teorija programiranja koja se u poslednje 

vreme uspešno razvija. Jedan od njenih osnovnih zadataka je pri-

prema i sastavljanje programa za računsku mašinu prema izabranom 

algoritmu. 

* Naslovi časopisa su dati onako kako se citiraju u 

referativnom žurnalu Mathematical Reviews. 
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1.2. ELEMENTI TEORIJE GREŠAKA 
r 

1.2.1. Klasifikacija i analiza grešaka u nurneričkom rešenju 

U skoro svim numeričkim problemima, izlazna informacija, ili 

kako se češće kaže numeričko rešenje, praćeno je greškama čiji izvo

ri mo9u biti ra~ličiti. Pre nego što predjemo na klasifikaciju i ana-! 

lizu grešaka, uvešćemo neke pojmove i definicije. 1 

l 
Približan broj x je broj koj i zamenjuje tačan broj x u izra-l 

čunavanjima i neznatno se razlikuje od njega .. Odgovarajuća greška* ; 

je 

e=x-x. 

Definicija 2.1.1. Svaka cifra broja, izuzimajući nule koje služe 

za fiksiranje decimalne tačke, naziva se značajnom cifrom tog broja. 

Primer 2.1.1. Svaki od navedenih brojeva 

2.563, 15,32, 0.2687, 0,002649 

ima četiri značajne cifre. 

Svaki broj x može se predstaviti u normalizovanom obliku 

(2.1.1) 

gde je b· osnova brojnog sistema, a ai(i=1,2, .. ·.) cifra brojnog 

sis-cerna (O<a. <b). 
... l. 

Broj 

Broj ±o.a1a 2 ..• a
0
an+l''' zvaćemo mantisom i označavati sa 

k zvaćemo karakteristikom. Dakie, možemo pisati 

Najčešće je u upotrebi binarni ili decimalni brojni sistem, 

tj. b= 2 ili b= 10. Jednostavnosti radi, u daljem tekstu, često 

ćemo uzimati b = 10. 

*) često se ova greška naziva apsolutnom .. greškom. Medjutim, ovo je 
pogrešno jer je apsolutna greška le l = lx - x 1. 

8 
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Definicija 2 .1. 2. Kaže se da x aproksimira broj x sa t značaj

nih cifara ako je R, najveći broj cifara mantise' za ko~ i lx*- xf•l 

ne pralazi jedinicu t-tog mesta, 

Primer 2.1.2. Za brojeve x = 25.245 ... -i X = 25.255 važi 

- -4 lx* - x*l < 10 , 

pax aproksimira x sa četiri značajne cifre. 

U slučajevima kada se tačna vrednost x ne zna, uvodi se po-

jam granice arsolutne greške približnog broja. 

Definicija 2.1.3. Pod granicom apsolutne greške 6x približnog 

broja x podrazumeva se svaki proj ne manji od apsolutne greške 

tog broja. 

Kako je lei = lx - xl ~ 6x, imamo 

(2.1.2) X - 6X ~ X ~ X + 6X. 

S obzirom da greška e nedovoljno karakteriše tačnost uvodi 

se i pojam relativne greške kao 

r = 

Slično se 

Ex 

e 
X 

X - X = 
X 

uvodi i pojam 

6 6x 
= X 

"' l xl lx l 

(x # 0). 

grqnice relativne 

Nejednakosti (2.1.2) tada postaju 

greške 

U praktičnim izračunavanjima, primenom elektronskih računa-

ra, prinudjeni smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva. 

Naime, svaki realni broj oblika (2.1.1) koii se dobija kao rezultat 
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odredjenih računskih operacija, zamenjuje se približnim b~ojem 

oblika 

U ovom slučaju kažemo da imamo mantisu sa n razreda. 

Proces odbacivanja cifara mantise u b!'oju x , počev od cif-

re an+l naziva se prosto odsecanje. Apsolutna greška pri ovome je 

Apsolutna greška, pri zameni broja x brojem x, može se 

smanjiti ako se koristi tzv. postupak zakrurljivanja brojeva. Taj 

postupak se sastoji u sledećem: 

koristi se prosto odaecanje; 

.!b 
2 

cifra an se povećava za jedinicu, a cifre an+l' an+ 2 , ..• se odba·

cuju. 

ravnopravno se mogu koristiti pravila 1°·i 2°. 

Na računskim mašinama zaokrugljivanje se najčešće izvodi do-· 

f 
l 

d · b · 1 b k-n lt t t· se· š· t d · avanJem roja "1 rezu a u x, a za ~m vr ~ pres o o secanJe 

Ovo znači da se u nerešenom slučaju 3° uvek an zamenjuje sa an+1 

(pravilo 2°). 
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Napomenimo da se kod ručnog zaokrugljivanja broj'eva u 

dekadnom sistemu (b=10) u nerešenom slučaju 3° preporučuje sle

dećerpravilo: 
o Ako je cifra an paran broj koristiti pravilo 1 ,a ako 

je neparan broj koristiti pravilo 2°, 

Primer 2.1.3. Sukcesivno zaokrugljivanje broja n=3.1415926535 ... 

daje redom brojeve: 

3.141592654, 3 .1416' 
3.14159265, 3.142, 

3.1415926, 3.14, 

3.141593, 3. 1, 
3.14159, 3. 

Apsolutna greška kod zaokrugljenog broja je 

lei < .!:_b -n+k 
= 2 

Pretpostavimo da je b = 10. S obzirom da je x = x*10k i 

O .1 (. x* < 1, za apsolutnu relativnu grešku zaokrugljivanja, u 

tom slučaju, dobijamo ocenu 

l rl = = l xl l xl 
tj. 

l rl ~ ~·10-n+ 1 

~.10-n+k 10-n 
=-~= 

l x* l · 10 21 x* l 

Po jeanoj od mogućnih klasifikacija, greške se mogu po

deliti na: 

1. neotklonjive greške; 

2. greške zaokrugljivanja; 

3. greške metoda. 

U grupu neotklonjivih grešaka ulaze greške koje potiču od 
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netačnosti ulaznih podataka. Greške ulaznih podataka (ulazne 

informacije) mogu se u nekim slučajevima drastično manifestova-

ti u izlaznoj informaciji i pri uslovu da algoritam ne unosi 

grešku. 

Primer 2 .l. 4 • Sistem jednačina (ulazna informacija) 

2x + 6y = a, 

2x + 6,0001y = 8.0001 

ima rešenja (izlazna informacija) x=1, y=1. Ako se koeficijenti 

druge jednačine neznatno promene, tj. uzme se jednačina 

2x + 5,99999y = 8.00002, 

rešenja su x = 10, y = ~2. 

Usled zaokrugljivanja inedjurezultata u pi'ocesu računanja 

nastaju greške zaokrugljivanja. 

Greške metoda se javljaju usled toga što se u numeričkoj 

matematici obično dati problem zamenjuje drugim koji je lakši 

za računanje, a čije je rešenje u izvesnom smislu blisko rešenju 

datog problema, 

b 
Primer 2.1.5. Integral ff(x)dx može se približno izračunati, na 

a 
primer, zamenom funkcije f nekim polinomum P na segmentu [a,b}, 

koji je u nekom smislu blizak datoj funkciji. Medjutim, moguće 

je za približno izračunavanje datog integrala koristiti konačnu 

sumu 
n 
E f(x. )fix., 

i=1 l l 

U oba slučaja čine se greške metoda, 

Greške odsecanja su takodje greške metoda. 

Zbir svih grešaka čini totalnu grešku. 

J 
l 

l 
l 
l 
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1.2.2. Prostiranje grešaka 

Kod izvodjenja operacija sa približnim brojevima postavlja-

ju se sledeći zadaci: 

1. Oceniti tačnost rezultata kada je poznata tačnost poče-

tnih podataka i obrnuto. Naime, na osnovu zadate tačnosti rezul-

tata treba odrediti kakvu tačnost treba da imaju početni podaci. 

2 .. Uskladiti tačnost početnih podataka ako su neki od njih 

zadati suviše grubo, da bi se izbegao izlišan numerički rad. 

3. U procesu računanja održati tačnost medjurezultata, ka-

ko bi se došlo do konačnog rezultata sa željenom tačnošću. 

Izvršimo najpre analizu greške u rezultatu X*Y• pri zameni 

brojeva x i y približnim brojevima x i y respektivno, a pri uslo-

vu da se operacija * E{+,-,x,~} izvršava tačno. 

y 

Dakle, pretpostavimo da su greške.približnih brojeva x i 

redom e i e, tj. e =x-x i e =y-y, i odredimo grešku e 
X y X y X*Y 

l. Kod sabiranja imamo 

x + y = (x+e ) + (y+e ) 
X y 

\ 

(x+y) + (e +e ) , 
X y 

tj. greška zbira ex+y je 

e = e +e x+y x y 

2. Kod oduzmanja, slično dobijamo 

e =e -e. x-y x y 

3. Za množenje važi 

xy = ( x+e ) (y+e ) = xy + ye + xe + e e , 
X y X y xy 

tj. 

e = ye + xe , 
xy X y 

s obzirom da su greške ex i ey obično mnogo manje od samih 



f 

4. Kod deljenja imamo 

l 

l 
l 
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veličina x i y. 

X+e X+e 
1 X X X 

= y+e = y e 
y y 1 + _y_ 

y 

e 
Kako je lyyl <<1, iz poslednje jednakosti sleduje 

- x+e e e 2 
X X 0--Y + (_y_) - ... ) = 
y y y y 

e 
X + X X 

:::,- 2 e y' y y .y 

tj. 

pri čemu su uzete ~ret~ostavke kao kod množenja. 

Odgovarajuće relativne greške su redom 

e x+y y X r + ry' (2. 2 .l) r = x+y = x+y x+y x+,y X 

e 
= x-y X r .L (2.2.2) rx-y = ry, x-y x-y X x-y 

e 
(2. 2. 3) rxy = 

xy r + ry, xy X 

(2.2.4) 

ex e 
i y gde s u r x = x r y = y 

Primedba 2.2.1. S obzirom da se tačne vrednosti x i y najčešće 

ne znaju, to se u izvedenim izrazima za greške koriste odgovara-

juće približne vrednosti x i y. 
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U dosadašnjem izlaganju videli smo kako se greške brojeva 

x i y manifestuju u rezultatu X*Y, pod pretpostavkom da se ope

racija * izvodi tačno. Medjutim, kod primene računskih mašina ova 

pretpostavka nije uvek tačna i iz tog razloga u rezultatu se jav

lja greška koju nazivamo mašinskom greškom. Drugim rečima, mašin

ske greške su posledica pseudoaritmetičkih operacija koje se u 

mašini izvode. 

U daljem izlaganju pretpostavićemo da mašina radi sa pok

retnom tačkum i n-razrednom mantisom. U tom slučaju, u memoriji 

mašine, kao što je rečeno u prethodnom odeljku, svaki broj x ap

roksimira se postupkom zaokrugljivanja, standardnim brojem 

{2. 2. 5) - - k x = x* b , 

gde j.e x*= ±O.a1a 2 ••• an {a 1 ~0) mantisa, akkarakteristika{eks

ponent) broja x. Broj nula ima nestandardno predstavljanje u kome 

je x*=O i k=O. Jednostavnosti radi ovde nismo uveli pretpostavku 

o ograničenju broja cifarskih mesta karakteristike k, a koja je 

realno uvek prisutna*. Nadalje, pretpostavimo da je b=lO. 

Jednakost** 

označava da su x1 ,x2 ,x standardni brojevi sa pokretnom tačkom i 

da je x dobijena iz x1 i x2 o:r;>eracijom. * d+,-,x,.;.}. Drugim re-

čima, važi 

*) Neka je m broj cifarskih mesta predvidjenih za predstavljanje karakteris

tike, ukljuC:'Ujući i mesto za sgn k. Tada je !IDguće, u standardnom obliku 
' . 

predstavljati SaliD brojeve kod kojih je -{km+l)~k~ km' gde km zavisi od 

m i b. Brojevi kod kojih je k>~ ne IIDgu biti predstavljeni u me!IDriji 

raČlmara i u tom slučaju kaže!ID da postoji prekoračenje kapaciteta n-ellorij-

skog registra. Za brojeve kod kojih je k<- {k +l), !IDŽe se dozvoliti ne-
m 

standardno predstavljanje u kome je k=- {km+l), a pretpostavka a1~ se od-

bacuje. Na osnovu poslednjeg, brojevi kod kojih je k<- {k +n) tretiraju 
m 

se kao nula {videti [l J ) . 

**) fl je skraćenica od reči floating point {pokretna tačka). Kod rrašina sa 

fiksnom tačkom {fixed point) odgovarajuća oznaka je fi. 
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gde jer relativna greška zaokrugljivanja rezultata x1*x2 na 

standardni oblik sa n-razrednom mantisom, pri čemu je 

Veličinu 

nazivamo mašinskom greškom, a odgovarajuću relativnu grešku zao

krugljivanja r relativnom mašinskom greškom. 

Primer 2.2.1. Neka je n=4 i xl =0.3947·10
4 

i x2=0.1372·10
2

• Ako 

se operacija sabiranja izvodi u akumulatoru, u kome je za pred-

stavljanje mantise brojeva obezbedjeno 2n razreda(double-preci-

sion accumulator) imamo 

0.39470000·10 4 

+ 0.00137200·10
4 

tj. fl(x
1
+x

2
) = 0.3961·10 4 , pri čemu je mašinska greška -0.28. 

Odgovarajuća relativna greška je -0.71•10-
4 

Za pseudoaritmetičke operacije, u opštem slučaju, ne važi 

asocijativni zakon, tj. 

Na primer, ako je * operacija sabiranja, imamo 

fl (fl (x+Y:> +z> fl((x+Y:> (Hr1 >+z> 

( (x+Y:> (Hr1 >+z> (l+r2 > 

i 

fl (x+ (y+z> (Hr3 > > 

(x+ (y+z> (l+r3 > > (l+r4 > 
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Ra:zmotrićemo sada opšti slučaj . Neka * E { +,-, x, +} i neka je 

(2.2.6) u= X*Y . 

Kao što smo ranije videli(jednakosti (2.2.1)-(2.2.4))rela

tiVha greška rezultata operacije * može se predstaviti u obliku 

r • . X*Y 

·gde ko~ficijenti a i a zavise od xi yi operacije *(videti tax y 
be l u 2 • 2 • l ) . 

Tabel, a 

* a X 

X 
x+y + 

X 
x-y 

X l 

l 

Kako je 

- -X*Y = (X*Y) (l+r ) 1 X*Y 

2.2~1 

a y 

-y 
x+y 

-y 
x-y 

l 

-l 

zbog prisustva mašinske greške, imamo 

u = fl (x*y) = (x*y) (l+r l (l+r), 
X*Y 

gde je r relativna mašinska greška kod izvodjenja operacije *· 

j amo 

Na osnovu poslednje jednakosti za totalnu grešku e~, dobi-

et = u - u 
u 

u(r + r+r·r ) • 
X*Y X*Y 

Kako je, najčešće, r-r mnogo manj~ od r i r, u daljem raz-
x*y X*Y 

matranju koristićemo približnost 

~ eT= u(r + r). 
u X*Y 

Odgovarajuća relativna greška je 
T e 
u 

u 
= r + r, 

X*Y 
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tj. 

(2.2.7) 
T r = a r + a r + r. 
U X X y y 

Radi nalaženja totalne greške nekog numeričkog postupka i 

njene analize, predstavljaćemo numeričke postupke pomoću grafova. 

Kako se numerički postupak sastoji iz konačnog broja elementarnih 

operacija, dovoljno je znati kako se elementarna računska opera

cija predstavlja pomoću grafa. 

Graf računske operacije (2.2.6) (sl.2.2.1) u simboličkom 

obliku sadrži jednakost (2.2.7). Relativna greška zaokrugljivanja 

r
1 

rezultata operacije * , upisuje se pored temena grafa koje oz

načava operaciju * . Smisao koeficijenata potega u grafu je u 

tome da relativna greška operanda ulazi u rezultat operacije po-

množena koeficijentom potega. 

SL 2.2.1 SL 2.2.2 

Primedba 2.2.2. Unarne operacije mogu se takodje prikazati pomo

ću grafa. Pokazaćemo to na primeru u=lx , mada, kao što smo vide

li u poglavlju 1.1, simbol r ne daje numerički postupak za izra

čunavanje vrednosti lx . Medjutim, ova činjenica ne utiče na mogu

ćnost analize greške. Naime, koristeći standardna označavanja, 

imamo 

u =h (l+r) = lx(l+r ) (l+r) rv lx(l+ .!.r ) (l+r) 
X = 2 X ' 

tj. r~ Na osnovu ove jednakosti dobija se graf unar-

ne operacije u= IX (sl.2.2.2). Relativna greška r, najčešće, 

nije veća od 10-n+l, gde je n broj cifara mantise(videti [2]). 
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Primer 2.2.2. Ako su poznate približne vrednosti brojeva x, 

y,z sa relativnim greškama zaokrugljivanja r ,r ,r respekx y z 
tivna, odredićemo relativnu grešku u rezultatu 

u= (x+y)z. 

Neka su relativne mašinske greške operaCl.Ja sabiranja 

i množenja redom r 1 i r 2 • Graf odgovarajućeg računskog postupka 

dat je na sl. 2.2.3. Na osnovu grafa imamo redom 

X 

x+y 

Sl. 2. 2. 3 

..L.. 
x+y 

T X y 

rx+y x+y r + -- r + r 1 , 
X x+y y 

T l•rT + l•r r + r2 u x+y z 

x r + _x_ r + r + r + 
x+y x x+y y z 1 r2. 

Kako su sve relativne greške 

zaokrugljivanja po aposlutnoj vred-

t · · d 1 10-n+l ( b · nos 1. manJe o 2" n - roJ 

cifara mantise), dobijamo ocenu 

(2.2.8) lrTI <(j x+ l+ l y+ 1+3)-21 10-n+~ u= xy xy 

Ako su brojevi x i y istog znaka, 

(2.2.8) se svodi na 

Priiner 2. 2. 3. Izvršimo sada a11alizu ·greške kod i·zračunavanja 

zbira 

(2.2.9) 

pri čemu je O<x
1

<x2 <x3 <x4 • Jednostavnosti radi, pretpostavimo 

da su brojevi x. (i = l, 2, 3, 4) zadati tačno. Neka su rela-
l. 

tivne maš·inske greške posle svake operacije sabiranja redom 

r 1 , r 2 , r
3

. Graf računskog postupka (2.2.9) dat je na sl. 2.2.4. 

Kako je r = O . (i = l, 2, 3, 4), na osnovu grafa dobijamo 
xi 
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redom 

odakle je 

(2.2.10) 

T 
rx +x 

l 2 

S obzirom na iril ~ ~·10-n+l (n-broj cifara mantise), iz 

(2.2.10) sleduje 

odakle zaključujemo da je granica apsolutne greške rezultata y 

minimalna ukoliko se sabiranje izvodi polazeći od najmanjih bro-

jeva. 

Sl. 2.2.4 

l 
l 
l 
l 
l 
l 

l 
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Slično se može pokaz~ti da kod sabiranja m pozitivnih 

brojeva x 1 , ... , xm važi ocena 

~r 2.2.4. Nadjimo zbir brojeva 

2 
0.6439·10 l xs 

3 
O.S763•10 l 

l 
0.7428•10 l 

4 
0.2034·10 l 

zaokrugljujući sve medjurezultate na četiri značajne cifre. 

Sabiranjem brojeva u datom redosledu, imamo redom 

X = l 

u2 = fl(u
1

+x2 ) 0.6113·10° 

u3 fl (u
2

+x
3

) 0.8039•10
1 

u4 fl(u
3
+x

4
) 0.7243·10

2 

us fl(u 4+xs) 0.6487·10
3 

U~ fl (uS+x 6 ) 0.2683·10
4 

b 

Dakle, zbir je u = u 6 
0.2683·10

4
• 

Jl.ko sabiranje izvodimo u obrnutom redos ledu, imamo 

vl x
6 

= 0.2034 

v2 fl(v1 +xs) 

v3 fl (v2+x4) 

v4 fl (v 3+x 3 ) 

vs fl (v 
4

+x
2

) 

v 
6 

fl (v S +x 1 ) 

tj. zbir je v = 
. 4 

v
6 

= 0.2681•10 . 

10
4 

4 
0.2610·10 l 

. 4 
0.2674·10 l 

0.2681·10
4

, 

4 
0.2681·10 l 

4 
0.2681·10 l 

21 

Medjutim, tačan zbir je s= 0.26827293·10
4

. Odgovarajuće 
greške dobijenih zbirova u i v su 

u-s 0.27 i v-s -l. 73. 
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Primer 2.2.5. Neka su brojevi iz primera 2.2.3 pozitivni i bli

ski po vrednostima, tj. x. = x +o., lo.l<<x (i= 1,2,3,4). 
. 1 o 1 1 o 

Korišćenjem rezultata iz pomenutog primera, zaključujemo da je 

tj. 

s obzirom na pretpostavku lo. l<< x (i= 1,2,3,4). 
1 o 

Izraenimo sada redosled izračunavanja. Naime, neka je 

Na osnovu grafa sa sl. 2. 2. 5. ir:<amo 

xl+x2 x3+x4 
x

1
+x

2
+x 3+x/i+x

1
+x2+x 3+x/2 + r3 

Sl. 2.2.5 

r 
l 
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odakle je 

tj. 

Dakle, na ovaj način se smanjuje granica apsolutne greške 

zbira četiri bliska pozitivna broja. 

U opštem slučaju, ako imamo m2 pozitivnih brojeva, pri

bližno jednakih po veličini, koje treba sabrati, granica apsolut

ne greške biće manja ukoliko brojeve grupišemo u m grupa po m 

brojeva i sabiramo brojeve u okviru svake grupe, a zatim sabiramo 

dobijene zbirove. 

Na kraju, zadržaćemo se na problemu broja značajnih cifara 

približnog broja x. Pretpostavićemo, kao i ranije, da računska ma

šina radi sa pokretnom tačkom i n-razrednom mantisom, kao i da je 

b=10. 

Ako je x* približan broj broja x, i ako [P] označava ~aj-
bliži ceo broj realnom broju p, broj značajnih cifara broja x 

može se oceniti p~moću 

(2. 2.11) 

Drugim rečima. relativna greška rx može se približno izraziti po
-l 

moću 10 . Naravno, uvek je l ~ n. 

Posmatrajmo sada izračunavanje brQja 
m 

(f : R + R), 

pomoću brojeva xi (i=1, .•. ,m). Pretpostavićemo da su brojevi xi dati 

svojim približnim vrednostima xi sa brojem značajnih cifara li. 

Ako je lmin = min(l1 , ••• ,lm), za grešku rezultata, može se 
dati približna ocena 

(2.2.12) 
m -l· 

e = r x. ~10 1 

i=1 1 axi 

*) Uzećemo da je [k + -~] = k+1 

-l . m af 
10 m1n ., l \ 

~ .~ xi ax. · 
1=1 1 

(k ceo broj) . 
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Na osnovu (2.2.11) i (2.2.12) , broj značajnih cifara rezul·-

tata može se oceniti pomo~u 

(2.2.13) 

gde je 

(2.2.14) 

Veličina o ukazuje na gubitak značajnih cifara u broju x. 

Kako lx u (2.2.13} ne može biti veće od n, to se za gubitak 

značajnih cifara u broju x, konačno, dobija 

imamo 

Ispitajmo veličinu o u nekim standardnim izračunavanjima. 
m 

1° Množenje x=f(x1 , ... ,x) = n X·. Kako je 
. m i=1 1 

m H E lx. ~l =m 
i=1 1 ax. 

1 

m 
l n xi l, 
i=1 

S obzirom da je, najčešće, m <<100, iz poslednje jednako

sti sleduje, u najgorem,slučaju, o=1. Ovo pokazuje da se gubitak 

značajnih cifara u ovom slučaju može zanemariti. 
xl 

sled uje 

2° De ljenje x = f(x1 ,x2) = x' Iz (2.2.14) i 
2 

2 
af l 

X 

E lx·~ = 21/1' 
i=1 1 xi 2 

o = [ log10 2] = o' 

što znači da nema gubitka značajnih cifara. 



imamo 

(2.2.13) 
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Sabiranje x 
m 

= f(x1 , ... ,xm) = I: X·. 
i=1 l 

·[·· ~ lx·l ] i=1 l 
li= log10~m .. 

l E x.l 
i=1 l 

l<ako je 

25 

Iz poslednje jednakosti sleduje da je li =O samo ako su svi 

brojevi x. istog znaka, Inače, u opštem slučaju, li > O, 
l . 

Dakle, kod sabiranja (oduzimanja) postoji gubitak značaj-

nih cifara. 
Kako se sva izračunavanja sastoje od konačnog broja ko!:lbina·-

cija množenja, deljenja, sabiranja i oduzimanja, zaključujeQO da 

je gubitak značajnih cifara prouzrokovan najčešće oabiranjima i 

oduzimanjima. 

Efekat gubitka značajnih cifara kod oduzimanja bliskih 

brojeva ilustrovaćemo na sledećem primeru: 

Primer 2.2.6. Izračunajmo razliku x = x1 - x2 , uzimajući 

x1 J'2':0i = o .141774469 ·10 1 , x2 =12 = 0.141421355·10
1

• 

Navedeni brojevi su dati sa devet tačnih značajnih cifara, me

djutim rezultat se dobija sa šest značajnih cifara 

X = 0.353113·10-z. 

Dakle, došlo je do gubitk~ tri značajne cifre, što se može od-

rediti i na osnovu (2.2.13) • Naime, 

Medjutim, ako vrednost izraza za x izrazimo po formuli 

0.01 
X : 

ff.OT + 12. 

kod koje izbegavamo oduzimanje bliskih brojeva, dobijamo rezultat 

sa svih devet značajnih cifara X = 0.353112550·10-
2

. 



" 26 1. UVOD U NUMERičKU t4ATEMATIKU 

1.2.3. Statistički prilaz u oceni grešaka 

U dosadašnjoj analizi grešaka uvek smo razmatrali tzv. 

"najgori slučaj", tj. slučaj u kome su greške ulaznih podataka 

i greške zaokrugljivanja uzete tako da obezbedjuju maksimalnu 

grešku izlazne informacije, mada taj slučaj vrlo retko nastupa. 

U ovom odeljku ukazaćemo na statistički prilaz u oceni 

greške na jednom jednostavnom primeru. Naime, neka je 

n 
u E xi 

i=l 

i neka su brojevi xi dati svojim približnim vrednostima x1 , pri 

čemu su odgovarajuće granice apsolutnih grešaka ~i' tj. 

(i=l, .•• ,n). 

Pod pretpostavkom da ne postoje greške zaokrugljivanja u 

procesu računanja, greška zbira će biti 

n 
e E e. 

u i=l ~ 

odakle sleduje ocena 

n 
(2. 3 .l) E le ·l 

i=l ~ 
< 

n 
E ~. 

i=l ~ 

Dakle, ova ocena daje maksimalnu apsolutnu grešku, koja nastupa 

samo u dva slučaja, tj. kada je ei=~i(i=l, ... ,n) ili kada je ei= 

-~i(i=l, •.• ,n). Naravno, sa stanovišta teorije verovatnoće ista

tistike, ovi slučajevi su malo verovatni. Da bismo mogli dobiti 

statističku ocenu za grešku eu potrebno je uvesti pretpostavku o 

funkcijama raspodele grešaka ei(i=l, •.. ,n). Pretpostavimo da su 

sve graniceapsolutnih grešaka medjusobno jednake, tj. ~i=~ (i=l, 

•.. ,n) i da greške podležu ravnomernom zakonu raspodele u inter

valu (-~.~),tj. da je gustina verovatnoće svake od grešaka ei 

(i=l, .•• ,n) jednaka iK. U ovom slučaju, matematičko očekivanje 

m(ei) i disperzija D{ei) su d~ti sa 
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+Ll 
t m(e.)= fndt 

~ -Ll 
o i 

.pretpostavljajući da su greške ei nezavisne veličine, za disperziju 

sume dobijamo 

n 1 2 
D(eu) = E D(e.) = 3 nll . 

i=1 ~ 

Da bismo našli statističku ocenu za eu potrebno je naći 

funkciju raspodele sume grešaka. S obzirom na g~omaznost postupka 

za konstrukciju ovakve funkcije, pristupićemo izvesnoj aproksimaci

ji. Naime, pretpostavićemo da se suma ponaša po normalnom zakonu 

raspodele sa matematičkim očekivanjem O i standardnom devijacijom 

a =Liv1. 
Tada je 

P( je J< 3a) = 0.9973, 
u 

tj. sa verovatnoćom 0.9973 možemo očekivati da je 

(2.3.2) Je J< 3a=LI13n. 
u 

Dakle, za statističku granicu apsolutne sume možemo uzeti veličinu 

Ll~, koja je pri n> 3 manja od granice nll, dobijene na osnovu 

(2.3.1). 

Primetimo da sa verovatnoćom 0.68 možemo očekivati da je 

JeuJ <a =Ll~. 
Primer 2.3.1. Kod sabiranja 75 brojeva, koji su svi dati sa tač-

4 -4 -2 
nošću 5·10- , granica apsolutne gr~ške je n•L\=75.5·10 =3.75•10 

Medjutim, statistička granica (na osnovu (2.3 .2)) je 

tj. pet puta je manja. 
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1.3. REKURZIVNA IZRAČUNAVANJA I SmURANJE 

1.3.1. Diferencne jednačine 

Kako se mnogi problemi u numeričkoj analizi svode na re

šavanje diferencnih jednačina, u ovom odeljku, daćemo ukratko ne

ke pojmove i rezultate iz teorije ovih jednačina. Opširnije o di

ferencnim jednačina-ma može se naći, na primer, u [3], [4], [s]. 

Definicija 3.1.1. Pod konačnom razlikom prvog reda funkcije x~ 

f(x) podrazumevamo izraz 

M (x) = f (x+h) - f (x) (h=const > O) • 

Definicija 3.1.2. Pod konačnom razlikom reda n funkcije f podra

zumevamo izraz ~nf(x) dat rekurzivno pomoću 

(3 .1.1) 

i 

(~0f (x) =f (x)). 

Lako se mogu dokazati sledeće formule 

n 
E (-1li(~)f(x+(n-i)h) 

i=o 
1 

n 
f(x+nh) = E 

i=o 

Primedba 3.1.1. Slično prethodnim definicijama mogu se definisati 

konačne razlike niza {yk}kEN. Naime, imamo 

n-1 n-l 
~ yk+1- ~ yk (n=1,2, ... ). 

Primer 3.1.1. Konačne razlike funkcija fi g, koje su definisane 

pomoću f (x) =ax2 + bx +e i g (x) = e ax, su redom 

28 
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t.f(x)= h(2ax+ah+b), t. 2f(x)= 2ah 2 , t.nf(x)=O (n=3,4, .•. ) 

i 

(n=l, 2, .•• ) • 

Konstanta h naziva se korak. Često se u prethodnim defi

nicijama uzima h=l. 

Jednačina oblika 

F(x;f(x),llf(x), ... ,t.nf(x)) =O, 

gde je f nepoznata f~nkcija, predstavlja diferencnu jednačinu 

reda n, ako posle transformacije pomo6u (3.1.1) sadrži f(x+nh) 

i f(x); u protivnom jednačina je nižeg reda od n. Dakle, diferen

cna jednačina reda n ima oblik 

(3.1.2) G (x;f (x) ,f (x+h), ... ,f ~+nh)) o. 

Primer 3.1.2. Diferencna jednačina(h=l) 

t. 3 f (x) - 3t.f (x) - 2f (x) = x+2 

je prvog reda, jer se pomo6u (3.1.1) svodi na 

f ( x+ 3 ) - 3 f ( x+ 2 ) = x+ 2 , 

tj. 

f (z+1) - 3f (z) = z, 

pri čemu smo uveli smenu z=x+2. 

Ako uvedemo smenu x=x0+k~· i stavimo yk=f(x
0
+kh), tada 

(3.1.2) postaje 

U našim razmatranjima od interesa su linearne diferencne 

jednačine, čiji je opšti oblik 

Yk+n +bl (k)yk+n-1 + · ·' + bn (k)yk = Q(k) • 

Ako je Q(k) =O jednačin~ je homogena; u protivnom jednači

na je nehomogena. 
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Posmatrajmo, najpre, linearnu diferencnu jednačinu pr

vog reda 
(3.1.3) yk+l + b(k)yk= Q(k). 

Op§te re§enje homogene jednačine yk+l + b(k)yk= O je dato sa 

k-l· 
(3.1.4) yk= (-l)kc TI b(i) (C proizvoljna konstanta). 

i:O 

Ako pretpostavimo da C zavisi od k, tj. C= Ck' mogu6no 
je polaze6i od rešenja (3.1.4) na6i rešenje nehomogene jedna
čine (3.1.3). Naime, u tom slučaju dobijamo da je reAenje ne

homogene jednačine data sa 

gde je e proizvoljna konstanta. 

Opšte rešenje linearne diferencne jednačine n-tog ređa 
je dato sa 

yk = c1'f1 (k)+ c2\f2 (k) + ••• + cn'fn (k)+ fp(k), 

gde su ~1 ,~2 , ••• ,~n linearno nezavisna partikularna rešenja 
odgovaraju6e homogene jednačine, a fp jedno partikularno re
šenje nehomogena jednačine. Konstante Ci( i= l, ••• ,n) su proiz
voljne i u konkretnim slučajevima odredjuju se iz početnih us

lova. 

Da6emo sada neke napomene koje se odnose na odredjiva
nje op§teg rešenja linearne homogene diferencne jednačine sa 
konstantnim koeficijentima. Pretpostavimo da je rešenje ove 
jednačine oblika yk =~k. Tada zamenom u odgovaraju6oj jedna
čini dobijamo 

~k+n + bl.Ak+n-1+ ••• + bn~k =o. 

Dakle, karakteristična jednačina je 

')..n+bl~n-1+ ••• +bn =o. 

U zavisnosti od .korena karakteristične jednačine razlikovaćemo 
slučajeve: 
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a} Ako su svi koreni A1 , ... ,An prosti, opšte rešenje je 

b} Ako su Ap i Aq konjugovano-kompleksni koreni, tj. 

A 
p 

p(cosa +isina} i A 
q 

tada njima u opštem rešenju odgovara izraz 

>: , 
p 

pk(A cosk~ +A sinkS}; p q 

e} Ako je Ai višestruki koren reda m, tada njemu u opštem 

rešenju odgovara izraz 

KQd linea~nih nehomogenih jednačina sa konstantnim koefi-

cijentima moguđe je u izvesnim slučajevima naći partikularno 

rešenje fp. 

Ako je Q(k} = Ps(k} (Ps polinom stepena s} i A= l koren 

karakteristične jednačine reda m, tada se partikularno rešenje 

može tražiti u obliku 

fp(k} 

Ukoliko je Q(k} 

Aokm + Al~+l + .•. + Askm+s. 

Ps(~}ak i A= a koren karakteristične 

jednačine reda m, fp treba tražiti. u obliku 

fp (k} = ak (A
0

km + .... + Askm+s}. 

Primer 3.1.3. Rešimo diferencnu jednačinu 

yk+4 + 2Yk+3 + 3Yk+2 + 2Yk+l + yk O, 

pod uslovima y
0

=y1=y3=o i y 2=-l. 

Kako je karaktiristična jednačina 

A4 + 2A 3 + 3A 2 + 2A + l =O, 
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2~ . ć Dakle, ~ = l, Q = "3 pa je opšte rešenJe dato pomo u 

gde su Ci(i~ 1, ••• ,4) proizvoljne konstante. Na osnovu da
tih uslova nalazimo c1 = c2= o, c3 = -c4 = -2/13 , tj. 

2(k-l) . 21tk 
Yk :;z J3 s~n T 

Primetimo da se ovo rešenje može predstaviti i u obliku 

k= O (mod3), 
k= l (mod3), 
k =-l (mod3). 

Primer 3.1.4. Nadjimo opšti član Fibonacievog niza: 0,1,1,2,3, 

5,8,13,2l, ••• CNde je Yk+2=Yk+yk+l Rešenje ove jednači

ne, pod uslovima y 
0 

= O i y1 = l, Je 

yk = ~ [ (l+2!5r - (l-2 
15f]· 

1.3.2. Napomene o izračunavanju vrednosti funkcija i 
i sumiranju redova 

Pri izračunavanju vrednosti funkcija, na računskim ma
šinama, vrlo je važno u kom su obliku date odgovarajuće for
mule. Naime, često vrednost ekvivalentnih matematičkih izraza 
u numeričkom smislu nije ista(zbog grešaka o kojima. je bilo 
reči u prethodnom poglavlju). 

U ovom odeljku ukazaćemo na neke st,andardne načine za 
izračunavanje vrednosti elementarnih funkcija. Kako su ovi na
čini pretežno zasnovani na primeni redova, to ćemo izneti i 
neke probleme vezane za sumiranje redova. 

Primer 3.2.1. Za izračunavanje vrednosti :f'~kcije x..-.ex može 
se koristiti Taylorov razvoj 

n k 

(3.2.1) ex =L U + ~(x)' 
k=O 

l 
l 
l 
l 

l 
l 
l 
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xn+l ~x 
gde je ~(x). (n+i)i e (O< ~<l). 

Ako je O ~x ~l moguće je ostatak Rn(x) oceniti na sle
deći način. Naime, kako je 

~ k xn+l x x2 
Rn(x) • L fi • (n+l) l (l+ n+2 + (n+2Hn+') 

i•n+l 

za 0 aX< n+;2 imamo 

xn+l n+2 
Rn(x) <. (n+l)!'n+2-x • 

+ ••• ) 

Ako je O~ x ~l, iz prethodne nejednakosti sleduje 

(,.2.2) 
· xn+l n+2 n+2 

Rn(x) < (n+l) l 'ii+! {: (n+iHn+l) l 

Broj članova n u razvoju (,.2.1), koji treba uzeti, za
visi od tačnosti koja se zahteva za rezultat. Ukoliko je.ovaj 
broj članova veliki, to će konačan rezultat, ipak, biti pogre• 
šan usled grešaka zaokrugljivanja tokom računskog procesa. 

U .konkretnom slučaju, kada je O ~x ~l, uslov Rn(x)<lđ:"?, 
na osnovu (,.2.2), ispunjen je za najmanje n·lO. Kada ae avi 
brojevi koji učestvuju u izračunavanjima zaokrugljuju i pred
stavljaju u normalizovanom obliku sa sedmorazrednom mantisom, 
ovaj broj članova razvoja nije veliki, a obzirom da je rela
tivna greška zaokrugljivanja takodje reda 10-7. 

Primer 3.2,2. Izračunajmo broj e sa relativnom greškom koja 
je manja od 10-?. Na osnovu prethodnog primera, u razvoju 
(,.2.1) treba uzeti nmlO i x•l. Dakle, 

gde je 

lO 
e • 2: uk + R10(1), 

k•O 
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Zaokrugljeni brojevi uk (k • 0,1, ••• ,lO) predstavljeni 
u normalizovanom obliku sa aedmorazrednom mantisom su redom 

. l 
u

0 
.. u1 • 0.1000000·10 , 

o u3 • 0.166666?·10 1 

-2 u5 • 0.8333333 ·lO , , 

u7 • 0.198412?·10-3, 

v
9 

= o.2?55?,l·lo-5, 

o u2 • 0.5000000 ·lO , 
-l u4 • 0.416666? ·lO , 
-2 U6•0.1388889·10 , 
-4 u8 • o. 2480158 ·lO , 
-6 u10 • O. 2?55?31· 10 • 

Iz odeljka 1.2.2 poznato je da će greika biti najmanja 
ako sabiramo brojeve polazeći od najmanjeg, tj. od u10• Tada 
za zbir dobijamo 

so- 0.2718282 ·101 • 

Broj S
0 

aproksimira broj e (• 0.2?182818284 ••• ·101 ) sa 
sedam značajnih cifara. Relativna greika je manja od 10-? 
(tačnije, manja od 0.6?·10-?). 

Primedba 3.2.1. U opštem slu~aju za izra~unavanje vrednosti 
funkcije x 1-+ ex poželjno je koristiti se formulom 

8 x • e (x]ez, 

gde su (x] celi deo od x i z .. x- [x) • Pri ovome vrednost e [x) 

izračunava se prostim množenjem, tj. 

l ( [x} • o), 

e ••• e ( (x] > O), 
e [xl = '--v-----' 

{X) puta 
l l ( (x] ~ O), e··· e 
'----v--' 
- [x]puta 

gde su 

e .. 2.?1828182845904... i :•' 0.,6?8?94411?144 ••• • 

Izračunavanje vrednosti ez(o {!,z L. l), kao što smo rani

je videli, ne predstavlja posebnu teškoću. 



1.3. REKURZIVNA IZRAčUNAVMlJA I SUMIRANJE 35 

Primer 3.2.3. Za izračunavanje vrednosti fUnkcije x~logx 
(O< :x: < +m) koristimo transformaciju x • tJ! z, gde su z i m 

takvi da je ~~z.( l i m E z. Tada je 

log x .. m log 2 + log z (log 2 • 0.69314718 •• • ) • 

Ako stavimo z •I ; , imamo da j e 

tl ~ ~ log z • log m . -2(y + 3 + 5 + ••• 

gde su 

i 

kosti 

j amo 

1-z 
Y•t+z 

2n+l 2n+3 2 Y2n+l 
Rn(y) • 2 ( ~ + ~ + •••) < 

1
_,.2· 2n+l 

Kako je O.C::yf.! (.- ~(az.(.l) za ostatak važe nejedna-

o "' ~(y) < l • 
4·32n-1(2n+l) 

2k-l 
Uvodjenjem oznake uk • n (k= l, • •• ,n), najzad dobi-

logx • mlog2 - 2(u1 + ••• +un)- Rn , 

gde se n odredjuje iz uslova un"' 4f, (t zadata tačnost), jer 

je tacla ~ • ~(y) 'kun< E: • 
+Q) 

\' k 4 Primer 3.2.4. Kod sumiranja reda L (-1) '2lt+I , da bi se 
lf·o 

postigla tačnost od 10-4 , potrebno je uzeti oko 20000 članova 
reda, što sleduje iz nejednakosti 4/(2n+l) < 10-4. Praktično 
ovakav način za sumiranja je neizvodljiv. Napomenimo da je su

ma ovog reda ft ( • 3.1415926535 ••• ). Dati red pripada klasi 

tzv. aporokonvergentnih redova. 

Na osnovu poslednjeg primera može se zaključiti da kod 

aporokonvergentnih redova~ direktno sumiranja članova reda ne 

dovodi do željenog rezultata(zbog velikog broja članova reda 
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koje treba sabrati i ~re~aka zaQkrugljiv.~a koje pritom nas
taju). U ovakvim slučajevima treba naći neke načine za tzv. 
brzo sumiranja ili keko se često kaže ubrzavanje konvergen
cije redova. u literaturi postoji veliki broj metoda koji ovaj 
problem re~avaju. Nave~ćemo nekoliko od njih. 

Posmatrajmo konvergentni alternativni red 
HO 

L(-l)kak • ao- al+ a2- a3 + • • • 
k•O 

čija je suma A. Pokazaćemo da je red 

tekodje konvergentan i da ima istu sumu kao i red (3.2~3). 

Pretpostavimo da su \An\ i \Bn) nizovi pareijalnih su
ma radova (3.2.3) i (3.2.4) respektivno. Tada je 

(n .. l,2, ••• ). 

Kako je prvi red konvergentan, imamo da je lim an • O pa iz 
(3.2.5) sleduje 

Primenimo izloženu transformaciju na red iz primera 
3.2.4, čiju sumu označimo sa s. Imamo 

tj. 

(3.2.6) 

+CO 

k~ (-l)k ~( ~- ~)' 

+CO 
~ 4(-l)k-1 

S•2+L 2 • 
k-1 4k -1 

Ocenimo sada koliko je članova reda (3.2.6) potrebno 
sabrati da bi se dobila suma sa istom tačnošću kao u primeru 
3.2.4. Iz 4/(4n2-l) <. 10-4 sleduje n >100. Dakle, sada se is
ta tačnost može postići ako se uzmu prvih sto članova reda. 

Izložena transformacija za sumiranja alternat~vnih 
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numeričkih redova predstavlja speeijalan slučaj Euler-Abelove 
transformacije koja se primenjuje kod stepenih redova. 

Razmotrimo stepeni red 
+CD 

f(x) .. L a~k, 
k=O 

čiji je poluprečnik konvergencije R konačan. Ne umanjujući 
opštost razmatranja molemo uzeti R • 1. 

Iz f(x) • a
0 

+ xg(x), gde je 
+CD 

g(x) • L: ak+lxk, 
k=O 

sleduje 
+CD 

(l- x)g(x) • (l-x) I: ak+l xk 
k .. o 

+CD +CD 
\' k \' k+l 

• ~ak+lx - ~ ak+lx 
k·o lt=o 

+CD 

• ao + I:<ak+l- ak)xk 
k·o 

odakle je 

tj. 

+CD 

f(x) • ao + l~x<ao + I<ak+l- ak)xk ), 
lf•O 

+CD 

f(x) • l~ox + l~x L Aak xk • 
· k•O 

Iz poslednje formule za X• -1 i ak~ o, aleduje 

+CD +CD 

I(-l)kak • ~ao - ~ 2.:(-l)k Aak ' 
k•O kao 

ito je ekvivalentno sa (3.2.4). 
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Sukcesivnom primenom izlo~ene Euler-Abelove transfor

macije m puta na red (3.2.7) dobijamo 

f(x) 

Primer 3.2.5. Sukcesivnom primenom.Euler-Abelove transforma
+oo k 

cije dva puta na red f(x) =L :+l, dobijamo 
k= O 

l 
l (2-l)x 

f(x) = l-x + (l-x) 2 
2 l k 

k+2 + w>x 

tj. 

l X 
f(x)= 1-x- 2(l-x)2 

2 +oo k 
\' 2x 

+ ( l~ X) L ..,.,( k,....,+~l"T") .;.;( k=-,+,...,.2,.....) -r.{ k,.-,+...,.3,.....) • 
k= O 

Primenimo dobijenu formulu na izračunavanje vrednosti 
log 2. S obzirom da je log2 = f(-1) imamo 

5 l ~ (-l)k 
log 2 ~ š + 2 L (k+ l) (k+2) (k+3) ' 

k= O 

odakle, za n= 2, dobijamo log 2 ~ 0.6958333. llobijeni rezultat 
je tačan na dve decimale, 

Za ubrzavanje konvergencije redova postoje i transfor
macije koje se zasnivaju na ubrzavanju konvergehcije nizova. 

Neka je {sn} niz parcijalnih suma reda (3.2.3), tj. 
n-l 

Sn= L(-l)kak (nE: N). Mo~e se pokazati .da niz {s~1, gde je 
k= O 

(n= 1,2, ••• ) 

brže konvergira nego niz {sri} i da je lim 3~ =lim Sn. Da
ljom primenom iste transformacije na niz \S~}dobija se niz 

\_~;\, gde je 

S" n l<s' + s' ) 2 n n+l l(s + r + , ) 4 n un+l ~n+2 (n=l, 2, ••• ) • 
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Na kraju napomenimo da postoji čitava klasa nelinearnih 
transformacija koje se primenjuju kod sumiranja redova ( [d, 
[ 7}, (s·]). Jedna od najprostijih je a2·-transformacija 

s• • s 
n n 

(l\Sn)2 

~2s 
n 

(n=O,l, ••• ) 

o kojoj će biti reči u opštoj teoriji iterativnih procesa(ode
ljak 3.2.2). 

1.3.3. Neke primene verižnih razlomaka 

Izraz oblika 

•o + 
bl 

b2 
al+ 

b3 
a2 + 

a3 + ... 
naziva se verižni razlomak i predstavlja se u jednom od slede

ćih oblika 

a +bl b2 ~ 
o a1 + a2+ a3+ . . . . 

•••• 

Verižni razlomak može biti konačan, na primer 

Od interesa je razlaganje racionalne funkcije u veri

žni razlomak. 

Neka je 

.t(x) • 
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Tada je 

.t(x) • l· 0 lo 
--------------~~--~~--------- a -----=~-----
0 oo 0 oo + 0 olx + 0 o2x + • • • _ 0 oo 
--- + --~--~----~~~---

000 + x.tl (x) 

010 

gde je 

i 

0 2j • 0 lo0 o,j+l- 0 oo0 l,j+l (j • O, l, • • • ). 

Nastavljajući ovaj proces dobija se razvoj u verižni 
razlomak 

[ 
clo o2ox o3ox J 

.t(x) • O; ---o '-o ' e ' • • • ' 
oo lo 2o 

gde su 
e i-2,o 

e. l 1- ,o 
(i-2,3, ••• ). 

Primer 3.3.1. Za funkciju x..,.t(x). l-x 2 imamo 
1- 5x+6x 

.t(x) • [o; l -4-x -2x -12x J 
I'' 'T' "":'j:'"t --=T 

• ___ 1=-----
• 

1 
___ 4~x:c._ __ 

1-
2x · 

-4 + 6x 

Za izračunavanje vrednosti nekih funkcija umesto Taylor
ovog razvoja, može se koristiti razvoj u verižni razlomak. Za
to 6emo sada navesti, bez dokaza, razvoje za funkcije x ~ex 
i x...,tgx. 

Euler je dokazao razvoj 



1 .3. REKURZIVNA IZRAćUNAVANJA I SUMIRANJE 41 

... J t 
koji konvergira za svako realno ili kompleksno x, dok je raz
voj 

x -x -x -x 
[ 

2 2 2 J 
t g x • o; r , 3 , 5 , ... , ~ , ... 

dokazao Lambert. Poslednji razvoj konvergira za svako x, za 
koje je funkcija x...,tg x neprekidna. 

Primedba 3.3.1. Za izračunavanje vrednosti tgx pogodno je uve
sti amanu tg x • ~ • Tada se najpre izračunava vrednost 

y • [l; =# t =f-t o o. J t 
'X a zatim tg x • y • 

1.3,4. Izračunavanj~ vrednosti polinoma 

Jedan elementaran, ali važan problem je'izračunavanje 
vrednosti polinoma. 

(3.4.1) 

Ako bismo izračunavali vrednost polinoma P(x), na osno
vu (~.4.1), bilo bi potrebno 2n-l množenja i n sabiranja, Me
djutim, ukoliko P(x) predstavimo u obliku 

potrebno je samo n množenja i n sabiranja, 

Na osnovu (~,4,2) može se formirati rekurzivni postupak 

koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj, P(x) • u
11

• 

Izloženi postupak je poznat kao Hornerova šema. 
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2. ELEMENTI REALNE l FUNI<CIONALNE 
ANALIZE 





2.1. OSNOVNE DEFINICIJE I STAVOVI O LINEARNIM PROSTORIMA 

2.1.1. Linearni prostor 

Definicija 1.1.1. Skup X naziva se linearni(vektorski) pros

tor nad poljem K ako je: 

1° U skupu X definisana jedna binarna operacija +u 
odnosu na koju skup X čini Abel ovu grupu; 

2° Ako je svakom paru (u,c) (u€ X;c€.K) dodeljen po 
jedan element cu skupa X tako da su ispunjeni uslovi: 

c1 (c2u) = (c1 c2 )u, 

c(u1 + u2 ) = cu1 + cu2 , 
(1.1.1) (c1 + c2 )u = c1u + c2u, 

lu= u 

za sve elemente u,ui € X i c,ci E K(i=l,2). 

Jedinični element polja K označen je sa l. Elementi 
skupa X zovu se vektori(tačke), elementi polja K skalari, 
operacija + skupa X vektorsko sabiranje(unutrašnja kompo
zicija) i operacija (u,c) -Pcu množenje vektora skalarom 
(spoljašnja kompozicija) • 

. Treća jednakost iz (1.1.1) pri c1 =l i c2 = -1 daje 

ou = u + (-u) = Q za svako uE X, 

gde je g neutralni element skupa X za operaciju vektorskog 
sabiranja i ovaj element se naziva nula-vektor. 

Osim toga, stavljanjem u2 = -u1 u drugoj jednakosti 
iz (1.1.1) dobijamo 

c9 = Q za svako e E: K. 

45 
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Definicija 1.1.2. Vektori ui(i=l, ••• ,n) linearnog vektorskog 
prostora X nazivaju se linearno zavisnim ako u polju K posto
je brojevi ci(i=l, ••• ,n) koji istovremeno nisu jednaki nuli, 
tako da je 

(1.1.2) 

Vektori ui(i=l, ••• ,n) su linearno nezavisni, ako je 
jednakost (1.1.2) tačna samo za ci =o(i=l, ••• ,n). 

Definicija 1.1.3. Za beskonačno mnogo vektora kažemo da su 
linearno nezavisni, ako je svaki sistem konačnog. broja tih 
vektora linearno nezavisan. 

Definicija 1.1.4. Ako u vektorskom prostoru postoji n line
arno nezavisnih vektora, a svaki sistem od n+l vektora je 
linearno zavisan, kažemo da je prostor n-dimenzionalan. U 
protivnom slučaju kada u vektorskom prostoru postoji bes
konačno mnogo linearno nezavisnih vektora, kažemo da je pros
tor beskonačno-dimenzionalan. 

Definicija 1.1.5. Neka je A={u1 , ••• ,um\, gde su uk(k=l, ••• ,m) 
vektori prostora X. Skup svih linearnih kombinacija ovih vek
tora naziva se lineal nad A i označava se sa L(A). 

Definicija. 1.1.6. Skup B linearno nezavisnih vektora prosto
ra X obrazuje algebarsku ili Hamel ovu bazu prostora X, ako 
je L(B) =X. 

Teorema 1.1.1. Svaki vektor vektorskog prostora X može se 
na jedinstven način izraziti kao linearna kombinacija vek
tora algebarske baze tog prostora. 

Napomenimo da vektorski prostor ima beskonačno mnogo 
različitih baza, medjutim, sve one imaju isti broj elemena
ta, tj. iste su kardinalnosti. Kod n-dimenzionalnog prostora 
baza sadrži n vektora. 

Definicija 1.1.7. Svaka baza prostora naziva se koordinatni sis
tem tog prostora. 

Neka je B= {u1 , •.• ,un1 jedna baza prostora X. Tada se, 
na osnovu teoreme 1.1.1 , vektor ut::. X može predstaviti u obli-
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ku U=x1u1 + ••• + xnun. Dakle, ako je zadata baza B, vektor u 
je potpuno odredjen skalarima x1 , ••• ,xn i može se korišćenjem 
matrične notacije predstaviti u obliku 

u .. [xl • • • xn] T • 

Skalari x1 , ••• ,xn nazivaju se koordinatama vektora. 

Primer 1.1.1. Neka je R0 
.. {(xl' ••• ,xn) l xi~R(i•l, ••• ,n)}. Ako 

u ovaj skup uvedemo unutrašnju i spoljašnju kompoziciju pomoću 

(:xl' • • • ,xn)+(71' • • • ,yn) = (:xl +Yl' ••• ,xn +y n)' 

c(x1 , ••• ,xn) • (cx1 , ••• ,cx
0

) , 

on postaje vekt.orski prostor. Jedna baza ovog prostora je skup 

{el'e2 , ••• ,e0} , gde su 

·l·(l,o, ••• ,o), e2·(0,l, ••• ,o), ••• , en=(o,o, ••• ,l). 

Ukoliko drugačije nije rečeno, uvek ćemo u daljem tekstu pod

razumevati da je u prostoru R0 zadata pomenuta baza, koju na
zivamo i prirodnom bazom. Za tačke ovog prostora koristićemo 

ravnopravno oznake 

i • (xl, ••• ,xn) • [xl ••• :xn)T• 

Primer 1.1.2. Skup J..r(r ~l) realnih(ili kompleksnih) nizova 

+CD 

u= {xk1k 6 N za koje važi )' \Xk\r .( +co, obrazuje vektorski 
k';! 

prostor ako su unutrašnja i apoljašnja kompozicija uvedene sa 

U+V • {x:t1k.:N + tYk1ktN •t~k+Yk1ktN t (cu)=o\_xk1kt.N• 

Primer 1.1.3. Ako u skup neprekidnih funkcija C [a, b] uvede-

mo unutrašnju i spoljašnju kompo~iCiJu sa 
(u +v)(t) = u(t) +v(t) i (cu)(t) = cu(t), 

ovaj postaje vektorski prostor. Nula-vektor ovog prostor~ 
je funkcija koja je identički jednaka nuli na [a~~] •. Is~~ 
je slučaj i sa skupom n puta neprekidno-diferenc~Jab~ln~h 

funkcija cn[a,b]. 

Primer 1.1.4. Skup funkcija Lr(a,b) (r ~l) za koje je 

b S \u(t)\rdt <.+CO obrazuje vektorski prostor ako je unutra-

a 
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šnja i spoljašnja kompozicija uvedena kao u prethodnom pri

meru. Nula-vektor ovog prostora je funkcija koja je skoro 

svuda jednaka nuli na [a, b]. 

2.1.2. Banach ov prostor 

Definicija 1.2.1. Linearni prostor X ( nad poljem K) je nor

miran ako postoji nenegativna funkcija u~-+ n uU definisana 
za svako u E X, koju nazivamo norma od u, takva da je 

l 0 \1 u\\ = o ~ u= Q 

2° 1\cu\1 = \C\·1\u\\ 

3° \lu +v\1~\\u\\ +1\v\\ 

(definisanost); 

(homogenost) ; 

(relacija trougla), 

gde su u , v E. X i e E:. K • 

U normirani prostor uvodi se metrika pomoću 

~(u,v) =\lu- v\\ • 

Primedba 1.2.1. l>'ietriks. na skupu X je funkcija ~:x2 ~[o,+ oo) 
sa sledećim svojstvima 

1° ~(u,v) =o ~ u=v 

2° S>(u,v) 9(v,u) ; 

3° ~(u,v) + ~(v,w) ~ ~(u,w). 

Primer 1.2.1. Vektorski prostor Rn se može normirati uvodjenjem 

(1.2.1) 

ili 

\1 ~~ = max \ xk \ • 
k 

(l '-P < +oo) 

Od normi (1.2.1) najčešće se koriste norme za p= l i 

p=2,tj. 

i 

r 
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Poslednja norma poznata je kao Euklidska norma i često se 

označava sa ll xli E" 

Primer 1.2.2. Prostor C[a,b] se može normirati, na primer, 

uvodjenjem norme pomoću 

(1.2.2) 

ili pomoću 

(1.2.3) 

\\u li = max \u(t)\ 
a~t~b 

b 

ll u ll = s l u (t ) l d t • 

a 

Primer 1.2.3. Prostor Lr(a,b) se normira uvodjenjem norme 

pomoću 

(1.2.4) 

Primer 1.2.4. U prostor 1r norma se uvodi pomoću 

gde je u= {xk1kf:N • 

Definici,ia 1.2.2. Neka je {unlnEN niz tačaka u normiranom 
prostoru X i neka je uE X takvo da je lim 1\un- u\1 = O. Tada 

n -++<O 
kažemo da ovaj niz konvergira po normi ka tački u. 

Definicija 1.2.3. Niz {un1nEN za. koji je lim \lu -u ll= O 
n, m~ +oo n m 

naziva se Cauchy ev niz. 

Primetimo da je svaki konvergentan niz Cauchy ev niz, 

s obzirom da 

kada m, n ... + oo • Obrnuto, svaki Cauchy e v ni z ni j e konvergen

tan. Na primer, granična vrednost niza neprekidnih funkcija 

ne mora biti neprekidna funkcija. 
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Definicija 1.2.4. Normiran vektorski prostor je kompletan 
ako u njemu svaki eauchy ev niz konvergira. 

Definicija 1.2.5. Kompletan normirani prostor naziva s~ 
Banach ov prostor. 

Da li je vektorski prostor kompletan ili n1Je, zavisi 
od uvedene norme. Talco na primer, prostori J..r i Lr(a,b) su 
kompletni u odnosu na norme (1.2.4) i (1.2.5) respektivno, 
dok je prostor e [a, b] kompletan u. odno!3u na normu (1.2.2), 
a nije kompletan u odnosu na (1.2.3). 

2.1.3. Hilbertov prostor 

Definicija 1.2.1. Vektorski prostor nad poljem kompleksnih 
brojeva (K= e) naziva se prostor sa skalarnim proizvodom ili 
unitaran prostor, ako postoji funkcija (u, v) :x2 ~e koja 
zadovoljava sledeće uslove 

1° (u,u) ~O; 

2° (u,u)=O 4:-t>u=Q; 

3° (u+V,w) = (u,w) + (v,w); 

4 ° (cu, v) = e (u, v) ; 

5° (u t v) = "('V";UJ 

za svako u,v,wE.X i e e.e. 

Funkcija (u,v) se naziva skalarni proizvod. 

Teorema 1.3.1. Za skalarni proizvod važi 

(u,cv) = c(u,v) t 

(u,v
1 

+v2 ) = (u,v
1

) + (u,v2), 

IC u, ir)\ 2 ~ (u, u) (v, v) (Schwarz ova nejednakost). 

Unitaran vektorski prostor može se normirati uvodjenjem 
norme pomoću 

(1.3.1) \\U~ 
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s obzirom da funkcija u~V(u,u) ispunjava sve uslov~ def~~ 
nicije 1.2.1. 

Definicija 1.3.2. Unitaran vektorski prostor sa normom (1.;.1) 
naziva se pred-Htlbert ov prostor. Ukoliko je ovaj prostor 
kompletan naziva se Hilbertov. 

Primer 1.3.1• Vektorski prostor Rn postaje Hilbert ov prostor 
ako se skalarni p~oizvod uvede pomoću 

Slično, kompleksan vektorski prostor en postaje Hilbert ov 
sa skalarnim proizvodom 

prJ. cemu y* označava vektor koji se dobija transponovanjem 
vektora y i konjugovanjem njegovih komponenata. Norma koja 
izvire iz skalarnog proizvoda, u ovom slučaju je data sa 

što ustvari predstavlja l!ukli<ls~ normu \\1\IE (videti primer 

1.2.1.). 

Primer 1.3.2. Ako se u prostor l 2 uvede sk~larni proizvod 

pomoću 

dobija se Hilbert ov prostor. 

Primer 1.3.3. Sa skalarnim proizvodom 

b -
(u,v) = S u(t)v(t)dt, 

a 
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prostor L2 (a., b) postaje Hilbert ov. U slučaju kada su elemen

ti iz L2 Ca,b) samo realne funkcije, (1.3.2) se svodi na 

b 

(u,v) = S u(t)v(t)dt. 

Ill 

Umesto skalarnog proizvoda (1.3.2) može se uzeti op
štiji skalarni proizvod definisan sa 

(u, v) 
b 

S p(t)u(t);{t)dt, 

a 

gde je p: t_a, b] ~R+ data neprekidna funkcija (težinska funk
cija). Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda uvedenog na 

ovaj način data je sa 

(

b )1/2 
ll u 1\ = ~p( t) lu( t)\ 

2
dt • 

2,1,4, Ortogonalni sistemi u Hilbertovom prostoru 

Definicija. 1.4.1. Skup vektora { uk1k EI u Hilbert ovom pros
toru X obrazuje ortogonalan sistem ako je 

(\jn,kE.I), 

gde je dnk:- Kroneckerova delta i \\~ll= \)Cuk,uk) • 

Skup indeksa može biti konačan, prebrojiv ili nepre

brojiv. 

Ukoliko je \\uk~= l tt/k EI) kažemo da. skup vektora 

{uk~ k EI u X obrazuje ortonormiran sistem i takav sistem 

označavaćemo sa { uk:1 k E I • 

Definicija 1.4.2. Ortonormirali sistem {uk1kc=.I je potpun 
u X ako nije pravi deo nekog ortonormiranog sistema. 

Teorema 1,4,1. U svakom Hilbert ovom prostoru X ( ~ {o1) 
postoji ortonormirani sistem. 
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Teorema 1.4.2. Neka su ak Fourier ovi koeficijwnti vektora 
uE X u odnosu na ortonormirani sistem {u~) kE. 1 • Tada su 
iskazi · 

1° tu~\ke.I je potpun sistem u X 

i 

za svako u ex, 

medjusobno ekvivalentni. 

Zbog ekvivalentnosti iskaza 1° i 2° u prethodnoj 
teoremi, potpun ortonormiran sistem nazivamo i ortonormi
rana baza prostora. Slično, potpun ortogonalni sistem nazi
vamo ortogonalna baza prostora. 

Kako, zbog jednostavnosti u primenama, ortogonalna 
baza ima prednosti nad algebarskom bazom u Hilbertovom 
prostoru, od interesa je proučiti postupak za konstrukciju 
ortogonalne baze. 

Neka je dat najviše prebrojiv skup linearno nezavi
snih vektora {v 

0
, v 1 , ••• } • Postupak koj im se ovom skupu vek

tora može pridružiti ortogonalan sistem vektora { u
0

, u1 , •• ·1 , 
tako da se lineali nad ovim skupovima poklapaju, poznat je 
kao Gram-Schmidt ov postupak ortogonalizacije i on se može 
iskazati na sledeći način. 

Uzmimo najpre u
0 

= v 
0 

, a zatim u1 predstavimo u obliku 

ul= vl +.?.louo' 

gde je ~lo nepoznati parametar koji odredjujemo iz uslova 
da je vektor u1 ortogonalan na u

0
• Tada iz 

sleduje 

Pretpostavimo sada da smo već konstruisali vektore 
u

0
,u1 , ••• ,uk-l. Vektor un predstavimo u obliku 
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Nepoznate parametre !A.ki (i= o,l, ••• ,k-1) odredjujemo iz uslo
va 

k-1 

(uk,ui) = (vk,ui) + I'lkj(uj,ui) =o (i..;o,l, ••• ,k-1). 
J=O 

Dakle, imamo 

(i=O,l, ••• ,k-1), 

tj. 

(k=l,2, ••• ). 

Odgovarajuć:i ortonormirani sistem vektora je t u~,u!,···}, 
gde je '* uk 

uk = ~Ukl\ (k=O,l, ••• ). 

U specijalnom slučaju, navedenim postupkom, polazeći 

od prirodnog bazisa {l ,x,x2 , ••• } , moguće je u prostoru X= 

L2(a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomoću 

b 

(f ,g) = S p(x)f(x)g(x)dx 
a 

(f ,g EX), 

gde je xl~p(x) nenegativna težinska funkcija, konstruisati 
ortogonalni bazis {Qk1k€:N • Linea! nad ovim bazisom je skup 

o 
svih algebarskih polinoma, koji je svuda gust~ u X(videti 
[11). U zavisnosti od težinske funkcije p dobijaju se razli
čite klase ortogonalnih polinoma. 

Daćemo dva primera. 

Primer 1.4.1. U prostoru L2(-l,l) sa p(x) =l ortonormirani 
bazis obrazuje niz polinoma 

*) Skup A je svuda gust u B ako se u svakoj okolini bilo ko
je tačke iz B nalazi bar jedna tačka skupa A. 
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(k= O, l, ••• )', 

k 
gde je Pk(x) = ....J--. d k (x2 - l)k (Polinom Pk naziva se Legen-

2'Jt! dx 

dre ov pol inom). 

Primer 1.4.2. U prostoru X= L2 (-l,l) sa p(x) = (1- x2 )3/2 , 

odredićemo prvih pet članova ortogonalnog sistema {~~kE: N • 
o 

Izračunaćemo najpre integral 

+l 
Nk = ) x2k(l- x2)3/2dx 

-l 

Primenom parcijalne integracije na integral 

+l 
Nk-l - Nk = S x2(k-l)(l- x2)5/2dx (kE N), 

-l 

___i_ 2k-l ( ) 
dobijamo Nk-l- Nk= 2k-l Nk , tj. Nk = '2'k+4 Nk-l kE N • 

Kako je N
0 

= W, imamo Nk= 31t ~~jd if (kf: N). 

Polazeći od prirodnog bazisa{l,x,x2 , ••• }, Gram-Schmidt

ovim postupkom ortogonalizacije nalazimo redom 

Qo(x) • l, 

Ql (x) 
(x,Qo) 

• x- (Qo'QO) Q
0
(x)-x, 

Q2(x) 
2 -1 .. x - N1N

0 

2 l 
.. X -b t 



l 

i 
l' ,, 
l' 
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56 2. ELEMENTI REALNE I FUNKCIONALNE ANALIZE 

Prva četiri člana odgovarajućeg ortonormiranog sis

tema\ ~'\kE. N su redom 
o 

Q~(x) = ~ ~~' 

Q~(x) 

2,1,5, Neke opšte osobine ortogonalnih polinoma 

U ovo.m odeljku ukazaćemo na neke osobine ortogonalnih 
polinoma, koje ćemo koristiti u teoriji aproksimacija i nume
ričkoj integraciji (op.širnije o ortogonalnim polinomima može 

se naći, na primer u t21, l:~], t41, t5l). 
Neka je { Qk)k ~N ortogonaJ.an niz polinoma na. (a,b) 

o 

sa te ž inskom funkci j om x'""" p (x). 

Primedba 1.5.1. Niz {ckQk1kE:N , gde su ck(,io) konstante, 
o 

takodje je ortogonalan na (a, b) sa težinskom funkcijom x '""'P(x). 

Teorema 1,5,1, Lineal nad bazisom {Q
0

,Ql' ... ,Qnl je prostor 
algebarskih polinoma stepena ne višeg od n. 

~· S obzirom da je 

n 

uslov I: di~ (x) =O implicira o/i= O (i=O,l, ... ,n), odakle 
l.=O 

neposredno sleduje tvrdjenje teoreme. 

Teorema 1.5.2. Sve nule polinoma Qk(k=l,2, ••• ) su realne, 
proste i leže u intervalu (a,b)• 
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~· Kako je, zbog ortogonalnosti, 

b 

S p(x)Qk(x)dx = QJx) (Qk 1 Q
0

) = O (k=l,2, ... ), 
a 

zaključujemo da pelinom ~ menja znak bar u jednoj tački iz 

(a,b). Pretpostavimo da su xl' ••• ,xm(m~k) realne nule ne
parnog reda polinoma Qk, koje leže u (a,b). Definišimo poli

nom P pomoću 

P(x) = Qk(x)W(x) , 

gde j e W ( x) = ( x - x1 ) ••• ( x - xm ) • 

Kako se polinom x ~W(x) može predstaviti u Obliku 

imamo 

tj. 

m 

W (x) = I.: ~i Qi (x), 
l.=O 

b m 

S p(x)P(x)dx = 

a 

(Qk,(A)) = ,L <Xi (Qk,Qi)' 
l.=O 

(Qk,w) = o (m<:k), 

=o( k ll Qkl\
2 (m =k). 

S druge strane, primetimo da polinom P ne menja znak 

na (a, b) što implicira (Qk' (A)) " O. 

Na osnovu prethodnog zaključujemo da mora biti m= k 1 

čime je dokaz završen. 
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Teorema 1.5.3. Izmedju tri uzastopna polinoma u nizu{Qk\kGN 
postoji rekurentna relacija 0 

gde su d.k,~k' (k konstante. 
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~· Izaberimo dk takvo da je polinom R definisan 
pomoću R(x) = Qk+l (x) -~kxQk(x) stepena k. Na osnovu teoreme 
1.5.1, ovaj polinom možemo predstaviti u obliku 

k 

Qk+l (x) - c\kxQk(x) ~ ~kQk(x) + I (jQj-1 (x)' 
J=l 

odakle je 

'II'.(Q. ,Q. l) . 
đJ ~ J-

Ako je O ~i 'k-2, korišćenjem ortogonalnosti niza 

\qk1kENo t zaključujemo da je Oj =O(j=l, ••• ,k-1). Dakle, 

jednakost (1.5.2) se svodi na (1.5.1). 

Ovim je dokaz završen. 

Primedba 1.5.2. Re~urentna relacija (1.5.1) je tačna i za 
k=O, ako stavimo Q_1 (x) =o. 

Pokazaćemo sada kako se koeficijenti ~k'~k,ok, koji 
se pojavljuju u rekurentnoj relaciji (1.5.1), mogu izraziti 
pomoću koeficijenata polinoma iz ortogonalnog niza {Qk1kE N • 

o 

Neka je ak koeficijent uz 
u polinomu Qk' tj. 

k · b k f' · · t k-l x ~ k oe ~C~Jen uz x 

Tada, na osnovu (1.5.1) i (1.5.3), imamo 

odakle sleduje 

(1.5.4) i (kEN). 
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Da bismo odredili fk podjimo od rekurentne relacije 

Množenjem ove jednakosti sa p(x)Qk(x) i integracijor.J od a do b, 

uz korišćenje ortogonalnosti niza {Qk1k~N , dobijamo 
o 

2 . b 
\\Qk\\ = o(k-1 ) p(x) x Qk-1 (x)Qk(x)dx • 

a 

Slično, množenjem jednakosti (1.5.1) sa p(x)Qk_1(x) 

i odgovarajućom integracijom, dobijamo 

b 

O = o(k s p(x)xQk-l(x)Qk(x)dx- fk\\Qk-1\12. 
a 

Najzad, iz poslednje dve jednakosti sleduje 

(kEN). 

Sledeći rezultat poznat je kao Christoffel-Darbouxov 

identitet. 

Teorema 1.5.4. Za ortogonalan niz polinoma{Qk1kEN važi 
identitet o 

t Qk(x)Qk(t) l . Qn+l (x)Qn(t)- Qn{x)~+l(t) 
k=O \\ Qk\12 ., al n\\~\\ 2 • X - t ' 

gde je ~n konstanta koja se javlja u rekurentnoj relaciji 

(1.5.1). 

~· Množenjem relacije (1.5.1) sa Qk(t), dobijamo 

Ako u poslednjoj jednakosti zamenimo X sa t i t sa X i 
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tako dobijenu jednakost oduzmemo od (1.5.8), dobijamo 

tj-. 

Ako stavimo RkE 1 
2 (Qk+l(x)Qk(t) - Qk+l(t)Qk(x)), 

cl.k\\Qk\1 

i iskoristimo (1.5.6), poslednja jednakost postaje 

odakle sumiranjem po k, dobijamo (1.5.7). 

2.1.6. Klasični ortogonalni polinomi 

Definicija l. 6 .l. Neka j e { Qk1 k E N niz ortogonalnih. po lino ma 
o 

na (a, b) sa težinskom funkcijom xl-+ p(x). Polinomi Qk(kEN0 ) 

nazivaju se klasičnim, ako težinska funkcija zadovoljava dife
rencijalnu jednačinu 

(1.6.1) gx(A(x)p(x)) = a(x)p(x), 

gde je x ~ B(x) polinom prvog stepena, a funkcija x ~ A(x) 
u zavisnosti od e i b ima oblik 
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A(x) = (x- a)(b- x) (a i b konačni), 

x-a (a konačno, b=+oo), 

b- X (a =-co, b konačno) , 

= l (a =-co, b=+ oo). 

Teorema 1.6.1. Težinska funkcija klasičnih ortogonalnih poli
nema je neprekidno-diferencijabilna funkcija na (a,b) i zado
voljava uslove 

(1.6.2) limxmA(x)p(x)=O i 
x -+a+ 

za svako m=o,l, ••• 

lim xmA(x)p(x) = O 
x-+b-

Kako je rešenje diferencijalne jednačine (1.6.1) dato 
sa 

p(x) == A~x) exp ( ~ ~f~~ dx) , 

gde je e proizvoljna konstanta, u zavisnosti od a i b(ea tač
nošću do multiplikativne konstante) imamo 

(1.6.3) p(x) 
eX (3 

(a i b konačni), = (x-a) (b-x) 

= (x- a) 8 exp(rx) (a konačno, b=+co) , 

= (b- x)texp(-rx) (a=-co' b konačno), 

= exp ( ~ B(x)dx) (a=-co, b=+co), 

gde BU 

o(= ~~~} -l, ~=- ~~~) - l, s =B(a) -1, t= -B(b)- l 

i B(x) = rx+ q. 

Granični uslovi (1.6.2) se tada svode na 
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(1.6.4) 
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B(a) > O 

B(b) t. O 

r -e a'(x) .( o. 

(ako je a konačno), 

(ako je b konačno), 

i.Ja osnovu (1.6.3) zaključujemo kakav oblik mora da ima 
težinska funk~jja kod klasičnih ortogonalnih polinoma. Kako 
se primr!nom linearne transformacije svaki interval (a,b) 
može t:ransformi.sati u jedan od sledeća tri intervala 

(-l~ l) , (O,+ oo) , (-oo, +oo), 

ne um~njujući opštost, za težinsku funkciju klasičnih orto

gonalnih polinol!la se može uzeti 

tl ~ 
X l-+ (J. ~X) . ( l + X) 1 

respekUvnn. TRda, na osnovu (1.6.2) 1 tj. (1.6.4), parametri 

d,(!>,s mora,iu ispunjavati uslove 

eJ,> -,1 »~>-l 1 S> -l. 

R8zmotrimo posebno ova tri slučaja. 

L Neka ,ie p(x) = (1-x)ol(l+x)f-1 i (a,b)= (-1,1). 
Funkcija A je u ovom slučaju data sa A(x)= l- x

2
• Korišćenjem 

diferencijalne jednačine za težinsku funkciju odredićemo fun-

kciju B. Dakle, 

l d B(x) == :::-t::\·-(A(x)p(x)) =A-o{- (d.+f.l + 2)x. p(x, dx 1-

Odgovarajući ortogonalni polinomi nazivaju se Jacobievi poli
nomi i označavaju sa P~~~~~x). Specijalni slučajevi Jacobievih 

polinoma su 

l 0 Legendre ovi polinomi Pk(x) (o(=~= O) 1 

2° Čebiševljevi polinomi prve vrste Tk(x) (o(== (3 ==- ~), 

3° Čebiševljevi pol inomi druge vrste Sk(x) (d..=~= ! ) , 

T 
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4° Gegenbauerovi ili ultrasferni polinomi C~(x) (~= 
l 

~='A-~). 

Primetimo da klasa Gegenbauerovih polinoma obuhvata 
. o o o pol1nome navedene pod l ,2 1 3 , 

2. Neka je sada p(x)= xse-x i (a,b)= (o,+oo). Tada 

je A(x) = x i B(x) = -x+ s+ 1. Odgovarajući polinomi se na
zivaju generalisani Laguerreovi polinomi i označavaju sa 

L:(x) • Polinomi koji se dobijaju za s=o nazivaju se Laguerre-
. o 

ovi polinomi i označavaju se sa Lk(x) ( : Lk(x)) • 
2 

3. Najzad, neka je p(x) = e-x i (a, b)= (-oo, +oo). 

S obzirom da je tada A(x)= l, dobijamo 

B(x) "" 
2 2 

x d ( -x ) • -e dx -2x. 

Polinomi koji se dobijaju u ovom slučaju nazivaju se Hermite

ovi i označavaju sa Hk(x). 

Teorema 1.6.2. Za članove niza klasičnih ortogonalnih poli

nema { Qk1k~ No važi fermula 

(1.6.5) 
ck dk k 

Qk(x) = p(i)"dxk(A(x) p(x)) (k=o,l, ••• ) ,. 

gde su Ck konstante različite od nule, 

U t'ormuli (1. 6. 5) , koja je poznata kao Rodriguez oTa 

formula, konstanta Ck može se odabrati na razne načine(na 
primer, iz uslova da je "Qk"= l). Jedan način izbora kon
stante Ck' koji ima istorijski značaj, je 

~ P~o( ,~) (x) ' za 
2 kl 

ck = l za L~(x), 

(-1) k za Hk(x) . 

Za polinome Gegenl>auers i Čebiševa prve i druge vrste 
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koristi se normalizacija(izbor konstante Ck) koja se razliku

je od opšteg slučaja Jacobievih polinoma. Naime, uzima se 

k! P~-1/2,-1/2) (x), 

(~)k 

gde je uvedena oznaka 

(s)k s(s+ l) ••• (s+ k-l) = ~(;~) • 

Ako sa ak označimo koe~icijent uz najviši stepen u 

polinomu Qk' tj. Qk(x)= akxk+ • ·· , korišćenjem Rodriguezove 

formule (1.6.5) 1 iz 

b 

"~kU2 = ~ p(x)Qk(x)2dx 
a 

b 

~ p(x)Qk(x) (akxk+ 

a 

sled uje 

i 

b 

\\~k\\ 2 = akck(-l)kk! SA(x)kp(x)dx • 

• 
U ~pecijalnim slučajevima imamo: 

1° Kod Jacobievih polinoma 

1 fc 2k + 11. + ~ + 1) 

2kk! · r<k+d.+ f?>+l) 

2d.+f'.>+l l(k+d.+l)f.(k+~+ l) 

k! (2k +d..+ l'+ l)r(k+d.+f-l+l) 

T 
l 

l 
l 
l 

l 

J 
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2° Kod Laguerreovih polinoma 

k 
ak = (-l) i 

3° Kod Hermiteovih polinoma 

i 
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Teorema 1.6.3. Polinom x~ ~(x), koji je član niza klasičnih or
togonalnih polinoma { Qk\kGN , je jedno partikularno rešenje li-

- o 
nearne diferencijalne jednačine drugog reda 

(1.6.6) A(x)y" + B(x)y' +:A.~ = o, 

gde je 

:Ak • -k [~C:t-l)A"(x) + B'(x)]. 

Korišćenjem diferencijalne jednačine za težinsku funkciju 
(1.6.1), diferencijalna jednačina (1.6.6) se može predstaviti u 
Sturm-Liouvilleovom obliku 

~(A(x)p(x)y') + ~kp{x)y = o. 

Na kraju, u vezi sa klasičnim ortogonalnim polinomima, na
vedimo sledeću teoremu: 

Teorema 1.6.4. Niz {~m)} kE': N predstavlja niz klasičnih ortogoo.. 
o 

nalnih polinoma na (a, b) sa težin,skom funkcijom pm(x) .. A(x)mp{x). 
Odgovarajuća diferencijalna jednačina za težinsku funkciju je 

gde je Bm(x) = mA'(x) + B(x). 
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2.2.1. Linearni operatori 

Neka su X i Y Banach ovi prostori. Pod operatorom* 

T :X~ Y podrazumeva se preslikavanje 

u 1-+ g= Tu (uE:X, g6Y). 

Definicija 2.1.1. Operator T:X - Y je homogen ako je 

T(cu) == cTu (\:;/uEX i VceK).. 

Definicija 2.1.2. Operator T:X ~Y je aditivan ako je 

Definici,ja. 2.1.3. Operator T:X,... Y je linearan .ako je isto

vremeno homogen i aditivan, tj. 

Definici,ia 2.1.4. Operator T:X -+ Y je neprekidan ·ako za sva

ki niz {un} n e. N iz X važi 

Tu ..,. Tu n . (u€ X). 

Definici,ja 2.1.5. Linearni operator T:X .... Y je ograničen ako 

postoji nenegativan broj M takav da je 

(2.1.1) 1\Tu U ~M 1\u\\ (Vu EX). 

Infimum brojeva M za koje važi (2.1.1) označava se sa 

liT\\ i naziva norma operatora T. 

Teorema 2.1.1. Linearni operator T:X ~y je ograničen ako i 

samo ako je neprekidan. 

*) Operator T:X-R nazivamo funkcionelom. 
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~· Ako je operator T ograničen važi 

odakle pri un .... u sleduje njegova neprekidnost u proizvoljnoj 

tački u. 

Pretpostavimo sada, da operator T nije o~raničen. Tada 
za proizvoljno n>O postoji par elemenata un,vn E: X, takav da 
je . 

un 1= v n i ll Tun- Tv nil >2nllun- v nil • 

Neka je, dalje, {cn1 niz racionalnih brojeva sa oso-

binom 

i 

Kako ll kn ll -+ O i ll Tknll > l (n-+ +oo) proti vure č i nepre
kidnosti operatora T, sleduje da operator T mora biti ogra

ničen. 

Neka su T
1 

i T2 dva operatora koji preslikavaju pros-

tor X u prostor Y. · 

Definicija 2.1.6. Zbir operatora T= T1 + T2 definiše se kao 

Ako su T
1 

i T2 linearni ograničeni operatori važi 

tj. 
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Neka je T2u tačka prostora X. 

.1.lefinici.ja 2.1,7. Proizvod operatora T= T
1

T
2 

definiše se pomo
ću 

Ako su T1 i T2 ograničeni operatori važi 

tj. 

Ako za svako u E X ~ Tu ex, tada se može definisati 
iterirani operator Tn(n-ti stepen operatora T) kao 

('V ne: N), 

pri čemu je T0 = I identički operator (Iu =u za svako u EX). 

Za operatore Tn i Tm(n,mEN
0

) važi jednakost 

TnTm = Tn+m • 

Ako je T ograničen operator tada je 

Definicija 2.1.8. Neka je T:X ~ Y linearan operator. Ako 
postoji preslikavanje T-l takvo da je 

('r/uEX), 

· T-l . T onda Je ~nverzan operator od • 

Dakle, inverzan operator postoji ako je T biunivoko 
preslikavanje prostora X u Y, tj. ako važi implikacija 

u~ v ."... !!!u ~ Tv, 

što se (kod linearnih operatora) svodi na 

,. 
l 
l 
l 

l 
l 
l 
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Teorema 2.1.2. Ako linearan operator T:X-+Y ima inverzan ope-

T-l . -l rator , onda Je T takodje linearan. 

Dokaz. Neka je Tu
1 

= g1 i Tu2 = g2 , tj. T-1g1 = u1 i 

T-1g
2 

= u
2

• S obzirom da je T linearan operator imamo 

T-l(clgl + c2g2) = T-l(cl Tul + c2Tu2) 

= cl ul+ c2u2 

-l -1 
clT gl +c2T g2' 

čime je dokaz završen. 

Primer 2.1.1. Odredimo operator, inverzan linearnom integ

ralnom operatoru 

b 
Tf(x) = S e-loC(x) -d.(t)l f(t)dt, 

a 

gde je~ data monotono neopadajuća funkcija na [a,b] i dva

put neprekidno-diferencijabilna. 

Neka je o((x)- d.(t) =u. Tada je 

X b 

g(x) = Tf(x) = S e-uf(t)dt + S euf(t)dt, 

a X 

odakle sleduje 

X b 

g 1(x) = f(x) - S e-uol.'(x)f(t)dt- f(x) + )eud.'(x)f(t)dt, 

a X 

tj. 

(2.1.2) g'(x) - ~'(x) (- ~ .-uf(t)dt + ~ euf(t)dt). 
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Na dalje, imamo 

!(c1:f~n = -2f(x) +o!'<x)g(x), 

odakle je 

-l l.JI l d (K1xl) f(x) =T g(x) = 20\.(x)g(x)- 2 dx ~ • 

Kako iz (2.1.2) sleduje 

(2.1.3) g1(a) = ol.'(a)g(a) i g 1(b) = - cJ.'(b)g(b), 

zaključujemo da je inverzan operator T-l u prostoru c2 (a,b] 

definisan za funkcije koje zadovoljavaju granične uslove 

(2.1.3). 

Teorema 2.1.3. Neka je X Banach ov prostor, I identički ope

rator u X i T:X ~x ograničen linearni operator kod koga je 

\\T \l~ q ~l. Tada postoji operator (I- T)-l za koji važi: 

+<O 

l o (I- T)-1 = L Tk 

k=o 

(Neumann ov razvoj); 

L l 
"" 'I""="q' • 

~· S obzirom da je l Til~ q ..(l imamo 

+OO +<O 

(2.1.4) L ll Tkll {: 2:: ll T\lk ~ l: q '<. +CD • 
k=o k=o 

Kako je, dalje, prostor X k'ompletan, to iz konvergen-

+<O 

cije reda L ll Tk\1 sleduje da je 

k=O 

operator. 

Iz jednakosti 
n n 

ograničen linearan 

(I- T) L Tk = I: Tk(I- T) = I - Tn+l, 

k=o k=o 
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koja važi za svako n E N, a s obzirom na 

(n- +co), 

sleduje 

tj. 

Korišćenjem (2.1.4) neposredno dobijamo 

==j ~ IITk\\ liCI- T)-1
\1 - l..J l 

1- q • 
k=O 

Teorema 2.1.4. Neka su A:X ~x i B:X ~x linearni operatori 
za koje postoje neprekidni inverzni o·peratori A-l i B-1 • Tada. 
je 

IIB-111·11I- B-1AII 

l - \II - B-iAII 

gde je I identički operator u X. 

Definicija 2.1.9. Neka je T:X ~x linearan operator. Komple
ksan broj A je sopstvena ili karakteristična vrednost opera
tora T ako postoji vektor u različit od nula-vektora takav 
da je 

Tu = AU. 

Vektor u koji odgovara sopstvenoj vrednosti A naziva se sop
stveni ili kar~cteristični vektor operatora T. 

Teorema 2.1.5 (Banach-Steinhaus). Neka su X i Y Banachovi pros

tori i neka je {An}nEN niz ograničenih linearnih operatora koji 

preslikavaju X u Y. Potrebni i dovoljni uslovi za ko~vergenciju 

niza {Anu} ka Au za svako UEX, gde je A:X + Y ograničen linearan 

operator, su 



l 

l ' 

l' 
.oi 

t:•' 
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niz Cll A
0 

ll} 
DEN 

ograničen; 

2° postoji lim A
0

u na nekom u X svuda gustom skupu. 
n-++OJ 

Dokaz ove teoreme može se naći, na primer, u [1]. 

2 .. 2.2. Matrica linearnog operatora na konačno-dimenzionalnim 

prostorima 

Neka su X i Y konačno-dimenzionalni prostori sa bazama 

Bu (u1 , ... ,un} i Bv = {v1 , ... ,vm} respektivno i neka je A:X-+Y 

linearan operator. Nije teško pokazati da je operator A potpuno 

odredjen ako su poznate slike vektora baze Bu, tj. ako su poznati 

vektori Aui (i=l, ... ,n). Razložimo ove vektore po vektorima baze 

B v. 'I' ada imamo 

(2. 2 .l) 

allvl + a2lv2 + 

al2vl + a22v2 + 

+ amlvm, 

+ am2vm' 

Na osnovu (2.2.1) formirajmo matricu 

a mn 

Definicija 2.2.1. Za Avu kažemo da je matrica operatora A:X-+Y 

u odnosu na baze Bu i Bv. 

Posmatrajmo proizvoljne vektore UEX i VEY, čije su koordi-

na tn e reprezentacije, u bazama Bu i Bv, date sa 

-+ [ :: 1 -+ r ~: 1 u = X i v y l • 

~n J 
l • 

i • 

L Ym J 

T 
l 

l 

l 
l 
l 
l 
l 

l 
l 
l 

l 
l 
l 

AL 
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respektivno. Veza izmedju koordinata vektora u i vektora v=Au mo

že se iskazati pomoću jednakosti 

Formalno, operator A možemo zarneniti njegovom matricom Avu 

Da bismo opisali operator A:X ~x dovoljno je fiksirati 

jednu bazu Bu ={u1 , ... ,un}. Naime, prethodno razmatranje ostaje 

u važnosti ako stavimo Y = X i 3v =Bu. Matricu Au u, u tom slučaju, 

prosto označavamo sa Au. 

Na kraju napomenimo da će o matričnom računu biti posebno 

reči u četvrtoj glavi ove knjige. 

2.2.3. Bilinearni i n-linearni operatori 

Skup ograničenih linearnih operatora L(X,Y) koji preslika

vaju Banachov prostor X u Banachov prostor Y irna strukturu Banach

ovog prostora ako su u njega uvedene unutrasnja i spoljašnja korn

pozicija pomoću 

(T+S)u = Tu+Su, (cT)u = c(Tu) (T,SE L(X,Y);~CE K), 

dok se pod normom elementa TE L(X,Y) podrazumeva norma ograniče

nog linearnog operatora T u smislu definicije 2.1.5. 

2 
Neka su X i Y Banachovi prostori i operator B:X ~Y. 

Definicija 2.3.1. Operator B je bilinearan ako svakom uredjenorn 

paru elemenata (u,u') Ex 2 odgovara element g=B(u,u')E Y, pri čemu 

( 2. 3 .l) 

i svako c
1

_,.c
2

E K važe jednakosti: 

B(c1u 1+c
2

u
2

,u') 

B (u,c 1 u'1 +c 2 u2l 

c
1
B(u

1
,u') + c

2
B(u

2
,u') 

c 1B(u,ul) + c 2B(u,u2l 

Ako postoji pozitivan broj M takav da je 

,l B (u' u' ) i : ,:;M ' i u ih :u' i i 

za svako u,u' eX, operator B je ograničen. 

Infilllum brojeva M za koje važi (2.3.1) naziva se normom 

bi linearnog operatora B i označava se sa 1; B, • 

Shodno prethodnoj definiciji bilinearna preslikavanja 
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prostora X u prostor Y, obrazuju linearni normirani prostor, koji 

označavamo sa B(X 2 ,Y). Može se pokazati da su prostori L(X,L(X;Y)) 

i B(X 2 ,Y) izometrični. 

Defini_::::ija 2.3.2. Operator N:Xn-+Y je n-linearan ako svakoll\ uredje

nom sistemu elemenata (u1 ,u2 , ... ,un) iz X odgovara element 

g=N(u1 ,u2 , ... ,un)EY, pri čemu je on linearan po svakom Ui' pri 

fiksiranim ostalim elementima u1 , ..• ,ui_1 ,ui+1 , ... ,un. 

Ako postoji pozitivan broj M takav da je 

operator N je ograničen. 

Sva n-linearna preslikavanja prostora X u prostor Y obra

zuju linearni normiran prostor, koji označavamo sa N(Xn,Y). 

2.2.4. Frechetova diferenciranja 

Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je nelinearni ope

rator T:X-+Y definisan na skupu DCX. 

Definicija 2.4.1. Operator T je Frechet-diferencijabilan u tački 

UED, ako postoji takav ograničeni linearan operator AEL(X,Y) da 

je 

lim 
ll h ll-+ o 

ll T (u+h) -Tu-Ah ll 

ll hil 
o . 

Operator A naziva se izvod operatora T u tački u i označava sa 

T'(u). 

Teorema 2.4.1. Ako je operator T Frechet-diferencijabilan u tački 

u, onda je njegov izvod jedinstven. 

Dokaz. Neka su Ai(i=1,2) dva linearna ograničena operatora, 

takva da je 

ll T(u+h)-Tu-A.hll 
lim ~ o (i=1,2) 

llhll-+o ll hil 

l 

i 
l 
l 

l 
l 
l 

i.! 

l 
l 
l 
l 

l 
l 
l 

l 
l 

l 
l 
l 

l 
l 

l 
l 
l 
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Korišćen jem 

nalazimo 

(2. 4 .l) 

tada će 

ll Ahil 
lim = Ll + L2 

ll hll+o lih ll 

Medjutim, ako je za neko h 

i za 

ll Ahil 

lih ll 
= A ~ O , 

svako e: ~ O 

ll A(e:h} ll 

ll e:hll 

biti 

= A ' 

o . 

75 

odakle zaključujemo da je jednakost (2.4.1} nemoguća kada je A 

nenula-operator. 

Dakle, (2.4.1} važi ako je A nula-operator, tj. A1 =A
2

, 

čime je dokaz završen. 

Teorema 2.4.2. svaki linearan ograničeni operator je Frechet-di

ferencijabilan, pri čemu je T (u}· = T· za svako uED. 

Dokaz. Kako je Te:L(X,Y}, na osnovu definiciju 2.4.1 i pret

hodne teoreme neposredno sleduje 

T'(u}h = Th za svako u e: D. 

Sada ćemo dati neka pravi.la diferencijalnog računa: 

1° Neka su operatori T:X+Y i ~:X+Y neprekidni i diferen

cijabilni u tački u. Tada je operator aT+SH(a,Se:K} takodje dife

rencijabilan u toj tački, pri čemu je 

(aT + sH)'(u} = aT' (u} + SH
1 

(u}; 

2° Neka su X,Y,Z Banachovi prostori, a T:X+Y i S:Y+ Z 

Frechet-diferencijabilni operatori. Ako je Tu=g, Sg=h, izvod slo

ženog operatora ST(h=S(Tu}=(ST}u} u tački u je 

(ST}' (u} = s'(Tu} T' (u}; 
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3° Ako je A proizvoljan linearan ograničeni operator, 

a T Frechet-diferencijabilan operator važi 

(AT) 
1 

(u) = AT
1 

(u) i ('l'A)' (u) = T l (Au) A • 

Ako je operator T dva puta Frechet-diferencijabilan, tada 

je·T"(u)EL(X,L(X,Y)), tj. T" (u) EB(X 2 ,Y). Slično, ako je T n puta 

Frechet-diferencijabilan operator, tada je T:~l EN(Xn,Y). 

. n + -+-
Primer 2.4.1. Neka Je X=R, Y=R, Tx=f(x)=f(x1 , ... ,xn), 
->- [ )T ->- [ ]T ->-x= x 1 ... xn , h= hl ... hn , jj X jj ro =m~X jxk j. Pod uslovom da f 

ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda, naći ćemo T 1 (~). 
->- ->- ->-

Neka je c=x+~h(O< ~<l). Na osnovu Taylorove formule imamo 

->- ->-
f(x+h) 

tj. 

f(~) + ~ aa:kjx_,_ hk+i l: 
k=l k,j 

d 2f l h h 
ax ax. _,_ k j' 

k J e 

(2. 4. 2) 
-+--+- -+- T-+ -+ 

jf(x+h)-f(x)-(grad f) hf~ t-l(f,c) (maxjhkj) 2 , 

gde smo stavili 

->-
M(f,c) grad f 

k 

r 

'df., 

7: 
L 'dX 

n-

S obzirom na neprekidnost parcijalnih izvoda drugog reda 

funkcije f, veličina M(f,~) je konačna, pa na osnovu (2.4.2) 

imamo 
_,_ ->- ->- T_,_ 

jf(x+h)- f(x)- (gradf) hj 

ll hil 
kada jj h jj ->- O. Dakle, 

T' ->- = 
(x) 

T (grad f) . 

->- o 

Primer 2.4.2. Neka je X=Rn, Y~Rm, ~EX, y~Y,Jf ~llro= max fxkl, 
1-:-~k,n 

jj Y jj ro = max l Y k l ' 
l_<:k_~m 

definisan pomoću 

i neka je operator T: X-+ Y 

,. 
l 
l 
l 
l 
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Ako pretpostavimo da funkcije fk (k=l, ... ,m) imaju nepre

kidne parcijalne izrade drugog reda, primenjuju6i postupak iz pret

hodnog primera na svaku od funkcija fk' dobijamo 

T' ->-
-+ 

(x) = W(f), 

-+ 
gde je vl Jacobieva matrica za f, tj. 

df l df l 
ax1 ax n 

->-
W(f) 

df af 
m m 

ax1 ax n 

2.2.5. Taylorova formula 

Najpre uvodimo pojam L-metričkog prostora. 

Definicija 2.5.1. Metrički prostor X naziva se L-metrički, ako za 

svako u X postoji linearna ograničena funkcionela L: X-+ R, takva 

da je 

(2. 5 .l) ll Lli = l i Lu = p (u, G). 

Može se pokazati da Banachov prostor poseduje svojstvo 

(2.5.1) (videti [1, str.224]). 

Neka je D konveksan* podskup Banachovog prostora X i T 

proizvoljan n+l puta Frechet-diferencijabilan operator u oblasti 

D. Tada važi sledeća teorema. 

Teorema 2. 5 .l. Ako su u i u+h zada te tačke iz D, tada je 

(2.5.2) T(u+h) 
n l (k) 
E k! T (u) (~ ·-~--~--~-11) + W (u , h) ; 

k=o - ~-
k puta 

gde je 

*) Skup D je konveksan ako važi implikacija 
u,u+hED => u+thED (Q~t~l). 
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(2.5.3) 

Dokaz. S obzirom da je X L-metrički prostor to se za ele

Iaent W(u,h) nalazi linearna ograničena funkcionela L, takva da je 

ll L ll = l i LW =P (W,0) =IIW(u,h)ll. 

Uvedimo sada pomoćnu funkciju 

(2. 5. 4) tt+F(t) = LT(u+th), 

čiji su izvodi redom jednaki 

F
1 

(t) = LT' (u+th)h , 

(n+l) _ (n+l) 
F (t) - LT(u+th) (h,h, ... ,h) , 

n+l puta 

s obzirom da je ('LT) 1 (a) 
d 

LT' (a) i dt(u+th) =h . 

Sada imamo 

ll W(u,h) ll = LW 
l , l (n) 

LT (u+h) -LTu- TI L T (u) h- ... - il! LT (u) (h, •.. ,h) , 
n puta 

tj. 

ll W (U, h) ll = F (l ) - F (O) - 1\ F 1 (O) - - _l_F(n) (O) 
n! • 

Kako za funkciju (2.5.4) važi klasična ocena ostatka u 

Taylorovoj formuli 

dobijamo 

IIW(u,h) ll~ (n!l) 1 sup ( IILII·IIT~~:~~) ll ) ll hil n+l, 
tE[O,l] 

odakle, na osnovu (2.5.1), zaključujemo da važi (2.5.3), čime je 

dokaz završen. 

T 
l 
l 
l 
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Formula (2.5.2) naziva se Taylorova formula za operatore. 

Stavljanjern n=O u (2.5.3) dobija se sledeća važna nejed-

ll T(u+h) -Tuli~ sup IIT(u+th) ll· ll hil 1 

. te: [o l l] 

koja predstavlja teorernu u srednjoj vrednosti. 



ll 
l 

i 

l 
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;.1. ITERATIVNI PROCESI ZA REŠAVANJE OPERATORSKIH 
JEDNAČINA I EGZISTENCIJA REŠENJA 

).1.1. Osnovne napomene o re§avanju operatorskih jednačina 

Neka su X i Y Banachovi prostori, D konveksan pod
skup prostora X i F:D -+Y. Posmatrajmo operatorsku jednači
nu 

(1.1.1) FU = 9 1 

gde je 9 nula-vektor prostora Y. 

Veliki broj problema u nauci i tehnici svodi se na 
rešavanje jednačine oblika (1.1.1). Navešćemo nekoliko tipi

čnih primera. 

Primer 1.1.1. Ako je. X= Y = R, u= x, F= f, jednačine 

f{x) = x - cosx = O 

i 

su oblika {1.1.1). 

Primer 1.1.2. Ako je X= Y = Rn, u= i= [x1 ••• xnlT i 

Fu = F{~) = 

n gde su ~i:R ~ R date funkcije, jednačina (1.1.1) predstavlja 
sistem jednačina 

{i=l, ••• ,n). 

83 
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Ako je F l ine aran operator t na primer t E'(x) = Ax- b, gde su 
matrica A i vektor b dati sa 

all al2 al n bl 

8 21 a22 a2n b2 -A i b = 

8 nl an2 ann b n 

jednačina (1.1.1) predstavlja sistem linearnih algefuarskih 

jednačina 

(i=l, ••• ,n). 

Primer 1.1.3. Neka su X= c2 (a,b], Y= C[a,b1")(R, u= u(t), 

Fu [:fl (u)] , 
:f 2 (u) 

:r1 (u) (t) = u" (t) - :f(t, u(t), u'( t)) 

:r2 (u) = g(u(a),u(b)), 

gde su :f:R3 ~ R i g:R2 ~ R date :funkcije. 

.(tE.[a,b]), 

Tada rešenje operatorske jednačine (1.1.1) predstavlja 
rešenje konturnog problema 

u"(t) = f'(t,u(t),u'(t)) 

g(u(a),u(b)) =:0~ 

(t c.{a, b]) , 

Predmet našeg razmatranja je rešavanje. jednačine (1.1.1), 
tj. nalaženje takve tačke uE.D, koja zadovoljava (1.1.1). U tom 
cilju ovu jednačinu predstavimo u ekvivalentnom obliku 

(l. l. 2) u= Tu 

tako da operator T preslikava D u D, tj. da je Tu= H(u,Fu), 
gde operator H preslikava DXY u D. Za jednačinu (1.1.1), ob
lik (1.1.2) očigledno nije jedinstven, što pokazuje sledeći 
primer. 

T 

l 
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Primer 1.1.4. Jednačina f'(x) = O se može predstaviti u e~vi

valentnom obliku 

X = X + ,J.f'(X) 

za svako ~ različi to od nule, 

Jf:!d~n od načina za rešavanje jednačine 

jednačine (l.l.l), ·zasniva se na konstrukciji 

pomoću 

(1.1.3) 
(k=O.,l, ••• ) 

(1.1.2), }j. 

niza { uk1k E N 
o 

polazeći o·d u
0

E b. Pod izvesnim uslovima za T, niz { ukyk € No 

može konvergirati ka traženom rešenju jednačine (1.1.2), o 

čemu će biti reči u sledećem odeljku. 

Formulu (1.1.3), pomoću koje se generiše niz {uk1kr=N 

zvaćemo iterativnim procesom. 

Pored iter~tivnih procesa oblika (1~1.3) postoje i 

opštiji iterativni procesi oblika 

(k=m-l,m, •• ,) , 

pri čemu S:~ ~X i kod kojih se startuje sa m početnih .vred

nosti u
0

,u1 , ••• ,um-l E D. 

3.1.2. Banachov stav o nepokretnoj tački 

U ovom odeljku dokazaćemo jedan vrlo važan rezultat, 

o egzistenciji i j~dinstvenosti r~šenja operatorskih jedna-

čina. 

Neka je T operator u 3anachovom prostoru X. Tačke u 

za koje je 

(1.2.1) u= Tu 

zovu se nepokretne tačke operatora T. Dovoljne u~love za 

egzistenciju jedinstvene nepokretne tačke operatora T dao 

je aanach. 
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9efinicija 1.2.1. Operator T:X ~X naziva se kontrakcijom ako 
postoji pozitivan broj q <l takav da je za bilo koje dve tačke 
u, v EX 

\1 Tu - Tv ll ~ q ll u - v ll . 

Sl~deća teorema je tzv. Ganachov stav o nepokretnoj 

tački. 

Teorema 1.2.1. Kontrakcija T Banachovog prostora X u samog 
sebe ima jednu i samo jednu nepokretnu tačku. 

Dokaz. Polazeći od proizvoljne tačke u
0

EX konstruiš~mo 

niz {uk1ke.N pomoću 

imamo 

(1.2.2) 

(k =0' l' • o o) • 

Kako je za k;;: l 

Ako je m> k, tada je 

l\'1n - uk\1 = \\(uk+ l- uk)+ (uk+2- uk+ l)+···+(~- '1n-l)~ 

~ \\Uk+l- uk\\+ \\uk+2- uk+l\\ + · · · + 1\ '1n -um-l\1 

~ (qk+ qk+l+ ... + qm-1) \\ul- uo\1 

k 
...( i!-q \1 ul - u o\\ (qL..l), 

odakle je lim \l um- uk U = O, što znači da je { uk1 k E N Csu-
k++~ o 

chy ev niz. 
S obzirom da je X Banachov prostor, to je on kompletan 

pa postoji 

(1.2.3) lim uk = a 
k++oo 

(a E X). 

T 

l 

..L 
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S druge strane, kako je 

imamo 

tj. lim uk+l=Ta. 
k-+-+a:> 

Iz poslednje jednakosti i jednakosti (1.2.3) sleduje 

87 

a= Ta, tj. a je nepokretna tačka operatora T. Ovim je dokazana 
egzistencija nepokretne tačke. 

za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da postoje dve 

nepokretne tačke a i b, tj. neka je 

a = Ta, b = T b, l\ a- b ll ~ O. 

Kako je T kontrakcija imamo 

ll T a - T b ll = \la - b~ ~ q \1 a - b 1\ , 

odakle, s obzirom da je O < q <l, neposredno sleduje 

ll a - b ll = O , 't j • a = b • 

Ovim je dokaz teoreme završen. 

Dakle, ako je T kontrakcija X u X, jednačina 

Tu = u 

ima jedno i samo jedno rešenje i ono može biti dobijena kao 
granična vrednost niza, koji se generiše pomoću 

(1.2.4) (k= O, l, o o.)' 

gde je u
0 

proizvoljna tačka iz X. 

Ako se zadržimo na k-toj aproksimaciji uk' koja je 

odredjena pomoću (1.2.4), iz (1.2.2), pri m ... +oo, sleduje 
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3.1.3, lterativni procelSi za rešavan,je opičnih ,jeđ.načina 

Neka je data jednačina. 

(1.3.1) f(x) = o, 

gde f: (đ,~J ~ R, i neka je 

x = <PCx) 

njen ekvivalentni oblik. 

Teorema 1.3.1. Pretpostavimo da neprekidna funkcija ~ zado

voljava uslove 

2° <P ima izvod u svakoj tački x E: [d. ,f:l] , takav da je 

\ q,' (x) l ~ q ~ l. 

Tada jednačina (1.3.2), tj. jednačina (1.3.1), ima je

dinstveno rešenje aE.[d.. ,~] i ono se može odrediti iterativnim 

procesom 

(k=O,l, ••• ) 

sa proizvoljnim x
0 

E.\0 ,f->1· 
Dokaz. Za dokaz ove teoreme dovoljno je pokazati da je 

cp kontrakcija na l_c<,f-l}. U tom slučaju ova teorema je posledica 

teoreme 1.2.1. 

!{ako iz Lagrange ove formule 

<PCx) - <J>(y) = cp'CS)(x- y), 

gde su x i y prQizvoljne tačke iz [c<,f>J i ~= y + G(x- y) (O<::G<!)! 

sleduje 

zaključujemo da je p kontrakcija na ~,f->], čime je dokaz teoreme 

završen. 

T 
l 

l 
l 
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Dakle, da bi iterativni proces (1.3.3) konvergirao ka tač
ki a, funkcija c/l(često se naziva iterativna funkcija)mora ispu
njavati odredjene uslove. Na slikama 1.3.1 do 1.3.4 data je geo-
metrijska interpretacija iterativnih procesa oblika (1.3.3). Prva 

dva procesa(videti sl.l.3.1 i sl.l.3.2) su konvergentna. Intere
santno je primeti ti da je kod drugog od njih cf:{(x) <.O i da u tom 
slučaju niz 1xk~ konvergira. oscilatorne, tj. greška ek=xk- a al
ternativno menja znak. Druga dva procesa(videti sl.l.3~3 i sl. 

1.3.4) su divergentne. Kod prvog od njih nije ispunjen uslov 2°, 

a kod drugog uslov 1° iz teoreme 1.).1. 

y 

B ---~---------------------

1 
l 
l 
l 

l 
l. 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 

y=<!>(x) _..... ..... _. 
l 
l 

l 
l 

------ ----- --1 

o a x2 

Sl. 1. 3. 1 

y 

x2 

Sl. 1.3.3 

l 
l 
l 

l 
l 
l 

---' 
l 
l 
l 
l 

B 

X 

X 

y 

o 

y 

Sl. 1.3.2 

l 
l 

----~ 
l 
l 
l 

Cl --- ------------------..., 
l 
l 
l 
l 

o B 

Sl. 1.3.4 

X 

X 

., 
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Primer 1.3.1. Posmatrajmo jednačinu 

x3 + x- 60 "' o. 

Nije te&ko utvrditi (na primer, grafički) da ova jednačina 
ima koren x =a koji leži u intervalu (3,4). De. bismo rešili 
datu jednačinu, treba je prethodno svesti na oblik (1.3.2). 
Na primer, neki od tih oblika su 

x = cp1 (x) 

x = cp2(x) 

x = tP3 (x) 

= 60- x3, 

3 
= V~6r:O"--x , 

60 l = 2--. 
X X 

Neposrednim proveravanjem zaključujemo da od navedenih 
iterativnih funkcija samo ~2 zadovoljava uslove teoreme 1.3.1, 
pri čemu je 

- l l 

3 ~ (60- x) 2 ~ 3(56)2/3 ~ 0.022 

kada x G. [3 ,4] . 

Dakle, koren jednačine (1.3.4) može se odrediti itera
tivnim procesom 

3 
xk +l = \jr6::=-:0~-~x:-k (k= 0,1' ••• ). 

Polazeći od x
0 

= 4, pomoću (1.3.5) dobijamo 

k xk 

o 4.0000000 
l 3.8258623 
2 3.8298239 
3 3.8297338 
4 3.8297359 
5 3.8297358 
6 3.8297358 

tj. a g 3.8297358. 

T 
l 
l 
l 
l 
! 

l 
l 
l 
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Pretpostavimo sada da jednačina (1.3.1) ima u ~,~] jedin
stveno rešenje x =a, gde je segment ~,~J tako odabran da f ne 
menja znak na njemu. Postavlja se pitanje kako preći na ekvi
valentni oblik C1.3.2), a da pri tome funkcija~ zadovoljava 
uslove teoreme 1.3.1. Izložićemo sada jedan od načina za reša
vanje ovog problema. 

Neka je 

((}.. ~ X~~ ) • 

Ukoliko je f 1(x)..::: o, umesto jedn.ačine (1.3.1), može se uzeti 
jednačina -:- f(x) =o. 

Na osnovu primera 1.1.4, uzmimo 

4>Cx) = x - ~f(x). 

Izaberimo pozitivan parametar :A takav da je 

O ~ <'J{(x) = l - J..f 1(x) 4 q .L l 

za xE: [d,fl;,] • Tada na osnovu (1.3.6), imamo 

O ~ l - ~M ~_l- ).. m ~ q, 

odakle zaključujemo da će (1.3.7) biti ispu~jeno ako je ~=h· 
U tom slučaju je 

q = max (l- ~f 1 (x)) = l-~ <( l. 
ex ~x"f.> 

Dakle, može se uzeti 

cp(x) = x - kf(x) • 

Primedba 1.3.1. Ako je I<P'Cx)\ ~p :;;>l kada xe.~,r.>J , iterativni 
proces (1.3.3) divergira. Medjutim, ako se jednačina (1.3.2) 

predstavi u obliku 

x = \jl(x), 

gde je ~ inverzna funkcija od~' iterativni proces 

l 



f 
l 
l:, ,, ,,, 

i' 
l' 

l 
! 

,. 
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biće :konvergentan, jer je 

\~'(x)\ = 'l \'-1. 
<f,'(\f'(x)) =p 

qL...l. 

O konstrukciji iterativnih procesa oblika (1.3.3), 
kao i iterativnih procesa za rešavanje sistema nelinearnih 
jednačina biće reči u petoj glavi. S obzirom na poseban 
značaj iterativnih procesa u linearnoj algebri, problemi 
v~'zani za ovu obl~st biće tretir~ni posebno u četv~toj gla
vi. Napomenimo sada samo ukratko o rešavamdu sistema linear
nih jednačina 

(1.3.8) .-:;! ~ 
lU\. = b, 

gde su matrica A i vektori i i b kao u primeru 1.1.2. Kako 
se sistem jednačina (1.3.8) može predstaviti( na beskonačno 
mnogo načina) u obliku 

gde su B= L bij l 
11 

)(n -i ~ = [~1 ••• f.>
11
l T, može se konstru

isati iterat'ivni proces sa operatorom x 1-4> T( iX)= Bt +J;· 
S obzirom da je T linearan operator, na osnovU 

l\Tx - Ty\\ = 1\B(x- y)\\ ~ 1\B\\·\\x -yi\ 

zaključujemo da je \\B\\~q<: l dovoljan uslo.;".'da .)e T kontrak
cija. 

Dakle, ako je ~Bl\~ q .(l, sistem jednačina (1.3.8), tj. 
(1.3.9), ima jedinstveno rešenje i odgovarajući iterativni. 
pro.ces 

(k~O,l, ••• } 

konvergira ka -:_ = A -lb. Napomenimo da vrednost \1 B \1 zavisi od 
izbora metrike u R11

• 
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O egzistenciji i jedinstvenosti rešenja diferencijal
nih i integralnih jednačina i odgovarajućim iterativnim pro
cesima za njihovo rešavanje biće reči u posebnim glavama. 



3.2. KiU.AKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA I HETODI ZA 

UBRZAVANJE KONVERGENCIJE 

3.2.1. Red konvergencije iterativnih procesa 

Neka su X Banach ov prostor i operator T :X -:a. X i neka 
niz 

(2.1.1) (k=0,1, ••• ) 

konvergira ka tački a E X. 

Niz (2.1.1) definiše iterativni proces za rešavanje 
operatorske jednačine 

u = Tu. 

Osim iterativnih procesa oblika (2.1.1), mogu se pos
matrati i opštiji iterativni procesi oblika 

(2.1.2) (k=m-1,m, ••• ), 

pri čemu S:Xm ~X. 

Definicija 2.1.1. Za iterativni proces koji konvergira ka a, 
kaže se da ima red konvergencije r ako je 

(2.1.3) 

tj. ako postoji konstanta A takva da je 

za dovoljno veliko k. 

Označimo sa U(a) konveksnu okolinu tačke a. Tada, za 
iterativni proces (2.1.1), umesto (2.1.3) u prethodnoj qefi-

94 

T 
l 
l 
i 
l 
l 
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niciji, možemo uzeti 

(uE:U(a)). 

Teorema 2.1.1. Ako je operator T:X +Xr-puta Frechet-dife
rencijabilan u konveksnoj okolini U(a), iterativni proces 
(2.1.1) je reda r ako su ispunjeni sledeći uslovi: 

l 0 Ta= a; 

... ' T(r-l) su nula-operatori·, (a) 

·30 T(r) . k (u) Je nenula-operator sa normom oja je ograni-

čena na U(a). 

Dokaz. Neka u~U(a), \\T~~~\\ ~ Mr i 
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l 1 ( ) l (r-l)( ) q = Ta+ 11 T(a) u- a+···+ (r-l)!T(a) ~. 

k-l puta 

·l' ada na osnovu Taylor ove formule, imamo 

tj. 
M 

\1 Tu - q ll ~ rf ll u - alf • 

Kako je, na osnovu pretpostavki teoreme, q =Ta= a, 
imamo 

\\Tu- al\ ~ A 1\ u- al\r 

čime je dokaz završen. 

U daljem tekstu, kada govorimo o iterativnom procesu 
reda r, pretpostavljaćemo uvek da su ispunjeni uslovi teore
me 2.1.1. 

Napomenimo da je red konvergencije iterativnih pr~cesa 
tipa (2.1.1) uvek ceo broj, ada je kod procesa tipa (2.1.2) 
realan broj. 

l 
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U slučaju da je r=l, dovoljan us~ov za konvergenciju 

iterativnog procesa je O ~A L. l. 

Posmatrajmo sada slučaj kada je X= R. 

Teorema 2.1.2. Neka je 

(k=O,l, ••• ) 

iterativni proces redar, gde je x ~~(x) r puta neprekidne

di.ferencijabilna funkcija u okolini taČke a= lim xk. Tada je 
k~+OO 

xk+l·- a - ~(r)(a) 
- l 

(xk- a)r r. 
(2.1.4) lim 

k_"+CD 

~·Kako j e cP (a) = a i <P (i ) (a) = O (i = l , ••• , r-l ) , na 

osnovu Taylor ove formule dobijamo 

gde je o L. Q <l • Kako je a= lim xk i cP(r) neprekidna funkcija, 
k~+OO 

deobom jednakosti sa (xk- a)r i prelazom na graničnu vrednost 

dobijamo (2.1.4). 

Definicija 2.1.2. Veličina 

· jx -aj 
cr = lim k+l 

k-.. + oo l xk - a l r 

naziva se faktor konvergencije ili asi11ptotska konstanta greške. 

Primedba 2.1.1. Iterativni proces kod koga je r =l naziva se 

proces sa linearnom konvergencijom. Negov faktor konvergencije 

c
1 

mora biti manji od jedinice. 

Primer 2.1.1. Neka se za izračunavanje vrednosti a= VN (N>O) 

koristi iterativni proces 

(k=O,l, ••• ), 

gde je 

T 
l 
l 
l 
l 
l 
l 

. l 
l 
! 
l 



(2.1.6) 

gde je 

3.2. KARAKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA 

4Cx) = x (m-l)x: + (m+l)N • 
(m+l)x + (m-l)N 

Sukc.esivnim diferenciranjem jednakosti 

g(x)<P(x) = (m-l)xm+l + (m+l)Nx, 

g(x) = (m+l)rn + (m-l)N, 

97 

nalazimo red~m 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

g(x)<f>'(x) = -m(m+l)xm-l<j>(x) + (m-l)(m+l)xm + (m+l)N, 

g(x)~"(x) = -2m(m+l)xm-lcP
1
(x) - m(m-l)(m+l)xm-

2
<PCx) 

+ m(m-l)(m+l)xm-l, 

g(x)i!"(x)= -3m(m+l)xm-l~"(x) - 3m(m-l)(m+l)xm-
2

<1>'Cx) 

Kako je am= N, iz (2.1.6) do (2.1.9) aleduje 

2 
(2.1.10) cp(a) =a, ~'(a) = o, ~"(a)= O, cp'"(a) = ~ • 

· . . · 2a 

Ako je \ml ~l, na osnovu (2.1.10) zaključujemo da je 

dati iterativni proces trećeg reda. U ovom slučaju (2.1.4) se 

svodi na 

l
. xk+l- a 4> 1"(a) m2 - l 
1m 3 = 3' = ~ • 

k.....,.+oo(xk-: a) · 12a 

Primetimo da se za m = :t: l funkcija ~ svodi na konstan

tu cP(x) =N ili cp(x) =l/N. 

1 
l 
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2.2,2, Aitkenov A
2 metod 

U ovom odeljku razmatraćemo problem ubrzavanja komver

genci,je realnog niza { xk~kE N , koji se generiše pomoću 
o 

(2.2.1) 

pri čemu je lim xk =a. 
k-++00 

(k=O,l,,,,), 

Fretpostavimo da je iterativni proces (2,2,1) sa line-

arnom konvergencijom, tj. da je 

(2.2,2) (k=O,l, ... ), 

gde su Ck=C+Ok(k=O,l, ••• ), O konstanta takva da je lc\<:::1 
i d k -4 O, kada k~ + oo, 

Iz asimptotskih relacija 

koje se dobijaju na osnovu (2.2.2), eliminacijom konstante 

e, sleduje 

Dobijena asimptotska relacija sugeriše konstrukciju 

niza {x;}k~ N pomoću 
o 

(2.2.3) 

2 
xk+2xk - xk+l 

xk+2- 2Xk+l + xk 
(k = o' l' ••• ) • 

Formula (2.2.3), medjutim, nije pogodna za primenu 
sa numeričkog stanovišta, pa se zato koriste njeni ekviva

lentni matematički oblici 

-"...-

l 
l 
l 
l 
l 

l 
l 

! 

l 
l 
l 
l 
' 
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(2.2.4) 

'* 
(xk+l- xk)(xk+2- xk+l) 

xk = xk+l -
xk+2- 2Xk+l + xk 

(2.2.6) * xk+2 -
(xk+2- xk+l)

2
. 

xk = 
xk+2- 2xk+l + xk 

gde j e k = O, l , • • • • 

Poslednja formula se najčešće koristi u primenama, 
s obzirom na izvesne prednosti nad formulama (2.2.4) i (2.2.5). 
Naime, glavni deo u vrednosti x~, po formuli (2.2.4), (2.2.5) 
i (2.2.6) je xk' xk+l i xk+2 respektivno. S druge stra.ne, kako 
je glavni deo u formuli (2.2.6) najpribližniji vrednosti a 
(u poredjenju sa xk i xk+l)' to izlazi da ova formula, sa nu
meričkog stanovišta, ima prednosti nad formulama (2.2.~) i 

(2.2.5). 

Navedene formule mogu se predstaviti pomoću operatora 

A· Na primer, formula (2.2.4) dobija oblik 

(2.2.7) 
(Axk)2 

X~ X k = k- 2 
l::l. xk 

(k=O,l, ••• ). 

Sledeća teorema ukazuje na .to da niz { x~1k E No brže 

konvergira ka a, nego niz { xk\k€ N • 
o 

Teorema 2.2.1. Neka je za niz {xk~kE: N , xk /:a i 
·O 

tada je 

(2.2.8) 

~ 

xk- a 
lim = o. 

k~+co xk- a 

( I0\.(1, limdk=O), 
k~ tOJ 

l 
l 
l 
l 
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i 

D,.
2
xk = .~::,.2ek = ek((e+ dk+l)(e +dk)- 2(e +dk) +l) 

= ek( (e- 1)2 + 'f k) , 

gde je 'fk = e(cfk+l +dk)- 2clk + dkdk+l" Primetimo da uslov 

lim s k= o implicira uslov lim rk .; o. 
k ....,~«> k -++oo 

Da bismo dokazali (2.2.8) podjimo od· (2.2.?). 

Kako j e ek l= O, e l= l i f k.". o (k-+ +oo), imamo 6.2xk ';. o, 

što znači da je niz { x~}kE N definisan pomoću (2.2. 7) za 
o svako k. 

Tada je, na osnovu prethodnog, 

tj. 

((e-l)+dk)2 

ek - (e - l )2 + ~k ek ' 

lim 
k~+<D 

rk- 2ce- l)d'k- J~ 
(e- 1)2 + '{k 

čime je dokaz završen. 

o ' ' 

Navedeni postupak ubrzavanja konvergencije niza {xk\kENo 

poznat je kao Aitken ov A2 metod. 

U daljem razmatranju ovog metoda uvešćemo dodatnu pret
postavku za iterativni proces (2.2.1). Naime, neka je 

pri čemu~ -+W, kada k-+~. Tada (2.2.2) postaje 

T 
l 
l 
l 

l 



3.2. KARAKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA ... 101 

gde smo stavili ek = xk- a. Jasno je, medjut;im,da svi i tera
tivni procesi sa linearnom konvergencijom ne poseduju ovu 

osobinu. 

Teorema 2.2.2. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 2.2.1 sa 

d'k =Wkek (Wk ~w, kada k-+oo). Tada je 

(2.2.8) 
* xk-a _ew 

lim = 
k-++CO (xk- a)2 e- l 

~· S obzirom da je 

rk- 2ce- l)d k- o;= ce+ ok)< J'k+l- J' k) 

= ek(e +dk)(Wk+l (e +dk) -Wk), 

imamo x~- a = d.ke.:, gde smo stavili 

Kako je, dalje, 

sleduje (2.2.8). 

(G+ d'k)(Wk+l (C + cfk) -Wk) 

(C-1)
2 +fk 

cw lim o( k= '(f':"T , iz prethodnog neposredno 
k_,. +OO 

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme va

ži 

(2.2.9) lim 
k_,. +OO 

lt 
xk+l- a 

x*- a 
k 

·2 e • 

~· Na osnovu dokaza prethodne teoreme i jednakos

ti (2.2.2), imamo 

odakle sleduje (2.2.9). 
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Primedba 2.2.1. Iz teoreme 2.2.3 sleduje da je i transformi

sani niz { xk}k<=. No sa linearnom konvergencijom, ali je njegov 

faktor konvergencije manji nego kod niza {xk1kt. N (c2..:: \C\~1). 
o 

Primedba 2.2.2. Posmatrnjmo iterativni proces xk+l = ifJCxk) 
(k= 0,1, ••• ), gde x

0
E. [d,~]. Ako za iterativnu funkciju 

<j>:[~ , ('l] -+[~,fb] pretpostavimo uslove: 

1° <PE c2 [~ ,f->1 , 

2° \c;l>'(x)l~l za svako x€.~ 1 f.l], 

na osnovu Taylor ove formule, imamo 

xk+l == <PCxk) == a + cP
1
(a)ek + ~ cj."C;k)ek2 , 

Kako iterativni proces, definisan na ovaj način, zado
voljava uslove teoreme 2.2.2 sa 

e ==~'(a) 

to na osnovu (2.2.8) imamo 

Primer 2.2.1. Primenom formule (2.;2.6) na niz koji se generi-
še pomoću xk+l =cos xk (k= 0,1, ••• ) sa x

0 
=l, dobijamo 

k xk x* 
k 

o 1.000000 0.728010 
I 0.540302 0.733665 
2 0.857553 0.736906 
3 0.654290 0.738050 
4 0.793480 0.738636 
5 0.701369 0.738876 
6 0.763960 0.738992 
7 0.722102 0.739042 
8 0.750418 0.739066 
9 0.731404 

lO 0.744237 

T 
l 
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Primetimo da x"7 aproksimira koren jednačine cos x-x= O 
sa četiri tačne decimale. 

3.2.3. O metodima bliskim Aitkenovom metodu 

Posmatrajmo iterativni proces 

(2.3.1) xk+l = ~(xk) (k= 0,1, ••• ). 

Kako je xk+l= cp(xk) i xk+2 = ~(xk+l)= cpCpCxk)) = 

~ 2 (xk), formula (2.2.3) iz prethodnog odeljka može se pred
staviti u obliku 

gde je 

lilCx) 

(k=O,l, ••• ), 

= x liJ2 Cx) - diCx) 2 

cp2 (x)- 2<P(x) + x 

Funkciju o/, definisanu sa (2.3.3), Steffensen(videti 
na primer [l , str. 241- 246]) je dobio primenom metoda sečice 
(videti odeljak 5.1.4) na rešavanje jednačine 

F(x) = x- ~(x) =o, 

ne uvodeći pretpostavku o redu konvergencije procesa (2.3.1). 

Dakle, za razliku od Aitken.ovog t::.2 metoda, definisa
nog sa (2.3.2), Steffensen je došao do procesa 

(k=O,l, ••• ). 

Opštiji metod za ubrzavanje konvergencije dao je Hau
seholder (videti[2]), posmatrajući dva iterativna procesa 
reda r 

(j= 1,2; k= o,l, ••• ), 

koji konvergiraju ka x =a i definisanjem funkcije \V1 pomoću 

l 
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Sledeći rezultat odnosi se na iterativni proces 

(k=O,l, ••• ). 

Teorema 2.3.l(Hauseholder). Ako je 

iterativni proces (2.3.5) ima red konvergencije 2r- l ako je 

r"71, ili dva ako je r=l. 

Primedba 2.3.1. Za 41 = c$2 =<P (2.3.4) se svodi na (2.3.3). 

Pod pretpostavkom da je dato m iterativnih procesa 

(j=l, ••• ,m; k=O,l, ••• ), 

čiji je red konvergencije r, u radu [3] dato je sledeće uopšte

nje prethodnih rezultata. 

Teorema 2.3.2. Ako je 

+ (x) p,q, ... ,s,t 

/:;. ( x) = 
n 

X 

1 

ej> • ( X ) ·- <fl · l ( X ) 1 
J 1 1 ' 2 ' · · · ' 1n+ 1 

(j, i ' a 
if! L {1,2, .. , ,m} a=1,2, ... ,n a = 1 , 2 , • . . , n+ 1 > 

T 
l 
l 
l 
l 
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i 

t A.' A.' A"/ ,j..l A-' "J.I l- cp j (a)- 'Yi (ahi (a) •• •'l' i (a)+ '~'l (a)'1'1 (a) •• •'fl (a) ;i. O, 
l 2 n l 2 n+l 

iterativni proces de~inisan pomoću 

(3.2.6) (k=O,l, ••• ) , 

ima red konvergencije rn+r-1 ako je r >1, ili dva eko je r=l. 

3.2.4. Dva opšta metoda za ubrzavanje konvergencije 

iterativnih procesa 

U ovom odeljku daćemo jedan opšti prilaz ubrzavanju 

konvergencije iterativnih procesa. Naime, metodi koji će biti 
izloženi omogućavaju dobijanje iterativnih procesa višeg reda, 

ako se podje od nekog poznatog iterativnog procesa. 

Neka se niz { xk1k E: No koji konvergira ka tački a gene

riše pomoću 

(2.4.1) (k= o,1, ••• ). 

U radu [ 4] dokazana je sledeća teorema. 

Teorema 2.4.1. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen

cijom reda r, ~unkcija <1:> (r+l)- puta diferencijabilna u oko

lini fšranične tačke a i neka je 4)(a) 1- r. Tada je 

tj. 

iterativni proces najmanje reda r+l. 

l 
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Na dalje posmatraćemo iterativne procese u Banachovom 

prostoru. 

:'-Jeka je X Banachov prostor, operator T :X -+X i neka niz 

koji se generiše pomoću 

(2.4.2) (k= O, l, ••• ) 

konvergira ka a EX. Jednakost (2.4.2) definiše iterativni pro

ces za rešavanje operatorske jednačine u= Tu. 

Cznačimo sa U(a) konveksnu okolinu granične tačke a. 

u pomenutom radu t 4 1 navedena je sledeća teorema, koja 

predstavlja generalizaciju teoreme 2.4.1. 

Teorema 2.4.2. Neka je (2.4.2) iterativni proces reda r, ope

rator T :X~ X (r+l'- puta Frechet-diferencijabilan u okolini 
U(a) i neka postoji inverzan operator [r- ~T(u)1-l kada ueU(a). 

Tada je 

(2.4.3) 

iterativni proces najmanje reda r+l. 

Osnovni nedostatak metoda, definisanog poslednjom teo

remom, je što zahteva nalaženje inverznog operatora ~I- ~T(u~-l, 
što je u većini slučajeva vrlo složeno. 

0ada ćemo izložiti jedan metod za ubrzavanje konvergen
C1Je iterativnih procesa, koji ne zahteva nalaženje inverznog 
operatora (videti [ 5]). J~až.alost, ovaj metod se ne može primeni
ti za ubrzavanje procesa sa redom konvergencije jedan. 

Teorema 2.4.3. Neka je (2.4.2) iterativni proces sa konvergen~ 
cijom reda r ("G 2) i neka operator T :X~ X (r+l)- puta l''rechet

diferencijabilan u okolini U(a). Tada je 

(2.4.4) 

iterativni proces najmanje reda r+l. 
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Dokaz. Neka u€U{a). J obzirom da je iterativni proces 
(2.4.2) sa konvergencijom redar i operator T (r+l)- puta 
Frechet-diferencijabilan u U(a), to su ispunjeni uslovi teo

reme 2.1.1. 

(2.4.5) 

i 

(2.4.6) 

gde je 

Na osnovu Taylorove formule imamo 

' l (r) T (u) = (r-l) 1 T (a) (u-a, ••• , u-a) + W(a, u-a) 
~ 

r-1 puta . 

Tu= a+~ T((r))(u-a, ••• ,u-a) + w(a,u-a), 
r. a '-----v--~ 

r puta 

r+l 
llwca,u-a)\\=O(IIu-aU ). 

s obzirom da je T(u) linearan operator, to se (2.4.4) 

može predstaviti u obliku 

l l l. ,l ) 
Fu - a = Tu - a - rT(u) (u-a) + ri(u) (Tu-a • 

~orišćenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo 

~u- a= w(a,u-a) - ~W(a,u-a)(u-a) + ~T~u)(Tu-a), 

odakle sleduje 

\\Fu-al\ ~~w( a, u- a)\\ + ~\\.v (a, u-a)\\·\\ u-a\\ + ~ 1\'T(u)l· \\Tu-al\ • 

Kako je \\T'(u)\1 = 0(\\u-a\(-1 ) i 1\Tu-a\\ = 0(1\u-a\\r), 

pri r ~ 2, najzad dobijamo 

l 
ur+l 

~Fu - a\1 '"'0(\\u-au ) , 

čime je dokaz teoreme završen. 

l 
i 

l 107 
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Sada ćemo dati dokaz teoreme 2.4.2. 

DokaZ teoreme 2.4.2. Neka uEU(a). Formuli (2.4.3) mo
že se dati sledeći oblik 

u - Tu, 

t j. 
l l 

Gu =Tu- ~T(u)(u- Gu). 

s obzirom da je T{u) linearan operator, (2.4.3) se mo
že predstaviti u ekvivalentnom obliku 

l , l , 
Gu - a = Tu - a - rT(u) (u-a) + rr(u) (Gu- a) 

odakle, korišćenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo 

l l. l ) Gu - a = w(a, u-a) - ~W(a, u-a) (u-a) + rr(u) (Gu-a • 

Iz poslednje jednakosti sleduje 

(l- ~IIT{u)ll) liGu-a ll f llw(a, u-a)\1 +~ll W(a, u-alil u-all , 

tj. 

\\au- all = 0(1\u-allr+l), 

čime je dokaz završen. 

Teorema 2.4.4. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen
cijom reda. r( ~2) i funkcija eJ:> (r+l)-puta diferencijali;ilna u 
okolini granične tačke a. Tada je 

(k=O,l, ••• ) 

iterativni proces najmanje reda r+l. 

Ova teorema je posledica teoreme 2.4.3. 

T 
l 
l 

l 
l 
l 
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4.1. ELEr-lENTI I'IATRIČNOG RAČUNA 

4.1.1. Operaci,je sa matricama razbi,jenim na blokove 

.lJefinici,ja 1.1.1. Ako se matrica A tipa mxn mrežom hGrizon
talnih i vertikalnih pravih razloži na više matrica, kaže se 

da je matrica A razbijena na blokove. 

Blokovi su matrice Aij tipa mix nj (t mi • m; t •; • ·' • 
l=l J=l ) 

Operacije sa matricama razbijenim na blokove su formal
no iste sa operacijama kod običnih m~trica. Naime, važe slede

ći rezultati: 

Teorema 1.1.1. Neka su matrice A i B razbijene na blokove, tj. 

A [t ... :lql 

pl pq 

i 
-[~ll • • • Blql 

B- • . 
B B pl pq 

gde su A. . i B .. matrice istog tipa. Tada je 
lJ lJ 

[e~. ll eA= 

cAp l 

cA
1
ql i 

cApq 

A+B 

gde je e skalar. 

Teoreca 1.1.2. Neka je 

A [t ... :lq l 
pl pq 

i 
_ [~ll • • • Blsl 

B- : t 

B B ql qs 

gde je broj koloaa bloka Aij jednak broju vrsta blGk& Bjk 

(i = l , • o • , p ; j = l , ••• , q ; k = l , •. o • , s ) o T ada j e 

113 
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AB = [~ll 
cp l 

... :l•] ' 
ps 

gde je 

C.k =~A .. B.k 
J. L l.J J 

(i=l, ••• ,p; k=l, ••• ,s). 

j=l 

Primer 1.1.1. Neka $U 

gde su 

[

5 2 o ~] [ l 
A == 2 l O O i B = -2 

o o 8 3 o 
o o 5 2 o 

Ako stavimo 

-2 -1 o 
5 2 o 
o o 2 
o o -5 

_ r:all o J 
B - ' 

O B22 A= [~l .:J i 

:]. .22 = [: :]. •n = [: 
Bll = r l -2 -ll' B22 =·[ 2 -31 ' 

-2 5 ~ -5 sJ 
imamo 

Kako je 

= [5 21.[ l -2 -1] [l o -lJ 
2 lJ -2 5 2 o l o 

i 

= [ 8 3] ·[ 2 -3J = [l OJ 
5 2 -5 8 o l 

T 
! 
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dobi jame 

[

l o -l l o o J 
AB • ~- ~- -~-!{--~- • 

o o 010 l . 
Teorema 1.1.3. Neka je 

regularna matrica, gde su A11 i A22 kvadratne matrice. Ako je 

matrica A22 regularna, tada je 

gde su 

Primer 1.1.2. Za matricu 

[ ~ ~ ~ -~J 
A = 2 7 6 -l 

l 2 2 -l 

'' A-l N k odred1cemo • e a su 

[O OJ [l -lJ 
All = O 3 ' Al2 = l 4 ' 

-l] . 
-l 

Na osnovu teoreme 1.1.3, imamo 
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[

-l 3] 
= i -7. -3 

-ll? 20] 
x12 

-l = -XllA12A22 - 6 -10 ' 5 

~[ 
9 :l x2l 

-l 
-A22 A21Xll = 

3 

x22 = A221Cr- A2lxl2) = 
l[ -3 
6 -3 :J. 

Dakle, 

[ 

-l 3 l -7 20 l 
A
-l _ .:Z_:~ J_~ _ :1~-

- 9 3 l -3 6 • 
l 

3 3 ! -3 6 

Definicija 1.1.2. Kvadratna matrica A. ima svojstvo (A) ako 

se permutacijom vrsta i kolona može svesti na oblik 

D1 . F1 0 0 

E
1 

D
2 

F2 0 

0 E2 D3 F3 

o o o o 

o o 

o o 

o o 

E D m-l m 

gde su D.(j =l, ••• ,m) dija2;onalnc matrice, a E. iF. (j =l, ••• , 
J J J 

m-1) pravougaone. 

Poslednju definiciju uveo je D. Young( (l)). i'latrice sa 

svojstvom (A) pojavljuju se kod iterativnih metoda za rešava

nje parcijalnih jednačina elipti~kog tipa. 

----...,...--
1 

l 
l 

l 
l 
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4.1.2. LR faktorizacija kvadratne matrice 

Često se kod rešavanja sistema linearnih jednačina jav

lja problem predstavljanja kvadratne matrice kao proizvod dve 

trougaone matrice. Ovaj odeljak posvećen je ovom problemu. 

Teorema 1.2.1. Ako su sve determinante 

(k= l, ••• ,n-1) 

različite od nule, matrica A= [a. ·1 može se predstaviti l.J mm 
u obliku 

(1.2.1) A = LR, 

gde je L donja i R gornja trougao na matrica. 

Trougao ne matrice L i R reda n, imaju oblike: 

(1.2.2) L =[lij1nxn 
(/.. . ".,o ~ 

l. J 
i .(j), 

(1.2.3) R = Lrij1nxn (r .. =04= 
l. J 

i >j). 

Razlagan,je (1.2.1), poznato kao LR faktori;>acija(del-:om

pozicija), nijd jectinstveno, s obzirom na jednako~! 

(~c~O). 

Medjutim, ako se dijagonalnim elementima matrice H( ili L) 

fiksiraju vrednosti od kojih nijedna rJije jednaka nuli, raz-

laganje je jedinstveno. 

S obzirom na (1.2.2) i (1.?.3) i ima,jući u vidu da je 

min( i, j) 

aij= L fikrkj (i,j";:L,.,.,n), 

k=l 

elementi matrica L i R mogu se lako odrediti rekurzlvnjm pos

tupkom, ukoliko se unapred zadaju elementi rii (~O) ili /!ii 

(.,JO)(i=l, ••• ,n). 

Tako, na primer, neka su dati bro,ievi rii(IO)(i=l, ••• ,n). 
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Tada važi 

(l) 

(i) 

(i = 2, ••• , n) ; 

( 

i-l 

P .. =__!_ a .. - ~l-krk·)· 11 r.. 11 1 1 
11 k= 

i-l 

rij =i; (ai j -L J.ikrkj \ 
11 k=l J 

i-l 

f .. =_l (a ... -'\' f_.krk"J 
J1 r.. J1 L J 1 

11 k=l 

(j=i+l, ••• ,n); 

(i=2, ••• ,n). 

Slično bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za od
redjivanje elemenata matrica L i R ako su unapred dati brojevi 

l ii ( 1- O) ( i = l , ••• , n) • 

U primenama, najčešće se uzima rii = l(i=l, ••• ,n) ili 

/. .. = l(i=l, ••• ,n). 
11 

Primer 1.2.1. Razložimo matricu 

A [~ 
4 

-l 

14 
2 

l 

2 

4 

2 
-u 

u obliku (1.2.1), tako da jediničnu dijagonalu ima 

a) matrica R ; b) matrica L. 

a) Kako j e r ii= l ( i=l, •• • , 4), na osnovu izloženog rekur

zivnog postupka, imamo redom: 

(l) lu= 1, 

rl2=4, 121=0, rl3=1, 131=3, rl4=3, /41=1; 

T 
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(2) i.22 =-l, 

r23 = -2, 132 = 2, r 24 = l, .f.42 = -2 ; 

(3) i33 = 5, 

r34 = -2, .f.43 = -3 ; 

(4) .f.44 = 2 • 
Dakle, dobili smo 

l o o 

~j [~ 
4 l 

-~ l o -l o l -2 
L= 3 2 5 

i R= o l 

l -2 -3 o o 

b) Polazeći od iii = l ( i=l, ••• , 4) , imamo redom 

(l) r 11 =l, 

rl2 = 4, 121 = o, rl3 = l' 131 = 3' rl4 = 3' f41 = l ; 

(2) r 22 = -1, 

r23 = 2, f32 = -2, r24 = -1, f42 = 2; 

(3) r 33 =5, 

r 34 = -10, 143 = -3/5 ; 

(4) r 44 = 2, 

tj. 

[~ 
o o 

~l [~ 
4 l 

3 j 
L = l o i R -l 2 -l 

= 
-2 l o 5 -l~ 

2 -3/5 o o 

U primenama vrlo često se javljaju višedijagonalne mat-

rice, tj. matrice čiji su elementi različiti od nule samo na 
glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na primer, ako je 
aij ~O za \i-j\~1 i aij =O za \i-j\;;:.1, matrica je trodijago
nalna. Obično elemente ovakve matrice predstavljamo vektorima 

(a2, ••• ,an)' (bl, ••• ,bn)' (cl, ••• ,cn-1), tj. 
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(1.2.4) A '" 

o o o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

Ako je aij f. O ( li-j\~2) i aij =O (\i-j\:;;.2), imamo slučaj 

pentodijagonalne matrice. 

Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (1.2.4) is
punjava uslove teoreme 1.2.1. Za dekompoziciju ovakve matrice 

dovoljno je pretpostaviti da su 

sl o o o o 

Cl2 132 o o o 
L (S 1 B2 .•• sn t O) o Cl3 133 o o 

o o o u sn n 

i 

l yl o o o 
o l y2 o o 

R o o l o o 

o o o o l 

lipon.:cljivanjem odgovarajućih elemenata matrice A i matrice 

lo l r:: 1 r 1 o o o 

lj, 2 u2yl+ic2 !' 2y 2 o o 
o l• 3 "3Y2+ 13 3 o o 

LR 

o o o u "' +H j n n n-l n 

dobijamo sledeće rekurzivne formule za odredjivanje elemenat.a ., 
l 

l 

i-~ i 1 yi: 
i J 

(l. 2. ']) l•, l (i=2, ... ,n-l), 

0 
n 

T 
l 
i 
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4.1.3. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica 

Definicija 1.3.1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. 
_,. n 

Svaki vektor xEC , koji je različit od nula-vektora, naziva se 

sopstveni vektor matrice A ako postoji skalar AEC takav da je 

(l. 3 .l) 
-+ 

Ax 
-+ 

ilx 

Skalar il naziva se odgovarajuća sopstvena vrednost. 

S obzirom da se (1.3.1) može predstaviti u obliku 

-+ -+ 
(A - iii) X = O, 

+ 
zaključujemo da jednačina (1.3.1) ima netrivijalna rešenja (po x) 

ako i samo ako je 

det(A - AI) = O. 

Definici~_l~· Ako je A kvadratna matrica, pelinom 

\l+p(A) = det(A- !.I) naziva.se njen karakteristični pelinom, a 

odgovarajuća jednačina P(il) =O njena karakteristična jednačina. 

Neka je A= [a .. ] lJ nxn 
Karakteristični pelinom može se 

predstaviti u obliku 

all -\ al2 al n 

p (A) 
a21 a22-), a2n 

a a n2 ann -il 
nl 

ili 

(-l)n(,ln n-l n-2 ( n-l ( )n ) P(!.) -pl\ +p21. - ... +-l) Pn-l\+ -l Pn' 

gde je pk zuir svih yla.vni!J minora reda k determinante matrice A, 

tj. 

Prim~timo da -jC' 
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n 
p 1 = L a .. 

i=l l.J. 
tr A i Pn = det (A) • 

često se umesto karakterističnog polinorna P koristi tzv. 

normiran karakteristični polinorn H, definisan pomoću 

n n n-l n-2 n 
H(A) =(-l) P(A) =A -p1 A +p2 A - ... +(-1) Pn• 

Sopstvene vrednosti matrice A (tj. nule polinorna P) 

Ai(i=l, ... ,n) označavaćerno sa Ai(A). 

Definicija 1.3.3. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne rna

trice A naziva se spektrom te matrice. 

Definicija 1.3.4. Spektralni radijus P(A) kvadratne matrice A 

je broj 

P(A) = rn~xiAi(A) l. 
J. 

Teorema 1.3.1. Svaka matrica je, u rnatričnorn smislu, nula svog 

karakterističnog polinorna. 

Ova teorema je poznata kao Cayley-Harniltonova teorema. 

Teorema__!_~. Neka su A1 , ... ,An sopstvene vrednosti matrice A 

reda n i neka je x ~Q (x) skalarni pol inom stepena m. Tada su 

sopstvene vrednosti matrice Q(A). 

Teorema 1.3.3. Neka su A1 , ... ,An sopstvene vrednosti regularne 

matrice A reda n. Tada su 

-l -l 
Al , ... ,An 

sopstvene vrednosti matrice A-
1

. 

Teorema 1.3.4. Sopstvene vrednosti trougaone matrice jednake su 

dijagonalnirn elementima. 

Sledeća teorema daje rekurzivni postupak za nalaženje ka

rakterističnog polinorna trodijagonalne matrice (1.2.4). 
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Teorema l. 3. 5. Neka je 

bl cl o o 
a2 b2 c2 o 

k 
Ak i Hk (>..) (-l) det(Ak->..r). 

o o o 

Normiran karakteristični polinom >..~H(>..) (=Hn(>..)) matrice 

A(=An) dobija se rekurzivnim postupkom 

(k=2, ..• ,n), 

Definicija 1.3.5. Za matricu B kaže se da je slična matrici A 

ako postoji bar jedna regularna matrica e, takva da je 

B = C- 1AC. 

Teorema 1.3.6. Slične matrice imaju identične karakteristične 

polinome, a samim tim i iste sopstvene vrednosti. 

4.1.4. Specijalne matrice i njihove osobine 

Neka je A=[aij]mxn (aijEC). Sa A označićemo konjugovanu 

matricu matrici A, tj. A=[a .. J , dok ćemo sa AT označavati 
~J mxn T 

transponovanu matricu od A. Nadalje, matricu A označavaćemo sa A*. 

Lako se uočavaju sledeće osobine 

(A+B)* = A*+B*, (AB) *=B* A*; (A*) *=A, 

(A*A)*=A*A, detA*=detA, 
-l -l 

(A )*=(A*) . 

T 
Definicija 1.4.1. Ako za kvadratnu matricu A važi jednakost A=A , 

matrica A se naziva simetrična matrica. 

Definicija 1.4.2." Ako za kvadratnu matricu A važi A=A*, matrica 

A se naziva hermitska matrica. 

Definicija 1.4.3. Ako za kvadratnu matricu A važi A=-A*, matrica 

A se naziva kosohermitska matrica. 

Definic!ja 1.4.4. Ako za kvadratnu matricu A važi A*A=I (I jedini

čna matrica), matrica A se naziva unitarna matrica. 
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Definicija 1.4.5. Ako za regularnu matricu važi AT .. A-1 , matri

ca A se naziva ortogonalna matrica. 

Korišćenjem skalarnog proizvoda dva vektora ~ .. [x1 ••• xnlT 

i Y = [y1 •• •YnlT, definisanog pomoću 
n 

(
""'> __.) ............ "\' -
x 'Y .. Y x = L xi Yi 

i= l 

uslov za hermitsku matricu (A= A*) može se predstaviti u ekvi

valentnoj formi 

* Slično se uslov za kosohermitsku matricu (A= -A ) može 

predstaviti u obliku 

Definicija 1.4.6. Hermitska matrica A naziva se pozitivno defi

nitna ako je za svako x ~o ispunjen uslov 

(1.4.1) <iGC,i) = x*At >o. 

Ako je A= [ aij1 nl<n i 1 = lx1 ., .xnJ T uslov (1.4.1) može 

se predstaviti u obliku 

cu,x) = 

n 

\' a .. x.xJ. >o, L l.J l. 
i, j=l 

odakle zaključujemo da je aii >O( i= 1, ••• ,n). 

Definicija 1.4~. Simetrična pozitivno definitna matrica nazi-

va se normalna matrica. 

Teorema 1.4.1. Matrica A= [a. ·1 J' e pozitivno definitna ako 
l. J mc n 

i samo ako su ispunjeni uslovi 

all ••• alk 

(1.4.2) >O (k= l, ••• ,n). 

Uslovi (1.4.2) poznati su kao Sylvesterovi uslovi. 

Teorema 1.4,2. Ako matrica C = (cij] mxn (m "?,n) ima rang n, tada 

je matrica c*c pozitivno definitna. 

T 
l 
l 
l 
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T'eorema 1.4.3. Sve sopstvene vrednosti hermitske matrice su re

alni brojevi. 

Teorema 1.4.4. Sve sopstvene vrednosti pozitivno definitne mat

rice su pozitivni brojevi. 

Teorema 1.4.5. Sve sopstvene vrednosti koso-hermitske matr~ce 

su čisto imaginarni brojevi. 

Teorema 1.4.6. Ako je A hermitska matrica, tada je 

l o. 'A.(A"' A) ,;. :A(A) 2 

2o :Amin(A)(x,x) f=. (~,:X) ~ 1max(A)(x,Jt). 

Znaci jednakosti u 2° se postižu za sopstvene vektore koji od

govaraju sopstvenim vrednostima ~min(A) i 1max(A). 

4.1.5. Jordanov kanonički oblik 

Definicija 1.5.1. Kvadratna matrica reda r 

Jl(J..) = [J..] (r::;l), 

J.. l o o o o 
o '). l o o o 
o o "' l o o 

(l. 5.1) J (J..) = (r~2), 
r 

o o o o ).. l 

LO o o o o "A 

naziva se Jordanov blok. 

Definicija l.!ž.2. Kvazidijagonaina matrica oblika 

... o 

o 
J = 

o o 

naziva se Jordanova matrica. 

Jordanova matrica često se predstavlja i u obliku 
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J= J (Al) +J (12) + ••• +J (~ ). r 1 r 2 rm m 

Pod Jordanovim kanoničkim oblikom matrice A podrazumeva 
se ona Jordanova matrica koja je slična matrici A i njena egzi
stencija sleduje iz sledeće teoreme(videti, na primer, [2]). 

Teorema 1.5.1. Svaka klasa sličnih matrica sadrži bar jednu 
Jordanovu matricu. 

Napomenimo, da je broj Jordanovih blokova u (1.5.2), tj. 
(1.5.3), jednak broju linearno nezavisnih vektora matrice A. 

Primetimo, takodje, da je Ai sopstvena vrednost matrica 

Jr. (.li)' J' A • 
~ 

Primedba 1.5.1. Neka je x ~ Q(x) = a
0
xk + a1~-l + ••• +ak ska-

larni polinom i Jr(~) Jordanov blok (1.5.1). Tada je 

Q(A) Q'(J..) fr Q"(:A) • • • (r.\) l Q(r-1)(;\.) 

o Q('-) Q'(,?..) l Q(r-2) (~) 
Q(Jr(l) )= (r-2)1 . . . . 

o o o Q().) 

štaviše, ako je J Jordanova matrica, imamo 

Q(J) = Q(Jr (~l))+ Q(Jr (1.2)) + •• • + Q(Jr (.?l.m)). 
l 2 m 

Teorema 1.5.2. Za proizvoljnu hermitsku matricu A, postoji or
togonalna matrica s, takva da je s*AS dijagonalna matrica, tj. 

* • • o 
[

).l l 
S AS= O • ~ • 

Dve važne posledice ove teoreme su: 

Posledica 1.5.1. Svaka hermitska matrica A reda n ima n line
arno nezavisnih sopstvenih vektora, koji obrazuju ortogonalni 
sistem. 

Posledica 1.5.2. Potrebni i dovoljni uslovi, da je hermitska 
matrica A reda n pozitivno de.finitna su .?..i (A)> O( i= 1, ••• ,n). 
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~.1.6. Norme vektora i matrica 

U teoriji iterativnih procesa veoma važnu ulogu, pri is
pitivanju konvergenc_ije, imaju norme vektora i norme matrica. 

Neka je X realan prostor Rn(kompleksan prostor en) sa 
..." r 1 T -.( r T) nula-vektorom o(=~ ••• o ). Za vektor x = lx1 ••• xn1 defi-

niše se norma saglasno definiciji 1.2.l(odeljak 2.1.2). Od svih 
lllOt';;UĆHih normi vektora od interesa su norme oblike 

(1.6.1) \lillfp • Ct \xi\p)/p (l4.p .<::+oo). 

U graničnom slučaju; kada p 4 +oo, iz (1.6.1) sleduje 

(1.6.2) l\ xll00 = ln<;J-X l xi\ • 
l. 

U praktičnim računanjima, pored norme (1.6.2), koriste 
se i norme koje se iz (1.6.1) dobijaju za p= l i p= 2, tj. 

i 

(1.6.~) 

Norma (1.6.~) poznat~kao Euklidska norma. Primeti

rno da je \\11\E = (x*x) 1
/

2 =VC"*-,~) • 
Nije teško primetiti da za· proizvoljno t E X važe nejed-

nako st i 

llx\100 ~ 11"}!111 ~n \1"116 , 

ll "Xl\ ~ 11"*-11 2~vn llx\n 
oo 

~llxK1 4. II"X\1 2 ~ llxU1 • 

Neka je Xr1j linearan realan ili kompleksan prostor kvad
ratnih matrica reda n, sa nula-matricom O(EXM). 
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Definici,ja 1.6.1. Pod normom matrice A t:XM podrazumeva se ne

negativan broj ll All, takav da je 

l 0 \1 A ll = O <~ A= O (definisanost); 

2° \\eA\\ = \c\·\\A\1 (homogenost); 

3° IIA-t:B\\ ~\IAI\ + \\B ll (relacija trougla), 

gde su A, B t.XM i e ~C. 

Napomenimo da se norma \IA\1 može razmatrati i kao norma 

operatora A koji se primenjuje na vektore iz prostora X. 

Sada dajemo definicije saglasnosti i potčinjenosti nor

me matrice sa normom vektora. 

Definicija 1.6.2. Norma \\AI\saglasna je sa normom 1\xll, ako je 

\lA~ l\ ~llAII-\Ixll 

i 
\l ABli f: \\Al\· \IBII 

Definicija 1.6.3. Neka je norma "All saglasna sa normom 1\x\1. 
Ako se za svako A t: XM može na6i x( f. o), takvo da je 1\Axll= 1\AIIItill, 

za normu \\All kaže se da .je pot činjena normi \\1\\ • 

Za sv9;ku normu matrica·, potčinjenu normi vektora, važi 

\II\\= 1, gde je I jedinična matrica. 

Može se dokazati(videti, na primer, [3]) da za svaku 

normu vektora 1\ x ll postoji bar jedna potčinjena norma 1\A\1. Na 

primer, norma matrice A, definisana 1 o.:wću 

l\ A ll = max \\ Ai ll = max 

\lXII= l x f. o 
1\Axll 

1\Jč ll 

potčinjena je upotrebljenoj normi vektora. 

Na osnovu (1.6.5) možemo, na primer, naći potčinjenu 

normu matrice, za Euklidsku normu vektora. Tako in"amo 

Kako je 

1\A\1 = max 
x~<~ 

\\A'xlli = (Ax/' (Ax) matrica A"' A hermitska, 

~ 
l 
l 
l 

l 
l 
l 

l 

: 
.l 
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imamo 

(1.6.6) 

gde je ~max najveća sopstvena vrednost matrice A*A(videti tea

rernu 1.4.6). 
Nejednakost (1.6.6) sugeriše sl~deću definiciju: 

Definicija 1.6.4. l'od spektralnom normom kvadratne matrice A 

podrazumeva se broj 6(A), dat pomoću 

6(A) = 1\A ll sp = + Jmax :A.( A* A) • 

Za spektralnu normu važe sledeći rezultati: 

Teorema 1.6.1. Ako je matrica A regularna, tada je 

"'< -l . v l oA )=+ · • 
max J..( A'~~ A) 

129 

Teorema 1.6.2. Spektralni radijus 9(A) matrice A n1Je veći od 
njene spektralne norme, tj. važi ~(A)~ 6(A), Ako je matrica 

hermitska, tada je 9(A) = 6(A). 

Teorema 1.6.3. Spektralna norma matrice je potčinjena Euklid

skoj normi v':lktora. 

Teorema 1.6.4. Neka je A hermitska matrica. Tada spektralna 
norma 6(A) ima najmanju vrednost od svih mogućnih normi \\Al\ , 
saglasnih sa nekom normom vektora. 

Pored spektralne norme u upotrebi su i sledeće norme 

matrice A = ~ai j 1 nxn : 

(norma Schmidta) 

l 
l 
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Za norme 1°, 2°, 3° važe sledeće teoreme: 

Teorema 1.6.5. Norma l\A\11 pot.činjena je normi vektora 1\x\1 1 • 

Teorema 1.6.6. Norma Schmidta E(A) za matricu reda n saglasna 
je sa Euklidskom normom (1.6.~), ali joj nije potčinjena za 

n> l. 

Teorema 1.6.7. Norma \\A\1
00 

pot.činjena je normi vektora \\xU00 • 

Lako se može dokazati da za proizvoljnu kvadratnu mat

~icu reda n važe sledeće nejednakosti 

gde je 

~ m(A) ~ \\A\\p ~ m(A) 

:n E (A)~ \lA \lp~ .Jn t(A) 

l 6(A) ~\\Al\ ~-ln 6 (A) 
Vri p 

(p= 1,2, oo), 

(p= l, oo), 

(p= l, oo), 

m(A) ~ n 6(A), €(A) 4 Vri O(A), 

~ \1 A \l 
00 

6:_ \l A ll l 4, n \\A \\ 00 , 

m(A)= nmax\a··l• 
i, j 1J 

Pomoću regularne matrice H; mogućno je date nol;'me ll JE ll i 
\\All transformisati u llxi\H i 1\AIIH, tako da ove poslednje zado
voljavaju uslove za normu. Lako je proveriti da \lxi\H i \\A\IH 
predstavljaju norme, ako se definišu pomoću 

i 

Štaviše, svojstva saglasnosti i potčinjenosti ostaju u važno

sti i za transformisane norme 1\ii\H i· 1\AIIH • 

Kao transformaciona matrica H, najčešće se koristi dija

gonalna matrica sa pozitivnim elementima, tj. 

H = 

Na ovaj način, 

r~ •" ~J= diai(h1 , •• • ,hn) (hi> O(i=l, ••• , n)). 

norme l\xll1 , 1\A\\1 i norme \\xl\
00 

, \\ A\\
00 

transfer-

__".."".. 

l 
l 
l 

l 

l 
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i 

respektivno. 
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ll~"' max 
i 

4,1.?, KonvergenciJa matričnih nizova i redova 

Posmatrajmo niz vektora {:il(k)}k E N, gde je 

X(k) = lxfk) • • • x~k))T • 

Definicija 1.?.1. Ako postoje konačne granične vrednosti 

(i=1, ••• ,n), 

131 

kažemo da niz t~(k)1k E N konvergira ka vektoru ir= [ a1 ••• an) T, 

kt 
.... . . v d v, • r .... (k)} a ve or a naz_1vamo gran1cnom vre noscu n1za "\. x k E N. 

Slično definišemo i konvergenciju niza matrica {A ( k~kE: N 

gde je A (k)= [a~~)] 
l.J n'JCn • 

Definicija 1.7.2. Ako postoj·e konačne granične vrednosti 

a .. = lim a~~)' 
l.J k~+ oo l.J 

(i,j=l,, •.• ,n), 

kažemo da niz {A (k)}k ~N konvergira ka matrici A= [ aij 1mn 

Matricu A nazivamo graničnom vrednošću niza {A(k)lkE:N. 

Mogu se dati i druge definicije konvergencije niza vek

tora i niza matrica zasnovane na ranije uvedenom pojmu norme 

(konver~encija po normi). Naime, mi kažemo da ~(k)....,. ""3. (k~+ co), 

ako \11 k)_lll -+0
1 

kada k""+OO. Slično, kažemo da A(k)_.,. A 

(k-++oo), ako IIA(k) -Al\~ o, kada k~+oo. Može se, medjutim, 

pokazati da je definicija konvergencije po normi ekvivalentna 
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prethodno datoj definiciji po koordinatama(videti, na primer, 
(41 ). 
Primedba 1.7.1. Na osnovu nejednakosti 

111 1Ck)ll -ll alil ~ll x<k)- all 
zaključujeJilo da iz Jl(k)_,a (k~+m) sleduje llx(k)ll~\la\l(k~+oo). 
Takodje važi 

A(k) _"A (k..:t+oo) 

Teorema 1.7.1. Niz matrica {Ak} kG. N konvergira ka nula mat
rici o, ako i samo ako su sve sopstvene vrednosti matrice A po 
modulu manje od jedinice. 

~. S obzirom da se matrica A može transformisati na 
Jordanov oblik, tj. da postoji regularna matrica e, takva da je 

J .. c-1Ac, 

gde je J Jordanova matrica(videti odeljak 4.1.5) 1 imamo, za sva
ko kE. N, 

Ak= CJkc-1' 

odakle zaključujemo da niz tAk1kE. N konvergira(ne konvergira) 
ka nula matrici ako i samo ako niz {~}kEN konvergira(ne 
konvergira) ka nula matrici. 

Neka su .A1 , ••• , J.,m (m{:. n) me dj usobno različi te sQpstve
ne vrednosti matrice A( matrice J). Kako na osnovu primedbe 
1.5.1 (sa Q(x) = xk) važe ekvivalencije 

i 

lim Jr(~)k = O 
k~+<D 

lim ~ • O 
k .... +<D 

dokaz je završen. 

\J\\ L.. l 

(\j i) t 

Sledeća teorema daje dovoljan uslov za konvergenciju 
niza {Ak}k E: N ka nula matrici~ 
Teorema 1.7.2. Ako jt!l bilo koja norma matrice A manja od je
dinice važi Ak ..:t O(k _" + oo). 
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~· Kako je 

\lAk- 0\1 "' \lAk 1\ • \\ AAk-l\\ ~\\A\1·\IAk-l\\ ~ • • • 4 1\ A\\k 

i kako je po pretpostavci 1\A\\Ll, imamo 1\Ak\\ ~o( k~+CD), 
tj. Ak-+0( k-++CD)o 

Ovim je dokaz završen. 

Sada ćemo dokazati jedan važan rezultat koji je u vezi 

sa teoremama 1.6.2.i 1.6.4. 

Teorema 1.?.3. Sp~ktralni radijus ~(A) matrice A nije veći od 

bilo koje DJ•ne norme. 

~· Za proizvoljan pozitivan broj € definišimo mat

ricu B pomoću 
l B·-=---A. 

1\A\\+€ 

Kako je liBI\. 1 \\A\\.( 1, iz teoreme 1.7.2 sleduje :sk~o 
IlA\\ +t 

(k-++ CD). S druge strane, na osnovu teoreme 1. 7 .l zaključuj e-
mo da su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu manje od 
jedinice, tj. \).i (B)\ L. lo Ako sa .Ai (A) ·označimo proizvoljnu 
sopstvenu vrednost matrice A, tada je 

l '-i (B)\ • l \1i (A)\ L. l, 
\\All+ E. 

tj. \~(A)\.<. \\Al\ +€.. S obzirom da se E:. mole uzeti dovoljno 
aalo zaklju!ujeao da je \~(A)\~ \\Al\, tj. s>(A)~ \\Al\. 

OslanjeJući se na koncept konvergencije matričnog niza, 
moguće je definisati matrični red pomoću 

+CD k L B(m) • lim L B(m) , 
m•o k -+ +CD m• o 

gde su B(m) (m • 0,1, ••• ) matrice istog reda. 

Teorema 1.7.4. Ako matrični red (1.7.1) konvergira tada je 

lim B(k) .. o. 
k..,.+CD 
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k 

~· Neka je s Ck) .. LB(m) (k~ 0,1, ••• ) i neka je 
m•o 

suma reda (l. 7 .l) s, tj. lim s Ck). s. Tada je 
k~ +CD 

sCk) _ sCk-1) • B(k) , 

tj. 

l . sCk) 1 . s<k-1) 
1m - 1m • 

k-.+<D k~+CD 

lim B(k), 
k-. +<D 

odakle neposredno sleduje tvrdjenje teoreme 1.7.4. 

U daljem tekstu daćemo potrebne i dovoljne uslove za 
konvergenciju matrične geometrijske progresije 

(1.7.2) 
+CD L Am ~I + A + A2 + ••• , 
m .. o 

gde je A kvadratna matrica reda n. Ovde je B(m). Am(m = 0,1, ••• ). 

Teorema 1.?.5. Matrični red (1.7.2) konvergira ako i samo akoje 

(1.7.4) 

lim Ak • O, 
k-++ CD 

štaviše, tada je 

2 I+A+A + ••• • (I- A)-1 • 

~· Pretpostavimo da matrični red (1.7.2) konvergira. 
Tada, na osnovu teoreme 1.7.4, važi (1.7.3). 

Obrnuto, pretpostavimo da je ispunjen uslov (1.7.3). Ta
da su, na osnovu teoreme 1.7.1, sve sopstvene vrednosti matrice 
A po modulu manje od jedinice, tj. \l.i(A)\~1 (i•l, ••• ,n).Kak:o 
je n 

det(I- A) = n (l-~ (A)) ~ O, 
i·l 

zaključujemo da postoji matrica (I- A)-1 • Množenjem identiteta 

(I+ A+ A2 + ••• + Ak)(I- A) • I- Ak+l , 

matricom (I- A)-1 s desne strane, dobijamo 



4.1. ELEMENTI NATRICNOG RACUNA 

I+A + A2 + ••• +Ak • (I-A)-l- Ak+l(I-A)-l, 

odakle sleduje 

lim (I+ A+ A2 + ••• +Ak) • (I- A)-l - lim Ak+l(I- A)~l 
k-t+CD k.., +CD 

• (I-A)-1 , 

tj. (1.7.4), čime je dokaz teoreme završen. 
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S obzirom na tvrdjenje teoreme 1.7.1, prvi deo teoreme 
1.7.5 se može formulisati i na sledeći način: 

Teorema 1.7.6. Matrični red (1.7.2) konvergira ako i saao ako 
su eve sopstvene vrednosti matrice A po modulu manje od jedi
nice. 
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4.2.1. Uv0dne napomene 

Numerički problemi u linearnoj algebri mogu se klasi
fikovati u aekoliko grupa: 

18 Rešavanje sistema linearnih algebarskih jednačina 

sa regularmem matricom A, izračunavanje determinamte ~d A i 
imverzija matrice A; 

2° Rešavanje proizveljnog sistema linearnih jednačina 
metedom najmaajih kvadrata; 

3° Odredjiva:nje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vek
tora date kvadratne matrice; 

4° Rešavanje zadatka linearnog programiranja. 

Za rešavanje ovih preblema razvijen je čitav niz meto
da, koji se mogu podeliti u dve klase. 

Prvu klasu ovih metoda ČiDe tzv. direktni metodi ili 
kako se ponekad nazivaju tačni metodi. Osnovna karakteristi
ka evih metoda je ta da se posle konačnog broja transforma
cija(k~raka) dolazi do rezultata. Ukoliko bi se sve računske 
operacije izvodile tačno, dobijeni rezultat bi bio apsolutno 
ta~an. NaravnQ, kako se proces računanja izvodi sa zaokrug
ljivanjem medjurezultata, konačan rezultat je ograničene tač
Rosti. Ovo peglavlje je posvećeno direktnim metodima. 

Drugu klasu metoda čine iterativni metodi, kod kojih 
se rezultat dobija posle beskonačnog broja koraka. KaQ počet
ne vrednosti rešenja, kod primene iterativnih metoda, najčešće 
se koriste rezultati dobijeni nekim od direktnih metoda. O ep
štoj teoriji iterativnih procesa bilo je reči u trećoj glavi. 
U poglavlju 4.3 izložićemo glayne osobine iteratiTnih metoda 
koji se koriste u linearnej elgebri. Napomenimo da se kod re-

136 
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šavanja sistema sa velikim brojem jednačina, kakvi se javlja
ju pri rešavanju parcijalnih diferencijalnih jednačina, koris

te uglavnom iterativni metodi. 

4.2.2. Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa 

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednačina 

(2.2.1) 

ili u matričnom obliku 

(2.2.2) 

gde su 

all 

•21 
A .. . 

• . 
•nl 

8.12 ... 
a22 

•n2 

.:t ...... 
.IUI. = b' 

al n 

a2n 

•nn 

~ 

+ a x = bn, nn n 

bl 

b2 -b= X= 

b n 

xl 

x2 

xn 

Za sistem jednačina (2.2.2) pre~postavljamo da ima jedinstve

no-rešenje. 

Poznato je da se rešenja sistema (2.2.1), tj. (2.2.2), 

mogu izraziti pomoću Cramer ovih formula 

det .li 
x. =- (i=l, ••• ,n), 

1 detA 

gde je Ai matrica dobijena iz matrice A zamenom i-te E.olone 
vektorom ~. Medjutim, ove formule su nepogodne za praktična 
izračunavanja, s obzirom da je za izračunavanje n+l determi
aaaata potreban veliki broj računskih operacija. Naime, ako 
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bismo vrednost determinante n-tog reda izračunavali razvijanjem 
determinante po vrstama ili kolonama, potrebno je izvršiti Sn• 
nl-l sabiranja. Broj množenja Mn odredjen je rekurentnom rela
cijom 

Mn = n + nMn-1 • 

Kako je M1 .. o, lako se dobija da je 

Mn .. nl (l+ -df+ jr+ ••• + (n!l)l ) = nl (e-l) (n >4), 

što znači da je ukupan broj računskih operacija Pn .. Mn+Sn !!InJe. 
Pod pretpostavkom da je za obavljanje jedne računske operacije 
potrebno lO~s, što je slučaj kod brzih računar~, to bi za iz
računavanje vrednosti determinante tridesetog·reda(n-30) bilo 

k 30loeolO~lo-6 _ 2 3 1020 o u yt potrebno o o 3600024 0365 • • o god~na. ops eno govo-

reći ovakav postupak je praktično neprimenljiv, već za determi
nante reda n> 5. 

Jedan od najpogodnijih direktnih metoda za rešavaaje 
sistema linearnih jednačina je Gauss ev metod eliminacije. 
Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema (2.2.2), prime
nem ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem 

(2.2.3) ~=e, 

gde su 

rll rl2 ... rl :a cl 

R = r22 r2n 
i ~ 

c2 . . . 
r:nn en 

*) Na sistemu IBM 1130 vreme izvršenja pojedinih operac~Ja 
u ,s, u običnoj(A) i proširenoj tačnosti(B) je dato u tabeli 

A B 

sabiranje 460 440 
oduzimanje 560 490 
množenje 560 790 
deljenje 760 2060 
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Sistem (2.2.3) se rešava sukcesivno polazeći od posle~ 

dnje jednačine. Naime, 

en 
xn= r' 

n n 

xi = r~i (ci - t rikxk\ 
k=l.+l ) 

(i=:a-1, ••• ,1). 

Napomenimo da su koeficijenti r .. ~o, jer p~ pretpCJstavci . l.l. ' 
sistem (2.2.2), tj. (2.2.3) ima jedinstveno rešenje. 

Pekazaćemo sada kako se sistem (2.2.1) može redukeva
ti na ekvivalentan sistem sa trougaonom matricom. 

Pod pretpastavkom da je a11 ~O, izračunajmo najpre 

faktore 

(i=2, ••• ,n)~ 

a zatim množenjem prve jednačine u sistemu (2.2.1) sa mil i 
oduzimanjem od i-te jednačine, dobijamo sistem od n-1 jedna

čina 

(2.2.4) 

(2) + a(2)x 
an2 x2 + ••• nn n 

gde su 

(i, j = 2, ••• ,n). 

Pod pretpostavkom da je a~~)~ O, primenjujući isti 

postupak na (2.2.4) sa mi2 = ag);ag) (i= 3, ••• ,n) dobijamo 

sistem od n-2 jednačine 

(3)x + + a(3)x 
a33 3 • • • 3n n 
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gde •u 

(i,j=3, ••• ,n). 

Nastavljajući ovaj pestupak, posle n-l koraka dolazimo do jed
načiae 

Iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednačiaa, delazi
mo de sistema jednačina 

... 

a(3)x 
33 3 + ••• + a(3)x 

3n n 
b(3) 
3 ' . . . 

(n) 
= b(n) 

ann xR ll ' 

• v t "l" (l) (l) pr1 cemu ame s av1 1 aij = aij, bi = bi. 

Navedena trougaona redukcija ili kako se često kaže Gauss
ova eliminacija, se svodi na izračunavanje koeficijenata 

a(k) 

T 
l 

m ... :~:k a(k+l). (k) (k) (k+l) (k) Jk) . 
J.k ;ntJ' ij aij - mika:kj ' l::li =l::li -mikb'k (J.,j=k+l, • • • ,n) 

kk 

za k= 1,2, ••• ,n-l. Primetimo da su elementi matrice R i vektora 

"3 dati sa 
(i) (i) ( ) rij. aij t ci a bi i= l, ••• ,n; j= i, ••• ,n • 

Da bi navedena redukcija egzistirala, potrebno je obezbedi· 
ti uslov ai~? ,r. o. Elementi ag) su poznati kao glavni elementi 
ili stožerski elementi* • Pod pretpostavkom da je matrica A siste
ma (2.2.2) regularna, uslove a~),r.o moguće je obezbediti permu
tacijom jednačina u sistemu(videti [2]). 

*)·Na engleskom jeziku pivota! element, ili prosto pivot. 
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Primer 2.2.1. Neka je dat sistem jednačina 

2.304x1 - 1.213x2 + 2,44lx3 = 7.201, 
8.752x1 - 5.608x2 + 3.916x3 = 9.284, 
1.527x1 + 4.333x2 - 2.214x3 = 3.551. 

Zaokrugljujući sve medjurezultate na četiri značajne cifre, Gauss
ovom eliminacijom dobijamo trougaoni sistem 

2.304x1 - 1.213x2 + 2.44lx3 = 7.201, 
-0. 9998x2 - 5.357x3 = -18.07, 

- 31.36x3 .. -94.07, 

odakle dobijamo redom x3 • 3.000, x2 = 1,999, x1 = 0.9995. Faktori 
mij' u ovom slučaju, su 

m21 • 3,799, m31 = 6,628, m32 • -5.138. 

Napomenimo, da su tačna rešenja datog sistema x1 =l, x2 = 2,x3= 3· 

S obzirom na numerički postupak za trougaonu redukciju 
i proces zaokrug1jivanja medjurezu1tata, javiće se greške u ele
mentima matrice R i vektora ~. Naime, umesto sistema (2.2.3) do
bijamo sistem R

0
x •C

0
, gde au R

0
= R +AR i 0'

0 
.. t+ AC. Rešenje ovog. 

sistema biće 1
0 

• ~+AX, gde je x tačno rešenje sistema (2.2.3). 
Nije teško ustanoviti da će greška piti veća , što je glavni ele
ment a~) manji po modulu od preostalih elemenata matrice. U 
vezi sa ovim navodimo jedan interesantan primer koji potiče od 

Wi1kinsona( [5, str. 205) ) • 

Fpimer 2.2.2. Gaussovim metodom eliminacije rešimo sistem jed-

načina 

l
0.000003 

0.215512 

0.1?325? 

0.2134?2 

0.375623 

0.663257 

0.33214?] [x11· [0.235262] 
0.476625 · x2 = 0.12?653 

0,625675 x3 0.285321 

uzimajući sve medjurezu1tate sa šest značajnih cifara. S obzi
rom da su faktori u ovom slučaju 

odgovarajući trougaoni sistem postaje 
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[0.000003 0.2134-72 

-15334.9 
0.332147] [x1] [0.235262] 
-23860.0 · x2 = -16900.5 , 

-0.500000 x3 -0.20000 

odakle je x3 ., 0.400000, x2 = 0.479723, x1 ~ -1.33333. 

Posmatrajmo sada dati sistem jednačina u kome su prva i 
druga jednačina permutovane. S obzirom da su sada faktori 

m21 • 0.0000139203 i m31 = 0.803932, 

posle prvog eliminacionog koraka dolazimo do sistema jednačina 

[
0.215512 ::~::::~ :::::::: ]·[:~]. [::~;~::~J . 

0.361282 0.242501 x3 0.182697 

Nadalje, kako je element na mestu (2,2) manji od elemen
ta na mestu (3,2),u matrici poslednjeg sistema jednačina izvr
šimo permutaciju druge i treće vrste. Tada, s obzirom na faktor 
m32 = 0.590860, pasle drugog eliminacionog koraka dobijamo 

0.375623 

0.361282 
0.476625] [x1] [0.12'7653] 
0.24-2501 · x2 .. 0.182697 ; 

0.188856 x3 0.127312 

odakle sleduje x3 = 0.674-122, x2 = 0.0532050, x1 = -0.991291. 

Napomenimo da su tačna rešenja datog sistema, sa deset 
značajnih cifara, 

x3 • 0.6741214694-, x2 = 0.05320393391, x1 = -0.9912894252. 

Na osnovu poslednjeg primera vidimo da strategija izbora 
glavnog elementa bitno utiče na tačnost rezultata. Modifikacija 
Gaussovog eliminacionog metoda u ovom smislu, naziva se Gaussov 
metod sa izborom glavnog elementa. Dakle, prema ovom metodu za 
glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo .element 
~~), za koji je la~~) l = ll!ax l af~) l, uz permutaciju k-te i r-te 
vrste. k'J.tn · 
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Ako dozvolimo i permutaciju pepmznatih najbolje je za 
Slavni element u k-tom eliminacionom koraku uzeti element a(k), 
za koji je la;k)l = max ]a~kj),, uz permutaciju k-te i r-ter~-

8 k~i,j~n ~ 

ste i k-te i s-te kolone. Ovakav postupak se naziva metod sa 
totalnim izborom glavnog elementa. 

Odredimo sada broj računskih operacija u Gaussovom meto
du pri rešavanju sistema od n jedDačina sa n nepoznatih. 

Kod redukcije sistema na trougaoni oblik, u prvom elimi
nacionom koraku, potrebana je n-1 deljenja, n(n~l) množenja i 
n(n-1) oduzimanja, što iznosi (n-1)(2n+l) = 2(n-1)2 + 3(n-l). Na 
osnovu ovoga može se zaključiti da je potreban broj računskih 
operacija u k-tom eliminacionom koraku 2(n-k)2 + 3(n-k), pa je 
ukupan broj operacija za trougaonu redukciju 

n-1 n-1 
)' (2(n-k)2 + 3(n-k)) = \'(2k2+3k) = !C4n3+3n2- ?n). 
k~ k~ 

Pri rešavanju sistema sa trougaonom matricom potrebno je 
n deljenja, n(n-L)/2 množenja i n(n-1)/2 oduzimanja, što iznosi 
ukupno n2 operacija. Dakle, ukupan broj računskih operacija u 
Gaussovom metodu iznosi 

N(n) = ~(4n3 + 9n2 - ?n). 

Za dovoljno veliko n imamo N (n) Q! 2n3 /3. Dugo vremena se mislilo 
da je Gaussov metod najoptimalniji u pogledu broja računskih 
operacija. U novije vreme v. Strassen([6]) je, uvodeći itera
tivni algoritam za množenja i inverziju matrica, dao jedan me
.tod za rešavanje sistema linearnih jednačina, kod koga je broj 

log2? 
računskih operacija reda n • Strassenov metod je, dakle, 
optimalniji od Gaussovog metoda( log2? ~ 3). 

Primedba 2.2.1. Prema Strassenovom algoritmu množenja matrica 
drugog reda 
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izvodi se pomoću 

i 

sl .. (all+ a22) (b ll+ b22)' 82 .. (a21 + a22)blP s3"' a22(b12-bll)' 

st,~ a22(b21- bll)' 8 5 = (all +al2)b22' 8 6=(a21-all )(bll +bl2), 

8 ? • (al2- a22)(b21 + b22) 

Trougaona redUkcija obezbedjuje lako izračunavanje deter
ni:nante :sistema. Naime, važi 

detA • a (l)a(2) a<•) 
ll 22 • • • nn • 

Ukoliko je korišćen Gaussov metod sa izborom glavnog elementa 
treba samo voditi računa o broju permutacija vrsta(i kolona kod 
metoda sa totalnim izborom glavnog elementa), koje utiču na znak 
determinante, Ovakav način za izračunavanje determinante je veo
ma efikasan. Na primer, za izračunavanje determinante reda n=30, 
potrebno je 0,18 s , ako se jedna računska operacija obavlja za 
10 f-lSe 

4,2,3. Inverzija matrica pomoću Gaussovog metoda 

Neka je A= [aij]nxn regularna matica i neka je 

z ll :x:l2 l •• ::x:ln 

::x:-
x21 ::x:22 x2n 

• [xl t2 •• • ~n] . 
• • 

:x:nl :x:n2 :x:nn 

njena inverzna matrica. Vektori t1 ,~2 , ••• ,~n su redom prva, dru
ga, ••• , n-ta kolona matrice X, Definišimo vektore e1,;2, ••• ,;n 
pomoću 

11 = [1 o ••• o]T, "i2 .. [o 1 ••• o]T, ••• , 'tn= [o o ••• 1]T. 

S obzirom na jednakost AX • ( !11 ~2 ••• !tn]= I= [t1 e2 • • • e'n] , 
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problem odredjivanja inverzne matrice može se svesti na rešava
nje n sistema linearnih jednačina 

(2.~.1) A~i.:i (i=l, ••• ,n). 

Za rešavanje sistema (2.3.1) pogodno je koristiti Gauss
ov metod, s obzirom da se matrica A pojavljuje kao matrica svih 
sistema,pa njenu trougaonu redukcij~ treba izvršiti samo jednom. 
Pri oyome sve elementarne transformacije koje su potrebne za 
trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jediničnu mat
ricu I • [ 't1 t2 • • • :n]. Na taj način se matrica A transformiše u 
trougaonu matricu R, a matrica I u matricu C .. [<t1 t 2 ••• tn1· 
Najzad, ostaje da se reše trogaoni sistemi 

(i•l, ••• ,n). 

4,2.4. Faktorizacioni metodi 

Faktorizacioni metodi za rešavanje sistema linearnih jed
načina zasnivaju se na razlaganju matrice sistema na proi~vmd 
dve matrice čiji je oblik takav da omogućava svodjenje sistema 
na dva sistema jednačina koji se jednostavno sukcesivno rešava
ju. U ovom odeljku ukazaćemo na metode zasnovane na LR faktori
zaciji matrice(videti odeljak 4.1.2). 

Neka je dat sistem jednačina 

(2.4.1) 

sa kvadratnom matricom A, čiji su svi glavni dijagonalni minori 
različiti od nule. Tada, na osnovu teoreme 1.2.1, postoji fak
torizacija matrice A • LR, gde je L donja i R gornja trougaona 
matrica. Faktorizacija je jednoznačno odredjena, ako se, na pri
mer, usvoji da matrica L ima jediničnu dijagonalu. U tom sluča
ju, sistem (2.4.1), tj. sistem LR t • B', se može predstaviti u 
ekvivalentnom obliku 

(2.4.2) - ... RX • y • 

Na osnovu prethodnog, za rešavanje sistema jednačina 
(2.4,1), može se formulisati sledeći metod: 
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1° Stavimo .t'i~=l (i=l, ••• ,n); 

2° Odredimo ostale elemente matrica L= [fij]n~n i mat
rice R • [rij] nxn (videti odeljak 4.1.2); 

3° ReUmo prvi sistem jednačina u (2.4.2); 

4° Rešimo drugi sistem jednačina u (2.4.2). 

Koraci 3° i 4° se jednostavno izvode. Naime, 

lT -. 
'jj= (bl b2 • • • b nj ' y • 

neka eu 

Tada je 

i 

Yn 
X •- t n rnn (i= n-1, ••• ,l). 

Izloženi metod se u literaturi sreće kao metod Haleckog. 
U slu~aju kada je matrica A normalna, tj. kada je simetrična i 
pozitivno definitna, metod Haleckog se može uprostiti. Naime, 
tada se može uzeti da je L= RT. Dakle, treba odrediti faktori
zaciju matrice A u obliku A .. RTR. Na osnovu .formula iz odeljka 
4.1.2 za elemente matrice R važe formule 

i-1 

ru• L r:i 
k=l 

(j • 2, ••• ,n), 

rij= r~i (aij- ~ rki rkj\ (j•i+l, • • • ,n) 
\ k·l ') 

U ovom slučaju sistemi (2.4.2) postaju 

RT-f • ~' ..... 
Rx .. y. 

(i•2, ••• ,n). 

Navedena modifikacija metoda Haleckog se naziva metod 
kvadratnog korena. 

___"."..--

1 
l 
l 

l 
l 

l 
l. 
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Primedbe 2.4.1. Determinanta normalne matrice se mob izračšma
ti po metodi kvadratnog korena kao 

b~.aktorizacioni metodi ea naročito pogodni za relavanje 
sistema linearnih jednačina, kod kojih se matrica sistema ne 
menja, ve6 samo vektor slobodnih članova ti. Ovakvi sistemi se 
često javljaju u tehnici. 

Sada ćemo pokazati da .-e Gaussov metod eliminacije mole 
interpretirati kao LR ~aktorizacija matrice A. Uzmimo matricu 
A takvu, da prilikom eliminacije ne treba vriiti permutaciju 
vrsta i kolona. Polazni sistem označimo sa A (l)~= ~(l). Gaussov 
elimin8cioni postupak daje n-1 e:tvivalentnih sistema A <2>x= ~< 2>, 
••• ,A(n)~. b(n), pri čemu matrica A(k) ima oblik 

8(1) 
ll 

a(l) 
12 ... ~~) ... 8(1) 

ln 
a (2) 

22 
a(2) 

2k 
a(2) 

2n 
A (k). 

a(k) a (k) 
kk kn 

8(k) a(k) 
nk nn 

Analizirajmo modifikaciju elementa a .. ( = aiq)) u procesu 
1J J 

troug8one redukcije. Diko je,za k~l,2, ••.• ,n-l, 

(i, j= k+ l, ••• , n) 

i 

af~+ l)= ag+ l)= • • • = af~+ l)== O (i= k+l, ••• ,n), 

sumiranjem dobijamo 
i-1 i-1 i-1 
) a1~+l) = ) al_~)- ~ mika~~) 
k~ k~ k~ 

(i ~j) 

i 

b
. (k+l) b.. (k). ·b· (k) a.. = a •. - m • .,..a ..... 1J . 1J 1~ ~J 

k k= k= 

(i> j), 
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tj. 

(i~ j) 

i 

(i> j)~ 

Def'inUući mii = l (i:;: l, ••• ,n), poelednje 
se mogu predstaviti u obliku 

b (k) 
(2.4.,) aij = mikakj 

k 

(i,j=l, ••• ,n), 

gđe je P= min(i,j). Jednakost (2.4.,) ukazuje 

minacija daje LR f'aktorizaciju matrice A, gde 

l rll rl2 

m21 l r22 
L= R= 

m nl ~2 ... l 

dve jednakosti 

da Gaussov a eli-
eu 

rl n 

r2n 

rnn 

i rkj= a~~). Pri programskoj realizaciji Gaueeovog metoda u ci
lju dobijanja LR faktorizacije matrice A, nije potrebno koristi
ti nove memorijske elemente za pamćenje matrice L, već je pogod
no faktore mik emeAtati na mesto koeficijenata matrice A koji se 
anuliraju u procesu trougaone redukcije. Na taj način, posle za
vršene trougaone redukcije, na mesto matrice A biće inemorisane 
matrice L i R, prema eledećoj !emi 

D 
Sl. 2.4.1 

Uočimo da se dijagonalni elementi matrice L, koji,eu svi jed
naki jedinici, ne moraju memorisati. 

Metod Haleckog,zaenovan na LR f'aktorizaciji, primenjuje 
se u slučajevima kada matrica A ispunjava uslove teoreme 1.2.1. 
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Medjutim, primenljivoet ovog metoda mo~e se proAiriti i na 
druge sisteme sa regularnom matricom, uzimaju6i u obzir per
autaciju jeđnačina u sistemu. Za ~aktorizaciju iskoristimo 
Gaussov eliminacioni metod sa izborom glavnog elementa. Pri 
ovome bi6e LR= K, gđe se matrica ~dobija iz matrice A konač
nim brojem razmene vrsta. Ovo znači da u procesu eliminacije 
treba memoriaati niz indeksa glavnih elemenata I=(P1 , ••• ,pn_1), 
pri čemu je pk broj vrate iz koje se uzima glavni element u 
k-tom eliminacionom koraku. Kod re~avanja sistema A1= ti, nepo
sredno posle faktorizacije treba, u skladu sa nizom indeksa I, 
permutovati koordinate vektora S. Na taj način se dobija trans
~ormisani vektor ~', pa se re!avanje datog sistema svodi na suk
cesivno re~avanje trougaonih sistema 

LY =l)' i RX= -;. 
Primetimo da se pomo6u inđeksnog niza I može konstruisa-

t1. • . . l PA . .,., ;:! X permutae1ona matr1ca P, takva da Je J:. = 1 b= Pu , ttto 
znači da se, u ovom slučaju, rađi o faktorizaciji LR= PA. 

Ilustrujmo ovo jednim primerom. 

Primer 2.4.1. Primenom Gaussovog metoda aa izborom glavnog ele
menta na 

dobijamo redom 

= ' l 6 

2/:3 1/, -l 

1/:3 § -1 

= 
' 1/5 

2/, 

pri čemu je indeksni niz glavnih elemenata I= (1,:3). Glavni 
elementi su u navedenim matricama zaokru!eni. Ovde je 

o 
l 

1/2 ~] i R = r~ 2~, _: 

1
. 

o o -1/2 
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ReAimo sada sistem A 't a\) = (2 7 4] T. Kako je t)'= [2 4 7] T 

iz Li= S'sleduje 
l 10 2 l 

y1 = 2, y 2 = 4- .,-Yt= ""'r , Y-,= 7- )Yl- ~Y2 =•· 
. d ~ ..... • N&JZ& , na osnovu R• = y, nalaz1mo 

' 10 l x-, = -8, x2= 2<T - :z:')= -7, x1 = ;<2- x1 - 6x.,> = 19. 

Permutaciona matrica,u ovom sl~čaju, ima oblik 

hr~~ n 
4.2.5. Metod ortogonalizacije 

Posmatrajmo sistem (2.2.1) sa regularnom matricom. Ako 
đefini!emo (n+l)-dimenzionalne vektore 

xl Bil 

... x2 ... 8 i2 
Y= 8·= (i= l, ••• , n} , 1 

xn. 8 in 
l -bi 

tada se ovaj sistem mo~e predstaviti u obliku 

(2.5.1) citi ,1> -d' ... = y ai = O (i=l, ••• ,n). 

Jednačine (2.5.1) ukazuju na mogu6nost rešavanja siste
ma (2.2.1), kori!6enjem uslova ortogonalnosti vektora y sa vek
torima ~i(i= l, ••• ,n). Pomenuta ortogonalnost je ekvivalentna 
ortogonalnosti vektora y sa linearnim potprostorom.Hn, koji je 

i . . .... ( . l ) . ,~ ~ ) gener san vektor1ma ai 1= , ••• ,n, tJ. Hn= L a1 , ••• ,an. Po-
laze6i od baze {a1 , ••• ,~n1, kori!6enjem Gram-Schmidtovog pos
tupka, konstruišimo ortonormiranil bazu B ={~l' ••• ,~n} pot-

". . . n prostora Hn.. Vektor y Je, oč1gledno, ortogonalan sa svim vek-
torima ortonormirane baze Bn. 

Kako je vektor ~n+l~ to O ••• O 11T linearno nezavisan 
uoonosu na vektore baze Bn, ortogonalizirajmo i ovaj vektor. 
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Dakle, 
n 

i!= -:n+l - i~<-:n+l'~i)vi 

Neka au koordinate vektora tt redom u1 , ••• ,un,~+l' tj. 
u = l u

1 
u

2
' • • • ug. un+l1 T. Kako vektor ti ispunjava uslove or

togonalnosti (li, vi) .o (i= l, ••• ,n), na osnovu prethodnog za
ključujemo da je,takodje, (u,li)= O (i= l, ••• ,n), tj. 

~ ... (u, al) "" all~+ al2u2 + • • • + alnun -bl un+l = o, 

(u,12) = a2lul + 8 22u2+ ••• + a2nun -b2un+l =o, 

Primetimo da je un..,1 -1- o. Naime, ako bi bilo un+l= O, 
tada bi n-torka (~,u2 , ••• ,un) bila reAenje homogenog sis
tema jednačina sa matricom A= [aij]• Medjutim, kako homogeni 
siste~(detA~ O) ima samo trivijalna reAenja, to bismo imali 
ui= O(i= l, ••• ,n), pa bi vektor 1n+l bio linearna kombinacija 
vektora baze Bn' što je u kontradikciji sa izborom ovog vekto-

ra. 
Ako sve jednačine poslednjeg sistema podelimo sa un+l' 

..,. ui 
lako se zaključuje da je vektor y, sa xi= -u-- (i= l, ••• ,n), 

. n+l 
rešenje sistema jednačina (2.5.1). Tada je n-torka (x1 , ••• ,xn) 

rešenje sistema (2.2.1). 

Na kraju, primetimo da navedeni metod ortogonalizacije 
zahteva ve6i broj operacija mno~enja i deljenja nego Gaussov 

metod eliainacije. 

4.2.6. Analiza greške i alabouslovljeni sistemi 

Posmatrajmo uticaj promene vektora ~ u sistemu jednači-

na 
A1. = lf, 

sa regularnom matricom A, na rešenje t. Neka se vektor ~pro-
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meni za 6b, Tada će se rešenje promeniti za A~, tj. imaćemo 
.... .. - .... A(x+ Ax) = b+ Ab, 

=r .". • -=r -1 ... odakle je AAx= Ab, tJ. Ax= A 6b. Iz posleđnje jednakosti ale-
đuje 

(2.6.1) 

Kako je \\bl\"' \\AX\1~\\A\\·111\f, imamo 

\\AX\1 _1 \\abi\ IlA b ll 
\\111 ~ 1\A\1·1\A 1\·1\bl\ = k(A) lrbll ' 

gđe je k(A) = IIAJHIA-1 11. Broj k(A) naziva se faktorom uslovlje
nosti matrice A. Faktor uslovljenosti zavisi od upotrebljene 
norme matrice, ali je uvek k(A)~l, što sleđuj• iz 

~to je faktor k(A) veći od jedinice kažemo da je matrica A 
slabije uslovljena. Sistem sa slaboualovljenom matricom nazi
vamo slabouslovljenim sistemom*. 

Kada se koristi spektralna norma, faktor uslovljenosti 
je dat sa 

Ukoliko je matrica A hermitska, prethodni izraz se po
jenostavljuje, tj. postaje 

max ll.(A)I 
k(A) = • 

• min ~(A)j 

Zbog svojstva minimalnosti spektralne norme, ova vrednost bro
ja k(A) za hermitsku matricu A je najmanja u odnosu na vred
nosti koje se dobijaju korišćenjem drugih normi. 

Nejednakost (2.6.1) se može interpretirati i na sledeći 
način. Neka je xp približno. rešenje jednačine Ax= b. Sa r(xp) 
označimo odgovarajući "vektor ostatak", tj. 

=r .... ~ .... ... ..... ) .r(xp) = Axp - b = A(xp- x • 

*) u anglo-saksonskoj literaturi: ill-conditioned systems, a u ruskoj: 
nnoxo o6ycnosneHHbte CYiCTBMbl. 
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Dakle, ~ je tačno rešenje jednačine ~P= t>- ~(x;,) i za 

grešku važi ocena 

(2.6.2) 

Na osnovu poslednje nejednakosti može se zaključiti da Rll.~\1 mo

le biti velika, i u slučajevima kada je veličina 1\ 1(~)\\ dovo-

ljno mala. · 

Teorema 2.6.1. Neka je A regularna matrica reda n, B= A( I+ F), 
ll F ll L. l i vektori t i tJ. t definisani pomoću A 1. • "'$, B(~+ .1 ~) .. 'D. 
Tada je 

IIDiill ----- ~ 
ll~ ll 

IIF ll 
1-IIFII 

k(A) . HB-All ako je k(A) II~Atll <1. 
1- k(A) DB-All IIAII 

' . IIAII 

~~ Kako, na osnovu učinjenih pretpostavki, B-l egzi

stira imamo 

At • B-lii- A-lb= B-1 (A-B)A-1 b", ~= A-1'fi, 

pa je 

~~1 11 ~ IIB-1 (A- B) ll = ll-CI+ F)-
1

A-
1

AF llaii<I+F)-
1

IHIF ll ~ 1~~i~11 • 
Imajući u vidu da je F=A-1(B-A) i 1\F\I~k(A)IIB-Aii/llAII , 

na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo nejednakost 2°. 

Pomoću teoreme 2.6.1 moguće je oceniti grešku u rešenju 

t, pri zameni matrice A nekom drUgom matricom. Naime, ako sta

vimo O • (I+F)-l .. B-1A, F • A~1B- I, imamo 

IIB-lAII ~ 1-IIA!tB- Ill • 

S druge strane, iz A-l= A-1BB-l sleduje 
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Najzad, na osnova (2.6.2) dobijamo 

Primer 2.6.1. Jedan tipičan primer slabouslovljenog sistema je 
sistem( videti [7]) 

[ 

121734 169217 176624 166662] [x1 ] [634237] 
169217 235222 245505 231653 x2 881597 
176624 245505 256423 242029 . X~ • 920581 t 

166662 231653 242029 228474 x4 868818 

čija su tačna rešenja x1 .. x2 • x3 • x4 = 1. Medjutim, ako koor
dinate vektora slobodnih članova variraju samo za ±.1 i reci
mo budu 

bl. 634238, b2. 881596, b3 = 920580, b4 .. 868819, 

rešenja sistema postaju 

Iz datog primera se može videti da je problem rešavanja 
slabouslovljenih sistema veoma složen i njemu treba pristupati 
obazrivo. 
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4.3.1. Načini formiranja iterativnih metoda za rešavanje sistema 
linearnih jednačina 

Posmatrajmo sistem linearnih jednačina 

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1, 

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2, 
(3.1.1) 

koji se može predstaviti i u matričnom obliku 

( 3.1. 2) Ax =t., 
gde sLi 

a11 a12 a1n x1 b1 

a21 a22 a2n x2 b2 

A = + t.= ' X = 

an1 an2 ann xn b n 

Uvek u ovom poglavlju, pretpostavljamo da sistem (3. 1. 1), tj, (3.1.2) 
ima jedinstveno rešenje, 

Iterativni metodi za rešavanje sistema (3.1.2) imaju za cilj odredji
vanje rešenja x sa unapred zadatom tačnošću. Naime, polazeći od proizvoljnog 
vektora x(o)(=[xl(o) ... x(o)JT) , iterativnim metodom se odredjuje niz· {x(k)} 

( ( - T n (x kt[x 1k) ... xn k)] ) takav da je 

+(k\ + l im X ' = X, 

k++oo 

*) često se za 1(o) uzima rešenj~ dobijena nekim od direktnih metoda. 

155 
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Jedan opšti iterativni metod može se predstaviti u obliku 

gde funkcija Fk u opštem slučaju zavisi od A, b, k. 

Sa stanovišta primene, najinteresantniji su iterativni metodi oblika 

(3.1.3) +(k) _ F (+(k-1)) 
X - k X (k=1,2, ... ). 

Ako Fk ne zavisi od k, metod (3.1.3) je stacionaran. 
+ 

Mi ćemo razmatrati slučajeve kada je Fk linearna funkcija po X; tj. 

(3.1.4) 

gde je Bk kvadratna matrica i ck vektor. 

Da bi iterativni metod, definisan funkcijom (3.1.4) bio konvergentan, 
-+ _,,.. 

potreban uslov je da Fk ima nepokretnu tačku x = A D, tj. da je 

-1'-,>- -1-;r -+ 
(3.1,5) A b= BkA D+ ck. 

Iz (3.1.5) sleduje 
-+ _,.,.. .,.. 
ck = (I-Bk)A b = eko, 

gde smo stavili Ck= (I-Bk)A- 1, tj. CkA +Bk= I. 

Na taj način (3.1 .4) postaje 

(3.1.6) 

i l i 

(3 .1. 7) 

često se za Ck uzima dijagonalna matrica sa jednakim elementima na dija

gonali, tj. Cl(= dia.g(ck, ... ,ck) =eki (ckER). Tada se (3.1.7) svodi na 

(3 .1.8) 

Ako se matrica A predstavi u obliku 
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gde je Dk regularna matrica, Fk se može zadati u implicitnom obliku kao 

(3.1.9) 

U praktičnim primenama, za Dk se najčešće uzima dijagonalna ili trougao

na matrica. 

Formule (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8), (3. 1.9) se koriste za formiranje raz-

ličitih iterativnih metoda za rešavanje sistema (3.1. 1). 

Na kraju, napomenimo da se metodom najmanjih kvadrata može dobiti niz 

iterativnih procesa. Ovaj metod zasniva se na minimizaciji funkcije f definisane 

pomoću 

+ + + 
f(x) = IIAx- bll 2

• 

U slučaju da je A realna normalna matrica, za rešavanje sistema (3.1. 1) može se 

koristiti minimizacija funkcije odredjene sa 

-+ -+ -T -+ -+ 
f(x) = (AX,x) - 2(b,x). 

4.3.2. Metod proste iteracije 

Jedan od najprostijih stacionarnih metoda za rešavanje sistema linearnih 

jednačina, tzv. metod proste iteracije, zasnovan je na primeni funkcije date po-

moću ( 3. 1 . 6) , tj . 

(3.2.1) 
+ + + 

F(x) = Bx + Cb. 
+ + 

Ako stavimo Cb = f3, iz (3.2.1) sl'eduje 

(3.2.2) x-( k) = sx-( k- 1) + t (k= 1 ,2 .... ) . 

Napomenimo, da je jednačina 

(3.2.3) + + + 
X = Bx + t3 

ekvivalentna sa 

(3.2.4) P1 =t. 
Matrica B se naziva iterativna matrica. 

Ako se podje od proizvoljnog vektora X"( o), pomoću (3.2.2) generiše se 

niz {x(k)}. Razmatraćemo uslove pod kojima ovako generisani niz konvergira ka 
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tačnom rešenju sistema (3.2.3), tj, (3.2.4). 

Ako je 

b11 b12 b1n 61 

B = 
b21 b22 b2n 62 

6 = 

bn1 bn2 bnn 6n 

iterativni metod (3.2.2) može se predstaviti skalarno 

x(k)- b x(k-1) +b x(k-1) + 1 - 11 1 12 2 ·. 

x(k)- b x(k-1) +b x(k-1) + 
2 - 21 1 22 2 

+ b X ( k-1) + 6" 
2n n 2' 

gde je k=1,2, .... 

Dokazaćemo sledeće dve teoreme. 

Teorema 3.2.1. Ako je t(o) proizvoljan vektor,IJ Bil< 1 je dovoljan uslov za kon

vergenciju procesa (3.2.2) ka tačnom rešenju t sistema (3.2.3). 

Teorema 3.2.2. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3.2.1, za svako k e: N, važe nejed-

nakosti 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2. 7) 

(3.2,8) 

ll (I-Bf 1 - (I+B+ ... +Bk- 1)1J < 
JJ Bjj k 

1-JI BIJ 

_,. k 

ll x(k)- X ll;; JIBJJ kll -x(o)ll + 11~11·11 Bjj 
1 - jj BIJ 

11 t( k) - xJJ < 11 BJJ ·ll t(k- 1) - xJJ 

JJ t(k) - xjj < JJ Bjj k jj t(o) - xjj . 

Dokaz teoreme 3.2.1.Ha osnovu (3.2.2) lako se dokazuje jednakost 

(3.2.9) +(k) k+( o) k-1 + · 
X = B x + (I +B+ ... +B )S (k e: N). 
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Kako je ll B ll < 1, imamo 

l i m ll B k ll = O, tj . 
k-H·oo 

lim Bk = O 
k+t<x> 

.. . k-1 .. -1 
llm (I+B+ ... +B ) = (I-B) . 

k+t<x> 

Tada, iz (3.~.~) sleduje 

lim i(( k) = lim Bkx(o) +lim (I+B+ ... +Bk- 1)a = (I-Bf1a. 
k+t<x> k++oo k++oo '. · 

odakle zaključujemoda niz (k(k)},konvergira ka 'rešenju jednačine (3.2.3). 

Dokaz teoreme 3.2.2. Iz jednakosti 

-1 - 2 ( l ) (I -B) - I. + B + B . + . .. · l Bil < 1 

sleduje 

... , 
odnosno 

ll (I-B) -1-(I +B+ ••. +Bk-1) ll k' k '1 ~ll Bil '.+ll Bil .+ + ... 

ll Bil k 

1 -11 Bil 

Na osnovu (3.2.9), imamo 

odakle je 

k(k)_k = Bkk(o) + (I+B+ ... +Bk-.1.) a - (I-B)- 1 a 

= Bkk(o)- ((I-Bf 1 - (I+B+ ... ;tBk- 1))a, ·. 

ll x(k)_kll ~ll Bkk(o)ll +ll (I-Bf 1-(I+B+ ... +Bk- 1 )ll• ll t11 

. ~ ll Bil k ll "k( o) ll + Ila 11·11 Bil k • 
- . 1 - ll Bil 

pri čemu smo iskoristili nejednakost (3.2.5).· 

Napomenimo da je korišćena norma matrice saglasna sa izabranom normom 

vektora. 
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K k . + B+ + . +{k) B+(k-1) + d .. a o J e x = x + a 1 x = x + a , ob 1 J amo 

+(k) + _ B{+(k-1) +) x -x- x -x, 

odnosno 

11 x:<k) - Jt11 ~ 11 Bil ·ll x<k- 1) - xli . 

Konačno, iteriranjem poslednje nejednakosti, dobijamo 

11-;t(k) - lt11 ~ ll Bil kll x(o) - x11 · , 

Ovim je teorema 3.2.2 dokazana. 

Nejednakosti (3.2.7) i (3.2.8) ukazuju da iterativni proces (3.2.2) ima 

red konver'gencije 1 (l i ne arna konvergencija i l i konvergencija tipa geometrijske 

progres i je). 

Primedba 3.2. 1. Najčešće se uzima x(o) =B. Tada se nejednakost {3.2.6), iz teo-

reme 3.2. 1, može pooštriti. Naime, važi nejednakost 

ll x(k) -xli =ll {{I-Bf 1-{I+B+ ... +Bk))BII 

ll Bil k+111 Bil 
~--'----

1 - ll Bil 

Posledica 3.2.1. Iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je 

n 
(a) ll Bil = max E l b1.J·I < 1 

oo i j=1 

ili 
n 

{b) ll Bil 1 = m~x .E l biJ· l < 1 
J 1=1 

ili 

(e) IIBI12=E{B)=(.E.Ibijl 2 )
112

<1. , 
l ,J l 

Primetimo da su uslovi (a), (b), (e) ispunjeni ako je 1 b
1
.J.I <..!. (i ,j=1, ... ,n:, 

n r 

Primedba 3.2.2. Ako je ll Bil< 1, važi 

ll x<k) - xli ~ ll Bil ll x<k) - x<k-1) ll 
- 1 -ll Bil 

(k e: N). 

\ 
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Ova nejednakost je posledica jedne opštije nejednakosti, koja će biti dokazana 

u sledećem odeljku. 

Za i te rativni proces ( 3. 2. 2) u jednom speci ja l nom s l učaj u, Kras nose l's k i i 

Krein( (8]) odredili su ocenu za vektor greške ;(k)= ~(k)_~. pri prekidu ite-

rativnog procesa kada je ll~(k+ 1 )-~(k)ll E< a(a >.0) ll~(p+ 1 )-~(p)ll E ~a (p<k). 

Naime, oni su dokazali sledeću teoremu: 

Teorema 3.2.3. Neka je B realna normalna matrica, čije sopstvene vrednosti ispu

njavaju uslov 1 >>. 1 >>. 2 > ... >>.n> O. Ako je početna greška ;(o)= ~(o)~~ 

uniformno rasporedjena u zatvorenoj kugli S(o,r) ={~Ill xJJ E~ r, ~E Rn}, tada 

verovatnoća, da greška ;(k) zadovoljava nejednakosti 

teži jedinici kada r++oo, za svako 0< 1, tj. 

e>. a 
lim P(-1 ~ ll ;(k) ll E ~ _a_) = 1. 

r++oo 1->.1 - 1->.1 

Ovaj rezultat, Peradze ([9]) je generalisao, pretpostavljajući samo us

lov da je matrica B realna· i regularna. Konačno, T. Yamamoto u [10] i [ll] izbacio 

je i uslov regularnosti matrice B. 

Neka j~ B realna matrica reda n, čije različite sopstvene vrednosti 
m . 

>.i(i=1, ... ,m), reda višestrukosti n;(_E ni=n), ispunjavaju uslov 
l =1 ' 

Navešćemo dva partikularna rezultata, do kojih je došao T. Yamamoto( (10]). 

Teorema 3.2.4. Neka je A realna normalna matrica 

>. = 
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Ako je početna greška ;(o) uniformno rasporedjena u 's(o,r), tada je 

(3.2,10) 
'· ' 

. '. 
i l ;l 

(3.2.11) lim P(01>.a. <ll ;(k) ll E < A*a) .;, 1; 
r-H·oo 

... 

za svako 01E(o,1) i svako 02 > 1: 
;.1:, ,··, 

Teorema 3.2.5. Neka je A proizvoljna realna matrica takva da je s=1 (.tj,J>-. 11>1>. 21) 

A1 ER, n1=1. .Ako 'je ;'(o) uniformno rasporedj,e~a u S(o,r),, .tada je 

01IA11 +(k) 02 r2!: P(-,-:x-;- a< ll E ll E< r-r;) = 1 

za svako 01E(0,1) svako 02 > 1. 

Primetimo da je ocena (3.2.1'0) oštrija od (3.2.1.1) kada je A< A*,' a obr

nut je slučaj kada je A =A* (inač~ uvek je. A~ A*). 

Primer 3.2.1. Neka je 
;_;l 

r·· 0.4 . 0.1 o.~ [ o.~ 0.4 -0.1 0.1 0.1 l;" 0.7 . 
B = 0,1 0.1 -0.2 0.2 'i 1.2 

O.l 'O~ 1 0.2 .:..o.2 . -1.6 

Tada je k= (1 1 1 1] T, A1 = -0,5, A2 = 0.4, A3 = -0.4, A4 = -0.1 

A = j, A = ~, A* = j. 
Ako se uniformni slučajni vektor ;(o) u Š(o,r) generiše pomoćl,l.metoda kon

.gruentnosti (videti [12)1~0]) i iterativni proces (3.2~2) startu~~ ·s~ k(o)=~-;(o), 
sa sto pokušaja za fiksirano r i a= 10-3, dobijeni s~ sledeĆi rezultati k~ji su 

* sredjeni u Tabeli 3.2.1. Radi j~dnostavnosti, ,.uzet je gr~ni.čni sl.učaj .01= 02=1 

*) Sa stanovišta praktičnog računanja dopušten je izbor 01=02=1; jer ako je 0i 

dovoljno blisko jedinici, tada je odgovarajući mašinski broj fl(0i)=1. 
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Tabela 3.2.1. 
' 

r ll -; ( k)ll E <).a ).a~ ll -;(k) liE <Aa ll-;(k1(Aa 

1 o (puta) 93 (puta) 7 (puta) 

5 o 97 3 
.. 

10 o 100 o 
20 ·. o 99 1 

Do sada smo razmatrali dovoljne uslove za konvergenciju iterativnog pro-
' 

cesa (3.2.2). Sledeća teorema ppje potrebne i dovoljne uslove; 

Teorema 3.2.6, Neka je x(o) proizvoljan početni vektor. Potreban i dovoljan 

uslov za konvergenciju iterat1vnog procesa (3.2.2) je da su sve sopstvene vred-
."' < 

nosti matrice B po modulu manje od jedinice. 

Dokaz. Kako za iterativni proces (3.2.2) va.~i. jednakost (3.2.9),. tj. 

(k=1,2, ... ). 

zaključujemo da je proces (3.2.2) ekvikonvergentan sa matričnim redom 

(3.2.13) 
+oo 

l+ B+ B2 + ~ .. = E B"': 
m= o 

s druge s t rane. kako su potrebni i· 'dovo l j ni us l ovi za konvergenciju reda 

(3.2.13) (videti ode ljak 4.1. 7) 

(3.2.14) l).i(B)I < 1 (i=1, ... ,n), 

do~az te~reme 3.2.6 ~e završen. 

Primedba 3.2.3. Pod~uslovima (3.2.14) imamo· 

lim sk = o 
k +too 

Tada iz (3.2.12) sleduje 

k-1 lim (I+B+ ... +B ) 
k +too 

(1-B)- 1. 
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lim x(k) = lim (BkX(o) + ( I+B+ ... +Bk- 1 )~) 
k++oo k++oo 

= lim Bkx(o) + lim (I+B+ ... +Bk- 1 )~ 
k++oo k++oo 

. -1 ... 
= (1-B) s, 

što predstavlja tačno rešenje jednačine (3.2.3). 

Dakle, iz teoreme 3.2.6 sleduje da iterativni proces (3.2.2) konvergira 

ako i samo ako su sve nule polinoma 

b11 -A b12 b1n 
A 1-+ det(B-).1) = b21 b22-A b2n 

bn1 bn2 bnn-A 

po modulu manje od jedinice. 

Značaj uslova (3.2.14) u teorijskim razmatranjima je vrlo veliki. Medju

tim, za praktičnu primenu oni nisu pogodni, jer je problem nalaženja sopstvenih 

vrednosti matrice dosta težak. Uslov ll Bil< 1, u teoremi 3.2.1, je sa stano

višta praktične primene vrlo pogodan za ispitivanje konvergencije. Nažalost, 

ovaj uslov je samo dovoijan, ali ne i potreban. 

Primer 3.2.2. Posmatrajmo metod proste iteracije 

x(k) = jx(k-1) _ ~(k-1) + ~. 

(3.2.15) 

y(k) = 2x(k-1) + ~Y (~-1) _.j.· 

gde je k=1 ,2, .... 

Na osnovu posledice 3.2.1, ništa ne možemo zaključiti o konvergenciji 

procesa (3.2.15), jer nijedan od uslova (a), (b)~ (e) za matricu 

-1/9] 
1/3 
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nije ispunjen. Naime, 

ll Bil "' (..!. + ..!. 2 + 1) 7 
1' = max 3 9' 'l = 3 > 

ll B ll 1 = max 1 1 1 7 
('l + 2• g+ 3) = 'l > 1' 

ll Bil 2 
- 1 1 1 1/2 -- (g+ 8T + 4 +gl - 2.057 ... > 1. 

Medjutim, sopstvene vrednosti matrice B su >. 1 ,2 = j(1±i.l2). Kako je 

1>- 11 = 1>- 21 =!j< 1, iterativni proces (3.2.15) je konvergentan za proizvolj

ne vrednosti x(o) i y(o). 
'• 

Uslovi (3.2.14) mogu se zameniti uslovom 

p(B) < 1, 

gde je p(B) spektralni radijus matrice B. Za iterativnu matricu B se u ovom 

slučaju kaže da je konvergentna (videti [13)). 

Kao kriterijum za brzinu konvergencije iterativnog procesa uzima se veli

čina 9(B). Naime, iterativni proces konvergira brže, ukoliko je ~(B) bliže nuli. 

Broj koji karakteriše brzinu konvergencije definisan je kao 

v (B) = -l og p (B) . 

Pri ovome, za ispunjenje uslovall x(k)_xll <E ll -x(o)_xll ' gde je E dovolj

no mali pozitivan broj i p(B) t O, potre~an broj iteracija je približno dat sa 

k 'V _ lOgE • 
v (B) 

Pored brzine konvergencije jednog iterativnog procesa vrlo je bitan i 

broj aritmetičkih i logičkih operacija neophodnih za obavljanje jednog iterativ

nog koraka (iteracije). Ovaj broj često se naziva cena iteracije i označava 

sa C(B), gde je B odgovarajuća iterativna matrica. 

Tako je ukupan broj operacija za postizanje tačnosti E (u prethodno nave

denom smislu) približno dat sa 

N(B; E) = k C(B) "' - C(B)logE 
v(B) 
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lterativni proces je efektivniji, ukoliko je ovaj broj veći. 

Pokazaćemo sada kako se može dobiti jedan tzv. optimalni iterativni proces 

za rešavanje jednačine Ax= b u slučaju k~da je A hermitska pozitivno definitna 

matrica. Ovaj metod je baziran na primeni formule (3. 1.8) .. 

Ovde je 

(3.2.16) O< m.~ A;(A) ~M<+~ (i=1, ... ,n). 

S obzirom da su sopstvene vrednosti l;(A) u malom broju slučajeva poznate, 

za m i M u (3.2'.16) mogu se uzeti neke ocene za ~inin(A) i Amax(A) respektivno. 

Posmatrajmo iterativni proces 

(3.2.17) 

tj. 

x(k) = (I-cA)x(k- 1) +ct, 

gde je e realan broj. 

Kako su sopstvene vrednosti matrice B=I-cA, 

A;(B) = 1 - cl;(A), 

spektralni radijus matrice B je 

(3.2.18) p(B) =max [1 - cA 1(All· 

Za iterativni proces (3.2. 17) kaže se da je optimalan, ako se parametar 

e odredi tako da p(B) ima minimalnu vrednost. 

S obzirom na (3.2,16), ake se uvede smena 

2 M+m 
JJ = 14-iii A; (A) - N=iii , 

(3.2.18) se svodi na 

p(B) =~lei (M-m) max fJJ - 2-c(M+m)]. 
-1~JJ~1 L c(M-m) 
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~inimalna _vrednost za p(B) se dobija ako je e= .,J:m 

. M-m 
m1 n P (B ) = .M+m . 

e 

Dakle, dobili smo optimalni iterativni proces 
. ~ .. 

(3.2.19) x(k) = x(k-1) _ M~m (A x(k-1) _ b). 

ona iznosi 

Teorema 3.2.7. Neka je A hermitska pozitivno definitna matrica čije sopstvene 

vrednosti zadovoljavaju uslov (3.2.16). 

Za optimalni iterativni proces (3.2.19) važi ocena greške 

(3.2.20) (k€N), 

gde je x tačno rešenje sistema Ax = b . 

Dokaz. S obzirom na učinjene pretpostavke za matricu A, matrica B= I -.,J:mA 

je hermi.tska. Tada je, Jl.a osnovu Teoreme 1.6.2,. 

r'( M-m O B)= p(B) =lil+m. 

. . 
Uzimajući ltuklidsku normu za normu vektora i spektralnu normu za normu 

matrica, nejednakost (3.2.8), iz teoreme 3.2.2, se svodi na (3.2.20). 

O nekim opštijim iterativnim procesima tipa (3.2.19) može se naći u 

[14 ,str. 352-363) . 

Na kraju ovog odeljka, izložićemo jedan praktičan način za formi-ranje me

toda proste iteracije. 

Neka je dat sistem jednačina Ax = b, gde je A = [a; j] nxn i b = [b 1 ... brJ T, 

neka je 

D = diag(A) 

a11 

o 

o 

o 

o 

o 
o 
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regularna matrica. Tada se ovaj sistem može predstaviti u ekvivalentnom obliku 

{3.2.21) + -1 + -1+ x = D {D-A)x + D b. 

Napomenimo da je odgovarajući skalarni oblik 

Na osnovu- {3.2.21), može se formirati metod proste iteracije 

{3.2.21) (k=1,2, •.• ), 

koji je u literaturi poznat kao Jacobiev metod. 

Kako je karakteristični polinom matrice D- 1(D-A) dat pomoću 

P(>.) = det[D- 1 (D-A)-AI] 
-1 = -det D ·det(>.D +{A-D)), 

iz teoreme 3.2.6, sleduje da Jacobiev iterativni proces konvergira ako i samo 

ako su svi koreni jednačine 

= o 

po modulu manji od jedinice. 

Primetimo, na kraju, da ovaj metod pripada klasi metoda koji se dobijaju 

na bazi primene formule {3. 1.9). 
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4.3.3. Gauss-Seidelov metod 

Gauss-Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije. 

Kao što smo ranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te kompone-

(k) -+(k) (k-1) (k-1) . nte x1 vektora x izračunava se na osnovu vrednosti x1 , ... ,xn , tJ. 

n 
x(k) = I: b .. x(k-1) +S; 
l j=1 lJ J 

(i=1, ... ,n; k=1,2, ... ). 

·Ovaj metod može se modifikovati na taj način što bi se za izračunavanje vred

~osti x~k) koriitile vrednosti x~kl, ... ,x~~~ , x~k~ 1 l, ... ,x~k- 1 l, tj. 

(3. 3.1) x(k) =i~\ .. x(k) + ~b .. x(k-1) +l 
l j=1 lJ J j=i lJ J l 

(i=1, ... ,n; k=1,2, ... ). 

Navedena modifikacija metoda proste iteracije poz.nata .je kao G.auss

Seidelov metod. 

Iterativni proces (3.3.1) može se predstaviti u matričnoj formi. 

Naime, neka je 

gde su 

s, = 

o 
o 

0

:1 

bn,n-1 J 
o 

o 

Tada (3.3.1) postaj~ 

(k=1,2, ... ). 

Teorema 3.3.1. Pri proizvoljnom vektoru x(o), iterativni proces (3.3.2) konver-

gira ako i samo ako su svi koreni jednačine 
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b,,-). b12 b1n 

(3.3.3) d et [B2.- ( I-B1)). J:= ~1). b22-). b2n = o 
.. 

bn1). bn2 ). bnn -'). 

po modulu manji od jedinice. 

Dokaz. Kako je det(I-B1)=1, tj. matrica I-B1 .regularna, za (3.3.2) može 

se dobiti ekvivalentan metod proste iteracije. Naime, iz (3.3.2) sleduje 

tj. 

(k=1,2 •... ). 

Na osnovu teoreme 3.2.6, ovaj iterativni proces konvergira. pri proizvolj

nom Vektoru x(o), ako i samo ako su svi koreni jednačine 

po modulu manji od jedinice. 

tj. 

Iz poslednje jednačine sleduje 

det((I-B1)-1(B2-(I-B1)).)] =O, 

'-1 [ J det(I-B1) det B2-(I-B1)). = O. 

Kako je det(I-B1)-1=1, poslednja jednačina se svodi na jednačinu (3.3.3), 

č ime j e dokazana teorema 3. 3. 1 . 

Posmatrajmo sada sistem jednačina A*=b u obliku (3.2.21). Ako stavimo 

A - D = c1 + c2 , 

gde su 
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a O n,n-1 

može se obrazovati Gauss-Seidelov proces kao 

(3.3.4) (k=1,2 .... ). 

171 

Ova varijanta Gauss-Seidelovog metoda ponekad se ne naziva metod Nekra-, . 

sova (videti [15]). 

Iz teoreme 3.3.1 sleduje sledeća teorema: 

Teorem~ 3.3.2. Pri proizvoljnom vektoru ;(o), iterativni proces (3.3.4) kon-

vergira ako i samo ako su svi koreni jednačine 

= o 

po modulu manji od jedinice. 

Kao što je i ranije napomenuto, ovi spektralni uslovi za.konvergenciju 

iterativnih procesa, nažalost, nemaju veliki praktični značaj. 

Za sisteme jednačina sa simetričnom matricom, E.Reich( [16]) je dokazao 

s.ledE!ći rezultat: 

Teorema 3.3.3. Neka je matrica A realna i ·simetHčna neka su joj· svi dija

gonal ni elementi pozitivni. Iterativni proces (3.3;4) konvergira ako samo 

ako su sve veličine 

a11 a12 a11 a12 a.,3 

a11 • 
a12 a22 

a12 a22 a23 ' ... '. 
a13 a23 · a33 

pozitivne. 
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L.Collatz ( [3], [17]) dokazao je sledeći rezultat: 

Teorema 3.3.4. Iterativni procesi Jacobia (3.2.21) i Gauss-Seidela (3.3.4) 

konvergiraju, ako matrica A reda n ispunjava sledeća dva uslova: 

1° Matrica A ne sadrži nula-submatricu tipa m x (n-m) (1 ~m ~n-1); 
n 

2° Za svako ie:I = {1, ... ,n} je la;il ~si= I: la .. ! i bar za jedno 
j =1 lJ 
j!i 

Primer ~.3.1. Ispitaćemo primenljivost iterativnog procesa (3.3.4) na rešava-

nje sistema 

{3.3.5) 

10x1 + 3x2 - x3 = 12, 

- x1 + 5x2 - x3 = 3, 

važi 

x1 + 2x2 + 10x3 = 13. 

Kako za elemente matrice datog sistema 

3 

5 

2 

-1] 
-1 

10 

ia 11 i = 10 > s1 = ia12 i + ia13 i = 4, 

la221 = 5 > s2 = ia21 l + la231 = 2, 

ia33 i = 10 > s3 = ia31 i + ia32 i = 3, 

kako A ne sadrži nula-submatricu tipa 1x2 ili tipa 2x1, zaključujemo da su 

uslovi 1° i 2° u teoremi 3.3.4 ispunjeni. Dakle, iterativni proces (3.3.4) 

primenjen na rešavanje sistema (3.3.5) konvergira. 

Polazeći od x{o)= s=[1.2 0.6 1.3]T, na osnovu 

xfk) = -0.3x~k-l) + 0.1x~k- 1 ) + 1.2, 

x~k) = 0.2xfk) + 0.2x~k- 1 )-+ 0.6, 

x~k) = -0.1xfk)- 0.2x~k) + 1.3, 

gde je k=1,2, ..• , dobijamo niz 
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~ ( 1 ) = [ 1. 1500000 1.0900000 O. 9670000] T, 

~( 2 ) = [0.9697000 0.9873400 1 . 005562~ T, 

x(3l = [1.0043542 1.0019832 . O. 9991680] T, 

x( 4l = [o .9993219 0.9996979 1.0001283] T, 

itd. Primetimo da je tačno rešenje sistema (3.3.5) 

~ = [1 1F. 

Jedno iteresantno pitanje koje se može postaviti u vezi sa razmatranim 

iterativnim metodima je: Da li Gauss-Seidelov metod uvek konvergira kada kon

vergira odgovarajući metod proste iteracije? Odgovor na ovo pitanje nije pot

vrdan. Naime, u dosta velikom broju slučajeva, ako metod proste iteracije 

konvergira, konvergiraće i Gauss-Seidelov metod i to brže, medjutim, postoje 

slučajevi kada ovaj poslednji ne konvergira. 

štaviše, postoje i slučajevi kada Gauss-Seidelov metod konvergira, a me-

tod proste iteracije divergira. Sledeći prost primer ovo lepo ilustruje. 

Primer 3.3.2. Neka je 
+ + + 
x=Bx+fl, 

gde su 

Od red i ćemo parametre p i q ta ko ea konv erg ira 

1° metod proste iteracije; 

2° Gauss-Seidelov metod. 

Iz 

l 
p->. q l = o 
-q p->. 
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sleduje >.. 1,2=p±iq, odakle 1 za uslov konvergencije metoda proste iteracije, 

dobijamo 

tj. 

tj. 

Odgovarajuća karakteristična jednačina·za Gauss-Seidelov metod' je 

p ->.. 

-q>.. 
q l = O, 

P">.. 

Potr~bni i dovoljni uslo.vi da p~slednja jednačina ima korene po modulu 

manje od jedinice su (videti (18], [19)) 
. , 

odakle, nakon elementarnih algebarskih.transformacija, dobijamo 

(3.3.6) lql < 1 + p l Pl < 1. 

U ravni pOq nejednakosti (3.3.6) definišu oblast prikazanu šrafirano na. 

q 

p 

Sl. 3.3.1 

Sl .3.3.1. Ako (p,q) pripada ovoj oblasti, 

Gauss-Seidelo~ metod kdnvergira. S dru

ge strane, metod proste iteracije kon-

vergira, kao· što je dokazano, ako se 

(p,q) nalazi u unutrašnjosti jediničnog 

kruga. 

Predjimo sada na odredjivanje greške pri

bližnog rešenja koje se dobija primenom 

iterativnog procesa (3.3.2). 
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K k . t . š . ~ t . k ~ (k) ~(k) ~ . . a o Je ac no re e nJ e x nepozna o, g res a e:. =x -x, se ne moze tacno 

odrediti. Medjutim, kako se greška t(k) može izraziti pomoću priraštaja 

!(k)=;(k}_;(k-1), moguće je dati ocenu za ll ;(k) ll . 

~ 

Teorema 3.3.5. Ako je x rešenje jednačine 

~ ~ ~ 

x = Bx + f3 

i ako je ll B ll ~ q < 1, važi nejednakost 

(3.3.7) 

\ 

11 ;(k) - xli ~ ~ llx(k)_x(k-1) 11 

1- JJ B JJ 

gde se niz {x(k)} generiše pomoću (3.3.2). 

(k e: N), 

Dokaz. Na osnovu (3.3.2), z·a svako kEN, imamo 

;(k) = (B1Jt(k)+B2Jt(k-1 )4)-(B1X+B2x4) = B1~(k)+B2~(k-1). 

Kako je ;(k- 1 )=x(k- 1 )~x = ;(k)_&(k), iz (3.3.8} sleduje 

(k e: N), 

tj. 
~(k} -1 ~(k) 
e: = -(1-B) B2o (k e: N), 

s obzirom da egzistira ( 1-B) -1 (na osnovu pretpostavke ll Bil~ q < 1). 

Ako koristimo normu matrice saglasnu sa normom vektora, iz poslednje 

jednakosti dobijamo 

(k e: N), 

'· 
čime smo dokazali teoremu 3.3.5. • 
Primedba 3.3.1. Ako je B 1 =o(~B2 =B), ~4.3.8) se svodi na nejednakost datu 

u primedbi 3.2.2 .. 
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4.3.4. Opšte napomene o relaksacionim metodima 

Neka je xp približno rešenje sistema jednačina 

(3. 4.1) Ax =t>. 

Kako je tačno rešenje X=A-1b nepoznato, postavlja se pitanje u kojoj meri xp 

zadovoljava dati sistem jednačina. Kao mera ovoga, najčešće se koristi norma 

vektora ostatka 

(3.4.2) ..... ..... 7-r =Ax - o p 

Ako jer nula-vektor, lako se uočava da je xp tačno rešenje sistema 

(3.4.1). Na osnovu prethodnog, može se zaključiti da je sistem {3.4.1) sko

ro zadovoljen ako su komponente vektora r bliske nuli. Poslednje tvrdjenje, 

medjutim, nije uvek u važnosti. Naime, kod slabo uslovljenih sistema, nor

ma vektora xp-A-1b može biti velika, i u slučajevima kada je norma vektora 
..... -1+ -1-+ 

ostatka mala, s obzirom da je xp-A b = A r. 

-+ . 
I pored ovog nedostatka, vektor r igra važnu ulogu u širokoj klasi ite-

rativnih metoda, tzv. relaksacionih metoda. 

Pod relaksacionim metodom podrazumeva se svaki metod kod koga se slede

ća aproksimacija rešenja dobija na osnovu prethodne aproksimacije i vektora 

ostatka (u opštem slučaju zavisi od više prethodnih aproksimacija), koji se 

koristi kao indikator za veličinu korekcije. 

Prve ideje o relaksacionim metodima ~otiču od Gaussa. Medjutim, siste

matska teorijska istraživanja na ovim metodima datiraju iz poslednjih nekoli-

• ko decenija. S obzirom da su ovi metodi pogodni za rešavanje sistema sa veli-

kim brojem jednačina, to oni sve više nalaze primenu kod rešavanja parcijalnih 

jednačina. O relaksacionim metodima danas postoji vrlo obimna literatura (vi-

de ti posebno [ 20] , (21 J , (22 J, (23] , (24] , { 25] • 
U sledećim odeljcima obradićemo nekoliko klasa relaksacionih metoda. 
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4.3.5. Metod· sukcesivne gornje relaksacije 

U ovom odeljku razmotrićemo jedan relaksacioni metod, koji predstavlja 

generalizaciju jedne varijante Gauss-Seidelovog metoda za rešavanje sistema 
+-T 

Ax=b. 

Neka je matrica D=diag(A) regularna. Razložimo matricu A u obliku 

A = c1 + D + c2, 

gde su 

e, ~1 
an,n-1 OJ 

o 

[j 
o 

o 

+ Ako za izračunavanje vektora ostatka r uzmemo za xi poslednju izračunatu 

vrednost (kao kod Gauss-Seidelovog metoda), tj. 

ako stavimo t{ k)= x{k)_x(k-1)' možemo formirati iterativni proces u obli ku 

Dt(k) 

tj. 

+ = -wr {k=1,2, ... ), 

(3.5.1) 

gde je k=1,2, ... i w realan parametar. Parametar w nazivamo relaksacioni mno-

žilac i njega u opštem slučaju možemo menjati u toku računanja. 

Iterativni proces (3.5.1) može se predstaviti u skalarnom obliku 

ax* (k) - - " a .. x~k) - " a .. x(k-1) + b
1
., 

ii i - j~i lJ J j~i lJ J 

gde su i =1, ... ,n i k=1 ,2,... . 
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Primetimo da se zaw=1, (3.5.1) svodi na Gauss-Seidelov proces 

(3.3.7). 

Na osnovu (3.5.1) imamo 

(3.5.2) (o-~wc 1 rx<k) = [ (1-w )D-w~.;)x<k- 1 )-!Wt (k=1 ,2, ... ), 

tj. 

(3.5.3) · X.(k) = K(w)x(k- 1) + f(w) ( k=1 ,2' ... ) ' 

gde su 

Teorema 3.5.1. Iterativni proces (3.5.1) konvergira ako i samo ako su sve 

sopstvene vrednosti matrice K(w) po modulu manje od jedinice. 

Dokaz. Kako je relaksacioni metod (3.5.1) ekvivalentan sa metodom 

proste iteracije (3.5.3), teorema 3.5.1 se dobija kao posledica teoreme 3.2.6. 

Za jednu specijalnu klasu siste111a, koja se vrlo često javlja u praksi, 

važi sledeći kriterijum ([:~J ) . 

Teorema 3.5.2. Ako je A hermitska pozitivno definitna matrica, relaksacioni 

iterativni proces (3.5.1) konvergira ka tačnom rešenju sistema Ax=b kada je 

O<w<2. 

Dokaz. ;~a osnovu učinjenih pretpostavki za matricu A (=C1+D+C 2) imamo 

da je a;;> O (i=1 , ... ,n) i c1=Cž. Kako je, dalje, 

zaključujemo da je matrica c1-tt. kosohermitska, pa je za svako y 

(3.5.4) (e e: R). 

Pretpostavimo sada da je A bilo koja sopstvena vrednost matrice K(w) 

y odgovarajući sopstveni vektor~ Tada je 

.... + 
K(w) y = AY, 
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tj. 

(3.5.5) 

+ 
l>lnoženjein jednakosti (3.5.5) sleva za 2y*, dobijamo 

tj. 

s obzirom da je A= c1+D+C2• 

Kako su matrice A i D .pozitivno definitne imamo· 

(3.5. 7) 
+ + 
y*Ay = a> O 

+ + + -+ 
y*Dy = d > O ( \j y 'f O) . 

Na osnovu (3.5.6), (3.5.4), (3.5.7) dobijamo 

~d - a+ e. 2 >.- l (~=-(JJ-1), 
- ~d + a + ci 

odakle pod pretpostavkom da je 

o < .~ < + ""• tj. 2 > (JJ > o 

sleduje 1>-1 < 1, čime je teorema 3.5.2 dokazana. 

U daljem izlaganju dajemo ocenu greške za razmatrani relaksacioni metod. 
+ + 

Kako je Ax= b, na osnovu (3.5.2) . .redom dobijamo 

wAx(k) = [<1-w)o-wc2]C~(k- 1 )-x(k)) +wb, 

wA{x(k)_x) = [C1-w)D-wc2J (x(k-1 )_x(k) )", 

(3.5.8) x-<k) - x- = A- 1(yo+c2)<x<k)_x-<k- 1)), 

gde j e y = 1 - .! . (JJ 

Iz (3.5.8) sleduje: 

Teorema 3.5.3. Kod iterativnog procesa (3.5.1) važi ocena za grešku 

(3.5.9) 11 x-<k)_x-11 ~ 11 A- 1 (yo+c2) ll· lr-x<k)_Jt(k-1) 11 (k E N). 
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Izraz (3.5.9), koji daje ocenu greške, najopštiji je za iterativni 

proces (3.5.1), jer ne zahteva nikakva ograničenja za matricu sistema A (sem 

da je regularna). Medjutim, zbog komplikovanosti izrazaiiA-1(yD+C2)11, oce

na (3.5.9) nije pogodna. Zato ćemo, nadalje, za matricu A pretpostaviti do

datne uslove (kao u teoremi 3.5.2). 

Dakle, neka je matrica A hermitska pozitivno definitna. Tada je D ta

kodje pozitivno definitna, pa postoji matrica D112 i njena inverzna matrica 
-1/2 D . 

Uvodjenjem oznaka i transformacija 

C=C1+C2' D-1/2A D-1/2=B, D-1/2CD-1/2=-T, D-1/2C1D-1/2=-T1' D-1/2C2D-1/2=-T2' 

o112x=y, D-l/2"[;= S, 
++ 

sistem Ax=b se svodi na 

(3.5.10) 
-+-+ -+ +-+ 

By = S , tj . y = T y + S • 

Primetimo da je matrica B pozitivno definitna i T hermitska. 

Greška kod relaksacionog metoda primenjenog na (3.5.10), tj. kod metoda 

(3.5.11) (k=1,2, ... ), 

je 

(3.5.12) 

gde je B=I-T. 

Kod primene relaksacionog metoda veoma je važan izbor vrednosti relak

sacionog parametra w. U literaturi (videti [21], [23), [?5]) definisan je op

timalni parametar wopt pomoću 

p(K(wopt)). = minp(K(w)), 
(lj 

gde je sa P(S) označen spektralni radijus matrice S. Primetimo da je kod 

(3.5.11) 

(3.5.13) 
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J.Albrecht (C23]) je razmatrao iterativni proces (3.5.11), pri uslovu 

da je hermitska matrica T(u sistemu (3.5.10)) ciklična indeksa 2 (videti [24] ), 

tj. da je oblika 

(3.5.14) T = [9 _~_~J n1 vrsta 

E : o J n2 vrsta 

"1 n2 
kolona kolona 

da je 0 (T)< 1. f·1atrica T ima svojstvo (A) (videti definiciju 1.1.2). 

Na osnovu prethodnog imamo 

T =[-~~-~j l E l o 
l 

r, ~ [H~-] . 
Teorema 3.5.4. Neka su T i K(w) matrice date pomoću (3.5.14) (3.5.13) respek

tivno. Ako je {~J sopstvena vrednost od { K~w)} i važi 

(3.5.15) (A+ w -1) 2 = Aw2 T2 , 

tada je { ~ } sopstvena vrednost od { K+w) } . 

Na osnovu teoreme 3.5.4, odredićemo optimalnu vrednost relaksacionog 

parametra w u iterativnom procesu (3.5.11). 

Neka je hermitska matrica T ciklična indeksa 2 neka je njen spektral

ni radijus p=p (T)=maxl T (T) l < 1. 

Ako je T sopstvena vrednost matrice T, tada je -T takodje njena sop

stvena vrednost. Na osnovu teoreme 3.5.4, ovim sopstvenim vrednostima odgo-

varaju dve sopstvene vrednosti matrice K(w). Naime, iz (3.5.15) sleduje 

' 1 
A± = f±(w,T) = l(w1Ti±/w2T2 -4w+4) 2. 

Kako je f+(w,T)f_(w,T)=(w-1)2, zaključujemo da iterativni proces (3.5.11) 

divergira ako je lw-11 ~ 1, tj. w~O ili w~2. Zato razmotrimo samo slučaj ka

da je O<w<2. 
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Ako je O < w ~ w1 

veći od njih je 

Ako je w1 <w<2, koreni A.± su kompleksni sa modulom w -1. 

pozitivni 

Kako je funkcija hl +f+(w,T) rastuća na (O,p), zaključujemo da je 

{ 

f+(w,t) 

p(K(w)) = 
{l) -1 

2 (O<w~ __ ), 
1+11-p2 

2 
( • ~{l)< 2). 
1+11=? 

Grafik funkcijew~+p(Klw)) (O<w<2) prikazan je na slici 3.5.1. 

p (K{w)) 

o 2 {l) 

Sl. 3.5.1 

Optimalna vrednost parametra w je 

s obzirom da funkcija w~ p(K(w)) ima minimum za w=wopt na segmentu (0,2). 

Odgovarajuća vrednost za p(K(w)) je 

1-~. 
1+11+p2 
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Uvedimo oznaku 

[ -1 J* [ -1 J M(w) = (I-T) (yi-T2) • {I-T) (yi-T2) . 

Teorema 3.5.5. Ako je{~} sopstvena vrednost od { M1w)} važi 

gde su y = 1 - ~ i t; =!- 1, tada je { ~} sopstvena vrednost od { M~w)} 

Na osnovu teoreme 3~5.5, nalazimo 

gde je p=p{T)= cr(T) < 1. 

Teorema 3.5.6. Neka je hermitska matrica T ciklična indeksa 2 neka je 

njen spektralni radijus p=p{T) < 1. 

Ako je O<w<2, za iterativni proces (3.5.11), važi ocena greške 

Napomenimo da je kod Gauss-Seidel ovog metoda, tj. kada je m = l, 

p,;,-;--,; 
H=H(1)= · 2 

l - p 

4.3.6. čebiševljev semi-iterativni metod 

U ovom odeljku obradićemo čebiševljev semi-iterativni metod uka
zaćemo na njegovu vezu sa metodom sukcesivne gornje relaksacije. 

Neka je dat sistem jednačina 

{3.6.1) t = st +s 
sa hermitskom matricom B reda n. Ako je p(B) <l, iterativni. 

183 
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proces 

(3.6.2) (k= 1,2, ••• ) 

konvergira ka rehnju x sistema (3.6.1). U cilju ubrzavanja 
konvergencije procesa (3.6.2)J posmatrajmo linearnu kombina
ciju* vektora x<k)J tj. 

k 

(3'.6.,) y(k)"' L ckii(i) (k= 0,1, ••• ) J 
i=o 

k 

pod uslovom L eki = 1. 
i=o 

Ako Stavl·mo ~(k)= ~x(k)_ x~ 1· ~(k) ~Y(k) ~(k O l ) 
., 'l = -x .. J, ••• ' 

imamo 

tj. 

(3.6.4) ~(k) = Qk(B) "E(o), 

gde je 
k 

(3.6.5) Qk(t) = L ckiti i Qk(l) = l. 
1=0 

~eka je {t~) ortonormiran sistem sopstvenih vektora 
hermitske matrice B, gde je Bei= '-i 'ti (.1i E ~(B)) (i=l, ••• ,n). 

Ako vektor l(o) razvijemo po sopstvenim vektorima ~i' tj • 

.. , o) ~ ~ . d ' 6 ) . e. = pl e1 + ••• + Pn en , Je n~kost ( • • 4 postaJe 
n 

~<k>= k Pi Qk<li>ei • 

označimo· sa g>k skup svih polinoma Qk oblika (,.6.5), 

tj. skup svih polinoma stepena k sa normalizacijom Qk(l)=l. 
MOle se pokazati da op!ta tročlana rakurentna formula kojom 
se generišu polinomi Qk€. Pk ima oblik 

*} često se ovakav postupak za ubrzavanje konvergencije naziva 
linearno ubrzavanje(videtif26l ). 
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gde su Q
0 

(t)= l, p..0:0, o( k i /'Jk realni brojevi. 

Kako je 
n l/2 · ( n \ l/2 

ll~(k)h =e~ •f Qk(:l.il
2

) ~ m~•/Qt(>.il/ i~·f J ' 

tj. 

ll ~(k)ll E ~ ll E(o)ll E mtxl Qk(~i>l ' 

za izbor polinoma {Qk1 usvojimo kriterijum 

min ( max l Ql:: (t) l ) = max l Qk (t) l , 
QkEPk -96.U~ -~~Uf 

gde je~= ~(B). Tada dobijamo(videti 

"' Tk(t/~) 
(3.6.7) Qk(t).. (k= 0,1, ••• ) ' 

Tk(l/~) 

gde je !k čebiAevljev polinom stepena k. Lako je pokazati da 
se, u ovom slučaju, rekurentna relacija (,.6.6) svodi na 

(:5.6.8) Qlt+l (t) z: c(ktQk(t) + (l- olk )Qk-1 (t) 

gđe eu 

(k=O,l, ••• ), 

2 Tk(l/9) 
o( =l, 13. =o; o(k= ..... J P..lc=l-~(k =1,2, ••• ) •. 

o o ~ Tk+l(l/~) 
(:5.6.9) 

Dalcle, na osnovu (,.6.8) generiAe se niz polinoma {Qk}' 
a zatim, na osnovu (,.6.,) i niz {;Ck~. Ovaj postupak je poz
nat kao čebi!evljev semi-iterativni metod. 

Pokaza6emo sada kako •• izioieni metQd mo!e predstaviti 
i u eksplicitnom obliku(videti [25]). 

Iz (,.6.8) eleduje 

Qk+l (t)- Qk-1 (t)= olk(tQk(t)- Qk-1 (t)). 

S druge strane, k~ko je ~(k+l)_~(k-l)=(Qk+l(B)-Qk-l(B))E(o) 
imamo 

tj. 
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(:5.6.10) ~(k+ l) .. y_,.(k-1) + ctk(By ... (k) + ~ _ y .. (k-1)) ( ) 3 ,~ k• l , 2, • • • , 

gđe de niz {ak1 definisan pomoću (:5.6.9} i 

-y<o) .. ~(o) i -y<1> = ax< o>+ it • 
Na osnovu prethodnog, članovi niza {~k\ su 

ol =l, Cl(l= _g_ , «k"' l 12(i (k= 2, 3, ••• ) , 
o 2- <j.::; 1- l ~ k-1 

pri čemu je 

2 ,.0(1 "> o(2,. ••• ~ lim o(k = (J.)opt = '2. ) 1 • 
k~+oo l+R 

Dakle, olk teli optimalnom relaksacionom faktoru, koji 
je dobijen kod metoda gornje relaksacije. 

Primedbe ,.6.1. Ako za niz polinoma {QkJ izaberemo 
. 2 k+l 

,.., t - l- _Tk:+l (t) Sl.n 29 
Qk( ) - (k:+l) 2c1-t) = (k+l) 2sin2 ~ (t= cosQ)' 

đob:·~jamo metod Lanczosa(L27}). 

Primedba 3.6.2. E.Stiefel( [28]) je razmatrao jedan relaksa
cioni metod, tzv. hipergeometrijsku relaksaciju, koristeći 
umesto Cebi!evljevih polinoma ultrasferne(Gegenbauerove) 
polinome. 

4 .• :5.7. Gradijentni metodi 

U klasi metoda koji se koriste kod minimizacije funk
cionela posebnu ulogu igraju gradijentni metodi. U ovom odelj
ku obradićemo dva gradijentna metoda za re!avanje sistema li
nearnih jednačina 

(3.7.1) Ai =·b, 

gde je A normalna matrica(videti definiciju 1.4.7). Prvi od 
njih je metod najbrleg pada, a drugi metod konjugovanih gra
dijenata. ~spomenimo da metod konjugovanih gradijenata u suA
tini nije iterativni metod. Oba navedena metoda zasnivaju se 
na ainimmzaciji funkcionele F:Rn~R, definisane pomoću 

. l 
l 

i 
l 

L 



4.3. ITERATIVNI METODI... 187 

-=r ~~ ..... ~ 
F(x) = (Ax,x)- ~(b,x). 

Kako je A normalna matrica imamo 

F(X)- F(:i-lb) = (A(x- A-lb) ,i- A-1b) ~O, 
odakle ~aključujemo da funkcionela F posti!e minimum za x~A-lb, 
Ito predstavlja reAenje sistema (,.7.1). 

1. Metod najbr!eg pada. Svaki metod oblika 

~(k) ... j[(k-l)- oi gradF(x(k-l)) 
k-l 

naziva se metod gradijentnog pada. 

(k=l,2, ••• ) 

Ako se parametar oip odredjuje iz uelova da je veličina 

minimalna, metod (J.7.,) se naziva metod najbr!eg pada. 

Iz (:~.7.2) sleduje gradF(x)= 2(Ax- b). Tada je 

(k=l,2, ••• ). 

Ako u jednakosti 

r<x+ ti-> ... r(~> + 2t(Ax-"S,r> • t 2<Ar,r> (t €: R) 

izvrAimo supstituciju 

(~:p) Ai(:)-il 

dobijamo da je vrednost izraza ''·1•4) data sa 

F(1(p+l))"' F(i(P))- 4cXP(i"(p) ,r(p)) + 41X;(Ar(P) ,~(p)) , 

gde je tt< P). AX(p)- b. 
Kvadratni trinom cip...,. ~(d.p) = E'(X(p+l)) ima minimalnu 

vrednost ako je 
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l 

la osno~u (,.7.5) 
pada 

gđe je k= 1,2, •••• 

Teorema 3.7.1. Neka je i tačno re!enje sistema (,.7.1) čija 

je matrica A normalna. Za metod najveđeg pada va!e nejedna
kosti 

F(x(k))- !'(x) 4 (:::) 
2 

(F(x(k-l)l- F(i)), 

llx<k>- 1IIE ~(:::)k Ji ll x<o>- xli E , 
gde je l{ o) proizvoljan početni vektor i O-" m ~.li (A)~ 14. 

Dokaz. Neka je x(k-l) dobijeno pomoću (3.7.7), pola
zeći od~zvoljnog vektora x(o). Stavimo y(k-l)= i(k-l) i 
odredimo y(k) koristeći optimalni metod (3.2.16), tj. 

_.{k) ... (k-l) 2 ( A,;r(k-1) _.b) 
Y = Y - M+m AJ - • 

Kako je (3. 7 .10) o b lika ". 7. 5) sa parametrom lill~m i 

kako je F(x(k)) minimalno kada je 2«k-l ·odredjeno pomoću 
(3.7.6), zaključujemo da va!i nejednakost 

(3.7 .ll) 

n 
(3.7.12) (A ~(k-l),.~(k-1))= i~ c~l,i • 

Na osnovu (3.7.10) imamo Bc I- _g_A i 
AA+m 

~(k)=Y(k)_1 =BcY(k-1)_1) = B~(k-1). 

Nadalje, kako je matrica B simetrična sa sopstvenim 

l 



4.3. ITERATIVNI METODI... 189 

vrednostima 1- .M~m .?.. i (i= l, ••• , n) imamo . 

tj. 
n 2 

(A ~(k) )!(k)) = \' e~).,. (l- ....L J., ) 
~ ' -:> L 1 1 :U.+m i: ' 

i=l 

jer eu sopstvene vrednosti matriee BAB odredjene sa 

2 2 
li(l- ii+iii~i) (i= l, ••• ,n). 

s druge strane, kako je 

(i= l, ••• , n) , 

na osnovu (,.7.12) i (,.7.1') zaključujemo da ja 

2 
0.7.14) (A~(k) ,~(k)) ~ (:::) (A~(k-1) ,~(k-1))' 

tj. 
2 

(:5. 7 .15) F(y(k))- F(i) ~ (:::) (F(y(k-l))- F("~)). 

Kako je y(k-l)=1(k-l), iz (,.7.11) i (,.7.15) sleduje 
nejednakost (,.7.8). 

Da bismo dokazali nejednakost (,.7.9) stavimo t<P)= 
x(P) -t (p= O, l, ••• ). Primetimo da je ?(k-l)= ~(k-l) i 

Tada iz (,.7.14) sleduje 

2 
(AE(k) 'f:(k)) ~ (J::) (AE(k-1) 'l(k-1)) • 

Iteriranjem poslednje nejednakosti dobijamo 

(Al(k) l(k)) ~ (~)2k(AE(o) !(o)) 
' M+m ' ' 

ođa:tle je, s obzirom na .teoremu 1.4.6, 
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IR ~l{ k) ~~~ ~ ( ~) 2k M Ill< 0 ) lli 
tj. (;.7.9). 

Ovim je dokazana teorema 3.7.1. 

Na kraju napomenimo da su metod najbržeg pada i optimal
ni metod (;.2.16) dosta slični. Principijelna razlika ovih me
toda je u tome što metod najbržeg pada ne zahteva informaciju 
o granicama spektra matrice A, kao optimalni metod. 

2, Metod kon,1ugovanib. gradijenata.· U radovima l441 i \.46] 
predl.ohn je metod za rešava»Je jednačine (;.7.1) koji teorij
ski (ne uzimajući u obzir greške zaokrugljivanja) konvergira 
ka tačnom reše~u u najviše n iteracija(n je red matrice). Ovaj 
metod se sastoji u konstrukciji niza {x(k)} pomoću 

k-l 
i(k) • -x<o) + )' o(i.A.ir(o) (k•l, ••• ,n), 

f;o 
polazeći od proizvoljnog početnog vektora x<o>, pri čemu je 
~(o) • .Ai(o)- 'b, dok se koeficijenti o(i odredjuju iz uslova 
da funkcija (o(

0
,. •• ,ak_1) ~ P(x(k)) postiže minimum. Iz prak

tičnih razloga,kod primene ovog metoda dobro je konstruisati 
niz vektora {P~k)}, koji su medjusobno konjugovani u smislu 

(p(i) ,Ap(it)) • O (i ,i j), 

Ta4a se navedeni metod može iskazati rekurzivno pomoću 
sledećih formula: 

X(k+l).x(k)_ Okp(k) (k•O,l, ••• ,n-1), 

r(k) .. ~(k) - b (k=O, 1, ••• , n), 
~(o) ~(o) ~(k) ~(k) ~(k-l) ( ) .v • -r , p .. -r + qkp k=l, ••• , n-l , 

e~< k> .r-<k> > p~r<k> .Ap<k-1)) 
Ck• (p k),Ap(k)) t qk= (p k-l),Ap(k-1)) (k•O,l, ••• ,n-1), 

Kao što je napred rečeno, teorijski za neko m ~n biće 
r(•) • o, što znači da je odredjeno tačno rešenje sistema (3.7.1). 

l 
__j 

,-
l 
l 

l 
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4.3.&. Iterativni metod za inverzi.1u matrica 

S obzirom da veliki broj metoda u ilumeričkoj analizizah
teva inverziju matrica, ili u opštem slučaju inverziju linearnih 
ograničenih operatora, ovaj odeljak posvećujemo ovom problemu. 
Sve rezultate koje ćemo ovde izneti, odllose se ne. inverziju mat
rica, ali se mogu formalno preneti i na inverziju linearnih og
raničenih operatora(videti[29], [30)). 

Pretpostavimo da je A regularna matrica reda n. 

Teorema 3.8.1. Neka je r prirodan broj veći od jedinice i neka je 

(k•,O,l, ••• ), 

gde je X
0 

data matrica takva da je 

(3.8.1) .IIFo ll• lli- A.Xo ll ~q <l •. 

Tada niz matrica {lk} definisan sa 

(3.8.2) xk ... ~-l (I+ :rk-l+ ••• .., Fi:i) · (k .. 1,2, ••• ), ·· 

ko.nvergira ka .&.-1 • 

~·Na osnovu 

Fk• I- Uk 

. • I- "4t-l (I+ Fk-1 + • • • +Fi:i) 
• I- (I- Fk-l)(I + 1!'k-l ~. • • • + Fi:i) 

r 
= Fk-1 ' 

dobijamo 

'(k-0,1, ••• ). 

Iz poslednjejedn,akosti i uslova (3.8.1) redoa sleduje 
' ' ·'k .·k 

. ~~li'~ ll all1!'ollr ~ qr , (k • O,l, • • •) 

i 

lim IIFkll· o t 
k""t+Q) ' . 

odakle zaključu;femo da j e 

lim Fk "" lim (I-~) • O, 
k~ +<D X'""' +OO 

tj. 
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Teorema 3.!.2. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3.8.1, važe sle
deće nejednakosti 

(3.1.4) 

~~~- A-111 ~ ~~~ll'kll , 
l- llll'kll 

llxlt- A-1 11~ ll:rk-lllr-l 11~-ll!'k-111 
l-1/Fk-111 

ll~- A-ljj4Jr //rk llXoll 
0 1 -IIFoll 

za svako k E. N. 

-l 
~· Ako stavimo, ~ • A - ~~ imamo 

~- ~1!'k = (A-1-~)~ • ~(I- AXk) "" ~Fk • 

Kako je IIFk ll< 1, važi nejednakost 

11~11<1- IIFkll) ~ ll!it- ~].i'k ll • ll~]!'k ll' 
odakle neposredno sleduje (3.1.3). 

Nejednakosti (3.8.4) i (3.8.5) dokazuj• se na sličan na
čin( videti [3o]). 

Teorema 3,8,3. Ako su ispunjeni uslovi teorema 3.8.1, iterativ
ni proces (3.1.2) ima red konvergencije r. 

~· Ako u nejednakosti (3.8.3), tj. nejednakosti 

uvedemo smenu 

dobijamo 

~~~+l- A-lji~ ~~~+lAr(A-1- ~)rl!~ 1/~+liH/A/(r ~~~-A-ll/~ • 
l - liFk+lll l -llli'k+ll/ 

Kako je 

lim 
k ... +OO 
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imamo 

(k++ co), 

što znači da iterativni proces (~.8.2) za inverziju matrice A, 
ima red konvergencije r, čime je dokaz teoreme ~···~ završen. 

U specijalnom slučaju za r•2, (~.8.2) se svod~ na 

~ • xk-1 (21- ~-1) (k-1,2, ••• ). 

Ovaj iterativDi proces sa kvadratnom konvergencijom potiče od 
G.Schulza( [pl]), dok se ocene za grešku, analogne onim u teoremi 
~.8 .2, mogu naći u radovima [32], [33], [34], [35]. 

U slučaju kada je r•3, odgovarajući iterativni proces sa 
kubnora konvergencijom j e 

~. ~-1(31- 3~-1 + <~-1)2) (k•l,2, ••• ). 

U radu~2], J.Albrecht je ukazao na vezu ovag procesa sa Newton
ovim metodom za rešavanje nelinearnnih jednačina(videti poglav
lje 5.1). 

l 
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5 .l. NELINEARNE JEDNAČINE 

5.1.1. Osnovne napomene 

U tre6oj glavi, a posebno u odeljku 3.1.3, data je op
Ata teorija o egzistenciji i jedinstvenosti rešenja nelinearne 
jednačine 

(1.1.1) f(x} = o, 

kao i o iterativnim procesima za nala~enje ovog rešenja. Ovo 
poglavlje bi6e posve6eno konkretnim metodima koji se najče66e 
primenjuju za rešavanje jednačine (1.1.1), bez obzira da li 
je ona algebarska ili transcendentna. Zbog specifičnosti koje 
poseduju algebarske jednačine i zbog važnosti koje one u pri
manama imaju, u literaturi je razvijen ogroman broj metoda za 
njihovo numeričko rešavanje. U našem izlaganju ovom problemu 
posve6ujemo posebno poglavlje. 

Svi metodi koji 6e biti izloženi u ovom poglavlju pri• 
menjuju se na odredjivanje izolovanih korena jednačine (1.1.1). 
O problemu izolovanja korena nelinearnih jednačina videti, na 
primer, ( 1) , [2], [3]. 

5.1.2. Newtonov metod 

Newtonov ili Newton-Raphsop .. ov metod kako se često na
ziva, predstavlja osnovni metod za nalaženje izolpvanih korena 
nelinearnih jednačina. 

Neka je na segmentu [a,~l izolovan jedinst~en koren 
x=a jednačine (1.1.1) i neka fe. c1[a,p.,] i f'(x)~O ( V'xE[~ ,f.>l ) • 
Izaberimo tačku x

0
E. [d,'~). Tada,· na osnovu Taylor ove formule, 

imamo 

(l. 2 .l} 

gde je lg= x
0 

+ Q(a-: x
0

) . (o~ Q "l). S obzirom da je f(a) = o, 

199 
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zanemarivanjem poslednjeg člana na desnoj strani u jednakosti 

(1.2.1), dobijamo 
_ f(x

0
) 

Sa x1 označimo desnu stranu u poslednjoj približnoj jed

nakosti, tj. 

(1.2.2) 
f(x

0
) 

X =X----
1 o f'(x ) 

o 

Geometrijski x
1 

predstavlja apscisu tačke preseka tangen
te na krivu y = f(x), u tački (x

0
,f(x

0
)), sa x-osom(videti sl. 

1.2.1). 

y y 

X X 

Sl. 1.2.1 Sl. 1.2.2 

Jednakost (1.2.2) sugeriše konstrukciju iterativnog 
procesa 

(k=O,l, ••• ), 

koji je poznat kao Newtonov metod ili metod tangente. 

Predjimo sada na ispitivanje konvergencije iterativnog 
procesa (1.2.3), uvodeći dopunsku pretpostavku za funkciju f. 
Naime, pretpostavimo da f~C2[a,B)• 

Kako je iterativna funkcija q,, kod Newtonovog metoda, 
odredjena sa 

L 



<P (x) = x - !..<.& , 
f'(x) 

5.1. NELINEARNE JEDNAčlNE 201 

diferenciranjem dobijamo 

l 2 
cp'(x) = 1 _ f(x) - f~x)f"(x) f(x)f"~x) 

f 1(x) = f'(x) • 
(1.2 .4) 

Primetimo da je 4JCa) = a i cb'(a) = a. Kake je na osnovu uči
njenih pretpostavki za f, funkcija if>' neprekidna na fo( ,~1 i 

kako je cP(a) =O, to postoji okolina tačke x= a, u oznaci 

U(a), u kojoj je 

(1.2.5) lcp'(x) \ = \ f(x)~\ ~ q L. l. 
f 1(x) 2 

Teorema 1.2.1. Ako x
0

E. U(a), niz {~}kEN koji se generBe 
o 

pomo6u(l.2.3) konvergira ka tački x= a, pri čemu je 

(l. 2. 6) 

tj. 

. xk+l- a f"(a) 
l1m = - -

k....,+ oo (xk- a>2 2f1(a) 

~· Iz (1.2.3) sleđuje 

f(~)- f(a) 
x k+ l- a = xk- a - ' 

:f(~) 

S druge strane, na osnovu Taylorove formule, imamo 

gđe je ~k neka tačka izmedju xk i a. 

Ako posleđn,je dve jednakosti saberemo dobijamo 

Kako je, na osnovu učinjene pretpostavke, :f 1(~)~ o, iz 
posleđnje jednakosti sleđuje 

(1. 2. 7) 
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Da bismo dokazali konvergenciju niza {xk}kG N dovoljno 
o 

je primetiti da~ preslikava U(a) u U(a). Tada, imajući u vi-
du (1.2.5), vidimo da cp zadovoljava uslove teoreme 1.,.1 iz 
odeljka ,.l.,, odakle sleduje konvergencija iterativnog pro
cesa (1.2.3), pri proizvoljnom x

0
E U(a). 

Keko xk ~a, kada k ~+oo, i kako je fff neprekidne funk
~ija, iz (1.2.7) sleduje (1.2.6), čime je dokaz teoreme zavr~en. 

Primer 1.2.1. Nadjimo re~enje jednačine 

f(x) = x- cosx .. o 

na segmentu (o,TIV2] primenom Newtonovog metoda 

xk- cosxk 
xk+l = xk - = 

l + sinxk 

xksinxk + cos xk 

l + sinxk 

(\lx e. [o, 14/2] ) • Primetimo de je f 1(x) = l+ sinx >O 

(k= o,l, ••• ). 

Start ujući 
sa x

0
= l, kao i u primeru 2.2.1 iz odeljka 3.2.2, dobijamo 

k 

o 
l 

2 

3 
4 

l. 

0.750,64 
0.739133 
0.739085 
0.739085 

Poslednje dve iteracije daju re~enje posmatrane jednačine sa 

šest tačnih decimala. 

Primer 1.2.2. Primenom Newtonovog metoda na re~avanje jednači
ne f(x)•xn- a= O (a>O, n>l) dobijamo iterativnu formulu za 
odredjivanje n-tog korena iz pozitivnog broja a 

x~- a 1 ~ ] xk+l = xk- n-1 =n (n-l)xk + n~l (k=O,l, • • .) • 
nxk xk 

Specijalan slučaj ove formule, za n= 2, naveden je u prvoj 
glavi ove knjige. 

Kod primene Newtonovog metoda često se nameće pitanje 
kako izabrati početnu vrednost x pa da niz {x } bude 

o k kE:N 
monoton. Jedan odgovor na ovo pitarije dao je .l!'ourier~ !~aime, 

l 

l 

l 
l 

l 
;l 

:l 
l 
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ako :f" ne menja znak na ~,f.>] i ako se x
0 

izabere tako da je 

:f"(x0 ) :f" (x0 ) > O, niz {xk1ke No biće monoton. Ovo tvrdjenje 
sleduje iz (1.2.4). 

Na osnovu teoreme 1.2.l.zaključujemo da Newtonov metod 

primenjen na odredjivanje prostog korena x= a ima kvadratnu 
konvergenciju ako je :f" (a)~ O. U tom slučaju je :faktor konver
gencije(asimptotska konstanta greške) 

l!:J&\ c2 = 2:f'(a) • 

Slučaj :f" (a)= O treba posebno analizirati. Naime, ako 
pretpostavimo da :f<:: c 3[d,f.>1 , može se dokazati 

= :!:1& 
3:f1(a) 

Primer 1.2.3. Posmatrajmo jednačinu 

3 2 . :f(x) = x - 3x + 4x- 2 = O. 

Kako je :f(o) = -2 i :f(1.5) = 0.625 zaključujemo da na 
segmentu [0,1.5] data jednačina ~ma koren. S druge strane, 
:f1(x) = 3x2 - 6x + 4 = 3 (x-l) 2 + l"> O, što znači da je koren 
prost, pa možemo primeniti Newtonov metod. 

Startujući sa x
0

= 1.5, dobijamo 

k xk 

o ~·5 
l 1.1428571 
2 1.0054944 
3 1.0000003. 

Tačna vrednost korena je a= l, s obzirom da je :f(x)=(x -1)3 + 

(x- l) • Primetimo da je u ovom slučaju :f" (l) = O. Ako stavimo 
e k = xk- a (k = o , l , ••• ) imamo 

tj. 

2e 3 
k 

l+ 3e~ 
(k= o,l, ••• ), 
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f'"{l) Zaista, u ovom slučaju je - = 2. 
3f 1 (l) 

u cilju smanjivanja broja računskih operacija, često se 

koristi sledeća modifikacija Newtonovog metoda 

f(xk) 
= xk - f'(x ) 

o 

(k= o,l, ••• ). 

Geometrijski xk+l predstavlja apscisu tačke preseka x-ose sa 
pravom, koja prolazi kroz tačku (xk,f(xk)) i koja je paralelna 
sa tangentom krive y= f(x) postavljene u tački (x0 ,f(x0 )) (vi-

deti sl.l.2.2). 

Iterativna funkcija modifikovanog Newtonovog metoda je 

...fl& 
f'(x ) o 

Kako je ~1 (a)= a i ~·(a)= l-~, zaključujemo da me-
l f'(xo) 

tod ima red konvergencije jedan, tj. važi 

(k~+oo), 

pri čemu je uslov 

\
l - f'(x) \ ~ q ~ l ' 

f'(x ) o 

analogon uslovu (1.2.5). 

Newtonov metod može se razmatrati i kao specijalan 

slučaj tzv. uopštenog Newtonovog metoda 

'f/(xk) f(xk) 
xk+l = xk - ~,------=---~--------

\f'(xk)f(xk) + \f'(xk) f
1
(xk) 

(1.2.8) (k:;: o,l, ••• ), 

gde je \V data diferencijabilna funkcija. 

Za \f'(x) = l, (l. 2 .8) se svodi na Newtonov metod (l. 2. 3) • 

Za o/(x)= xP, gde je p rarametar, iz (1.2.8) sleduje 
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formula 

(k= o,l, ... ), 

tj. 

(1._2. 9) (k= o, l, ... ) . 

M~tod definisan formulom (1.2.9) razmatran je u radu [4]. Spe
cijalni slučaj ovog metodA, za p= l- n, poznat je kao metod 

Tihonova([5]) 9 u slučaju kada je f algebarski pelinom stepena n. 

Na kraju navedimo još jednu modifikaciju Newtonovog me-
toda, koja se sastoji u sukcesivnoj prime ni formula 

f(xk) f(yk) 
{k= o,l, ... ). Yk= xk-

f
1
(xk) 

, xk+l = Yk -
f'(xk) 

Slično dokazu teoreme 1.2.1 mogu se dokazati tvrdjenja 

lim 
xk+l- a ~ = 

k- +OO (yk-a) (xk-a) r'( a) 

i 

lim 
xk+l- a 1(~)2 

3 2 f' (a} k_. +oo (xk-a) 

gde je lim xk = a. 
k _,.+oo 

5.1.3. Newtonov metod za višestruke korene 

x= a 

Posmatrajmo jednačinu f(x) = O, koja na [ct ,f.>] ima koren 
višestrukosti m ( ~ 2). Ako pretpostavimo da fE Cm+l\?1.,~], 

tada je 

f(a) = f'(a) = 

Naime, u ovom slučaju, f se može predstaviti u obliku 

(1.3.1) . f(x) = (x- a)mg(x), 
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gde g ECm+l[d. ,~] i g( a)~ O. 

i 

Iz (1.3.1) sleduje 

• m-1 m ) f (x) = m(x- a) g(x) + (x- a) g'(x 

A(x) =!i&= 
f'(x) 

(x- a)g(x) 
mg(x) + (x- a) g 1{x) 

(x ~ a) • 

Ako stavimo ~(a) d~f lim. t:. (x) , tada je ~(a) = O. 
x-+a 

rterati,vna fuq.kcija Newtonovog metoda, primenjenog na odredji

vanje višestrukog korena, na osnovu prethodnog postaje 

~(x) = x -
(x- a)g(x) · 

mg(x) + (x- a) g'(x) 

Kako je <[>(a)= a, <f>'(a) = 1- ~ , ~ ~ rp 1
(a) .( l (m~ 2) 

i ~~ neprekidna funkcija, izlazi da. postoji okolina korena 
X= a u kojoj je l<P' (x)j ·~ q .e. l, odakle zakl'jučujemo da je New~ 
tonov metod i u ovom slučaj~ konvergentan, ali sa redom kon
vergencije jedan. 

Ukoliko nam je unapapred poznat red višestrukosti ko
rena, tada se Newtonov metod može modifikovati tako da ima 
red konvergencije dva. Naime·, treba samo uzeti 

(1.3.2) (k= o, l, ••. ). 

Primedba 1.3.1. Formalno, formula (1.3.2) predstavlja New
tonov metod primenjen na rešavanje jednačine' 

m. 
F(x) = vrrxJ = O. 

Teorema 1.3.1. Ako je x
0 

izabrano dovoljno blisko korenu 

x= a, čiji je red višestrukosti m, tada niz { xk1kE: N defi-
nisan pomoću (1.}.2)konvergi~a ka a, pri čemu je 0 

(k ~ +OO). 
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Dokaz ove teoreme može se naći, na primer, u [6]. 

Ukoliko red višestrukosti m nije poznat, tada se ume~Lo 
jeđnačine f(X)= O može rešavati jednačina fi!l =O, čiji su 

f 1(x) 
svi koreni prri~ti. Newtonov metod primenjen na ovu jednačinu 

daje formulu 

[
fi& l ~)' (k= o,l, ••• ), 

tj. formulu 

(k= o,l, ••• ), 

čiji je red konvergencije dva. 

5.1.4. Metod sečice 

Ako se u Newtonovom metodu vrednost izvoda f
1
(xk) 

aproksimira pomoću podeljene razlike 
.f(xk)- f(xk-1) .. 

dob1Ja-

ae metod sečice 

(1.4.1) (k=l,2, ••• ), 

koji pripada klasi metoda oblika '(2.1.2) (odeljak 3.2.1). Za 
startovanje iterativnog procesa (1.~.1) potrebne· su dve poče
tne vrednosti x

0 
i x1 • Geometrijska interpretacija metoda se

čice data je na sl.l.4.1. 

Neka na segmentu [~ 1 ~] postoji jedinstven koren x= a 
jednačine f(x)= o. Za ispitivanje konvergencije iterativnog 
procesa (1.4.1) pretpostavimo da fE C 2[c(,~) i f (x);l 0('1/xE(cA,f.l)). 

Ako stavimo ek= xk- a (k= o,l, ••• ), iz (1.4.1) sleduje 

(1.4. 2) 
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y y 

X X 

Sl. 1.4.1 Sl. 1.4.2 

Kako je 

f(xk) = f
1
(a) e k + ~ f" (a) e: + O(e~) 

i 

zamenom u (1.4.2) dobijamo 

odakle je 

ek+l= ek[l- (1+ ~ekf"(a)+O(~>)(l- ~(ek+ek_1)f"(a)+ O(e:_1>)1, 
tj. 

(1.4.3) 

Da bismo odredili red konvergencije i faktor konvergen
cije stavimo 

(1.4.4) 

r 
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Tada na osnovu (1.4.,) i (1.4.4) dobijamo 

odakle sleduje 

r 2 - r - l = O i G = t~\1/r • 
r 2f1(a) 

Red konvergencije r dobijamo kao pozitivno re~enje 
dobijene kvadratne jednačine, tj. r= ~(l+ {5)~ 1.62. Faktor 
konvergencije je 

= \.f.:.U!ll (..[5- l) /2 • 
cr 2f1(a) 

Primedbe 1.4.1. U literaturi se za re~avanje jednačine 

(1.4.5) x = g(x) 

sređe metod Weigsteina ((7]), kod koga se polazeći od x
0 

gene

rHe niz {xk\k E .N pomoću 

(1.4.6) (k=1,2, ••• ). 

U radu [a] je pokazano da je ovaj metod ustvari metod sečice 
sa početnim vrednostima x

0 
i x1 = g(x

0
). Naime, ako jednačinu 

(1.4.5) predstavimo u obliku 

(1.4.7) f(x) = g(x)- x = O, 

smenom (1.4.7) u (1.4.6) dobijamo (1.4.1). 

Metod sečice može se modifikovati tako da je 

(1.4 .8) (k=1,2, ••• ). 
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Ovaj metod se često naziva metod regula falsi. Za razliku od 
metoda sečice, gde je dovoljno uzeti x1 ~ x

0
, kod ovog metoda 

x1 i x
0 

treba uzeti sa različitih strana u odnosu na koren 
x= a. Geometrijska interpretacija metoda regula falsi data 

je na sl.l.4.2. 

Iterativna funkcija kod modifikovanog metoda sečice 

je 
x- x x f(x)- :x:f(x

0
) 

~(x) = x- o f(x) = ~o-----=--
f(x)- f(x

0
) f(x)- f'(x 0 ) 

Ako pretpostavimo da f EC l~ 1{!11, tada je 

<P' (x) = 0 0 f
1
(x) -

f(x ) [ x,- x 

f'(x)- f(x
0

) f(x)- f(x
0

) 

Kako je <P(a)= a i <P'(a)~O, zaključujemo da iterativni pro
ces (1.4.8), ukoliko je konvergentan, ima red konvergencije 
jedan. Uslov konvergencije, u ovom slučaju, dat je pomoću 

l<f>'(x)j ~ q L l 

za svako x€. (oC ,f.l]\{x
0
1. 

Primer 1.4.1. Primenom teoreme 2.4.l(odeljak 3.2.4) na itera
tivni proces (1.4.8) dobijamo iterativni proces drugog reda 

gde su g(x) = i 

(k= 1,2, ••• ), 

f 1(x)f(x
0

) 
h(x) = 

fCx:) 

Primedbe 1.4.2. Ako se izvod f'(xk) u Newtonovom metodu zameni 
konačnom razlikom u taČki xk, sa korakom h= f(xk), tj. 

f'(xk+ f'(xk))- f(xk) 
f'~x ) g . . 

k f(xk) 

dobija se metod Steff'ensena 

l 

l 
l 

1 
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f(xk)2 
xk+ l= xk- -.:----=-----

f(xk+f{xk)) - f(xk) 
(k= 0,1, ••• ) . 

Neka je x=a jedinstven prost koren jednačine f(x): O na 

segmentu [a,/!1] i neka fE c 2(ot,~). 
Metod Steffensena je interesantan jer ima red konvergen

cije dva, a da pritom iterativna funkcija 

\D · ---=-f~( x::.t.)_
2 
__ 

X ...., 'T(X) = X -
f(x+f(x))- f(x) 

ne sadrži izvod f' • Da bismo odredili asimptotsku konstantu greš

ke metoda (1.4.9) pođjimo od Taylorove formule 

f(x+f(x)) = f(x) + f'(x)f{x) + ~f"(~) f(x} 
2

, 

gđe je ';=x+ ef(x) (o" e.c:l). Tada je 

~(x) = x- f(x) /f'(x) • 
l+ ~f"(~) f(x) /f'(x) 

S obzirom d• postoji okolina U(a), tačke x=a, u kojoj je 

~~f"(~)f'(x)/f'(x) l~ 1 1 imamo 

'f(x) = x - .!.i& (l - ~ . .c.illr(x) + O (f(x)2)\ (x E. U(a)) • 
f''(x) \ t:. f' (x) ') 

k . f'x' Ka o Je ~ =x-a -
f'(x) 

f"(a) (x-a) 2+ O((x-a) 3) (xE.U(a)), 
2f'1

( a) 

iz posleđnje jednakosti sleđuje 

(x-+a), 

!to znači da je asimptotska konstanta greške c2 = j.!:.i!l.cr'(a)+l) l· 
2f'(a) 

5.1.5. Metod polovljenja intervala 

Neka je na segmentu [d,~) izolovan prost koren x=a· jedna-

čine 

(1.5.1) f(x) = o, 
gđe fE. e(~,~]. Metod polovljenja intervala za rešavanje 
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jednačine (1.5.1) sastoji se u konstrukciji niza intervale 

{<xk,yk)} k t: N takvog da je 

(k= l' 2' ••• ) 

i 
lim xk = lim yk: = a. 

k -++oo k .... +oo 

Navedeni proces konstrukcije intervala se prekida, na 
primer, kada dužina intervala postane manja od unapred zada
tog malog pozitivnog broja t. 

Metod polovljenja intervala je vrlo prost i može se 
iskazati kroz sledeđa četiri koraka: 

l 0 k:"' o, x1 : =e( , y1 : = f.> ; 

2° k:=k+ 1, zk:= ~(xk+ yk); 

3° Ako je 

f(zk)f{xk) < O 

>O 
= o 

4° Ako je 

IY.~cn- xk:+ll ~ € 

uzeti 

xk+l:=zk, Yk:+l:=yk' 

Kraj izračunavanja a:=zk; 

preći na 2°, 

l 
z .lc+l : = 2 ( xk+ l + Y k+ l) 

Kraj izračunavanja a:=zk:+l. 

Primetimo da ~a grešku u aproksimaciji zk:+l važi ocena 

5.1.6. Schroderov razvoj 

Neka je funkcija f: [d. ,P.,] -+ R diferencijabilna i takva 
da je f

1
(x),l O(V'xE[d.,P.,]). S obzirom da je tada f striktno mo

notona na I9C ,f>], to postoji njena inverzna funkcija F koja je 
takodje diferencijabilna. Naime, 

r 
l 
l 



5.1. NELINEARNE JEDNAčiNE 213 

F'(y) dx l 
= ay = f'(x) 

(y= f(x)). 

štavi~e, ako je f dva puta diferencijabilna funkcija na ~~~1 
tada je 

f" (x) 
F''(y) =- ~. 

f'(x) 

Problem nalaženja viših izvoda funkcije F, pod pretpo

stavkom da je ona dovoljan broj puta diferencijabilna, može 
biti vrlo komplikovan. S obzirom da Schroderov razvoj, o ko
me će biti reči u ovom odeljku, zahteva poznavanje vi~ih iz
voda funkcije F to ćemo najpre izložiti jedan rekurzivni 
postupak za rešavanje pomenutog problema. 

Pretpostavimo da je funkcija f (n+l) puta diferenci
ja bil na na [IX ,(!l] , kao i to da je 

(1.6.1) = (f') 2k-1 (k= l, ••• ,n+l), 

gde je Xk polinom po f',f", ••• ,f(k) i f(i)a f(i)(x) za 

i= l, ••• ,n+l. 

Primetimo da je formula (1.6.1) tačna za k= l i k=2, 

pri čemu su x1 = l i X2 = -f". 

Pretpostavimo da je formula (1.6.1) tačna za neko 

k {l 1 k . l' f 1 f(k) . e. , ••• , n r. Ka o Je X k po 1nom po , ••• , 1 

X• _ k d X (f' f(k)) _ k f 11 dX . . ~k ~X ( . + ) 
k--.- = - k ' ••• ' . - ;:;m l 

dx dx i= ~f 

polinom po f 1 
, ••• ,f(k+l), to iz (1.6.1) sleduje 

F(k+l)(y) = d (-xk ) dx 
Ox (f'? dy 

= 
f1 X~- (2k-l)Xkf" 

(f') 2k+l 
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gde je 

(1.6.2) 

polinom po f 1 
, ••• ,f(k+l). 

Dakle, izvodi funkcije Y su dati sa (1.6.1), pri čemu 

se niz {xk1kEN odredjuje pomoću rekurentne relacije (1.6.2) 

polazeći od xl= l. 

Prvih pet članova niza {xk} su 

x2 = -f", 

x, = -f'f"' + 3f" 2 
, 

x
4 

= - f' 2 f'v + lOf'f• f'" - 15f"' , 

x
5

= -f''fv+ 15f'2f"f'v+ 10f' 2 f"' 2- 105f'f"2r"' + 105f"
4

• 

Pretpostavimo sada da funkcija f na segmentu (oC,f'J1 ima 

jednu prostu nulu x= a, čiju okolinu označimo sa U(a) • Ako 

stavimo h= - !.i& (xe U(a)), tada je O= f(x) + hf'(x), odakle 
f' (x) 

je 

imamo 

a = F(O) = F(f+ hf 1
) • 

Neka f€.Cn+l[ol ,~] • Tada na osnovu Taylorove formule 

n 
a = L fi F(k)(y) (hf')k + 

k= O 

F (n+l)(y-) 1 -- (hf')n+ , (n+l) ! 

gde je y=f+thf 1 = (1-t)f=Qf (t,QE(o,l)). Najzad, korišće

njem formule (1.6.1) dobijamo Schroderov razvoj 

~ l {_f' f" f(k)) k n+l 
a - x = k'ti E Xk\"F•TT• ••• •---rr- h + O(f(x) ) , 

r 

1 
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tj. 

(1.6.3) f" 2 3f" 2 - f 1f"' 3 a-x =h-- h + h 
2f' 6f~ 2 

lOf'fllf'"- f'2f"'- 15f"3 4 
+ 24f'' h + • • • • 

Primedbe 1.6.1. Ako je funkcija analitička, u prethodnom raz
voju može se uzeti da n~+oo. 

5.1.7. Metodi višeg reda 

U ovom odeljku ukazaćemo na neke načine za dobijanje 

iterativnih procesa, čiji je red konvergencije veći od dva, 

pri čemu pretpostavljamo da jednačina 

(l. 7 .l) f'(x) = O 

na segmentu [d,~] ima jedinstven prost koren x= a kao i da je 
funkcija f dovoljan broj puta neprekidno-diferencijabilna na 

[d ,p.,] • 
l. Posmatrajmo Schroderov razvoj (1.6.3). Uzimajući 

konačan broj prvih članova na desnoj strani ovog razvoja mo
~emo dobiti niz iterativnih formula. 

Neka je 

!1& x- ' f'(x). 

f" 2 flv-\ f"(x)f(x) 2 
tĐ... {x):::: cp (x)- -h = x-~ - - - -r' 2 2f' f'(x) 2f'(x)' 

= x- .fl.&_ f"(x)f(x) 2 _ f(x) 3 ( 3 f"(x)
2 

_ f'"(x)), 
f''(x) 2f'(x) 3 6f'(x) 4 f'(x) 

itd. 

215 
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Primetimo da je ~2 iterativna funkcija Newtonovog meto-
da. 

Kako je, u prvoj aproksimaciji, h jednako a-x (x-+ a), 

na osnovu (1.6.3) imamo 

(m= 2,3, ••• ), 

kada x~a, što znači da iterativni proces 

(1.7.2) (k= o,l, ••• ) , 

primenjen na odredj.ivanje korena jednačine (1.7.1), ima 
red konvergencije najmanje m. Takodje, na osnovu Schroderovog 
razvoja možemo dobiti i vrednosti limesa 

Naime, imamo 

lim 
k~+OO 

=l (f"(a)\
2 

_ l.f'(a)f"'~a) 1
3 ~ f 1 (a)} 0 f'(a) 

L4 = .2. (~\' + 8 f 1 (a) ) 

..!..... f 1
v(a) 

24 f'(a} 

(m= 2,3, ••• ). 

5 f" (a) f"'(a) 
n· f'(a)2 

Primedbe 1.1.1. Formule (1.7.2) se često nazivaju Čebiševlje
ve iterativna formule. 

2. Primenimo sada metod, koji je definisan teoremom 
2.4.1 iz treće glave, na ubrzavanje Newtonovog procesa. 

Kako je iterativna funkcija kod Newtonovog procesa da

ta aa <P (x) = x- ?·t~~ , imamo 

xk - tP(xk) 

l - ~ ~'(xk) 
{k= o,l, ••• ), 

r 
l 

l 
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tj. 

(1.7.3) (k=o,l, ••• ). 

Metod (1.7.3), n~ osnovu pomenute teoreme, ima red konvergen
cije najmanje tri. Ovaj metod je u literaturi poznat kao Sale

hov metod tangentnih hiperbola([9]) ili kao Halleyev metod. 

za metod (1.7.3) lako se može dobiti asimptotska for-

mula 

rv [(!:ill) 2 - ~ l 
2f'(a) 6f'(a) 

(k-++oo). 

Primedba L 7. 2. U radu [lo) data je sledeća modifikacija me
toda (l. 7. 3) 

za koju važi 

f"' (a) 2 
xk+l- a ""' -.- (xk- a) (xk-l- a) 

4f'(a) 

(k= l J 2 J ••• ) 

(k....,+oo), 

odakle izlazi da je red konvergencije ovako modifikovanog me

toda r= l+ V2 ~ 2.414. 

3. Sukcesivna primena metooa, definisanog teoremom 2.4.4 
(treća glava), na ubrzavanje Newtonovog metoda daje niz itera
tivnih formula, koje su po obliku slične formulama (1.7.2). 

4. Izaberimo niz funkcija{~·}· 1 dovoljan 
11=0, , ••• ,n 

broj puta di.ferencijabilnih na~.~]· 

U radu [11] je predložena konstrukcija iterativnog pro
cesa za rešavanje jednačine (1.7.1) u obliku 

(1.7.4) (k= o J l J ••• ) , 
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gde su 

\f n (x) X -
Dn(x) 

= 
An (x) 

(f'Po)' (f'f'l)' (f'/'n)' 

(flY ) ll o (flf'l) ll (f'l', ) " n 
t:.n(x)= 

(f'l' )(n+l) 
o 

(flf'l fn+l) (f'l'. )(n+l) 
n 

f'l'o f\fl flY n 

(f'f ) lt 
o (f'f. ) " l 

(f~) lt 
n 

Dn(X)= 

(f'r. )(n+l) 
o 

(f'l'l)(n+l) (f~ )(n+l) 
n 

Može se pokazati da je 

'f (a)= a,\fl'(a)= '{llt(a)= 
n n n 

= ,n(n+l), a)= O ,n(n+2)(a) l- O 
,.n ' , 'fn , 

što znači da iterativni proces (1.7.4) ima red konvergencije 

n+2. 

Navešćemo nekoliko specijalnih slučajeva formule (1.7.4). 

1° Ako je n=o i ~0 (x)= 'f(x), (1.7.4) se svodi na uop

šten Newtonov metod (1.2.8). 

2° Ako je n= l, 'f
0

(x)= l, lf'1 (x)= x, (1.7.4) se svodi na 

(1.7.3). 

3° Ako je n=2, \jl
0
(x):l, 'P1 (x):x, ly'2 (x)= x

2
, iz (1.7.4) 

sleduje formula Domorjada-Lika([l2]), čija je iterativna funkci

ja data sa 

f 1(x) f(x) o -l 

f 1(x) f(x) 
~f" (x) 'fl2 (X) X- f 1(x) f(x) 

~f1t(x) f'(x) 
tf"' (x) ~f 11 (x) f'(x) 

r 
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5. Posmatrajmo formulu (1.2.9), gde je p parametar. Sa 
U(a) označimo okolinu korena x= a jednačine (1.7.1). 

Teorema 1.7.1. Neka je funkcija f četiri puta neprekidno-dife

rencijabilna u U(a) i neka niz {xk\kt No (x
0

E.l:l.(a)), definisan 

pomoću (1.2.9), konvergira ka a. Tada, pri k"""" +oo, važi asimp
totska formula 

gde su 

Dokaz. Kako je, na osnovu (1.2.9), 

(1.7.6) 

S druge strane, na osnovu .(1.6.3) imamo 

(1.7.8) 

Ako oe (1.7.7.) oduzmemo (1.7.8) dobijamo (1.7.5). 

Posmatrajmo sada formulu (1.2.9) za dve vrednosti para~ 
metra p(p1 i p2), tj. 

(1.7.9) xk(il) = xk(l- :f(xk) ) (i:;::l,2) 
+ . xkf1(xk) + pi f(xk) 
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i stavimo 

(1.7.10) l (l) (2)) 
xk+l == 2(xk+l + xk+l • 

Tada, na 

(l. 7 .ll) xk+l-

Ako u formulama (1.7.9) izaberemo parametre p1 i p2 , 
takve da je 

(1.7.12) 

formula (1.7.11) postaje 

(k ~ +oo), 

4 gde smo sa Ck označili koeficijent u formuli (1.7.11) uz hk , 
sa vrednostima za p1 i p2 koje se dobijaju iz (1.7.12). Naime, 
p1 i p2 su rešenja kvadratne jednačine 

2 l 2 
p + skxkp + oxkrk := o, 

tj. 

(1.7.13) 
f" (x ) f'" (x ) 

2 k p + l x2 k 0 
p + xk f' ( ~) o k f' ( xk) == • 

Na osnovu prethodnog može se formulisati i dokazati 
sledeća teorema (videti [13] ) • 

Teorema 1.7.2. Neka je funkcija f četiri puta neprekidno-đi~e
rencijabilna u U(a) i neka su p1 i p2 rešenja jednačine (1.7.13). 
Tada iterativni proces definisan formulama (1.7.9) i (1.7.10) 
ima red konvergencije četiri, tj. važi 

(k.."+oo), 

r 
l 
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e= 3f"(a) 3- 4f1(a)f"(a)f"'(a) + f'(a) 2 f~"~(a) 
24f'(a) 3 

Primedbe 1.7.3. Iterativni proces definisan formulama (1.7.9) 
i (1.7.10) može se eksplicitno izraziti u obliku 

(k= o,l, ••• ), 

gde je 

"f(x) = x- 3f(x) 2f'(x)
2

- f(x) f" (x) • 
6f'(x) (f'(x) 2-f (x) f" (x)) + f (x) 2f"' (x) 

Primetimo da je ova formula ekvivalentna sa formulom Domar

jada-Lika ( [12] ) • 

6. Iterativna formule trećeg reda za odredjivanje više

strukih korena jednačina razmatrane su u [14] , [15], [16] • 
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5.2.1. Uvodne napomene 

ovo poglavlje posvećeno je razmatranju numeričkih metoda za 

rešavanje sistema nelinearnih jednačina 

(2.1.1) 
(i l, ... ,n). 

gde su fi:Rn + R (i= l, ..• ,n) date funkcije. 

Kao što je rečeno u odeljku 3.1.1, sistem jednačina (2.1.1) 

se može tretirati kao specijalan slučaj operatorske jednačine 

(2 .l. 2) Fu a' 

gde je F operator koji preslikava Banachov prostor X u Banachov 

prostor Y i a nula-vektor prostora Y. Naime, treba samo uzeti 

X=Y=Rn, u=~= [x
1 

... xn]T,a =[o ... o]T i 

Fu 

~.l (xl'··· ,xn)j 

f ()~) = 

f (x
1

, ... ,x ) _ n n 

Osnovni metod za rešavanje sistema jednačina (2.1.1), 

ali i za rešavanje opšte operatorske jed.načine (2.1.2) je rrtetod 

Newton-Kantoroviča, koji predstavlja generalizaciju Newtonovog 

metoda obradjenog u odeljku 5.1.2. U našem izlaganju ovaj metod 

biće razmatran za opšti slučaj operatorske jednačine. 

S obzirom da metod Uewton-I\:antoroviča zahteva nalaženje 

inverznog operatora od F(u)' koje ponekb.d može biti kompliko

vano, u literaturi je u posl~dnje vreme razradjena čitava klasa 

tzv. kvazi-njutnovskih metoda, kod kojih se koriste izvesne 

222 

r 
l 
i 
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aproksimacije pomenutog operatora. U našem izlaganju zadr

žaćemo se samo na gradijentnom metodu, koji ćemo prezeniti-· 

rati kao metod za minimizaciju izvesne funkcionele. 

O pomenutim metodima postoji opširna literatura (videti, 

na primer, [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23]). 

5.2.2. Metod Newton-Kantoroviča 

Osnovni iterativni metod za rešavanje jednačine (2.1.2) 

je metod Newton-Kantoroviča, koji predstavlja generalizaciju 

Newtonovog metoda (1.2.3). Fundamentalne rezultate vezane za 

egzistenciju i jedinstvenost rešenja jednačine (2.1.2) i kon

vergenciju metoda dao je L.V.Kantorovič ([17], [18]). Takodje, 

ovaj metod je razmatran i od strane drugih autora (videti, na

primer, [24] , [25] , [26] , [27]) . 

Pretpostavimo da jednačina (2.1.2) ima rešenje u= a i 

da je operator F:X + Y Frechet-diferencijabilan u konveksnoj 

okolini D(CX) tačke a. Metod Newton-Kantoroviča za rešavanje 

jednačine (2.1.2) zasniva se na linearizaciji ove jednačine. 

Nair,ie, neka je nad jeno približno rešenje uk. Tada za nalaženje 

sledećeg prib~ižnog rešenja uk+l' jednačinu (2.1.2) zamenimo je

dnačinom 

(2. 2 .l) 8. 

Ako za operator F{uk) postoji inverzni operator 

r(uk) [F(uk)J-
1

, iz (2.2.1) dolazi se do iterativnog metoda 

(2. 2. 2) (k o l l l ••• ) l 

koji je poznat kao metod Newton-Kantoroviča. Početna vrednost 

u
0 

za generisanje niza {uk}keN uzima se iz D, a njen izbor 
o 

predstavlja dosta težak problem. 
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Metod (2.2.2) može se predstaviti u obliku 

-
(k o l l l • •• ) l 

gde je 
Tu= u- r(u)Fu. 

Teorema 2.2.1. Neka je operator F dva puta Frechet-diferen

cijabilan na D, pri čemu za svako ueD postoji operator r(u). 

Ako su operatori r (u) i F'(u) ograničeni i u 0 eD dovoljno bli

sko tački a, iterativni proces (2.2.2) ima red konvergencije 

najmanje dva. 

Dokaz. Neka je ll r (u) ll~ m, IIF'(u) II~·M2 za svako u E D. 

Na osnovu Taylorove formule imamo 

(2. 2. 3) Fa e Fu + F~u) (a-u) + W(u,a-u), 

gde je 

llw(u,a-u) ll~ -2
1 

sup IIF'<' +t( _ ) ) ll tE[O,l] u a u 

2 M2 2 
ll a-uli ~ 2 ll u-all · 

Kako je 

Tu-a= u-r(u)Fu-a = r(u) [F~u) (u-a) - Fu], 

na osnovu (2.2.3), dobijamo 

Tu-a= r(u)W{u,a-u), 

odakle sleduje 

ll Tu-all ~ ll r (u) ll 
l 2 

II"VI(u,a-u) ll~ 2 mM211u-all , 

tj. 
2 

ll Tu-all = O <ll u-all ) . 

Ovim je dokaz teoreme završen. 

u daljem razmatranju smatraćemo da je D kugla K[u0 ,R], 

gde je u
0 

početna vrednost niza {uk}keN • 
o 

r 
l 
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iz 
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Ako je ispunjen Lipschitzov uslov 

IIF(u) - F(v) ll~ L liu-vii 

l 

(u 1 v E: K[u 1 R]) 
o 

Fu-Fv-F 1 (u-v) 
(v) f[F(v+t(u-v))-Ftv)] (u-v)dt 

o 

sleduje nejednakost 

(2.2.5) 
L 2 

ll Fu-Fv-F(v) (u-v) ll ~ 2 ll u-v ll • 

Teorema 2.2.2. Neka je operator F Frechet-diferencijabilan 

u kugli .K[u
0

,R] i zadovoljava uslov (2.2.4) i neka su tačne 

nejednakosti 

(2.2.6) 

(2. 2. 7) 

Ako je 

R>r 
= o 

l-ll-2h o 

h 
o 

niz {uk}k€N 1 koji se generiše pomoću (2.2.2) 1 konvergira 
o 

rešenju aeK[u 1 r l jednačine (2.1.2). 
o o-

(2. 2. 8) 

i 

(2. 2. 9)· 

k 
2(1-h) .nk' 

k 

Dokazaćerno da niz {uk}k€N postoji i da je 
o 



226 5. NELINEARNE JEDNAčiNE I SISTEMI 

Dokaz izvodimo indukcijom. 

Za k= O nejednakosti (2.2.8) su tačne, jer se svode na 

(2. 2. 6). 

Pretpostavimo da su tačne i za k 

(2.2.2) i induktivne pretpostavke 

m. Kako je, na osnovu 

i kako jer >n , sleduje da u +leK[u ,r ], a tim pre m m m. m m 

u eK[u ,R], odakle zaključujemo da F'( .· ) postoji. 
m o um+l 

Operator r(um+l) takodje postoji, s obzirom da se mo~e 

predstaviti u obliku 

r(um+l) 

tj. 

(2. 2 .lO) 

jer je, na osnovu (2.2.4) 

Iz (2.2.10) sleduje 

(2 .2 .ll) ll r (um+l) ll 

b 
m 

l-h = bm+l' 
m 

čime je dokazana prva nejednakost u (2.2.8). 

Kako je Fum+l = Fum+l- Fum-F(um) (um+l-um)' na.osnovu 

(2.2.5) sleduje nejednakost 

(2.2.12) ll Fu ll < ~ll u -u ll 
2 

< ~ m+ l = 2 m+l m = 2 

odakle, na osnovu (2.2.11) dobijamo 

b L 
2 

m "m 
h 

m 
ll r (um+l )Fum+lll ~2 (l-h ) 

m 
2(1-hm) 

(2. 2. 8) 

"rn. = "m+l.' .. 

za k=m+l. što predstavlja drugu nejednakost u 

Kako je 
b h h 

B Ln - m L m n = !(~)2<!. 
m+l m+l- l-h 2(1-h ) m 2 l-h =2 

m m m 

r 
l 
i 
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dokazana je i tređa nejednakost u (2.2.~). 

Za dokaz inkluzije (2.2.9) pretpostavimo da taćka 

ueK[um+l'rm+l]. Tada iz llu-·um+lll,;;,rm+l sleduje nejednakost 

(2.2.13) li u-u ll<llu-u ll+ liu -u ll<r +n m = m+ l m+ l m = m+ l m· 

Kako je r +l+n = r dokaz je završen. m m m 

Kako je hk,;;, ~ iz definicije niza {nk} sleduje nejed-

nako st 

odakle zaključujemo da je {nk} nula-niz. Tada je 

lim rk = lim 
k++"' k++"' 

= O, 

što znači da niz {uk} konvergira nekoj tački a E K[u
0
;r

0
]. 

Tačka a je rešenje jednačine (2.1.2), jer je na osnovu (2.2.12) 

tj. 

lim 
nl++"' 

Fu 
m 

e. 

Ovim je dokaz završen. 

o, 

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne-teoreme, tada je 

(2.2.14) (keN). 

Dokaz. Primetimo najpre da je 

Tada je, na osnovu definicije nizova {nk} i {hk}, 

i 
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odakle sleduje 

i 

l k 
(2h ) 2 

o 

l k-l 
< (2h ) 1+2+ ... +2 
= k o no 

2 

l k 
-(2h ) 2 -ln . 
2k o o 

Najzad, na osnovu (2.2.13), na u=a i m=k, imamo 

2 

tj. (2.2.14). 

Da bi se izbeglo odredjivanje inverznog operatora r(u) 

= [F{u)]-l pri svakom koraku, metod Newton-Kantoroviča može 

se modifikovati na sledeći način 

(2. 2 .15) 

gde je r
0 

(2. 2 .16) 

(k č= O' l' 2' ••. ) ' 

r(u ). Uvodjenjem operatora T pomoću 
o 

Tu = u-r
0

Fu, 

modifikovani metod (2.2.15) se može predstaviti u obliku 

(k=O, l, 2, •.. ) • 

Pretpostavimo sada da su ispunjeni sledeći uslovi: 

1° Operator F je Frechet-diferencijabilan u kugli 

K[u ,R), o 

2° F(u) zadovoljava uslov (2.2.4), 

3° Operator r
0 

postoji i 

Tada važi sledeća teorema. 

'l'eorema 2. 2. 4. Ako su ispunjeni uslovi 

r 

l 
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i 

l 
h b Ln < 

o o o 2 

r 
o 

l-ll-2h 
o 

h 
o 

n
0 

< R 

niz koji se generiše pomoću (2.2.15) konvergira ka rešavanju 

a€K[u ,i J jednačine (2.1.2). o o 

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.2.2 jednačina (2.1.2) ima 

rešenje a€K[u ,r J. Dokažimo sada da je operator T, uveden o o 
pomoću (2.2.16), kontrakcija na K[u ,r ]. o o 

Neka u,veK[u ,r J. Tada iz o o 

(2.2.17) 

Tu-Tv = u-v-r (Fu-Fv) 
o 

l 

r 0 J -[F(u ') -F(v+t(u-v)·)J (u-v) dt 
o . o 

i uslova (2.2.4) sleduje 

(2. 2 .18) 

gde je q = b Lr = l-ll-2h <l, 
o o o 

odakle zaključujemo da je T kontrakcija na kugli K[u ,r J. Doo o 
kažimo još da je TK[u ,r J C K[u ,r J. o o o o 

Neka ueK[u ,r J. Tada na osnovu (2.2.17) i (2.2.4) imamo 
o o b L 

tj. 

IITu-uoii~IITu-Tuoll + IITuo-uoll~~~~ u-uoll2+ no' 

b·Lr
2 

11Tu-u
0

11 ~ ~ + n
0 

r . 
o 

S obzirom da T:K[u ,r J + K[ti. ,r J zaključujemo da jedna-o o o . o 
čina ( 2. l. 2) ima jedinstveno rešenje a€K [u , r J . ·Tačka a pred-o o . 
stavlja graničnu vrednost niza, koji se generiše pomoću modifiko-

vanog metoda Newton-Kantoroviča. 

Ovim je dokaz završen. 

Nejednakost (2.2.18) za v=a, postaje 

liTu-all~ qll u-all, 

što znači da je iterativni proces (2.2.15) prvog reda. 
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PredjiQO sada na slučaj sistema nelinearnih jednačina 

(2.2.19) o (i l, ... ,i1). 

Ovde je X = Y = Rn, u = ~ = [x1 x ]T i F definisano pomoću 
n 

(2.1.3). Ako je F Frdchet-điferencijabilan operator (videti 

odeljak 2.2.4) .tada je 

F' 
(u) 

W(~), 

tj. W(~) je Jacobieva matrica za f. Ako je clet(W(~)) t O, tj. 

ako je matrica W(~) regularna, metod Newton-Kantoroviča za re

šavanje sistema jednačina (2.2.19) je·clat sa 

(2.2.20) (k=O,l, ... l, 

gde je ~(k) = [xik) ... x~k)JT. Vrlo često se ovaj metod u li

teraturi sreće kao Newton-Raphsonov metod. 

Kao što smo u prethodnom izlaganju videli metod (2.2.20) 
->

se može moclifikovati u SQislu da se inverzna matrica od W(x) 

ne odredjuje u svakoj iteraciji, već samo u prvoj. Dakle, 

(2. 2. 21) (k=O ,l, •.. ) . 

Primedba 2.2.1. Modifikovani metod (2.2.21) može se shvatiti i 

kao metod proste iteracije 

(k=O ,l, ... ), 

sa matricom A odredjenom iz uslova da je izvod od T nula-ope

rator, tj. da je I+ AW(~(o)) nula matrica. Ako je W(~(o)) re

gularna matrica imamo A= W-l(~(o)). 

Prethodno dokazane teoreme mogu se prilagoditi za slu

čaj sistema nelinearnih jednačina, pri čemu se uslovi za kon-

T 
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vergenciju procesa (2.2.20), odnosno .(2.2.21), mogu iskazati 

na različite načine, što zavisi od uvedene norme u X. 

Poseban problem kod primene metoda Newton-I<antoroviča 

je izbor startnih vrednosti, tj. početnog vektora ;(o), koji 

bi obezbedio konvergenciju procesa. Jedno rešenje ovog pro

blema dato je u novije vreme (1974. god.) u radu [28]. 

Primer 2. 2 .l. Neka je dat sisteht jednačina 

Tada 

i 

njih 

je 

w- 1 (x) 

fl(xl,x2) 

f2(xl,x2) 

3(x1 [ 2 
2 

- x2) - Gxl'>l 
~-J (x) 

6x1x 2 
2 2 3(x1-x2 ) 

[" 2x1 x2] l xl-x2 

2 2 2 
3(xl+x2) -2xlx2 2 2 

xl - x2 

O, 

o. 

2 
(xl 

2 
+ x2 'l o) l 

Skalarni oblik od (2.2.20) je 

(k+l) (k) 
xl =xl -

l 2 2 J -[( (k) - (k) )f(k)+2 (k) (k)f(k) 
D xl x2 l xl x2 2 ' 

k 
2 2 

( (k) (k) ) ~(k)] x 1 -x
2 

I 2 , 

formula dobijamo 

k 
(k) 

xl 
(k) 

x2 

l 0.66667 0.83333 

2 0.50869 o. 84110 

3 0.49933 0.86627 

4 0.50000 0.86602 

Primetimo da je tačno rešenje datog sistema x 1=l/2 i x 2=13/2. 
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5.2.3. Gradijentni metod 

Neka je dat sistem nelinearnih jednačina (2.2.19), čiji 
je matični oblik (videti ( 2 .l. 3)) 

(2. 3 .l) 
+ + + 
f(x) = O. 

Gradijentni metod za rešavanje datog sistema jednačina 

zasniva se na minimizaciji funkcionale 

n 
fi (xl' •.. 'xn) 2 U(~) l 

+ + -)o- -+ 
= (f(x),f(x)). 

i=l 

+ + + + 
Lako je videti da važi ekvivalencija U(x) O<='>f(x) o. 

Pretpostavimo da jednačina (2.3.1) ima jedinstveno re

šenje ~ = ~. za koje funkcionela U dostiže minimum. Neka je 

~(o) početna aproksimacija ovog· rešenja. Konst~uišimo niz 

{~(k)} takav da je U(~(o)) > U(~(l)) >U(~( 2 ))> •••• Postupimo 

kao i kod linearn~h sistema jednačina (videti odeljak 4.3.7), 

tj. uzmimo 

( 2. 3. 2) 

gde je VU(~) = gradU(~) 

~(k) - :>- llU(~(k)) 
k 

= [~ ••• ~r 
ax 1 axn 

(k= O, l, ... ) , 

Parametar '-k odre-

djujemo iz uslova da skalarna funkcija S, definisana pomoću 

S(t) = U(~(k)_tllU(~(k))) ima minimum u tački t= "k" S obzirom 

da je jednačina S' (t) O nelinearna,izvršimo njenu lineariza

ciju u okolini t= O. U tom slučaju imamo 

(k) 
L. 
~ 

pa je linearizovana jednačina 

n 
l L~k) 

i=l ~ 

d 
L~k) 

dt ~ 

odakle dobijamo 

(2. 3. 3) t ~ H.f. (~(k))/ ~H~, 
i=l ~ ~ i=l ~ 

o' 

r 
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gde srno stavili Hi 

imamo 

Kako je 

~u 

~X. 
J 

ax. 
J 

-+ 

(IJf. (1ć (Je)), vu(~ (k))) (i 
1 

L f, (x) 
{

n -+ 2} 
i=l 1 

n -+ 
2 L fi(x) 

i=l 

(2. 3. 4) llU(x) 
T -+ ~ -+ 

2W (x):r(x), 

gde je ~v (1ć) Jacobieva matrica za f. 

Shodno prethodnom, (2.3.3) postaje 

l, ... ,n). 

Tada se gradijentni metod (2.3.2) može predstaviti u obliku 

(k=O,l, .•. ). 

Metod gradijenata se uspešno koristi u raznim optirniza

cionirn problemima. 



5.3. ALGEBARSKE JEDNAČINE 

5.3.1. Uvodne napomene 

Jedan od najstarijih problema u matematici je rešavanje 
algebarskih jednačina, koji je i danas aktuelan, s obzirom da 
ogroman broj tehničkih problema to zahteva. 

Opšti oblik nelinearne algebarske jednačine n-tog stepe-
na je 

(3.1.1) 

gde je n prirodan broj i ai(i=O,l, ••• ,n) realni ili kompleksni 
brojevi. 

Koreni ove jednačine x1 , ••• ,xn povezani su sa koeficijen
tima ai{i= o,l, ••• ,n) pomoću Vieteovih formula 

Fl = L: x. = - al 
~ a o ' 

~ 

F2 = .I xix j = 
a2 
a o ' 

~.(J 

{3.1.2) F3 = L X·X·Xk = - a3 
~ J a o ' 

i<J<k 

'n= xl x2 • • • xn = {-l) n 
an 
a o 

Jednačina {3.1.1) je numerička ako svi njeni koeficijen
ti ai(i= o,l, ••• ,n) imaju numeričke vrednosti. Ako bar jedan od 
njih ima oblik opšteg broja,_ onda se radi o opštoj algebarskoj 
jednačini. U vezi s tim se i metodi za rešavanje algebarskih 
jednačina mogu podeliti na metode za rešavanje opštih algebar-

234 
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skih jednačina i na metode za rešavanje numeričkih jeđnačina. 

Metodi prve grupe daju rešenje u obliku formule. Doka
zano je(Vanstel, Abel i drugi) da su opšte algebarske jedna
čine, u opštem slučaju, rešive samo za n~4. Medjutim, nume
ričke algebarske jednačine je uvek moguće rešiti sa odredje
nom tačnošću. Dobijeni koreni su tada u obliku približnog 
brOja, 

Ogroman broj metoda za numeričko rešavanje algebarskih 
jednačina prilagodjen je digitalnim računskim mašinama i oni 
se uglavnom mogu podeliti u dve grupe. U prvu grupu spadaju 
metodi za izračunavanje korena sa zadatom tačnošću bez kori
šćenja približnih vrednosti korena. Druga grupa sadrži metode 
za izračunavanje korena na osnovu, već poznatih približnih 
vrednosti korena. 

Metodi jedne i druge grupe koji se najviše koriste u 
primenama biće izloženi u ovom poglavlju. ~edju ovim metodi
ma biće onih koji se koriste za odredjivanje samo jednog ko
rena(na primer, najvećeg po modulu), kao i onih za simultano 
odredjivanje više korena(na primer, dva ili svih n). 

Ukoliko je nekim od metoda odredjeno k(< n) korena 
x1 , ••• ,xk' tada se za odredjivanje ostalih korena rešava jed
načina nižeg stepena 

S obzirom da se koreni. x1 , ••• , xk odred. juju sa ograniče
nom tačnošću, jasno je da koeficijenti jednačine Q(x)=O neće 
biti apsolutno tačni, što znači da se tačnost korena xk+l''''' 
xn narušava, bez obzira na metod kojim se oni odredjuju. ~ai
me, koreni xk+1 , ••• ,xn neće biti, u opštem slučaju, koreni 
jednačine Q(x)=O· 

Prouči.a sada uticaj promene koeficijenata algebarske 
jednačine (3.1.1) na promenu njenog prostog korena x=xk. ~e 

umanjujući opštost razmatranja uzmimo da je a
0

=1. Pod pret
postavkom da koefi ci jent i ai (i =l, ••• ,n) postanu redom ai+ Ei 
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(i=l, ••• ,n), gđe je \€i\~\ai\ (i=l, ••• ,n), ođređi6emo grdku ko

rena xk. Naime, u tom slučaju koren xk postaje xk+~k· 

Kako je 

n )n-l 
(xk+~k) + (al+El)(xk+~k + ••• 

'* (an-l +€n-l) (xk+l;k) + (an+~) = 0 ' 

koriA6enjem aproksimacije 

m m m-1 
(xk + t}k) ~ xk + mxk ~k (m= !, .•. ,n) 

i zanemarivanjem članova oblika ~kE:i, Gobi j amo 

odakle, s obzirom na P(xk) =O i P'(xk),i O, sleđuje 

l n-1 n-2 
'5k ~ - -:-(E.l xk + E.2xk + • • • + €.n-l xk + E'.n) • 

P'(xk) 

Ako pretpostavimo da su granice apsolutnih greAaka koe
ficijenata jednake, tj. da je \Ei\~E, na osnovu posleđnje pri
bližne jenakosti dobijamo granicu apsolutne gre!ke korena, u 
oznaci t::., 

tj. 

tj. 

( \Xk\n- l) E 

\P'(xt:>\ ( \Xk\ -l) 

nE 

U radu~~, J.H.Wilkinson navodi primer jeđnačine 

P(x) = (x+l)(x+2} ••• (x+20) =O, 

P(x) = x 20 + 210x19 + ••• + 261 =O, 

r 
! 
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kod koje male promene u koeficijentima izazivaju velike pro
mene u korenima. Naime, ako koeficijent a1 = 210 promenimo za 
E1 ~ 2-2' ~ 1.2·10-7, promene u malim korenima su neznatne, 
ali koren x20 ~-2o postaje -20.8. Takodje, pet parova korena 
postaju konjigovano kompleksni. Ovo je primer tzv. slabo ua
lovljenog polinoma. 

Pri sukcesivnom odredjivanju korena jednačine (3.1.1) 
i njenoj redukciji na nili stepen, preporučuje se odredjiva
nje korena polazeći od najmanjeg po modulu. 

Poseban problem kod re!avanja algebarskih jednačina je 
odredjivanje vi!estrukih korena ili korena koji su dovoljno 
bliski(kvazi-vi!estrukost). Ovaj problem nećemo posebno raz
matrati. Napomenimo samo jedan dobro poznati postupak za eli
minaciju vi!estrukih korena koji se sastoji u sledećem: Za 
polinom P i njegov izvodni polinom P' odredimo najveći zajed
nički delilac Q i formirajmo jednačinu 

R(x) = .f..C..!l = O. 
Q(X) 

Iz teorije polinoma je poznato(videti, na primer [2]), 
da svaka vi!estruka nula reda k polinoma P je istovremeno i 
nula reda k-1 polinoma P', pa i polinoma Q, odakle zaključu
jemo da polinom R, dobijen deobom polinoma P polinomom Q, sa
drli sve nule polinoma P. Naravno, sve nule polinoma R su pro
ste, !to znači da problem re!avanja jednačine R(x)=O nije vi
!e tako slohn. 

Za određivanje najvećeg zajedničkog deli9ca dva poli
nome koristi se Euklidov algoritam(videti[2]). Napomenimo da 
je najveći zajednički delilac ~edinstven sa tačno!ću do jedne 
multiplikativne konstante. 

Primer ,.1.1. Neka je 

P(x) = x5 + lox4 • 42x' + 92x2 
+ 105x + 50 = o. 

s obzirom da je najveđi zajednički delilac za P i P' polinom 
x ~ Q(x) = x2+4x+ 5, imamo . 

R(x) = x' + 6x2 + l'x +lO= o. 
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t.3.2. Granice korena a1gebarskih jednačina 

Poamatrajmo jednačinu (3.1.1) u kompleksnoj ravni, tj. 

neka je x=z • Stavimo 

-
Teorema 3.2.1. Svi koreni jednačine (3.1.1) leže u prstenu 

(3.2.1) 

~· s obzirom da je za lzl>l 

imamo 

\ 
n 1 \ n•l \ \n-2 l \ a

1 
z - + ••• + an-l z+ an ~ a ( \z l · + z + ••• + z + l) 

= a Izl n_ l .( 

Izl - l 

alzln 

\zi- l 

Dakle, \P(z)\ > O, ako je 

tj. 

n lzln 
\aoz \ - a \z\-1 ~O, 

a 
\z\ ~ l + laol 

Kako vrednosti za z koje zadovoljavaju prethodnu nejed
nakost ne mogu biti koreni jednačine (3.1.1), zaključujemo da 
svi koreni jednačine (3.1.1) zadovoljavaju suprotnu nejedna

kost, tj. leže u unutra~njosti kruga 

a 
\z l = l + laol • 

Uvodjenjem smene z= t jednačina (3.1.1) postaje 

n-l n 
a o+ 8 1 ~ + • • • + an-l) + 8 n 1 = 0 • (3.2.2) 

r 
l 
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Na osnovu prethodnog koreni jednačine (3.2.2) zadovolja
vaju nejednakost 

l a• 
\~\ = \ZT <. 1 + tani ' 

tj. 

Ovim je dokaz teoreme tavr~en. 

Primer 3.2.1. Ispitajmo u kojoj oblasti leže koreni jednačine 

imamo 

z7 - (3+i)z6 - (15-3i)z5 + (17+15i)z4 + (38-17i)z3 

+ (22-38i)z 2 - (60+22i)z + 60i =O. 

Kako je 

a= max( \a11.1a21, ••• , 1a71> =ta6 t = \-(60+22i)\ ';l!l63.9, 

60 
63.9+ 60 

tj. 0.48 <Izl< 64.9 • 

Posmatrajmo sada jednačinu 

(3.2.3) 

sa realnim koeficijentima i a
0 

>O. 

Slede6a teorema daje granicu realnih korena jednačine 
(3.2.3). 

Teorema 3.2.2. Neka je A maksimum apsolutnih vrednosti nega
tivnih koeficijenata jednačine (3.2.3) i neka je am prvi ne
gativni koeficijent u nizu a

0
,al' ••• ,an' tada su svi pozitiv

ni koreni ove jednačine manji od 

R=l+ -. m~ 
a o 
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Posledica 3.2.3. Ako su svi koeficijenti jednačine (3.2.3) ne
negativni, jednačina nema pozitivnih korena. 

Primedbe 3.2.1. Donja granica pozitivnih korena može se odre
diti na sličan način uz prethodno uvodjenje smene x= 1/y u 
jednačini (3.2.3). 

Primer 3.2.2. Odredimo granice realnih korena jednačine 

(3.2.4) 

Kako je a
0
:2 1 A=24, m=5, imamo 

5.f24 
R = l + V2 <. 2. 65. 

Za odredjivenje donje granice pozitivnih korene posmet
rejmo jednačinu 

Ovde je ao= ll, A= 24, iii= 2, pe je 

R = 1 + V# <. 2 .48, 

l tj. donja granica pozitivnih korene je r = - > 0.40. Dakle, 
R. 

pozitivni koreni jednačine (3.2.4) leže u intervalu (0.40 1 2.65). 

Smenom xs•t,jednačina (3.2.4) postaje 

Primenom s~ičnog postupka nalazimo da pozitivni koreni ove jed
načine leže u intervalu (0.40 1 2.21). 

Dakle, negativni koreni jednačine (3.2.4) leže u inter
valu (-2.21,-0.40). 

Primedbe 3.2.2. Za nalaženje gornje granice pozitivnih korena 
jednačine (3.2.3) može se koristiti i Newtonov metod koji se 
sastoji u sledećem: 

Ako za x= e> O važe nejednakosti 

r 
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p(k) (a) ~ O (k= o,l, ••• ,n), 

za gornju granicu korena može se uzeti vrednost H= a, što ale
duje iz Taylorove formule 

n 

P(x) = 2: ~ p(k)(a)(x7 a)k. 
k=o . 

Naime, za x>a imamo P(x) >o. 

Sledećim postupkom mo~e se dobiti bolja granica; Pred
stavimo P(x) u obliku 

gde su Q1 (x) suma prvih članova P(x) sa pozitivnim koeficijen
tima, počev sa a

0
xn,-Q2 (x) suma ngrednih članova P(x) ~a nega

tivnim koeficijentima, itd., pri čemu poslednji čxan-Q2m(x) 
ili se sastoji iz članova ea negativnim koeficijentima ili je 
jednak nuli. Ako su cj(j= l, ••• ,m) pozitivni brojevi takvi da 
je 

Q2 . l (e . ) - Q2 . (e . ) > O J- J J J . (j = l , ••• , m) . , 

za gornju granicu pozitivnih korena može se uzeti broj 

R = max(c1 , ••• ,cm), 

Navedimo sada jedan rezultat, koji mo:h biti korisniji 
od teoreme ,.2.1. 

Neka je 

P(z) = zn+ al zn,l + a2z.n-2+ • • • + an-l z + an • 

al 
Uvođjenjem emene Z= w- n .. polinom p se transformiše u 

polinom Q, u kome je koeficijent uz wn-l jednak nuli. Dakle, 

al) n n-2 Q(w) = P(w- n = w + c 2w + ••• + en-l w + en • 

Definišimo polinom S pomoću 

( ) n l . n-2 
S w = w - c21 w -:- ••• -len-ll w -leni • 
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Teorema 3.2.3. Ako je bar jedan od koeficijenata ck,! O (k= 2, 

••• ,n), eve nule polinoma P leh u oblasti 

\z+ :1\~r, 
gđe je r pozitivna nmla polinoma s. 

~· Neka je lwl>r. Pod pretpostavkom da je bar je

đan od koeficijenata ck,! O (k=2, ••• ,n) i s obzirom da je S(r) 

:0, imamo 

l c2 
e IC21 

~+ ... +_n < 7 w wn 

Kako je 

na osnovu prethodnog imamo 

+ . .. + 

e 
+....n) 

.n ' w 

leni 
= l • rn 

odakle zaključujemo da je Q(w),! O za svako w za koje je \wl > r. 

nrugim rečima, nule polinoma Q nalaze se u krugu lwl ~ r, lito 
. . al . J& s obz1rom na smenu z= w- r.l' ekv1valentno sa tvrdjenjem 

teoreme 3.2.3. 

Primer 3.2•i• Neka je 

(3.2.5) 

Smenom z= w-~ =W + 2 dobijamo 

i 

S(w) = w5 - 3w3 - 6w
2

- lOw • 
Na osnovu teoreme 3.2.2, ~aklju~ujemo da je jedinstveni 

pozitivni koren w=r jednačine S(w) =O manji od R=l + Q'iO g3.15. 

ova granica se mo!e poboljAati. Naime, nije teiiko ustanoviti da 
je r < 3. •rađa, na osnovu teoreme 3.2.3, ·zaključujemo da se nule 

l 
l 

l 
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poli n oma ('. 2. 5) nalaze u krugu l z- 2\ ~ r < '. Napomenimo da su 
tačne nule polinoma P redom 

Teorema ,.2.1 daje loše granice 0.4..:: \zi <. 151. 

~·'·'· Bernoullipv metod 

U ovom odeijku izlo~ićemo jedan vrlo jednostavan metod 
za odredjivanje korena algebarskih jednačina bez korišćenja 
pribli~nih vrednosti ovih korena. Prve ideje o ovom metodu dao 
je D. Bernoulli 1728. godine. Sa pojavom digitalnih računskih 
maAina ovaj metod je znatno usavr!en. 

Neka je data jednačina 

sa realnim koeficijentima. Ne umanjujući op!tost mo~emo uzeti 
eo= l. Jednačina ,,.,.1) mo!e se shvatiti kao karakteristična 
jednačina linearne diferencne jednačine n-tog reda 

p. ,.2). 

Rešenje ove jednačine odredjeno je koreni~a karakteris
tične jednačine (~.,.1). Naime, ako su xi(i=l, ••• ,n).koreni 
jednačine (,.,.1), tada je 

yk = ellfll(k)+ ••• + Cn\f'n(k) 

reAenje diferencne jednačine (,.,.2), gde su funkcije ~i odre
djene korenima xi·(i= 1, ••• ,n) respektivno(videti odeljak 1.,.1), 

a konstante Ci(i=l, ••• ,n) zavise od početnih uslova y
0
,yl' •• " 

Yn-1• 

Ne umanjujući opAtost uzećemo da je 

\xl\ !;;;, \X2\ ~ • • • ~\Xn\. 

Koren aa najvećim modulom zvaćemo dominaatnim korenom. Očigled

no je da jednačina <'·'·l) mo~e imati 
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1. jedan dominantan koren; 
2. više dominantnih korena. 

Ukoliko postoji samo jedan dominantan koren x1 , tada je 
on realan. 

Više dominantnih korena imamo kada je 

\x1\ = lx2 \• ••• •l Xr\ >\xr+])~ ••• ~\xn\, 

pri čemu treba razlikovati slučajeve: 

2.1. Dominantni koreni realni i jednaki(višestruk koren 
reda r), tj. 

2.2. Dominantni koreni realni i suprotni po znaku(je
dan višestruk reda p, a drugi reda r-p), tj. 

xl • • • • • ~ • - ~+l = • • • • - :l:r > 0 ; 

2.3. Dominantni koreni konjugovano kompleksni(u parovi
ma), tj. 

xl .. i2' :x:3 .. i4 ' • • • ' x2m-l • i2m (r • 2m). 

Primetimo da, u ovom slučaju, medju dominantnim koreni
ma može biti i višestrukih. 

2.4. Medju dominantnim korenima ima i realnih i konju
govana kompleksnih. 

Bernoulliev metod omogućuje nalaženje dominantnih kore
na jednačine (3.3.1), pri čemu koristi niz {Yk1keN , koji se 

o 
generiše pomoću (3.3.2) sa početnim vrednostima y

0
,Yp•••tYn-l" 

Razmotrimo najpre slučaj 1, tj. 8lučaj kada imamo jedan 
domiaantan koren x1 • Tada je 

(3.3.3) yk .. o1xf + c2 'P2(k) + ••• +en lfn(k). 

Nije teško pokazati da je · 

'fi (k) 
lim ~ • O 

k-'1 +oo x 1 

(i•2, ••• ,n). 
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Korišćenjem niza {Ykl konstruišimo 

u • Yk+l • Tada 
k ,.k 

pri čemu smo pretpostavili da je c1~ o. 
Na osnovu (;.;.4) imamo 

lim uk • x1 , 
ko+ +OO 

tj. niz {uk1 konvergira ka dominant-nom korenu x1 • Za primenu 

ovog metoda, treba obezbediti uslov c1~ O , što zavisi od po
četnih uslova. Na primer, ovaj uslov_je ispunjen ako se uzme 

,. • yl = •••• Y, 2 • o' y l= 1 • o n- n-

Ispitajmo sada konvergenciju niza {uk\ pod uslovom da 

je koren x2 realan i takav da je \x2 1>\x1( (i=3, ••• ,n). Sa ek 
označimo grešku uk- x1 • Kako je, pod navedenim uslovom, lf2(k) 

• x: , za dovoljno veliko k imamo 
k 

Yk+l ~ 02 (x2) ek "' - - x1 .. (;.Cx2 - x1 ) - , 
Yk l xl 

tj. ek+l Q' ~ek, odakle zakljl:lčujemo da je konvergencija 
l 

linearne.. 

U slučaju 2.1, umesto rešenja (3.3.3) imamo rešenje 

yk "' (Cl+ C~ + •• • + Crxr-l)xi + Cr+llpr+l (k)+ • • • +en tfn(k). 

Može se pokazati da i u ovom slučaju važi (3.3.5). 

Primer 3.3.1. Neka je data jednačina 

4 ~ 2 x - r - 3x - ?x - 6 = o. 

Diferencna jednačina (;.;.2), u ovom sbčaju, postaje 
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Startujući sa y0 =y1.y2.o, y3=1, na osnovu prethodnog, do

bijuo niz {Ykl, a zatim niz tuk1· 

k yk uk 

3 l l. 
4 l 4. 

5 4 3.5 
6 14 2.7857143 

7 39 2.9487179 
8 115 3.0782609 

9 354 2.9830508 
lO 1056 2.9895833 
ll 3157 3.0069686 
12 9493 

Primetimo da je x1=3 dominantan koren jednačine (3.3.6). 

U slučaju 2.2, imamo 

Yk • [cl+ C2k +. •• + Cpkp-1 + (-l)k(cp+l + •• • + Crkr-1)] xf 
+ 0r+l y> r+l (k) + • • • + 0n \f>n(k) ' 

odakle lako možemo zaključiti da niz {uk1, gde je uk= Yk+l 
yk 

divergira. Mogućno je, medjutim, i u ovom slučaju odrediti x1 , 
y2k+2 

ali pomoću niza {vk"'l, gde je v ""-- • Naime, ovde je 
J k y2k 

Primer 3.3.2. Posmatrajmo jednačinu 

~ + 0.5x2 - 4x- 2 .. o, 
čiji su koreni x1 =- x2 • 2, x3 = - 0.5 • Startujući sa y

0
=y1 .. o, 

y 2-1, nalazimo nizove {Yk'\, {uk), {vk}• Primetimo da niz fuk1 di
vergira, a da niz {vk1 konvergira, što je kriterijum za egzi
stenciju slučaja 2.2. Niz {vk) konvergira ka xf • 4 • 
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k ,.k uk vkL.2 
2 l. -0.5 4.25 
3 -0.5 -0.85 
4 4.25 -0.9705882 . 4.25 
5 -4.125 -4.3787879 
6 18.0625 -0.9429066 4.0147059 
7 -17.03125 -4.2577982 
8 72.51562 -0.941284:2 4.0009158 
9 -68.25781 4.2504866 

lO 290.12891 

Razmotrimo sada slučaj 2.3. Jednostavnosti radi uzmi-
mo da je r•2, tj. da imamo samo jedan par konjugovano komplek
snih korena, koji su dominantni. Neka su to x1- ~eiQ, x2-~e-iQ. 

Tada je 

01 'f1(t) + c2 lf>2(k) • 9k[A1coekQ + A.2sinkQ] 

• .A.~kcos(kQ +'i'), 

pri čemu postoji odredjena veza izmedju konstanti koje se po
javljuju u ovoj jednakosti. 

štaviše, za dovoljno veliko k, važi 

Lako je videti da ranije definisani nizovi {uk} i -\_vk1• u ovoa 
slučaju divergiraju. Zato 4e!inišimo nove nizove {sk) i {tk} 
pomo6u 

i 

,.k+l Jk+2 
=Yk+l;yk - Yk-l;yk+2 • 

"k-1 yk 

Na osnovu (3.3.7), za dovoljno veliko k, imamo 
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sk lit A2~2k[cos2(kQ + 'f)- cos( (k-l)Q + \jJ)cos( (k+l)Q +'t') J 
i 

tk"' A2~2k+l[cos((k+l)Q+'il)cos(kQ+lf)-cos((k-l)Q+IY)cos(..tk+2)Q+IJ')], 
tj. 

i 

odakle zaključ•jemo da je 
8k+l 2 tk lim --;-- • o i lim~ .. ocosQ. 

k~ + <D k } k~ +CD t: Sk } 

Dakle, u posmatranom slučaju, niz {sk+l} konvergira ka 

a niz {;:k 1 ka realnom delu dominantnog k:~ena. 
Primer 3.3.3. Neka je data jednačina 

~ + x2 +X- l • O, 
l kod koje je par konjugovano kompleksnih korena dominantan. Pola-

zeći od y
0
•:r1•0 i :r2-1, na osnovu 

yk+~ • -yk+2- yk+l + Yk (k .. 0,1, • • •) t 

konstruimo niz { yk 1• Dakle, imamo 

{:rk} • to,o,l,-l,o,2,-~,1,4,-2,-1,7,-B,O,l5,-23,S,30,-61, 

~9,52, •• ·1· 
Kako je s1s· (-61)2 - ~9·~0· 2551, s19 • 392-(-61)·52 ... 

469~, t 1s • ~9( -61) - 52 · 30 • -~939· nalazimo 

81
9 " 1.s~97 i ;;s ~ -0.7720, 

slS 19 
odakle je 

x1 ~ -0.7720 + (l.S~97- (-0.7720)2)112i 
!iii! -0.7720 + 1.1152 i 

i %.2. il. 

Slučaj tri dominantna korena, od kojih je jedan realan, 
a dva konjugovano kompleksna, razmatran je u radu [3g]. 

Primedba 3.3.1. Ako se u jednačini (3,3.1) izvrši smena X•l/z 
i na rešavanje dobijene jednačine primeni Bernoulliev metod 
mogu se odrediti najmanji po modulu koreni jednačine (3.3.1). 
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5.3,4, Dva metoda trećeg reda 

Pretpostavimo da su sve nule ~i (i • 1,,,. ,n) polinoma 

( ) n n-1 
P X • X + a1 X + , o • + an-l X + ~ 

realne i raz.ličite i neka je ~l.( ~2 < , • , < ~11• Tada, na osnovu 
Rolleove teoreme, izvodni polinom P'ima n-1 nula ko~e su tako
dje realne i medjusobno različite, Označimo ih redom sa ~1 , ••• , 

~n-l' tako da je 

~l< 'l1 <= ~2 < '•' <'tn-l< ~n • 

Neka je X• R\{~1•~'~·1'~2''"'rr.n-l'~n} 
a::X:.,.{~l'52 , ... ,~n} pomoću 

, Definišimo tunkciju 

a(x:) = 

sl Cx-::~1> 

;i (~i< X< ~i) 

'5i+l 

~n 

(1ti < X < ~i+l) 

(x <~n) 

(i • 1,. •• ,n-l). 

Primetimo da u svakom intervalu izmedju a(x) i x, izraz 
P(x)P'(x) ne menja znak. Naime, važi 

<:~.4.2) 

sgn(x- a(x:)) • sgn(P(x)P'(x)) , 

n 
Kako je P(x).., n (x-';i)' imamo 

j,. l 

n . 2 n 
p'(x) • )' xL- i H(x:)"' p'(x:) -P~:x:)P" (x:) .. \' l 2 • 
P(x) f=1 -"si P(:x:) 6. (x-'Si) 

S obzirom da je H(x) >o, definišimo tunk:ci~u K pomoću 

K(x) • sp;n(P(x)P'(x:)) • 

V'1frxJ 
Nije teško videti da je 

K(:x:) .. P{x)/P'(x) . 

V l- P(:x:)P"(x)/P'(x)2 
• 

Uzimajući x
0

• x (x E X) konstruišimo iterativni proces 
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(k-0,1, ••• ) t 

koji je u literaturi pozaat kao metod kvadratnog korena(videti 
[6) ). 

Teorema 3.4.1. Niz {xk1kE:N koji se generiše pomoću (3.4.4) 
o 

konvergira monotono ka nuli a • a(x), pri čemu je konvergencija 
k:ub:aa, tj. važi 

lim ~+l- a • 3P"(a)2 - 4P'~a)P"'(a) • 
k-++m (xk-a)3 24P'(a) 

Dokaz. Neka je x
0 

•X < a(x). Tada je, s obzirom na (3.4.1), 
•gn(P(x)P1(x)) •- 1, odakle zaključujemo da je K(x) t.. o, tj. da je 
x1 • x

0
- K(x

0
) > x

0
• S drUge strane, na osnovu druge jednakosti u 

(3.4.2), imamo 

H(x) > l ' 
(:z:- a(x) ) 2 

odakle aleduje a(x)- x > H(x)-l/2 • -K(x), tj. x1 .e. a(x). Dakle, 
važi x

0
<. x1 <.a(x) i a(x

0
) = a(x1 ). Nastavljajući sa ovakvim rezo

novanjem dokazujemo da je 

x
8 
~ x1 < x2 < ... < a(x), 

što znači da niz {xk\kE: N monotono konvergira ka nekoj tački 
o 

a~ a(x). Kako je, u tom slučaju, lim (xk+l- ~) • o, na osnovu 
k_.+CD 

(3.4.4) zaključujemo da, je K( a) • O( -~>P(a)•O), odnosno da je 
a • a(x). 

Slučaj x0 • x > a(x) 4okazuje se potpuno simetrično. 

Da bismo dokazali jednakost (3.4.5) stavimo h• ~ i 
p•(x) 

pustimo da x+ a. Na osnovu (3.4.3) i (3.4.4) imamo 

pnf-\ -1/2 
x1 - x .. -K(x) • h(l +h ~ ) , 

P'(x) 

tj. 

S druge strane, na osnovu Schr8derovog razvoja (1.6.3) 
imamo 

l 
l 
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a_ X • h_ h2 P" (x) + h3 3P" (x)
2

- P'~:z)P"'(x) + O(h4) • 
2P'(x) 6P1(x) 

Ako poslednju jednakost oduzmemo od prethodne jednakosti, do&i
jamo 

X _X • -h3 3P"(x)
2

- 4P'~x)P 111 (x) + O(h4) 
1 24P'(x) ' 

odakle, s obzirom da je h"' a-x (x-+a) sleduje (3.4.5), uz pret
hodnu zamenu x sa ~(k,.+co). 

Ovim je dokaz teoreme završen. 

Dakle, metod kvadratnog korena ima kubnu koavergenciju. 
Medjutim, mole se razmatrati slučaj kada je a višestruka nula 
reda Pi tada je kouvergencija prvog reda i važi 

lim ~+l- a • l - .!. . 
:it'++co ~ - a VP 

U tesnoj vezi sa metodom kvadratnog korena je Laguerreov 
metod 

<:~.4-.6) 
xk+l • ~- P'(xk) + sgn(P~~))~ 

gde je x
0

• x (xE: X) i 

(k-0,1, ••• ), 

G( t) • (n-1)[ (n-l)P'(t)2 - nP(t)P"(t)] • 

Metod (3.4.6) se mo!e predstaviti i u obliku 

DP(~)/P'(xk) 
xk+l • :x:k- (k•O, l, • • •) • 

l+ (n-l)Y l- n~i P(xk)P"(xk)/Ptxk)2 

Red konvergencije Laguerreovog metoda je tri za proate nu
le, a jedan za višestruke. Slično dokazu teoreme 3.4.1 može se 
dokazati odgovara~uća teorema za ovaj metod. Formula (3.4.5) os
taje u važnosti, a tim što se konstanta 3(uz P"(a)2) na desnGj 
strani ove formule, treba sameniti konstantom 3(n-2)/(n-l). La
guerreov metod je efikasniji od metoda kvadratnog korena, na šta 
ukazuje sledeći primer. 
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Primer 3.4.1. Neka je 

P(x) • (x-l)(x-2)(x-~) • ~- 6x2 + llx- 6. 

Startujući aa x
0

"" o, dobijamo 

pomoću (3,4,4) pomoću (3.4,6) 

0,85714286 

0.99858769 

0,98840803 

0.99999991 

U radu~~ razmatrana je jedna opštija klasa metoda, koja 
kao partikularne slučajeve sadrži prethodno navedena dva metoda 

5,3,5, Newton-Hornerov metod 

aewt.onov metod izlo~en u odeljku 5.1.2 mo~e se uspe~no 
primeniti za odredjivanje nula polinoma 

n n-1 (-,.5.1) P(x) = a
0
x + a1 x + ••• + an-lx+ an (ai E:. R), 

pri čemu se vrednosti za P(xk) i P1(xk} izračunavaju po Homer
ovoj ~emi(videti odeljak 1.,.4). 

Ako stavimo Pj(x) = frP(j)(x) (j= 0,1, ••• ,n), tada je, na 

osnovu Taylorove tormule, 

Pret.postavimo da polinom P ima realnu nulu x= '5. 
ov metod (1.2,,) za odredjivanje ove nule postaje 

Po(xk) 
xk+l = xk - ~ (~) (k= o, l, ••• ) • 

Newton-

Kao !to je poznato, vrednost za p
0

(xk) mo~e se dobiti iz 
n koraka JĐ)rnerovom !emom, kao p

0
(xk) = bn, gde je 

b =• , b .. = bj 1xk +. a . o o J - J 
(j= ·1, ••• ,n)-. 

Ustvari bj(j= O,l, ••• ,n-1) su koeficijenti polinoma dobijenog 
deljenjem P(x) sa x-xk' tj. vali 

P(x) = p1 (x) (x-xk) + p
0 

(xk) 



5.3. ALGEBARSKE JEDNAčiNE 253 

i 
n l n-2 b Pl (x) = b ox - + ~ x + • • • + n-l • 

Slično deljenjem p1 (x) sa x-xk dobijamo 

) n-2 
p2(x =cox + ••• + cn-2' 

tj. v all 
pl (x) e p2(x) (x-xk) + pl(~) • 

Ovde je c0 = b0 , ej= cj-lxk+ bj (j= l, ••• ,n-1) i p1 (xk)=cn-l" 

Navedena deljenja se !ematski mogu prikazati u obliku 

a o al a. 
J 

... an-l an 

xk boxk b j-lxk bn-2xk bn-lxk 

b bl b j bn-1 bn= Po (xk) o 

xk coxk cj-lxk cn-2xk 

co cl ej l 0 n-1= pl(xk) 

Dakle, koriš~enjem Kornerove šeme i formule (J.5.2) mo
h ee odrediti realna nula x= ~. Napomenimo da proces (J.5.2) 
ime kvadratnu konvergenciju ukoliko je nula prosta. 

s obzirom da polinom (J.5.1) mole imati i konjugovano
kompleksne nule, navedeni metod se mole prilagoditi i za ovaj 
slučaj. 

Posmatrajmo polinom (J•5.1) u kome je x zamenjeno sa 
z.= x+ iy. Tada razdvajanjem realnog i imaginarnog dela u P(z) 
imamo 

P(z)= u(x,y)+ iv(x,y), 

gde su u i v harmonijske funkcije. Izračunavanje vrednosti 
ovih funkcija u tački (xk,yk) mogu~no je po istom postupku 
kao što je c~.5.J), s tim što bJ. treba zameniti sa o(.+i/3. 

. J J 
(j= O,l, ••• ,n). Tada je 

do= ao' (IJo = O' 

aj=~j-lxk -,1j-lyk+ aj, l?>j=dj-lyk+f3j-lxk (j=l, ••• ,n) 
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i Ot= u(xk:,yk} = oln , vk:cv(~,yk:} =f-In • 

Neka je z= IS+i't koren jednačine P(z} = O. S obzirom da 

je ova jeđnačina ekvivalentna sistemu jeđnačina 

u(x,y) =O, v(x,y)., O, 

to se za odredjivanje korena z= ~+itt_ mole konstruisati niz 

zk• xk + iyk(k• 0,1, •.•• ) , na primer, pomoću metoda Newton-Kan
tQroviča. Imajući u vidu da funkcije u i v zadovoljavaju Cau

cby-Riemannove uslove, lako se pokazuje da je metod ~ewton
Kantoroviča, u ovom slučaju, ekvivalentan sa kompleksnom Yer-

zijom Newtonovog metoda 

P(zk) 
Z =Z --k+l k p'(zk) 

(k= o, l' .•. ) . 

Vrednost P'(z ) u! + iv' = 'bu + i .}
11

\ mole se k = -Jt k Ox Ox X=Xk,Y""Yk 

odrediti rekurzivno pomoću 

'(o= c(o= 8 o' So= o, 
)j• fj-lxk- bj-lyk+ o(j' dj= ~-lyk:+~-lxk+ fij (j=l, ••• ,n-l). 

Ni 
l '( • l {' 

a me' uk• n-1 1 v k"' dn-l • 

Primer ,.5.1. Neka je P(z) =z'+ ,z1 + z- l i z=l+i. Ila osnovu 

prethodno datih jednakosti imamo 

i 

01
0

• 1, ~0 • O, 

o(l .. 1·1- 0·1+ , .. 4, ~l= 1•1 +0!1= l, 

o(2= 4·1- 1·1+ l= 4, ~2= 4•1 +1·1= 5, 

e~.,= 4·1- 5·1- 1=-2, ~,= 4•1 +5•1-= ' 

fo=l, do•O, 

r1 .. 1·1- o·1+ 4= 5, 81 - 1·1 +0•1 +l = 2, 

r2 • 5·1- 2·1+ 4= 1, s2 ~ 5-1 •2·1+5 .. 12., 

pa je P(z}"' -2+ 9i, P1
(Z}= 7+ 12i. 

1 
l 



l 
l 5.3: ALGEBARSKE JEDNACINE 255 

roririšćenjem prethodno datih rekurentnih relacija, for
mula (,.5.5) se svodi na 

(k=O,l, ••• ). 

Kod primene Newton-Hornerovog metoda obično se startuje 
sa dovoljno malim vrednostima (po modulu) x

0 
i y

0 
i primenom 

formula (,.5.6) odredjuje se najmanja nula po modulu z1:~1 +i~1 • 

Ako je 1'111-'€.(€. dovolno mali pozitivni broj, na primer E.= 10-7) 
nula z1 se tretira kao realna; u prot'ivnom nula se uzima kao 
kompleksna. S obzirom da su koeficijenti polinoma 0.5.1) real
ni, nule se javljaju u parovima, pa je na ovaj način odredjena 
i nula z2 = ~1 - i~1 Ponavljajući izlozeni postupak na polinomu 
P(z)/(z-~1), odnosno P(z)/( (z-i1 ) 2 + tt:) odredjuju se ostale 
nule polinoma P. · 

Na kraju napomenimo da se formule (,.5.6) vrlo često 
sreću u programima za numeričko rešavanje algebarskih jednači
na. Na primer, program POLRT(iz 11'0 Scientific Subroutine Pac
kage(ll,O-CM-02X) firme IBM) sačinjen je po formulama (3.5.6). 

5.,.6. 8airstowljev metod 

Bairstowljev metod se koristi za odredjivanje kvadrat
nih faktora(delilaca) polinoma, na osnovu kojih se mogu odre
diti kompleksne nule polinoma. 

!'4eka je 

polinom sa realnim koeficijentima, ~ obzirom da se kompleksne 
nule ovog polinoma ja~ljaju kao konjugovano kompleksni paro
vi, to polinom P ima realne kvadratne faktore*. U cilju odre;_ 
djivanja jednog takvog faktora m(x):x2+ px+ q, pretpostavimo 

ll) Kvadratni faktori sa realnim koeficijentima. 
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da nam je poznata izvesne aproksimacija m
0

(x)=x2+ p
0

x+ q0 

(po,qoE: R) • 

Pre nego !to damo osnovne jednakosti koje defini!u 
Bairstowljev metod izvedimo jednu rekurentnu relaciju koja 
se odnosi na delgenje P (x) kvadratnim faktorom m(x) ::x2 + px +q. 

Neka su polinomi Q i R u jednakosti 

(:5.6.1) P(x) = m(x)Q(x) + R(x) 

dati ea 

"(x) = b2xn-2 + +b x+ b i R(x) = ux+ v. .. • • • n.;.,l n 

Uporedjivanjem koeficijenata uz odgovarajuće stepene 
na levoj i desnoj strani jednakosti (3.6.1) dobijamo 

a o= b2 ' al = b3 + p b2 ' 

a. 2= b.+ pb. 1 + qb. 2 1- 1 1- 1-
(i= 4, ••• , n) , 

Ako stavimo b
0
= b1 = o, tada iz prethodnih jednakosti 

sleđuj e 

(3.6.2) 

i 

b.: •· 2- pb. 1- qb. 2 1 1- 1- 1-
(i= 2, ••• ,n) 

(3.6. 3) u= an-l- pbn- qbn-l = bn+l, v= an- qbn, 

gde smo bn+l definisali prirodnim produženjem rekurentne re
lacije (3.6.2) za i= n+l. 

Na osnovu (3.6.2) i (3.6.3) zaključujemo da-koefici
jenti polinoma Q i R na jedinstven način zavise od p i q. 

Dakle, za odredjivanje kvadratnog faktora polinoma P 
dovoljno je naći rešenje sistema jeđnačina 

u(p,q)=O, v(p,q)=O. 

Bair~towljev metod se zasniva na rešavanju ovog siste_. 
ma primenom metoda Newton-Kantoroviča. Naime, polazeći od 

. (p0 ,~) generiše se niz parova {<Pk,qk)} k=l, 2, ••• pomoću 
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gđe je 

i 
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[pk+l} = tJ - rpk.qk)J 
"-l (k=O, l t ••• ) , . k: 

qk:+l qk v(pk,qk) 

Jacobieva matrica data sa 

[~u au l Op Oq 
If k:; ,· 

b v ~v 
P=Pk' q=qk: . Op ćq 

Da bismo odredili elemente ove matrice uvedimo oznake 
. ~bi ~bi 
r-=- t t.=- (i=O,lt•••,n+l) 

1 <)p 1 C,q 

s.=r.-t. 1 1 1 1-ft <i= o, 1, ••• , n) • 

Diferenciranjem po p i q prethodno dokazanih rekurent-
n ih 
l 

relacija za k:oefJcijente bi, do bij amo 

~b. l ~b. 2 1- 1-
r.=-b. 1-p,...._.._-q-=-b· l-pr. 1-qri 2 

1 1- ~P op 1- 1- -
(3.6.5) 

i 
obi-l obi-2 

t.= -p-- -b. 2 -q --=-pt. l- b. 2- qt. 2 
1 Clq 1- ~q 1- 1- l-

(:~.6.6) 

gde je i= 2, ••• ,n+l. Ako od jednakosti (3.6.5) oduzmemo jed

nakost (3.6.6) u kojoj je indeks i zamenjen sa i+l, dobijamo 

(i= 2, ••• , n) • 

Kako je b0 = ~=O i b2=a
0

t imamo r
0
=r1 =r2 =o, t

0
= 

t 1 = t 2= O, s
0

= s 1 = O, ato zajedno sa (3.6.7) daje 

~bi+l ~bi 
Si=ri-ti+l=O, tj.-=- (i=O,l, ••• ,n). 

~q op 
Kako je na osnovu prethodnog 

. rn J 
-(b +qr 1) n n-
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iterativni proces (3.6.4) postaje 

[

pk•l] [pkl [-(bn+qrn-l)bn+l- rn(an-qbn)l · 

qk•l" qk- ~ qrnbn•l• •nnC"n- qbn) P=Pk,q•qk' 

gde je D= qr~ - (bn + qr n-l )rn+l • 

Naravno, iterativni proces dobijen na ovaj način egzi
stira ako je D~ o. Red konvergencije je dva, s obzirom da se 
koristi metod Newton-Kantoroviča. 

Jedna opAtmja klasa metoda Bairstowljevog tipa razma
trana je u radu [31]. 

Kao i Newton-Hornerov metod, tako i Bairstowljev metod 
se vrlo često koristi u primenama~ 

5.3.7. )(et.odi za simultano odred,jivanje korena algebarskih 

jednačina 

U novije vreme razradjeni su metodi za simultano(isto
vremeno) odredjivanje avih korena algebarske jednačine 

n n-1 
p ( z) = z + a1 z + ••• + an-l z + an = O , 

gde su ai(i= l, ••• ,n), u op6tem slučaju, kompleksni koefici
jenti. 

Pretpostavimo da su koreni z1 , ••• , zn algebarske jedn·a
čine (3.7.1) medjusobno različiti i neka su njihove .priblUne 
vrednosti u k-tom iterativnom koraku z.(k} ( k=l, ••• , n). S ob-

. 1 
zirom da je zi= zi (k)+ Azi(k) (k= 1, ••• ,n), gde su Azi (k) 
odgovarajuće greške pojedinih korena, va~i identičnost 

n 

n(z -(zi(k}+ Azi(k))) = P(z), 
i= l 

odakle, razvijanjem u red po stepenima od Azi(k), eleduje 

T 

l 
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ri (z- zi(k)) - L /)Zi (k) ( n (z- zm(k)) \ 
l=l l Jll:;l J 

m# i 

+I Azi (k)Azj(k)( n (z- zm(k))\- ••• = P(z) • 
l,J m=l '} 

m,l i, j 

Pretpostavljajući da su gre~ke .6zi(k) dovoljno male po 

modulu, na levoj strani u poelednjej jednakosti možemo uzeti 

samo prva dva člana. Ako u tako dobijenoj jednakosti stavimo 

redom z= zi(k) (i= l, ••• ,n) dobijamo 

~(zi (k)) 
.6 zi (k) = - -n-:-----------n (zi (k)- zm(k)) 

m=l 
m,li 

(i= l, •.• , n) • 

Na ovaj način dolazimo do simultanog iterativnog proce-

(i = l , ••• , n ; k= O ,l , ••• ) • 

Ako đefiniiemo polinom n-tog stepena Qk pomoću 

n 

Qk(z) = n (z- zm(k)) ' 
ID= l 

tada se (3. 7. 2) može predstavi ti .u obliku 

P( zi (k)) · 
AZ· {k) = - ---=-- (i= l, •.• , n) • 

1 Qk(zi(k)) 

Primetimo da Qk(z)+P(z), kada zi(k)-+zi(i =l, ••• ,n)• U novo 
uvedenoj notaciji, itere.tivni proces (:5.7.3) postaje 

P(zi{k)) 
zi(k+l) = zi(k)- (i=l, ••• ,n;k=O,l, ••• ). 

Qk(zi (k)) 

Itere.tivni proces (3.7.4) ima kvadratnu konvergenciju. 

Naime, on je ekvivalentan metodu Newton-Kantoroviča, primen,je
nog na rešavanje sistema nelinearnih jednačina, lcoji predst.w-· 
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ljaju Vieteove formule (,.1.2) za polinom (,.7.1). 

Ako uvedemo oznake 

Fl al z1 (k) 

....... 
f'(z) .. 

F2 
' ~= 

-a2 
t(k) = 

z2(k) 
. . . 
Fn (-l)n-la n z (k) n 

tada se sistem jeđnačina (,.1.2) mo!epredstaviti u obliku 

a odgovarajući metod Newton-Kantoroviča u obliku 

z(k+l) =tek>- .[(z ck» cl e tek)+ it> (k= o ,l' ••• ) , 

gđe je rct(k)) matrica inverzna Jacobievoj matrici W(F(1(k))). 

Nije te§ko pokazati da se (,.7.5) svodi na (3.7.4). 

•atematičkom inđUk:cijom se može pokazati sledeći rezul
tat ( [32] ) •. 

Teorema ,.7.1. Ako je 

d= min lz1- ZJ·j 
i~j 

gđe je 

i 

d (l+g) l/ (n-l} - l 
~ = :?(l+q)l/(n-1)_ 1 

(O..C::q<l}, 

metod (3.7.4} konvergira, pri čemu je, za svako k~N, 

(i= l, ••• , n). 

Jedna od mogućnih modifikacija metoda za simultano 9d
redjivanje nula polinoma, koja zahteva manje memori.i.skog pro~
tora kod realizacije na digitalnim računskim ma§inama je vari
janta poput Gauss-Seidelovog metoda 

zi (k+l) .. zi (k)-
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Primedbe 3. 7 .1. U radu [33] razmatran je metod za simultano 
odredjivanje r(~ n) nula polinoma (3.7.1). 

Primenom metoda za ubrzavanje konvergencije iterativ
nih procesa(teorema 2.4.3 iz odeljka 3.2.4) na proces (3.7.4) 
dobija se simul tani metod trećeg reda ( \:_34] ) 

z.(k+l)= z.(k)- •. fl-
l l l\ ~

n e. ) 
-~ ... ·~J.......,,....... z, (k)-z .(k) 

J= l J 

(i=l, ••• ,n), 

j.,li 

-gde je 
P(zi(k)) 

e.= 
l Qk(zk(k)) 

(i= l, ••• , n) • 

Primer 3.7.1. Posmatrajmo sada polinom sa kompleksnim koefici

jentima 

P(z)= z5- (3.2+3.9i)z4- (13.83-1.6li)z3+ (9.83+29.99i)z
2 

- (3.63+14.79i)z+ (29.43+49.09i) 

čije su tečne nule 
z1 = 1.7+l.li, z2= 4.5+2i, z,= -3, z4= -i, z5= l.Bi. 

polazeći sa približnim vrednostima nula 

z1 (o)= l+i, z2(o)= 4+2.5i, z3 (o)= -2+0.5i, 

z4 (o)= 0.5-l.li, z5 (o)= -0.2+2.2i 

i koriićenjem :formula (3.7 .6) dobijamo 

z1 (1) = 1.86594010 +. i1.16539200' 

z2 (1) = 4.48809503 + i1.97590059, 

z
3

(1) = -3.13623734 i0.25103344, 

z4 (1) = -0.09598915 i1.07210234' 

z5 (1) = 0.07819136 + i2.08184318, 

z
1

(2) = 1.70313403 + i1.09663271, 

z 2 c2> = 4.50008890 + i1.99997626, 

z
3

(2) = -2.99977371 i0.00297130, 

z4 (2) = -0.00219258 i1.00216835, 

z5 (2) = -0.00125665 + i1.80853067, 
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z1 (3) = 1.69999987 + i1.09999987, 
z2(3) = 4.50000000 + i2.oooobooo, 

z 3(3) = -2.99999999 - iO.OOOOOOOO, 
z4 (3) = .;.0.00000003 - i1.00000000, 
z 5(3) = 0.00000014 + i1.80000000, 

z1 (4) = 1.69999999 + i1.10000000, 
z2 (4) = 4.50000000 + i1.99999999, 
z 3(4) = -3.00000000 - iO.OOOOOOOO, 

z4(4) = -0.00000000 - i0.99999999, 
z 5C4) = -0.00000000 + i1.80000000. 

Na osnovu dobijenih rezultata zaključujemo da su sve nu

le datog polinoma odredjene sa tačnošću 10-8 , iz četiri iterativ

na koraka. 

U radu [35] razmatran je iterativni, proces tregeg reda 

P(z. (k)) 
zi(k+l)=z~k)-------------~~~-n--------------

p'(zi(k))- P(zi(k)) L(zi(k)-zlk))-1 

j=l 
j# 

(i=l, ••• ,n). 

O metodima za simultano nalaženje nula polinoma,pojavio 
se u poslednje vreme veliki broj radova. Neki od tih radova ci

tirani su u spisku literature na kraju ove glave. 

l 
l 
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6.1. OPŠTI PROBLEM APROKSIMACIJE FUNKCIJA 

6.1.1. Uvod 

Problemima zamene jedne funkcije f, definisane na izve
snom skupu X, drugom funkcijom ~ bavi se posebna oblast nume
ričke matematike-teorija aproksimacija. 

Neka funkcija i , koju nazivamo aproksimacionom funkci
jom, zavisi od n+l parametara a

0
,a1 , ••• ,an' tj. 

Problem aproksimacija funkcije t, funkcijom p svodi se na odre
djivanje parametara ai. ii po nekom kriterijumu. u zavisnosti 
od izabranog kriterijuma razlikujemo razne vrste aproksimacija. 

U našem izlaganju uvek ćemo pretpostavljati da je f: [a,b) 
... R.-

6.1.2. Tipovi aproksimacionih funkcija 

Jedan od osnovnih problema u teoriji aproksimacija pred
stavlja izbor opšteg oblika za funkciju~. U ovom odeljku nave
šćemo nekoliko standardnih oblika, koji se najčešće koriste u 
praksi. 

u principu sve aproksimacione funkcije mogu se podeliti 
na linearne i nelinearne aproksimacione funkcije. 

Opšti oblik linearne aproksimacione funkcije je 

(1.2.1) 

pri čemu sistem funkcija\~k~ ispun~ava ·odredjene osobine. Ovde 
se pojam linearne funkcije odnosi na linearnost po parametrima 
ai(i • 0,1, ••• ,n). 

269 
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U specijalnom slučaju, kada je ~it(x) • xk(k • 0 11, ••• ,n), 
tj. 

govorimo o aproksimaciji algebarskim polinomima. 

U slučaju, kada je { cpk1• { l,cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ••• } 
govorimo o aproksimaciji trigonometrijskim polinomima(ili o tri
gonometrijskoj .aproksimaciji). 

Ako se uzme 

gde je m fiksiran prirodan broj, imamo tzv. spline aproksimaci
ju. 

Od nelinearnih aproksimacionih funkcija, navešćemo samo 
dve: 

1° Eksponencijalna aproksimaciona funkcija 

gde je n• 2r. 

2° Racionalna aproksimaciona funkcija 

gde je n • r+s+2. 

6.1.3. Kritrijumi za aproksimaciju 

U ovoj glavi razmatraćemo najva~nije vrate aproksimaci-
ja koje se sreću u primenams. Tako ćemo razmotriti 

1° lnterpolaciju, 

2° ~rednje-kvadratnu aproksimaciju, 

'

o 14' . • 1n1-max aproks1maciju. 

T 
l 
l 
l 
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Neka je funkcija f data na segmentu (a,b]skupom paro

va (xk,tk) (kE O,l, ••• ,n), gde je fk= f(xk). Ako je za apro
ksimaciju :funkcije t :funkcijom~. kriterijum za izbor para
metara a

0
,a1 , ••• ,~ dat sistemom jednačina 

(k= O,l, ••• ,n) 

im!llllo tzv. problem interpolaćije :funkcije. Funkciju~, u ovom 
slučaju, naziv.mo interpolacionom :funkcijom, a tačke xk(k= o, 
l, ••• ,n) interpolacionim čvorovima. · 

Pr9blem interpolacije molebiti znatno slobniji od 
pomenutog. Jedari opAtiJi problem se. j·avlja kada eu pored vred ... 
nosti funkcije t u interpolacionim čvorovima poznate i vredno
sti njenih izvođe. 

lnterpolacionim problemima bi6e posvećeno poslavlje 6.2. 

Aprokeimacij• 2° i ,o spadaju u grupu tzv. najboljih 
aproksimacija. Kod ovih aproksimacija kriterijum za određji
vanje parametara aprokeimacione funkcije se svodi na mlnliD1-
zaciju norme greAke. Ovim problemima poeve6eno je poglavlje 
6.3. 



6.2. INTERPOLACIJA FUNKCIJA 

6.2.1. čebi!evljevi sistemi 

Reka je funkcija f data svojim vrednostima fk= f(xk) u 

tačkama xk(xk~ [a,b))(k= O,l, ••• ,n). Posmatrajmo linearnu in
terpolaciju funkcije r, tj. interpolaciju funkcijom (1.2.1). 
U tom slučaju sistem jednačina (1.,.1) se svodi na sistem li-

ne~ih jednačina po parametrima ai (i= O, l, ••• , n) 

8 ocf>o (~) + 8 lpl (xk) + · · · + 8 ncpn (xk) = fk (k=O,l, ••• ,n), 

~j. 

+o<xo) tfl(xo) ... «fn(xo) a o fo 

(2.1.1) 
to(xl) ~(xl) ~n(xl) al fl 

• 
• 

• • 
• 

'io (xn) fl (xn) ~n(xn) an fn 

Da bi navedeni interpolacioni problem imao jedinstveno 
reAenje potrebno je da matrica sistema (2.1.1) bude regularna. 

Primer. 2.1.1. Neka je <P
0 

(x) • l i <1?1 (x) • x
2 

i X= [-l ,l]. Odgo
varajuća matrica sistema (2.1.1), u ovom slučaju, je 

Interpolacioni problem 

(a) ima jedinstveno rdenje ako je \x0 ' ~ \x1\ ; 

272 
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(b) ima beskonačno mnogo rešenja ako je x
0 

= -x1 i 

f(x
0

) = f(x1 ) ; 

(e) nema rešenje ako je x
0 

= -x1 i f(x
0

) l. f(x1 ). 

Neka su interpolacioni čvorovi takvi da je 

Razmotrićemo uslove pod kojima je matrica sistema (2.1.1) re

gularna. Uslov da je sistem funkcija {fk} linearno nezavisan 

je potreban, ali ne i dovoljan, što pokazuje sledeći primer: 

Primer 2.1.1. Sistem funkcija {1, sinxl ,je linearno nezavisan, 

ali J.e za x
0 

+ x1 =1l., 

l sinx1 

Iz osobina determinanata sleduje da sistemu funkcija 
{Pk1 treba nametnuti takve uslove, pod kojima ne postoji li
nearna kombinacija 

a0~0 (x) + a1~1 (x) + ••• + anin(x) 

koja ima n+ l različi tih nula na [a·, b) • Sistemi funkcija sa 
ovom: osobinom nazivaju se Cebi!evljevi sistemi( skraćeno T
sistemi). O T-sistemima postoji izvanredna monografija [l]. 

Teorema 2.1.1. Ako su funkcije ~k: [a,b] -+R(k= 0,1, .•. ,n) n+l 
puta diferencijabilne i ako je za svako k= O,l, ••• ,n Wronsky
eva determinanta Wk različita od nule, tj. 

~o (x} ~l (x) ~k (x} 

~~ (x} <P]. (x} ~k(x) 

'" o' 
f~k)(x} <Pf k)(x} p~k)(x) 

sistem funkcija{~k} je Čebi!evljev sistem. · 
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6.2.2. Lagrangeova interpolacija 

Neka je funkcija r data svojim vrednostima rk= f(xk) u 

tačkama xk(k=O,l, ••• ,n). Ne umanjujući opštost pretpostavimo 

da je 

•(2.2.1) 

Ako tačke xk uzmemo za interpolacione čvorove i stavimo 

cPk(x) = xk(k=O,l, ••• ,n). imamo problem interpolacije funkcije f 
' ' 

algebarskim polinomom. Označimo ovaj polinom sa Pn, tj. 

a+ a ·x+···+axn. o l · n 

Teorema 2.2.1. Polinom Pn je jedinstven i može se predstaviti 

u obliku 
n 

(2.2.2) Pn(x) = I r(-xk) ~(x) t 

k=o 

gde je 

~(x) = 
(x-x

0
) ... (x-xk_1 )(x-xk+l) ... (x-xn) 

(xk-xo) ... (xk-xk-l)(xk-xk+l) .. · (xk-xn) 

Dokaz. S obzirom da je determinanta matrice sistema 

(2.1.1), u posmatranom slučaju, Vandermondeova, tj. 

l 

xn 
o 

= n (x. -x.), 
]. J 

i?j 

r 
l 

l 
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i s obzirom na pretpostavku (2.2.1), zaključujemo da je polinom 

P n· jedinstven. 

Da bismo dokazali formulu (2.2.2) dovoljno je primetiti 

sledeće: 

1° Svi polinomi ~ su ne višeg stepena od n, tj. deg(~) 

a.n za svako k; 

2° ~(x1 ) = d'ik (<\k - Kroneoker ova delta); 

3° Pn(xk) = t(xk) za svako k; 

4-
0 

deg(Pn) 'n • 

Formula (2.2~2) nazi:va se Lagrange ova interpolaoiona 

formula, a polinom P n Lagrange ov interpolacioni polinom. 

Definisanjem polinoma (U pomoću 

(2.2.3) 

polinomi ~ se mogu predstaviti u kondenzovanijem obliku 

~(x) = W~x~ (k= 0,1, ••• ,n). 
(x- xk) W' (xk) 

Primer 2.2.1~ Za skup podataka 

xk -l o 2 3 

f(xk ) -l 2 lO 35 

Lagrange o~ interpolaoioni polinom je 

P
3
(x) = (-l) ~x-O~~x-2~~x-~~ + 2 ~x+1Hx-2Hx-~~ 

(-1-0) ( -1-2 )(-1- 3) ( 0+1) ( 0-2) (0-3) 

+lO ~x+lHx-OHx-~2 +35 ~x+1Hx-02(x-22 
.(2+1) (2-0) (2-3) (3 +l )(3...;0) (3-2) ' 

l 

ll 
l 
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5 ' 4 2 tj • r, (X) ::: 3 X - 3x + 2 • 

Sledeća teorema daje ocenu greške kod Lagrange ove inter

polacije. 

Teorema 2.2.2. Neka fE.Cn+l(a,b] i xiEta,b1(i=O_,l, ••• ,n). Tada 

postoji ~E. (a, b) takvo da. se greška Lagrange ovog interpolacio

nog polinoma može predstaviti u obliku 

(2.2.4) 

Dokaz. Posmatrajmo pomoćnu funkciju F, definisanu sa 

(2.2.5) F(x) = f(x) - Pn(x) - KntU(x), 

koja se anulira u tačka.ma x
0

,x1 , ••• ,xn. Neka je x proizvoljna 

tačka iz (a,b] i takva da je x~xi (i=O,l, ••• ,n). Odredićemo 

konstantu Kn u (2.2.5) tako da se F(x) anulira i u tački i. 

S obzirom da je x~xi (i:.0 1l, ••• ,n), ovakva vrednost za Kn 

postoji. Naime, 

r(i)- Pn(i) 

WCx) 

Kako funkcija F na [a,b] ima bar (n+2) različite n~l.e, 

to na osnovu Rolle ove teoreme sukcesivno zaključujemo da u (a, b 

F' (x) ima bar (n+l) različitih nula, 

F(n+l)(x) ima bar jednu nulu. 

Neka je '5E::.(a,b) nula funkcije F(n+l) •. Tada iZ .(2.2.5) 

sleduje 

odakle je 
K .. f(n+l)(S_) 

n (n+l)l 

T 
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Na osnovu prethodnog zaključujemo da je 

(n+l) ()-) 
R (f;i) = f ~ W(i) • 

n (n+l)! 

Kako je i proizvoljna tačka iz (a, b] , dokaz teoreme je 

završen. 

Primer 2.2.2. Neka je x ~ P
5

(x) Lagrange ov interpolacioni po

linom formiran na osnovu vrednosti funkcije x""" sin x· u tačkama 

xk =rc k (k=O,l,2,3 9 4,5). Tada je 

. . ( ) -sinS ( ~ )( 21L)( ,2g)(- 4fL')( 2E) s~nx-P5x = 6! xx-10 x-10 x-10 x-10 x-10' 

gde j e o "' "; ~ ~ • 

Neka je f\ = max lf(k)(x)\ (kE. N). 

x~a, ~ 

Teorema 2.2.3. Neka fE.Cn+l[a,b], xk-xk_1=h = const (k=l, ••• ,n), 

x
0 

= a, xn= b. Tada je 

(2.2.6) 

Dokaz. Ako stavimo x=x0 +~h (pE.[O,n1) imamo 

W(x) .. ;<P - 1) . ·. (p - n)hn+l. 

Kako funkcija p.,. li'n(p) = IP<P- l) ... (p- n)j na segmentu.[p,n] 

dostiže maksimalnu vrednost kada p E. (0,1) (ili p €. (n-l,n) ) važi .. ,. ''.''',, 

max F (p)~ max lP (p-l)\· max \(p-2) · · · (p-n)\ -<. l. n! , 
n 4 

pE(o,n] p~(o,l) r>~(o,l) 

odakle neposredno sleduje tvrdjenje teoreme. 

u specijalnom slučaju za n= 2 i n= 3, mogu se dobiti 
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tačnije granice za grešku Rn(f;x), nego što je (2.2.6), s obzi

rom da je 

max 

Pf:~,2) 

:i,. . max F3(p) = h4 • 

pf:[o,31 

Dakle, imamo 

\ R:x(f;x)\ L.. h
4 

M4 • 
/ = 24 . 

-

Primer 2.2.3. Odredićemo sada sa kojom tačnošću se može izraču-

nati vrednost -log 11. 5 korišćenj em , Lagrange ovog po linom a P 3 ako 

su poznate vrednosti 

.log 10 , log ll , l.og 12 , fog 13 • 

S obzirom da je M4 = max 1- ~~ - 6·10-4 , imamo 
XE[lo, 13) X -

. M 
\1ogl1.5- P' (ll.5}\ ~ 4f \(ll. 5-10)(11. 5-11)(~1.5-12)(11.5-1:5)J 

-5 "' 1.41•10 • 

Inače, za proizvoljno xE(lO,l') vali ocena 

Razmotrimo sađa problem optimalnog izbora interpolaci
onih čvorova kod interpolacije funkcija iz klase 

011.-= {t l fEo cn+l[-1,1] /\\f(n+l)(x}\4.~+1 ('•{xE: t-1,11>} ~ 
Naime, odredi6emo interpolacione čvorove x

0
,:;_, ••• ,xn tako da 

Yeličina 

(2.2.7) sup max l~(f;x)\ 
fE. CM xd-1,1] 

ima najmanju vrednost. Tađa je, na osnovu (2.2~4), 

(2.2.8} 
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Primetimo da u poslednjoj nejednakosti nastupa jednakost ako 
je f polinom 

M n+l n n-1 f.(x) = (n+l} 1 x + c0 x + c1 x + ••• + en, 

gđe su ci(i= O,l, ••• ,n) proizvoljni realni, koeficijenti. 

S obzirom da desna strana u nejednakosti (2.2.8) ne 
zavisi od f, to je 

sup max \1\t(f;x)\ ~ (n~l) 1 max \W(x)\ 
fE CM x~t-1, l) . · XE'C:-1, 11 

Problem koji smo postavili, očigledno se svodi na od
ređjivanje polinoma 

x ~ w (x) = ~x-x0 ) (x-x1) ••• (x-xn) , 

čije nule leže u [-l, 1] i za koji je max \W(x)\ minimalan. 
x€[-1, 11 

1-tdenje poslednjeg problema dao je CebUev (videti [21) 
i ono je 

W(x) = ~ Tn+ l (x) = ln cos [<n+l) arccos x ]• 
2 2 

Dakle, interpolacioni čvorovi pri kojima veličina 
(2.2.7) ima najmanju vrednost su nule Čebi~evljevog polinoma 
(n+l)-og stepena Tn+l' tj. 

(2.2.9) X = COS 2k+ l 1i: 
k 2(n+l) 

. (k= 0,1, ••• ,n). 

Interpolacije kod koje su interpolacioni čvorovi uze
ti kao u (2.2.9) naziva se Cebi!evljevom interpolacijom. 

Kada nije potreban op~ti izraz za interpolacioni poli
nom, već samo vrednost za neko konkretno x, koristi se Aitken
ova Aema, koja se sastoji u sukcesivnoj primeni sleđeći.h·izraza: 

Ak "' f(xk) ( k~o, 1 , ••. , n) ; 

Ak-l,k ., 
l Ak-l xk-1- x 

(k=l, ••• ,n); Xk:-Xk-1 Ak xk- x 
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A o,l, ••• ,n-l 

A 1, 2, ••• ,n 

pri ~emu je 

X -X 
o 

X -X n 

Primer 2.2.4. Odredićemo približno f(27) na osnovu sledećih poda-

taka 

X 14 17 31 35 

f(x) 68.7 64.0 44.0 39.1 

primenom Aitkenove sheme. 

Imamo redom 

l 
E:-

31-17 

l 
A2,3 :e: 35-31 

68.7 14-2'7 

64.0 17-27 

64.0 17-27 

44.0 31-27 

44.0 31-27 

39.1 35-27 

l 148.33 14-27 
A 

1::-~ 49.72 o,l, 2 31-27 

l 49.72 17-27 
A a::~ 1,2,3 48.90 35-27 

"' 
laj z ad~ 

:e: 48.33 , 

== 49.72 l 

a:: 48.90 ' 

49.39 l 

IC 49,26 o 

l 49.39 
f(27) ~ p3 ( 27) IC A 3 :e: o,l,2, 35-14 49.26 

14-27 
-= 4 9. 31 . 

35-27 

j 
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Primer 2.2.5. Na osnovu vrednosti funkcijex~f(x)= ex u tač
kama x

0
= 0.40 i x1 = 0.42, Aitkenovom šemom odredićemo vred

nost ove funkcije za x= 0.411. Odgovarajuće vrednosti funkci
je u datim tačkama uzećemo aa.pet značajnih cifara, tj. 

i fl= 1.5220. 

Imamo 
1.4918 -0.011 

A l 
o,l = 0.42-0.40 

1.5220 0.009 
~ 1.5084. 

U praksi ae često javlja zadatak odredjivanja vredno-

sti argumenta na osnovu zadate vrednosti funkcije. Ovaj zada

tak se rešava metodima inverzne interpolacije. 

Ako je data funkcija monotona, zadatak inverzne inter-

polacije najjednostavnije se·rešava medjusobnom zamenom vre

dnosti funkcije i argumenta, a zatim konstrukcijom interpo-

lacionog polinoma. 

Primer 2.2.6. Odredimo približno nulu funkcije f, čije su 

vrednosti date u primeru 2.2.1. Lagrangeov interpolacioni po

linom za funkciju y ~ r-1 (y) je 

P
3

(y)"' (-1 )· (y-2) (y-lOJ (y..:35) 

(-1-2)(-1-10)(-1-35) 
+ O· (y+l) (y-10) (y-35) 

(2+1}(2-10)(2-35) 

+ 2· (y+l) (y-2) (y-35) 

(10+1) (10-2) (10-35) 
+ 3· (y+l) (y-2) (y-10) 

(35+1) (35-2) 05-10) 

odakle, za y=O, dobijamo nulu funkcije f 

Primedba 2.2.1. U problemima inverzne interpolacije pogodno 

je koristiti se Aitkenovim metodom. 
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6.2.3. Newtonova interpelacija sa podeljenim razlikama 

Za funkciju r datu svojim vrednostima fk ii f(xk) u tač
kama ~(k= o, 1, ••• , n), definisaćemo najpre podeljena razlike. 

Definicija 2.3.1. Količnik 

f(x1)- f(x
0

) 

naziva se podeljena razlika prvog reda(funkcije f u tačkama 
x0 ,i x1) i označava sa (x0 ,x1;r]. 

Podeljena razlika reda r definiše se rekurzivno pomoću 

(2.3.1) 

pri čemu je [x;f] • f(x). 

Relacija (2.3.1) omogućava.konstrukciju tablice pode
ljenih razlika 

X o fo 
[x

0
,x1 ;r} 

xl fl [x
0
,x1 ,x2 ;r] 

rxl'x2;f) [xo,xl ,x2,x3;r1 
x2 !2 [xl'x2,x3;r) 

[x2,x3 ;f] 
x3 r, 

• 
• 

Može se pokazati da podeljena razlika reda r ima oso
binu linearnosti, tj. da je 

[xo,xl, ••• ,xr;clf'+c2g] .. cl[xo, ••• ,xr;:r] +c2[xo, ••• ,xr;g], 

gde su c1 i c2 proizvoljne konstante. 

Kako je, na osnovu def'inicije 2.3.1, 

indukcijom se lako pokazuje da važi formula 

i 
l 

l 
l 
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Matematičkom indukcijom se takodje može dokazati sle
deći rezultat: 

Teorema 2.3.1. Neka te cn[a,b] i neka je ispunjen uslov (2.2.1). 
Tada, za svako r ~n, vali formula 

1 tl tr-l r . . 

[x0 ,x11 ••• ,xr;f] • ) ) ••• ) f(r)(x
0 

+ )'(xi-xi_
1

)ti)dt
1
dt

2 
••• dtr. 

o o o t=t 
Primedba 2.3.1. Primenjujući teoremu o srednjoj vrednosti inte
grala, iz poslednje jednakosti sleduje 

l tl tr-l 

(x
0

,x11 ••• ,xr;f]• f(r)(~) ) ) ••• ) dt1dt2 ••• dtr 

o o o 

(a .e ts~ b). 

Uzimajući. u poslednjoj jednakosti da xi -+x
0
(i • l, ••• ,r) 

zaključujemo da 

(2 3 2) [ f] ~ l f(r)(x ) • • xo,xl, ••• ,xr; rr o • 

Izrazićemo sada vrednost funkcije f(xr) Cr=n) pomoću 
podeljenih razlika [x

0
, ... ,xi ;tJ. . (i .. 0,1, ••• ,r ). 

Za r•l, na osnovu definicije 2.3.1. im~o 

Slično je, za r•2, 

f(x2 ) • t(x1 ) + (x2-x1 ) [x11x2 ;t) 

• (t(x
0

) + (x1-x
0

) [x
0

,x1 1t1> + (x2-x1 X[x
0
,x1 ;.t] + 

+ (x2~\x0,x1 ,x2 ;f]), 
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f'(x2) • f'(x0 ) + (x2-x
0

) [x
0

,x1 ;t] + (x2-x
0

)(x2-x1) [x
0
,xl'x2 ;f] • 

U opštem sluča~u važi 

(2.~.3) !(xr) • f'(x0 ) + (xz..-x
0

) [x
0

,x1 ;r) + (xr-x
0

Xxr-x1)[XO,xl'x2;f] 

+ • • • + (xr-xo)(xr-xl). • • (~-xr-l) [xo,xl' • • .,xr;:r}. 

Korišćenjem podel~enih razlika može se konstruisati in
terpolacioni polinom za skup podataka (~,f'(xk)) ( k• o, .•• ,n). 
Naime, ova~ polinom ima oblik. 

Pn(x) • f'(x
0

) + (x-x
0

) [x
0

,x1 ;!] + (x-x
0

)(x-x1) [ x
0
,xl'x2;r) 

+ ••• + (x-x
0

)(x-x1) ••• (x-x~_1 ) (x
0
,xl' ••• ,~;f') 

i naziva se Newtonov interpolacioni polinom. 

Da bismo dokazali poalednju formulu dovoljno je primati
ti da je deg(Pn(x))~n i da ,je Pn(xr)•f(xr) (r•O,l, ••• ,n). 
Poslednje tvrdjen,je sleduje iz (2.~.~). 

S obzirom na jedinstvenost algebarskog interpolacionog 
polinoma zakl~učujemo da ,je Newtonov interpolacioni polinom 
ekvivalentan sa Lagrangeovim. Primetimo da konstrukcija New~ 
tonovog interpolacionog polinoma zahteva prethodno formiranje 
tablice podel,jenih razlika, što nije bio slučaj kod Lagrarige
ove interpolacije. S druge strane, kada hoćemo da smanjimo 
grešku u interpolaciji uvodjenjem novog interpolacionog čvo
ra, Newtonov polinom je znatno pogodniji od Lagrangeovog, jer 
ne zahteva ponavljanje celog računskog postupka. Naime, kod 
Newtonove interpolacije imamo 

Teorema 2.3.2. Ako funkcija f' ima konačne vrednosti u tačkama 
x

0
,x1, ••• ,xn,x' važi formula 

(2.~.4) Rn(x;f') • f'(x)- Pn(x)aW(x)[x0 ,x1 ~ ••• ,xn,x;!) , 
: \ ():-;..;_-.,, 
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Dokaz.$tavimo r•n+l i ~-x. Tada iz (2.3.3) sleduje 

f(x) • Pn(x) + (x-x
0

) ••• (x-xn)[x
0

,x1 , ••• ,xn1x;f], 

čime je dokaz završen. 

Primedba 2.3.2. Kako je na osnovu primedbe 2.3.1 

(a .l. t5.l.b), 

ostatak (2.3.4) se može svesti na Lagrangeov oblik. 

Primedba 2.3.3. Ako u Newtonovom interpolacionom polinomu Pn 
uzmemo da xi .,.x

0
(i= l, ••• ,n), na osnovu (2.3.2) zaključujemo 

da se on svodi na Taylorov polinom. 

Primer 2 1 ~ 1 1. Na osnovu vrednosti funkcije xl+chx 

k o l 2 3 

xk o. o 0.2 0.5 1.0 

~(xk) 1.0000000 1.0200668 1.1276260 1.5430806 

imamo sledeću tablicu podeljenih razlika 

k [xk,xk+l;f] [_xk,xk+l ,xk+2;f] [xk,xk+l'xk+2'xk+3;~ 

o 
0.1003338 

l 0.5163938 
0.3585307 0.0740795 

2 
0.8309093 0.59o4733 

3 

odakle je Newtonov interpolacioni polinom 

P3(x) • l. + O.l003338x + 0.5163938x(x-0.2) 

+ o.0740795x(x-0.2)(x-0.5) • 

Na primer, za X• 0.3, imamo 

Dobijeni rezultat je tačan na prve tri decimale. 
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6.2.4. Račun konačnih razlika 

U ranijem izlaganju(videti odeljak 1.;.1) koristili smo 
se operatorom konačne razlike, definisanog na skupu neprekidnih 
funkcija pomoću 

(2.4.1) · Af(x) .. f(x+h)- f(x) 

ili na skupu nizova pomoću 

AYk • yk+l- ;yk • 

(h • cons t > O), 

Ako se eksplicitno !eli istaći korak h, u definiciji 
(2.4.1), tada se u oznaci operatora u indeks1,1 piše h, tj. 6h. 

U odeljku 1.3.1 takodje smo videli kako se definiše ite
rirani operator, tj. stepen operatora·6. Naime, 

l::l.kf(x) • if-lf(x+h) - t:f-1f(x) 

l::l.0 f(x) • f(x). 

(kt,N), 

Na osnovu ove definicije, matematičkom indukcijom, lako 
se dokazuju formule 

k 

(2.4.2) k \' ik ' Af(x) • ~ {-1) (i)f(x+(k-i)h), 
1•0 

Pored operatora A, u numeričkoj. analizi, uvodi se još 
nekoliko standardnih operatora, koji se nazivaju operatori ko
načne razlike ili diferencni operatori. Sa ovim operatorima 
sprovodi se formalni račun, zasnovan na pravilima algebra i ana
lize i kao takav se često pokazuje kao elegantno sredstvo za 
formiranje raznih aproksimacionih formula. Ovaj račun se naziva 
račun konačnih razlika ili operatorski račun. Primenom ovog ra
čuna veoma jednostavno se dobijaju fo.rmule za interpolaciju u 
ekvidistantnim tačkama, formule za numeričko diferenciranje, 
formule za numeričku integraciju, itd. 
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Na skupu neprekidnih funkcija definisa6emo operatore: 

l 0 Ef(x) = f(x+h) 

2° b.f(x) = f(x+h)- f(x) 

3° 'Vf(x) = f(x) - f(x-h) 

4° df(x) = f(x+ ~)- f(x- ~) 

6° lf(x) = f(x) 

x+h 

7° Jf(x) = S f(t )dt 
X 

(operator pomeranja); 

(operator prednje razlike); 

(operator zadnje. razlike); 

(operator centralne razlike); 

(operator usrednjavanja); 

(identički operator); 

(operator integracije). 

Re skupu diferencijabilnih funkcija defini!imo i operator 

8° Df(x) = t' (x) (operator. diferenciranja). 

Reći ćemo da su dva operatora A i B jednaka ako je 

Af(x) = Bf(x) za svaku funkciju f za koju su operatori A i B 

definisani. 

Jedan od osnovnih problema ~oji se nameće je nalaženje 

veza izmedju pojedinih operatora. Pre nego što predjemo na re

šavanje ovog problema, ukazaćemo na neke opšte osobine. 

Sa L označimo skup prethodno definisanih operatora, tj. 

a) Svaki operator AE:L je linearan, tj. važi 

za svako realno ~l i ~2 i svako f i g iz domena definisanosti 
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operatora A. 

b) Za A, B Ci: L, važi komutativnost AB =BA, tj. 

A(Bf(x)) B(Af(x)). 

e) Ako operator A e L ima inverzni operator A-1, tada je 

-l -l AA = A A = 1. 

Primer 2.4.1. Dokažimo osobinu b), naprimer~ za operatore Ai E. 

Imamo 

b(Ef(x)) t\(f(x+h)) = 1"(x+2h)- f(x+h) = Ef(x+h)- Ef(x) 

= E(f(x+h) - f(x)) = E(A.f(x)). 

Primer 2.4. 2,. Neka je g(x) = Ef(x) = f(x+h). Tada je f(x) = g(x-h) 1 

tj. f(x) = E-1g(x). Dakle, operator E-l je pomerajući unazad. 

Ako definiŠellO zbir operatora C = A+ B, pomoću 

Cf(x) = (A+ B)f(x) = Af(x) + Bf(x) 9 

važe pravila 

A+B = B+A, 

A(B + C)= AB +AC, 

(A +B)+ C = A + (B + C) • 

Kako je itf(x) = E(it-1f(x)) = f(x +kh) (kEN), tj. kako 

iterirani operator it primenjen na f(x) daje f(x + kh), logično . 

se nameće definisanje stepena operatora za proizvoljni izložila 

sledećom jednakošću 

(p~ R). 

Predjimo sada na utvrdjivanje formalnih veza izmedju po~ 

jedinih operatora. 
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1. Kako je 

Af(x) = f(x +h) - f(x) = Ef(x) - lf(x) = (E- l )f(x), 

imamo 

b= E-l ili E = l+ A. 

Primenom binomne formule na desne strane u poslednjim jednakos-

tima dobijamo 

k 

. bk = (E-l)k .. :L(-l)i(n~-i 
l.=O 

k 

i ~=(l +A)k= L~)t 
i=o 

odakle formalno sleduju formule (2.4. 2) i (2.4. ') • 

2. Kako je 

važe jednakosti 

d f(x) = ~/2f(x) - E-l/2f(x) i ~ f(x) = ~ ( E112f(x) + E-l/2.1(x)), 

tj. 

tj. 

d = ~/2 _ E-1/2 i 

3. Važi 

x+h 

JDf(x) = J(f'(x)) = S f'(t)dt = f(x+h)- f(x) =Af(x), 

X 

Na osnovu prethodne jednakosti, zaključujemo da važi 
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4. V=l - E-l. 

5. tt= ErVr= Er/2gr. 

6. El/2= (l+ js2}1/2 • ~J', r= (l+ ić2)1/2 , 

1/2 
pri čemu operator (1 + io2 ) treba shvatiti kao operator čiji 

· r 11212 
je iterirani operator l (l+ lt2

) jednak l+ .f82 
., 

1. Za nala!enje veze izmedju E i D pretpostavimo da je 
' l ' . 

funkcija t proizvoljan broj puta dife'rencijabilna. Tada imamo 

2 
Bf(x) = t(x+h) = f(x) + ht'(x) + ~l t" (x) :+ ••• , 

tj. 
2 

Ef(x) = lf(x) + hDf(x) + ~ 1 D
2
f(x) + 

n2 2 =l (l+ hD + TI D + ••• ) t (X) 

"' ehDt(x) , 

odakle zaključujemo da va!i 

E =- ehD i 

9. 

lo. 

ll. 

Slično, 

ehD/2 _ e-hD/2 =2Bh~ 2 • 

~= l/2(E1/ 2 +E-l/2) =ch h:. 

E = (l -'V ) -l =l + \J + V+ 

(
.l + ..;.&2) l/2 =~ + };.(/- 2.$4 + 

4 8 . 128 

El/2 "' l + 2:_ \ + i t2 + 
2 o 80 
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6.2.5. Newtonove interpolacione formule 

Primenom računa konačnih razlika mogu se izvesti razli

čite interpolacione formule u ekvidistantnim čvorovima. U ovom 

odeljku daćemo semo Newtonova interpola~ione formule. 

Neka je funkcija f data na (a,b] parovima vrednosti 

(xk,fk), .gd~ ·je f'k"" f'(xk) i xko::x0 + kh (ko::O,ll•••,n). 

Za dati skup podataka mož.e se formirati tablica konač

nih razlika. Na sl.2.5.1 data je tablica formirana primenom ope

ratora A. 

xl 

Neka je 

imamo 

Sl.2 .5.1 

x-x
0 x"' x

0 
+ ph (O~ p~ n) , tj. p= -- • Kako je 

h 

+ R (f;x) , n • 
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tj. 

n 

f(x
0 

+ph) = L (i) t::.k f
0 

+ Rn(f;x), 
k=O 

gde je estatak Rn a Rn(f;x), s obzirom na jedinstvenost alge
barskih polinoma, isti kao kod Lagrange ove interpolacione for
mul~, tj. 

hn+l . (n l) 
R:a(f;x) = Cn+l)l p(p-l) ••• (p-n).r + C'S), 

gde je~ tačka iz intervala (x
0

,xn). 

Polinem 

dobije:a. na ovaj način, naziva se prvi Newton ov i:aterpolacioni 
polinom. Primetimo da se ovaj polinom aože definisati i rekur
zivno pomoću 

(k=l, ••• ,n), 

polazeći od P
0
(x)=f

0
• 

Pelinom (2.5.2) se može predstaviti i u razvijenom 
obliku 

... 
tj. 

2 Af
0 

IS. f
0 = fo + h(x-xo) + 21h2(x-xo)(x-xl) + • .. 

r:flr 
+ nlh~(x-xo)(x-xl) ••• (x-xn-1). 

Prvi Newton ov interpolacioni polinom se koristi u slu
čajevima kada se interpolacija ~zvodi na početku intervala, tj. 



u okolini tačke x
0

• Ako,se koristi 
nje vrednosti funkvije r za x <. x0 , 

polaciji funkcije. 
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za pribli~no izračunava

ka~emo da se radi o ekstra-

FOrmirajmo sada tablicu konačnih razlika, koristeći se 

operatorom ~(sl. 2.5.2). 

~-' 

Sl. 2.5.2 

x-x 
Reka je x= xn+ ph ( O ~-p~n), tj. p=~ • Kako je 

EP = Cl- v>-P = +I <-l>k ( -:)vk 
k=O 

dobijamo 

Za f(x_+ph) često se koristi oznaka f • -n n+p 
Koriste6i se razlikama zaključno sa redom n, na osnovu 

poslednje jednakosti dobijamo drugu Newtonovu interpolacionu 

formulu 

Pn{x)"' fn + pvfn + ~Jrn + • •. + p(p+l). ~i (p+n-l,l Vnfn' 
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tj. 

pri čemu se ostatak mo!e izraziti u obliku 

hn+l ( l) 
~(:f;x) = (n+l)! p(p+l). • • (p+n):f n+ (~) 

Primer 2.5.1. Nadjimo prvi i drugi B.ewtonov interpolacioni po
l-inom za skup podataka t (xk, :fk)} ={<-l,-3), (O, -5), (l, 1),, ( 2, 21)} • 

Na osnovu tablice, :formirane pomoću operatora A, 

xk :fk 

-l ~ 
o -5 

l l 

2 21 

t:.:fk 

0 
6 

20 

l:l2r 
k 

® 
14 

tlr k 

nalazimo prvi Newtonov interpolacioni pelinom 

p
3 

(x) == -3 + ( -2) (x+l) + ~(x+l) (x-O) + fr<x:t-1) (x-O) (x-l) 

= x3 + 4x2+ x- 5. 

Primetmmo da su zaokruženi elementi u tablici kori~ćeni za kon
strukciju ovog polinoma. 

S obzirom da je 

zaključujemo da nije potrebno formirati tablicu pomoću operatora 
~ , jer je identična ea prethodno dobijenom tablicom, u kojoj 
treba samo izvr§iti pomeranje indeksa. Drugi Newtonov interpo

lacioni pelinom ima oblik 

14 6 P3 (x) = 21 + 20 (x-2) + T(x-2) (x-l) + ,.-r(x-2) (x-l) (x-O) • 
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Na kraju proučimo keko se slučajn~ greška u vrednosti 
funkcije u nekom od interpolacionih čvorova menif'estuje u tab

lici konačnih rezlika •. Neke je, ne·primer, umesto vrednosti fk 
uzeta vrednost f'k + f,. Tablice dobijena primenom operatore 
đata je na sl.2.5.3. 

~k-4 f'k-4 

xk-3 f'k-3 
A:f'k-4 

xk-2 tk-2 
Af'k-3 

xk-1· f'. A4f'k-3-4E. k-l 
i}r, -3E. 

f'k+€ 
k-Z A4f' ' +6f. xk 

' 
k-2 

f'k+l 
~ f'k-1 +3E. 4 

xk+l ts fk-l-4E. 

xk+2 f'k+2 

xk+3 f'k+3 
t.f'k+2 2 . 

IS. fk+2 

xk+4 f'.k+4 
t.f'k+3 

Na osnovu ove tablice, možemo zaključiti da greška ko
ja se pojavila u vrednosti f'k čini pogrešnim razlike 

t.fk-1' t.fk ' 
2 

li. fk-2' 
2 

ts. fk-1' 
2 

l$. fk' 

3 
tl fk-3' ' li fk-2' 

3 
tl f'k-1 ' ' tJ. fk' itd. 

Stavile, greške u razlici Lflrk-m+i (i= O,l, ••• ,m) je (i)C-l)i€. 

Znajući ovaj zakon rasprostiranja greške u tablici konač
nih razlika mogućno je, u nekim slučajevima, naći izvor greške, 
a samim tim i otkloniti ovu grešku(videti [']). 

Sa numeričkog stanovišta Newtonovi interpolacioni polino
mi nisu naročito pogodni, pa se u praksi koriste uglavnom inter
polacioni polinomi sa centralnim razlikama. 
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6.2,6. Interpolacione formule sa centralnim razlikama 

U ovom odeljku razmotrićemo jednu opštu klasu interpo
lacionih formula, koja kao partikularne slučajeve sadrži New
tonove interpolacione formule. 

Neka je funkcija f tabelirana na skupu tačaka 

gde je m fiksiran prirodan broj i h=const :>o. Sa fk označimo 
vrednost funkcije u tački xk = x

0 
+kh(k = o, ::t:l, ••• , ±m). 

Tablicu koja sadrži sve mogućne razlike(diference) fun
kcije. f na skupu Gm nazivaćemo centralnom tablicom razlika(di
ferenci), Tako na skupu G

3 
imamo centralnu tablicu prednjih 

razlika 

x_3 f_3 
h.f_3 

x_2 f_2 A2f 
t:.f_2 -3 ;f 

f_l o.2f -3 t::.4f x_l 
Af_1 

-2 tlf -3 ~f 
fo A2f -2 A4f -3 [}.6f 

X o 
t.fo -l {).3f -2 ~f-2 -3 

f t}f -l D.4f xl l Af1 
o tlf -l 

f2 ir o 
x2 

llf2 
l 

x3 f3 

81.2.6.1 

ili centralnu tablicu centralnih razlika 

x_3 f_3 
~f-5/2 

x_2 f_2 J2f 
8!_3/2 

-2 
83

f-3/2 4 
x_l f_l ć2f 

Ćf_l/2 -l 3 s f l 
s5f_l/2 

fo 82f o f-1/2 4 - &6f X o 
Ćfl/2 o 83 8 fo Ć5fl/2 o 

fl o2f fl/2 4 
xl 

df3/2 
. l 3 o fl 

x2 f2 02f J f3/2 

or5/2 
2 

x3 f'3 
81.2.6.2 
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Imajući u vi~u jednakosti 

t:Ft:"!! ~ vr~fk. Vrfk+r' , tlfk"' ~~/2fk = <f'fk+~/2 (r=l ,2, ••• ), 

vidimo da se iz tablice prednjih razlika lako dolazi do tablice 
zadnjih razlika, ili tablice centralnih razlika, prostim pome
ranjem indeksa. 

Ako uvedemo smenu X=X0 +ph i stavimo fp~f(x), prva New
tonova interpolaciona formula (2.5.1) se može predstaviti u ob
liku 

(2.6.1) 

a pomoću operatora centralne razlike u obliku 

fP .. fo + (i)ćfl/2 + (~)&2fl + (~)o3f3/2 + • • • • 

Posmatrajmo opšti član (~)Aqf0 u formuli (2.6.1). Medju

sobnim množenjem jednakosti 

(~) =(~:i) - (q~l) i 

dobijamo 

(~) Aqfk+l- (~)~qfk 
tj. 

(2.6.2) 

Poslednjoj jednakosti može' se pridružiti dijagram, 

koji se naziva romboidni dijagram. Smisao ovog pridruživanja 
je da se kretanjem od krajnjeg levog do krajnjeg desnog teme
na romba po bilo kojoj grani(gornjoj ili donjo,j) uz usputno 
"težinsko" sabiranje veličina na koje nailazimo dobija isti 
rezultat. Član koji uzimamo u zbir formiramo na sledeći način: 
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Ako krećući se po grani romboidnog dijagrama naidjemo na di
ferencudolazeći po uzlaznoj(sil~znoj) putanji, tada tu dife
rencu množimo binomnim koeficijentom koji se nalazi ispod 
(iznad) te putanje •. Tako putanji 

qf (p+l) 
/~k~ q+l 

/ .. (~) dl+lflc 

odgovara zbir (~) ~qfk + (~:i) §+1rk • 

Od opisanih rombova mogućno je sastaviti rom.boidnu mre
žu(sl.2.6.3). 

osim uzlaznih i silaznih putanja mogu se formirati i 
horizontalne putanje, na primer, 

l , 'Af 
L> o , (~) , ' !J. f_l , 

Ako se krećemo po takvoj putanji član koji se uzima u zbir jed
nak je proizvodu odgovarajućeg člana na koji se naidje na puta
nji i aritmetičke sredine članova iznad i ispod njega. Tako ze 
prethodno navedenu putanju imamo zbir 

Svakoj putanji u r~mboidnoj mre!i odgovara jedna inter
polaciona formula. Prvoj Newtonovoj formuli odgovara putanja 

(2.6.3) 

Sa numeričkog stanovUta, za interpolaciju funkcije u 
tački x, pogodne su interpolacione formule koje koriste infor
maciju o vrednostima funkcije u interpolacionim čvorovima koji 
se nalaze, kako ispred, tako i iza vrednosti x, Ato nije bio 
slučaj sa Newtonovim formulama. 

u dajlem tekstu dajemo pregled važnijih interpolacionih 

formula: 
1° Prva Jewtonovova interpolaciona formula odgovara puta~ 

nji (2.6.3) i data je pomoću (2.6.1). 
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Sl. 2.6. 3 
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2° Druga Newtonova interpolaciona formula odgovara pu-
tanji 

i data je pomoću 

Primetimo da je ovde drugi .Newtonov polinom konstruisan u tač
ki x

0
, a ne u xn kao u odeljku 6.2.5. 

'} 0 PrVa Gaussove interpolaciona formula odgovara putanji 

2 '} 4 
f o ' llf o ' t; f-l ' t; f-l ' o f -2 ' ••• 

i data je pomoću 

f = f + (P)Af + (P) ~::,.2f + (P.+1) t.'f + (p+l) 6.4r + p Q l o 2 -l '} -l 4 -2 . . . . 
4° Druga Gaussove interpolaciona formula odgovara puta• 

nji 

i može se predstaviti u obliku 

5° stirlingova interpolaciona formula odgovara putanji 

(P) 2 (p+l) 4 fo, l ' ts.f_l, '} ' tsf_2, 

i shodno ran~je datim pravilima može se predstaviti u. obliku 

Primetimo da se Stirlingova formula dobija kao aritmetička sre
dina prve i druge Gaussove interpolacione formule. 

6° Besselova interpolaciona formula odgovara ~orizon
talnoj putanji 

l, Af
0

, (~) , t:.'r_1 , (P: l), ... 
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i ima oblik 

Na sl. 2.6.4 navedene su putanje ovih interpolacionih 

f'ormila. 

l b.4 

Sl. 2.6 .4 

Druga Newtonova formula 

Prva Newtonova formula 

Prva Gaussove formula 

Druga Gaussove formula 

Besselova formula 

Stirlingova formula 

Za interpolaciju funkcija najčešće se koriste Stirling
ova i Besselova formula. Stirlingova formula se koristi kada " 

je \P\ ~0.25, a Besselova kada .:le 0;.25 ~IPI ~ 0.75. 

6.2.7. Rermiteova interpolacije 

U ovom odeljku obradićemo jedan opštiji interpolacioni 

problem. Naime, neka su za. funkciju f: [a,~~R u interpolacio-

nim čvorovima x.(i=O,l, ••• ,m) poznate sledeće vrednosti: 
~ 

(k.-1) 
f(xi)' f'(xi)' ••• , f l (xi) (i= O,l, ••• ,m). 
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Neka je broj podataka o funkciji f jednak n+l, tj. 

n+l = k
0 

+ k1 + ·. · +km • Broj ki se nazi.va. višestrukost interpo

la.cionog čvora. xi. 

Posmatraćemo sada samo interpolaciju algebarskim polino

mima, koja je poznata kao Hermite ova interpelacija. S obzirom 

na broj datih podataka o funkciji f, Hermfte ov interpolacioni 

polinom, u opštem slučaju, biće 

Koeficijente ai(i=O,l, ••• ,n) odredjujemo rešavanjem sis

tema linearnih jednačina 

(2.7.1) (i=O,l, ••• ,m; j=O,l, ••• ,ki-1). 

Teorema 2.7.1. Sistem jednačina (2.7.1) ima jedinstveno rešenje. 

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdjenja dovoljno je pokazati da 

homogeni sistem jedna~ina 

(2.7.2) 

ima samo trivijalno rešenje ai=O (i=O,l, ••• ,n), tj. Hn(x) =o. 
U posmatranom slučaju, iz (2.7.2) sleduje da je xi nula 

polinoma H višestrukosti najmanje k., što znači da zbir više-n ~ 

strukosti svih nula polinoma Hn nije manji od n+l(=k
0

+k1 + .. ·+km). 

Kako je, medjutim, Hn pr)linom stepena n, zaključujemo da on mora 

biti identički.jednak nuli, čime je dokaz završen. 

S obzirom da rešavanje sistema linearnih jeđnačina (2.7.1) 

može biti vrlo komplikovano, to se za konstrukciju Hermiteovog 

interpolacionog polinoma najčešće koristi jedan metod zasnovan 
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na primani Lagrange ove interpolacije, koji uključuje uslove 

(2.7.1). Na osnovu prethodne teoreme pelinom koji se na ovaj 

način dobija predstavlja Hermite ov interpolacioni polinom. 

Ilustrovaćemo ovaj metod na jednom primeru. 

Primer 2. 7 .1. N$-djimo Hermite ov interpolacioni pelinom za funk

ciju f čije su vrednosti date u tabeli 

X o l 2 

f(x) -l l 9 
--

f' (x) -l 3 

f"(x) lO 

Kako je dato šest podataka, interpolacioni polinom, u op

štern slučaju, biće petog stepena. Potražimo ga u obliku 

gde je P2 Lagrangeov interpblacioni pelinom formiran na osnovu 

vrednosti funkcije f u tačkruna x.='O, x=l, x=2, tj. 

= (-l)· (x-l)(x-2) + l· (x-O)(x-2) + 3 . (x-o)(x-1) 
co-1) e o-2) c1-o) c1-2 > c2-o Y<2-l > 

3x2 - x - l 

a H2 za sada nepoznat polinom ne višeg stepena od dva. Diferen

ciranjem (2.7.3) dobijamo 

H§Cx) = 6x-l + (3x2-6x +2) H2(x) +x(x-l)(x-2)H2Cx), 



i 
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odakle, s obzirom na H5(0) = f' (O)= -l i H5(1) = f' (l)= 3, sleduje 

H2 (o) =O i H2 (1) = 2. 

Kako je, dalje, 

i H5(0) = f 11 (0) = 10 dobijamo H2(0) = 1. 

Primenimo sada isti postupak na odredjivanje polinoma H2 , 

na osnovu podataka 

Dakle , imamo 

gde je 

P (x) =O· x- 1 + 2·~ = 2x. 
l 0-1 1-0 

Ako stavimo x =O u jednakost Hi (x) = 2 + (2x- l)a nalazimo 

a= l. Tada je H2 (x) = x2 
+X i 

H
5

(x) = x5- 2x4 - x3 + 5x2 - x - l. 

Sledeća teorema daje oct;!nu greške kod Hermite ove inter-

polacije. 

Teorema 2.1.2. Neka fE.Cn+l[a,b] i xiE.[a,b] (i:O,l, ... ,m). Tada 

postoji ~E(a,b) takvo da je 

(2.7.4) Rn(f;x) 
f(n+l)(~) ,., 

..\L. (x)' 
(n+l)l n 

gde je 
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Dokaz. Slično kao u dokazu teoreme 2.2.2, uvedimo pomoć-

nu funkciju F sa 

Neka je x proizvoljna tačka iz [a,b] i takva da se ne po

klapa ni sa jednim od interpolacionih čvorova .xi(i=O,l, ••• ,m). 

Pomoćna funkcija Fima nule u tačkama x
0

,x1 , ••• ,xm, čiji je 

red višestrukosti najmanje k0 ,k1 , ••• ,km respektivno. Konstantu Kn 

odredićemo iz uslova da funkcija F ima nulu i u tački x. Ovakva 

konstanta egzistira, s obzirom da je Jln(x) ~ o, i iznosi 

(2.7.5) 

Na osnovu Rolle ove teoreme, izvod F' ima bar m nula koje 

se nalaze izmedju nula funkcije F. S druge strane, funkcija F' 

ima nule u tačkama x
0

,x1 , ••• ,xm, čiji je red višestrukosti naj

manje k0-l,k1-l, ••• ,km-l respektivno. Dakle, broj nula funkcije 

F' na [a,b] je najmanje n+l ( =(k
0
-l)+(k1-l)+ ... +(km-l)+m ), pri 

čemu se višestruka nula uzima onoliko puta koliki je njen red 

višestrukosti. 

Kako je H~n+l)(x) =O i .n~n+l)(x) = (n+l)!, iz F(n+l)(~)= o 
sleduje 

(n+l)! 

što zajedno sa (2.7.5) daje 

S obzirom da je x proizvoljna tačka iz [a,b], dokaz teore

me je završen. 

• 



• 
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f(2m+2)(§) 2 R (f ;x) ;., - - W(x) 1 
n (2m+2)! 

gde je~ definisano pomoću (2.2.3). U ovom slučaju Hermiteov 

interpolacioni pelinom može se izraziti eksplicitno pomoću 

m m 

Hn(x) = ,Lui(x)f(xi) + Ivi(x)f'(xi), 
~=O ~=O 

gde su 

. 2 
(1- 2L~(x~ )(x-x.)) L. (x) , .... .... . ~ ~ 

W(x) 

6,2.8. Progyeva interpelacija 

Neka je funkcija f data na skupu ekvidistant.nih tačaka 

~arovillla vrednosti { (xk,fk)} k ... O,l, ••• ,2n-l • Kako je :x:k- xk-1 • 

h. const(k. l,, •• , 2n-l), smenom x • x
0 

+ kh, dati skup podataka 

llložemo zameniti skupom {Ck,fk)} k=O,l, ••• ,2n-l • 

Postavimo interpolacioni problem 

(2,8.1) (k• O,l, ••• ,2n-l), 

sa 
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gde je ~ rešenje linearne diferencne jednačine reda n sa kon
stantnim koeficijentima 

(2.8.2) \fl(k+n) + an \f(k+n-1) + •• • + a2 \f(k+l) + a1lfJ(k) = o. 

S obzirom na (2.8.1)', iz (2.8.2) za k • 0,1, ••• ,n-l sle
du~e sistem jednačina 

(2.8.3) 

foal + fla2 + • • • + fn~lan •- fn' 

Ako je determinanta 

• • • " o' 

rešavanjem sistema jednačina (2.8.3) nalazimo koefioijent.e ai 
(i= 1, ••• ,n) i na taj način dobijamo diferencnu jednačinu (2.8.2). 
Odredjivanjem korena r 1 ,r2 , ••• ,rn karakteristične jednačine 

n n•l · r + anr + • • • + a~ + a1 • O, 

nalazimo partikularna rešenja diferencne jednačine 'fl1 , V'2, ••• , 'Pn 
(videti odeljak 1.3.1). Ovim se pos~avljeni interpolacioni pro
blem svodi na linearan problem. Naime, konstante Cl'c2 ~···•Cn 
se mogu odrediti, na primer, iz sistema linearnih jednačina 

(2.8.4) 

Najzad, i~aju6i u vidu smenu x=x
0

+kh, dobijamo interpo
lacionu funkciju 

· · (:x:-x ) ( x-:x:· ) ( :x:-x \D (x-x ) 
<P (x) • 'P T • 0L \f 1 ~ + 02 ~2 ~) + • • • + 0n 1 n ~ 
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kojom je interpoliran skup podataka {(~,:rk)} ka 0,1, ••• ,2n-l • 
Ovakva interpolacija nosi naziv Pronyeva(eksponencijalna) in
terpolacija([4]). Problemi vezani za egzistenciju interpola
cione funkcije izlaze iz okvira ove knjige. 

Jedan interesantan prilaz u odredjivanju funkcije ~ dat 
je u (5]. 

Primer 2.8.1. Za skup podataka 

k o l 2 3 4 5 6 7 

xk o 0.5 l 1.5 2 2.5 3 3.5 

.tk 8 2 4 o -3 -5 -7.75.-10.375 

sistem jednaHna (2.8.3) postaje 

Ba1 + 2a2 + 4a3 + oa4 • 3, 

2~ + 4a2 + oa3 • 3a4 • 5, 

4a1 + Oa2 - 3a3 - 5a4 • 7.75, 

oa1 - 3a2 - 5a3 - 7. 75a1"' 10. 375 , 

odakle je a1 • a3 • 0.25, a 2 • O, a4 = -1.5. Kako se karakteristi
čna j ednačina 

r 4 - 1.5r3 + o.25r2 + 0.25 .. o, 

može predstaviti ~ obliku 

(r-1)2(r2 + 0.5r + 0.25) • O 

imamo r 1 • r 2 • 1, r
3

, 4 = ~(-1 ±i\/;) pa je 

~ ~ ~ ~) .r(k)"' cl+ C2k + 2 (C3cos T + C4sin T . 

Najzad, iz (2.8.4) sleduje 

~ 18 l§ ~ 
cl • W ' c2 '"' - ..."- ' c3 • 49 ' c4 • - 49'/;· 

pa je tražena interpolaci~na funkcija data sa 

<P<x)• 'f(2x)• ~(94-63x+4l-x(cos ~-~sin~))·. 
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6.3.1. Oa•ovai pojmovi 

Neka je funkcija f:[a 9b] ... R data skupom parova vred.ne
sti (xj,fj) (j ... O,l, ••• ,a), gde je fj = f(xj). Razaotrićeao 
problem aproksimacije funkcije f, linearnom aproksimacionom l 

funkcijoa(videti odeljak 6.1.2) 

n 

cp(x) • cp(x;ao, ••• ,an) = 1 aicPi(x), 
1=0 

pri čeau je m>~. Postupajući kao kod interpolacije, u ovom 
•lučaju, dolazimo do tzv. preodredjenog sistema jednačina 

(j .. O,l, ••• ,m), 

koji, .u opštem slučaju, nema rešenje, tj. sve jednačine sis
tema (3.1.1) ne mogu biti istovremeno zadovoljene. 

Ako d.efinišemo dn pomoću 

moguće je tražiti "rešenje" sistema (3.1.1) takvo da je 

gde je 

*) Za m • n iaaao interpolaciju. 

309 
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(r ~1). 

JedDakost (~.1.~) daje kriterijum za odredjivanje para
metara a

0
,a1 , ••• ,an u aproksimacionoj funkciji <P. Veličinu 

ll s; ll r ' keja uvek egzistira, nazivuo nličinom najbolje apro
kai•acije u ff • Optimalne vrednosti paruetara a1 • ii (i • o, 
1, ••• ,a) u smislu (~.1.~) daju aajbelju lr aproksi•acionu fun
kciju 
\ n 

cp*(x) = I: ii <[>i (x). 
~=O 

Najčešće se, u praksi, uzima: 

m 

1° r•l, \16nlb = L \8D(xj>\. ( najbolja l 1 aprok-

J=O 

si•acija); · 

(Čebiševljeva 

mini-max aproksimacija). 

Analogno prethodnom,_može se razmatrati problem n~jbo
lje aproksimacije funkcije f u prostoru Lr(a,b). Ovde je 

i 

\\~nl\oo = max \Sn(x)l. 
·~~b 

Uveijenjem težinske funkcije p: .(a, b]-+ R+ može se razma-
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trati opštiji slučaj srednje-kvadratnih aproksimacija, pri 
čemu su odgovarajuće norme za diskretan i kontinualan slu
čaj date sa 

i 

respekti VB.o. 

Primer 3.1.1. Funkciju x ~ f(x) = xl/3 aproksimirajmo funkci
jom xl-+~ (x) = a

0 
+ a1 x u prostoru 

l 0 L l (O, l) ; 2° L 2 (O, l) ; 3 ° L 00 (O , l) • 

Ov4e je cf 1 (x) • xl/3- a
0

- a
1

x (O~ x ~l). 

1° Najbolju L1 (o,l) aproksimaciju dobijamo minimizaoi
jom norme 

l 

s \xl/3- •o- alx! dx • 
o 

aS 
i --1. = - x, optimalne vrednosti parameta

aal 

ra a
0 

i a1 odredjujemo iz sistema.jednačina 

l 

S sgn 81 (x)dx =o, 
o 

(:~.1.6) l 

S xsgn Ć1 (x)dx =o. 
o 

S obzirom da se može uzeti da Ć1 menja znak na [0,1] u tačkama 
x1 i x2(videti e1.3.1.1), to me sistem jednačina (3.1.6) svodi 
na •istea 
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odakle sleduje 

Dakle, problem odredjivanja najbolje L
1

(0,l) aproksimaci

je se svodi na interpolacioni problem, tj. na odredjivanje inter

polacionog polinoma ~* koji zadovoljava uslove 

~*(1/4)= f{l/4)=11 i ~*(3/4)=f(3/4)=11 

Prema tome, imamo. 

2 3 l 3 
~*(x) = -(13 -l)x + 3"'::(3-13) "'0.55720x+0.49066. 

314 214 

o l X o 

Sl. 3,1.1 Sl. 3.1.2 

2° Neka je 

Tada iz uslova 

ili aa o 

l 

-2 /(x1 / 3-a
0
-a1x)dx 

o 

l 

o, 

-2 fx(x1 / 3-a
0
-a1x)dx=O, 

o 

X 

l., 
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sleduje 

tj • a
0 

= a
0 

= ., , a1 • i 1 = i\ . Dakle, naj bolj a srednje-kvadratna 

aproksimacija je data sa 

<P* (x) =' + i\ X ~ 0.42857 + 0.64286 X o 

3° Za odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije ieko
ristićemo sledeći prost geometrijski postupak. Kroz krajnje ta
čke krive y • f(x) • xl/3 (O ~x ~l) postavimo sečicu, a zatim 
taD8entu krive koja je paralelna ea ovom eečicom (videti sl. 
3.1.2). Odgovarajuće jednačine ovih pravih su redom 

m i Y•Yt =X +---g-· 

Nije teško zaključiti da je tražena najbolja mini-max aproksima
cija data sa 

<P*(X) • ~(y8 +Yt) =X+ tj ~X+ 0.19245, 

pri čemu je veličina najbolje aproksimacije llć;\\ 
00 

= ~. Prime

tima da je 

U skladu ea prethodaim mo~emo tretirati opšti slučaj 
aproksimacija u norairanim prostorima. Na prime~, neka je X 
Banach ov prostor ea normom ll • \1. U prostoru X uočimo sistem 
line am• nezavisnih elemenata B • { </> 

0
, <f>1 , ••• , <Pn\ i pomoću 

njih obrazujae podprostor Xn • L(B)(lineal nad B). Za fiksno 
f E. X posmatrajmo veličinu 

A.(f ,cf>) • \\f- 4'11, 
n 

gde~E.:X:n' tj. 4> • \' cicpi (ci ER). Neka je,, dalje, 
~ 



314 6. INTERPOLACIJA I APROKSIMACIJA 

An~.f) • ~i:in A(f,<P). 

Element <P"" E Xn za koji je Au(f) • \\f- <1>*11 nazivamo elementom 
najbolje aproksimacija za f u podprostoru Xn, a veličinu An(f) 
veličinom najbolje aproksimacija. 

6,3,2, Srednje-kvadratna aproksimacija 

U ovom odeljku razmatraćemo problem srednje-kvadratne 
aproksimacija· funkcije .t: ta, b)~ R pomoću linearne aproksima
cione funkcije 

n 

cp(x) = :b, ai~i (x), 

gde je {~it sistem linearno nezavisnih funkcija iz prostora 

L2(a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomoću 

b 

(f ,g) • S p~x).f'(x)g(x)dx 
a 

gde je p: fa, b]..,. R+ data težinska funkcija, 

Koristeći se oznakama i rezultatima iz prethodnog odelj
ka, za dobijanje najbolje srednje-kvadratne aproksimacija za f, 
zaključujemo da je potrebno minimizi~ati normu (;,1.5) po para
metrima ai (i • 0,1, ••• ,n). 

Ako stavimo I(a0 ,al''""'an) =llđ'n11 2 .. (O'n,J'n),. tada iz 

b n 
()~ • 2 sp(x)(f(x)- )ai«Pi(x))(-<Jj(x))dx=O (j•O,l, ... ,n) 

a Go 
sleduje sistem jednačina za odredjivanje aproksimacionih para
metara 

(j= O,l, ••• ,n). 

Ovaj sistem se može predstaviti i u matričnom obliku 

T 
l 

l 

l 
l 
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(rf>o,cpo) (cp l ,cf?o) (<}>n,<fo) .e.o (f,~o) 

(<to'~l) (cl>l'4'1) <<Pn,cpl) e. l (!'fl) 
(3.2.1) . = • • . . 

• . 
(~o,cfin) (<Pl' pn) (~n' Pn) e. n (f,~n) 

Matrica ovog sistema je posznata kao Gramova matrica. Može se 
pokazati da je ova matrice. regularna ako je sistem funkcije. 
{~i1 linearno nezavisan, što znači de. u tom slučaju postoji 
jedinstveno rešenje datog e.proksime.cionog problema. 

Sistem jednačine. (3.2.1) se može jednostavno rešiti 
ako je sistem funkcija{<Pi1 ortogone.le.n. Naime, tada matrice. 
ovog sistema postaje dijagonalne. pe. su rešenje. sisteme. data 
se. 

(i= 0,1, ••• ,n). 

Pokažimo sada de. pri ovako izabranim parametrima ai 
(i • 0,1, ••• ,n) funkcija I, zaista dostiže minimum. Naime, ka
ko je 

a2r 2 ~ 
ClaJ'~ak "" 2(<}k,q,j) = 211<Pk\l 0kj ' 

gde je skj Kroneckerova delta, imamo 

n 

d
2

I • 2 L llcf?kll
2
dai > o., 

l.•O 

što dokazuje pomenuto tvrdjenje. 

Dakle, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija !unkci6e 
t na podprostoru Xn • L(<}>

0
,<Pl' ••• , !Pn), gde je {<ili} ortogone.lan 

sistem funkcije., data je se. 

;[!t ~ (!,<h) 
':f' (x) .. .L 2 q,i (x) • 

l.•O ~cP i \l 
Jedna važne. klase. srednje-kvadratnih aproksimacija je 

aproksimacija algebarskim polinomima. U tom slučaju ortogonal-



316 6. INTERPOLACIJA I APROKSIMACIJA 

nu bazu podprostora ~ konstruišemo Gram-Schmidtovim postup
kom ortogonalizacije, polazeći, na primer, od prirodne baze 
\l,x,x2, ••• ,xn\ ( videti odeljak: 2.1.4). 

Primer 3.2.1. Za funkciju x~f(x)•\x\ na segmentu~l,l] odredi
mo u skupu polinoma ne višeg stepena od trećeg najbolju srednje
kvadratnu aproksimaciju sa težinskom funkcijom x~p(x)=(l-x2)3/~ 

Sistem ortogonalnih polinoma sa ovom težinskom funkcijom 
konstruisan je u primeru 1.4.l(odeljak: 2.1.4) 1 pri čemu je 

4>
0
(x) •l, 4i1 (x) = x, 4i2 (x) • x2 -~, cli3 (x) .. x3 -ix 

i 

Kako je 

(f,4i
0

) • ~ , (f,!P1 ) • o, (f,~2 ) =ir, (f,!P3 ) .. o, 
na osnovu (3.2.2) dobijamo 

16 
a .. -' 

o 151t 
što znači da je tražena aproksimacija data sa 

J._!t( ) 16 128( 2 l) 2 'i-' X •- + - X -b e! 0.14551309 + 1.1641047x o 

151t 35:1t 

Primetimo da je ova funkcija takodje najbolja aproksimacija i 
u skupu polinoma ne višeg stepena od dva. 

Primedba 3.2.1. Za veličinu najbolje srednje-kvadratne aprok
simacija lako se može dokazati formula 

gde su koeficijenti ai(i30,l, ••• ,n) odredjeni formulom (3.2.2). 

Primer 3.2.2. U skupu polinoma ne višeg stepena od prvog, naj

bolja srednje-kvadratna aproksimacija za funkciju xt-+sin:x: na 
segmentu [o, '1r/2) sa težinom p(x) ::r1 l je 
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ct(x) • ~(81t'- 24) + ~(96- 24.n')x. 
1L 11:7 

Ukoliko se za težinsku funkciju uzme p(x) .. x dobija se 

6,3,3, Ekonomizacija stepenih redova· 

Kao ~to je napomenuto u odeljku 1.3.2 za izračunavanje 
vrednosti funkcija vrlo često se koriste polinomski razvoji, 
Na primer, ako funkcija t na segmentu [-1,1) ima razvoj 

:t(x) • •o + al x + a2x2 + • • • ' 

tada se za izračunav~e vrednosti ove funkcije na segmentu 
[-1,1] može, sa odredjenom tačno~ću, koristiti polinom 

Postupak ekQnomizacije stepenih redova, koji poti~e od 
LaDczosa, sastoji se u anilav~u stepena polinoma (3.3.1) uz 
neznatno poveć~e gre~ke, a izvodi se vrlo jednostavno uz ko
ri~ćenje ortogonalnih polinoma. Najčešće se koriste Čebiševlje
vi i Legendreovi polinomi. 

Razmotrićemo ekonomizaciju pomoću Čebiševljevih polinoma 
Tk(k • 0 1 1 1 ••• ), Kako su 

T
0

(x) • l, T1 (x) • x, T2 (x)· .. 2x2-1, T
3
(x) • 4x3- 3x, 

T4 (x) = 8x4 - 8x2 + 1 1 T!5(x) • 16x5- 20x3 + 5x, 

T6(x) • 32x6 - 48x4 + 18x2 - 1, T?(x) • 64x? -112x5 + 56~- ?x, 

itd., mogućno je izraziti alge barske stepene xk(k = 0,1, ••• ) po
moću Čebiševljevih polinoma na sledeći način 

l ·T
0 

t :x: • T1 , ~ .. ~(T0+T2), x3•t(3T1 +T3 ) t 

x4 = l(3T
0

+4T2+ T4 ), x5,. !b(lOT
1 

+ 5T3 + T5), 
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:x:6 • ~(lOT0 + 15T2+ 6T4 + T6 ), x? .. ~(~5T1 +21T~ +?T5+ T?), 

itd. Pomoću ovih formula polinom (~.~.1) se može predstaviti 
u obliku 

(~.~.2) 

Označimo sa ~m skup svih algebarskih polinoma ne v~seg 
stepena od m. Uzimajući samo prvih m+l(m ~n) članova u razvoju 
(~.~.2) dobijamo polinom 

(~.~-~) ~(x) .• c0 T
0 

+ c1T1 + ••• + cmTm, 

koji predsbavlja aproksimaciju za·Pn u skupu~· 
S obzirom da Čebiševljevi polinomi zadovoljavaju nejed

nakost \Tk(x)\ ~l (\xl ~l), za grešku aproksimacija važi 

(lx\ 41). 

Navedeni postupak aproksimacija naziva se Lanczosova 
ekonomizacija. Sledeća teorema daje odgovor na pitanje o kak
voj se aproksimaciji radi. 

Teorema 3.3.1. Polinom Qmt odredjen sa (~.~-~) predstavlja u 
skupu ~m najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju sa težine
kom tunkcijom p(:x:) = (l-x2f 112 za polinom Pn na segmentu [-1,1). 

Dokaz. Ako stavimo - l l 
(t ,g) • S (l-x2)- ~f(x)g(x)d~, 

-l 

na osnovu (~.~.2), vidimo da za koeficijente u razvoju (~.~.~) 
važi 

(k= 0,1, ••• ,m), 

odakle, uporedjivanjem sa (~.2.2), sleduje tvrdjenje teoreme. 

Na osnovu dokazane teoreme zaključujemo da je 

min 
pe; P m 

l. l l l 
S (l-x2) 2(P n(x)-p(:x:) )2dx = S (l-x2) 2(Pn(x)-Qm (x) )2dx. 

-1 -1 

U daljem tekstu navodimo dva primera. 

r 
l 
l 

l 
l 
l 
l 
l 
l 
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Primer 3.3.1. Postupkom ekonomizacije aproksimirajmo x~x6(1~'1) 
pomoću polinoma ne višeg stepena od dva. Kako je x6 • ~(lOT0 + 

15T2 + 6T& + T6 ), odsecanjem poslednja dva člana dobijamo polinom 

Q2(x) • ~ + ~(2x2 -l) • ~x2 - ~,pri čemu je apsolutna greška 

manja od ~,tj. važi l x6 - Q2(x)\ ~ ~ ( lx\~1). 

Na osnovu razvoja po Legenđreovim polinomima(srednje
kvadratna aproksimacija sa težinom p(x). 1), dobija se slede
ća aproksimacija 

6 l 10 2. 2 2 
X rv '7po + ~p2 • 7X. - rr ( \x\ ~l) 

sa apsolutnom greškom ne većom od ~ • Primetimo da je u ovom 
slučaju učinjena veća greška, jer je!>~. U primeru 3.5.2 
(odel~ak 6.3.5) videćemo da postoji polinom drugog stepena za 
koji je OTa greika još me.nJa, tačnije :načeno najmanja. 

Primer 3.'3.2. Posmatrajmo aproksimaciju funkcije x~ex Taylor

ovim polinomom petog stepena, tj. 

12 l~ 14 l 5 
ex'il>6 P5(x) .. l+x+ 2x +br'+ ~x + rm5x • 

Za grešku ove aproksimacija, na segmentu [-1,1] važi ocena 

eQx~l6 e 
\E

5
(x)\•\ex-P5(x)\= 726 <72n<0.0038, 

s obzirom da Q€ (0,1). Razvojem polinoma P5 po Čebiševljevim 
polinomima dobijamo 

P5(x) • iTo+ !§~Tl + ij.T2' + izrT3+ ~T4 + ~T5 ' 
odakle, odsecanjem poalednja dva člana, sleduje· 

Q
3
(x). 

3
h(382 + 383 x + 208x

2 
+ 6B:x:3) ,. 

pri čemu za ukupnu grešku aproksimacija važi 

Primedba 3.3.1. Ako bismo funkciju x...,ex na segmentu [-1 ,l) di
rektno aproksimirali srednje-kvadratnom aproksimacijom sa te
žinom p(x). (1-x2)-l/~ polinomom trećeg stepena dobili bismo 
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e"~ 1.266066 T
0 

+ 1.13031BT1 + 0.2?1495 T2 + 0.04433? T3 

• 0.994591 + 0.99?30?x + 0.542990x
2 + 0.1??348~, 

tj. 

gde su ~ modifikovana Besselove funkcije prve vrste(videti, 

nJlr primer, [2] ) • 

6.3.4. Diskretna srednje-kvadratna aproksimacija 

U prethodnim odeljcima proučavali smo problem najbolje 
aproksimacije funkcija u prostoru L2(a,b). Sada 6emo razmatrati 
jedan partikularni slu~aj problema, sa kojim smo započeli uvod
ni odeljak 6.3.1. Naime, neka je funkcija :r: (a,b].,.R data na 
skupu parova vrednosti {Cxj,:rj)}j.O,l, ••• ,m, gde je :rj•:r(:x:j). 
Razmotri6emo problem najbolje aproksimacije ove funkcije, line-
arnom aproksimacionom funkcijom 

n 

~ (x) • 6 ai cp i (x) (n< m), 

u smislu minimizacije norme (3.1.4), gde je p:(a,b)~R+ data 
težinska funkcija i 0

0 
definisano pomo6u (3.1.2). 

Ako uvedemo matričnu notaciju 

fto(xo) fl (xo) ••• ~n(xo) fo a o 

io<xl) tl(xl) fn(xl) :rl al 

X .. ' 't. 
.. 

• . ' a .. • ,,t 
• . • 
• . • 

fo(~) ~l(~) 4in(~) :rm an 



6.3. PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMACIJA 321 

P·diag(p(x
0

),p(:x:1 ), ••• ,p(~)), ~ -1- X:, 
kvadrat norme, definisane pomoću (3.1.4), se može predstaviti 
u obliku 

\ (' 2 12 ~ (\ 2 (-~-.,T .... 
\oni\ • \ISn\ 2 • j;t, p(:x:j)on(xj) = PV,v,. v PV • 

Na osnovu 

(i= 0,1, ••• ,n) 

m 
Lp(:x:j)bn(xj)~i(xj) • O (i=O,l, ••• ,n) 
J•O 

za odredjivallje parametara ai (i= 0,1, ••• ,n). Shodno uvedenim 
oznakama, poslednji sistem jednačina se može predstaviti u mat
ričnom obliku 

tj. 
(3.4.1) 

Primetimo da se normalni sistem jednačina (3.4.1) dobija 
iz preodredjenog sistema jednačina (3.1.1), predstavljenog u 
ma~ičnom obliku 

xt -1, 
jednostavnim množenjem matricom XTP sa leve strane. 

Dijagonalna matrica P, koja se naziva težinskom matricom, 
ima smisao takav da se vrednosti~a funkcije fj sa većom tačnoš
ću dodeljuju veće težine p(xj). Cesto se, medjutim, uzima da je 
P jedinična matrica reda m+l. U tom slučaju (3.4.1) se svodi na 

Vektor traženih koeficijenata a odredjujemo iz (3•4.1), 
odnosno (3.4.2). Na primer, iz (3.4.1) sleduje 

fl. (xTx)-1xT7. 
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U slučaju da je sistem bazisnih funkcija izabran kao 

ii(x). xi(i. o, l, ••• ,n) imamo 

l X o ••• 
n 

X... 

x. l xl xn 
l . 

• . 
l 

n 
~ ~ 

Posmatrani slučaj diskretne srednje-kvadratne aproksima
cije vrlo često se naziva metod najmanjih kvadrata. 

Primer 3.4.1. Metodom najmanjih kvadrata nadjimo parametre a0 i 
a
1 

u aproksimacionoj funkciji cp(x) • a
0
+a1x za sledeći skup par-

ova (xj 1 r j) : 

{(1.1,2.5),(1.9,3.2),(4.2,4.5),(6.1,6.0)}. 

Uzmimo da je težinska matrica P jednaka jediničnoj matrici. 

Množenjem preodredjenog sistema jednačina 

matricom XT • [ 
1 1 

1.1 1.9 
l 

4.2 

normalnog sistema jednačina 

6~1 ] sa leve strane dolazimo de 

[ 1:.~ ~:::7 J [ ::] . [:::~l 
-13.3 ]·[ 16.2]. [1.?9?4591 J 

4 64.33 0.6??4559 

Dakle, i (x) il 1.?9? + 0.6??x ~ 

Primer 3.4.2. Neka su rezultati merenja veličina x i r dati u 
tabeli 
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X 

f 

Za aproksimaciju funkcije f pretpostavimo aproksimacionu funk

ciju u obliku 'f'(x). ao +l alx • Tada uvodjenjem smene 'f(x)., ;pf:xy, 
metbdom najmanjih kvadrata nalazimo p (x) 51 0.46Bx·~ 1.843, odakle 
je 

'f(x) • ----=-1 __ • 
0.468x- 1.843 

Primedba 3.4.1. Sistem funkcija \.4>1} mogućno je ortogonalizirati 
Gram-Schmidtovim postupkom, tako je matrica normalnog sistema 
jedna~ina dijagonalna. 

6.3.5. Čebiševljeva mini-max aproksimacija 

U ovom odeljku daćemo osnovne rezultate koji se odnose 
:na mini-max aproksimaciju funkcije :(E. e [a, b) alge barskim poli
nomima. Dobar deo ovih rezultata može se preneti i na opštije 
tipove aproksimacionih funkcija. 

Sa Pn označimo skup svih algebarskih polinoma ne višeg 
stepena od n. Pred nama se postavlja problem odredjivanja poli
noma Pn= P~(e:.Pn), koji minimizira normu \\f-Pnlloo , koju često 
nazivamo uniformnom normom. Naime, treba rešiti sledeći mini
max problem 

min ( max \f(x)-Pn(x)\) = max \f(x)-F*(x)\ 
P E (i) a4.x~b a-'..,."b n n "'n = ,...... 

Teorema 3.5.1(Weierstrass). Ako f6 e [a, b1, tada za svako e)' O 

postoji prirodan broj n i polinom PnE ~n takav da je, za svako 
xe. (a, b1, 

\f(x)-Pn(x)\!.,€. 

Teorema 3.5.2. Polinom P~ je najbolja mini-max aproksimacija za 
fE. e [a, b) u skupu Pn ako i samo ako na (a, b} postoje n+2 tačke 
x0 ,x1 , ••• ,xn+l(x0 <:: x1 <: ••• <xn+l)' takve da je 
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(3.5.1) S~cxk) .. - S~cxk+l) = :1: Uo:\\00 , 

pri čemu je b:(x) = f(x)- P~(x). 
Dokaz egzistencije i jedinstvenosti polinoma P~ može se 

nacl., na primer, u [6). Koristeći se teoremom 3.5.1, može se 

dokazati da \\S~\\ 00 -. o, kada n ..::t+ oo. 

Ako za neki polinom n-tog stepena postoje n+2 tačke sa 

svojstvom (3.5.1) kažemo da ima Čebiševljevu alternansu za f. 
Ako je €k = (-l)k+l, sv-ojstvo (3.5.1) se može izraziti u obliku 

(3.5.2) s:cxo) + €ko:(xk) =o (k= l, ••• ,n+l). 

Primer 3.5.1. Neka je x~f(x) = xn+l( \x\~1) i neka je 

bn(x) = xn+l - Pn(x), 

n 

gde je Pn(x) = I ai xi. Kako iz uslova Tn+l (x) =cos t<n+l)arccosx) 

l.=O 
k.1t =:1:1, sleduje xk=-cosn+l (k=O,l, ... ,n+l), pri čemu je -l=x0 < 

<x
1 

< ••• < xn+l = 1, zaključujemo da na [-1,1) postoje n+2 tačke 

u kojima je Tn+l (xk) = (-l)n+k+l (k= 0,1, ••• ,n+l). 

Ako stavimo S~(x) = :n Tn+l (x), vidimo da je l&:(x)\ ~:n 

( ) e< 't ( ) l ( )n+k+l . ( ) lx\~1 i da on xk = 
2

n -1 . zadovolJava 3.5.2 • 

Na osnovu prethodnog i teoreme 3.5.2 zaključujemo da se 
najbolji mini-max polinom P~ za funkciju x~-">f(x) = xn+l( \xl~ l) 

može dobiti iz jednakosti 

Dakle, 

~t ( ) n+l l ( ) p n X = X - n Tn+l X • 
2 

U specijalnom slučaju~ za n= 1,2,3 imamo 
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Primetimo da se kod aproksimacija funkcije x~xn+l(lx\~1) 
u skupu ~n' mini-max aproksimacijom i srednje-kvadratnom aprok-

. . . t v. (l 2 )-l/2 d b. . . . t. k . . . s1mac1aom sa ez1nom -x , o 1JaJu 1s 1 apro s1mac1on1 
polinomi. 

Primer 3.5.2. U skupu P2 odredimo najbolju mini-max aproksima
ciju za x~f(x) = x6( lxl*l). Za odredjivanje koeficijenata po-

. linoma najbolje mini-max aproksimacija ·p~(x)= a
0 

+ a1 x + a2x2 , 
potrebno je naći 1H2=4 tačke x

0
,xl'x2,x3 , takve da je 

C!it . C!* 8" ('* (3.5.3) o2(x
0

) =- o2(x1 ) = 2(x2 ) =- o2Cx3) = :!: ll, 

gde su S~(x) = x6 - P~(x) i A= us;\\00 = max l s;cx>\. 
lx\'-.1 

Zbog simetrije problema može se uzeti a1 =o, a za tačke 
xk (k = O, l, 2, 3) , na primer, x

0 
= -t , x1 = O, x2 = t, x3 = l, gde j e t 

(O< t< l) tačka u kojoj s; dostiže ekstremnu vrednost. Dakle, 
t je pozitivan koren jednačine 6t5- 2a2t =o • 

• Kako je, na osnovu (3.5.3), 

6 2) a
0 

= t - ( a
0 

+ a2 t = a
0 

+ a2 - l , 

lako nalazimo a2 = l i a
0 

= - ~. Prema tome, najbolja mini-max 
aproksimacija ~a xl-ltx6( \x\l..l) u skupu P2 je 

P;(x) = x2 - f. , 
pr1 cemu je veličina najbolje aproksimacije(maksimalno odstu-

panje) A= \\8;\100 = ~g 0.19245 •.. 

Primer 3.5.3. Istim postupkom .kao u prethodnom primeru, nalazi 
se najbolji mini-max polinom u skupu 91· za funkciju x~f(x)=\x\ 
(\x\~1), P~(x)=l/8+x2 , pri čemu je A=\\f-P~I\ 00 =1/8, 

Oslanjajući se na teoremu 3.5.2 konstruišu se algoritmi 
za odredjivanje najbolje mini-max aproksimacija date funkcije. 
Jedan od najprikladnijih algoritama je Rem~sov algoritam. Jedna 
varijanta Remesovog algoritma se može iskazati na sledeći na-
čin: 

1° Izabere se skup od n+2 sukcesivne tačke x
0
,x1 , ••• ,xn+l 

sa segmenta [a,b] i odrede se koeficijenti polinoma Pn i veli
_čina E tako da je 
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(k= O,l, ••• ,n+l). 

2° Na [a,b]se odredi skup od n+2 tačke x
0

,x1 , ••• ,X:n+l 
u kojima Sn(x) = f(x)- Pn(x) ima sukcesivna lokalne ekstremume 
sa alternativnim znacima, uključujući u ovaj skup tačku u ko
joj veličina \ bn(x)l ima najveću vrednost na la, b). 

3° Za unapred zadatu tačnost E proveravaju se uslovi 
\xk-xk\~€. (k= O,l, ••• ,n+l). Ukoliko bar ,jedan od ovih uslova 
nije zadovoljen uzima se xk:=xk (k= O,l, ••• ,n+l) i prelazi na 
1°. U slučaju da su pomenuti uslovi ispunjeni, algoritam se 
završava i polinom Pn se uzima kao najbolja mini-max aproksi
macija P~. 

S obzirom da se teorema 3.5.2 o Čebiševljevoj alternan
si može formulisati i za neke opštije tipove aproksimacionih 
funkcija, kakve su, na primer, linearna aproksimaciona funkci
ja i racionalna aproksimaciona funkcija, ~mesov algoritam se 
može primeniti i u tim slučajevima. Primetimo da u slučaju ka
da imamo nelinearnu aproksimacionu funkciju, sistem jednačina 
(3.5.4) postaje nelinearan i obično se tada rešava metodom New
ton-Kantoroviča. Pri ovome se po metodu Newton-Kantoroviča, u 
cilju skraćivanja numeričkog rada, najčešće izvodi samo neko
liko prvih koraka. 

Vrlo često se za nalaženje mini-max aproksimacije, pro
blem zamenjuje odgovarajućim diskretnim mini-max problemom. 
Naime, segment [a,b} se zamenjuje diskretnim skupom tačaka 
Im= {x0 ,xl' ... ,xm1 , gde je m» n. Neka je aproksimaciona funk-
cija linearna, tj. · 

c}(x) = a
0

!P
0

(x) + a1~1 (x) + ••• + an<in(x). 

Mini-max problem 
n l f(xk·)- Lai<Pi (xk)l 

l.=O 

može se zameniti ekvivalentnim problemom: 
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Naći min w 

pod ograničenjima 
n 

w + L ai<Pi (xk) ~ f(xk) 
l.=O 

n 

w- 2: ai~i(xk) ~ -f(xk) 
i=O 

(k= 0,1, ••• ,m). 

Dobijeni problem linearnog programiranja, može se reši
ti primenom simplex metoda na dualni problem([?]): 

pod ograničenjima 
m L (sk + tk) § l ,. 

k=O 

m L (sk- tk) ~i (xk) = O 
k=O 

sk~ o, tk~ O 

(i= O,l, ••• ,n), 

(k= O,l, ••• ,m). 

O nekim algoritamskim modifikacijama za rešavanje pos
lednjeg problema može se naći u taj, dok se o aproksimaciji 
pomoću racionalnih funkcija može .se naći u radu (91 • 
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7 .l. NUMERIČKO DI FERENC IRANJE 

7 .Ll. Osnovni pojmovi 

U ovom poglavlju razmatramo problem numeričkog diferen
ciranja funkcije f': [a, b] -+ R, za koju pretpostavljamo da je 
dovoljan broj puta diferencijabilna. 

Potreba za numeričkim difernciranjam javlja se u slede
dim slučajevima: 

1° Kada su vrednosti funkcije poznate samo na diskret
nom skupu tačaka iz [a, b) , tj. kada je funkcija f data tabelar
no; 

2° Kada je analitički izraz za f dosta komplikovan. 

Numeričko diferenciranje zasniva se na aproksimaciji 
funkcije t funkcijom &P na [a, b] , a zatim se ~ diferencira od
ređjeni broj puta. Dakle, na osnovu 

t (x) IV t/l.(x) (a ' x " b), 

imamo 

f(k) (x) ,.., cP(k) (x) (a "x ~b ; k= l, 2, ••• ) • 

Za funkciju ~ se najčešće uzimaju algebarski interpo
lacioni polinomi, s obzirom da se. ~ni jednostavno diferenci
raju. 

Neka je cP interpolacioni polinom n-tog stepena,. tj. 

Ako je poznata gre~ka ~(f;x) u jednakosti 

(1.1.1) (a ~ x (a b), 

moguće je oceni ti grešku i u :formuli za diferenc.irat1i}e~'1Naime, 

331 
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iz (1.1.1) sleduje 

(a ~ x 4, b). 

Za red izvoda ima smisla uzeti k .l. n. 

Napomenimo da numeričko diferenciranje ima manju tač
nost od interpolacije. 

7 .L 2. Formule za numeričko diferenciranje 

Neka su poznate vrednosti funkcije f na skupu ekvidis
tantnih tačaka {x01 x11 ••• 1xm}c[a1b}, sa korakom h • ..l)akle 1 neka 
je 

Na skupu {xi'xi+l 1 ••• 1xi+n} {o~i~m-n) konstruišimo 

prvi Newtonov interpolacioni pelinom 

P (x) .. fi+ p ll. f. + n 1 

+ ••• + p (p-l). n (p-n+ l) n 
nl {j fi 1 

tj. 

(1.2.1) pn- n(n-1) Pn-l+ •• • . 2 + •• ' + __ ___;;;;_ ____ _ 

x- x. 
gde je P=--~ 

h 

S obzirom da je 

nakoeti (1.2.1) dobijamo 

nl 

1 dPn(x) 
P (x)= E' .. 1 diferenciranjem jed-

n dp 
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Daljim diferenciranjem (1.2.2), dobijamo redom P~, P~, 
itd. Na primer, 

(1. 2. ') 

Umesto prvog Newtonovog interpolacionog polinoma mogu 
se koristiti i ostali interpolacioni polinomi. Na primer, dife
renciranjem st_irlingove formule 

gde je x= x. + ph, dobijamo 
1 

P~ (x) "" ~2 ( o2fi + po}fi + 6p~~? d'4fi + .•• ) , 

• 
P;(x) e: ~ (cf~ JAfi + pd4fi + • · ·) , 

itd. 

Za xc: xi(='> peo) formule (1.2.2) i {1.2.3) se svode na 

' l( l 2 i ' P (X.) c: 1:' fl.f
1
. - "'1'1: t::. f

1
. + "I!F /\. f

1
• n 1 u ~ .J~ 

- ... + (-l)n-1 t::Pf.) 
n 1 · 

i 

l ( 2 ' ll 4 ) P"(x.) "'-,., bl f, - f:s.f. + -12 [). f. - · · · • n 1 h~ 1 1 1 

Slično, iz formula dobijenih na osnovu Stirlingove formu
le sleduje 
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itd. 

Do formula za izvod f.unkcije u interpolacionim čvorovima 

može se doći formalno primenom operatorskog računa. 

Kako je ehD ... E =l+ b. , imamo 

D = ~ lag (l+ b.) = ~ (b- ~ O. 
2 

+ ~ O. 
3 

- t O. 
4 

+ · · · ) 

i 

Za dobijanje razvoja operatora Dk po stepenima od ~ , 
koristićemo se ~tirlingovim brojevima prve vrste, koji se de

finišu na sledeći način: 

Definicija 1.2.1. Koeficijenti S~k) u razvoju 

(lag(l + x) )k 

k! 

s<k) 
n n nrx, • 

koji važi za dovoljno malo x, nazivaju se Stirlingovi brojevi 

prve vrate. 

umesto prethodne definicije može se uzeti i sledeća njoj 

ekvivalentna definicija. 

Definicija 1.2.2. Koeficijenti s~k) u razvoju uopštenog stepenE 

po algebarskim stepenima, tj. 

n 

x<n) ." x<x-1) ••• <x-n+ l) == \ sAk> xk , 
k ';;t 

nazivaju se Stirlingovi brojevi prve vrste. 

Primer1.2.1~ Dokazaćemo da za Stirlingove brojeve S~k) važi 

rekurentna relacija 

(1.2.4) 
s<k) - s<k-1) - ns(k) 

n+l - n n 
(k= 2,3, ••• ). 
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Kako je x<n+l)E x(n)(x-n), zaista, iz 

~~eduje (1.2.4) 1 kao i jednakosti 

S ( 1 ) "' -n S {l) 
. h+l n i S (n+ l)_ S (n) 

n+l - n • 

U sledećoj tabeli dati su Stirlingovi brojevi prve v~s

te S (k) z~ n ~ 7. 
n. 

~ ,l 2 ' 4 5 6 7 :_e 

l l 

2 -l l 

' 2 _, 
l 

4 -6 ll -6 l 

5 24 -50 35 -lO l 

6 -120 274 -225 85 -15 l 

7 720 -1764 1624 -735 175 -21 l 

Na osnovu definicije 1.2.1. imamo 

_k _ ~hl {:t ,.k s~!i Ak+ l s~~~ 6 t+2 + .•. } , u- - . ~ ..L u + "lC+r + (k+l) (k+2) 

k Ak+ l+ k(3k+5) Ak+2 k(k+2) (k+3) Ak+3 + .. ·}· 
2 u 24' u - 48 
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Dakle, formula za k-ti izvod u tački x. može se predsta-1. 

viti u obliku 

Na primer, za k= l, imamo 
l 

(1.2.5) 
l ) l l A2 l ' -t (xi "" ii ( b.f i - 2 u fi + 3 A fi- • • . + 

Ako f ~Cn+l[a,b], greška u poslednjoj formuli može se 

predst~viti u obliku 

(1.2.6) 
n 

R' {f ) _ (
0
-l+f hn .. (n+l) (~) 

n ;xi - J. '5 

Primetimo da je kod interpolacionog polinoma ~(f;xi) .. O. 

Primer 1.2.2. Na osnovu vrednosti funkcije x..,.f(x)= x
3
-2x- 5 

u tačkame xi= i(i=o,l,2,3,4) odredićemo prva tri izvoda ove 

funkcije u tački XE o. 

Formirajmo najpre tablicu b razlika uzimajući h=l 

X• f. 
l. l. 

o -5 

l -6 

2 -l 

' 16 

4 51 

Tada je 

Af i 

-l 

5 

17 

35 

A2f. . 1 

6 

12 

18 

6 

6 
o 

:r-'(0) = A-!
0 

- !. b.2f +!. J:{f - l b.4f = -2, 2 o 3 o 4 o 
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Na osnovu (l. 2. 5) i (l. 2. 6) , za n= l, 2', 3 do bij amo res
pektivno 

Predjimo sada na nalaženje formula za numeričko diferen
ciranje u interpolacionim čvoroyima primenom operatora central
ne razlike. 

Kako je 

2 8 2 D · [l f" l 02 1/2] D = h arah 2 = h wg 2 o + (l + 4 ) , 

tj. 

(1.2. 7) 

odredjivanje Dfi, primenom poslednje formule, nije mogućno 

ako ne raspolažemo sa vrednostima funkcije u središnim tačka
ma izmedju interpolacionih čvorov·a·, s obzirom da je 

Medjutim, formula (1.2.7) može se uspešno primeniti na odredji

vanje Dfi+(l/2)' a obzirom da je 

(\2j+l 1'2j (f 
o fi+ (1/2) =o i +l- fi). 

Da bismo odredili Df'i samo na osnovu vrednosti f'unkcije 
u interpolacionim čvorovima, f'ormulu (1.2.7) treba modifikovati. 
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Naime, kako je J-4. = (l + t o2) l/2 , imamo 

tj. 

(1.2.8) 

Na osnovu poslednje formule dobija se niz formula za 

odredjivanje Dfi. Navešćemo samo prve dve: 

gde je 

gde je 

1° Df i = ~f-'dfi + r 1 (f) 

. l = 2h(fi+l- fi-l)+ rl(f), 

Za izračunavanje viših izvoda koristi se formula (1.2.7) 
za izvode parnog reda i formula (1.2.8) za izvode neparnog re-

đa. Tako dobijamo 

D
2 l ( t-2 l l'4 l 1"6 l 1'\8 l t> lO _ .. ·) , 

= ~ o - D' o + '90 o - 560 o + 3150 o 

' }t ( il'3 l (\ 5 . 7 (\ 7 ) 
D = hJ O - 4 o + 120 o - ... 
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4 1 ( 1'4 l r-6 7 1'8 ) 
D = h'f o - o o + 240 o - . • . ! 

itd. 

Na kraju, daćemo najprostiju formulu za aproksimaciju 
drugog izvoda, koja se u praksi najčeMe· koristi. Ovu :formulu 
dobijamo uzimajući samo prvi član u razvoju za n2, tj. 

D~:f. = ~ 82-r. + r(f) =.l(t.+1 - 2f.+ f. 1 ) + r(t), 
l. h.:: l. J h.:: l. l l.- ' 

gđe je 
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7.2.1. uvodne napomene 

Numerička integracija :funkcija sastoji se u približnom 

izračunavanja odredjenih integrale na qsnovu niza vrednosti pod

integralne funkcije. po ođređjenoj formuli. 

Formule za numeričko izračunavanje jednostrukih integrale 

nazivaju se kvađraturn,e :formul,e. SlUno, formule za đy?struke 

integrale nazivaju se·kubaturne formule. U našem izlaganju za

đrža6emo se samo na kvađraturnim :formulama,. 

Potreba za numeričkom integracijom javlja se u velikom 

broju slmčajeva. Naime, Newton-Leibnitzova formula 
b 

(2.1.1) 5 :f(x)đx ~ F(b)- F(a), 
a 

gđe je F primitivne :funkcija za funkciju f, ne može se uvek us

pešno primeni tf* • ~aveš6emo neke od tih slučajeva: 

1° Funkcija F se ne može predstaviti pomoću konačnog bro-
2 

ja elementarnih funkcija( na primer, kada je :f(x)., e-x ). 

2° Primena :formule (2.1.1) često dovodi do vrlo složenog 

izraza, čak i kod izračunavanja integrale jednostavnijih :funkci

ja; na primer 

as dx ~ ..'r.--::1 l o 2 l a'lfi . ~-= (.<7g'VIa+l\- 0 .wg(a -a+l) +- arctg r-8 . 
~ 01~ . ~ 

*) Ako nije drugačije naglašeno smatra6emo da je :funkcija t ne
prekidna na [a, b] • 

340 

r 
l 

l 
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3° Kod integracije funkcija, čije su vrednosti poznate 

na diskretnom skupu tačaka ( dobijene, na primer, eksperimental

no), nije mogućno primeniti formulu (2.1.1). 

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik 

b n 

(2.1.2) 5 f(x}dx ~I Akfk , 
a k~o 

lu (2.1.2) ka~emo da je zatvorenog tipa, dak u ostalim sluča-

jevima ka~emo da je otvorenog tipa. ~spomenimo da se za integra

ciju diferencijabilnih funkcija koriste i formule u kojima se 

pored vrednosti funkcije pojavljuju i vrednosti izvoda. 

Od interesa su i formule za izračunavanje integrale 

b . 

S p(x}f(x)dx, 
a 

gde je x \-+- p(x) data težinska funkcija. 

Jedan prost način za konstrukciju kvadraturnih formula 

zasniva se na primeni interpolacije. Formule dobijene na ovaj 

način nazivaju se kvadraturne formule interpolacionog tipa. 

Neka su vrednosti funkcije f u.datim tačkama x
0

,x1 , ••• , 

xn(E.(a,b]) redom f
0
,fl' ••• ,fn; t.). 

(k-=0,1 1 ••• ,n). 

Na osnovu ovih podataka, mo~emo konstruisati Lagrangeov inter

polacionipolinom 
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'1'ađa je 

b b 

)p(x)f(x)dx ~ ) p(x)Pn(x)đx + Rn+l(~), 
a a. 

tj. 
b n 

~ p(x)f(x)dx ., L Akfk + ~+1 .(f), 
a k=o 

gde smo stavili 

p(x) w(x) dx 
(x-~k) w 

1
(xk) 

(b= O, l, ••• , n) • 

U formuli {2.1.3), veličina Rn~l(f) naziva se ostatak kvadratur

ne formule i predstavlja gre~ku koja se čini zamenom integrale 

konačnom sumom. Indeks n+l u ostatku označava da se integral 

približno izračunava na osnovu vrednosti podintegralne funkcije 
u n+l tačaka. 

Sa ~n označimo skup svih polinoma ne višeg stepena od n. 

Kako je za f (x)., xk (k-=0, l, ••• , n) , f(x) s P n (x) , imamo 

{k-=0,1, ••• ,n), 

odakle zaključujemo da je formula {2~1.3) tačna za svako fefPn, 

bez obzira na izbor interpolacionih čvorova xk(k-=O,l,~ •• ,n) i 

u ovom slučaju kažemo da formula (2.1.3) ima algebarski stepen 
tačnosti n. 

Kao što ćemo videti u odeljku o Gaussovim kvadrat~Qim 
formulama, specijalnim izborom interpolacionih čvorova, algebar
ski stepen tačnosti kvadraturne formule (2.1.3) može se povećati 
najviše na 2n+l. Ovo tvrdjenje je logično, s obzirom da imamo na 
raspolaganju 2n+2 parametra (Ak,xk(k=O,l, ••• ;n)). Ovi parametri 

mogu se odrediti rešavanjem sistema nelinearnih jednačina 
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(mo::O,l, ••• , 2n+l). 

Naravno, ovakav način je vrlo komplikovan, čak i za relativno 
malo n. 

Okoliko su interpolacioni čvorovi unapred fiksirani, te

žinski koeficijenti Ak(ko::O,l, ••• ,n) mogu se odrediti rešavanjem 
sistema linearnih jednačina 

(m== o, l, ••• , n) • 

Ovaj metod se naziva metod neodredjenih koeficijenata. 

Primer 2.1.1. Metodom neodredjenih koeficijenata nadjimo kvadra
turnu formulu i~terpolacionog tipa 

2h 

(2.1.4) Sr(x)dx = h(A
0
f'

0 
+ A1f 1 + A2f 2), 

o 

gde je rk"' f(kh) (k-:0,1,2). Ako stavimo f(x)o::l,x,x 2 u (2.1.4) 
dobijamo 

h(A
0 

+Al+ A2) 2h, 

2 h(hAl + 2hA2) IC 2h ' 

8 ' ::: 'h ' h(h2A1 + 4h2A2) 

4 odakle sleduje A1 "' 3 . A A . 'l D k l t l ( 2 l 4) 1 
0 

IC 2 -= .,. • a ·e , ormu a • • 

postaje 
2h . . 

S f(x)dx "' %<t0 + 4f1 + :r2). 
o 

Ova formula je dobro poznata iz standardnih kurseva matematičke 
analize i naziva se Simpsonova formula. 

1.2.2. Newton-Cotesove formule 

U ovom odeljku izvešćemo kvadraturne formule zatvorenog 
tipa u kojiaa su interpolacioni čvorovi xk= x

0 
+ kh(k==O,l, ••• ,n) 
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uzeti ekvidistantno sa korakom h= b~a • 

Ako uvedemo smenu x- x 0 "' ph, imamo 

(2.2.1) 

i 

. W(x) "' (x-x
0

) (x-x1 ). ~.(x-xn) 

= hn+lp(p-l) ••• (p-n) 

(2.2.2) w'<xk) .. (x -xo) ••• (xk-xk-l)(Xk:-xk+l) •••• (xk-xn) 

= hn( -l) n-kk:l (n-k) l • 

· Uvodjenjem oznake za uopšteni stepen x(s):o:x(x-1) ••• (x-s+l) 1 

na osnovu (2.2.1), (2.2.2) i rezultata iz prethodnog odeljka do-

bijamo 

( (-l)n-kp(n+l)h dp 

) (p-k)lkl(n-k)l 
(k=O,l, ••• ,n), 

o 

tj. 

( k=O , l , .•. , n) , 

gde smo stavili 

(-l)n-k(n)n sp(n+l)dp 
Rk = Hk(n) "" k p-k 

e ka::: o, 1 , ••• , n> • 
nl n 0 . 

Koe:ricijenti Hk u literaturi (videti na primer [t1il2)) poz

nati su kao Hewton-Cotesovi koeficijenti, a odgovarajuće formule 

(2.2.4) 

X ::b n S :r(x) dx !l! 

x
0 

.. a 

n 

(b- a) I: Hkf(a + k b~a) 
k:: O 

kao Newton-Cotesove formule. 

Primedbe 2.2.1. Za koe:ricije,nte Hk važe jednakosti 

n 
i L Hk =l. 

k=O 

(k€ N) 
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Razmotrićemo sada dva partikularna slučaja. 

a) Neka je n:l .• Tada j~, na osnovu (2.2.3), H0 =H1 =~ pa 

je odgovarajuća Newton-Cotesova formula 

. (2.2.5) 

b 

S f(x)dx -= ~(t(a) + f(b)) + R2 (f). • 
a 

. Ova formula je poznata kao trapezna formula ili trapezno pravilo. 

Teorema 2 .• 2.1. Ako f.E.C 2 \:_a, bl, za. ostatak R2 {f), u formuli (2.2.5), 

važi 

(2.2.6) 
3 

R {f) -= - (b-a) f"{~ ) 
2 12 ~l 

Dokaz. Defini šimo funkciju F: \_o, b-a] ~ R, pomoću 

a+h 

F(h) = ) f{x)dx - ~{f{a) + t'{a+h)). 
a 

Diferenciranjem ove funkcije sukcesivno dva puta dobijamo 

l l h l F (h) -= 2{f(a+h)- f(a)) - 2 r_ {a+h) 

i 

{2.2.7) F"{h) =- ~ !"{a+h). 

. l 

Kako je F{0)-=0 i F(O)~ O, .integracijom jednačine (2.2.7) 

dobijamo 

h 

F{h) -=-~S t{h- t)f"(a+t)dt. 
o 

S obzirom da f E c2 [a, b], primenom teoreme o srednjoj vrednosti 
odredjenog integrala, poslednja jednakost se svodi na 

{2.2.8) 

p. . 
l s h3 F{h) o:-, t'"(a+ ah) t{h-t)dt::- I2 f"{a+9h), 

. o 
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gde je O~ et. L Najzad, ako stavimo ho:b-a, iz (2.2.8) sled uje 

R2(f) "" F(b-a) = - (bl~)3 ~"(~l) (a< ~l'- b), 

čime je dokaz zavr~en. 

Promenom uslova za f mogućmo je dobiti i druge ocene za 

R
2
(f). Nave~ćemo bez dokaza neke od tih rezultata(~],l41,(51,(6]). 

Teorema 2.z.2. Ako funkcija zadovoljava Lipschi t z ov uslov, tj. 

\f(x) - f(y)\ "- M\x - y\ (\Jx,y(;.[a,b]), 

tada je 

Teorema 2.2.3. Ako funkcija f zadovoljava .uslove \rlx)-~
1

(y)\,M\x-yl 
(\;J x,ye:(a,b]) i f

1
(a) = f

1
(b) =O, tada je 

., 2 

IR (f)\ ~ M( b-a) _ ..l.. (f(b)- f(a)) 
· 2 24 2M b- a 

b) Pretpostavimo sada da je nz2. Tada na osnovu (2.2.3) 

i (2.2.4), dobijamo kvadraturnu formulu 

b -

(2.2.9) S f(x)dx "' b6a (f(a) + 4f(a;b) + f(b)) + R3 (f), 

a 

koja je poznata kao Simpsonova formula ili pravilo( videti pri

mer 2 • 2 .l. ) • 

Teorema 2.2.4.Ako f'E:C 4 fa,b1, za ostatak R3 (~), u ~ormuli 
(2.2.9), važi 

(2.2.10) R (f) e - (b-a) 5 r'v(~ ) 
3 2880 ~2 

(a< ~2 <..b) • 
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Dokaz. Slično, kao u dokazu teoreme 2.2.1, definišimo 

funkciju F: [-~,o(] -7' R, pomoću 

c+h 

F{h) "" ) f(x)dx - ~(f(c-h) + 4f(c) + f(c+h)), 

c-h 

a+b . e( b-a 
gde su c= --2-- 1 = ~ • 

Uzastopnim diferenciranjem funkcije F tri puta dobijamo 

l 2 . h l l 
F (h) E '{!(c-h) - 2f(c) + f(c+h))- }(f (c+h)- f (c-h)r, 

P41 (h)= - ~(f 1(c+h)- f'
1
(c-h))- ~(f'" (c+h) + f" (c-h)), 

F"'(h) E - ~(f'"( c+h) - f"'( c-h)) • 

Kako je .Lt'(O) =0, F 1(0)= O, F"(O) =O, rešenje poslednje jed

načine možemo predstaviti u obliku 

h 
F{h) IC s~(h-t)2 (- ~)(f"'(c+t)- f"'(c-t))dt 

o 

odakle, korišćenjem Lagrangeove teoreme, dobijamo 

h 

F(h) = - ~ ) t 2 (h-t) 2f'\c+ 9(t)t)dt 

o 

< le<t>l ~1>. 

Najzad, primenom teoreme o srednjoj vrednosti odredjenih 

integrale( f'e.c 4 (a,b]) i stavljanjem h=cl= b;a, iz poslednje 

jednakosti sleduje (2.2.10), čime je dokaz završen. 

Na osnovu prethodnih razmatranja zaključujemo da je tra

pezna formula tačna za svako fE~, a da je Simpsonova formula 

tačna za svako re. p3. 

U daljem izlaganju daćemo pregled Newton~Cotesovih for

mula za n~B( videti[7],[al,[9]). Pri ovome 



348 7. NUMERičKO DIFERENCIRANJE I NUMERičKA INTEGRACIJA 

b-a 
koristimo oznake h"' l1 , fk= f(xk) (kz:O,l, •••. ,n). 

l) nz:l (trapezno pravilo) 

xl . 

) .f(x) dx = ~(f0 + r1 ) - ~ f"·(~1) 
X o 

2) n:2 (Simpsonovo pravilo) 

x2 

S t(x) dx = ~(t0 + 4f1 + f 2 ) 

lt o 

3) n=3 (Simpsonovo pravilo j> 

x, 
~ t(x)dx = ~h(fo + 3fl + ?f2+ f3) 

X o 

5 
3h r'vc>- > . 

- BQ '53 ' . 

4) nz:4 (Boole ovo pravilo) 

x4 
7 

) f(x)dx 2h _ Bh f(6)(~ )· = 45'(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f
3

+ 7f
4

) 
945 4 , 

X o 

5) nz:5 

x5 

) f(x) dx '5h ,., 288 (19f0 + 75f1 + 50f2 + 50f
3

+ 75f
4

+ 19f
5

) 

X o 

275h
7 

t<6) <~). · 
- I'209b 5 ' 

6) n=6 

x6 

.) t(x)dx = rSo<4lf0 + 216r1 + 21r2 + 27?r, + 21r4 +216t
5 

X o 

9h1 (8) s . + 41f6) - 1400 t ( 6), 

7) n=7 

x7 

5 f(x)dx z: 1 :{~80 (75lf0 + 3577f1 + 1323r2 + 2989t
3

+2989t
4 

~ 9 
+l323r + 3577f + 75l.r > - ala3h .r<a>ct-->. 

5 6 7 518400 ~ , 
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7) n-=8 

xs 

S r(x)dx = 1 tf7~(9s9r0 + 5sssr1 ~ 92sr2+ l0496r, 4540f4 

X o 

U op~tem slučaju ostatak Rn+l(f) ima oblik( videti na pri-

mer [2], [91, (lO]) 

(2.2.11) 

gđe je m-= 2[~]+ '·Jednakost (2.2.11) ima smisla ukoliko funkci

ja f€ cm-l [a, b]. 

Primedba 2.2.2. Za koe.ficijente Hk(n) u Newton-Cotesovoj .formuli 
za segment [o, 1] , važe asimptotske formule (videti [9] , [111 ) 

(-l)k-l(n-1)1 
Hk (n) :e: k! (n-k) l n f-o.in 

( 1 +O(~)) . 

Na osnovu pret~odnog uočavamo da se .formule znatno kompli
kuju ukoliko je n veće. U praktičnim računanjiaia obično se kori
sti Simpsonova formula(n==2), s obzirom da je relativno jednosta
vna, a da pri tome daje 'dosta zadovoljavajuću tačnost ukoliko je 
k dovoljno malp. Uslov da h bude dovoljno malo može se ·Obezbedi
ti podelom segmenta [a,b] na niz podsegmenata, o čemu će biti 
reči u narednom odeljku. 

Primer 2. 2.1. Primenimo Newton-Cotes ove .formule za n= l, ••• , 6 
na pribli~no izračunavanje integrale 

(2~2~12) I = 
l 
( dx 
) r+i' ' 
o 
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~ija je tačna vrednost lag2 = 0.69314818 •••. Dobijene vrednosti 
aredjene su u narednoj tabeli. 

n Približna vrednost za I 

l 0.75 
2 0.6944444 

3 0.69375 

4 0.6931745 

5 0.6931629 
6 0.693148 

Primedbe 2.2.3. Ako Newton-Cotesovu formulu za n= 6 predstavi

mo u obliku 

x6 

) t'(x)dx 22~{(42- l).f
0 

+ (210+6)f1 + (42-l5)f2+(252+20)f3 
X o 

dobijamo tzv. ~eddleovo pravilo 

x6 

(2.2.13) 5 f(x)dxo:: ig(f
0

+ 5f1 + r 2 ; 6f3 + r 4 + 5f5 + r 6) + 'R7 (:r), 

X o 

gde je 

• 

tj. 

Primer 2.2.2. Primenom formule (2.2.13), na integral (2.2.12), 
dobijamo I == 0.6931493,, .s obzirom da je 

f
0 

= 1.0000000, r 1 = 0.8571428, r 2 "' 0.7500000, 

f3 "' 0.6666666, f4 = 0.6000000, f5 "' 0.5454545, 

f6 "' 0.5000000. 
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?.2.3. Uopštene kvadraturne formule 

Kao što je napomenuto u prethodnom odeljku, da bismo tač
n~Je izračunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment 
[a,b] na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti 
neku od kvadraturnih formula. Na taj način dobijamo uopštene ili 
kompozitne formule. U ovom odeljku razmotrićemo uopštene formule 
dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule, kao i neke uop
štene kvadraturne formule otvorenog tipa. 

Podelimo segment [a,b] na niz podsegmenata [xi-l'xiJ 
(i= 1, ••• ,n) tako da je xi= a+ ih( i= 0,1, ••• ,n) i h= (b-a)/n. 

j amo 

tj. 

(2.,.1) 

gde su 

y 

y= f(x) 

/,..-
1 

Sl. 2. 3.1 

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobi-

b 

)f'(x)dx 

a 

b 

) f'(x) dx = 

a 

~n -= T (f'·h) "' h ( .1-f' + f' + · · • + f' + .!.i" ) n ' t:. o l n-l 2 n i 
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Teorema 2.3.1. Ako fE.C 2 [a,b1 važi jednakost 

(2.3.2) 

b 
( f ( ) d T - ( b - e) 

3 
f'" ( 1- ) ) x x - n e 12n2 s (8~~-'b). 

a 

~· Kako uslov fE c2[a, b] obezbedjuje egzistenciju 

takvog S (a<. ~<.b) da je 
n 

~ \ f'" ( ~) "' f" ( ~) ' 
i~ 

iz (2.3.1) neposredno sleduje jednakost (2.3.2). 

Kvadraturna formula 

b 

) f(x)dx ~Tn(f;h) 
a 

naziva se uopštena trapezna formula. 

( h = ..!2.:.!! n 

l 
l 
l" 

l 

· · h b-a · ·h(· O l 2"1 Pretpostav1mo sada da Je = 2n , tJ. xi=a+1 1= , , ••• , •1 
l 

(videti sl. 2.3.2) 1 a zatim na podsegmente (x0 ,x2}, ••• , [x2n_ 2 ,x2~ 

y 

x =a o 

y=f(x) 

Sl. 2. 3.2 

X =b 2n 
X 

primenimo Simpsonovu formulu. Na taj način dobijamo uopštenu 

Simpsonovu formulu 

b 

S f(x)dx ~ Sn(f;h) 
a 

( b-a) 
h=2il ' 



7.2. NUMERičKA INTEGRACIJA 353 

gde je 

Sn i! 
5n(f;h)=~~o+ 4 (fl+ ... + f2n-l)+ 2(f2+···+f2n-2) +.f2nJ• 

Teorema 2.3.2. Ako fEC 4[a,b] važi jednakost 

b 5 
( f(x)dx - S z: -~fi\~) 
; n 2880n 

(a.(. l;~ b). 

Dokaz je sličan dokazu teoreme 2.3.1. 

Da6emo sađa jednu uopštenu kvadraturnu formulu otvore
nog tipa koja se naziva pravilo srednje tačke, a koja se dobi
ja primenom elementarne formule 

.Neka je 

c+h 

) f(x)dx ~ hf(c+ ~). 
·C 

2k-l ) . b-a gde ~'11 f(2k-l)/2"' .f(a+--rh (k-:l, ••• ,n) 1 ho: n 

Teorema 2.3.3. Ako .fEC 2[a,b] važi 

b 

)r(x)dx- ~ = 
a 

Iz teorema 2.3.1 i 2.3.3 sleduje 

(a .t. l; 4.. b) • 

Posledica 2.3.1. Ako,fEC 2[a;b] i f"(x)~O na [a,b], tada je 

b 

Mn ~ ) f(x)dx ~ Tn • 
a 

Sledeća teorema se može izvesti kao specijalan slučaj 
jednog opštijeg rezultata dobijenog u radu~~. 
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Teorema 2.3.4. Neka je f dva puta diferencijabilna funkcija na 
(a, b) sa ograničenim drugim izvodom, tj. \ r'' (x)l ~A (~ xf:ta, b]). 

Tada je 

(h = b~ a ) • 

Primer 2.3.1. Primenom uopštene trapezne i uopštene Simpsonove 

formule izračunaćemo integral 
1.2 

S \fi dx, 
l. o 

čija je tačna vrednost ~((1.2) 312 - 1) = 0.2096894 ••• , ili zao

krugljena na šest značajnih cifara 0.209~89. Kod izračunavanja 

koristićemo se tablicom vrednosti funkcije x~f(x)~vx 

i 

X l. OO 1.05 l.lĐ 1.15 1.20 

f(x) 1.00000 1.02470 1.04881 1.07238 1.09?44 

Imamo 

T
4 
"'o.o5{~·l.OOOOO+ (1.02470+ 1.04881+ 1.07238) 

+ ~-1.095441:: 0.2096805 

s
2 

= ~{Looooo+ 4(1.02470+ 1.07278)+ 2·1.04881 

• 1.095441 = 0.2096896, 

ili zaokrugljivanjem na šest značajnih cifara 

T4 ~ 0.209680 i s2 = D.20969o, 

pri čemu su odgovarajuće greške 9·10-6 i l·l0-6 • 
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Ispitajmo sada kako utiču greške zaokrugljivanja u 
vrednostima fk' na rezultat koji se dobija primenom uopštene 
trapezne i uopštene Simpsonove formule. Neka fk označava zao
krugljenu vrednost od fk' tj. neka je odgovarajuća greška zao
krugljivanja ek= fk- fk. Sem toga, neka je \eki ~E. Kako je 

(e (x) = f(x)- f(x)), 

imamo 

Ista granica za grešku se dobija i kod Simpsonove 

formule. Naime, imamo 

Jsn(e;f)\ ~ ~{\e 0\+ 4(\e1\ + ··· +le2n-ll) 

+ 2(\e2\+ ... +\e2n-21) + le2nl} 

Kako su vrednosti funkcije f, u primeru 2.3.1, zaokru
gljene na šest značajnih cifara, tj. njihove apsolutne greške 
ne prelaze 5·lo- 6 , za grešku kod izračunavanja stwe T4 važi 
ocena 

Ista je granica i za js2 (e;0.05)I 

Na kraju napomenimo da za veličine Tn,Mn,Sn važi jed-
nako st 

. h b-il gde Je = 2n" 
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7.2.4. Gaussove kvadraturne formule 

U ovom i narednom odeljku razmotrićemo kvadraturne formu
le interpolacionog tipa sa najvišim algebarakim stepenom tačno

sti. Posmatraćemo opšti slučaj integracije sa težinskom funkci

jom. Naime, posmatraćemo kvadraturnu formulu 

(2.4.1) 

b . n 

) p(x)f(x)dx e~ Akf(xk) + Rn(f). 
a k7f 

Kako u ovoj formuli imamo 2n nepoznatih parametara( Ak' 
xk(k=l, ••• ,n)), formula može imati algebarski stepen tačnosti 
najviše 2n-l, što znači da je Rn(f)= O za svako f € ~2n-l' Takve 
formule postoje i nazivaju se Gaussove kvadraturne formule. 

Neka je { Qk1 k EN ortogonalan niz polinoma na (a, b) sa 
o . 

težinskom funkcijom x ~ p(x). 

Teorema 2.4.1. Interpolaciona kvadraturna formula (2.4.1) ima 
algebarski stepen tačnosti 2n-l, ako i samo ako su xk(k~l, ••• ,n) 

nule polinoma x l-+~ (x). 

Dokaz. Neka su xk(k=l, ••• ,n) nule polinoma ~,koje su, 
kao što je poznato, realne, proste i leže u (a,b), Neka je, 
dalje, f" proizvoljan pelinom iz ~n-l' Kako se ovaj.polinom 

može predstaviti u obliku 

(2.4.2) 

gde su un-l i vn-l polino~i iz ~-l, .imamo 

(2.4.3) 

tj. 

b 

) p(x)f(x)dx "' 
a 

b 

~p(x)Qn(x)un_1 (x)dx 
a 

b b 

) p(x)f(x)dx ~ ) p(x)vn_1 (x)dx, 

a a 

b 

+ )p(x)vn_1(x)dx, 
a 

s obzirom da je prvi integral na desnoj strani u jednakosti 
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(2.4.3) jednak ~uli zbog ortogonalnosti niza {Qk1k€:N. 
o 

Primena kvadraturne formule (2.4.1) na desnu stranu 

poalednje jednakosti daje 

b n 

) p(x)f(x)dx = ~ Akvn_1 (xk) + Rn(vn_1 ). 
a k~ 

Kako je, na osn~vu (2.4.2), f(xk) =vn-l (xk) (k=l, ••• ,n) i kako je 

Rn(vn-l) =O (jer je formula interpolacionog tipa), zaključuje

mo da kvadraturna formula (2.4.1) ima algebarski stepen tačnos

ti 2n-l. 

Dokažimo sade obrnuto tvrdjenje. Neka kvadraturna formu

la (2.4.1) ima algebarski stepen tačnosti 2n-l. Pomoću xl' ••• , 

xn konatrui~imo polinom Qn' takav da je 

i poamatrajmo integral 

b 

Im = ) p(x) xm~(x)dx 
8 

(m=O,l, ••• ,n-1), 

(m=o]l, •• ,n-l), 

odakle zaključujemo da niz polinoma {~Jn eN mora biti orto-
o 

gonalan na (a, b) aa težinskom funkcijom x 1-1> p(x). S obzirom 

na jedinstvenost ovih polinoma( do na multiplikativnu konstan

tu), imamo Qn(x) = cn~(x). 

Ovim je dokaz teoreme zavrAen. 

Predjimo sada na odredjivanje težinskih koeficijenata 

kvadraturne formule. 
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Na osnovu prethodne teoreme, za interpolacione čvorove 

xk(k=l, ••• ,n) kod Gaussovih kvadraturnih formula treba uzeti 
nule polinoma ~. Dakle, u ovom slučaju, imamo 

{.0(x) "' (x- x
1

) ••• (x- x ) e ~ (x) 
n an 

gde je an koeficijent uz najviši stepen u polinomu ~, tj. 

i 

(k=l, ••• , n), 

Teorema 2.4.2. Težinski koeficijenti Gaussove kvadraturne for
mule mogu se eksplicitno izraziti pomoću 

o(n JIQn\1
2 

Ak = r,· 1 
n Qn-l(xk)Qn(xk) 

(2.4.4) (k= l, ••• , n) , 

gde su xk(k=l, ••• ,n) nule polinoma ~, a ~n i rn konstante koje 

se javljaju u rekurentnoj relaciji 

(2.4.5) 
(n E N) • 

~· Polazeći od Christoffel-Darbouxovog identiteta 

za ortogonalne polinome 

(2.4.6) 

gde je~ konstanta u rekurentnoj relaciji (2.4.5) 1 možemo od-
n 

rediti težinske koeficijente Ak(k=l, ••• ,n). Naime, ako u 
(2.4.6) stavimo t= xk (~Qn(t) =O), a zatim dobijenu jednakost 
pomnožimo sa p(x) i integralima od a do b, dobijamo 

- Qn+l (xk) 

~n \\ Qn\\ 
2 
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tj. 

(2.4.7) (k= l, ••• ,n) , 

pri čemu je iskorišćena osobina ortogonalnosti niza {n 1 
'"'iJiE N ' o 

Najzad, ako u (2.4.5) stavimo X=~ dobijamo 

što zajedno sa (2.4.7) daje (2.4.4). 

(

Q (x) J2 
Primedba 2.4.1. Kako je x......,. fk(x) == _n_ 

x -xk 

2n- 2, to je Rn(fk) .. O, tj. 

b 
l 2 ( 

Ak ~(xk) == ) p(x)~k(x)dx >o, 
a 

polinom stepena 

odakle zaključujemo da su koeficijenti Ak(k=l, ••• ,n) pozitivni. 

Predjimo sada na odredjivanje ostatka Rn(f) u Gaussovoj 
kvadraturnoj formuli. 

Teorema 2.4.3. Neka su xk i Ak(k=l 1 ••• ,n) kao u prethodnoj teo

remi i neka fEC 2n[a,b]. Tada za ostatak Rn(f) važi formula 

(2.4.8) (a .( ~ '-. b), 

gde je an koeficijent uz najviši stepen u polinomu Qn· 

Dokaz. Posmatrajmo Hermiteov interpolacioni polinom 

H2n-l konstruisan na skupu podataka f (xk) , f
1 

{ xk) {k=l, ••• , n) • 

Kako je greška kod ovog polinoma(videti odeljak 6.2.3) 

f(x)- H (x) = f(
2
n)(1'l) W(x) 2 

r2n-l(f;x)= . 2n-l (2n)l 
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b b b 

~ p(x):f(x)dx 

8 

= ), p(x)H 2n-l (x)dx + S p(x)r2n-l (f;x)dx 
a a 

gde je 
b 

Rn (:f) "' ~ p(x) r 2n-l (:f;x) dx 

a 

b 

) ( 2~) 1 p(x)w(x) 2r< 2n)("l.)dx. 

a 

Qn(x) 2 
S obzirom da je W(x) =-- i :ft; C n [a, b], ostatak 

an 

Rn(f) se može predstaviti u obliku 

r< 2n) (~) 
R (f) o: =---~-2!l.l-

n (2n)lan 

što je ekvivalentno aa (2.4.8). 

Primedbe 2.4.2. Kako je 

D( n 
an+l =-- i 

imamo 

Formula (2.4.4) se tada svodi na 

(2.4.9) 

b 

S p(x) Q~ (x) 
2
dx 

a· 

(a.::: ; L... b), 

(k=l, ••• ,n). 

l 
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Primer 2.4.1. Odredimo Gaussovu kvadraturnu formulu oblika 

l 

(2.4.10) ~ (l- x2) 3/2f(x) dx = A1f(x1) + A2f(x 2) + A3f(x3) + R3 (t'). 

-l 

Polazeći od prirodnog bazisa {1,x,x2 , ••• } Gram-Schmidt
ovim postupkom ortogonalizacije dobijamo niz ortogonalnih poli
nome na (-1, l) sa težinskom funkcijolll x 1-+p(x) = (l-. x2 )~V 2 

Q
1 

(x) e: x, 

Na osnovu teoreme 2.4.1, interpolacioni čvorovi x1 ,x2,x3 

su nule polinoma Q3• Dakle, 

xl= - ~ ' x2 = O ' 

Kako su koeficijenti uz najviše stepene u polinomima Q2 i Q3 

jednaki jedinici, tj. a2= l i a3= l, i kako je 

l 

UQ2\\2 = S<l- x2)3/2(x2- ~)2dx = ~5Jf ' 
-l 

na osnovu (2.4.9) imamo 

tj. 

i 

Ako fE:C 6 (-l,l], na osnovu teoreme 2.4.3, imamo 

,rtr< 6)cs> 
210 61 , 

gde ~€:(-1 1 1). 
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Pri1.1er 2. 4. 2. Pr imenom formule (2. 4 .lO) odredićemo približno 

vrednost integrala 

I 
l 3/2 f (l-x2 ) cos x dx. 

-l 

Imamo 

I 
1f /6 5 

12 (2 cos T + 2) l. 082952. 

Medjutim, tačna vreanost integrala je 

I 31fJ2 (1) ~ 1.082935, 

gde je J 2 Basselova funkcija. 

7.2.5. Specijalni slučajevi Gaussovih formula 

Razmotrićerao sada Gauss ove formule. u slucaju kada niz po

linoma {Q
11

}
11

EN pripada klasi tzv. klasičnih ortogonalnih polino

ma. Kao što je0 poznato, klasični ortogonalni polinomi dele se u 

tri podklase, čiji su kanonički oblici dati u sledećoj tabeli. 

(a,b) p(x) Qn naziv 

(-l l l) (l-x)a(l+x) 6 p(a,S) Jacobievi 
n polinomi 

a,S>-1 

s -x Laguerreovi 
(O 1 +oo) X e Ls 

n polinomi 
s > -l 

(-oo,+oo) 
-x2 

H n 
t:lermiteovi e polinomi 

Razmotrićemo posebno ova tri slučaja. 

l. Gauss-Jacobieve fo:rmule imaju oblik 

+l n 
J (l-x)a(l+x) 6 f(x)dx 
-l 

E Akf(xk) + ~(f). 
k=l ' 



7.2. NUMERičKA INTEGRACIJA 363 

Kako su a
11 

(koeficijant uz najviši stepen u polinomu c;n) 

i IlOn 11
2 da-ti sa 

i 

1 r (2n+a+ll+l) 
-::n-;-· r (n +a +tl +l) 
"' n. 

ll 
Onll 2= 2u+tl+l r (n+a+l)f (n+tl+l) 

n! (2n+u+tl+l)f (n+a+tl+l) ' 

na osnovu (2.4.9) nalazimo težinske koeficijente 

(l +tl 
2 ( 2n+u+B ) r (n+u) r (n+tl ) l 

P(u,tl) (x )_E_(p(u,tl) (x )) 
n-1 k dx n k 

n! (n+u +tl ) r (n+u +tl ) 

gde su xk(k=l, •.• ,n) nule Jacobievog polinoma P~u,tl). 

(2 .5 .• 1) 

Ako f E c2
n[ -l, l) za ostatak dobijamo 

2 2 n+u+tl+ln!r(n+~+l)f(n+tl+l)f(2n) (t), 

(2n)! (2n+u+tl+l)r (2n+a+tl+l)2 

gde t E (-l , l ) • 

1.1. Posebno za u=tl=O,p(x)=l, dobijamo Gauss-Legendreovu 

formulu 

+l n 

-i f(x)dx .E Akf(xk) + Rn(f), 
J<=l -

pri čemu su 

(2. 5. 2) 
2 l 

n Pn-l (xk)P~(xk) 
(k=l, ... ,n) 

i xk(k=l, •.. ,n) nule Legendreovog polinoma Pn. 

Forr,,ula ( 2 • 5. l) se tada svodi na 

22n+l ( 1 )4 ( 
R (f) = n. f 2n) (t) 

n (2n+l) ( (2n)! )3 
(-l<t<l). 

Primedba 2.5.1. Za n=2,4,6 imamo 

7.4•10- 3f( 4)(t 2), R
4

(f) = 3•10-?f(S)(t 4), 

1.5•1Q-12f(l2) (t6) l (t2,t4,t6E(-l,l)) • 
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Primedba 2.5.2. Kako je Legendreov polinom parna ili neparna 

funkcija u zavisnosti da li je n paran ili neparan broj, za te

žinske koeficijente Ak(k=l, .•• ,n), koji su dati pomoću (2.5.2), 

važi 

(k=l l ••• l[~]). 

Primedba 2.5.3. Na osnovu jednakosti za Legendreove polinome 

formula (2.5.2) se može predstaviti u obliku 

2 (k=l, ... ,n). 

U sledećoj tabeli dajemo vrednosti za xk i Ak (k=l, •.. ,n) 

za Gauss-Legendreovu formulu kada je n,;, 6. 

n k xk Ak 

l l o. 2. 

2 1,2 +0.57735027 l. 

3 1,3 +0.77459667 0.55555556 
2 o. 0.88888889 

4 1,4 +O. 86113631 0.34785488 
2,3 =F0.33998104 0.65214516 

5 1,5 +0.90617985 0.23692688. 
2,4 +0.53846931 0.47862868 

3 o. 0.56888889 

6 1,6 +0.932469!?1 o .l 7132450 
2,5 +0.66120939 0.36076158 
3,4 +0.23861919 0.46791394 

Primer 2. 5 .l. Primenimo Gauss-Legendre_ove formule na izračunava

nje integrala 

n/2 
J sin t dt. 

o 

l 

l 
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l 

Smenom t =-j(x+l), dati integral se svodi na I= J i sini(x+l)dx. 
-l 

za n=l,2,3 redom imamo 

TT ./2 
I ~ 2•4':f = 1.11072, 

I ~ 1·~(0.325885 + 0.945409) 0.99847, 

I ~(~·0.176108.+ ~·0.707107 + ~··0.984371) = 1.00001, 

pri čemu su rezultati zaokrugljeni na pet decimala. Primetimo da 

je tačna vrednost integrala I=l. 

forraulu 

l 
l. 2. Za a=i3= -2 1 p(x) = 1 dobijamo Gauss-Čebiševljevu 

A-x 2 

+l 
_[ / (x2) dx 

1-x 

n 
E Akf(xk) + Rn(f), 

k=l 

pri čemu su xk nule Čebiševljevog polinoma Tn' koji je odredjen 

·sa 
• 

n! P (-1/2, -1/2) (x), 

(}:) n 
n ·-gde je 

( ) s (s+l) ... (s+n-1) - r (s+n) sn= - r(s) 

Kako se pelinom Tn može predstaviti i u obliku Tn(x) 

cos (n arc cos x) , imamo 

xk =cos 2TTn(2k-l) '(k=l, •.. ,n). 

Za težinske koeficijente Ak dobijamo 

(2.5.3) Ak 

gde je en 

-l l 2 
2 (2n-l) r (n- 2) en en-l 

n! (n-l) r (n-l) 

n! 

(}:)n 
n! l r (n + 2) 

Tn-l (xk) T~ (xk) 

Kako je Tn-l (xk)T~(xk)=n, (2.5.3) se svodi na Ak=* 

(k=l, ••• ,n). 

l 
l 

l 
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Dakle, Gauss-Čebiševljeva kvadraturna formula je 

+l 
J .fi&_ dx 

-1 /1-x 2 

n 
n E f(cos --2n (2k-l)) + R (f). 
n k=l n n 

l Stavljaj uđi a=lb- 2 u (2. 5 .l) 1 dobijamo ostatak 

--";---::-n__ f ( 2 n ) ( O 
22n-l (2n)! 

2. Gauss-Laguerreove formule imaju oblik 

+oo 

J s -xf ( ) ., x e x ax 
o 

n 
E Akf(xk) + Rn(f). 

k=l 

Kako je, u ovom slučaju, 

i ll L~ll 2 
= n! r (n+s+l) 1 

na osnovu ( 2 • 4 • 9 ) ir.,amo 

• 
(2. 5. 4) (n-l)!r(n+s) . 

s d s L 1 (x. )--d. L (xk) n- K xn 

gde su xk (k=l, ... ,n) nule polinoma L~. 

(k=l, .•. 1 n) 1 

Primedba 2.5.4. Kako na osnovu jednakosti 

xLs+~(x) 
n- (n+s)L~-l (x) - Ls(x) n 

i 

_g_Ls(x) s+l 
ax n -nLn-l (x)l 

imamo 

forr.;ula (2.5.4) se r .. ože predstaviti i u sledeđim ekvivalentnim 
oblicima 

(n-l)! r (n+s) x . 
. K 

n (n+s) (L~- l (xk)) 2 
(k=i 1 • •• ,n). 
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Ako fEC2n[o,+~) za ostatak se dobija 

R(f) = n!f(n+s+l) .f(2n) (") (O " ) -n (2il)! " <.,<+~ • 

3. Gauss-Hermiteova formula ima oblik 

+~ 2 
f e-x f(x)dx-

:n 
• E Ak f ( xk) + Rn ( f) . 
K=l . l, 

Kako je' 

i 

imamo 

. ' . 
(2.5.5) (k=l, ... ,n), 

gde su xk nule Hermiteovog polinoma Hn. S obzirom na jednakost 
'· 

H~(x) = 2nHn-l (X:), jednalwst (2.5.5) se može predstaviti i u ~bliku 

2n-l (n-l)'! m 
nHn-1 (xk)2 

Za ostatak se dobija 

(k=l, ... ,n). 

Prir<ledba 2. 3. S. Kao i kod Gauss-Legendreove form).lle, i u ovor,; slu

čaju je Ak=An-k (k=l, ••. ,[~]). Neke vrednosti za xk i Ak date su 
u sledećoj tabeli. 

n k xk Ak 
l l o. l. 77245385 
2 1,2 "'o. 70710678 0.88622693 

3 
1,3 +1.22474487 0.29540898 

2 o. 1.18163590 

4 1~4 ··· :fl. 65068012 0.08131284 
2,3 :j: O ~5.2464762 0.80491409 
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7.2.6. lvlodifikovane Gaussove formule 

Kvadraturne formule oblika 

b n m 
(2.6.1) /p(x)f(x)dx 

a . 
E Akf (x~) + E B .. f (yi.) + R + (f) 1 

k=l k=l K ~ n m 

sa algebarskim stepenom tačnpsti 2n+m-l, pri čemu su yk unapred 

zadate apscise, nazivaju se modifikovane Gaussove formule. Dakle, 

nepoznate parametre Ak, xk (k= l, .•• ,n) i Bk (k= l, .•.• ,m) možemo od

rediti iz uslova 

i 
Rn+m(x ) = O (i=O,l, •.• ,2n+m-l). 

Primer 2.6.1. Izvedimo modifikovanu Gaussovu formulu oblika 

+l 
(2.6.2) _{ f(x)dx ~ A1f(x1 )+A2f(x2 )+B1f(-l)+B 2f(l). 

Kako ova formula mora bi ti tačna za svako f e: P5 , na osnovu 

•(2.6.2), uzimajući za f(x) redom l,x, ... ,x
5 

dobijamo sistem neli-

nearnih jednačina 

Al + Az + Bl + B z = 2' 

Al xl + A2X2 - Bl + Bz O, 

2 + 2 + Bl + B2 
2 

(2.6,3) Al Xl A2X2 3 ' 
3 3 

Bl + B2 o, Al Xl. + A2X2 -

" Al Xl " + A2X2 + Bl + B z 2 
5' 

5 5 o. Al Xl + A2X2 - Bl + Bz 

Da bismo rešili ovaj sistem jednačina uvedimo pomoćnu fun

kciju w pomoću 

w (x) (x-x1 ) (x-x2 ) (x+l) (x-1) 

x" + c
3

x 3 + c2x 2 + c1x + c0 • 

Sada, množenjem prvih pet jednačina sistema (2.6.3) sa 

C
0

, c
1

, c
2

, c
3

, l respektivno i njihovim sabiranjem dobijamo 
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Primenjujući isti postupak, iz poslednjih pet jednačina 

sistema (2.6.3) sleduje 

Kako je, s druge strane, w(x1)=w(x2 )=w(-l)=w(l)=9, na os

novu prethodnog, dolazimo do sistema linearnih jednačina 

e - cl + c2 - c3 -1, o 

co + cl + c2 + c3 -,1, 

2C
0 

2 2 
+ 3c2 - 5 l 

2 
3cl 

l 
+ 5c3 O, 

odakle je 

tj. 
o l 6 

- S' o, 

q 6 2 l 2 l w(x) = x - 5 x + 5 = (x-1) (x+l) (x - 5 ). 

IS Iz uslova w(x) =O, nalazimo x1 = -x2 = - 5 

Najzad, zarnenorn vrednosti za x 1 i x2 u (2.6.2) i rešavanjern 

dobijenog sistema linearnih jednačina po Ak,Bk (k=l,2) dobijamo 

tj. 

+l 
J f(x)dx 

-l 

5 
6 i 

l 
6 l 

Za rnodifikovane Gaussove formule može se dokazati sleueća 

teorema. 

Teorema 2.6.1. Kvadraturna formula (2.6.1) irna algebarski stepen 

tačnosti 2n+rn-l ako i samo ako je 

1) tačna za svako f e: P n+rn-l , 

b 
2) fp(x)w(x)f(x)dx =O za svako f e: Pn-l' 

a 
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gde je 
n m 

w(x) _n (x-xk) n (x-yk). 
K=l k=l 

Navešćemo sada dva interesantna slučaja modifikovanih Gau

ssovih formula. 

Teorema 2.6.2 (Radau.). Neka su xk {k=l, ... ,n-1) nule polinoma 

Xl+ __!_l (P {x) +P l {x)) i x- n n-

1-xk 
----~----- .. (k=l, ••• ,n-1), 
n2P (Je )2 

n-l k 

gde je Pn Legendreov pelinom. Ako ·fe:c2n-l ['-1,1] ostatak u kvadra-

tnoj formuli 

je dat pomoću 

l 
J f(x)dx 

-l 

(-1<1;<1). 

Teorema 2.6.3 (Lobatto). Neka su xk (k=l, .•• ,n-2) nule polinoma 

x~+ P~-l {x) (Pn Legendreov pelinom) i 

gde je 

Ako fe:c 2n- 2 [-l,l] važi formula 

+l 
J f (x) dx 

-l 

(k=l, •.• ,n-2). 

2 n! (n-2)! (n-l)! (2n-2) 2n-l [ ]2 
(2n-l)! (2n-2)! f (l;) 

(-1<1;<1). 
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7.2.7. Čebiševljeve kvadraturne formule 

Kvadraturne formule oblika 

b n 
(2.7.1) fp(x)f(x)dx =An E f(xk) + R

0
(f), 

a k=l 

sa algebarskim stepenom tačnosti n, nazivaju se Čebiševljeve 

formule. Nepoznate parametre An i xk (k=l, .•. ,n) mo~emo odrediti 

rešavanjem sistema·jednačina 

(2.7.2) 

(2.7.3) 

kcija. 

i 

(m=O,l, .. , ,n) •. 

Iz prve jednačine ovog sistema odredjujemo 

A = .!. 
n n a 

b 
fp(x)dx. 

Primetimo da je An > O, s obzirom da je p težinska fun-

Uvedimo oznake 

(m=; l, 2, ... ) 

Na osnovu ( 2. 7. 2) i ( 2. 7. 3 ). ·možemo odredi ti vrednosti 

sm (m=l, ••• ,n) pomoću 

a 
b 
fp(x)dx 

a 

Tada stavljanjem m= l, •.•. ,n u jednakosti (videti [13 , str. 74]) 

sm+alsm-l+a2sm-2+ ••• +~-lsl+m~ = 0 

dolazimo do sistema linearnih jednačina 
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(2. 7. 4) 

l• a 1 

s 1 a 1 + 2a2 

s 2 a~ + s 1a 2 + 3a3 

sn-2al+sn-3a2+sn-4a3+ ••• +(n-l)an-l 

sn-lal+sn-2a2+sn-3a3+ •.• +slan-l+nan 

čijim se rešavanjem nalaze nepoznati koeficijenti polinoma 

x 1-+(JJ·.{x). Napomenimo da navedeni sistem linearnih jednačina ima 

jedinstveno rešenje s obzirom da njegova determinanta ima vred

nost n!. najzad, nalaženjem nula polinoma OJ odrecljujemo apscise 

xk (k=l·,,., ,n), 

Jasno je da se medju nulama polinoma OJ mogu nađi i komplek

sne nule, kao i realne nule koje ne pripadaju segmentu [a,b]. Za· 

iptegraciju realnih funkcija realnog argumenta, kakvu mi razmatra

mo, od interesa su samo slučajevi kada su sve nule xk(k=I, .•. ,n) 

realne, proste i leže u [a,b]. Imajuđi u vidu ovu činjenicu može 

se postaviti sledeđi problem (Čebiševljev kvadraturni problem): 

Odrediti realno A
0 

i realne i različite apscise x 1 , ... ,x11
E [a, b] 

tako da je formula (2.7.1) ·tačna za svako fEP
0 

(n=l,2, ... ). 

U najprostijem slučaju kada je p(x) ~ 1, Čebiševljev kvadra

turni problem se ne može reši ti kada i e n=S i n > 9. 

Za slučaj [a,b] = [-1,1], J.L.Ullman ([14]) je odredio jed

noparantetarsku familiju težinskih funkcija oblika 

(2.7.5) p(x) l 1+2r x ---· 
,---:: 1+4rx+4r2 

11-x2 

sa osobinom da odgovarajuđi Čebiševljev problem ima rešenje za 

svako DEN. Prim~timo da se zar=O (2.7.5) svodi na klasičnu Čebi

ševljevu težinsku funkciju i tada su Gauss-Čebiševljeva kvadratur

na formula i odgovarajuđa Čebiševljeva formula ekvivaientne. 

Primer 2.7.1. Odredimo nepoznate parametre u Čebiševljevoj kvadra

turnoj formuli 

(2. 7. 6) 
l 
/f(x)dx 

-l 
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. Uzimajući za f (x) .redom l ,x,x2 ,x 3 , nalazimo 

~3 

3 l 
2 Jx2 dx 

-l 

Koeficijente polinoma 

3 l 
2 J xdx 

-l 
O, 

odredjujemo iz sistema jednačina (2.7.4). Imamo 

O, 

tj. 

l fi 12 
w (x) = x 3 - 2 x = x (x + 2) (x- 2), 

373 

o. 

12 
odakle sleduje x1 =- 2' x 2 

fi O, x 3 = 2· Dakle, formula (2.7.6) 

postaje 

l 
J f (x) dx 

-l 
~(f(- ,12) + f(O) + f(,1

2
2")). 

3 2 

7.2.8. Neki metodi za ocenu. ostatka. u kvadraturnim formulama 

Kod numeričkog izračunavanja integrala, kao što je od ra

nije poznato, javlja se greška ili ostatak kvadraturne formule 

~(f), tj. 

b 
fp(x)f(x)dx 

a 

n 
~ Akf(xk) + Rn(f). 

k= l 

n 
Naravno, napomenimo da se kod izračunavanja sume ~ Akf(xk) jav

k=l 
lja i greška zaokru~ljivanja, koja zavisi od tačnosti računara. 
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U ran1aem izlaganju, dali smo ocenu'ostatka Rzi(f) u 
nekim elementarnim kvadraturnim formulama. U opštem slučaju, 
veličina Rn(f) zavisi od izbora kvadraturne formule i od oso
bina funkcije f. 

U ovom odeljku, daćemo dva metoda za ocenu ostatka 
kvadraturnib.formula. Prvi metod se odnosi na klasu neprekid~ 
no-diferencijabilnih funkcija, a drugi na jednu klasu anali
tičkih funkcija. 

Primetimo, naj:{>re, da je funkcionela L definisana na 
izvesnoj klasi funkcija X, pomoću 

b ·-·n 

Lt = Rn(f) = S p(::x:)f(x)d.x - I: Akf(xk), 
a k=l 

line~ funkcionela na X. 

Teorema 2.B.l(Peano). Neka je Rn(f) e O za svako f€~ • 

Tada je, za svako f Ecm+l[a;b], 

b 

(2.8.1) Rn(f) = S Km(t)f(m+l)(t)dt, 
a 

gde je K (t)= .Jr Lu i funkcija x t-+ u(x) definisana pomoću m m. 

(::x: ~t) 

(x .t. t). 

muli 
~. S , obzirom da se ostatak, E u Taylor ovoj ·for-. m 

f(x) = f(a) + f'(a)(x- a) + · · • + ;! f(m) (a)(x-a)m + Em 

može predstaviti u obliku 

X b 
Em = ~ S (x-t)m.r(m+l)(t)dt = ~ S (x-t)~f(m+l)(t)dt, 

a • 



7.2. NUMERičKA INTEGRACIJA 375 

primenom linearne funkcionele L na f, dobijamo 

Lf =!fi f(i)(a)L((x-a)1 ) +;l L(S (x-t)!r(m+l)(t)dt), 
1=0 a 

Kako je, medjutim, Lf = O (\/fE ~) poslednja jednakost 
se -svodi na · 

b' 

Rn (f) = ~ S (Lu) f(m+l) (t )dt , 

a 

gde smo stavili u(x) = (x~t )~ • 

Ovim je dokaz završen. 

Primedba 2.B.l. Funkcija .t~ Km(t) se naziva Peano ovo jezgro 
za funkcionelu L. Primetimo, takodje, da 'je 

b 

ml Km(t) = S p(x)(x-t)~ dx - L ~(~- t)m • 
. · · a . x ~t . ' k..-

U slučaju kada je p(x) ii 1, poslednja jednakost se svodi na 

. . ( . )in+l 
ml K (t) ,..b-t 

m m +l 
- I: Ak(xk- t)m • 

xk>t 

Posledica 2.8.1~ Ako jezgro Km ne menja znak na [a,b], važi 

(2.8.2) (a.c.~Lb). 

1!2W.• Ako u (2.8.1) stavimo f(x) = xm~l, dobijamo 

b 

R (f) = (m+l)! ( K (t)dt. n ) m 
a 

S druge strane, na osnovu teoreme ~ srednjoj. vrednos
ti odredjenih integrala, jednakost (2~8~l) može se predsta-
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viti u obliku 

b 

Rn(f) = f(m+lJc~) s Km(t)dt (a.( 's.( b), 

• 
s obzirom da .r E cm+l (a, b] • 

Kombinujući poslednje dve jednakosti, dobijamo (2.8.2). 

Primer 2.8.1. Odredimo ostatak u trapeznoj formuli. Ovde je 

n= 2, m= l i 
b 

R
2
(f) = S f(x)dx - b2a (f(a) + f(b)) • 

a 

Prime nom Peano ove teoreme, imamo 

b 

K
1
(t) =S (x-t)+dx- b2aC (a-t)++ (b-t)+), 

a 

=~(a- t)(b- t). 

Kako je K(t) '-0 (t E. [a, b]), možemo koristiti tvrdjenje 

posledice 2.8.1, pa je 

R (!) = l f"(~)R (x2) = - (b- a)3 !"(~) 
2 2 5 2 12. "S 

(a" ~.(b). 

Neka je, sada, X Hilbert ov prostor regularnih funkci

ja z~ f(z) u disku Izl< 1 i neprekidnih na r = {z !Izl= 1} , 

sa skalarnim proizvodom 

(f ,g) = l1t ~ f(z) grz) ds 

r 
gde je ds element luka krive r . 

(f ,g E. X), 

Primedbe. 2.8.2. Sistem funkcija {1,z,z2 , ••• } u prostoru X je 

ortonormiran, tj. 

(m= n) 

(m~ n), 

što se lako proverava neposrednim izračunavanjem. 
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Ako je -l< a < b < l i f E X, daćemo ocenu ostatka 

b n 

Rn(f) = S f(x)d.x - L Akf(xk). 
a k=l 

Jednostavnost~ radi, pretpostavićemo da -1 "- xk 4( l(k = 1, ••• ,n). 

Kako je, na osnovu Cauchy eve formule, 

imamo 

(2.3.8) 

-

Lf .. 2~ {yr(~)L(1 _1z-s) ds, 
r 

gde je L.f = Rn(f). Primenom Cauchy-Schwarz ove nejednakosti 

na (~.8.3) dobijamo 

i 

pri čem• je iskorišćena osobina ortonormiranosti niza 

f 2 
11,z,z , ••• } , (2.8.4) se svodi na 

tj. 

(2.8.5) 
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Ako pretpostavimo da kvadraturna formula ima alg~bar
ski stepen tačnosti m, tada se izraz za 62 svodi na 

+CD 

62 = 2i- I: \ L(zP)12 • 
P= m+l 

Za normu \Iri\ najčešće se koristi gruba ocena llr\l~max lr(z)\·. 
IZl= l 

i tada iz (2.8.5) sleduje 

IR
0
(r)l ~ (21t)1; 2 ·6 max lf(z)j • 

\zi= l 

U radovima [15], (16], [17] , Hiimmerlin je odredio gra
nice za 6 u nekim stands,rdnim kvadraturnim formulama. Tako, 
na primer, ako je [a, b] = [-1/2,1/2], oo je dokazao nejedna
kosti 

(21t)1/ 26 L.. O.l89h2 

(21t')1126 .(, 0.253h4 

(za uopštenu trapeznu formulu), 

(za uopštenu Simpson ovu formulu). 

Ocene za r5 u formulama Gauss ovog tipa odredjivao je 
li',Stetter( [18], [19] ). 

?.2.9. Neki metodi za povećavanje tačnosti kvadraturnih 
formula 

Ostatak u kvadraturnoj formuli 

S f(x)đ.x .. t Akf(xk) t Rn+l (f) , 
a k=o 

po pravilu, se može učinit:i, .proizvoljno mal,il!l, ukoliko se 
uzme dovoljno veliko n. Medjutim, po svaku cenu n ne treba 
povećavati, s obzirom da se pri numeričkom radu. javljaju 
greške o kojima je bilo reči u prvoj gl,avi. Izložićemo sada 
jednu ideju za povećavanje tačnosti formule (2.9.1), pri 
fiksiranom n, koja se sastoji u sukcesivnom izdvajanju tzv. 
glavnog dela ostatka. 

Posmatrajmo uopštenu trapeznu formulu(videti· odeljak 
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S f(x)dx = Tn (f ;h) + Rn+l (f), 
x

0 
=a 

gde ;je Tn(f;h) =h( -2
1 f +f1 + • • • +f 1 + !.2r) if. =f(x.) . o n- n ~ ~ 

= f(x0 +ih) (i= 0,1, ••• ,n). Ako f E c2 [a, b), ostatak se može, 
kao što ;je po~nato, predstaviti u obliku 

R (f) = - (b-a)h2 f"(~) 
n+l 12 ~ (a<~~ b). 

Pod uslovom da ;je funkcija f dovol;jan bro;j puta dife
renci;jabilna, ideja o sukcesivnom izdvajanju glavnog dela 
ostatka, može se sprovesti razvijanjem ostatka R 1(f) u , n+ 
red po koraku h• Dodajući članove ovog'reda sumi T

0
(!;h) 

dobi;jamo niz kvadraturnih formula,' čija se tačnost povećava 
sa brojem dodatih članova. 

D~finicija 2.9.1. Koeficijenti ~(k= 0,1, ••• ) u razvo;ju 

+CO R. 
X ~K k 

-x--= LUx 
e -1 k , =O 

(\xl ,<: 21t ) 

nazivaju se Bernoullievi brojevi. 

Na osnovu (2.9.2), tj. ;jednakosti 

( l 2 l 3 )( l 2 ) 
X = x +2fX + 3f:X + • • · B0 + B1x + 2fB~ + • • • , 

zaključu;jemo da ;je B2i+l =O (i=l~2, ••• ) i 

B = 1, o 
l l l l 

Bl = - 2 ' B2 = G ' B4 = - 30 ' B6 = 42 ' 

Izrazićemo najpre operator A-l pomoću operatora dife
renciranja. Kako je ehD =l+ A, imamo 
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tj. 

A -1 ___ hl n-1 1 1 hD 1 ( )3 ~ - 2 + 12 - 720 hD + • '' 

Kako je, dalje, 

primenom operatora K"1 na fn- f
0 

, dobijamo Euler-fJJaclaurin

ovu sumacionu formulu 

n-l xn 

(2.9.3) ~ fi = ~ S f(x)dx - ~(fn- f 0 ) 

~=O x0 

gde je 

B h2m+2 
E (f) _ n 2m+2 f(2m+2)(~) 

m - (2m+2)! "'5 
' . 

Formula (2.9.3) se može predstaviti u obliku 

tj. 
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B h2m 
2m · (f(2m-l) f(2m-l)) _ hE (f). 
(2m)! n - o m 

Primer 2.8.1. Za m=l, formula (2.9.4) se svodi na 

xl ,.· s f(x)dx = Tn(:t;h) - ~~(f~- f~) + f2~ f1v(~) (x0(.~.(~). 
X o 

Poslednju formulu primenimo na izračunavanje vrednosti integ

rala iz primera 2.3.1 sa h= 0.05, tj. n= 4. 

Kako je f 1(x) =~ x-l/2 i T4 = 0.209680, imamo 

1.2 2 
S-rxdx ~ 0.209680-

0 i~5 ·~(_!_- 1) = 0.209689. 
1.0 ~ 
Euler-Maclaurin ova formula ima primenu i kod izraču-

navanja zbira S= f
0 

+ f 1 + ' ... + f • n 

Primer 2.9.2. Izračunaćemo zbir 

l l l l 
Sc---z+~+~+ .•• +~ 

ll~ 13~ 15~ 51~ 

uzimajući u formuli (2.9.3) f(x) = l/x3, h= 2, n= 20, x
0 

= 11, 

x20 = 51, m = 3. 

imamo 

Kako je f 1(x) =- 3/x4 , f 111(x) =- 60/x6 , fv(x)=- 2520/x8 , 

8 ( 60 . 6Đ ) _ _3~-( 25~0 25~0) 
- 720 -::- 516 + ·n 6 + '427'6T - 51 + n 

9!!' 160(0.1969999 + 0.0379427 + 0.0034077 + 0.0000376 

+ 0.0000012) .. 0.2383891·10-2 , 

tj. s ~ 0.002383891 • 

Pored formule (2.9.3) postoje i druge sumacione formu

le. Na primer, formula 



382 

gde je 

E' 
m 
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n-1 xn 

I fi+(l/2) = ~ s f(~)d.X 
i=o 

-t 
k=l 

(l- 21-2k)B h2k-l 
· 2k (f(2k-l)_ .f(2k-l)) E' 

(2k)! n o + m' 

( -l-2m) ·· 2m+2 · ' 
' ( 1.-2 .B2m+2h (2m+Z) ~ 

E f) =-n f . '(~) (x
0
l ~ '- xn)' 

m (2m+2)! 

koja se naziva druga Euler-Maclaurin ova formula, generališe 
tzv. pravilo srednje tačke(videti odeljak ?.2.3). 

Navedene Euler-Maclaurin ove formule mogu ~:~e modifiko
vati na taj način što bi se izvodi funkcije f u tačkama x

0 
i 

xn zamenili odgovarajućim diferencnim formulama. 

Na primer, ako izvode u tački ~~ zamenimo pomoću for
mula sa operatorom prednje razlike,tj. 

a izvode u tački xn pomoću formula sa operatorom zadnje raz~ 
like, tj. 

iz (2.9.4) sleduje Gregori eva formula 

xn 

) f(x)dx ,..:.. 

X o 

gde su 

+OO 

T
0
(f;h) - h L Gk(vkf

0 
+ (,.,.l)kAltf

0
), 

K=l 

G l G l G ll_ . G ·..i..· G 864 . td 
l = 12 ' 2 - 24 ' 3 = ?20 ' 4 = 160 l 5 = 60480 ' 1 • 

Primedba 2.9.1. Koeficijenti Gk mogu se odrediti iz relacije 
n 

L n+i-kGk = 
n 

2(n+l)(n+2) • 
k=l 
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7,2,10, Richardsonova ekstrapolacija i Rombergova integracija 

Posmatrajmo kvadraturnu formulu 

b 

(2,10,1) I = S f(x)dx = L ~f(xk) + R(f), 
a k 

u kojoj su tačke xk( E: ~a, b]) uzete ekvidistantno sa korakom 
h, Sa I(h) označimo približnu vrednost integrala I koja se 
dobija primenom ove kvadraturne formule, Pretpostavimo, dalje, 
da je ostatak reda r(rEN), tj. da je oblika 

(2.10.2) 

gde C ne zavisi od h. 

Očigledno je da I(h) -t I, kada h -+o. Ako za h uzmemo 
dve vrednosti h1 i h2(h2<h1 ) i sa njima odredimo približne 
vrednosti integrala ICprimenom formule (2,10,1)), sledećim 
postupkom, po pravilu, se može dobiti tačnija vrednost ovog 
integrala nego što su vrednosti I(h1 ) i I(h2 ). Naime, iz 
(2.10,1) i (2,10,2) sleduje 

I - I(h1 ) = Ch~ + O(h~+l) 

i 
) r ( r+l) I - I(h2 = Ch2 + O h2 • 

Zanemarivanjem veličina O(h~+l) i O(h~+l) u poslednjim jedna
kostima i eliminacijom parametra e dobijamo formulu 

(2,10.3) 
I(h

2
)- I(h

1
) 

(:~r- l 

koj a j e poznata kao Richardson ova ekstrapolaoij a* • U prak
tičnim računanjima najčešće se uzima h2 = h1/2 i u tom slučaju 
formula (2,10.3) se svodi na 

(2.10.4) I : 
2ri(h2 ) - I(h1 ) 

*) Ovde se, ustvari, ~rognozira vrednost I(o) na osnovu vred• 
nosti I(h1 ) i I(h2 J. 
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Primedba 2.10.1. Ako se kao formula (2.10.1) uzme uopštena 

trapezna formula ili pravilo srednje tačke imamo r = 2, dok je 

kod uopštene Simpson ove formule r = 4. 

Primenom ideje koju daje Richardson ova ekstrapolacija, 

na Euler-Maclaurinovusumacionu formulu može se doći do jednog 

rekurzivnog metoda za numeričku integraciju,,koji je poznat 

kao Romberg ova integracija( [20] ) • Kompletna teorij a u vezi sa 

ovim metodom data je u radu [21]. 

Neka je (2.10.1) uopštena trapezna formula. Tada je za 

f E c2m+2 [a, b], na osnovu Euler-Maclaurin ove sumacione formule 

(2.10.5) R(f) ... ' + 

- (b-a) (~E (a, b)), 

gde su B2k Bernoulli evi brojevi i 

Ako stavimo h= hk = (b-a)/2k i odgovarajuću trapeznu aproksima

ciju Tn(f;h) (n= 2k) označimo sa T~o), tada primena Richardson

ove ekstrapolacije na T~o) i T~~i, saglasno (2.10.4), daje 

I ~ 

Desnu stranu poslednje približne jednakosti označimo sa T~l) • 
Odredićemo sada grešku u aproksimaciji I ~ T~l) 

Kako je 

I- Tk(l) =I- ~(4Tk(o+l)- T(o))-i(I-T(o))-!.(I-T(o)) 
';) k - 3 k+l 3 k ' 
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tj. 

Dakle, greška je reda h~, kada hk- o. 

Pod u~lovom da je funkcija f dovoljan broj puta dife
rencijabilna, navedeni postupak sugeriše konstrukciju itera
tivnog procesa za odredjivanje vrednosti integrale I u obli
ku 

tj. 

(2.10.6) 
4mT(m-l) T(m-1) 

( ) k +l - k 
T m -

k -

k s obzirom da je hk= (b-a)/2 • 

(m=l,2, ••• ), 

(m=l,2, ••• ), 

za grešku u aproksimaciji T~m) veži ocena 

(a~ ~ .( b) • 

Na osnovu (2.10.6) može se konstruisati tzv. T-tabela 

uzimajuči k= o,l, ••• i m= 1,2, H •• U prvoj koloni ove tabele 
nalaze se redom približne vrednosti integrale I dobijene pri
menom trapezne formule sa hk= (b-a)/2k (k= o,l, ••• ). Druga 
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kolona ove tabele dobija se na osnovu prve, korišćenjem for
mule (2.10.6), treća na osnovu druge, itd. 

Iterativni proces, definisan sa (2.10.6) predstavlja 
standardni Rombergov metod za nurueričku integraciju. ~ože se 

dokazati da nizovi {r~m)}kEN i {r~m)}m6.N (po kolonama i vrs-
o o 

tama u T-tabeli) konvergiraju ka I. Kod praktične primene Rom-
bergove integracije, iterativni proces (2.10.6) se najče~će 
prekide kada je \T~m)_ T~m-l)\'E , gde je E unapred data doz-

. · d · I "' T (m) volJena greška, 1 ta a se uz1ma = 0 • 

Primer 2.10.1. Primenom Rombergove integracije približno ćemo 
l 2 

izračunati integral \e-x dx. Pri računanju koristićemo se 

o 
približnim vrednostima podintegralne funkcije u tačkama xi~ 

i/8 (i=o,l, ••• ,B) 

f" 
0 

== L oooooo, f 1 == o. 984497 , r 2 == o. 939413 , 

f
3 

o.s6BB15, r 4 = o.nsso1; f 5 = o.676634, 

f
6 

0.569783, f 7 = 0.465044, f 8 = 0.367880. 

Uvedimo, prethodno oznaku Ak= T~0 )/hk (k=o,l, ••• ). 

k 
Primenom trapezne formule sa hk= 1/2 (k=o,l,2,3) 

imamo redom 

l l T~o)= h
0

A
0

= 0.683940; 
A o = 2fo + 2f8 = 0.683940' 

Al = A
0 

+ r 4 = 1.462741, Tlo) e hl A1 = O. 7313705 j 

A2 = A1 
+ t

2
+ f 6 = 2.971937, T~o)= h 2A2 = 0.7429842; 

A3 = A2 +fl +f'3 +f5 +f'? = 5. 966927 1 
(o) 6 T
3 

= h3A3 = 0.7458 58, 

a zatim primenom formule (2.10.6) na ove rezultate dobijamo T

tabelu 
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0.683940 0.7471806 0.7468337 0.7468241 

0.7313705 0.7468554 0.7468243 

0.7429842 0.7468263 

0.7458658 

Dakle, dati integral je približno jednak 0.746824. 

Rombergov metod, koji je prezentiran, sastoji se u 
sukcesivnom polovljenju intervala integracije, s obzirom da 

je hk= (b-a)/nk i nk= 2k(k=o,l, ••• ). Ovaj metod se može modi
fikovati u tom smislu da se za {nk1kEN odabere neki drugi pod-

o 
niz prirodnih brojeva, ali takav da je nk+ l/nk> e> l. Na 
primer, u radu [21], .za {nk)je korišćen niz {1,2,3,6,9,18, 
27,54, ••• }. Tada je 

T (m)
k -

3~(m-l) _ T(m-1) 
k+l k 

4·3DJ.r(m-l)- 3T (m-l) 
k+l k 
4·3m- 3 

3m+lT(m-l)_ 4T(m-l) 
k+l k 

(m parno), 

~m neparno, k parno), 

(m neparno,k neparne). 

Pretpost&vimo sada da for.mula (2.10.1) predstavlja pra
vilo srednje tačke, tj. 

b 

I=~ f(x)dx = ~(f;h) + R(f), 

• 
n-l 

gde je Mn(f;h) =h L f(a+ ~h) 
i=O · 

i h= ..2::1!. 
n 

Ako r € e 2m+ 2 [a, b] , na osnovu druge E ul er-Mac l am· j n ove 

sumacione formule (2.9.5), ostatak R(f) se može predstaviti 

u obliku 
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B h2m+2 
+ (b-a)(l- _g_) 2m+2 f(2m+2)(~) 

4m+l (2m+2)! 
(a~~..::::. b), 

gde su koeficijenti Ck(k=l, ••• ,m) isti kao u formuli (2.10.5). 

Ako stavimo n= 2k, tj. h = hk = (b-a)/2k i aproksimaciju Mn (f ;h) 

označimo sa M~0 ), koristeći se istim postupkom kao kod uopšte
ne trapezne formule, možemo konstruisati iterativni proces 

(2.10.4) 
4mM~m-l) _ M(m-1) 

M
(m) _ ""k+l k 
k -

4
m 

- l 
(m=l,2, ••• ). 

Uzimajući k= o,l, ••• i m= 1,2, ••• na osnovu (2.10.7) 
možemo formirati tzv. M-tabelu 

Primetimo da elementi T i M-tabele stoje u odredjenoj 
vezi. Naime, ako pretpoatavimo da sao izračunali T~~f i M~~f, 
tada se sledeći element u prvoj koloni T-tabele može odredi

ti pomoću 

T(o) _ 1( T(o) + M(o)) 
k - 2 k-l k-l • 

Naravno, važi i opštija jednakost 

T(m. ) - l(T(m) +. M(m)) 
k - 2 k-l k-1 • 

Korišćenjem poslednje jednakosti, (2.10.6) postaje 
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T(m) M(m-1) 
k = k + (m=l,2, ••• ). 

M-tabela sama za sebe nema neki praktični značaj, medju• 
tim, ona se može uspešno koristiti za konstrukciju T-tabele, 
zahvaljujući napred navedenim jednakostima. 

?,2,11. Konvergencija kvadraturnih procesa 

U ovom odeljku ispitaćemo uslove za konvergenciju kvad
raturnih procesa, tj. uslove pod kojima ostatak Rn(f) ~o, kada 
n -. +oo. 

Neka je dat niz kvadraturnih formula 

(2.11.1) 

gde su 

(2.11.2) 

b 

I(f) = ) f(x)dx = Knf + Rn (f) 
a 

(n= 1,2, ••• ), 

~n) težinski koeficijenti(konstantni za fiksirano n) i x~n) 
apscise koje zadovoljavaju uslov 

~ x(n) ~b. 
n - • 

Teorema 2.11.1. Potreban i dovoljan uslov da niz {Knf}ne N 
konvergira ka I (f) za svako f E C [a, b] j e da on konvergira 
za svaki algebarski pelinom i da postoji pozitivna konstanta 
M takva da je 

(2.11.3) (n=l,2, ••• ). 

~· Posmatrajmo linearn~ funkcionelu Kn' definisanu 
pomoću (2.11,2), Kako je za svako f E.C[a,b] 
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gde je ll rll • max lf(x)l, zaključujemo da je funkcionela 
a'x'b 

Kn ograničena na C [a, b]. 

Dakle, imamo 

(2.11.4) (\If €0 [a,b1) 

i 
n 

(2.11.5) \\Kn l\ ~ L l ~n) l 
k=l 

Odredimo sada normu 1\Knll· U prostoru C(a,b] izaberimo 

funkciju 1, koja je odredjena sa 

f(x~n)) = sgn ~n), 

linearna na [~n) ,x~~{J (k= 1, ••• ,n-l) i konstantna na [a,xin)] 

i (x~n),b). Tada je 11111 =l i 

n 

pa iz (2.11.4), za f = f, sleduje \1 Kn\\ ~L l A~n)l , što zaje-
n k=l 

dno sa (2.11.5) daje IIKnll = 61~n)l• 

Prema tome, kako je 

1° Niz {IIKn\1} nE":N ograničen( na osnovu (2.11.3)); 

2° lim K f = I(f) za svaki algebarski polinom; 
n-++OO n 

3° Skup polinoma svuda gust u c[a,~, 

na osnovu Banach-Steinhauf! ove teoreme (videti odeljak 2.2.1) 

zaključujemo da važi tvrdjenje teoreme 2.~1.1. 
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Teorema 2.11.2. Ako su koeficijenti ~n)~ O (k= 1, ••• ,n; 

n= l, 2, ••• ) potreban i dovolj an uslov da niz { Knf} n E: N kon
vergira ka I (f) za svako fEe [a, b1 j e da on konvergira za sva
ki algebarski pelinom. 

~· Kako je lim Knf = I(f), stavljajući f(x) =l u 
n++co 

(2.11.1), dobijamo 
/ 

n 

b- a= L ~n) , 

k=l 

što znači da je uslov (2.11.3) ispunjen sa M= b- a, čime je 
dokaz završen. 

Iz teoreme 2.11.1 sleduje konvergencija Gaussovih 
kvadraturnih procesa, s obzirom da je ~n)~O (videti prime

dbu 2.4.1). 

Teorema 2.11.1 01Je primenljiva na niz Newton-eotesov~ 
formula (videti (2.2.4)), jer su već pri n= 8 neki od težinskih 

koeficijenata negativni. Napomenimo, da ovaj niz, zaista, ne 

konvergira za svako f€ e [a, b] (videti [?21 i (23]). 
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