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а.~ А У А 1, 

.!QM.I.i.iwl.i.!. 

(1) Ntz oel1h broJeva 
·1 .,2,3 ••••••• • m, •••••••• ,.n, •••• · ...... .. 

81 "1 ~ 

"'&etopnS.m prenosenjem jedne te 1зtе duzi 
ns nekU pravu 4оЫЈато n1z ta~aka koje pr~tstav
lJaju .ntz prtroctni.Ь ЪroJeve.Q.Po~e tn.a ta~ka odgova-
r.a nu11 (v .s.l .1 Ј • · . 

Ako ·u prirodnome nizu ьго ј re predhodt 
Ь t-oju д,k~~Эшо dl!;\ ј е m рi&цЈ.1 od .. n 1 р1 ~emo 

m<n 
ako ь ro ј Ј! 81 ed i broJ m,kв~emo :ia ј ~ n ve61 od ш 
1 р1§83о 

n>ra 
U D!Z\1 pr1rodn1h broj eva nema naJ vвoeg 

broja.O•o iz тaJavamo ukratko t1roe 9to ka!emo da 
је n1& prtrodn1Ь brojeve neogran1~en tJ1 beakona
~81'1.poJam za koJ1 upotreЫjavar.no znвk оо. 

Ako P71rodnom n1zu dodamo nuJu 1 neвat!v -. 
ne ael• broJeve dob1Jamo niz ~ 

~ ~. •··D• . .-· . ., . =~,-2,-1,0,1,2,3 •.••• n, .•. ,. 
Pren9~enJem jed1n1lne c!uz1 u оЬа smera 

flemeпt; mat;analiz~ 7." 

' 
\ 

r · 

- ..:. 
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~e&le ,.,... 11DJ.J• 1 or1Jent1aaJtj8'11 ov• pn~e 
&~'* - na 1.eVC 1 ZIUШQ8 + D& 4е&АО c!obj.J•D)O t • 
n ·~t,OJnu 11n1J1& f•. 81.1). 

~~---+ ·~~-+--~--~--+-~ 

-оо -3 ·2. ~1 о 1 2 

81.2·· 

JioSatt.Yen broJ · .:Ј! U1est •• l••o •• JOSi
t1Yan Ъ~Ј А 48880 od вul81t.J. 

•• <о • а> О 

11~ posttt•aib 1 •esatt~ oe11h broJ8• 
.,. Ј е ~!Q&t]!.~tJ.ea za oltc atroe: owo tan!aYu1c 1 
tt!lle ~t"' ka± ·~Шi.>::.' аа tJro]wl ovQCa · аiи 80811 usoti 
••• •re48oat1 ~ =.s::: dC\ + _C>t? · 

ы. ~н ~ ~-:~t!o.Ut •• ••1• ьм~а в. t ~t'·S. 
bnJ q an~~ -~~}.O&lJp~bto~ 1.11 raa.l:omak._ ••· 
koe pozi1 :2:~-n~ ~- -.ratl\."11081 nalOI.Iku ~·" ta
kotl• Jdu 't\IЪI.-'it~. ва bitQ~aoJ 1tat~1,1coJ• 4obij&m;:l 
koaetnkotJ• ~~~QШanoa. аа 81.,. 

.. 

-оо 

• • . .•. · · ~"'t 

- ~ -..,.. 

~ •• $~ka koJa odgovara razloaku ! 
18'10 ot ta8Jte 'kota oqoYfilN razlollku lt ' . , q 
da ~· 1'82loaak f ••~1 о4 raalOJAka ~ 1 р1• 

ЖU:о Је 

.1 = .u~ 1 i.: ~ .1L..9.~ 
Q qq Q q q 

to са ~ btti aanJe о4 t: ako Ј• 

pq' < p .. q. 

вuiomak ~ Ј• 1!ftJ.V1_.razlomakpakO 38 ь~
J1tel3 R. menj1 od taec1te1J& -,i.t.J.ako Је 

]. < 1• 
q ' 

u sч.protuoa raz1 (jmak Је вlotEmtnapr4 i с 1~ 
' 

1 .Pozi t1vno 1 negat1vвe оеЈе bJOJeve rm.1.u g 
. pozt·t; ivne t negut1.vnз ru1omke na:ztvamo rac ion.gl ~ 
.n1m b:t~f'.Jf!v1ma. · . --"·.-

. Zna8'1. svaki rao1onal an bi"'J 1ав. оЪ11k ~· 
_gde Ј $ R. p c,z .11.;i:van 111 nega,1·ta оео Ь:~Ю.f.111 nu1a 
ш .i ~ edan b:ro j pr1rodnog n1za. 

· Imei~ 1 t е 1 Ј ·,s. nt=t moio Ь 1 t 1 nul а 

( . 1 

q ::f о, 
3er .«~!t!_tщ)oa nmna ·sЩ!! .. 

S\fak1 о~~Ј b;rGJ koJ 1 se ne mose napt.seti 
u ~ornjew cЪ J iku $QY& &е 1rao1ona1en broj,napr. 

~' 108 ~.)С . - 1 '·'· . ' ' 
1 •• • 

,-. 
i ·' . 

' 
\ ... I 

1 . . ' \ . ~ 
.· -..:;;.""'-:'~;• ........ :.,...:,...- -.,-......_ • ..,.....,".... • ..... .!.-\~.с..:...,.. :,;- . - ..... ч.-.;1 •.-._,.. ,.,. ,.~-......".,..._._~- .:-•-.. .... ·- ••,,: ·-·~.-.~ ....-1~----~:0:~ ...... ; ...... . ' .... -.-~ . -~ 

· Г 



. S"trakom od оv1 .ћ Ь 1"o.1e<!f:a odg'3'1? Э l'Э takOd J е_ 
' o4redjena ta~ka broJae 11n!jв) tЬ.k -;J ,flli pr.broJu v' 
odgov~L"a 'a5ka koju dob1J&roo k:onatrukc1Jom 1zvede-
D om n~ s1 • !S .. · 

Ran.i.onaltti 1 1raa1ona1n1 broJe•1 neztvв.ju, 
эе zв.j •~dn!~k1m 1ьnom rеа1в1 't!t:O.J~!.!· _ 

ovakve pooebn~ . 'f rednoa-&1 nekog opi1teg b:L*O
j а Ј! zovu se јоа 1 uJecove pojed1ne AU11!r1l!te yred-
nost! у 

Opi't broj koJ1 u toku ra~una zadrzaYa 
sta1no odrecljetщ ·~ r64nost ~е •• kogetantf. 

BroJ koj i u t"ku ra~una uztmг. vi!e ,111 
$Ve il\Oguoe vrednost.l~t. J oonaJ koj1 ае u tok\1 ra
cuna m.ot~ aenjat1 zoYe ее RШ!n1J1Ya. 

Konstao•e obt~nc obeJeiavьo poёetn1m (а, 
о ~ ... ,) $ з pl"'JattnlЗivu lt:rajnJJ.m (x,y~z,t ••• о.) е1о= 
·vtma abe~ede. 

(iv) Reka 3е.! pro1z-voljan re&.1&1 ьrоЈ, 
tt:iд a је .11! Ј! 111 .:& pozitive.n broJ .. ovsj poz1t1van 
broj obe1~zav~Q еа 

laJ 

t naztvamo ~so}utpa vrednoв~ ou 4 " 
Daklo је 

а { 
а ka4 Ј е а~ о 

• -е. • • • <о 
Tako Je.na pr. 

f"'-1 • 4, ! ... ~1· 3, 101• O,J•1,SJ• 1,S,1 t..4. 

Napoшena 1° . Znak ~ ~· fl1ta !Jt11 11&, ~!4-
~ta znak ~ 8М.Ј! 11~ Jt!dn!!JS2,,ako а 

ь ~ с 

. .... - · ····- ·· ·""·-· \ 

·. 

"" 
zna~1 da Ј! ne zoze Ь.1 t1 veoe otl .1 • 

2° .. Broj fa,l Је Dl8:rn1 broJ ots'to·JмJa tackt:t 
а od ta5ke о; а broJ la•'l Је a~t.Lt broJ a·нzt аь. 1- , 

-~~ ., Bu4uo1 4а. svakoa ree1t&Oil broJu o4go•,тara 
O<SredJena t-a«Skв broJne 1Sn1.te.to aoitetO ос!. за.dе 
reS broJ zeen1 tt аа 8!1 t а ~ k а 1 .oьratno • 

. -*л4~щ1. 
· 14. Nap161 u ob11ku :t•!'zlOidta broJeYe; а ,5; 

... 0 .25; . , ,3Ј о.о121 о.1; о,а1 ; 0,001. 

1&, Da J.t () • '33 1 1/~ prttt8~'91. JaJu 1_st1 bro.1~' 
.3,.,_ •pti§1 u оЫ 1ku deoSIIal.aUt J~a&lomo.ka bro

Je•e: 1/S; 7/10; 10 .. 2 ; 10-3; 3•1о·2 • ~ 1o'"" 2 .. s.1 c ... ,; 

1/ ~; 1/6; 1o·n , 2•n ; .5·11 .. 

_ !.е. A.ko .m .1 а 1 Ь h& nc1onalna broJa,tada . 
su 1 t:. roJ еУ1 

a+'t "· !Э.-Ь • &•Ь 
rac i on~J.n 1 ~ 

1 

2.:. К<.:• ј ! .ј~ . od iH:<.> j ftVa 

2 s (*) :~ 1 (~) 2_ 

na.1 v 9с 1 , а ko ј t ne.j manJ 1 ? 

§.... SVaki koaa~an 11.1 per1od1!n1 dec1ma1n1 
razlosi'E pre\ataY1~a raotonalan broJ 1 obr.~ t1ю. 

. L 6oka.t1 da је :: .1° kvadrat ce Jog Ьrоза •Ј ~о 
broJ; JV nadrat raz1ornka razlomak; c··t.uda za_kl ,tvc1. 
d& hadra'tи. :! koreni Ьrо ,З ~v а 

2 , 3 , );б,?,8,10,11 , 12, •• ~~ " е ~• 

ne mogu Ь1t1 rac1ona1n1 ~rojevi. 
JL Ako эu а 1 Ъ dve protzvo1$na 

broja pokazi qe Је uvek 

a~l&l 1 Ja't'b/~1&/ + \blo 

:lt Sta pretdtav1Jaju tzrez1. 
/ 

rea.lnв 
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а + ta .l а 
----=2~ 1 ТаТ ' • * о 

1са4а Ј• а )081 t1van 111 aept1YU tttoJ ' 
.12t_ Ako IIU • 1 , . *ta ,POa1~.tw.a bJIOJa.po• 

ka~1 4~ · · . 
• = .. ~ .. j••bl 

uvek j81aak т•сSеаа о4 D.J11k ••• ~ ... ~· .. 
а. ~ А 1 1.t .~ А • 

1 .2 • . r u а .t о: 1 Ј а. 
(:!) Df• proaealJ1Ye &n1ae Je4na od Onc•. 

k&4 sц promanaaa Jedae Qalo'YlJea• proa&ne truse. 
t.J.kada datta •redaoet~ Jedne proaenlJ1•• od• 
govanJu o4redjen.e тre4noet1 d:N&e pJ"OtUnlJ1••;u 
toa eluaaju kaa8Dlo' ita Је Je4ne PJI088alJ1Ya f'\Шk.o1-
~ drцae. · · · 

Onu p:roau1J1n. .~.tl!Цe n YNhoet1 odre
dJeae Y~D08t~ rroae81J1Ye Sl80Yt80 zaviana 
p~Unlj1V8t88 N8 tk1a О\1 ngei' 81_8 :Proment,i 1V8 
~. {Је vreanoatt ро YC]ji Ы~: 

na.. pr1u.r:JtovrJtaa naЬ.ta Ј• r.kotJa 
nJetoтe straae,oьntao,atnaa nactn.t~~t 3• ·r..aako1~• , 
nJeco•• povr!1ne .zapr81taa lof'• ~· hake1~a n.1e
nog J01upreiJI.1ka.Pr1Y1e!u st а t!YaJu М!.а Ј• f\UI• 
koi.$6 DJ1hoY111 o'ato~811Ja.ZQI'81aa ..... Је tuDit- · 
о1Ја pr1t1aka 1 tempera1fuJ~~e.badret 8ab.kYa4J18ta1 . 
k1:>rea 1RЬn1 koren,loвartt• 1· t.4.aetol bt-oJa eu 
f'unk<JJ.Je •оса broj •· . . · 

(iiJ ' tJtaJeaio• ta% ааУ1е1 о4 !. ме:l .... ам 
88 Ј • t (а) • ( lti t~ : z Je4aato ! 04 .!. ) • 
1 kaieso UZ..tko 4а ~· ~ t'\.\akc.1Ja od ~,111 .funk• 
с1Ја А:А· · · . 

~ato alo~a t .а~е .. .,otrebiti 1 ••ako 
d~o a1o-wo •• 88CSJU80bno· na11&ovanJe· pQJ841n1Ь. 
tuuo1Ja,.-.r. ~ 

., == F(x), J!!!'tJ(x) 1 Ј•О(х), .,. <р (х),. r- Ф {х). 

' \ 

. -7 ~ '• ' ' 

Neta Ј• ..1 o4re4Jen ьrоЈ: •f•) ouaia•• 
vreduost tuDkolJe koJu о•а u&taa •• х == . 1• 

Ers (1!.Beka -.1• t(st =. s2+Jz+2 • 

odмd1 t!1) • t(o) 1 t(-1) .Urtet t(1+1a) ЈО ·opata
JQ6tм з~ереn188 о4 !• · 

. J.wuno . t(1) = 1 2+~•1+2 = 61 
t(o) .: о2+~·о+2 = 21 
f(-1 )= (•1)1+3(-1 )+2 = о. . . 

t(1+~) = C1••t'• ,(1•а»•а = 1+2Ь+h2+,.~ 
. f(1+b) • h2·~· .. 

• • 
f!'RЯ!!e~. Ьм ·• •. JtuuJ• 4а 4Mi'Yen1 o'Ьra

lao 11 rezu i•' •1edu~• аерое..ЬО ta pret~noa. 
ь. (2). 88ka Ј• . _ 

( ) 
. z . 

. а z , '=ti-3 . & _ 
o4re41 &:Ш·•'·"2} 1 ,,,,,} .ha· ........ &W. kd 

Ј• ж • у2 '? 

Iauo 

1 
- 1 ( 

aC1/xl = "ђ-L..... ~ 2-';.i 
.. - 3 
х . 

z-. :~:•112 J.aen1te1J tukcije ~ ро•,аЈе jednak 

n.u11 t .Ј. 

2s-! = с za 111: = '3/2.. 

/ 



• 8 - · 

К.аkо sa nuloм ne ~е.О delttt tuDto1Ja 
s(x) n1Je odredJena za z • ~2. 098 atnJen1ou te
ra.tavamo na taJ na~1n~lto kde.mo da twsko1Ja g(z) ,. 
n1Je dtftnisant za х • 3/2. . · : 

fr. (3). Neka Је 
f (x) • stnoX)tJ.{.(x) . Је 
funkc i ј • 1 uka ,Ui .... !_J_~'l e ..,; 
finisana du~ 1nom ~t(a); 

-po]upre~nik kruga ОА-1о 
(v . s1.4) -. 

Odred1t1; ttJ),t(~), 

( ft .. 'iL С'!' r. 4 > • . r6) t r t о) 1 t fJL) • 

f (~)- sin 90°-1, 

оо -
. ..... 

t(o) ~ e1n о. t(!) 
f":' 

f(l) --· s1n ,оо • 1/2, t (Jl) 

Sl.,. 

• stn 60°• i V3. 

• з1n 180° 1('.:0 о , 

lapomepa ., Kraceg p1sanJa rad1 k'fad.:ro.t Ь~Ја 
t(a) p1Aemo t 2 (a),t.J. 

t
2 (а) . • { :r (.s.)} 2 • 

Is to је tako na pr . 

1 ~.d. 

Zt~•cJ ,. 

r3(a) ={t (a)} 3 111 s1a2x ~ {~1n х }2 

Izracunaj f(3 ) , t(2) , f'{ ·1} i t \1/ 2 ) Jl 

- 9-

~ t(ж) ~ 2х2-3х~1 • i. t(x} $ V2X е 
·~ Pokaz t d а ј е . ......::.. 

t ( 2 ) ". з r i 1 > ~ r ( .. 1 ) • t ( о ) 1 2f (- 2 > • - r ( 1 ) •. 

каd Је 

k~'d је 

!h f (x) ~ 

KoJiko је 
7,. .r(x) = .......... 

сое х, ~ t(x) • at~2x; ~f(xt•з1n 2х? 
t ( z2 ' . e.lto Ј е . 

1 аж + ))х Vxi §.а. t(x) •vf:", ? 

·1 ; 3 . Ј е d 1:t .JL.~1 r,_ 1. •• 
( i ) АКо- tru1;:no one vrec!nost1 od "t' ,. zu kej e 

fynkcij •:~. с· (х ·) uz1ma dstu vrednost .! , вtsv 1 .1anю . 
f(x) • а. 

ove.j 1tra:z · r.н.1z. 1:v- e.mo ·Je~na~~M ~а •re4nыJt i. 
promen.Jj! ol e .f. ~Z a koje је CVB J ~~ПfiC 1 ~1B zad~' VO~j ~ ·.., 
na (z.a ltoje t cx:) ,ро в·tаЈе jedne.l<. o !) i.\8Z1V8.mO .;,r.'б 
. §.!!!,Ј,Ј"!'!!. 111 Јс9"r1д1~а; te j ednac 1, n e ~ Њ:· ~U~{ .. - ~'!•н~1ш 
~· •н:: '' 1 odrec1tt1 ~ ·t . j.'l~ra15unat 1 n j ene k.or ~.n.-.• 

g~ . (1) . Re81 jedna~1nu f(x) • ~,gde је 

f(x) .: 2х-3 . 

lmёmo 

" . . 
~ 

Р: ,• 

2z-3 "" 3 
2х• }+} • б 

х ~ б/2 :111 3· 

-~1.:-~~l· Re1ji Ј ~d 11 l:l c 1 nu :r (х) • О ,gl1e .1 е 

? ( z ) ~ х2 - }х • 2о 



.Imaao 

• 

• • • 

• • • 

• • • 

' ' 

z2-3z•2 =о 
z2-+•<i)~ = (i)2·2, 
Са·Ј)2 ~ 1/4 

a•Jst\l'f.ti, 
• .. - .1:! 1- 't 1i • • - - 2 2 - 2 

b..l!J ·. В.А1 J84adtau t(x) • t(') ked Ј• 
t(81 = :кЈ-fа. 

l84мl1aa 81••1 · · · . a3-h = эЈ.,. _, = 6. 

··~· r(s)-t(3) = zJ • .,._. • о. 
ledaa nJ• Jro ... Ј• а = '·~•r "• f(!) = tCJ) , .. , .. .... ~· . . . 

,,_,.,.. • 27•2181 • о. 

· Ato tata ~edna5iaa aaptl•o u о~ 1ka 

t(a)•t(3) = ·'-?х-~'·'·' = cz'-~)-,(x-~) = о 
1 1nadt.• 8•3 kao Щ.tD!Itt. raktor,loЫJamo 

f(at-tC~) = (а-3){(-'+~+,а)-7} ~(а•3)(х2+~х+2)=0-
.•. --~=о 111 z2.,.., а с. 

Dakle 4а'а .ЈИмlt.аа 1м trt tonu 1 м 

х = ,, •• -1 1 * = -1. 

t(x) := с 

sa?O ае ~ul• runkc1je f(x). T8ko au,ea Р~· 

х = 1 1 а = 2 

а~ • tuako1 Ј • 
f'(·x} = x2-,..IJ . 

х = -1, :к = -1 1 а = 3 
\ 

&&1• tuko1~• 
. g(s) = t(a)•f(') = •'·'*-'· 

Pr.f.t.~ • .U• hiRot~• 

tCz) • а1а а 

..1:':' + 2 /:':') +31t Х • 0' о JL • ... t , - ."... ' • • • • • • 

вuомаа. 1о. а = е .. Ј• •••k ·J.tan kona 
~--iiae t(x) • t(aJ Ј ta4a ~· otll.&.ic s•a tutor 

t.a1"811a t(x) .. f(a) • 

t.J. owaj 1ares 3• оЫ!Dо дel~t• •• ~·•· 

2о. Akof• ~-• tattor ·1Jra&a t(at,~e4a i~ 
х•а nula tuako ,. t(a)j ato ~• . z•a aula f.ato -• 
t(x) ,зbilao ~· f(s) t• .St.•e tattoJIOII z·•· 
Zadao1~ 

Jtal1 ~ odaalt.MJ 
1.._ t(x) ~ 1 kect ~· t(a) = ta2~z.1 12 

• -
. f(s) = t(1 ~ D4 Ј• · • ' 2 
~ f(x) = ~-?z' 1... f.(&)=z'-x -• ....r+1. 

i.:.. q{х)...,.2 Сх);::О,сМ ~· • ·••) = ~-1'; 
2z. t(:•J ~ ''" t{x)=,..a+~-2. 
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Odredi nuJe tunto1Ja: 

~ F(x)•x'·x; ~ 7(%)•Х4-4х2; 8 F( ) ~2-1 --:.. х z;i""+Т; 

у;:. 2 +:;1 
~ f.(x)~-.~,x k 

11 .. Belra 3е t(x) 
10. f(X) • I.'H)S Х ., 

• ~ + Vx-·1 Q Јеdпа<:1па 
f(x) • f(1} iaa koNn z • 1.а11 1zraz :?.'' {x),."f(1) 
а1Ј• delJiv аа z-1. · 

1·•· Т а Ь 1 1 о •· 

. Prou~1~1 aatu tunlc:c1ju t(:z) 1Ј t i з pj_t.c!t1 
kn~en .Ш. zna..,i tsp1ta~1 na~1n na ko:ji ~~е ona menia 

ad эе х m.enJ а с -
11 --·---....-..=~ 

ј,. . Ovo se ~ t1 C [1ek1 e.tpost1.zava t .. z ~ .ratщeг.t~tc~ 
~rJ~ 1oama.Jedna takv,a ПU!DerH!ka ts.ЬIY'ёa za-runk-

data ,ј е ро~ I . 

о 

1 
2 

7 
"-------~-----...1 

' :·'·,·. · . · . 

Ј ~- 1 ~ 

f (..:) • i..-t? 
1+xt.:;. 

~----- ·~--

Preo1znij 1 tok d.ob1 ~amo ako tab l tcu iJpotpu~ 
ni'n(: ~...t z 1 r~э.Ј uci gu~oe vre(}no sti za ~ ; takџ tabJ ·t
ca ll uyu t pu nJuje taЫicu I za vrednostt ~ - а 
:i,r.merj j <.< .,..·; 1 _Qolz nJe v1d1mo.nt1pr.da ћlnkC1Ja t(1) 
.lH'Etet(.(Je !а ras te za neku vrednost !_•a,koj!l sз 
na.Jazi u -~')11z1n1 :vredш:нzt1 х • ... с,2. 

'' mяme~~: Losort tamska tаъ: ~' 08 ~ t4b1l 08 tr1 ~ 
. gon.o.rne ~ siEi tunko 1.1 с, kvad ra ta .itub ova • k'fe1 re. tr.1 iй 

1 kubn1h koro11~va,su pr1.mer1 nwneri?Skih t.a'Ь1ifJa,, 

· ~a~atљ_l5: . 
.1а. Obrazovat! ta.b11ou za f'LJ!lk ~ l J "~-i 

х3+."10х 
f(..t) • ---

х2+ 1 

sa х а -4,-,,-2,-1,0t1 :. 2.~,4;tQZO gde tunkctja 
w.eni<~ rascenJe obrazove.t'l tаЫ1ое sa vrec1nostt о4 
x,k;j tj s1.1 deae_, puta gus6c. 

·1.,2. Ь .1 е. s r.a J!t . 

rreg1eCn1.f1 tok ftlitkc1Je dob.1Juc ttko te.b11-
ce grafi cki. pretstav1mo. Iz gornJ lh tah11ae preno ,~ 
s1.m.o vredn.;)·ati х ае х ... оет.а odgovar&ju6e vreeno· .. 
st1 f \mkcije у= f(xi, na Y-osu.T1me d~bijamo niz 
taaua,k:oje ~:puJanjem ~э.ј ц kr1vu l 1n1ju.o.a se 

' kr1va zo.ve 9.1~ram funk<:.~Jt t.{IJ • 

у 

-3 ~2 -1 х 

51.5 
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oa.ntnCJ,JrUe.o-4а Ј• L= f{!l Ј•!!!!§Ј..д..'!.. ~.Pt!~ 
krl У.е Ј_t_џ1.1!. 

&11ka 5 ,pntata•1.1a d1a&Na t1.Wko1je 

tf:r:) = !·z" 
1+х .. 

'••to at~• potr.baa ,.~ ~reo1aaa ~~1ka di· 
ac~am&i тatatJ• Ј• 1aia61 84jЫtniJ• .PQdatke о 
totu fW'tkotje 1 toa kada Jt!i :ћmtotJa Je<fnalta ul~ 
k.a4lx Је оаа toмttt'fu 111 negt:1t1Yna,.kre.~a rast• 
111 o:Ntda 1 t .. d".V toae в1u~aJu,u toliko se pnve 
.l:tu.taer!. !Jra taЫ1oe,u nЈ1ћ t~a wat~tt1 ро~ iвtait .... 
aut1h тrednoat1 ж-а · 1 Z""• вашо one ~. koJ Ф su ро• 
t:rebne !Ја •• ~ 1&gNa upotpua1 а . 

lap'?..D!!'l'i ~ l$t
1

1A1oa. u praтou. ,~ .. aat', t .,. j .. e:pecl . .r~ 
1 ord iaate :о.е ztoЩu 1ut1 !зtu rumoN. 

с iJ ~1 ~ Pri:;e,r1 • .tonstru1Jt d!s.~ra:ae ~l~е61:Ь ћ:tnk-- ..... 

( 1 ) 

+Yf 
А 1 

Ј 
1 
! 

1 

~з -2 

ј_ 
2 ?.. +Х 

8.1 .6 

'· •. • .• · 1··· .. ·-· •.•• .• .• • . ·.·~- .. .. . · ~ .. -· .. • ' · .•. . 

i'' 
~ 
1 _ _ _ . 

\ . 

Ооо180 naJpr .. 4• Је 

1°1 ;; о ked Js х~о 1 s=1a 

2о1 > 0 ka4 Ј е а < о t а >· 13 

о ......... .. 0<""-<.1·. 3 1 < С) .а.ом ., е .,. 

4о аа ••11ke poz1ttv•• 1 n-sattYDe 
Yt'8dпoзt1 ж•оа, & Је Ye11ko .. 

11 1 

1 

D:l~I"$m ј~ pa:re.bole (Иј ~ Ј• osovt:.нз РУ'~:~ 
le1 na I-о 111 i-

.:.f-' ~ 1• ~ 2 ; • Vid!
2 

$1.? $i'uinko.1Je. 

1 - Ј[ +1 1 

+~+ 

---~ 

~ в1е4•6• с3оЫае: 

10 ж. ј~ st6111:0 J.~&i,t'fao t ~- 1 i 
2 о Х Ј е v&l t.ko 5& v •Ј. 1. k ~ Р о~ 1 t 1 1''0).8 . i 

vx-~daoet1. od !Ј 

• o•'l .'·" " • ~ ~· ., . ' ' ·· ·· • ' •• · ... •· ·."':-· • .. . •. . '. ' · ·~- ";. , .у . ; · • . -· · · .• .. ' ••.• • ~ ' ···· • 
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о 3 Ј.: r~ .. ~·~ e kad & rмte g b11o. u. poz1t1nom,b1J·:> u 
aega t.1.vnom pr&\fou. 

х •10 о 1 10 

Ј 101 г 1 2 101 

D1agram Ј~ parabol& с1је Је oeovina 1~~а. 
.P'r ... ( ~l· V1d1 al.e.. !Фаtао 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

7 • 1 
~~~1 • 

\ 

___ t,~~ 
-2 -1 о 

S1.8 

' 1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

. ako etavtmo u • а2+1 Ы4е Ј • t . 

ј 

1 ____ l · ___ _ 

C~aeto 1zvuiena kr1Ya preta~avlJa d1agram fuDk• 
·~~· ... х'+1,а r i 8U reoipro~ae .~ednost1 о4 .В• . 
1 х ~·> ·О t ~ 1 za ave 4 ; 
о 2 ~а YO)ike poztttVn~ t IOGgat1Yae Vrednosti &·4, 

_,.,_ 

3 .е ma1o,jer Је !. Yel!ko. 
. z. сра4а kad ж 88te u ро!;1 t!nmn 1 negativnom 

1 о.01 o.s 1 o,s 0,01 

!lal!I•V1d1 el.9~Iaamo_ / - , . 

1 • . V.z~ / , 
/ , , 

+У 

1 tY 

Sl.9 

•'~~"''-• • а Zj tada Ј• 1 • yu .. cnaa•o 1SYU~ena 
kriYa (prava 11а1Ја) pre~stavlja diagram tuakc1Je 

\ 

е . • а5 , ... i au kvadra,a1 koren1 1& !!.• 

1о ж је 4ett.i11eaDo aemo as ро&1 tS.Yao ~ ; 
2° Ј • о· sa ж • о; аа ж Yeliko, z ~· ••Itko 1 

! 0 u · ~ . • а а о < а: ~ 1 ; Ј > u •• • > 1 • · 
u • а о 1/4 1 9/4 

, о t112 1 t"a 
Elementi mat.analize 2 ; 

,il 

• • ' • · ' • ~~~ ''t ;,, Ј, -~. , 

~ .. . . 
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D1asram је peratola sa temenom u po~etku 
koord1na\nog s1stema,a osov1na Јој је х-ова. 

/ fl:· W. Vidi е1 .10. Imamo 

Ј • Vx(2•z} 

+Х 

81 .• 10 

stav1mo v .. х(2-х); ta4a је у ... •Гv. Crtasto tzvu 
~eDa kri~& (parabola) pre'в'avlJa d1agram tu»kc1 
з е v • х{2-х). 

·19-
а 

!.&.7 ' ..,.,+2 
1.6. В а z ~ t k. 

(i) Data su dva broJa ,.! 1 Ь 11 Ь > a.S\fe 
. ьrсЈ eve koJ 1 . ее nalaze 1S118dJ\i А 1-~ 11 1 s"e t&~
, ke koje se юа broJnoJ 11n1J 1 u&Iat.e 1zme4ju ta~a
.:. k& А 1 ~ naz1VUIO razmak (1nte:rve1) 1 o~na~avamo 

sa sa 1а,Ь) • (v,eJ .11). 

О · D 
S1.11 

Pf,(1J. V141 sl.12. Razmak {0 11) pret:stav1je 
sve , poz t1vne broJeve 1\anj е od 1. 

--------------------~~/h,?дr~~·----·------~---0 - 1 

З1.12 
1° 1 Је dat1n1aaDo аашо аа v ~ 0 11 t.;j,sa o~z~ 
2° 1 • о za ~ • о 1 х • 2i Pr. (2) о V1<!1 sl .. 1_3 . Razmak {о,оо) pretet·ev-

0 . lja sve pot.it1vne brojeve. 
5 '1 > v z& О < Х < 2 , Ј er Ј е .., < 1 za о < х < 2 • • 

1 1 ~ 1 1~21 1 i r& 1 2 
., 1 ! f 4- ! :. , i то 

S1.13 \ . 

1 1 о 1 ~ l +1 
1 +;./3 1 (} 

. D1asram Ј• k:rug sa sredi!tem u ta~k1 х•1, , Pr. (3,) • VHI1 s) .1lf..Rez~nak (-оо,О) pretstav-
'1 • О 1 polupre~a1k01D 1.. lJe s•e negat1vne broJeve~ 

~ortaJ 41agre.me runko1ja: 

1& Ј•(х~1)6х•3); ~ ,-х2-2х+2; ~ 7•х'• 

р/4&/Ш/Ш//Ш//u/Ш/1174 
-оо . 0-у>----------.-. -

51.14 

~oY1d1 e1.1S. Razmak (а,оо) prets\av
sYe~ eve veoe od .1; 

_________ ....p.l'/:~:/!:c.i.Z:L./Z~?!:t..~.?:~?ZpШП/7/W/7!1//Д//IZl/ZlWl/l/7 
а о .. . · . . · +оо · 

sз .15 

! ~.:;~~:-:,:. ..... .,.,.. ' '·'"~ ,; •. 

''i'. • ... 
'·' ' 

l· 
/. 
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f~. V1d1 в1.16. Razmak (-оо,а) pretatav
lja sve-brofeve manJe od - ~-

-21-

!.. 
?&'Ш/7/7m?;и%2(Z/??Zi?V2?r~Л/, 
-с;о 1 • о 

.. u rs-smalttt 
. :Р i q. 

·. ~ -та~kь. х•а+е(Ь-ь) se ,. S1.16 

h. (6). Razmalr (-оо,+ао) p ... 'tete.YlJa ne bro• 
Ј ev е, t .ј • ... ta!ke b:roJ ne 1 te1J е. · 

{il) hnkc1Ja n1Je QYek oclr84Jena za ·eve 
vre<1ncat1 о4 .1Jt .• ~ .а13• UYet 4еf1ва•ма u oelo. 
:ra~maku (-оо,оо • 

Pr.C?). luako1J• 
Vx 1 108 z 

s u d etiи 1 вuо aamo u ruJ Ollk11 {о, оо } 

Pr. ($) .. huo1Je 
Vж('3•х)- S. log х(,•ж) 

.вtt def1n1в·sue u n.a:1011ku (О,_;). 

ЕТ. (9). ћшtо1Ја 
V Сх•а) (Ь•х) 

Ј е (}&t':l.n1eua u rasasatu (а,ь). 

Pr .. (10). 1\antctJa 
V (а·1) (ж-2) · 

Ј .• дef1nj_ 8Q.a u rauac1ae (..:оо.1) 1 (2,со). 
Fr. (11). ћааkеЈЈе 

:к-2 , ж (х•1) (а• 3) · 1 ж2+1 
su def1-n1&81'1e · u ое1011 ra&lomku {-оо,оо). 

.~4ао!. . , 
1aNaena~ naua (1 ... h,1+h) •• ta-1/2,1 ,3/2 . 1 2

• ~Pokd1 d.a t&i!itt81 х ?~ :poloY1 ru1caak •. . 
(4,-). ~ . -

~Poka.i1 4с. ta~ke х1• ~ t . х2• !!fl . 
de1e l"&llomak (а~Ь} na tri J•dn.aka dela. 

. .. 
• - • .. • • : · - . : • • , 1 , · • 

(а 'Ь) kвdgod Ј е о <: е < 1 • 

~ та~kа х=~ +12 (\-•) ее аа1а~1 u ~asm~kU 
1 1. 

(а ;ь) ked804 - -~• • 1< Тl <. i · 

U kcnne se raaraeku aalut t~ka .1. ta4 Је 

Zt.l х 1 ~ 1; §.:.\х-11 ~~ ; .2.· х-а <.. 1 ? 

u koJ~ вu re~e1ma det1a1aaae fwaxc1Je. ~ 

10 ifxtz-1 )(z-2): .11.& \[:~ 1 .1i,&: ~'i i 
..:..U. Х +1 уа 

. Љ V 2• ух t З!.а. 'fatrt. х ; .11... './1-... --'~-tв-. -х & l.u' е x--n 

,,z, jlt l t_4 .a 1 ~ 1 n а. 
. Ка4 treiil\o оае~ vr•dnoet1 Ј.•• sa koJe је 

tUnkciJa t{x) ••са о~ aeke ~е'е vrednoeti AtPi-

§eao :t(ж) > 8 (!ttaJ :t(x) •е6е о4 !!.) 
111 

а< t(x} 
ov аЈ s е- 1 z raz naz 1 v в. .::»~ен~~~ 

st.1 od J.,Ze koje је ona za~ovo 
Pr, {1}. Nejednacina. 

:r{1-x) :>О 

је zadovol~ua ~- зvе vrednoвti 
razmak а ( о ' 1 ) • (., • 81 • 17 ) • 

I 

'· 

1 

-: 

t\ 
,. 
}: 



ј 

1: 

! 
Ј 

1 ' 
t ' 
i 
1·. 
i 
1' . 
l " 
'" l 
i • 
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о 

Sl.1'1 
х> о 

1-· х > о 
•• .. :а(1-х).:> о 

frт (2Ј_. 

u raz111aJcu (о • оо ) , 
"' " (-Оо,1)) 
" " (0,1 ) • . 

ReJt:Cinac1na 

~-<1 
Ј( + 1 

Јэ f: adovo1jena za эvako ~· 

·Go·mJ·A neJ edna~1na ве evod1 nв. 
"" 2Ј: <; X,G+ 1 1 

• · О < %~+ 1 • 2х • (х-1) 2. 

_!?, (3}. llej~н!ьa~tna 

х - 1 > ·1. х-~г 

' ~ ~ ;a)d~vo(· iJene~kada ве х naJaz1 u razmacjma 
• ••· f 1 А 5:; f +ОС) Ј" · 

Deta neJedna~1na ее svodi ne 
1 

х-1 - :x-'f >о, 

• • • 

о . .. 

(9.81~18) ' 

о 

+ 

1 
-г 

х> о 
х-2 > о 
х•1 > о 

х(х•2 .) > 0 х-1 · 
lade.o.!. 

.. г,. 
(х-11 2• 1 ·> 0 . - -n :1 - ' 
х - , . 

> о. 

+ 

1 

.18 
о raeek\1 
" . 
" " 
u razmakU 

+ 

(о,оо), 
(2,оо), 
(1, Со ) ' 

\ ~. 

+· 
+ОО 

+ 
+-оо 

+-
+оо 

+ 
+ОО 

ReA1 nejedna~1ne: 
.L х(х-1)(2-х) >о, l.!.. :к(х2·1)<0; 

~ _ 2х < 2 . !.а. 1~~ > 1 ; 2.:. х~'1 + х!; -'о~. 
:1~+1 5 • 

§.:. z + 1 х 1 < 1; 7.& х - 'х' ~ -2. 
'• 

'' 
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(i) А~~ t{•) ~о Punke1Je dвte u zadetku 1.4.1 Ј• 
~ Z6.'!1 .. n~·~- ....,..., .. ne menJs evoJu 4 
- ..... .uJAl за ~ • t • ј . kad Ј е 1'1"eC1rloat kad nepe.rn .. е • - ., 

t(-:r) • t(ж) , L•а) ... +јРЈ•ж> .• _ :r:::;.+1
1
0x 

za svato tad (•х)- + 1 х-
,1, а ka&emo da Је t'Unkc1•a t(w) 

h J1l ћш~ 4 " - R.,arna D1agraш Depane twlko1Je 1ma 
· .., .. _. ~о1Је х Је Р&аа Ј • • · toord1natn1 po~etak tao e~cH~te 
( •Ж) ~:~ Z • -

8 er tle 1 111!8\I•IJe • ('9 .81 .20) а 

- _,. __ ·---

1 

---Ь-----
· -х 

flcl~). 

::. L'!J.. 

-- ... --... --.. - ... -- -· 

о ' 

' 

ia4egioiapt·~ .... t 4а 11 au navedeDe 
tunko1J е ре~ 13 1 neparne ? М' 

· х3 2k SJ ~20 
~ • ~ ., • 1& х ; k•1.2.~ •••••• 

а+х · e+z 

.L ·tg 'Ч L,l х 1 • .ia. х 1 :ж 1 • 

З,аiа, l. ! l 1 С? d 1 6 n ! t u 11 t е 1 ј. е. 

Ako se vret1noet1 tunkcije ponav1JaJu polto 
& predJe nekt oOredJen1 ra~mak du!1ne ~ t.J.~o 
:е . 

t(x+w ) • t(x) 1 to za !I'We •·rednoвtS ж.-а, 
tadCi kazemo da Ј е runk.ciJ Et rf~ ~eriod!~rta. V'i11.;.. 
~1ne. (~Ј zove ее .asu·1я.da tunkc .е tx Ј . 

Funkoj.je e1:n х 1 cqe · х вu per1odta:ue эв р~-
. :rio<1<:m 2r.,-11', јв1" Је s1n (x+21'r) • · ·11i.n х 1 

С<'.Ј~! tX+2 ]~ ) • OOf' Х • . 

'D1&grnm neke pe!''lo~tane tщ1kciJe pr1k&zar.l 
је ш~ al .21 о 

81.21 



1 
1 ' 

: 
~ . 
! 

t ' 
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1 
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i. 
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.~adac1: КоЈ 1ke 811 per10de funkc1j а: 
1 t 2 ~ . 
~ g •i iL stn х; ~ оов'ж; 4. etn -

· ~ в1n f i !ц. sln ~• 1.. atn2; 

1
'
10

• • 0 0 0
• о 1 А . · t u n~ с 1 Ј 8 

(i) Za tunkc1Ju t( ) k ~ · . -
~·е u rвmaku {а ь Ј ak х · azemo da monotono 
povece.j u cJok ~ rasie u t;~:e t~;:~~~~tl rWiko!j е 

. _ . · .....иас:u~."'• toJ .aJto Је 
r(x2) ~ t(X1) za ж2 ~ z1 (v.аЈ.ё2). 

у 

f (х 1) f (х2) 

о а х, х~ ь х 

S] .22 

•27-
\ 

Drug1m rв~1шa,tunkcija t{x) monotono raste 
rezmaku (в,Ь) ako је f(x+h) ot(x) > О,&а h ~ О. .... 

Pt.~1l.~Jnko1Ja х~ roonotono r8вte ~а х> О . 
·Imamo · 2 2 2 

t(x+h)-r(x) • (x+h) •х • 2hx + h , 
. ' ' r(x+h)-f(x) • h(2x+h) ~ о za х> и 1 h >о 

(ii) lunkc1ja t(x) monotono opads u razmaku 
(а,Ь) ako se vrec!nosti t\u1'\co1Je smв.njuju ~ok :! 
reste u t~e rзzшaku,t.j . a~o Је . 

t(.&2 ) < f(x1 ) &а х2 ~ ж1 . (v . sl.2}) • 

• 

о а х, ь х · 

&1.23 

Dr ugim r@~ ime, funkcija t( :x ) monot ono opada 
i1 razmaku. (а .ь ) ako ј е 

f(x+h) ... t(z) <О za h >о. 

' ' ,. 

" ,, 



-28- . 

fr.faJ. х2 80notono opada za .x о. laamo 
f(x2)-t(a1) • аа2- x1i. (х2-ж1)(х2•z1), 

• •• t(z2 )-t{z1 ) < O,Jer Ј• x2-z1 > о а х2 < о 1 

•1 <о . 
( iii )-. Ukratto taa•o с1а Ј е tuntc1j а t~xJ JloIO!JD• ~ nekom ra&a~ ako ona u ~ае ra~ u fiT 

а' no opada 111 atalno raate. 
he (~Ј.. 7\lrlkotja . . 

t(z) • mx+p 
З• moьotona u аеЗ.оm raamaku (-оо,+ оо ) • 

za h > о 1ai!UZIC 

t(z+h)•t(a) • •(ж+h)+р-(~+р) • аь, 
••• t(ж+h)•t(x) ~о ako Јо •~ О 

.-о :ж. - <О " .m < 0,1 to za еУе• lt 

'· 

Praa toae IIX+p monotono re.ete ako ј е ID >о, , 
а .onotono opada ako Је m <о 

(iv) Seka funkcija u(x) monotona raate u 
naaaku · (а,ь) tac!a: 

mr &.o.aotoao opada u ra.smtt.ku (а.ь), 

-u (х) " 

\'v. (Xf " 
u

2
(x) " 

• • " .. {в.,t)' 
raste " "' (et,.b}, .. " " (а,Ь). 

Ato fWlkcije u (х) 1 'i (х) m011otoюo rastu u 
r-aameJN ·(а, Ь) tad а 

u(x)+•(x) monotono reвte u razmaku(ab) 
u{x)•'V(x} " " " (sb) 

а '' u n k о 1 Ј а: 1а11. 1 о Р •! k • D 

~ .АБ oeke k.r1ve Је tonvek!!!l ako fV&k! 

1138gove tet1va 1е~1 ва 1ete etrane 

nJoJ odgovareju6eg luka (v.e1.24 1 25) • 

А 

А 
Sl.25 
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! ~ 

f(x)• х2 
.Ј е konveltsna prema dol е u· 
( 

.ое1 om razmaku ( 00 ) 

v.sJ .26). · - ,оо 

2 "i - х1 • \х-х1 ) tx1+~) , 

••• У • \х1 +х2 >х-х1х2 • 
1 .Po~to ord1nate. 4ate tunk.c1je u t;a~lc1 .!. 

1znoэ1 

to Је 2 'У - у = \х1+х2 •• .. х1ж2,.ж =~: 

• \х2•х)(х-х1 ) >О, 

~а sval(o __ s
1 

< х< х:2 ;drug1m re~~ma fUPkcj_je. 

t\Xi • х' Је кonvek.sna prema ~о1е ze аvако ~· 
'.Ј .ze. сео razmak \• оо • OQ ) • 

Jtatac1· , · 1,а:. ћmкoiJEl :t(x! :: ax+'Ь.rJi.je кonveк.sna 
ni. prema gore n.i. p;re:lt\.e. 6о.1е. 

I~pi taj kOi1\iiP.K&1 tet f\JOKC ij а ~ 

S.:.. х2 -х+1 ~ 2L 2х-х2 ; ~.. х3 • 

~·lj а "l..n-L.LL g .. L!....-L~-~~
\i) Nek:a Је & tun)te1Ja ж_..-о,у • f\X) ,,a<ta · 

ј е 1 !. nека tunkoi Ј а , ... а. -t. ј .ж•g \Ј) .runkctJu 
g \Х) na:;: 1 vamo . !§"e!:Jin- tunkeiJ om tunko!.t е t .\ ;1. 
1 ~es'tO Ј е ozne avamo аа fн\ \Х~. Dёi1 е 12 ·. 

Ј f\X) 
.. s • t~-1) \Ј~ • 

IQI • • 
~· i1lelnverena tu1sko1js tunkc1je f\Xt•X

2 

~е 
f (-l)(x) 

ts "х ~ 

lZ 2 .. ~ГУ . 
у • х о .. х 

1· 
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ft1 (2) 1 Ia••r•aa ruako1Ja funkc1J• 
q НЈ . q 

t \ .х Ј • Vi Ј е t ta) • х • 

lz 1 • qYi • ·- . а • ,.ч • 

18 

Rr. (,1, _lDYerene ruoкotja tw:ako1je 

~:~ Ј• • ~;~ • 

• • • .. h. 
щ 

{ ii 1 Beka ~· у • ct.a; ia.Yerce t~unkcija 
fuaaojJe 1 • r's'•'·J·t• 

у • t(:r:l • •. х • styJ • 
Uoc1mo ta~ku А dtagrкaa runk~1Je rt~J за 

koord1Datama • 1 Ь • t'CaJ;o,uda s1ed1 da Је 
а • g t Ь) , р reae tOJDe ta~kв А' е в. арее1вопа Ј! .1 or
dtnatom А , 1ei1 Da d1~raшu 1DVer9De n~nko1je . 
у • g tx Ј • Kako \ v .аЈ .2';} . t&~k~ ! 1 !' 1 ezf.) stme
tr1ono u oonoau оа pravu 1 • x,,.J.e1metraJu 
р"оа 1 treoes kYadl'en\a,l kako оУо vatt ze sva
ku ta~ku 41-ar88a tunkoi~a t(xl 1 8(ХЈ 1 to 6е 
41-вrаа ruDko1Je 8\XI b1t1 atae,r1ana aJ1ka д1-
аsrаша runкotJe ttxl u Odnoeц na pravu 1 • х. 

fr 1 14). aaoneJ · d1ag,.aa t'uDko1je х2 1 nSe
ne 1nverane t'UZUtclJe. 

.wveranв t"u.nkoija fu.o.ko1Je х2 Ј е \[i. оЬа 
d1asraaa •u parebole tv •• l.26J. 

Ztdao1. 

Poka-1 da Ј• 

~ 1 + ~ 1nYer•ne tuako1ja runkct~e 
х2 • 2ж • 
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1. 1 · ;'"/ 
~~-

а ------ј~.,_ // 
/ 1 " ~ 

1 '.,_ / 
, . i ",.~· 

/
. 1 , 

1 / . ', 
1 ~ , ', 

- ' / ' 1 ' . ', 
-;---..,!(---------- А 
/ /. 1 . : 

/. 1 : 
• 1 1 

/ 1 
• 1 

а 
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'. 

,. ~~"1-.. ж_~-~ х i.nversna tuaЖe1Ja t\Wkc1Je :Ј 
1+ж2 

.. • 

~ 1/Х • .. • 1/Х 

.2.,;. Kakvu osobinu iJDa d1aвram " funkc1Je t(x) ako 

rt-1 ) 'х) - f(x) • 

Geometr1ek.i p~olemi }JrulaJu mogucnoвt za 
o~~azovanje nejrezaoyran1Jih tunko1J•• 

!§• i1J .Va1Ja'k' ~ia1&Ae А upiaan Је u loptu 
polupre n1ka 1; ooredi aapremlnu V valjak kao 
funkcijU Y181De (v.sl~29). - . 

\ 
\ 

\ 

Sl.29 

........ ..."..,.. .. -..~,.. . .. - :. , - ~ - · -·""'- ----
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\ 
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\ 
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Ne1<o Је !. po]нpre~nik osnov~ valjkajtada 

1 
~ х 2 r + \~ ) • 1 • 

с 

~,t 2 . 
V • . r х 

1r С! 
• • V • i xt4-x Ј • 

D1вgr8Jil ove 1'unkcije dat Је na s1.30 , .PoE:ta~ 
geome,riskom zadвtкu odgovara dво a1agrama 

se nalazi u razmaku t0,2),~er su ваmо Q tome 
i ~ 1 !>О . 

·У 

) 

1 

s1.30 

fr.\2). U krugu polupre~n1ka 1 up1aan је 
_vnokrak trougao v1sine ~ .odred1 njegovu povr-

1nu · l k&o runkcija v1s1ne (v.sl.,1). 
Neka Је љ poluosnova trougla;tada Је Р.ах 

a2+tx-1 )2 • 1 • •. а• V:t.t2-xJ 1 Р. Vx(2·x). 

. Diagram ove tunko1je,pr1kazan 
f~en Ј• na osnoYU sledecega; 

., 
.. ' 

• • .• _: •• • .• • У .... ~ •••• _ • ._, . '- ' - :- . ..... ~-·~r--''"-"''' ~ · - ·te'"r" ' .~· ' - --- .... ~_ .. . · -·~ · - ..... , .. 

~.;;-~ ,. . .;~: ~' 



у 

ј : 

о 

51.31 

\ 

р Је def'inisano зато u r8zsoaktei {0,21 ,jer је 
•ХЈ-<: о za · х < о 1 ж > 2 ;. 

1.. t. о \ о .2 1 .2;.~~4 ·\ 1 ' j~---6_-LlL§,._I_.z р \ о о,12 ~-~ 1 1;18-r 1,~ 1 () 
lif!t86't.1Vn8 stra11a ne odgovara postaY1,)tmotn 

t.tkU"' . 
. -~ .fr.1.ll"llotв ~е .2 s:red1~te kru_ga polupro~ ... 
1 1 А~ &ek~or ва ered1in1• ug1om АОВ ~ 2t u 
. ~tert .Odl"ed1 ot19tojanje 1 . \aake В od. 

,_ ............. te ne k!"D8 u teoki А kao f\mkc1Ju luka t. .. ~ 
.al.~J). . ~ · 

~. , . , 
/ 1 

.-·---,-......;.-+-+-~-........ !. / ! / ' 
1 

. ! /// 

х 

1 1 1 
\ ot)2t

1

/ \У 
\ ~ 1 ~~~ ·\ : ~ 

\ 1 . 1 

' 1 J.,~l 
~ / _/'i 

·---------:::::-~~:t:::.-~----B'· -~ 
Sl . ;Jt3 

. Heka ~~ у • вв' , tad~ Је 1. :влв' • t, 
i~ s1.n t 1 1 li61l АВ s:tю 't, 

~ 

•·. Ј.~ • 81D~t • 
Ook ' var1ra od о do 1L gtaaka в ро

. · ·l.azi се! ta~ke A;" ... piэu~{~ ";ео krug 1 vте6а 'io U ; 
· ta~ku А»7.а t.o vreme z J"\j.~te od Q do g (keU ... 



tl ,' 

' . 

-Je-
se ! poklop1 8 · do ~ \za t • Х • g ,t.J.za t • Я је d1a•raa d ).fuьko1Ja v 1ma ~),zatta • at na sl аЈ.а. .... part odu 1t. 

·~· -) 

· h U trouglu АВС date su s\rane П • б om .• 
iO .-в ~.04red1 s~ranu ВС • 1 1 povrlinu l ~ 

runko1.1U ~БАС • е .~а4а ~е po~тlina ne.J.,,e6a ~ 

8 
kзda naJtaanJ а ? · 

б U troug1u АВС da\e su strane ~ • 6 cm. 

1 
Ji5' • ~ om • .М:re41 povl'i1n\& l tro\&gla kao tunk· 

oiJU str•ne АБ • 2х • 

1,14. ~о i ь ._. 

-~:._-~~---.:~(_~k-_:~L-~~~L~L--~~ 1. Pokd1 da se svak1 raotonalan DroJ mo~e - nap1eat! ~ ab11kU а • ~ • -r:t.-; • · · · · · • ~ . 2 .1 ::n 

Sl~34 

zados!· 

k 
1..!.Zaprera1na k оЈ& Је воrе ut1Je sa Jrvad duz1na 1У1с otvorena,1~nos1 5 _,ratnom osr.o . 

f"unkc1ju А е osnove • Odred t nJ c.JD • Nеке ј е х . 0\ol Ж • . enu poYrs!nU Е_-

У8 2 ~ Xupa V1s1ne 4 · ravnic~o~~=~e~ena Је na v~=1~1Polupre~n1kom о 
zeprem1nu no1 poluprecn1k 1 po•rft bor1zontaJ . 

vo dob1•вne. k\.&pe .као nu osno'Ye 
-· ~ 'l'rape funкc1J в od 

nот l cro.p~se~e~ ~а osnov~a ~ r.m. 1 
ла otstojanju .' Је PJ:'~vom pat'aleln 3 cm . ~ .,1 
§ine .f 1 Q. tak ~ od v ~с~ oar.-. уџ· ,s, 1 ~ osnov о~ :х - о dobivet:< в dv~ t ·,, . . zгa~ui~t~З pov - • r ~peza ~ао fu~kc 

· · ~eka Је м 
1 • х+2 а ~ ~ - pokretna ta~ka ve1ic1n~ r-Oioкet&k ko~rd1natnog 91n: pravoj 

. . . ао fun1c:c!Ju aps, .. is s !'~'а " о~тей " е tacke м 

su А•}•2••····· l oslt ьrоЈе~1 1 
о ~ а, о ~ ь < 2, о ~ о "' 3, .•••• о < t <: n. 

~ Ured1 f(x+h) ро rastu61• stepenim~ od ~~ 
gd~ Је 1° tlxl • s~·~+1; 2° t\s) • s

4
; ~о ~~s5. 

l.s, Neka Је r(x) • х+~; poledi da Је ~ 

1° l(x) • r(i}; 2° Ж2 (х~ • 2~F(x2 ); 3° r3(x) • 

.. 3r(x) + :w·(x;). 
~ Poka'li da је g(~) .. gt1··x) ltad је 

· .g(x) • ! 3-1l•1 x(1·xf · • 

~Nека је f(x) • t!~ 

r(-x} .. r\1) • 
· Х 

po\caZ1 аа је 

~ Nek~ Је f(x) • tg х , i~r.azi f~X+1) po

mo6u t (-,;) 1 t\y) • 



.12.s. za koje •rednc>st1 od ·~ neJedna61ne. 

.! . ..;а_2 > ia nета res>S:nja ? 
t.x.-1 Ј 

, " · .:.t.Ь l(o~e "" od . dole c.ov.edanih tunkc1Ja разеа"" 

• .tto ј е neparn.e ·у . 

о а+ь:z:2+ох4 ; 2° ~~Ut+Ьs-'+ox;e ,о х2-х-2 ;4° ;к'-х"'*'; 

f}) мо х; ?0 stn u; е0 · е~ ж s1~ ь~ 

о с 4 1 
1 e1D ~ i а 1о ata 1 :а:! а 11 ;1~ + ·; ·:;z ; 

1 

I1+XI + {"' ... XI • 1;Ј0 f'( \Х!). 1Ф0 1Z+11 - la:-1!1 

,о ~t11 & 1&-:1!. • 

· J'Qnko1Ja ftz) • Ь(х)+Ь(•х) Је ~а.& runk· 
· со•--

' о1Ја g(x) • h(x)•b(•x) negarna 0 prover1 Q$ tunt· · 

о13вmа ~ 1° h(x). • а+Ь•+•~• 2° }1(х) • ~ ~ 

3°··· Ь(:~е) • ~х! ... ; 4° h(x) • los С1+х) • 

r ЗЈl,.. . Ako Ј е t t х) parnв. • в. 3 'ж) nep.o.rм ! 'W:ik"'· 

o1~a,koJe au od dole nave<lвnta ћ&nkciJ а psь·t-n~ ,а 

to~e nepame : 1° xf(x) • 2° ~<xi; 3° t(x)g i; .1!.)· * 
4° ,Ј2(х); S0 в'(•); 6° t(a+a) .. f{:r:••a) ;?'(JgC1.+6)'-'~~.,..[':V·~; 

.22... .Ako Ј е r (1 +ж) • t (1,~х Ј ,1ma 11 ~iQв:rвm 

funk:c1Je t(x) oaoтinu s:t.m.вtriJe ? Prov~'rt. t'!~ 

tunk:o1J1 t(x) .. 2~-~+х+Ъ -- • 

.i2.t,. F(x1> је pв.rna ћ.m~cija,koje. јо o·вt1V1 ... 
na 'aime~ri.je d1.sgrama tunkc1Jc ']l'(x) • 
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~ АКо Је t(x) • t(~j 1 ако se diagram 
funкoije t(ж) u razшaku (оЈ1) рокlарв sa diagr& 
tnom т-unka!je Ух,2-ж), naonaJ aiagram ruтik:cije 
t (х) u razmaku "( 1 , оо ) • 

~ Kolike е\& p~riode fuDkciJa: 
о . 

1 sin х oos х; 2° tg 2Жё 3. 

0 [х]• -:.[А] 1 6 2 \ v .2. 3·) 
definicija). 

~ Pokazi da su 

10 . о 
Х+ Sln х; 2 X•&1D 

4° х-2 sin Ј ; 5° 2х ~ 

sledece runkc1Je 
о 

:х;3 x+cosx; . 

. . ~ lie1<a ј е dia~ona.la kvadrata duga } 
1Zr8Zl njegovu povrsinu kao tunkctju zЬ1ra ., 

l5~. Иеkа Је ~ v1sina kupe opis~e oko 
1 opte ро1 upre~n1ka r; kako se menJ а nJena zapr• 
tnina ? 

. ~ U 'trouglu . .\ВС da ~ fl Је s-c .rana IE • 4t 

i ugao АСВ м 3v0 .0dred1 strane iё. х~~. у 1 
povr§inu § као t'\mkciju qla АВС • а . · 

?,]_~ U p rtЗtbodnom. zadatku stavi Гс • 4,а 
AS ~ · Х • . 

.. ~ Neka је t(x) • xn ; 1aru t(x)-rtaJ је 
de1J1Y sa x-a.Odred1 kol16D1~. . 

Z2~ ~ejedna~ina (1+Ь) 0 ~ 1+nh vazi za sve 
h 1 i -n • o,1,z .••• ~.( Si•vi u pretьodnom 
~adatk~ ~ • 1+h i а = 1) • 

3~. N~jedna~1ne n..Ji'+i 1!ii 1+1 vd1 za sve 
'h ~ О n • 1 ,2 ,3, ••..• ( Zameni u preiЬodnom 
-~ h . ' 
z~atkU h zв. n.) •• 

~ Resi jedna6ine : 1° t\x)+f\2x) • а каd 
' је f(X.} • v:;;;.; 2.0 t{x) • :t\1) каа је t(x) -

2 4 . . х 

, ,. ~ .. ~ + :2.
2 

; 3° t(x)• '!tx1•3 ka4 је ttx)•2 • 
8 х х 
~ Na otstoJanju А od stola na1asi ае 

t~vor sv~tlosti,a 1zmedjU njib na odetojanju х 
od s\o~a nalaz1 se bortzontalna povr§i~~ vel111-
ne ~ • Od.redi velt~inu 1.1en'ke kao run'kolJU 1-~а. 
~- Pokazi da ta~ke 

1n-1)a+b · ~~-2)а+2Ь , 19-3)а+3Ь ••••• 2at\n-2)Ъ 
. n • n . n . . n . 

1 
a+L~-:tiђ. del .e razmak ta •. b) na .!1 Jed-пekih de

.:n 
· lova. ~~ Odredi brojeve ~ i ~ tako аа 

·. 

у • .А.:Ј; + в 
10 predje ra'Dilak \2 ,.._) dok х predje raz{naк (1 ,2); 

го " " (c_.d) .. х " " (а,ь) • 
3.2.:.. AkO pos toJ е dve tt'onstante .! 1 ~ tak·v-e 

da ј е tunkc1j а · . 
Ь + f(x+a) 

ne-parna tado d1agram fun'kc·ij е t (х) ima sr•di§te 

stxnetrij е u tаак1 х • а ,у .. Ь • 
~ Diagram runkcije 

ttx) • Ах3+вх2+Сх+D 
tma sred1Ate s1•e~r1je 8me кakve Ыlе ~onatante А, 

· В,С 1 D.; 

lli А}(о је \А 
, А' 

. 1 о 

:' . ~ '\ • О 1 А' • О • 
2А1 в' 

aiacram runkoije 

' .. 



. ,';.-

о 1 za а .. 2, ь • 1 4ob1~amo 

t.J. с1а Је 

.V4•2 tJ3 
1 ь с х- dotti Ј amo da ta 

1 .. ..i.]~ i ;~ 1::~ 
.t::. 

1~1~ \~ran~ 1't.:!l~'i:~1;J ~ t·~J.f:~.~:.J .~ 

v~-_-;: ~ 

~ Ako ~е fuako13a t\x} konveksna u ne
razmaku,Tunko1Ja Јfхт ne .ara b1t1 кonvekan& 

PoзmatrвJ aiagr~ tunko13a 

ftY) s 1 + х2 1 8(Ж) •--1- ... 
1 +х~ 

~ jkg. зе tunkc1J8 t(x) konvekena pr$88 
~оЈе 1 monotono rea~e u nekom raamaku,tade ~е 
DJena inversna funke1ja AtX) konvekзna preaa go- . · 
re 1 aonotoпo raste u t<Vae J'azmвiu • ako t'(x) ao-

· .. notono ора4е , tada Је g(x) t&koC1Je konvek~sna pre
aa dole 1 aonotono raste. 

!!... .Pokaz1 da 4е runкc!J а t (х. ) Ы t1 kon
veksna ,рrем do1e u razmaku (а,Ь) ako Је 

t (x+2h)•2f(x+h)+f(x) ~ о. 

SYakO h > 0 1 а ~ Х ~ z+b ~ Ь • 
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G L А V А II. 

~,1. Granica Ъeskona~no : Х-+ оо 
(i) Kad ~ doЫva niz sve vec1h 1 vec 1h 

vrednost1, tako da postaje vece od . ma kako vel1kog 
':i~pred datog broja,kszemo: .х neograni~eno raste 
~ х tezi Ъesкonapno&t1 1 pi~emo · 

х-+ оо ili х-++ оо 

Ako је medJutim х negativno а njegova 
apsolutna vreditost. postaj e-ve6a a·d ma како vel1 ... 
kog ъ ·rоЈ а р1~ешо · 

Х--+ - оо. 

(ii) Kad Је .1 vel1ko,x2 jejos vece 
dakle х 1 х2 te~e istovremeno besкona~nosti.Ovo 
р1~ешо : 

Pr • itl \[i ~ r.xJ kad х -+оо 

2 
Pr• Ј2}. х2 - 2х -4-Оо k·ad х~ 00 

~er је Х • 2х • х{х-2), а 5 1 (х-2) su vel1k1 
ка!! је ~ тel1ko. 

fr, t-'1· Р (х) • :х3- , оох2- 1 о .. ооо ~(Х) 
kad х~ оо 

Ako Ј 8 х :> 1 01 1tna.mo 

р(х} ~ Х~-10Ох.2-1О .. ООО=х2 (х-1ОО}-1о.ооо > x2-"'I.<XD 

... .. . .... ~ . ... 

tce 
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р(х) > х-10.000, 
tome,ma kako ыо ve~ik unapred dat1 ьrоз м, 

1zaьeremo х tako dJ:I bude 

х - 10.000 >М t.J. х > М+10.000 

р(~) > к. 
АЈсо Ј• u(x) < v(x) 1 ako је u(x)-oo ~ada 

v(x)-+-00• · . 1 ' 
(iii i Za dovoljno veliko .х mozemo i uCS1u1t1 

1zvo1,j r1o malo ,t • .; .kad х neogrsn.i6eno raste 

opada l priЫiza.vs. se nнli.\J ovakvom slu~aJu 
da . ~ tei1 nul i kad х tet1 bes'kona~nost1. 

piseruo 
l~ О kad 
х 1 

Pr, (-ч-1 .• 2"" -+О 
х 

l:н~d .x-roo. 

2х fr .• (5} •· 2 ~О kad r-oo ., 

.lt + 1 . '· 

sx ... ? <~~о х_.оо 
х+1 х+1јх х. 

1 Pr. tбl. ·- ~ о k:ad х ~ оо 
. Vx 

2udu61 . da \[Х --7- оо као х~ оо 

• ....1... __".. о. .. Vx 
Pr. ('i} • _1 Е -~ о ke.d х --• оо 
· x+Vx +1 

Ako је О < u(x) < v(x) 1 ako v(x)-+ о ~ada 

u(x) ~ (). ' ) 

(IV) Izraz t .. !+1 - 1..l ве u · to11ko 
х х . 

rtzl1kU~e od Јеd1ц1се u kol1ko х btve. vece -

1 

raanje 

1 

/ 
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Kr...LШL· t • xf1 • 1 • xl:r ---+ 1 

ll·Ш-' ~~-+ 2 ka4 

&ж2;ам'! • ., + .1 ! 
. ~ х + .z1 ~ 2 Jtu •~ ~'>Q 

ђ:, (121· v• + i -+'г- • 2 .tм . z-.co 
IA~a~t. 

l(ad х--. оо CSeau tеЈз 1zru1: 

1.а. :. ~12- ; 1.. ~ ; .5.& ..11:~-L; 1.. х - ~ ,.-
... 2+х . ж ..,1 v~ 

Kad х -+оо aemu teite 1Zre.zi : 

~ "''•ь V;2•2ж• z.,. V1•,r2 ;t,./.!::i- . n. ,;~!2_ • :а: t~-v х 
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х ~а · ва leve 111 за cieane atrane,prema. tome 
da 11 је .В. poz1t1vno 111 n$gattvno • .Ako Је h> о, 
t ,Ј ,. ako h~ О preko poz1 t1Yn1h prectnosti p1iem.o 
s1mDo11~k1 . · 

h --7-- +U ; 

aato је h <o,'t.J .uo h ~О рrежо nesat1vnih -. 
,reanos\1,atavlJa.o 

а____. -о. 

Dakle се х w. е+Ь tei1t1 ka а .аа deвne i11 sa 
leYe etroe ,prema tome da 11 n~+ 0 111 Ь ---..-0, 
а §to зtASbo11~k1 p1§qmo 

х ..... а+о 111 х- а-о, 111 zaJedn1~ki х-а=о 

( ii) J.ko u izrazu коЈ 111. Ј е 4et1n1sua tun 
kc1Ja f\xJ pust1mo da •• z postepeno priЬ11!ava 
vredn(lst1 а. taJ ае izraz 1aoze pr1Ы1!aYe.zt nekoj 

. vrednoвt1J;u toai. slu~aJ! kaiem.o:rtxJ '•11 ka А 
· . .kad х • 1 kв а 1 pll•o: · · 

r (х}-+ .6. kad х-+&. 

Pr. 11Ј. Oemu tef1- t \Х) • ~'t,1 kad х~ 1 1 

х = 1+n; ь16е 

t •1+hi = j1+ht~+1 ; 2+!'!+ь2 ...... ~-=1 kad b__.+\i ? 
\ . 1+ +1 : +h - ~ . -

. •• t \Х' Ј -1 kad х -1 + о. -
· )r1met1щo ~а Је 1 t(1) = 1 

it• {2) .OeJau tei1 ttx) = \[Х-2 kftd х- 4 ? 

х • 4+h; •ada Је za Ь > о. · 

t ( 4+h Ј = у 4+h . - 2 = _< •YtJj.:...+~h;;...:..,..+ ai~~)~!-;~~4+;.-..cfl~+2:..~, )r.-= 

• h <" h h = ---+О kad 
2• у ... ь 2 + '..f4 4 

t(xJ -4 О ka-1 :-~: ..--+.4. 

Elemeпti Гпаt. aпatize "f. 



P.rimetim.o t!Ia Ј• 1 t(4) .. О 

.Pr. С 31· stn х . .....,. О ·kad х-·)>о; s in ох= о" 
(v .. вЈ .ц. Ј • ... 
{ t i i) ·1zraa i Је • iol1ko veot v. kol1ko Ј е ! . u~a-

11.1 ~) :t роеt.мј е protavol~no veli.k kad Ј е х 4о-- . volJno me.1 о; 

za х - 0,1 Ь16е ~ .::: 1О,аа х = С,О1 о16е 
1 10(.) -а 

1 х za ж =: о.ОО1 ~t•• .... 1000 1 t .Ct. 
х 

"f 

..:. , teai t>e8kone~nostt 'kad _х · tea1 ka nu1 t i to ~ х --·-· ...;;....;;=---==~:.;:;.....::;:.;:::.;;.. 
1-.. + · (Х) '1.ad о Х А Jr--i--+ Ј 

1. 
1 
;с~- оо kad Х-+ ... О. 

12~~-Y•l .. см~ tei1 t(x) = Х~1 k&d 

Stavimo 1 ~ 1•h; Ь16е 

• • • f(x} ~t ooklld х---1 ! o,t.J с83 desne 111 
Ie:ve strane, 

:~Ј..~Ј < ~emu tez1 t{-x)-= --1----~2 kad х-+2 ? 
4 _, :r: 

2+Ь. ; Ь16е . 

r ( 2 .. h 1 = - -·--1-·-··· = . -1----:) =-
4+-!2+h)2 ~4h-h~ 

' k&d ь___.:t о , 

. . t \х ) -+ i оо ka.d . х ~ 2-+ о . 

( -
-51-

ll· i2l· t\X) -· tg х-+~ оо kad 
1t 

о. х__,..~-+ 
1t' h; ·.Ь16е stav1.mo >.. s2+ 

,.. 
s1n ( д + h} 

оо е h 2 = -s1n n :0::: -- ~ 
oos ( -+ h) 2 

-со !Ј 1'1 _____.._ f- (Ю it8. d h ._._. + I)Q 

=" stnb --
!iv). б1njen.1ou ds f\x) -А :Каd .х __,. а,р1· 

Joi 1 ove.ko Ј itn f (х) -
х--.а 

11шеа od t(x) kad х- а Jec!tlak је А· 

11 1 . О; 
1 о 11&n ... - Оо • т -г :-

Ва pr aer·x-.oo .. - 1 x~OQ 1+х 

1.1Jn х·!~ ==- 1; 1 im \[i.-2 • О; 
)(..,.QQ Х-+4 

= QO 

Zadac1. lzra~uлa ,1 ~rat:1!ne vrвdж;ost 1 ~ · 

1.!. · { r , х: - r ( 1 } } kad Ј е 1 ° t t х ) "' {Х 
-~ . 

• cos 

~- lirn 
~ -i-2 

'х-1) • __ 1 __ 

:х?-3Х+2 ~ . .3..s.. 1im Х 
__ , :.![2-1 

1 
соч: х • . ·2.:_ 1 im . 1-CO!I Х 

. . х-+с:> 

.. 6. - l.irn 
)(.,.0 
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2, 3. 1! е R r е k ·1 d 11 о s, t • 
9 [ г.:-Ј 4 . [- ~Ј • -1 • ~ V2J = -2. - JL = - Ј ~ 

Za faako1Ju rtxJ k•zemo da ' Је ~~--~~-\kont1nutranaJ .za z•a ako t\xi щаlо о 
t'al ka4 •• ~ nalвzi u Ы1z1n1 ta~«• ~.J.v 
att •• preo1zn1Je ako 

r6xJ-.. t(a) tad х -:Јнt+о,,Ј .tad х -.. -+а 
leve 1 •• deane s\rane • . 

Оуо mozemo Joi i ovako р1еа\1 • 

te taaao: / [х}= 1 88 1 ~ z с:; 2,1,4 
о .. 0~.,1. . 

=· . [ .] • tavlJa !'azlolalJ en1 111 ·xzraz а. а pre-• . 
1 deo bi'OJ а .!• · · · · ... 'ir-~ 

t ( ) [х] 1ma prek1u &~ l&a~!). lUnke1Ja z • · 
80 I"'J. 1 . ~О . _, 1/ О• Z8 Z а 2 8UIO• 5eka Ј• Jlla&LO • · 

r<a•x) -r (а)-+ о kaa ь ~• Q ... . 4 t (2 Ь) = Г2•h l е. 1 ;t 'Ј • ; [ 2 Ја 1 = 2 4ok 41• - 1..: -г+х) = + ~ 118 t(2-h) е 1. 
. t(2+b) = t(l) • 2 • • ь~о ll'unkoij~ . је neprei:1d.ne u .neko.a razm&ku.e.a:•.-,.w Је nep~et1dno u evtm ta~kama 'ова razmake. / 

/ 
/ l..t>1 11J. ћшkо1Је Ух Је neJ)rektdna u 

% - 1 . • -· 

• • • 

~taY!Jio x•1+.t se Ь > о, tada Ј• 

'{1+h .. \{1 • 1. VJ~ ;g!4 V1+i ., '· ---

о < \ff+E.. - vr <f 
. y-;-:;n --. 1 ked !а ---+ о. 

~ ll• Ш·I'UJticctJa .,2- Ј• 118J)i-*k1c1Aa za аУе 

(х+ь) 2-х2• ь (2ж+h) -- O,kad ћ ~о. 
. Ь=а tli. J'unkctJa 

f(z) • .1 
:1' 

1са prektd \1 ta~ki X•O,Jsz- u toJ taakt оаа n1Je 4ettrttsana. - . 

!'Jf1Jio1Ja.o.a~11Ю •• {а Ј П8ЈУ841 сео Ь roJ ko • ~ 8 ; 
1 

. 

Ollko .1• [2] .. а, [YiJ • 1, [5!] • '· [i] • о~ 

•· ~· .. _ . '. ! ;~. 

,. 
/ 

/ 

-~ ~--

.3 х 
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S11ke 3.5 daj е dfqrul tunlcc1J 
Pt. (2.1 uo. •nk • 7 .. [х Ј • 
z• '"' r:1Јв g(x) = ·-[""] · ~аА Ј 6 

• 1~8 p--k1A а ... \,( е % :::; cel Q8 broJu * .. ""' \1 

Neke Ј е ь ma1 0 1 > 0 . 
( ) 

' ·. ,а D оео broJ'2 
ft r.t+h ; D+h_rst+h1:: 11 h . ' .Ш81110 
fl. . - - ~ tl + -n =· h -·+· о kad h --~ О 
- (n h.) ~· n-h· [n-~:: n-h- (n•1) - 1 . • 
11JI t;(n+h) := g(n) . ~:: о а 1' ~ - ... (ь -1 kad 
ћ-+ о lm g n-~a)· = 1. 

Ь-;.о · 
у· 

$1 ·-36 

S11kl:'l ;6 дћ ~е di - ,.,. . . ' 
onCJ је pe:r·~.r. .. ji i~):::a"1J~ ь:~r~do~unkcijг у-х-[х] 

· · · т ..! w -. W:o:1. 

.fL,.l§J_ • .Fu:nkc lJ а gt.x ) ; f1 ~~ kad Ј е х > о, 
Је prek14юa ~ ta~ki х-о ~о • ~ ~ • о. 
Jmgmo . • - • / 

g (х) .;: 1 ze. х ~ о, 

.В (ж) =-· -1 " 

ona 

. i 
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у1 

1~----------------------

--------------~- о·г---------~----------~ о х 

----------------~-1 ·....;, -· 

• 1 Naortaj d1agr8.me sled•61h runkcija . i т1d1 
u кој lm su . ta~kama one prekidne: · "" · 

. 1 г. 1 [ 2 ] 2 r_ 21 ' ~ L. L2ж ; ~ х ; .4 х •· LX _; !,а. х+~]- [2х] ; · 
· · .·· .1&.1жl ; ».... l:x·-11; :z...1~+11 -lx-1a; §...LЈт+1• -IJ-11; 2 . & 

:;• i..\ [~1\; J.!h Оое Тt [2х] ; .U... ooaft: [х Ј , 

' i ' ~._lL!L~--!_L .... g~_L-1..Љ-11.~l!.-~ _ _! ___ 1д 1 :\ 

. · \ !,L..! Ј е d }L._r 1 n i s а n а_..:_ 

··· (') Nekfi је funkoija t(x) data u оЫНп.-, • 1 

\.ko11.ia-tкa ~ tit . K&kQ se 11uJ om n~ moZe deliti, 

!,; :tunkcija t(x) ov1m it.razom n1je def1n1sane ZA· 
· -~ :зvе on~ vrednost.1 od ~- :а koj е 1men1 tel З postзje 

· jednak nu11 ~tj .ze. ~va nu1e tmen1te1ja v(:x:). 

Xrstll· Funkc1ja 

''·' 



•SБ-· 

Pr, Сгt. FцnkotJa 

$f ~· ;;~ .. · 
n1Je det1n1aanв za х = t 2,Jer Ј• У(~ 2) = о. 

fr, l3J. l\anko1Ja · 

~- 42 ' 

-~-1 
ntJe dertn1aana za Z•O Jer Ј• v{o) • о. 

Pr, (41. FuDlco1Ja 

n1Je 
v(o) 

~. ~ OOtg . x е СО! ! iТiТ aln х 
1 ,.". 2r.-.- . det1n sanв za х = O,t ~t t Jt , •••••• Jer Је 

• v ( + 5L ) = • ( +2ft: ) = • ( + 3fi' ) == •••••• = о. - - -Pr. ( 51. ll'unko 1Ј а 

t(x) ·= •Jn 1 
' х 

n1je det1n188Jla &а х = о, 
( 11) .Ako Ј е " (а) ~ о ta4a Ј е оь 1 ano 

11m t (х:) ~ ltm ~ f:f ... t ос , 
х-+а х ........ а 

kao sto Је sluaaJ tod воrе nevedenth pr1mera (1), (2) 1 (4 )·, 

Ь=. (1.1.. 
t(x) : 2 

1 
. ~ t оо kacl 

Х -3Х+2 

Prd (?). 
t(x) ~+оо kad х-. 2 + о. 

. . - -

-5?-

k ad Х-+ +0, Fr . {4-l· f(x) ~ ootg X:-+tOO · --

cos х <! < .L tg х • 
2 . ' 

.1 111 1 (>оЈ 4оЫЈ81!10 
•• ~ 8 1 

ооа х ( аiЙ ж (оое 



, .··: 

' 1 ~ 

' ' ' 
i \ 
·' ! ' •~: 

,;~ .: .. ·: 
1 ~ ;: , ' • 

kad х -'!~о- о . 

A.~~~~tl· 
IzrRaunaз grani~ne vrednoat1 

~..:... ] i:tt ~. ~ 11m 10;: _ х+1 • .:;..t. ' ·"i ; 
::(-·• ··· 1 х-'' ж'+2х '+ . 

11 lJt-1J .. 'l.!!f.! ' 1 __ . . т 
- .х· - о х ' 2.,::. lim 

.:U t(x) 

1..:. lim 

,/ 

Si t!.,!! 
х 

' / 

1 // sinx 

~·/-: 

~ 8, 1 Jm 

tgx 

/" 
-- - -··-··· ----- -~-~ ·-··--·- - - ---o--~6-----

cos 1!. 

х-- а .. 

Ке.d х~о 

2 

~вmu teae tunkc1Je: 

.11.:. s1g х . 
• a1n х2 • 

.1!.&. в111 х2 • 11:. \/--sтn х 
х s1n х sin VЖ 

i·5r Р r t v 1 d n р-
1zra:z_1 

(1) lzraz оЫ1kе ~1~Ј moie 

noj gren1o1 i kad v (ж) ---·0• 

tez1 t1 odreдj е-

te.to 1.zraze о~е naz1 vamo priv1~no neod_redj en1m 
1zrвz1me. 

1 

Kako u tom slu~aJu 1 u(x) mora da Ctto 
· kazemo da ве · taJ 1zraz Jav1je. u aeodre~jenom ob-
liku "о" 

о . . 
Pr. (1) .Izrвz sl~ ~.lroji _,)-1 kad х-- o.jav ~· 

ее u neodredj enoa OЬ11ku ".2 ... . о 

fr't i2). Izraz 
. х+1 х·1 ---
х-1 х+1 f'(:r:) 

1 Х*'~ • 
~ х+1 

ве jav] З• u 
f {х} --*'"2 • 

neo~re~.1 enom с•Ьl iku ••i" kad 

• 
ж±1 Stev imo t , а х-1 ,tf.'lde. t ----;..1 ka<l 
1 . 

tt • t 2·1 f(x) • ,_,. • t+1-~ 2 1-t 
ka~ х --;- о-~ ,. 

.Ako broJ 1 te1 Ј 1 1men1 teJ ј nekog 1 zraza tei.t, 
nu1i.taJ 1zraz ne aora uvek da '•z1 odredjenoj 
gran1c1. 



-бо-

(11) Ako u ~tzrazu Wit 1l»roJ1te1J 1 1men1telJ 

~оо ,kaieao da •• laraz JaYlJa u вtodrtdJenom 
ЧO()II .,.. . oЫttu (Х) ; prt toae taJ ~zraz moae tez1t1 odre-

4Jenoj srantof, 
2 

fr,(4). ~о1Ја t(x) • Јх ;~х+б JavJJa ае 
u neodredJenoa оЫ fku" ~" tad х--... оо .MedJut1m Је 

t(x) • 3 + ~ + ~ 
% 7 

• • .:r{x)--. 3 kad х---. оо 
ll·<~l· IUnko1Ja ~ 

1·2x-r 
f'{x) • ----

1+:r--'+ 3х-; 
Ooll Jav] Ја se u neo.dredjenom

2
· оЫ 1ku "-оо kad 

dJцt1m Ј• · 
t(x) • :r-

·x +х+' 

. · .. t (х)----? -f kad х- ~о 

х~ о.ме-

оЬЈ 1ka (111) N•ta Је tunko1je F(x) dat~ 1zrazom 

' ~(х) • t(x)-a(x); 
ako 1 t(x} 1 g(x) teze beakonacnoвt1 ka~emo da se 
taj 1zrez JavJJ~ neod~~enom oЫ1ku.,oo-oa•:t u 
ovom sJ u~aJu F(xJ mo~e te ~ tJ odre"lЗeJ~oJ вran1c1. 

Ь. (§). lznz ~ 
1 t{x) • ~~ · ---

. Х •1 Z•1 Ј nvl Ј а se u neodredJ enoa oЬЗtku Оо- oO'kad :У -1 ~Ме-
" djuttm Је Jl( . ) • ~х- (1+х! • 1 

• • • 

1 

r х-1 · ~+х ' 

х-.+1 -

•61-

4 . :ь.. ''41 )_ 1 2 1 )2 ( оо) • ., (х --..оо ; х.:. ~- .. ) ~.. ( 1')"+-:.:х ) . - (х-;- ' х~ • 
х+1 

, , ,i,.{x2+x-x ) 1 -0. \/ ~2+·хь •' / X2•s • Ј (х-+00 ; - А V 

. g_,б. ~s1mptoteka Jednaltoat 
Za dve tunkc1Je f(x) 1 s(x) kaiemo 

' as1mptotsk1 Jednake kad х---.. a,ako 

Ovo ·kraoe 

1 tue110 

% '-+ •• 

~ __.. 1 kad :х---+ •· 

p1ieao 
r(:x)rva (ж) tad х~ а 

~- · . .. " 
.~' ·: ·:.::,"";: .... :: ·: ,~ ....: · :• ·~·::: •.• :•0. • • ј, _· d, , , О: ·},·~·-~ ~ ., • и м• , .) 

(х~оо). 

da au 
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AkD Је 
.t (х} !"<Ј' g (х} kad х~ aaodnosno kad 

х-- O~x~!~mo Ј"а da sв funkc1ja f(x) zn. ve1ike, 
or1n,,sno maJ е vrвdrtc• t1t r од ..! }2Qnf.).~.!~. г (х). · 

.!J:;J.1l .. Zli 11&1 е v r~dnoet1 _!· .. а ~2.X+3:t3 se po
nh.sa k~o й,tЈ. 

.2х+3Ж}"'-' 2х kad х-+ О 
Imaruo 

~х+~х3 ~ 2 
- 2_i • • 1 + ,-· х-1 kвd х -+ о. 

!_t•! (~l .. l,.t~. Vel tke Vl't!dnoвt .1 . . .!,•8 11 {х+1) (Х•2) 
s~ pona~a kao x2 ,tjo 

{ :х+1 ) ( ~ .... .2) ,...._, х2 kttd х: --...- <Ю • 

lm.шno 

1 LJ '; l -1 -2 .Ј.х+~~х-2 • 1-х -2х --- ·1 lrad х -оо. 
х . 

kad х -i' О. 

1шаmо 

х~о. 

( 

U sJucaJu da Је 11м t(x) • А kona~-
X-)lot\ 

no 1 re~ 1.1 (И to od nt.t.1e • 'ј .А. =F о ,mozsmo p1sв.t t 

_tlxJ --:-·>-1 kad х -а, 
tj. 

f'(x)~.A. kad Х-'+а. 

Мe<1Jut1m se u ov·:>m вl u~aJu upotreЫ Java 
znat 1 tm !З 1 --.. • 8 znaJt ("\..) ае zadrze'fe. 1ak.l Јџ .. 
c1Va ~еЈu~а~ё sc uporedJuJu dv~ fuDke1je ko
Je оЬе 't$Zt:~ И .t . . kt.t .Q 1J1 · kr:t ~е 

(} 2 . Veze ob11k"e 
r(:r: )~ а 111 t(:x)rvg(x) 

ir?~ V1teg,rцke nult, 

(1) uo~tmo tun~e1je 

х-а,. (х ... а)2' (t-a)3' (х-а),._ • • ~ .:-. ~ 
e-u d1agrami pr1kuan1 na _S11ka.Id._ '9 -42. 

' ~,, -•ь ov1h tunkotja. Vrednost as.-a ~е n""'a а ... . ,. 

.. •r ; 



~ 
1 

i 
1 

~ 
1 . 

~ · \ 

t. '\ 
!·'\' 

i ', 
t 

' ' ' 
1 ·. 
i 
t 
' : ' 

' ! ' 

~ 

1 
f ' 

З-1 

-64-

-------- ---------

51.39 51.40 

Sl.41 
а-1 

Za tunko1Ju 
t(zt : х-а 

4а Је 1 = а nu1a PF!osa ret1a 
. ' . :.&. 

Za ћanko1Ju 
· t(x) = fx•a) 2 

da .Je х=' pula driSOif.reda. 
. Un:pi'Ct . kа!мо da Ј• Ј.= 1 Yil!!!ruke 

k 
~ (х-а Ј _ • k=1 ,2, 3, •••••• 

D ,"_ 
V kol1ko Је r84 ale vet1 u tol1ko Ј• tunk

ci.Ja ро apso1ut.noJ vrednost1 manJ а ka4 so .!. na-
laz1 u Ы1z1n1 '• nuJe. 1 

lt.a i~ l· х = 2 Ј е nW.a dr.uвoв I'Gtda twlketJe 

t(x) = ,2ј[2-ах+а, 

t(x) - 2(х•2)2 • 
lr• {1). Ako Је 

ь2-4ао • о 1 а ф. о 

х ::: - _h_ 
24 

4rugog reda tunkc1Je 

t(x) = ак2+Ьх+с. 

(11) Opit1Je ka.tamo da Је ~.::..а nu1a. k-~ 
tunko1Je t(x) .по 1araz koJ1m ·ЈФ det"1n1.a· 

na tunko1Ja t(x) le4ri1 taktor oЫika 
(x•a)k, gde је~ оео b~j,tj. 

t(x) ~ (x-a)k g(x) 
.kona&ao 1 Ф -~ 

rr. <,l. х ~~~~ 1 Је nula drugog red~ .ћ.шkс1Је 

t'(x) = х'·3Х+~, 
t(x) : (х~1)2 (х+2). 

nli mc;,l;.analiie S. 

. . ·· 

Ј 
! 

ј 



i 
1 
i .. 
1 .. r ,. 
i. 
1 •. 

1 
i~, 
ј 
1 

i 
1 
i. 
1 
1 

i '•' 
1.· 

' ~·· . 

n,, (4). 

t(z) 
ZatZ~ia Ј .е 

. t(z) 

Dak1e је 
t(ж) 

•бб-

х = 1 Ј• nu1 • 4ruaoc reda 
а 2 y"i - 1 • z. 
= (2 vx -1 .. 1} (2 Vж +1+!) = 

2· '/Х +1+а 
= 4х•{1+х) 2 ~ -(f-1)2 

2 .vz +1+х 2 VX +1+z • 

= (х·1) 2 sCx) 
.~· • • .,. 4't .... 1. 1 D (1 ) 1 + Q 

. а . = . - .1+ -т- • 
?. '{% +1+х 

g(x) 

Н11 ) Ak:o Ј е 

f(x} ~ {ж•а)k g_ Cz) ва g(~t) 't о, . 
ts.da .; е 

f (х) v-. g (а) ; (:f: "'t:} ~~ kad х-;,.. а. 
t.Iop§ta kdea~ da .~~ х :о: а nu.la k•toг 

r un.ko1Jв f(x) ako Ji:! 
t (:х:> rv,A {х-а) k r.t.ii~ ~ ~~- а t0, 

gd~ је А'1=С 1 ~ оео po~tt i1i'Щ1 broJ. 

J er Је 

j -er је 

~r.(5}. z =о Јо fiUl ~ prvos reda 
s.tn х 

e1n ZV'\X ka4 ' ж -..о. 

fr. (§) • z == О Је nula 4r~os nda n&Цо1Ј 

1 - 008 z 

1 - ' 008 а rv i х2 ka4 х .... о. 

U tollko ~· red вule tunko1Je t(ж) vedt 8 
toliko Је 1 nJ•n .41qNa u Ы111D1 'е n~e vtle . 
pr11juЫJen uz .t•oau,pa ~· t\anko1Ja ро apeolv. •• JIIIIj ... .. . 

vrednoe'1 u 'o11·ko •anJ•• 
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AkO Је red nule neparan,41aвram tunkc1Je 
n1"8115~V· x-osu,ako Ј~ red nule paran 41agram t'unk

J·• os'aJ е 1&na4 111 1 spod А-оее, рrеш.а tome da 
1. Ј• А >о ili Је А< о. 

V1d1 zadatak 1.3.11. 

Poka.i1 da Је х • о: 

h auJa 3-oes rec!a runkc1je 4х5-2х'; 
2. • 1-os " .. ~ -1; -
h • 2-ог " " VJ++x'2 -2; 

!..:. • 1-ос • " 'В х; 

~ • 3-oes ~ " г s1n х - sin 2х; 
Koga Је reda х а 1 nula tunkoija: 

.L. , ,--- ~ h 
,а,. .х = vx; 1.:.. 1+х•2 vx ; §..:_ e1.n JL х ; .2.• 1-s1n 2 х 

NacrtaJ рr1Ы 1zno c2jagrame gornJ lb funkn1Ja 
а ~l1z1ni ovih nula. 

i,,6. .Pr~b.11zn~_vredno!,! . 
(1) Numer1aka vrednost Је apeclutno taona 

aamo kad Је 4ata kao сео broJ,razlomak 111 kona• 
aan c!eo1maln1 razlomak,t-.J .kad је broj rac1onalen, 
na. pr1mer : 1 

2' 3• 1. 6. 1 td. 

U svakom drugom s]u~aju slu!1mo se 1sk1ju
!1Yo pr1b1 1~ntш vrednost1.ma;na pr1m.er: 

~•sto Ј u~1ma.:no О ,3 11 1 О, .33 11 1 О, 333 

2 UZ1JDDO 1 .~ 11 i 1 ,4-1 111 1 ,414-

uzimamo 3,1 111 3,14 11 t 3,142 ili ., , 141.6 

............ __...,... ,· .•. , ..... _ .......... _ .. : ... :.;;..--.r ... -. . ~· · : •.• . .. . . . . . . 
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1 ! . \ 

U kol1ko n1Je poznato da 11 је а' •n1 
111 »OY!Aena pr1Ы1~na vrednoзt broJa--a ota 
сЈо •• шеr1 apaolutnom Yrodnosou raz11ki'a-a' 
ua1JU •• 

Аа = 1 a-a'l • 
lo4nu gornJu вran1cu za ap•olu,nu vre4no 

ota,upaaja aozemo uvek dob1t1 ako ае 1 teana 1 . 
pr1Ыt!na Yrednost naJaze tвmodJu ~Уо pozna'a 

lr~ {1•) 1 Roka Је а = o,ct1 424~ Јо4аа рr1Ы· · 
Yre4nost broJa ~ А!~ .doot.ale ta~no· 

ko Јо o••tupanJe ' · • 
1feka Ј• ta~na vrednost. 

tada 
ac=0 1 41d24

3
ct• 4': ••• ; · 

Је 
d 2 = 4' ako Ј е 4" < 5 , 

::; 

ct3 - d'+ 1 ako Је d ~ s. 
Prema tomo Је 111 

111 
а > o.d1d2d' = o,ooos а, 

а otuda s1ed1 (у .а1 ,4-3) da је 

·-~~ 0,0005 ~ 5•10~ 4 - ~ 1 1о-3 • 

Dakle Ј• apaolutna vrednost otetupanja 
od po1ov1ne zaokrugl ј ene dec1me.1e. · 

(1v) .Ako apao1utna vrednost otstupanJa nl 
veca od 

tJ .. ako ·Је 

. ~-а, ~ 5•10- (k+1) • 

tada kazemo tak'odje de. pr1Ы1ina тrednoat ~" . . 

broJ ~ na ~ decimala ta~no. 

fada kazemo tako4Je de pr1Ы1ina vrednoet i dej~ 
. t~ro3 ~ na & deotмal а ta~no. 

., нароrа!вјеао da ве pr1 tome n1 pr-.e dectмe~ 

18 
·ta~De 1 pr1b1tlne vrednoat1 ае moraju poduda ... 

,.,1. 
а' · 

1 \ 1 

1 1 
1 1 

,1 1 
ЗјО.ООО54 •а.· 

ј ј 1 

1. 1 
1 

1 1 
1 1 

а. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
t 
1 
1 
1 

a.+o.oos 

1 
1 
1 
1 
1 

> 

1 1 
1 1• 1 1 .. 

a•-ooos а' a...-o.oos 

81.4' 

fr• (5). Ko11ko otetupa broj а • 2 od Ъrоја 

а' • 1 ,995 • 
Imam.o -3 1 -z 

а-а' • 0,005 • 5•10 •} lO • 

Zna~1 da а • 1 1 995 deJe broJ а • 2 na dve 
· dec1ma1e taano.1 ako ае ova t!Ya broJ~ ne podu~a-, 

raJu ni u jednoJ дес1mа~1. ' 
· (v) тa~nu vrednoat tractonaJ nog broj а ne 
mozemo nikada dоЫ t1 u оЫ 1ku oЫ~nog 111 \cona~~ 
nog deotmalnos ru1omke..U kol1ko se on javlje. ra
aunaмo 1sk1Ju~1vo sa njegov1m pr1Ы1in1m ~redno• 
atiza • 

Jedan ъrоЈ,Ыо on rac1ona1an 1li traciona
lan smatramo da је potpuno odredjen ako nJegovu 



.. . 
' i' 

p.rit.l tbu vrednost mo!~o tz.ra~unatt !!.-.2!!2:!..1!!!:.~ 
tr.UgJS.!f koi lk9 1!11~.. . . .. 

Sy:·ak:i: troctonalan brcj Ј• dettn1 aan tzve- · 
•ntca poatupkom;taJ ~~ poatupq 4a.tle potpu.no Qd. 
dJ~j•.ako aJI.are uiemo и pro.tz•ol;Jnom ta~noi\iu · 
odre4·1t1 nJecove pr1Ы:tin.e vncfвoat1. . 

Tako s• n .. pr • . ~ 111. '/3 doьtja poznattm 
pos:·t•.tpkom. korenov<m.Ja ,koJt omoгoCna postepeno . 
tzncunava.n)e oaoltJcog broJ• deatмela. k:oltko ie- ~. 
ltrno ... . 

ь .. Јбl. Hua Је а'. f Jedna pr:tЬ11!na 

vre4nost broJa а • fi . Ako је rasltke. 
р .. q{2 

dovalJno meJ.a,~tepen.avanJem aoiemo dobi tt prtЬl 
ne vrednost1 b.roJa V2 sa protzvo1Jnom ta~no~cu .. 

Neka јэ а • i tada је 

о ( 3-2/2 с l3::Z fi~!~L..Yit =· ... ~9оо;8 • 
;)+ 2 ·fi. . 3•2 V2 

1 1 
\ :0 ... т ···- ·<·-- . 

3•2 {i у.г t 

• •• о < 3-2 _v'2- < Ј . 
1° Kvadr1~anjem ove neJeдлa~in~ uobiJamo 

О ( 9- 1.2 Vii +S ( i; 
' .. о <: 17 .. 12 ··.f2' < ~\--
.. • • о .(' 1'? ,~~ '1 1 

' 11 ... v 2 . < 'f'l-.;25 ~ 425 

\12~П. 
9. -to . daj е Jednu :poY1~enu pr1Ъljlnu 

· o tst tJPanJ• koJe Ј• .IIIМJe _о4 

_ј_ 1000 • 10-3< '2. '10-3 43 с =4lS ) 7. 

2° Ako coraJu neJe4иe~1nu 41snemo na kub 

cioЬijiDO о < (.,·2 ~'2".)3 < ~ 
. 2 .J:"',.....L 

• • • О < ,,_, •32 •2 v'2+ '., (2 ..fi.) - (2 V2) (~ 

. . • о < 99 • .,0 V2 < m 
·. · а<;и · V2_ < f6~i2s • ё?3о 

'J)alc1e 99 pretate.v1jll Je4nu po'f1ienu pr1b.11inu 

.. , . .,~e4no~ sa v'i,aa o~e-.upanJem koJe Је unJe о·~ 
· ..•.•• ·~ 10- 4<2•10-

4 

- ~dLU• 
· lfeka 'е Ј. te!Sne , а L Ј edna pr1 Ь.11~.о~. 
'fre4noet i odreд1 Ј ednu gomj u gra!l1ou otf.ltupa~je.. 

·lca4 Ј е: . - -12 
0 

, _ 

~а. 0,9999, а'= 1; ~а= 1Г 1 1 а- 0,1 

·,' 208. 1: 0 t ?1 е ~0 а' = Q Ј 707 t 3...!. Q : v'102 Јо а' :; 10 Jl·"f Ј 
~. ('v .2.9 pr. (6) 1 (7); !.L а = stп (0,0.2) ,а = 0,02 
(v .2.9 pr. (S)) i . 

.1z. а = oos (0,01), а'= 1 (v.'2.9 pr;, (')) • 
ia. Odred1 neko] 1ko priЫizn1h vrednost1 broJa 

: ..[ј (v .2 .8 pr. (б)) • 

ia9 А р r о k s 1 а а с i Ј а. 

(1} As1mptotske r~lac1ja 

t (х) rv А kad х -+ а 

da . ! pro1~voljno malo otзtupa od t{x} \ 



ako Је samo i dovoljno Ы1sko vrednoet1 а. . 
Zna~1 da ! шо~еао ёmatrat1 kao jednu od pr1Ьfj.z
n1h vrednoet1 tunko1Je t(x) kad se х naJaz1 u 
Ы1z1n1 taake s 1 p1aat1 · 

t (х) ~ А , kad Ј е х ~ а 

u ovom sJuaaju ka~emo ~8 е aproks1m1~a 
tunko1Ju t(x) u Ыiz1n1 taake х•а,111 da Је! 
Jedna кpro~s1щto1jt,a u prenosnom em1s1u 1 ~-
1.1!na vrp(\I}Oiti ћmko1Je t(x). 

Pr, {З). 
3 

t(x) =~~г kad . Je · х~ о. 
1•2х 

Bu4uc1 da 

t(x) -r 2 kad х--+· о 

to Је аа melo ~ 1sraz 
3 

t(x) = ~ 
1•2х 

pr1Ьl1йno Jednak vrednost1 i; zatata Је 

t(0,1) • ~ ~2,0418(na aet1r1 dec1ma1a 

t( ) i · 0000~ . о,о1 • г. 9~9 ~ 2 ,оо04о1 
taano) . 

(na aeat deciщa]a 

ll· {2). 

Ух ~1 kad 3е х~1. 

Za vrednost х-а Ь11zu 1. Vx Је prtЫ 1ino 
Jednak 1. -

Za1ets Је у:,--,0~01- • 1 ,01, \11~·002001 • 1,0 

~r. <.31· 
ооа х~1 ta4 Ј• х~о. 

Za mal е 1 uko'Ye 1011nus а е mal о raz11kuJ е 
od 1. 

-75- . 

Is tabi1oa pr1ro4n1b Yre4noa'1 
.funko1Je dоЫЈ~о da Је 

tr1~onoмetr1sk1h 

cos 0,1 ~ o,99SOO,, (ne icst 
cO:i 0,01 ~0,9999,0, ( • " 
оое о.ос1~0,999999, ( " " 

~ecimal а), . ), 

" ) . 
Napomen1mo da lukoYtaa Ye11~1ne О,1.С,О1 ~ 

о,о01 odsovarвju ug1ov1 ve11~1ne 

50 4f.3' q.бll ,б t 34; 22" t? f 1 }Ј 501' ,? • 

(11) u a1ul5aju kac! t(x) 1 s(x) te.Ze ka 

nuJ1. 1z as1mptot.ske r~lac13• 

t (:х ) ,...." 8 (х) kad х -+ а 

eleduJe dв 1 (х) pre\s)avl!в Jednц pr1~11inu vre4- · 

8211 za tunkoiJu t(x) u ЪJ1s1n1 taake х • a.мo-

iem.o dek1e a\a"f1t1 da. је 

t(x)~s(x) kad Је х~а, 

1 ,ada ke.aemo 4а (.unks1Ja а(х) grok~1m1ra tunk

t1J\I tJU »,.Ьl1ZiA1 )t~k! & • а, 

fr• (\). 2 ...... 3 .· 2 о 
Ј(х) • м ~ -2 ~-.х kad Је :х~ • 

1•С!Х 

I&amO 

kad х ~ о • 
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Ze mele 1Ukove (,1c)ve) jfnua 110аеао z&Ьe-
n1~1 lukom; Uko1tko Је uk me.n tffoJ 1tt:o Је ot-
atupanJe manJe.Za1s\$ iz tаЫ1оа pr1 ~ ~dD1h vr.4-
Dost1 t.:r1sonot~e,l:"1ak1h funko1Je. 4ob1Jau 

• • • 

e1n 0.1 -:.::- 0,099&cf. (u. pet deotma.Ia), 
stn ().05 ~ 0,04998 {. 11 · " .. ) • 

S1·D С,О1 ~ 0,009999( " ~est· 11 ) • 

х .. 
t 

. < .2~10- 5 ' 
-б , 

< 1 ~') il 
; 

ZtA :к = 0 t 1 о 

se. х 1М о.о,,, 

Z.llil х ~ 0)()•1 " · 

(111} Веkь. J~S detl!l ћJ.akt.Jijs t(ж.) 1 jФ~Il.;a 
n.1,$tш vr;ь1 ttr~e. vr·e4n~.,~t t ђ Ј . a_v)f.'ok:~1.ma~1J €-i~ <:)'tJ~. 
5€1stl) moz~~ J:'\)bO]j it~.t i .1 Љi6 1 d~\t~\J.;b~Jolju ap.7i:'Џ f6: •• 
a1mao1Ju.Tako во u pr1.meru (1) · V14e11 4е Јо 

а u prS.meN {4) 4& . Ј.& 2нt \u 1е·tц tunko1ju f{x) 

г l'(x) • t(x}-2 ~ .tt.x kacl Ju х~ о. 

Моiе~ dakle atev1~1 da JQ 

t (x.i • ~t~ . ~ 2·+4х2 u в (жј ked Је х -;::;.:о, \ 
1•2х 

sde t'Un.kc,, Је 6 (:м:) ·, prretsta1$] Ј а Ьо1 ju QJ)1'0k81Dta~1Ju 
za t (х) Dt'go ~ama Vl'Etdnost i 

_.,"_ ' . 

"er Ј е , г.-·-
1 

' 1 
, ~. . f4'""+l ·Ј • t 'ff+l·1) { v1+x +..Ј. .• 

. ~' х( '{f+i +1) V1+s +1 

. .iltJ. -:З . ~ .1 kad х -+ О • • • • "2' 

1zraz \[х+1 Dak1 е za aale vrfJdnoa't1 ~-а. 
' ·ј· . 

i80i811o aaen1t1 еа 1 + 1 . ,. 

, lJ; ,J2l.Jia4~ 1 Ј tdnu pr1 Ы 11• •redno st za 
., 

. · .. yrrJIГ ь,_, f101. 'l/1f!.+1 • 10 v' 1+1о-2 ~ 
~10(1+ ј 10-2) • 1o,os, . 

\{101 ·~1o.oq.98 za '4 ta~ne 4eo1111ale• 
-4 . 

. 4ak1e o18tu.panJ• ~е unJ• оа. 2 .. 10 • 
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Za4ao1. 

Pokai1 da Је : 1° u Ы1&1D1 ta5ke ж • о : 

.la. С1+х)'~ 1+3х; ia. ~I~ ~1·х; Ј... V1•X ~1 ·ЈЈ 
... ~ .! . 2 !... v 1 +х ~ 1 + 3 1 Ъ \{ 1 +х + v 1•х- ..,"'::!.. 2 + i ; 

2.а. ~:~ ~ 1 +ух +2х; 1&, 8111 (х+ i)~'g{1+x) ё 

11. -

1ia. .Poku1 da Ј е za х~ о 

о~~ ~1 ~~ • 

dlzanjem ne. 3-:-ct sttipen ove neJednac1ne' v1d1 ko- · 
J<:>m se funkoiJom mo!e aproks1m1rat1 Y1+i 1 odre
dl Je~nu gornJu gran1ou za otstupanJe.Poka!1 4 
ovo otstup~nje n1Je vede od а 

-tcr ~ 5•10 .. 2 

kad ае ~ nalaz1 u raaшatu {0,1),n1t1 Уе6е od 

41о < 2•1о·3 
kad ве .1 na1u1 ~ razm:aku · (о, Ј) . . 

.. ...~ ...... , 

. -79-

Sl .446 

, .· t, 1 о •..... .Q_L~-l' i с а . u g--~--~~-1....!: _LJ_1 

(1) Neka Је & stalna ta~ka na krivoj .,a! 
pokretna (~.s1 .44-) .svakoш po1o!aJu N,M,,Ъt2 , ~. • · 

ta!ke М odgovara ро jedns tet1va АМ,АМ 1 ••• 11~ ••• 
aem kad se ta~ka М poklopi sa ta~koa A.Gran1~an 
ро)оааЈ АТ tet1ve .АМ kad 111 ·-+A.ako poatoJi је 

: ' tapganta kr~ve u tа~Ц A.Drug1m re~1111a ,kad .М-+А' 

t~tiva .АМ ае pr1b11lave. 'angent1 АТ 1 od nje ot
atupa koliko god ie11ao aelo.ako је 8 dovoljn~ 

Ы1аkо ta~k1 А. . "....,. 

(11) Neka Ј• 11 4ui1na tetive а АМ duz1na 

1 Wc:a kr1• е ~ • . 
Kad м~А,11-о 1 .ii_.o. Uoplte Је 

,.... -
.AJI ~ 1Ji,tJ. -1- -1 ka4 • ..:-..&. • 

·-
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i•11. Р о д е 1 а t ч n k с 1 ј а . 

(1) Funkcije se k1asit1e1raju Ь1Јо prema 
1m osoЫnama,na pr.: neprek1~ne funkc1je,mo

tunkc1je,konvekзne funkc1je,per1od1~ne 
1Је 1td. ,Ыlо prema ana11t1~kom 1zrazu kojim. 

.one det1n1sane.ova druga k1 asi.t1kac1J а је za 
za nas vazn1ja. 
ОЫ~nо su runkc1J~ def1n1daлe ana11t1~k1m 

zrazima u koj1ma pored osnovn1h ra~unsk1h radnja 
+ ' , ·..:.,х.; .:) t1gur1§u 1zvesn1 znakov1 ~1ј1 је smlзao 
tpuno 1 Jednozne~eno det1n1s~n.Na pr.: lg, , 

81ц,·oos,ll,[ ],1td. 
,. 

Кlas1t1kac1Ju tj.pode]u tunkciJa vri1mo 
'DJ'!e1шes. prirod1 t1h ana1.1 t1~k1b 1zraza, tJ .:prema ope

jama koje ве u ov1m 1zraz1ma javljeju. 
~ . 

!' 111) Po11nom. Ako ае jev]Jaju samo operac1-
J:t .saьlranja,oduzfaanja 1 uшozenja pr1menJene na 

av1зnu proaen1j1vu х, doЫveni ana11ttakt 1z
; naz1vamo pol1nom na pr. 

. 1+x,x~·2xtx2-x'{2 + 1, (х·~) (%•3), 

x4+,x-x2+sx-2,x5-x+1,(x+1)(2x+3)(3x-2) 1td. 

. . 

2 1 
1+х +-

1 +х2 ' 

Nаро!!Н•· Pol tnom Ј е spec1j e.lan ~] \.\~еЈ ra• 
аЈnг tiUikctje kada Је lmen1telj konвtмtan, 

·~-,~~!t~n se on ~esto aove се1а rac1oneJna funko1je • 

.. 
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(tY) A1sebar1ktt tuatoj~•· Ako s·e u pos111at 
nom ana lti8kom izrazu jav! е pored oзnovne ~et 
ra~unske radnje Jos ~ korenovanje tada on defi 
Jectnu aJsebarsku runko1J~i na pr. 

'f1;x2 ., \[Х+ ~ r;;1 ' 1+ ~ • ~ ~+i у АТ 1 
1
+ \{i -:х t 

Х+ V1+ vx- 1td. 

(v) Sve овtа1е tunko1J•,dakle ave on~ koJ 
niзu n1 rac1ona1ne n1 a1ge'Ьarake.naz1vuo 
g_~q~entnim tunkst'!Jama. DYe c1avne srupe 'ran'.-.-=e=~ 
11entni.h funkc{Ja stt 

1 ) :rr~onOIJ!e!i rtJ ake ·tunk:o tJ е 1 to 

a1n х 1 008 х. 

kao 1 nJ1bove komh1nec1Je,na pl'. 

2) Ekeponenc1Jalne 1 losal1t8Dislte 
1 to 

1 ]g · Х ' 

· kao 1 nj1hove komЫnaa1Je,na pr. 

~lat>omena. A.nt:sJ1t1cic1 tzraz u kome se pored 
rac1oni1 n1!i -1· e.lgebarskih :tunko1J а Ј av1 ј aju trans
oendentne tunkc1j·e detini§e f'unkc1JU k:oja Pl'ipada 
lt1as1 transcendentnih tunko1Ja• na pr. 

2-12 .. ~-.1 ь ~ 

Odrf:d1 aran15ne vre4noet1 : 

x;:~L - х, (х-но ) 1 i.:. х { У х2+ V х 4 
+1 •Z '1'2}, 

(:r:-;. оо ) • .l:. Vz+9 -~ • (х-+ О); 4 . в Vx4-tx'·ex2---x-1 . 

V•:•lt .·2 - 9 V x6+x'·9X2-3z~1 • 

s .. &.,. "··'l .. z' ~(х .... О); 
1 2 

.,.2 - §.&. z-1 - т: • - х ·1 

~ s1n ах (• О)· 8 а1а s • atn а 
.!..!- •ln х • • --. • . -!. х - а • 

.2.:. i:~f , (х ... Ј); ~ (z • ~)t@ х, (х -.Ј); 
\ • 

- ~-aD 111а х-а , С•. •elbu 1 ,14 .28) ; 
Zr:-+-8 . 



1 
:Jtr-' --- ~ 

":5' ... х 
с. 

Si.t. Ва kolikonl Ј 0 ·t~<!:no~du broJ 2 \fi. odredj en 
prs.ь:и.an1m Yr&anoФtima 

10 2. 20 21,4р 30 21,42 

~ 1,S VEf. .... . • 
. . la kojora ta~nol6u Је dat {2 pr1Ы1inoa vr•dno
<lcSu koJu 4ob1Jamo роа1е treoeг ovarrog postupka ? 

De.ti 8\~ bl'OJ8V1 .,! 
. . t\+" 

1 "' > а Neka Ј• .;.\ =~-
.х. - ~ 

·, 

' -1 ~О • ako . Ј • Ь-а • 1 1 а ~ 1 • 

Prover1 а1. edede aproks imac1 ј е 

\/*!Ј+ \[1+х ~ 2 + ј (х ~С) • 

3г=:- 3Г2 . .г=- -~1 )? ~ v т. + V х- ~ 2 7 х + _9 .....-- 11 (х ~ 1 ) ; 

lf.г--- 2 
\f 2х-х2 ~ 1 • 11ixl ... , (х ~ 1); 
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.-...... ~2z·z ( - ) t~. i<J+1li+J-1 2· 
ж +2Ьх+а • х~ 1 • 

04red1 ko•r1o1~te • 1 
a1n1 ta5ke х • D tunko1Ja g(x) 
ra aled.Oe tuntoije: 

~ tako,4a u ы 
• а+Ьх aproks1~1 

о 2 4 х (t•z) ? 

, Љ. Krug ва sred1Atena u ta1Jt1 о 1 olu . ~ dodtruJe pravu А~ u • ~~ Р P~ntkoz · .. ао.1 .A1neJta "• Q .__. 
ta krщ;a а z .... ... 1 . '""' " o~•YD8 t 

- '-~•а na 1 uta AQ Ak 
. 11.\k na tangeвtu A'l' od t8ilke А • 4 о :ras•.tJ8180 taJ 
е pnve OR 1 ш. 0 1;a!lke B,D • а, 

· pro4u1110 4о р- k tei1~1 d v ~ ·-•• 

8 С ~емu 6е u~k~x~ot · 

' •' 

. ;;.'i . ' . . 

-8?-

~ Jla a111e1iral1 4Р1 D • а 4a1ie З•· 1ia&ke С 

0teto~an~u ь . о4 te duii.a van nje pokretne 

џ.!ike, 1&. Naka ј il 11 \a!ik& preaeka в taet ral е ug1 о 
)Ј8 ' !18; вtae1i?aloa dUZ1; l<.o31 ј. е gran1~n1 poloZaJ 

•atlk• , • ka4 talSka 'М -)о с ? 
1 , 4о. Na dnu suda koj1 Је- napun~en te<Sno~6u do 

----'itne Ь 11а1 az1 se pre4Jaet А.; posmatran 1z. ta~ .. 
о van te~nostt,ta3 ее pre&set v1d1 u poloiaju 

,•:коЈ1 је gre.n1~k1 po1oiaJ s11•e .А.' ·kad ае prec1 ~ 
•et · А posmatre ·~rt1ka1 no '? 

· !.1.:. Nadj 1 d1ag!'81D8 sl ede61h tUDkot~a i 'f1~1 da 

1~ su prektdne : 

· 1°-.1 {~ + ~ 1. · 2° ао• [u] ЈС ;· 
"2 \Ж-8\ \X•bl Ј • 

3° f (х•а+ Js·~J) + 5? (х .. ь+ 1х-ь 1) gde 

~. р • tgo(. 1 q 8 ~. (3 • 'i .i '1 . z {2. . 

'1-2. Odred1 Jadnu sonJu gran11JU otetupanja Wo/ · 
•• pcstupi k80 u pr1meru 2.8(6) 1 а puta stepe-

nuje. 
!'• Жаkо Ы .tsaledao poat11pak 1s prtaera 

2.8(6) za octre4j1'9anje pr1b.l1in1h vrednost1 bro-

. <~a ~- Vi' !!,а. A.ko Ј• х • 1 aula k~tog .redв tunltc1Je g(x) . 

kоЗ 1 ~· Ј'е4 nwa tunkoij е: 
1 20 a(z2) t !;О g:3(x) t .q.O g(x3) t 

6° e1n g(x) i 



i 
1 
1 
\' 
1 

ј 
t 
! . 

~ . 
i , 

-88-

_Gt.AV.A I II. 

POLINOM 

\1 Ј . Stepen 
st~ u . tош 

Pol i.nomi 

po11rtoma ! . ј е naJ Ye.L1 u вtepen 

k.oji 

ili 2x+\(i. 
il:i uopite 

~ &Х+Ь 
su polinoini n. ,rv~g sт.epena,a zoV" 8"" fur~o1J!· • g ЈОЁ 1 

~linom1 
- Х2+1 2 

111 oni koJ1 . • х +х+1 
ama fak. tor·a .~: dob1J aJu kao proiz'fod 

'{' 

1] 1 
nog 

. pr. 

=-=~!!Ј:!·· 

' . . 
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(х+1)(х2+1) = х;+х2+х+1, 
(х-2){х2+х+1) = х~-х2·х-2, 

napoeletk~A oni Jtoj1 ee ·dobi'faju kao pro1s'lo4 

tr1 11nearna rak~ora,na pr. ~ 
(х-1 t (х+1) (2х+1 \ ~ 2х3+х2-2х-1 • . 

(х~1) (х+2)(х+~) = х~+6х2+11х+6. 

(х+1)(х+2}2 = х~+5х2+8х~ 
(2х•3) ~ := 8х3•!>6Х2+".Х-2? t 

po11nom1 tre6eg etepent 1tc1. 

(111 AkO је po11noa rtxl aat u оЫ1k~А pro1z
·'ro4a нnea:rD~h 1Н drugih fuktora nule pojedin1h 

·tekt~ra au 1sto•reш.eao nu1 е pol1noaa. 

Na pr~er,neka 3• 

rtxl • (2х-11(~11(~+1Ј • г~•х'•~+х-1, 

1 1 1 1 : i • 1 + ~ + ~ -1 = о, 

= о za 
1 

х s 2 

f (- 1 ) ~ 2-1+1-1-1 = о, 

-~ 
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-'ko •• 11neamt faktor Ј &'1'1 Ј а na 1zvesnom 
вtepenu,o4so•araJu6a Dula ~· Y1~estruka 1 stepeь 
.11neamos taktora odredJuJe red nultt'. 

Ta1to Je,na prtmer х • .2 nula drugoв reda 
po11noma --ос atepeaa: 

х"-•4х,+ба2~8х+8 • (z•ё) 2 (х2+1) 8 
• х • 1 nula 3-6еа reda pol1noaa s-ов stepena 

zS+4x4+7x3+~+4X+1 • (x+1)~(z2+z+1). 
.Ztctaot, 

04red1 stepen 1 red poJedtn1h aula a1ede61h poJJnoma: 

~ x2
(z-1)

2
-(x2-1)2

i . i& z(r3•1)-3x2 (z-~); 

Ј"_ (х6-1 )- (х2-:1 )3•· !.а. 4(х~+1 )., (х-1) (х2-1). 

.2.г. а 1 о t а у lJ а n3 , » о 1 1 n о .. а 1. 

R а t а t t о r е 

(1) Za po11noae vait t obratno tJ.ato Ј• . 
z • х0 nula ро1111о88 t ·(x) ,poJ1nom Ј• d81J1Y 11ne
aro1ш taktoroa х-х0 • 

OpAt1Je,neta Је А pro12voЗJan broJ 
poJ1nom n-toa stepena,tada Је 

tfx)-t(a) 
1 4elJ1vo sa х~а,а to1H5n1t q(x) Је neki poltnom 

Cn-1 ).·os stepena. 

(11) Neka Je,nejpre 

, f (х) о xn, 

11 11 t(x)-t(a) • х -а • 

naaьom ovog Ыnопаа. е а ~ . 4оЬ1 vamo . . 
._., . 2 -3 n-2 n-1· 
(жn-аnн (х•а) • - ~-1+~·2+е. ~ + ••••• +а :х+ .е. » 

D · n-1 
I .~N 
• · n•1 

8
11 

. о ах . .. 

n-1 2 n-2 Jl ' •А Х 

2 ю-2 
8
n 

о • z -

12xn·2.,3zn-~ 
о . а3х•·'·•0 

• •••••••• 
• • • • ••• ••• 

8и-2z2"..8D 

1
n-21 2.,n-18 

0 an·1x•an 

an·1x-a• 

о о 

1 • 

С . 
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tJ. 

. о 
''роме~!· 1 Za D•2 Је х2-•2•(х~а)(х+а) 

- ~ ~ 2 
za D•3 Ј• х-'-а;;• (х-а) {х +u•a2 ) itd. 

2о Ako stev1mo а • 1 dob1vamo 

1 2 D•1 XD 1 . +х+х + • ., ••••• +х • ~ . ;х: ... -, f 

koJ1 1zraz pretatav1Je obrazac zs zЫr gaometr1J 
ske progreв1Je. 
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је 

r(x)-t(a) • q(x) 
х•а 

t(x) • (x-a)q(x)-t(a), 

"-- -"-''"'" ... је stepen ро1 1noma q (х)· za Jed1n1eu 1Dtm.11 od 
ena po11noma t(x). 

( 1 v) Ako Ј е а · nu1 а pol1noma f (х) , tJ ~ 
је t(a) • O,teda је 

r~x) • (x-a)q(x)+t(a) • (x-a)q(x); 

po11nom r(x) «1е1Ј1• 11aearnia tak:toro~a 
(111) Neka Је t(x) 

ne pr1мer 
pro1a:vo1J a..ra po11no.11 · 

tada Ј е 

() . 3 :t 2 
t х •t(a) • 2(ж~-а~)+3(х -а2)-(х-а) 

... Kako Ј е e'ltak1 od 1zrazв 'i.l zaвradar'le deJ Ј 1 ··• 
~:k~ :,ma kakv1 Ы11 koet1c1ent:f 2.3 1 -1 1 !la v 

/ · akvth a1eova Ы1о,tо Је оео 1:z:raz . 
f(x):-. r{a) ~eJJ1v sa !.:!!,& stepen ko1H~n1ka · .. 

2 . 2. q(x) • 2(х +ах+а · )+3(х~а)·1 • 

2 ' 
• 2ж + (2в.+~Ох·•г~s?·*-3а~1 

Ј е za Ј edinlcu .:nsnJ 1 oct stepena Р<.' ] tnoшa t (:r). 

ТаЈ ее 11nearn1 tattor zove jol 1 koren1 
Jednaa1ne t(x) = о. 

Kako pol1nom n-toв stepena ne aoze 1mat1 
od а j1~earn1h fektora to po11nom n-tog ste-

~lll· Rastav1 poltnoiD 

2 ~ 

t(x) • - ~ -2х-1 

Каkо вu nu1e datog po11noma koren1 jedna~1-

3X2 -2:х:-1 • о 

1 -~ (1:t у'1+3) 



1 

Jl 
lit 
!r 
Lo~· 

1 
1 • 

to su nJen1 koren1 a1n1oo1 

ра Је 

х+ Ј 1 z-1, 

t (х) • 3 (х+ Ј) (х•1) • (ј%+1 Ј (z-1) 

Pr..(2). Pol1nomt 
..... 1 

• 

ее ае mocu raetav1t1 na 11nearne taktore,Jer је · 

а o4govaraJ~oe Ј edna!1ne 
1 

x
2

.f.1 • о 1 x2+z+1 • о· 
nemo ј u. real n1h korena • 

Pr. (1)). Raвtav1 na fattore pol!nom 

z4-1. 

BuJe datog pol1noma au ~1,ра ја, 

z
4
•1 • (x+1)(x-1)(z2+1). 

Pr.(4). 04red1 toet1o1ent~A 11 tako da 
pol!nom 

. ~4+1z3+1 

bude de1J1v poJ1nomom (~-1~с. 
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н.. dat:l. pol inorћ podel1mo ва .оа.О 

(.Ax,..+Bz3+1): (.х2-2х+1) • Ах'2+(2А+В)х+~+2В 

м4-?...,'•м2 

(2A+B)z'-.Az2 ... 1 

(2.t.+B)x3•2(U+B)ж2+ (U+B )Ј 

(~+2В)х2•(2А+В)х+1 

· (»:+2~)х2-2 (U+2В).х+М;+2В 

Da Ь1 deoba b1la bez oetataka mora Ыti 

2()А+2В) • 2А+В 1 ~+28 • 1, 

А .ia ,, 1 • -4. 

Preaa toae kol1~ntk tsaoat 

,.a+2z+1, 

'ako сЈа Ј• 
~z•-4a~+1 • (z-1)2(JX2+2z+1). 

ZacJact • 
1. 04re41 DU18 poltDOJU -

• . 2 
t(x) • z •?z +10 
.1. 2 stavljajuvt х • а • 
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, Вeatevt , ~• taktore poltnoae: 
~ ' 

1 
! ' 
i 
1 ,, 
[ 
; 
! 
1 • 
1'' 
[ 
!· ,, 

i: 
! 
! 

. ' 
1 . 
! ~. 
ј 

L!,. х4-х2-2 i 3.1, ' Х4-4х2+4Ж•1 = 

= _(z ... 1)ё(х+1+ '/2-) (х+1- \f2). 
~ re41 nu~ е poltnoma: 

~. ах'+ьх2+Ьх+а ~ ~ ах3+ьх2-ьх-а • 

StavlJaJucS1 
1 

х+--. 
· х " 1 2 1 2 

~ + ~ = t ·-2, 
х 

o4red1 юule s1ede41b poltnoma: 

4 ~ 2 4 г §..&. Х ·7Х-'•1 0ж •1z 1 i .2.а. х .•1 Ох •1 i 

Z . 2 
adatak ?· rel1 1 atav1JaJu61 х •Zi upored1 rczul-

tate • 

.Podel1 s] edeoe poltnome sa .х2+х+.1 : 

~ x4
+z2

+1 i ~ ж8+х4+1, 
Z~ k~Je ое vrednostt х-а Ыt1 

10, 6x
4-sz2-7 <о; 

.·. •·· 

) _ 

'· . 

(1) Da Ь1 aano ras'tav111 pol1noll rtxJ na 

1'111earne rak"or• treь~ е1а pre'thodno na<1J •о nJ e
gove nule,'tJ.aa res1mo algeoarsku JeanaOtnu 

· Ako au koet1a1ent1 po11noaa ttx) cei1 oro
~eY1,njegovo rac1onalne. au.le аоzешо U"f81[ naci. 

•ека Ј• na pr.dat pol1nom 

t(x) • 3х4+5х'-ех2-1Ох+4 

_,.._ .. on ·tDLa rac1onaln1h nu1a, tJ .nu1 а оЫ 1ka ~ 

_,_, ....... au .R 1 ~ се11 broj ev1 ,mora 

Xako su leva 1 deana atrana ove Ј ednaa1ne 
о~1 broJevt 1 kako broJ na 1evoJ atran1 eadrzt 
t.tto~ R ,to mora _1 4g4 Ыt1 delJ1Y аа ~.PoAto q 

э de1J 1 у аа Ј!., Ј er pretpoatavljamo da зао u rez-
r.·--,... R ekrat111 sve zaJedn1cke raktore,to aora! q 

l mal:. ant:Jliz.e 7. 

•· .. ·· ·· ·- . . ' ·:. , .. .. · ... · 
" .. _ ... .. ··• ;-

Ј 

' 

/ 

' ' 
' . 1 



... 

-98-

b1t1 de1J1v оа ~ , tJ. ~ moie Ыt1 эаmо 
о4 :Ь'!'ОЈ ev;a 

-1,+1,-2,+2,-4 111 ~-. 

Uvritavanj~i1t. ovth ьroJeva u pol1nom t(x) nepoa 
по · provt:ra:tт~nlo k:oj1 od nJ1h zadovolJ.ava jedna~ 

r(:x) • о. 
• . 

Ovo uvr~·~:ь7anJ е post1~evamo naJ·brze 
;to datf poJ1nom 

naptseшo - u оЬ! iku 

r(x) • { [<3х+5)х~е] х-10} х+4 
i рој edi ен~ raauilsk:e ra4nJ е vra1шo postepeno red . 
koj i Ј е \tkazan zagradama~'rako Je,na pr1m.&r,za 

• 
3Х+5 • 3•2+5 ~ il 

11х-8 • 11·2-8 ~ 14 -
1~х-10 • 1~.2-10 • 12 

'·. \. 

1'.'.'' ' 

18х+4 • 18•2+4 • 40, 

• • • r(2) ~ цо • 

Za oetaJe vrednost1 doЫjamo na slt~an na~1n-

. f( 1 ) о, 
·~(1} - •бt f(-1) • 4, f(-2) а О, 1 ~ 

!i.' :/! .• 

,·· ( 1) ' 180 #(-i)- ~ ~. t(-~). ~. 
t -Ј • . 27 t ~ . ~ . Ђ Ј -g 

' . (!) • - Ч• r(- ~) - ~ • 
} -

1-· ••""'о dve ractona1ne nu1 е 1 dвt 1 ро1 1nom •к'"' ,.._ .. 

-2 1 l. ., . 
tome Је on deljiv taktorima 

1 х-- 1 
~ 

х+2, 

2 (3z-1)(x+2) • }х +5х-2, 

izvl'lene d-eobe 

3х4+5х3-ах2·1Ох+4 
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Otuda V1418Q da 8U јо' 1 z{;2 DU]e 

. poJ1noma tato ~· eu nJecova 4et1r1 nule 

1 
·Ј • -2 • fi • .. Vi 

Pr. (11. Odred1 ractonalne nule polinoma 

f(x) • х3-гх2+12х-24 • . 

Kako Ј• toet1o1en1 о4 } 
to mora Ыt1 q. 1 , х Jednak Jed1n1o1 
noma mogu Ыt! ' J.raotonalne nu1e datog f 
broJa 24,dak1e ::Је::1 1 broJeyt 1 to de11te Ј! · 

+1,-1 .~ -2 .~ 2 4 • . . ' .... , ' .",-..,,+ ,-.... ,+б,-6,+8,-8~+12 -12 ., 
. . . . . . 

+24 i -24. 

f(+ё) • о 

deobo~ korenta ~1n1ooea х-2 doЫvamo 

X2•2X2+12~·21f. • (Х•2) (Х2+12) .. 
Pr. (2 У.\ Od 1 

• ----~ red1 ractonalne nule po11noma 

r(x) • x4-sx2+6 

Rac1onalne nule .. t ua og po11noш~ rшogu .Ыt1 
eamo с~Ј1 broJev1 1 to taktort broJa 

!1t ~2, !3, :t&. 
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Је 

t(:!' 1)•2, t(t 2)·2. t(! ~)·42, 

t(t 6)-1122 

t(x) 4 2 
б - -Х • SX + \ , . . 

rao1 ona1n1h цul а. 
< Ak'O etavimo 

х2 • z 

kvadratnu Ј edna~S1-nu 

2 . 
z -5z+б • о 

da su nule datog po11noma 

+ \[2. - V2 •' + \{'3 1 -б 

. (11) iac1onalne nule polinoma t(x) за ce
koё?Ii1ent1m8 mogu Ыt1 samo on1 poz1t1vn1 111 

at1vn1 razlomo1 А atj 1 Ј е 1aen1 te1 Ј А ta.t
q 

koet1o1enta uz Dfljvec1 stepen х-а, а .broJ 1 tel.J : 
.t8ktor sta1nog l!lana. 

Ako Је koetic1enat najveoeg stepena х-а 
Jed1~1c1,rac1onalne nu1e pol1nom.a t(x) mo

- Ыt1 aemo се11 brojev1. 
. Ako n1 Jedan od ov1h brojeva ne zadovo]java 

ednaбinu t(x) • О dat1 po11nom nема rac1onaln1h 
а. 

~a<iac1. 

Odred1 rao1onaJ ne nule po.11noma: 

l,s. х3+31С2+,х+9 _i:_ ~4-5x~+?x2-Sx+1 Ј 
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!L 2x5•X~-X3•2X2+X+1i а_ ~ ~ 4х -9x'·27x2-27x+2? l 

!.-• 1 

( 1} РоЈ 1nош Ј е d.ef1n1 san z . pтetstevlJa Jednu а sve vrednost . . neprek1~nu tunkc1Ju .od 

Neka Је 
t(x) • xn· • 

tad11 ј е 

f(x+h)-t{x)•(x+b)n-xn•h{ n-1 .( n-2 . . 

-10~-

se pona!aju а1ес5е61 po11DOID1 ka4 

~ ,}(.х2·1 )2; 

~ (х'+')(х-2)3. 
~ - ~х;-1 оох'+1; 

•1; • 

. . . х + x+h·) +. • • (x+h) 

''i(",lf·» 
' (х3+1) (х-.-1) i 

Kako se pona§aJu •1е4е61 po1tnoм1 ka4 

~о 'i 
(x+h)n-xn-+ о kad ь-~о. • • • 

Prema toмt~ је n . monoa х nepret1c5na runkc!ja х• 

za эvako n • 1 2 2 -

8 

. ' . ., •......... 
· Kako Је pol1no · . · а zЫr neprek1~n1h tm zbir ~lanova сЫ1kа axn. 

Ј а, tn је svaki po11n~o1J а ј е nep~k1dna tunk ' 't 
. 11 neprek14na tu'nko1ja~ о 

{11) Za vel1te 11nom se :ponasa kao ~foz1t1-vae vrednost1 х-е poan sa naJve61m step'ёnom .· 

. Pt {1) .t(x) • 2х3·3СХ2+2 _.. . 3 jer ја - . х отО,._ 2х ,х- t g0 

! (х) ,. 27 1·15х-1 +х-г -гах-3 _.., ·1 

kad х-+ :t~. ' · 

(111 ј Za mal е vrednost1 х~а 
uk:o11ko ne,na st 

1 
. . - pol1noaa ае 

najmanJi - ј а nog aзana,pona6a kao ~]an sa 
m эtepenom l:~a. 

.... tx2+1))•1; h Вх+1)5_;(5х2+5Х+1)3. 

].5. D 1 а s r а • 1 

ln 1 (x-a)n 

' ;; . \1) l'r\.11\tOIII Jtonst rutc13 е d 1 agrama t reba р о-
. rld tзt.&lmutib vrednost1 navedenib u ta~ki ·~ 
;obrat'it1 p.Znju na ponalianje tunltcije kad x-=+Ioo , 
·1iJ·II" tok njenog dtagrama za ve1tke vrednosti Ј!,-а. 
-' ·.' · PI·. (11. Kak&fl Је medjuзobn1 po1ozaj dtagrama 
· t~ko~x) " х аа poztttvne vrednost1 Ј!,-а kad 

~е n = 1 , 2 • 3 ••••• . 'l . · 
1° '1 • х је prava,s1111etra1a 1 1 111 J[Vadrer,ta. 

2° 
1 

• х2 Је parabola ва temenOil u po~et\cU 1 

-osom као os~s s1metr1Je: 

,. ·.,. 
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1 
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1 n=2 
. n:+, ";5 

. 1 1 
. ' 1 

i 1 
. • 1 
! 1 
1 1 

. il 
'l 1 

·---·- -·-·---·-
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Sl.4б 

о< х< 1 

za х> 1 

~о 7 ~~' ж~ .. е • tako zvana kubne 
stalno raate,aJt Је parabo1a;ona 

х3 < х2 
za о < х < '1' а . х.3 > х2 za 

х >1. 

,. 

' 
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za х > 1. 

. Щагr8111 tunko1Je :xn Ј• za х > 1 .utol1ko s'r

• u кol1ko Је n ve6e. 

,о Za svakako n • 1,2,},~ •••• Је.Ј{О)•О 1 
1 

у (1) « 1. (v .sl .46). 

. (11) Од na~t te ј е vatnoet1 da ве 1sp1ta 
to~ :dtagrsma u Ъ11z1n1. nu]a odgovaraJu6e tunko13e, 

о 

nJ&&DV poJoiaJ pr~a Х•оа1. 
f\1::4-. 
' ' ' 

1 

n=1 

12 

' 1 
1 
1 
1 
1 
t 
1 
1 

' Sl.47 
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Pr. (2 ) ~ Кakav Ј 
ma funko1Ja . е medJusobn1 Роlо~в.Ј 

t(x) .. (k•г)n 

u rezm&ku (1,3) kad Је n • 1 2 
t(2) • ' ,,, •••• ?(v.sЗ.47) 

. • о za svako n • 1,2,3 ••.• 1 
_ ta~ka х • 2 Ј reda. е nulз ~V1h ~V1h tunko1J . а 

z е. sv ato n • 1 2 -z - . 
Ј ~~ • • • • • • 

za n • 2 4 6 . 
t Ј 8 • • • • • f(1) 

( +1 

za ll • 1 2 5 
о • ..~ •. •••••• 

'-1 12 • 1. D1ag 

0 i •1 

. rц t'u- а.. цао1Је 

7 = · х-2 

tcJa веае х - . -osu \1 ta~k1 х • . 2 pod 
Је pr•ava 

O<t 4.5° • 
20 n .. 2. D1a&r8J11 tunko1Je 

~ 1 • (х-2)2 
"е nar '1,, , 11' ,.{ :uOJ. 5 88 t 
х ~enom u t ~k ~ 2 (pere] l а 1 ж • 2 r . ..,1· . е nom Y·osi) n- d •7 • О 1 oso.m , А ж = > • • '-'lA od i -·Ј , с.:. l nal 1121 . .А''-& е х-овu .. $е stalno 1 u taa-

. znad nje,Jer Је 

о 3 n .. 3• 

Је. kubna 

(х-2 ).2 ?- 0 za sva.k:o 

Di".;,D.,.. ""e>.&am funkotJe 

'1 =. (х-2) 3 

х. -

parabola sa sredt~t . 
х :s .2. On dod_ :1 ruJ е 1 . em s1metrt Ј preseca Х· . е u ta~k1 

osu u toJ ta~k1 

' 

-107-

Z8 Х ~ 2 
"%. {~о . (х•2),., · 

~о za х ~ 2. 

D • 4. Di&graш tunkc1je 

у • (х-2)4 

х • 2 1 l\ala71 в~ AtaJno r. 
dod1ruJe x-osu u ta~kt 

nJe,Jer Је 
. (х.-2)4 ~о za SVIlk.O Х t 

Је u Ы1z1n1 nule х = 2 v1ie prilJuЬljena uz 

parabole,~er је 

za 

,, о 5 Uop§te d1agram tunkcije 

у • (x-2)n, ~ • 1,2,3,4 •••••• · 

.. kroz nul u ж. ICI 2 рrеэеса x-osu kад Ј е 
n • 1.pre~eca Је 1 ~odiruJe kad зе n neparan. ьrоЈ, 
' ,~ е ~odiruJe Је kad Ј~ n paran ьroJ•pri tome је 41-

_agr~ u to11ko vile pr11 ЗuЪ] ј en uz x-osu u Ь] 1z1-

nul~,u koliko је а ve6e-

( 1 i 1 ) Ako , ~ е 
. i t (х) rv A.xn . kad х- оо 

јР. ~ - stepen po11nnma f(x) i njegov d1agraш 
zв ,. е) i.. k~ vrednost1 ~-а u to11ko atrm1J 1 ukoli-
je г. veee. 

· f( х)-- :t ..:ю 
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sde ovaJ poв1ednJ1 
1 od toge da 11 Је 
bt-oJ: 

zn~k zav1s1 od Lnaka broJa А -
вtepen ~ pare.n 11 1 nepare.n 

· (1v} Ako Је 

t(x) .-v A.(x•a)k kad х-- а 

tada Је х= а nula k-tog reda po11noma f(x). 
Diagram te tUnkc1je preseca.-preзeca 1 dodir..lj.e 111 
dod1ruJe x-osu preme. 'toae.da ) .1 је k•1,o4noeno с!а 
11 Је ~ neparan 111 paran broj.Pr1 tome se cvaj 
d18gram u to11ko vtёe pr11jub1 x ~ ost. u Ъ11~1n! te . 
nul е ,u kol iko Ј е red nu1 е ·vecH. 

Zadac1. 
Kakav је ze n • 1,2.~, ••••..•. ,medjusobn1 

роЗ о~е.ј _diagrama tunko1j а: 

~ (x-1)n; ~ xn-1; 3. xn+1 ; ~ (x-1) 2xn? 

Kolik1 је red nule х • 1 sJedecih ru~kcija 
1 kak av Ј е pol ozaj nJ ihovih d iagrwna u Ьliz1n1 te 
nule: 

}.б. D 1 а g r а m ~оЈ &nora.t 

Za ve1tke vrednoett х-а po11nom se ponaAa 
kao C!1an aa \naJvec1m stepenom od ~ (У.~.4(11)); · 
u ko11ko Је atepen po11noma •eci,u toliko је njea 
go'Y diagram za •e11ko 5 strmij1 • 

Ako Је х • а nu1a k-tog те~в toga pol1noma, 
on •е u Ыizini te nu1e pona~a kao 

A(x-a)k, 
prema tome се se 1 nJesoY d1agram u Ы1z1n1 te 
nule u tol1ko vile pri]JuЫti uz x-oau,u koltko је 

-109-

de 11 Ј~ 

у 

1 

-Yz 
·1 2. 

-1 

Sl.48 
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t1 vne · vrednost1. 
vel1ke poz1 .t1vn9 

z1ttvno. 
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~·а ~Је veltko.negativno,a ~а. 

vrednost1 ~-а Z је veliko,po-

-оо, 

.,о 
Dtagram posmat.raдe funk:c1j е dolaz1 tz 

preaece x-osu u ta~kama 

х ., -1 1 х • о 1 х s 2,ра se udalJuJe u ~ 
---~ 

(т. s1 .48) 

-1 - 1/2 о 1 1 2 5/2 
~ ·Оо -в -25/В о 5/8 о -2 о '!Ј5/8 12 

h:,(2). Sk1c1raJ dlagram funlcctJe 

У • х (х+1) (х-1 )2. / 

у 

Sl.49 
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1° у = о za х = -1, х = . О . 1 х • 1 

tome su х • -1 1 :х • О nu1 е prvog reda,a . 

. ј ·· 1 nu1 а drugog reda ;zns~H d1agram preseoa x-osu 

~': ta~kema х • -1 1 х = ci, в. 4oc!1ruJ е .1 е u ta~ki х•~ • 

х .· 

"i 

ђо 4 ... у,._х 

kad Је 

kad..,..: со; zna~И d а ј е у v е11 ko 

х veliko poz1t1vno 111 nega-

D1agram date ·funkc1Je doJaz1 . 1z -roo , 

X-osu u ta~kame. х • -1 1 . х • O,do~1ru
taaki х • +1 ostaju~t iznad nje 1 udalju-

se u +()о • (v.el.49) • . 

-QO 

-t-00 

х 

Ј 

-2 -1 -1/2 о 1 ·t/2 1 2 тОQ 

18 о -9/16 о 1 }/16 1 б -tOO 

Pr-.(3}. Sk1c1:raj dtagrшn funkc1je 

у • х(х+1)(х-1)3. 

1° у .. О za х • -1 , +1 1 · О 8 
' 

х g +1 је 3-ceg re~a. 

у__. !. оо kad 

el1ku 50). 

.. оо -2 -1 -1/2 о 1/2 1 

- оо -2.7 о 2?/;2 о -3/32 о 

2 оо 

6 Оо 



... 
у 

2 

-112-

2 

SJ .50 

Npo::nena. A.k:o poltnoa poroc:t 11Dearn1h tak
tora 1me 1 k•adr8tn1b koj1 зе ne mogu raa,avtt1 
na 11nearne,u nJegovom зе d1agreunu 111ogu poje•tt! 
ta.1as1 koJ1 ra~ presecaJu .a:-osu;Y.pr._3.?.(·1),al.,51 1 pr.J.?. {2) а1.52. _ · 

Zadact 

Зk1o1raJ d1egrame sledec1h t'unkc1ja: 

1.:. x(:t~3) 2 ; ~ (х-1) (х•2)3; .3.:. .х2-.х4 • 
!ta. {х ... 1) (х-1 )3; ~ х3(ж-1); 2 .§... х(х -1) • 

' 

-113- · 

(х2-1)3 ; 

. . . / ~ 

(2х•1 ) 2 (х+1 ) 1 

-z 

· t · z. a""alize 8 · flemen l. та... " 

2 

1 

Sl .51 
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51.52 

.\ko Ј е роЈ 1no~ dat -
mozemo ва nap1sat1 ka.o u rзzY1~enom obl1Jcu 1 na 
pena,postupamo ~ао Ч sJ~~0~ 1zvod taktora n1~es at 

' ' ' ue\,; 11 pr1raer1Jвa. 

Pr.(1). Sk1o1raj d1agram runkc1Je 

· У • х3·х+1 3 - • 
Stav1mo u. ~ 1 у. х-1 , 7 _. u-Y. 

D.1aвram.i :tunkc1j ·( -) · -
1&Yuaen1 orti~asto .aaz: 1: х .Ј у (х) 8U Da 8] .s1 
еЈ1о1 sat1rana • а a~uina~e U•Y • v D& 
tunto1Je - _I· • .~>renesena na .x-o•u da~e сна&;.. . 

u ia~k1 х • е Је u • v • • • 1 • о. 

.. .. . · .. 

' ' ' 
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seae 
\ ' 

Х-о~зu; ze. х > а је u >у 

1. > _ О i 2.а х < а Ј е u < . v • • • 1 < О • 
!ro(2l. Sk1o1raj d1~reю funkc1je 

у ... х 4 +21t}·x-1 

/ 

u -

Dtзgram funkc1Je ~ 1 ~ 1zvu~en1 su 

1~aeto na. sl .5~. 

' 

u < -v ka4 Је . а<: ж < ь, 

u>v • "х<а 1 x:>bt 
raz11ka 

'1 • u-v 
od ~. prema totne da ) 1 se ~ nв.l azi 
u razmaku (а,Ь).Каd ovu ruzliku prone-

na X-oeu 4oЫvamo traien1 d1agraш.OD seae 
u 'aakaca ж • а 1 х - ь . 

Sk1ciraj dtagrame s1edee1~ runkcija: 

' 4 2 5 1· ~ - 1 2 
ј.&, у, • х -х +X_i &., 1 = х • 4 х - 1" х , 

zS ,v • t(z3+x2 )) i .2..а. у ;;; х6+х4-4х2 ,·(u • х4 ~ 

1.а. Ј = х2+ах+Ь; ~ у = z3+pX~Cl.· 

.. .~ 

' . 

1 

1 
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' 

(1Ј Ako Је z: • а nula tunkc1Je f{z) 
f(a) .,. о, tada nJen d1e.gram зеСSе 111 dodiruJe 
X~osu u t.aak1 ж • & 1 c,ьratno.Prems tom.o t 
pl'·eseka (Н. agrгma t"unk.cije t {х) sa .X-osom daJ 
pr1Ьl1~fm polo~aj nula date turikc1je. 

11ome. 
!!.:Ј.1Ј.. (Кired1 pr1bl1ian polozaJ 

f(x) • x~-4x-t2. 

Diagram pol1nama 

р(х) ··х3·4~ • х(х2-4) 
ј t;J na sl.53 izvuQen ~n··t:t~asto .. .Alt"o svakoJ o rd 
tog dJ.agl"ama dodamo i~-- tJ .аkџ ga traneJ ato 
p oтoer1mo . za dve Ј tHH Т! .~.се u J>O%-i t1. vnom pre:v· t~ U 
doЬi \ГS.mo d1 .agram dr.t t!:~g ;юltnome 

·r ( :ж ) r.. р { z) +2 • . 

t'li.! оесе X~osu ne. tr1 .in~зta,zna~1. da dat:1 rюЈ 
1rna tri !·Јдlе 1 to Jt;:tdnц 1%medJu =1... 1 ::.L._,J 
1zrn ~dju ~ 1 · 1, а Jednu 12'..medJu. .l ! ---:lc 

(11} А..,'<о datu funko1Jtl t'(x) nap1Эemo оЬ) tku 

f'(x) • U.(x}·v(z} 
i eko Је х ~ а nJena nula,t~da Је 

Nule . flшk с :t ј е 

u(a)-Y(a) п f(a) • о 

\t(x) .. v(a). .. 

f{::r) • u(x)-v(ж) :no.iamo· ~ot.1.t1 
kao a~eoise ta~aka preseka d1agraшa 
1 v(xJ~ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

'1 
1 
1 

\ 
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у Ј 
5 1 

' ' ' 4 .1 

-2 

Sl .. 5~ 

---

1 
' 1 
1 
1 
1 
1 
1 

. 1 
Ј 
1 

1 . 
1 ., 
1 

'" т.--

1 
1 , 
1 
1 

2. . 3 )( 

· · pol"t " . nr1Ы1~~~ р_оЈо!ај nuJa Odredi k' 

. ·r(x) 
. ·' 

r(x) 

,1 ,. 

1: 
1 

., 
1 

1 1 
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Џ (Х·) 

-2 

V(X) 

~1.54 

sa 

1 
~(х;' t v5 ~ .3 ~ · ~ 

А -,х • Х""(ж•-2) 

т{х) ... 1 _х2 
. Iz ~l.S~ v1d1mo da • 

u (х) 1 v(x) aeku na tr1 ш: е d1agrsm1 t'uнko1Je . 
t~1 ьцЈе 1 to Jed sta; poltnom 1{х) 1 
1zmec1Ju =Ј. 1 о ~u 1zmedJu =2 1 ... ~ Ј 4 m~a. 

. _, 1 Jednц 1zmedJu 1 ' .~n. u 
Ngomen . · - 1 · . v2 . 

nu14 triha~:Za. Pr111koa odred -- ~ 
ov&to dob1ven:t; u obz1r зато ~~:~ЈЈа rac!onaJuth 

&ZIIake. . 0 е padaJu u , 
Zt44c1. 
Daredi gratt~k1 \ 

~riЫt1вn po1 .oiaJ 

-119-

na~e4en1h u zadaa1ma 3.7.~ 1 pol1nama 
. . ... 2 . 

~ t(x) • х +х -2%-3· 
Pokeii da ае u оvош poзlednJem slu6aju nu1e 

tnoma f(x) aogu dob1t1 1 kao арас1зе ta~aka 
eka parabole 1 • ж2 1 kruga Ј2+(х•1 )2 

• 4. 
' -· 

: 1:. Pok~i 4а su nu1 е po11noma 

~Xб•32Z5~96Z4-124x3~~~+14-4 
kao apsc1se ta~aka preseka diagrama 

:t • ~х(х-2) 2 

(х·1)2+(Ј+2) 2 • 9. 

drugog stepena р {х) tako б·а 

1° р(-1) ... а, р(О) • Ь 1 р{1) .. с, 

2° р(1) а а, р(2)-. ь 1 р(3) -с .. 
i.:. Odred 1 Qб11.nom tredeg stepena q (х) teko de 

ouc1e q(-.2i u q(-1) .. а 1 q(1) а q(2) - ъ» 

polinom 
q(x) - а 

tak·t-ore. 

2.а.. Poke.zi da ј е 

х3·(1+р2 )х+р • (х-р)(х2+рх+1). 

'i'. 
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4 Od1"edJ nule poJinOiila. 

.1а, Odrac11 nuJ е роЈ 1_noma' 

ах~+ъх3+ох2+Ъх+а~ 
(Pode11 за х2 1 зtav1 х+ 1 ~ 

х 

2 
х • z). 

2.:_ Iz:raz1 

.n .• -n. n ~ ~ h 5 .... т.., .. • с,_",..,., • 
kaopo11nom ех! 

~ Neka Је 

. t(x) . n • а+Ь~+ ••••• • •. а+х 

po11nom n-tog atepena sa ое.Ј1м. k:oettcient!ma • .Ako 

su .! 1 R. de1J1v1 broJem R. е. .! ntjc. de1j1v 
S& р 2 , R, ne moze b1t1 koren jednaa1r1e !'{х) .., О ~ , 

Р' Pr1meru 3 а 3. (1) Ј е а • ·24 . .$ Ъ = 12 jprerna tom .з · · 
n1 je~an од brojeva :t3, :t4. !б. :12 ne љogu 
Ь1 t1 nttle toga rol1noma,~er kvadrat1 g o rnj f}i Ъ Ј·о
.ј .~Уi:Ј l11su deJ1te1J1 b.roja 211-. 

.§... l~eka ~е f(x) po11noD• за cel1rn kое:r1()1ею.·иnш~ 
~ moie b1tf nu1e poJ1noma f(x) Q. -

ац.~ ako је 

r (1) 
~ 

t(-1) delj1vo sa p+q. 

. 1 
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5 · .,._..,.4 t:,х~+ь-2+12х•18; · 1· (х} • 2х -Ј- -... ~ 

· ај d1agram ovos pol1noma. 
;.· Ostв.Wk 4еоЬе po11nome f' (х) 
~ 

· {:с-а) (х-Ь) . Ј 8 

f(a) ~:{ · · ~(Ь} ~:: ' 

(х-&) (х-ь) (х:.. с) Ј е 

-r--ti l'-•i + t(Ь) ~~=~! ~=~t • ~ ~е . . 

de 8U po11nom1 

2m m "' 8. т "' 3k :х +х +1. •) 

. 2 1 .'j1v1 sa х +х+ • 

PokeJ1 da Је 1zraz 

2k+1 2k+1 
(х+в.+Ъ) · . , х 

{х+а) (х+Ь) (а+Ь) • Sti . 

2k+1 - ъ2k+1 
а 

Cdred1 А 1 - В tako da ;ро) 1noro 

n- 1 + 1 . аrд. + Бх 
. . 2 

deJ Ј~·~ s~ (х-1) • 
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11&. Ako эСЈ po11nom t(x) ·D&p11e u ob111nA 

pokdt da Је 

- р( .. 1 )+xq(-1) 

xD+2 - 1 

taktort po11nomв 

l~+x+x2+ •• ~ ....... +жD)2 .. zD • 

.U.., Po:tu1 da Је po11nom' 

(x-2) 2n + (:x .. 1)n .. 1 

de1J~~ 2а х2·3Х+2 1 odre~1 ko11~ntk. 

1§.с. Ato po11Dolt . ег. rac1ona1n1m koet1c1ent1ma · 1tna nultt obl1ka 

3 + У.2 , pok&z1 fa on mora 1mat1 1 
'ЈЬ 11ka ј .. , \-'2 • 

.12.&. Bast~tV 1 _tюl :1.r1om 

2(х4+nч+Ь4)·(х2+а2+Ь2)2 

па 11r1earne .taktore 1 naortaJ nJ <=sov 41agreJ'It. 

(х-а-ь, х+а+Ь, х-а+Ь 1 х+а-Ь) . 

\ .,. / 
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з.1.а. Neka Је 

't(x) • (х•а) (х-Ь) (х-о) (х-.. 4) Ј 

х+1 • e+b+o-td 

х'•13. 83+ь3+о3+4', 
da је 

t(x) • t (у) • 

iЉ. Po'ka!1 de. Је 



mog~ aob1t1 

-12ц.., 

2 2 ' 
х +1 +q~+(p-1}y. о 

4 '"'; 
Ј: +"'Хс:+ ~ 'lX+r 

1'1'esekam 1". .. . . yaraьole 

У • х2 
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G L А V А IV. . . 

4.1 .. Q_R. 8 t1 о ъ .1 1 k. 

(1) Svaka se racionalna f.unkcija moie nap1-
sat1 u oЫ. iku kol1~n1ka dv$ pol1noma. 

lt~111· Izraz1 u 'oЫik\i kol1~n1ka funkc1j\t 

2 . . 1 ~1 r {х) • х -х+1 ·+ .... 1 + =t'7:" 
. х +1 

SvodJenjem na zajedn1.~k1 1men1teJj 

(х-1)(х2+1) • х3•х2+х~1 

.. х5-2х4+~х?+х-1 
. х3-х +х•1 

(11) Ako Је ste.pen Ъroj1te1Ja rao1ona.1ne 
funko1Je ve61 od stepena 1men1te1ja,шolemo - је na
p1aat1 u oЬ11ku zыra jedn~g pol1noma 1 jedne ra
eionaJne funkc1je kod koje Је stepen broj1teJja 
iae.nJ 1 od stepena unen1 te1 ј а. · 

pt.{?}. lzraz1 tunko1ju 

6 4 
t (х) • х -2х , 

х3-2х+1 
u oЫ1ku zЫre. ј ednog pe>linoma 1 Ј edne raeionalne 



i .· 
~ . . \ ; ... 
; 
( 

' ; ' 

[ \ 

i \ 
[ 

t 
! 
~ 

' 1·. 

f 
i 

!·' 
i 
; · 

!.~. 

i 
! 
i.· 

·126- . 

.tunko1Je 51Ј1 Је вtepen ЪroJ1telJa man~1 od 
DeobC)JD 11оЬ1 vamo 

. • 

.. ,3+гх-' 
о' •2х+1 

Kol1~n1k deobe Је Х:-1 а· oatatak 
рrва tome Ј е 

Zadec1. 

t(x) • . х'-1- гх-1 
х3-2х+1 

---......-..... ... 

SvecЏ s1 ede6e tun1cc 1.1 е na t·ac1ona1 ne kod 
· koJ:S.h Је stepen ЪroJ1te:t.Ja manJ! od stepena 1me~ 
n1teJjв: 

. 4 2 
• 4 • х +.z .+1 • . - . 

Х+1 

4 
2. · х +1 . 
- .Х~+1 , 

1 

4,2, В а а t • • lJ а nJ е r а с 1 о 1 _ _ n а , n 

t u R k с 1 Ј а 

(1) Ako Је 1шen1telJ rac1ona1ne runkc1Je 
d•t u . oЫ1ku pro1zvoda,a atepen broJ1teJJa manj:i. 
od stepen~ 1men1telja,datu rao1onaJnti funkc1ju 

-127-

ешо nap1sat1 u oЫ1ku zb~ra rao1ona1n1h runkc1·
1 

а· ~1Ј1 su 1men1telJ1 poJed1n1 taktor1 1men1telJa 
ate rao1onaJne :runkc1Je. 

·· (11) Neka su fakt9r1 1men1te1Ja 11neern1 • 
fr• (1). Rastav1 rao1onaln~ tunkc1Ju 

2 .. 
· fx -12х+? 

f(x) ~ {х+ )(~·2)tx-3) 

na zЫr Ј ednoatavn1h rao1ona1n1h tunko1Ja. 

stav1mo 

r( ) . А + В ~ . С 
· х е: х+1 Ж-2 х·3 

оЬе strane ove Jednaa1n~ sa 

-12х+7 = А(х•2)(х-~)~В(х+1)(х•Ј)+С(х+1)(х-2) • · 

= А(х2•5х+б) + В(х2-2х•3) + ~(х2-х•2) • 

= (A+B+C)x2-(5A+2B+C)x+(GA•3B-~C). 

Da Ы оЬе a~~ane Ыlе Jed~ake mora Ыt1 

А+В+С :: S, 

S~+2B+C ~ 1~ 

бА•3В•2С = ?~ 
Ako a·ve tr1 Jednaatne aaberemo ~оЫvашо 

. 12А=24, • • • А82 

,1 



prema tome је 

Б+С = 3, 

2В+С = 2, 

Dakle Је "-., 
f(x) = 
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• • • в • -1 1 с -

2 1 4 m-w•X-3· 
Pr., ·(i.l. Rastav1 tunkc1Ju 

3 2 .· 
t (х) = 2х •11х •1 ох-с · 

Тх-;Ј (х·11 ~х+1) (~-+2) 
na zђ1r Jednoatavn1h rao1onal· ~1h . .... tunkc'1J а. 
Stav!m.o 

t(x) • ~ + -!_ + -~ • D 
х-7 х-1 х+1 . х+2 • 

Koetic1ente !.И,Q 1 D mozemo 1 ovako · 
!'omno~1mo naJpre оЬе ;t_rane sa (.х:-3)' 

. Ј ' 3 2 . 
?х •11х -10х-2 t 
(x .. 'i) (х+1) (_х+2} . - А + (х-3) ~ ~ + С + D } t X""'l Х+1 Х+~ 

_stavlJaJu61 х = ~. poslednJi tzraz 
taktore (X•3)~sto daJe .neposredno 

~ = 2•33-11·32-10·!-~ 
2 4. 5 = 

. :.:· : 
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Na tett na~tn,anozenjem ва (х-1),(х+1) 1 
1 e\avlJaJu'1 uzaetopoe х • 1, х • ·1 1 

-2 c!oЫvamo 

в - -2, с - -1 1 D • 3· 
tome је 

rtx) -2 + -L ... т -- • х-~ х-1 · 

1 
1 

·' 

\ 

t 111) Neka 1шеn1 tel Ј вadrJ.1 porea 11neart11h 

ra 1 taktore vtAeg stepena. 

Pr. ~3}. Raste.v1 runkc1j-u 

t(x) • 2х3+(х2+1 
х. -1 

jednostavn1h rec1ona1n1h runkctja. 

каkо Је 

:х 4-1 • tx-1 Ј (х+1) (х2+1 ) • 

rtx) • .х~1 + -!- + ~ %+1 х~+1 • . 

Aoet1c1ente А 1 В шozemo odred1t1 kao 1 
pretboc!noz pr1zneru mnoiinJem ва (x-1),odnosno 

ва (х+1) 1 atavljanJem х • 1, odnosno х • •1; 
tlkc doЫJaso da Ј• 

.А • 2 

to11e Је 

2х3+,х2+1 
х4-1 

1 в • •1. 

• _g_ N _1_ + Cx+D 
х-1 х+1 r2+1 • 

(1) 

Iz o~os tzraza koet1c1ente , Q 1 ~ mozemo 

menti md~. analize 9 • 

. . 
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1 . ' ' 
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1 '·, 

1' 

· доЬ1 t1 ovako 

tj . 

ра Је 
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с • 1 1 D • 2, 

~( ) 2 . 1 + ~ " х • х-1 - i+1 ~ • 
х +1 

V datom slufSa.ju koet1c!ente .g 1 -~ 
що 1 ~va~o odred1t1.BtaY1ao u 1zrazu (1) х. 
tade. ' dob1veшo,neposredno 

-1 ~а' ·2·1+D, • • • 

!H)m:rlo~1mo zat 111 1zraz t 1,) sa х -:х ..... oc;tada dGЬ1'7amo 

D • 2· • 
1 pust1mo da 

2 .. 2•1+0 ' • • • с • . 1. 

Pr~t!l· ВаеtаУ1 runko1Ju 

t(%) %~ + %2 
~ {х2+1)(х3+х+1) 

na zbtr JednestaYalb rao!onalntћ ruake13a. 
. Stavtme 

--: .#« • 

· ·~ 

JlnoienJ• оЬе str.щe sa 

(х2+1) (х3+х+1) . 

х3+х2 = (.A+'D)x4+(:В+~)x3+(.A+C+D)x2+ 
+(B+D+I)x+(O+И). 

toae 6е оЬе atrane Ыt1 jednake,ako Је 

.A+D::::: о, 

В+В .:: 1, 

.A+C+D = 1 Ј 

B+Df-1 -= о, 

с+1 = о. 
Iz prve 1 trece jedna!ine dobivamo С= 1, 

'ре\е И -= -1 ,1z c1nge 1! ::i 2, ts !etvjt\e D = - 1 , 
(•' 

ele\kU 1z prve А= 1. 

· Prema \eme ј е 

·t (х) х2+ах+1 
= х3+х+1 

Pt.tS). Вааtа•1 ruako1ju 
2 . 

r. (х) ::; 1јх -1бх 
(:t +2 ) ( ж-1 ) 3 

rac1onalne tuDko1je. 

' .. 
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U оУв~ slu~aju t~eba saa,rat1 taktor Јсао poltnoa treceg steperaa 1 s'avtts 

. 2 
ttz) = A.z +J!x+l + ~ • 

. . (х-1}Ј ж +2 

МnozenJem за (х-1)3(х2+2) 1 UJ»O!'eciJt• koe~1c1en.ata leYe 1 deaee •'raae 4оЪ1У811о 

.А.+Ј) ~ О; 

B•3D+ • . ~ о, 
_2.A+C.f.JJ-3a ~ 13, 

2B~D+.JZ = 16, 
2C•I = о. 

.&11JJ.1ra1eanJ eur - Ј) 1 Х 1а pne ·1 poel jednaё1ne 1 zamenem u preoata.le t~t dobtYaao 

3А+В+ёС = О, 
· А+'с = -1.3, 

' А.+2В+6с :: •16. 

1 Вl1m1t~1sanJea А 1z druge Jedиa~1ne t 
DORI u preoэtal е dve,4oЫv811o · 

В-1_3С = Ј9. 

.·• о= •Ј, в • О; 

~ 'tDae Је Ј. = <:, D. = •2 . t .1 = -:6, ра le 

2 . 
r .(x) ::; 2.Ј -Ј ... ~6 • 

. . . fx-1)3 ~ 

- · . џ~ • .. . · - · •• • "' ' • • .• : . ;. · ~ • • : .. .. . - ....... ,., - - ,.. , ... ..... . ... 

'"S.J> ~ ed.D08t&YD.ih ·IW . 
1 < zaaenS.ao х-

_,,~-

rac1ona1a1h runke1ja. 
t t-t ;stavtao sa ; "' 

·~ • х - 1+t 
х-1 • ' • • 

( 

. J1telja ureltso , . .A.ko pol1noll ьrо . 
ро s~epe!11nta 

t ь16е 

runko1je na Jednostsvne . вastav1 s1 edece 
............ _ве ~Dkc1Je: 



1 
1 
1 "' 

1 •1 

1' i 
i ' 
! 
! 

l ~ ' 
: ' 
1 

1 
! 
i 
1-1 • 

~ 
)'' ~ ,. 

' 
t 
1 ·. 
1 1 . 

i <\ 

i "" ' 
1 ' 
1 ', 
1 

! 
! ' 

1 --
1 ~ 
i . ' , . . 
1 ~. 

! 
l ,, 
1 
1 1 
! 

1 '· 
[ 
! 
i 
1 
t 
1 •' 

1 . . 
' ' 1 
1 

1·.' 
i 

1 

\ 
1 

\ .. , .... . 

ta , n~ 0.1,~,).4,5. 

. . . L ila osnovu zad tlc , - . rac!f):nifna ruDk<tlJu . а ~ %..:.. . rasta7t 81.· , il•rl'·" 
n1~ rae1onal~i~ ~unk:~J:ыr peltnoma 1 3e4neat 

uS+ьx'+ix3+ctx2tex+t 
х - 1 

• 

.1.t. Reka Ј е 

pokd1 <Ја Је 

gd~ Ј~ q(x) pol1noш drugog stepвna. 

о ь 1 R.O. r е с 1 о n а 1 D 1 .h 

r » n k с 1 Ј а 

( 1) Ra.c1ona1 na r k sve vr&dDQsti х-а osl~n с1Ја је ~et1n1eana za 
. . - • za nu1a 111\enttel Ј а • , 

1 
- К~4 :х: tei1 Ј d " . , е one.lnl!l runkct!a obt~ е •~Ј ьu11 tmen1te1je "' · 

bHz1n1 ta Yrednoat1 k:: ::11 ± оо ,а pona§a 8.,r:· . . govaraju~i rakto:r. kt)j 1 
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111.enitelj .. 

da зе 

f {х) х2~х+~ § -+ оо 
• ~~-z> 1x2+1i"' 5t:иl :f 

kac1 х -+ 2 tO. 

it:x-2)f(:x) 

1tad х_.. 2 .to. 

Р;.\6}. Pokai1 da је 

;r}-; 

ttad х-+ 1 tO • . 

t11) Вao1ona1na run1tc1.1a Ј е neprek14na ze _ 
vred~oa~1 ~-а sa koje је ona d~t1n18aaa.Ko· 
1k ove neprek1"ne tunk~13e ~·е ~eprektdna f\Uik-· 

Nu] е t·ae1ona1ne runkc1J е su nu1e ь:rоЈ 1 te1 ј а 
1'tos re4a,ukcl11C6 ае one De po}c:lapaju аа nu·~ 
tmen 1 te1 ј а. 
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(111) Za vel1t:~ тre<IJtostl х-а rttctФha]tta 
runkctJa se ponasa taQ . kolt~n1k !fanova najve~eв 
зtepena Ъroj1telja 1 11Den1te1Ja. 

Pr,f~!· Pokaii 4а Зе 

-- '"'-4"'•?х-~ 3х; \, ' 2 - rv •"х it.x ·2:х:+5 4х · · · · 
rtx) 

kad · х--. :t оо • 
Int&JUO 

Pr.{4J • .Pokazt da Је 

kad х~± оо. 
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-1 -2 1~-~ . 
1+2Ј +;'!' + ..,.. - --+1 -- -4 

1 + х . 

kad х~± 00 • 

. 2 
4х3+х-2 4х = 2 kad х-+ ± оо, f( ж: ) :,;; -2:··~ rv~ 
2х .,.х+1 2х 

•• 
r (:х) -+ 2 k ad х --+ ± оо • 

kad х~± 00 • 



' ј . 
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Zi4aot .. 

Beka Је 

g(x) ~ х'+х2+1 1 

potal1 da Је 

l.a. t(x) rv .. n1) _1 __ 

- (2:•1)2 
, (х-+ 1) ; 

,i.a. t{x) • apl -.L_ , (х-.Ј) ; 
(x-3i3 . 

Ako Је 

1 

pokait da Је 

.L. t{x) АЈ s.Ul 1 ! kad х-... 1 :!'о• "!f . (х-1) 

х ..... -2 +о· -.. 
L. t,{x)-2.;-v 12 tac1 х-..*' оо 

. ~ 

t .. а 1 n е а 8 1 1 р t о t е • 

1 1 . " = .!.-а > " .. 

Ј ±О ka4 х-+- :!:оо • 

J-+-l :t оо " х ... а !0;, 

to•e Ј• 

1 
1 
1 
1 . 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
1 

---.·· .а . 
. 1 

$1.,, .. 

1 
1 
1 

1 
1 ' 
1 
1 
1 
1 . 
1 
1 . 

. 1 ' 

. . 

{ 

· kact Ј е х > 8 ' 

1 >О " " х < а. 
>О 4 cte' је na al.SSi о:). - D1agram ove runkc1~e 41lt•• u ta!kt ,а, 

. ·pretatavlja h1perЬolu ва . are . 



i 
~ 

1 
i ' 
1 • 

1 
1 ' 
! 
; 
1 
! . . 
1 

l ' 
i ' 
1 '' 
1 ' 
1 
1 

l 
1 

i 
1 
; 
r 
i 

l .· 
1 

! ' 
1 ,. 

1 ' 
1 : r ·: 

~ 
f \ 
1 

' !.,.\ 

\ ' 
' \ 

. Dtaвraa tuntc1Зe -1_ 
1 to .. !_lortzontal . х-а 1JDa t!ve as1mJtote 

1 
- nu astmptot" . 

88 Jllitt • . - Ul у = о 1 . Owu х :: а. - vert1kalnu .· -

----- ------

. о i 

Sl ., Sб 
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(111) :Reka Је Ь>1 t 

.Ьх+1 ь .1 • 1 = . • ' х . ж 

{ Ь . !О ·kad Z-+ ~О() • ., .... 
х.-.+о· + оо .. - . - . 

toae Је 

{~ь kad Је z~ о, ., 
<::Ь " " z .::· о. 

Diagram о.,е funkcije taa kao hortzontalnu 
aatap'\~tu pravu Ј • Ь; t-osa 3е .,ert11caJ.n• astap• 

· ·. tota. (:w .al.s&). . 
О.о 3е takoc!je ЫреrЬо1а еа are411t~m u ta~

(o1b). 

(1-.) Jleka Је f'(x) rac1onalna tunkc13a;ako 

t(x)-+A kad x_.:too, 

· .. . ccte А moie Ы t1 Ј ednak 1 nu11, tada Ј е prava 

Ј= А 

,<bort.zontalne astap,ota njenog d1agram.a. 
~о Је pcred' toga 

t (.х) -А rv BD kad х -+ '! оо • 
:а: 

tada pololaJ odgovaraJue1h grana 41agrama prema 
aa1aptot1 1 • А zav1s1 od ~aka koet1c1enta ! 
1 о4 tosa da 11 ~е А paran 111 nep•r•n broJ • 

. (у. 8l.J'/) :. . 



i 
!· 

't 

--... А ._"__ 

х ' 

•, ' 

у 

А 

-
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)( .х. 

81.57 

~ В > 0 1 D • 2t; ~ 8 < -о, D • 2k i . 
, · 

·~ В > о, n • 2k+1 • 4-~ В<· о. n • 2k+1. 

(.v) Neka је n.eSaDa1na f"unko!ja oЫ. tka 
(< 

r(xJ • :f~f 
1 neke је х • е nula k-toв reda 1aen1tolja v(x). 
Тас!а је 

r(x) rv А f kad х~ а to, 
(х-а) . 

1 prava х • а pretstav1ja Jednu Yert1ka1!'u 
'·as1mptotu d1agrema f"unkc1Je r(x) • .Ро] oiaJ pojed1-
n1h вrana d1agrea pr8llla ~s1mptot1 zav1a1· od zna
ka koertctenta А 1 od tова da ]1 Је broJ k 
paran 112 Deparan. (v .а1 • .$8). 

ј~ А > О, k • 2р ; 

~ А > О, k • 2р+1 ; 

2° А > О, k • 2р • 

4° А < О, k • 2р+1 • 

'' 

· / 

20 

s1.5e 
. ' 

Odre~1 as1mptoto d1agr~a s1ede61h tunk
cija : 

•t 1 · ·~ --1--, ~ -х-- ' ~ _.::; .... 1 Ж.::+1 Х +. 

. . 2 
. в. :f: • . -х -1 



\" ' 

~ \ 

' ' ' 

• Ј 

4.5. D 1 as;raa r е о .1 р r о l! n е 

! l е d n о 8 ~ i 1!. о 1 i 1! С) 11 а • 

lleka Ј• 1 
1 

- utiТ gde Је Щl nek1 
noa. 

J'uDko1Ja 
1 ~ to kad х--+ ±ео, 

а 7--+±оо kad se ж pr1Ыliava Jednoj null 1men1• 
telja,tj.pollnoaa il!l• Prema tome 6е dlagram te · 
tunko 1 Ј е 11Dat1 Ј ednu bor1zontalnu as1mptotu, tJ • 
saмu x~oeu 1 onoltko vert1kalnlh aatmptota kollt~ 
1аа Jro.la ћlDkclja u (х}. 

11 
1 1 . 
1 
1 
1 
1 
1 

Sl.S9 

t· 

· -1~5-

4\ Sk1ctraЗ dtagram runкctje . 
ltJlt.· 

l'Jeka Је 
2 

u(~) • 2xtx+1)(~·2) ' 

tzvu.aena Jtrt"fa је d1agr~-n 
81 .;9 ertS:aasto 
u(x). 

х.<::: .. 1 1 х > о. 
>о za · 

Ј. i 31. eu 

о za ... 1 < х < о., 
· о 1 'il su < 
2 Ј. ·-
о 1-Ф+ОО Itad х~-1 tO; . 
~ 

fl х~ +о·. 

~·+ оо - t 

х~ 2 +о 
($Ј • ... . 

..-;.t-

,о 
1 , ,. 

ЈА>2Х • х_.;,. ±оо. 

-1/2 - 0 ·+0 1 20 -3 t~ 

-2 1-0 1+0 

··9/8 -0 +0 4 +0 2.1t 

64 +0 -о 
1/24 +0 

-8/9 -ОО ·tOO 1/4 +·00 

+0 +00 -ОО 

.: .. L · ...,r.··~lize10. 
· fltuneпct ma.r.. ·"' "·" · 

' ... 
: •1• • •• 

• , . . .. .. ...- • •• _.. • ._&, ...... . ·--
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-2 -1 о 1 

Sl.бO 

PF.(2j. Sk1o1raJ d!agrэm tunkc1je 

4 

u-

!,v.s).60). 

уа-

%4+2 

о 

• • 

su > о ·za sve !. • 

2° d1a-gram neaa vert1ka1n1h a•iaptбta ,jer 

n~m.a nu.1a. 
() -4 3 у ",... 4 • х . kad х ~ ± оо 

4° у Је parna tunkc1Ja 

... Ll_?J..r.+J. 2 1 +.~. 
у \ . с! ! ·! ,. ::: ~ mf О . 

.. • . .. "' , ............. ... , ;. · 

aiagrame s1ede61h tunkc1ja: 

-2 ( )-2 . 1 
; ~ х х-1 ; 3.:. -~ 

х •%+1 

. 2 -2 \ -2 (1 )-~ , ~ (х ·1) , ~х -х # 

1 

(1+х,) (1+х2 ) 

!L· б • К о s а. а s 1 м ш р t о t _! 

{ 1) .f·osmat re.jnю runtccij u 

i • 

za veJ1k~ ~re~nost1 Је 

r(:r) Г'Ј i . Jer 

kad х -~ :t оо • 

. / 
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1 
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!' 
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i .' 
1 
! 
i 
r 
l 
! ' 

i , _.. 

f 
i 
i 
i 
t. 
ј 

f .' 
f 
! 

! ' 

1 
1 

r. 
i 
! 
( . 
! . 
i 
ј . 
1 

i ,.' 
! 
i 
1 

• i :\ 

~ . 
! 
f 

f:.· t . 

у 

RQ~l1ka t(x) _ 3~ t~!t 
noJ 81'8-U"_ 1о1 ~а.. 8 te.l~odJe _ od~edje-

-. 1'.4 %~±00 

I.tn&!I.O 

t(i} .. f * ~ + ~ . . 1 
. · . . .. ;)с, 3х-21' _. 4 kad Х-+± 00 • 

he.ma tome 
! 

:r{x) - <Ј + t> -~о . kad 

tj .ordin~te н · · 
t agram~ tunk:o1Je r(x) 88 u toltko 

·149· . 

raz11kUJe od ordinate prave у • 1f + t 
· 1kO ее & _ ~1ёе uda1juje u poz1t1vnom 111. ne-

•nom pra•ou.Prava у • f + i је ~~? .as1m)2!.2..:. 

41&grama tunko1je r(x) 1 dте nJegove grane 

se pr1bl1zavaju kad х~ ± оо ·. 

Ostal1 •ok d1asrama doЫvarao tz sleae6eg 

_· s1.61) ~ 
t(x) • · О za х= . ti ,оье nU1.e . su pr-.og reda .. 

2 t(x,) ~±оо k&.d _ х~ '3 ~о , pr18.v& 

e.simptota. 
:Z · · kad 

;2<~х-~1' _ 
. ~ + . 
х~~ .. о, 

4akle ј~ u Ы1z1n1 "taake х • i runkc1Ja 

za х > i а · r (х) < о 

1 ae1mptotama х .. i. 1 
~ - ; 

za 

Је 

1m.a kot:tu as1mptotu 
• sa Je42.niou те61 od a\epeDa 1men1te1Ja.Deobom 4o-

b1Jamo tada 



;.: . 

' ' .. 
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Zadao16 

Oд. redi ll.sirnptote ~ia.grs!Jaa slet1e61h 

2 .... 4х -1 . 
~ 12х-9" • 

х~ . 
~. 2 • 

1+2х 

б. х - (х-1). ~ 
х+1 . 

;!_~ n, lS с 1 ј •. .! 

(~) Ako su 1m~n1telj 1 ЪroJ1t~]j 

runJrc1je sest(:i71Jen1 1z pr.:.1zvoda raktora.J1J 1 se· 

nn take.v оЫ1k m.ogu sтest1 ,njen ~1agram dob1Jamo ~ 
1~p1t1venjea ponasanja runkciJe u Ьl1z1r.1 nu1a 
ћroj1te1Ja 1 1men1te1ja. 

Pr. ( :11· Sk1 с i. re.J d 1 e.grans runk е1 ј е 

) .. . х (::r-1) - - + 2 ... 
:r(x tx..,1)(2-x} 1 {:x+1,{2-xl 

о 1 :х • 1,оЬе n.ule eu r(x) • о za х -
reda; 

У(х) ~-1 -+ kвd је х ve11t:G. 
х' 

" l'(x) -+- ·1-0 lc.a4 ::z:~ ±оО; 
• .. 

' •. 

-у 

)+00 +ос:» 

\ i . ' 11: 
111 
i ,1· 

\ ј ...... 
х 

о ~ /1 2 _, 
+ОО 

-~ 2 ~ 

·"' 
-1 

' i 

1 

-оо 

Sl~б2 
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1 

kad 

Sl.б} 
Ј 

х---;..2. 

• • • 

- ·153-

P(x)..Jl· ! r;ю kad х -+--1 t.o 

+ оо ka.<S :r ~ 2 ±о 

Dakle (v.s3..62) di~gram pole.z1 1spod hor1 .. · 

lc:~:talne as1mpto.te у • -1., tel1 • _ tXJ uz vert1kel-
, 

au as1.mptotu х = -1 , vra6a ss ее euprot:.:te зtra.ue .· 

(·1z .t2.2.,_) ,preseca .x .. osu u tei~k1 х • O,pono•o Је 
p~eseca u ta~k1 х • 1, \е~1 ka ~ uz ,Yert1kalnu 
~81mpt~tu х- • 2, ·vra6a as sa suprotne s trane 
.,ts .:..~) » pr11azi b6'!'1.Z01'1tel:noJ as1.t~~ptot1 O$iitju·;.. 

· 6'1 ie~od nje. 
SpajanЗem cv1h orta (v.s1.63) doЫjamo 4ta-

$ram detв runketзe. 
Зletle~e nume:r1~k'= vreanost1 .o«reбju3u pr~-

·etZJ11З 1 pol ezaj die.grama .. 

х 

Ј 

о 1/2 1 -,/2 2-0 2+·0 · !> +О.:> 

.............. 
о 1 -1/9 о 3/5 +ОО -оо ... 2 .. 1 ... 0 

Prava х о i Је ова stmetr1Je d1agrame,je~ 

Р(х + i> 
ll..:..Ш.~ 

parna runko1ja. 

Sk1c1raj d1agram tunkc1jG 

... 3 .А 8 i + ., . ~~ -•и 8 

(2х+1)(2х-1) цt4х -1) 



i . 

; • 

t 

!. \ 

' ,. 

r-.· . 
<' -. 
! • 
,_ ~ 

1-. 

х = () Ј~ nula tr~c~g rед.а~ 

za vel!ko .!• 

• .. . f(x} 

х~-оо, а 1.znad r.je ~:: ad х~+оо; 

ozO 1 kad 1 
.; 1 б(~r+1 Т х~- ~ 

rc~) rv 

1 .ksd 1 
· fб{2r-11 х~ 2 

;1 
1 
1 

1 

-1: ...L_. 

P/z 1 
1 
1 

~ 
1 

11' 1 
1 

Sl .64 

х о 

1 о 

, 

f(X)-+\: 
i 1 

оо ka~ х~- 2 :с 

kat.! :11:--+ 
1 1;0-

оо ~ 

Nacrtej s11e1 62 odgevere. juёu ' r;ltlrU .pre 
б•. 

~ Је neparne. t'1nkc1ja. . 

1/lf 
1 1 

'~ /?. "!5/4 
! 

1 ... оо ,~ 1 г. -0 1 +() 1 1 
i 

.. 1/'+8 -оо +00 27/80 1/3\ +<Х) 

(11) Ako је et~pen broj1te1je zв 1ve 1li 
· У1~е- З ecJna~1ne vеё1 ес1 stepena 1men1 te1 ј а 41 ~ .!! 'Nнr. 

kr1vol1a1ekth ae1aptota. 
' Jl!r.(3}. Sk1f).1~eJ ~1agra01 runkcij ~ 

10 g(xi ·= о sa х • . о 1 х • 2, 

х ::s 2 је nula рnов,е х • о је nula 
retta • 

20 g(x) ~х2- !х -1- 1~ 
?.е vе11ко х 

' 2?х 

otuдe ttledi de ее d1agrUt da\e funke1je u 'o11ko 

v16e ~r1Ы1~ev8 parabe11 

2 4 Ј • Х - - Х -1 • р (Х) 8 

. ' 
. 11 -.koltlro Ј е 1 х 1 ve6P. 1 da s~ ) eva ~rane \Х -·оо) 

1~ned,e. desna tx-+ool 1spod _ t~ pe.rf'~oJe; 
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у 

. gtx) • ' 9(}х•1)2 
• • • • s (х)-+;.. оо kat! х-. i- •о · 

;Ј • • 

-15?-

S1.66-· 

х -оо -1 -1/2 о 1/) to 2/~ 1 2 +00 

1 +оо Ц/Ј ~1/12 -1 ·4/Ј ~1;/9 .. _,..," 1/3 +ОО 

,7 +ОО 2'1/16 9/2'0 о -оо -32/9 -9/'+ о. +ОО 

. ОУо Ј• ponzano ва а1.6,~а c•la krtv·a је . 
· data ва s-1 .66. 

. Иароmеnв. Ako а е d'We grane neke krt vtt· astrap
'o\ak1 prt6lila~~~u parabolt_, tada ovu posl ednJu 
aastva•o . ! .•taptotekoil. ра!"оЬо1.оа4 



Zc.dac1. 
. Sk1ctrзJ d1ag:rame rur1ke1 ј а 

pro~n1b Yrednostf: 
1 nj1bCY1h 

~ 4 х2 х3 
1.:;. Х-1 ' ~ х.:.~ 

• . t Х' 
• ..iU. ~ 
' х -1 

!.:.:Т: ' х -1 

Cdred1 grat1~k1 pr1h11ldn polo~ej nu1a pol 1.
/ ncreг 

u(x) • х'·3х·1 1 У(х) • х'-3~+1 
ze.t1m konstn111 d1agraш runkc1J.: 

· llil • u~(j) iL f'(x) • iТiТ i 1С. g(x) v х 

11. Nae2"t•J 41agrem f'unlrc1je rJ~-~J 
vrednc~t1 А (х•е) · -

(Za a1u~aj а •; У141 pr.4.?.(3)). 

4.8. D 1 а s r а ш r 8 е 1 Ф n а. 1 n i h 

r u n k с 1 Ј а. fnastaYek) 

· · .Ako se u broJ1te1Ju 1 1aen1te1Ju. rec1cna1ne 
tunko1 ,, е javJ Ј aju pored 11вearn1h taktora 1 kvat!
ratn1 faktort koJ1 ее ne III.OIU ·I'81ttav1tt na 11neer• 
n~,S. l1 $8 ~av.1jaJu eamo takY1 :f8ktor1',ted'-' njen 
d,.agru aoze 1aat1 . talaeaet оЫ 1k 1 1zmedJu nu1a 
brc,1~t~]j8 1 1n\en1telja,tako ~8 za odredjtvuj~ 

. ; . 
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esoY.og tok• more~o рr1Ъес1 drug1m poetutetme. 
Pr. ( 1) • rlacrtej с! 1 aвram tunkct ј е 

{х-5) ~~~-·~_:gx+1J . • g(:x) • - ~..._ 

' 
2 11 

• r -бх+ 2-

g(x) • о samo za )l -5. .1 ~Ј' ј~ ... 

.... 
2:. е. - 2х+1 >О za 8V'!': !. 

Iz d!''Jgog 1Z:tttZb Z!i ft\nkc1ju g(x) v1.dimtt 

parabola njenog dtagrama 1 da је 

g(x) 
{ 

1zne:d 

~~ро('! 

р(х) kad 

g (х ) r-v - fx k ed ·:х ~ ! О 

1-оеа ј е verttkeJ na asimptota. 

A}ct) gornje rezultate nazna~imo u з1.5? mog11 
ы emc ove crte jednoata~no ep~j1t1 kad u 1sra~v 
t,unke1j е g(:r) ne Ь1 Ъ1о f~ktor · · 

"':" 
гхс;_ -2-:r-+·1 

,, 
,, 
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1 -q- - ---------3 

51ф6? 

8( .. 1) .:: ·2 

V14!mo · аа se u · ra~rnokn (O.S) JJ1ora poJav1·-tt .j6\dan 
ta] I:Ll! tako do d iagram d.ate fuпkc!j е im& оЪ11k 
8] ~ 68 " 

-161-

у 

r 
·1 

1 
1 

Ва 81.6? 1 6f · je Jedtntca tt praтcu i~ose 
u pola aanja '· e4 jettntee u pravcu 1-е~,е. 

m«t.analize fJ. · 



' ј 

i 
! ' 

'! о 

,. о 
t.:: 

у 

х 

P.f. {2Ј. Stie1:r-aj •tegraiD t\81kc1Je 

3 
tfx) • ж~.~ • х - х~1 . 

t(:x) • о 

t(x) ~х 

za 

- 1 • 
х • o,ova ~ula је tre6eg reda; 

za vel1ko 3• prava 7 • х 

d.s1m.ptota 1 t(x) ее nalaz1 1tnad •3• tacl 

, , ::~ -t--oo ,а. 1spe4 nJe ta4· х~+оо; · 

: 
ј 

; 
' . 
i 
! 1 

~·· ~\ 
1 

l 

1'--. 
' 

3° verttkalalћ ae1aptota aeaa,~er Је ж2+1 > о 
za evake х -· 
4° tunkc1Ja је neparna ; 

za х >О.. t (х) monoteno raste, З er s·e 

t(x+b)- t(x)> о 

na 

-k•Ja је nejedna!1na zadФve1jena ze эvake х >О 

. h >О; zna~1 da se u d1agramu ne pojavljuJtt ta
. )'s1. (е1 ~69). 

вlede61h 

2 
2.. . ж 
- ~2+1 

Sk1a1raj d1agrame 

(х-4) {~х2-2х+1) • 
' 

runlcc1j а: 

4 
х 

h г- ~ 
х +1 ' 

2.:. i. + 1 + 2х • 
i:. х~-1 

1. Вв.stevi вl ede6e rae1ctnalne funkc1je :na 
Ztbi;r eddve rac1onalne f'unkc1Je.~1J1 au 1me:n1telJ1 

1 

kv~t~::t-atn1 p•l11l•111: 

' ' 1 



' . 
; 

~ 

1 ' 

' 
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ь Pokazi da se ra.cionalna funkcija 

~(х) ~ (х2~~~ъ)i 
m.Фze nep1eat1 u eЫ1ku 

· .&..,х+В1 .t -х+В · "n З 
t(xl • q(x)+ ~ + 1 2 ~ +. • • .. + tf х~. 'f~ 

х +a.r+b {х w+az+b . (х +аж·•Ь )i 
gde е~. р(х) 1 · q{x) p•l1ne1 .. 

.Ko&t1eient1 А1 1 в1 1 peltn•ra q (х} 
gu ве et!l:re01t1 ake •• ·ste-.1 z • х2+ах+- t u 
1 .1n~mu р (х) zaae!tjuj е х2 88 · z-ах-ь ••• cteged . 

se p0jav1juJ~ х'- .tj.dek ве preeatane sъm• х 
n.a prv~m etepf!lnu. (Take deЫven1 н~'ras c!eb1Зall• 1~ 
kao oet&tak de•be pel1neшa р(х) sa x2+ax•b-z). 
'I'raien1 rezul tat se dеЫја ate ае tak• t!eb1тen1 · 
iz~a~ ureй1 ре stepeв!aa ed z 1 ре~е]1 se s• 

~fl~to е.е U OYOJI. ])081 ednj em 8]ti~8J\t 8848 J)Ojavi t .t 
1.1 ret.ul tatu ~1 an 

Ах+ В. 

~ Uo!e 11 raoionalna tuakc1ja 1aat1: 1° dYe 
as1mptote para] e1ne x-oet- ; ,2° c1"fe koee 88!mp- . 

t ote t 

Г"''-;. .. . ::-:: _. • ' " ·- .-:t• · ~· •• 

' . 
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· ' 

~ Reka Ј• f(ж) rac1onalna tunkc1ja 1 
(s) rv ах ka4 ж ---.оо ; nj ~ !tagrarn u'fek !.1111t1 

edJtu . k~iu aв111ptotu. 

~ Neca ,. · t(ж) 7ао1оиа1аа tunke1ja 1 
t(s)N&%2 i n'en 41asru u-.ek 1ma parabo11tsnu a&,t :iф ·-

iL Reka Је t(x) raetone1na tunketja 1 

,f(X) rv U~i ta4a p~s'o~1 lmbna parabole kojOj ё~ 
. : 8 е оте gl'ane njenog d1agn.D'Ia ae1мptotek1 pr1Ыf ·· 
.. 

·' ia"fat1. , . . . 

2.!_ Jiaortaj d1agraпl tunk.c1J е. koJ е вu date u. 
-.еаЫ 1 kао 1 rw1ketje 

· ах2+ьх+е 
-~х2+ь•х+;; 

1.:. t»okal1 сЈа зе nule pol1na:n.a 

ь~+с 
1 • . - х+а 



.2-=. P()kez 1 d а s е rш1<! po11acme 

4 3 ~ 
х +аж +bx~+e:r•d 

doЫ•aJu presekom k:ri'Y1h 

у • ,;?Ј 

111 Jr.r1Y1h 

\ \ 
' \ 
\ 

1 

1 

Ь.Ј~ +_9Ј+с1 
у • - z+a 

1 
1, 
1 . 
ј 

1 
\ 

' 
1 
1 
Ј . 
1 

!/ 1 . 
\ 
\ 

' \ 
1 
1 
1 

. 1 
1 

1 

\ 1 1 
1 

---::~-Q----<>:-,1. 1---n/-2 . ·. -----~---~ .. ь 
/ 1 r 

• 1 1 1' 
1 ' 1 / 

1 ' : ~ 
t:_1 __ -~"-'-f~~/ 
1 ! 
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. 10· Odre41 !to je4иoata~n1ja runkc1Ju atj1 е~ 
asram t11at! otpr111ke оЬ11k kr1."Ye pretstв:v1,jetH!t 

~·~·--- ?О. C7•&ato tz?u~ena kr1va је aa1mptotska 
ola.• · У~оаа ,e..u1mpto,a. 

Alco u go1-nJ em za4atkU ttueao za tra!enu 
u,~o1onalnu tunko1j~ !1Ј1 Ј• b~j1te1j 
!etvrtog~a tmen1,elj pol1noa drugog вtе

а ,takva Yeze mora рс8\~ја,.1 1zaedJU n'ula . !: 1 
te tunke1Je ? 

\ 
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С L А V А . V. 

$.1~ n о~ 1. 1 о 1 ј е. 

(1) Al.geba:rska funko1ja nastaje ako se 
pored rao1onaln1h operэ.oija (+ 1 -,х,:) pojav1JuJ 
Jos 1 korenovanJe. 

• 2 . Pr.{1j. у .• vx. т.. у 

1+ Vx<x-1) ' • 

ш у v··;-. V1-x ill \[;_- + .., 
• .. 7 -

u oY1ra s.Ju~aJ ev1ma ka~ento da ј е 

fuJ\koSJa data u eksp11o1tnom oЫ1ku. 

( :11) Podeen1m stepenoYanj е.11 koren 
u:?ek uklon1 t1. 

/ 

Pr. (1). . 

у - Ух· 
tv~dr1ranje~ dcъtjamo 

2 .. 
у • х, • .. . 2 

1 -:-х • о. 

у-
2 

' 
1 + Vх(ж-1) 

.. g_ 1 Vx(x··1) .. • + 
1 t 

v;y. 
. . . 

/ 

-.169-

~ • Vx(x-1) • 
Ј 

2 
• ( 2-Ј) - х(х-1), 

,г -
. • (2-у)2 • 12 (х2·х) • 

2 2 (х -х-1)у +4у-4 • о. 

Fr· (3). 

1 ~ .v; • · v1-z . 
Kvadriranjem dob1jamo 

12 = 1+2 Vx(1-xY. 

у2-1 • 2 Vx(1-x) , 

'1 = vx-· + 3ЈТ ·• 
.. у -Гх [: 31·;;r? • 

Di~anjem 1\3 treci stepen dob1vamo 
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Za algebantu ћink 
tranвtc~taaaoa oЫfru ko~J- tz~le•u u OYako 
ejtnom еыtkЧ. azemo de је ~•'• u 1~р11 

f ј, it) А1 geb~rek t . · 
1t'IJ>lfttft:nC. oiJoltku,a :а Unkc1Js Jlf1te bttt d8.ta u 
с! tr..G 1 z~-azt't!" se Р"- taaae ne meie . ekepJ 

Pr. fal. У5•5у.;.4х • о . , 

· U opste pod аЈвеь k 
d
meYemo sYaJru onu t"UnJto1Ja~s om ћlnko!Jom poc!razu- . 
att vezom ob11ka yCr) gde su ~ i Х . 

.Р(х,у) • о. 

в €de Је l po11nom р· 0 _ • 
.,. 1 ро z . 

Pr" <ZJ. (х-1 )у4+ (х2+1 >.r'+ (r2+2x-1 )y2.f. 

( ". 2 . . . .. 
+ r. +х +r)y+(2~#+r.+)) • о. 

ZJ.d~o!. 

а!Ј..;;~ Izrazt fmpЗ Je.tt1t., eJet~re.ie· -
v "' a1gebQ1"ske ћank ... . 

lL у. 

3г
vх 

... 

. ·171-

' 1 

Izrazl· eksp)1c1tno elec!eoe algebo.rske funk ··· 
с1је: 

2 2 ~у •2ху+(х-1) • О ; 1 • х+ V2x-1 ~ 

4 2 2 7. у -4у +4х • О ; v1+x • у= 

Во Za koje 6е vredriost1 z-a b1t1 

? 
i 

5.2. у s о ъ 1 n е а l.s.e ъ.~ r s k.~ 
t u n k ~ 1 Ј ! 

{ 1) Ро11nопЈ ј е def'1n1 san za sve .!. ; rao1o-
·.· · nel.nћ runkcij а zs sve. х 1zuzev za nuJ u 1tnen1 te~ 

l3a;koc1 algebarske tunkё'1je mogu poвtojat1 1 се11 
rau1.u.c:1 u koJ 1m .ona n1j е det1n1gafl~. 

fr. (1!. l"'nnkc1ja 

1. Vx-1 
· е def"1nlsanв. samo u razmaku (1 • оо ) • 

. ' 



' ,. 

; ; 

~ .. 
; 

' 
r 

Pr. (21,. l'unkt!tja 

i11 

su de:rintaane 11 celom l'"&ZJntl.kU {- оо ,+оо) •. · 

(11) Pc,l1r.som 1 r·e:..eioneJлa ћ.tnkctja uziiii!J~ 

S-2 V2+x <:.: о. 

Sa pr1ae7,za Х • 2 188ИО 8et1r1 "fr8ftt08'1 

2 .:t. .V 5 "!.:2 \f"4 , tз. -1 "+1 r+3. t +s; 
zг: ~'Yatu . vrec!nost .. ~-а . заm~ jedl\u vredвost; 

·barзka fa1\kc1je. JIOZe 11Zet1 1. v1~e vrednosti.tJ n--..- '"·,, .•• 
. vom GJ.u!aju kezemc da је t•uиkclje Jedиasиa!na. . 

(un1rormna),a'u «rugom da је v1~ezna~na t.uift 
tormna)o · 

ж • ? t•aao &8ме ~.,е -yredaoeti 1 to; 

l'r. (;) • ћlntet"je. 

'1 • Vx-1 
uztмa -zs.. eve ~ razmak~ ( 1 • оо· ) d•~ -.re~nat!'ti. 
i to .~ ,, +у ~.-v • · 

!'t:.il±l· Funke13e 

1 • V4-x2 + Vx2-1 

uztma Z!\ sve !. r~t:rr.aka .f·!,··1) 1 (1,2) -~et1. r1 . 
vre4nostt. 1 to~ . , . 1 • . 

Г ,г · .г-
+ ~ + 'l ' ... 'v - v. -vг-+ v ~ -v-- -v ,, 

Pr.(~). 7unkc1ja 
3'1/1 +2:z: 

uz1m~ zs sYe !. razrnake. (-оо,+ оо) e!'!mO 
vredno~t. 

h. t€1.· ћlnkc1Ja · 

1 • х+ v;;-·V2+x · 
u~tma !ettrt vredno~t1 %а sve ж razmake. 

1 ! V S+2 '/9 • 1 ! {11. 
Pr-111 .. !Un\le13U ytx} def1n1sanu Зеёlnе.~1. ·· 

." -5!--4% • о 
'aolemo ekep11c1tno tzrez1ti.!ledjut1m је njena 

rmtkc1ja 

17. 

х~ · :xfx--,1 
-,- 111 4 

.. . 
• • 

. :к&kо 4tagr&m · 1nv~rsne runkc1je tD.ole•o 1.ako 
toastruta8 \1,to .1z njega 4оЫ~аао neposredno 1 
tia!!'811 -saae runko1j е ~(х) ,Јсо.1 t 3• dat sltkoa . 
?~ · . Is nог etagruta v14lao . 48 posaatrana tuвkc1~ ~ 

· · 3ed:n• .,'rednoat • reuactaa (- оо ,·1) 1 (1, ) , 

·1. -

vrednost1 u rezmaku (-1,+1). 

Zt4•S!i• 
u .koЗt• su razaacttaa def'11118aae 1 kal:~ko 
тndnostt slede6e alceьar2ke tunket.4e · 

........ 
'·· 

.... -
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у 

-1 -

i. 

Ј... 1 • v v;-; 1{1:; ; !... 

1.:. ~ • V12x+ Vx+ v х=. ~ 
. . ~ 

~ 7~-3J-2z • о ' 

Pokaz1 da је tunke13e § data tzrazom 

'.;)!.:.. 1 • 31[% + -х~+1- )Ј х • \} х2+1 
· 'runtcc1je 2..:. 1zrazom 

.· ~ Ј(Х) • Vx + Vx2-~ + 
3V х- \[;.2-1. 

12, OVe.j poslednjt tzraz ве det'1ntAe rt1nke1ju 

,f(X) kad З~ / Xl < 1 • .Ako medЗut111! U 7.:, et_aV11110 
' .. 

~(х) • 2соа ! 
~ х .• 008 i 

,.,. о а о Ь 1 n е (pastava~l 

(1) Alge~arвk~ tunke1ja је u razmac1ma u k~~ 
Је ona aettвtвaDa nep~ekt4na. 
li', {~ј~ JU.Dkot~a 

t(x) • nrx 
z• s'Vako . х > о • 

. Iriaao.za · Ь > о. 

О< t(x+h)·f(x) = Vx+h ... 

- v; {Ц-1}. 
Kakc 3е (-..-,elbu 1.14.,Q) 

V1+t. -1 < i t. 
је t.a 

t•l!., ·'"' 
х 
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t [x+h)-r{ж) -~о tac1 

Ва 1st1 s~ na~1n pokez~Je ' 8a 

t(z+h)-f'(x)-~o 1 kat 

Ь-+ +0 

ь ~-о .. 
Preaa tоФ-е su stepent ' sve rac1orнil1\e tom-· .. 

b1n.ac1j е od ~ ••о 1 sv1 . algebarsk1 t~!>az1 ,n~pre.:. 
k!d!\e ru~k~1je. 

qr·-
A '1 ~ tJ .ka~ .ь>. • . Л = !fg .а. 

gde ;te Л potttt-.e.n ·111 aesattve.n reetoиf!!M bro,1 .• 

Ako Је alse~e.i"ska 1"UDkc1.1e. data ·р. оЬ) 1ku 

lbiru (!с! .d"fll 111 Y1ie_kOr,1'1\I! : On~ se za ..!.,1':! 1,'-!f.~ 
vrednc>st1 · х-а J20nase. k~o o1.1 sy_ al,an,r51J1 ;te ek~ 

spo1tent 1.••3••'1$111 ako 1h tma vt~e Jednak1:Ь. .. 
kao ~ьtr t1ћ ~1а•о•"а. 

j'r ~ (2J.Nek!.! је t~~1gebarske tuJtketJi t(x) 
data ·u ob1ttn:l 

rtx) ~ u(x)+~{%) , · 
~cte је 

u (х) = V х;+5ж~1- 1 . :.,.(:х) :: 
3
{ ех2+2х+~ ; 

ta4a •е .Ј lf 
t(:r) rv . ~. х-оо. 

!Cako Је 

-1??-

- ~_.о, х~оо, • • • 

1 4 
t(x) r.J u(x) rv \)х3 

џ- . 
Р!".(.,). J;eka је 

t(x) • u(x)+v(x)+•(x) 

је 

1 w(x)•CJ%+12; 

је 
~г:-т 

f (Х) I'V 2 V 2Ј: . Ј Х~ 00 • 

је б .. 3w ~lit rга 4 
u (х) 1-...Ј V 2(А1 "о/ V '4-х- • ~х 

~(х) rv 9х, %~00· 

~r;r 
u (Х) rv V (Х) rv V 2Х · , 

• 
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l.r .• (!l· Beka Ј е 

t(x) • u(x)-v(ж)t 

u (х) .~ ..... v (х) . ,,., ::: ~ :z: --;. е>о ·' · 

OYUO »~*"'UPi ti: 
. il 2 . ·· ··-··---

t (х) .. :~~ .,. 't. .w М....:,!_ ь !Ь.!-У ...... Јt:.1 
u-~·tr U+\' 

а kak:o Је 

u (х) +v (:z: ~ , .• ,_, 34!х • ж --). оо • 

• 

• • • Х--+ оо,. 

g<te Је 

u(x) .. 

tada · 

.Ке.kо Ј е 

1 · v (х} • 2 

.х ........ оо .. 

r---
u {х) "'-' У {::с Ј r·._) 2 \t' х2 .... 2х ; 

t '-1 .. 18 
f 
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h:_._(§l. · Ntili:t\ ј-е 

f(~) • u{x)-v(x) 

је 

1 

f(:x) 1 --- · х -~оо. 

зrх' 
~гт 

u (х ) r...) v (х ) •-.....Ј V х- • 

t •. ~ \r., . 1 --. -,-vx 

х-оо .• 

( 11.1) U bl:i.zini jedneriu1e х • а 

kao 

· ·~ · '"·~·. · ··· · 

alge-

1 

1 

i 
1 

:i 1 

1 1 
' 1 
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Pr. (ZJ.. l'.шko1J• 

tCz) • Vx+? 

,., 

ее u Ы1s1а1 nul.e х .• .·· о pona5a kao 

r ('Z) rv i ж_3/2. • ·kad х~ о 
Imuo 

r (ж) • с Vx+z2 - {Х) с v,,.x2 + Vi1 ~ 
Гх + Vx+x2 

х1 312 1 '/2 · 
~~( , ,r.i':r.;Т • . 

1,~rvl Х ka4 %4 
V х 1 + у 1 +х, 1+ V • +х · · . 

P:r. (f). Hkal1 4а Ј• х • 1 au1a ?··ct~ 
da ruиkc1Je 

· s(:z) • 
3
V1-3x+3x2 - х. 

Za1sta је 
g t 1 > • 

3
V 1-~+, .. 1 - о 

х • 1 3~ nula runkc1je ·g(x). tj. 

Staviao tratko6e rad1 

~г;---. 2 ~ . 
u а V1-,X+~X • 'ј. u .... · -

Тас! а Је 

g(x) • u-:c • 

х -+1. 
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о (х) ~ 1 . 1ta4 х --.1 • 

({v) Ako za 1z~esnu ~~e4noet х • а alae
ke tunkeija teii be8koвa!й$st1 оВа se роиаlа 

ll• (g). ~оЈоа ьrztnoa tef.1 beekona~noet1 
tJa . 

t(x) 

-v;:;~t~(1· •r;J)(1+ '{;'} • 
• . ( 1- '(;Ј) ~·. '[;3) 

• "111 V1+x (1+ 'tJ х~) (1+ fx3 ) • 
1-:z 

•. и-х)1/4 • 
4f1;;, (1+ w, (1+ ~1 

1+х+х2 · 

• • • 

• • • 

1•Х 

t< ) 44:'2 . 1 kad 
:z ......, } У с . (1-z)~/4 

х..-.1. 
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.Zadac1. Kako ве ponasaj ~ sЗ edec.e 

runke.tj е za veltke v .red:r\oвt1 х-а ? 

. 3 . 
· (х-'3) Vx'•• · 

1. 2 -- -- ' 
- {х •6х+~) -Гх3 .. 1 . ... 

~ V:r6+Ж4 - Vx4 +1 ,(najpl'e pomn<>ii ~' 

ва 3v +Г>; 
pode1 :i. 

· .i.t. V- 1 + . 
5Vx-V 1 + Гх , ( t'i t ~" 1 х ""' t 6 , (~о~ i~ ј 1. 

oduzua1 :t 1 posaaatraJ zesebrto 1ZX'~:tf.!: 

V1+t2 - t 1 · 
3
V1+t; - t> • 

(~,---:"2 )2 ~ ~ х- + х . • 

Ј 

· ,r ~~ ~r--v х -2 ., :ж: + v х ; 

V v1 ~ 'fY - ~ 1,. rx 
VV1+x - V1-x 

4

Vf1-x - f1:7i 
V ~1-х '· у:,:; 

(1) 1~(йоzе3 d;t.egrama algebe.!"I'Jlr1h runke1 ја 
·resa x ... os1 !11 za 't'elt~e Ynl!ttollt1 х-" tloЫ ... . - . 

' jam~ 1~p1t1т~n,em ~unkot3e оЫ1k• (ж-а)Л ,gde је 
',Л n~k1. ~o.e1~nal.a1'i bNi. 

.~111 ... 1sp1·taj medjusobn1 poloia3 !1agrama. 

... ,., \"'""'·-· \! :r: za n • 2 , ) • • • • 1 х > О .. 

Kako Ј э ,VX tв"erana tunkc1j а xn , t~.:> 

'. dtagl''Z\.~6 tnnkci~a "Гх , n • ~~3, •• ~ ••• dob1jamo 
,,, ' 

' t v. t .1 .. 12) kt\O stmetr:1~rae slike !iagranaa tunke1j а 

~ . : 
јјО, 
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!1 
r ' 1i • 2 ' ne. ' '• • • • • • ,u odn& · OSiloYu ·вltke 46 t . su Da .J>ravu 

sl • .,2. ·3·-'. ~~ t!t••r••• 1 • 

у 

-о - ... t•aJa 

n=2 -------- n=3 ........... --.-·------- . 
Ј -----· ------...,__г_.-;~----,._,------ n-J. .... ---:-==-· ----------------- -.- --т 

,~ ,.- ----------
, ,· 

1 , 

// 
' ., 

1 • 
1 

~-------11--------·----~х -+ 

S1.?2 

Pretna tome 3е 

Ух< V; < tг;· 
• • · • • • za О <z < 1 . 11 

'+у; ••••• • ~а 
V;- . 

1 :r- u toJ 1ko sром Ј • 
1ko 3• D " .L id1 ћee.kcna!noe•t . . - •~•· · ~ u ko-

ж .> 1 .. 

Dtag~ tunkc1Je 
n Vx-a ; n • 2,3, · •• • ••• . ... . 

-185-

ж .> а 4ob1juo ako kr1~• elike 72 tra1ia1e.
pomer1mo u pravou ж-оsе za 4~i1DU А· 
Sve ove kr1~e u ta~k1 х • • eeku X-oeu 

,. praY111t uglom. 

(11) Kak•• 3• ae~Juвobai polola~ ttaг~aaa 
~~· Cz-a)A 1 . (х-а)),! ре •• л 1 h

1 

lva 
jas~D& reslt!t'• raetoвe1a8 ~~3• ' . 

pr. (2}. Wae'l'taj ttesraae Aвket~e 

3 ' .. -· v;a 
1 ,2 ,Ј,..... t ж ~ о. 

3{;_ >W > 
3{3 . ж > V:Z: .... . ta O<z< 1 

3Гх<V~< v;f •X<~·····zax>1; 
ov1b tuDkcija su dat1 аа al.?J· 

DЦle, za х ~ о 1° dtaa:raa runkc1Je жЛ 
3е konveksan рrеша go:re ,ako је А < 1 ,а pre10a 4о1е 

·ako је л> 1 ј 2° c!iagram. t1o411'\IJ8 x-oau u ta~kt " 
. х • c,a.ko је л > 1 ,а •• ~е 3е рос! pJ'aViB U!] es ako 
3• л < 1. 3° tu!lktt13• х .. ,e11ke ьnе tel1 bes
kcn.a!ncsti kad х-+ оо ukelitro 3• Л -.е6е 1 .. • 

ьrle 'eit aull ~r•e ж-+ o,~keltn Је Л 

\ 
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5 
3 

3 
3 / 

2 
3 

-------- 3 

Z8 А • 1 1 ._. , . ·,2. 
с: ' , , 

D • 1 2 2 .1. ' ,.., .~, ? ' 
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(1) Reke. је . ttx) a1geЪarska :tul'.kc1Ja•ako 

r(x)____.. "!оо ka4 х~~ , 

х а а 

v.t. rt!k&1aa ав1•Ј'оtа •Зеnов d1agrama. 

Iz as1мpt~tskc! )oaa§anjA runkctje t(x) u 
'' · 1~1ћ1 t~~к-е х А at tj .1z 

f'(x)r--~ • Л 
(х-а) ' ж--+· а' 

z~~lju~1t1 polozaj tot1!n1h gra,a• d1agrama 

prema toJ as1mptott. 

f~1l· Kakav је роlойај pojed~nlћ grane 

rtta'ke1je 

' ' ' 1 _.,..__ 
-~---...... \f%-1. ( vж·-, > · 

, 
e.s1.мptot1. х • 1 ? 
D!tta tuukGi ја ј е 4vozi'Hl~Dt! 1. sYeke od ·~?1h 

Y:redrtt'l~t 1 !:е u Ы. 1!.181 tt~~?jke х • 1 рова~ а kao 

-~З. 
~,-- .г-
" х-1 {- \Ј х:-1) 

1 
,...._, -~·-----·-· 

(х-1 ) 4/~ 
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х~ 1 to, 

1 1'\.1- 1 . 
2 (х-1 · ) 1/3 kac1 

he.s tome аа с!еаа 
grua diagr.sma teit + оо е atrue 8s1mptote 
те atra•e aatllptote о... . ' а Јес1аа - сю ,c!ok ue grue tele + оо • 

(tt) Ukoltko Је 1 cJet.t•tsa•a 'la тel1k а gebarsta f'a8ke!J а 
. de tmatt ћortzoatal: .. тre1d•o•tt od .! •Је• ... •• llptC)'a ato 

t(ж)--+~ t ... · &u Х _.со 

3 
f'(x)_ • )Гfij 

1+ ~Ј% 

pr~& ћortzoata1aoJ as1aptot1 

0C!8Y1c1Jto 

t(x'_,..,.1 k А f 8'.1 х .._. ! оо . 
• 

-189-

t(x)-1 

kad х---. t оо 

f(x) ~ 1 - х-1/3 
· za тe1tko poz1ttтao 111 aegat1тao х, to se ~·t~ 

. · tQ•k~1ja aalaz! · tnat! astsptote '3 • 1 kac! 

·х.-...- QE) ,е 18pod аје kad х--++ оо. 

(111) Ako algebarska fUaketja f(x) tei1 
. ьea!foaa!aoat1 kacl ~...-.оо ,а3е• c11agr8.11 111.а kcs1h 

._tlt k2"1Yolt•tslrtћ astapto,a. 

Оа 6е tae't pra~o11•1sk1h as1мptota ~ac!god 

t(x)zax+b+ СЛ , Za )...-.0 1 "f811kU ,! 
х 

к.oettetnte а 1 Ь dob1jamo ako p;jstoje 
-. sl-IOece · gran1~ne тre~noatt: 

1° lta ~!х) • а, 
:х ___.. оо 

х- оо 

{ r(x)-ax} • ь, 

fr.(,}. 04rect1 as1mpto\u c11agram~ tunkctje 

t(·x) • ./х2•х + Јл; 
!.1!1 • . ~1+%-1 + {:,~'Z-2 ___. 2 Ј 
. х 

%-+00' 



f 
i . 
1 
f ,. 
l . 
1 . 
~ ~ . 
f .. ' 

,~ 

! 
1·' 
l 
f. 
r .. 
r . 
i • ~ 

f ' 

' ; \ \ 
~· \ 

! 

, . 
' 

• . . 
<J~kle ј е z~ ?>:· .Ј 1ko poz1 t1 тnо х d1 ец~rlШ 1~n~d ~ 
tJ ~:а n.~·gз.tivno ж fspo«J es:tmptФte. 

r.t х'. !!!2rшten1k. Gren.t eret З tm · ~· n1t:>l':t!~ pog'$o ... 
:!"-11>00 -

Jat! ~ (!е d1sgram t't~r.tk.,f.J~ n".,ntl!!l pr~vs11n1~k:!h 
l11J1~pt~t~:\~ rr.~edatJre 5.,5.7 1. 5.5.t1) ., 

(:tт) U sтtm ~eta.11m !.1u~~J~'If1ma fH~gy~~ 
~~lgt~·ba:f'~k~ ћmko1Je !.tЋе k.rtYoltnfэkih &:s!mpt~\'~ ,, 
'У е:}: о ,.91". P.:!'1.m~~, e.to роэtс.ј в gren f е$ 

11m 
х-..,.оо 

li.M 
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~-а, 
% 

. 2 
t(x)-az _ ь 

% 

2 1 . " . r <х) ~х -:r + ~~ 

\. 
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. 2. 
1 • х -:r 

1 ne.1az1 •• tznad nJe kad Х-+ t оо • 

Rapoaena. Gran!ce 

1 lt• t(x)-!1 • · ь 
ж ...... оо х 

•огu poeto~att а 4а tttagraa date fUnkctje 
neaa paraboltsktћ aetm~tota;(Y.za~atak 5.5.12). 

ctje 

IJвuo 

rr~ ("-Ј• . Oc!redt kr1~C.l1nte~~ 881mptote 

• • • 

t(x) • х -
. ~1+х 

. ~г-. . 1 t(:a:)~ у :х - . • 
3о/Х 

-193-

.D1agr811. d&te tunkcije 1ma kr1~ol1nteku 

tu ··-· 
~~-·v х2 1 18 х 

k ~ •--..+ о0 ,а tzиatt nje 1spoiJ Dje au А 

Х- · .,..- оо • 

ZadagJ. 

04red1 astaptete dtag~a runketJa: 

. 
. ' 

. 
Ј 

i· 
3

Vех'Ј+бх2 ·t:. %+ v; . §..:. ~ • 

V х4+1 . . . L. !.'(!, ; 
1+2 {Х 

.9.а. 
'"1+!2 
( '/r.-1)2 

t 10. . ! :1 • • - х+ 

х+ {Х 

..... х_ 16. - . , 

,Ј+ Vx· • 18 .• 
~х+1 ' · 

tt : 

. flementi. ma.t. aпa.lize 73. 
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· $.6. R 1 а s r • а, k v а 4 r a · t g о s 

(1) ••ka Ј• data ractona1~a funkc1ja ut~) 

12 • u(x), tl. 1 • rfx) • Vu(x) 

D1agram runko13• t(x} аоЫјаmо ka4 naor
taмo d1agr~ 1Ьntc1je •(r) 1 zat1m рrевоs1мо 
kva4ratn1 koreв njeiOY1h ordtnata а poz1t1Ynaв 
1 aegat1тaaa pravou. t-o••· Otu•• sle41: 

1° х-оеа је~·· 818et;r1je c11agree ћ11!1r~t- · 
. је f(x); 

2° Za one Y~c1noзt1 :ж-а .~ koj е 3 е . u (х) · -
nesat1?вo aema d1agraaa rttake!je t(x)~ jer za te 
Yredneвt1 f'unket~a f'(x) D1'8 _der1D188.D8. 

3° Rortzoatalвe 1 vertikalne aaiaptote dta
araaa tullkotje u(x) orataju hortzontalne 1·'fer
t1kalne as.!aptote · t1agrt1Dta tunke1Je t(x) ukol1~ 

ko Ј• ••• &а te Yretnost1 def1n1s8Da. 

4° Жеаа aa~vto'a ·, ~ ~+Ъ prel.S1 u para
bolt!ku,a parabФli~a 1 • ах2+Ъх+е u kosu pravo• 
11a1at~ asiaptotu. 

Po8aatrajмo naJpre 8le486a trt ·~•о1За1nа 
alu~aja 

(11) 72 • •-а (У .al.?4). Dtasram runkctje 
u(x) • ж•а Ј• рrа1'а;иа alte1 t•1'Uieвa ena•,o, 

··.--~ - - .. - ,. . ... . 
: . \ · _., •• • - ~ ., .. ... , ~ . ' . :'••f'""f!: .. JO. ~ :" •-: :-· 

__ , . ' 

etagraa tunkc1je 
' temenom u ta!kt 

' ' 
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Sl. 71f. 

'·. 

,i у: џ ('){) 
;' 

/ 

r (х) • * 'fi-a .1 е parabo1 а 
(а,о). . 1 x-os(!)m kao osov1nom. 

Kad d1agraм runkotje u(x) Rf!8~ca X-nsu 
runko1je r (х) Ј е se~e ~od R,rav1m uglom. 

у 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

---- ---+-- ----
1 
1 
1 
1 
1 
1 

11.'1S 

• . . 

,u()() 

' ' 1 f(X) 
Ј 
1 
г 
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[111) 72 • (х-аЈ2 (v.s1 ~ 15). 
C~tast~ tavu~en dtagraв tunke'J• 

u(x) . u fx•a)2 је panbo]a аа tешеиот tt tn~1(a . . 

. 1 oaoYiBCII х • а. D1agr8DI tuвtotj е f (х} • 
.se 1z •fYe p:ra'fe 1 • t (:i:•a). 

U ta~k1 gde dl•graa tuвkc1je v(x) 
X•otta. ()у~ гran, i"unke1Je t(:x) Је 

....... ~::..;:;.::,:..:::,:&~ 

ZO'Ye 

та, ~kа u koje~ $8 d-e . • .. graвe t11agrama seku 
se dvojna ta~ka. 

( 1") : 12 ~ ( z-•) Ј ,. (., • al • ?б) • 

! 
• 

1 ----- ..... ___ _ 

/ 
р 

1 
i , 

1 , 

",-

З1..?6 

Diae;raa tukeij tt u (х) ·~ (х·•) Ј 3• cnas\c) 
· ~е11а tubtt.a pa!'abol-..kbja tt ta~1 х ·ia • pre-

1 dodiruje x~o-~.И!agr~ fQвke13. 

f'{x) ;.. t(:t~ .• , v"i~· 

а ttltrt х w а 4Уе гrane kO)e ео ~Фс!1~јu 11 

ia је zaje4n1~ka te:ageи.ta. 

· 'ra!kl\ оУе 'trate zo"fe se 1ovratn\ ta~·~~. ~ 

Ta!ke u ·koj1Jia d1agru tunkcije u(.x) 
x-e•u su !!Y-l!tne ~!~~ 41a-

tuuet1• · f(x). 

Pr,(j}. 12 • х(х-·1) 2 • (Y"s1~~??). 
1 • 

S1 .. 1? 

/ 



i. ' 

' . 
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Deo krtтe kao . . 
(е,1) · ••аЈ kФј1 ее naJ• .. 1 ZYa6eme еа!а ~ U . . 

у 

31 .. ?8 

( 

\ 
\ 
~ 
\ 
\ 
1 
t 

• 
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. Pr,(2), 12 • u(x) • z3(1-x). (~.sl.?8 1 
ered1 аа prtaer88 1.12(2))~ 

cr,tla•t• is••!eaa krtтa ~· 4tacr88 tunkeije 
а 4tagraa tuвkcije 

\ eastoJ1 se saao ed j8d!\e •le.,Jer Је tt < о, 
. х<О 1 . х>1. 

Tatska :ж • о te poтret:aa .~er 4tqro ћaвk
utx) preseea t de41._,. х~о.. u pc~et~• 

fr.(3). у2 • u(ж) • х(х-1), ('Y.s1.'/9). 

" "' 

81.?9 

Crtaste izvu!e•a parabo1 а 3е dts.~aa fuyit• 

.u (х). 

·1о 1 (~) . ~• 4et1n1eano za' ж- ~ 1 ~ i • 



1 
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... ,о d 
~ . 1agram funkc1je Ј(х) se<Se X•Фsu 

p.re.'1'!m ugloa u ta~kama х • о 1 х- 1 . • 
20 ,. ). 1 ' 

. . . .- 1 Х . г.~ Х 1 уех ---;,. • ~ Jcad Х--+- 0.:,1; 

4° d1e.grм f'uвket3e у(х) 3е Mperb(lla еа 
6 t;nt~('iC.'4 1i talSkt х 1!1 f оаааь. у • о 1 

&ni.wptotfiв.a у · . t(x - i>. 
lr~t~ . 1

2 
• u(x) а х2 (х•1){х•2)~ 

1 
. . 
1 ' 
ј : 

. • 1 

----------- ___ l 
-

/ 1 
.1 1 
1 1 
. 1 

1 

Sl.60 
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Crtaвto 1tvu~ena kr1тa је diagraa runke1je 
iz"fuaena sa ~.- ........ е - јЭ astaptotske. 

2 3. '1 }Cacl Х -~± С<Ј ~ rs + '2 х ....... - '§ . 

1аа pa~belt!иa aei~ptotu 

·. 2 .! 1 
7 .,. х • 2'х•! • 

Za~aci~ .... .. 

2 г -2 .1.:. '1 • х . •:х 

2 2 2) ~ ... у • :r {1-х 

... 2 
х ... 2 

х .t 



,,?. р t 1 с ~ а • k • ' а о 1 k о r е • 
r а t t о 1 а l • е f 1 •.~-! t ~ е 

· (t) W•ka 3• •fx) rae1&aalaa taake13a 1 

1Ј • •fx) t1. 1 • r(~) • V;r:r) 
!aake12• f(x) ,. 3••••zaa!aa 1 гetta18aat 

3• &а •'~'• 'l'reboett ~-а oeta za •de taeattel'a· 
hnotJ• •fx) .• 

Иorttoatal•• tlf 't'ertt .. lae· ae1a»tote вtа- ' 
sr~a t8~o1'e а(х) ostajt bor1zoatal•e 111 't'e 
ttkal•• astaptote 1 r.ato1'e t(x), tok se kr1•o-
1ta128ke as18iptote 88D38~Ui аа :priiler,ku'Ьaaaat.,• 
to'a prelazt u kon Jl'8't'ftl1a138ku aataptota. 

!11ie о pololaJu ttagraaa r.aket'e f(x) 
pre.a x-oat • Ыtatиt вЈевt• 88la t.-t,aao ts 
slete4• pet 8peet,altta slw!a3a: 

а-1 

-1 / 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

81~81 

/ 
. / 
/ 

/ 1 
/ 

att 

S1..82 



' i 
i 
1 
1 

! 

1 ' 

1 
1 . 
i 
' 

/, 
1 
1 

f ' 

sз ,. вlf. 

- 2С5~ 

D1aвraa r.akot~e 

r (%) • vr-(-x--.-)-=, 
, tot1J'U~8 t · pl'e•••• Х•ее• •. ta!kt х • а. 

~.(1).Вае~а3 «taer•• tankoi~• 

'' • •tx) • x(i•1)
2 

' (9f.81.~86);. 



( 

! .· 
! . 
i . 
' 
! , . . 
' 

1 

! . 

; , 

' ' . 

у 

+1 ---------~---" ...1 

i "/ 

! ./ 
1 "' 1 / 

f/ 

ertaвto ••·и~ ••• kr1Ya Јо ftecr .. ~UDk&fjo . 
11(Z) • %(Z•1JJ 

·1° ·tt .. r.a tuвtetJo 71х) ••~ z-oeu ь 
»o!•tt. , •• , ... t. •ete.; 

2° taata х • 1 Ј• »oYntaa ве Y8""1kaiat~t~ tщ •• , •• 

Ј0 7 tx) rov х · kat 

, .... 

J(Z) ; . 
2 koea aetsptota ••Х-~ alelt ta· 3• рrата ~ ~ 

е. ht'1kc1je. 

Pr. 121. Waorta3 tttqrea · taвke~J• 

• хЈ(ж-1) .. . .,~ • u (~) 

------ -----------
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

81.81 

-· --:-~· -
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Crteato 1z-ru~e11e. k!"'!Ya Је cl1agre t'aвtre13 

utx) • х~tж-1) 
1° D~ag:J.-8m ћmketje y(r) presece. Х-огu t~ 

po~etku р о~ kos:tm ug} оа, в. u ta!k1 ж • 1 pot! 
У1!1 uglca. 

2с у (ж) rv x•l-, kad ж~ t оо , 

у(х) ~х413 - 1 ze. .. eltko ,rz 
tfaJcle dtegram date ruake1Je 111-.t kt-1тo11и1jstu 
e.siJII!pto~:a 1 na1ez1 se tepod взе za теЈЈЈr() poztt1 
ис ~~ а t~ad Dje zs Ye11ko a~att~o Ж• 

lr,., (3} ~ Baortaj dtagram ћtat·o1Je 

\ 
\ 

' ' \ 
' ', 

1-

у3 • u(x) • х2 (х-1)(х-2), (Y.s1.88). 
. 1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

crtastФ 1zvu~ena kr1v& је diagram tunkcije 

10 D1agram tunke1je у(х) presaca x-os1.1 

prav,.tn uglom u ta~k1 х • 1 . 1 . х • 2' а 
је povratne. taCSka sa Yert1ka1noм tangentomt 

2о У (х) r...) x•I'J kad х-+ :t оо 1 

у (х) ~ xlf./' - ж.-1 /., za те11kо !.• 

. w1 . . . ј е v • х4/~ zaao ае ~ . 

. тol1rt1Jska e.з1mptьta 1 dtagram tunkc1 З е 
nala~t tspod nj 8 za ve11ko p'ozt ttп~ !.• 
nз• ~• Yel1kC иеваttтnо Ь• 

у{х) 

а tz-

. . 2 
х~ (х2-1); !:. 1'Ј • х (·х-1) (х-2); .l:. .,.,_ х~1 • 

. х 
а: ---"; 

(х-1}~ 

· rn:~t. Qlпd.lize 1lf. 

2 . ~ 

.. _L_ ; -~ ,, • ::F: ; 
~~ . . ~ -1 

х~ 
:а •• ---~ . ; 

(х-1)(2!·2) 



··' 
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S .. S • V. И Ј В Е • . 
.1.:. Izraz1 · tapl1o1 tDo e1ecte6e a1gebuske t'unko1J 

1 о 1 • v; + "ж+1 + v· х-1 ' 2° 1 • v .~ '{%+ 

L Izraz1 eke:pltettao e1ede6e algeьarske f'unket 
Тfctt za ko3 е .,reflnoet 1 z-a вu еее dettnteaae 
tako а е one pona~aJu z• 'ie11~e .,.rednostt ж-а.. · .· 

. . . .. --
10 y4~2ry2-~. о ; · 2° у3-2ху2-2хЈ+1 • о ; . 

3~ .7.4-lf.y3+2(J-2x),2-4J+1 • о; 
.. . 

. . . ·: 1 

о ·.4 . 2 . 2 
4 . l •2(Z+&)J -(1-а) х • О~ 

i. l&ko 8е JФnalaju aledec& funk~1Je 
Yretnoett ~-· ? 

1 о Ру' xrp+0 r(p-1) _ qJ xrq+~·xr(q-1) 

о 2 

• 
Ј 

· вledt 
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. (• •.. ·•. ' -

Odredi шedJusobD1 'polo!aJ cl _~a.gr~~- ... 1'unkc1Ja ~ 

1 . • D • 0,1,2, •••••• ; 

vx ... __",... . 
Х-"1 • 

·: _,.. ,·< r: '·' 

Је r(x) • u+b+t·~x·) .·· 1 t (х)~ о • kad 

~оо .prava у • ах+Ь Ј• as11iptota dtagrama 

kc1.1e t(x). 

04r•dt · as1mptote d1agrama runkc1Je 

еtах3~ьх2+о2:+4 • 

t(x)-.:.o 1tad . x.-.oo .,slecle6e runkc1Je 
·1maJu perabol1!ne aa1mptotet 

о ax2+b%+e•t(x) · ; . 2° а Гж+ ·-~ + t(x) ; 

U+b {2 + 0 .>+ ·t (:z:). 
: ·. . . ' ' 

Ctre4.1· parabol15nu aa1aptot"~· tunk~1Je 
. . 

v~S+aж3 
. ,_ х+Ь '·-

.... , ... ::. · . " . 

41egrameaJe4e61b f'Unkc1Ja.: 

.. . ' . ... . . . , ~ .. 

,• 
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~о у2. х(х2-22)(хг.,~,~~-42) ј 

1 • 

-21,-

VI • • 

§~1. L u а n а m е r а 

(1) U ana11t1 uglovi se mere lucaem meram, 
' tJ .~ultnODt ]uka kruga atj1 је polupre!ntk jednak 

:'1f41n1o1.a sred1~te mu, је ·u te11enu ugle. 

Ako ј е о(. о ugaone mera ugla AOra·, tj .1zrazena 

stepen1ma ,а l 1 u~na ·Jiera i 1stog ugle., tj .dui1шз. 
~"' . . 

AJI (v.e1.90) ,tada је 

l Ј -п 
• • • 

.Ј 



. , . 
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1ed1n1~nom · · luk . ·. · . precn1ku 1. 
1 

· oc1g:~-~J.1utџ , koJ1 је jednak рФl 
. . ~tepenima r~nos1 . ars ugao !ija vred.nost u 

. \ ' ~ •, • .-· - ·, ·; '';,·· ·~ ' Ј • • 

. ј .u.opl'e 'a!k1 ! odge"far•3u lnke1'1 : . 

l t 2k fL' . ' k • -: о ,1 ,2 ••••••• 

1S0° .: . . , ·_ · ... .. _ · .: --·· ···· 
. ~- ~57°17'44 '80'' . ' . . . . 

t 
0 

З е .1 ed 1n1ca 1 u~rie mere u. 
1 

. zо·т• ~ fo:rea 1ulln• 1 qaene aere u stepen1111a, 

T

--ko· . , g а 1 11:11 se · ......... 
1
- ~rle"f! se aere 1 u ara.dt•· а. Gra4 •е. 100-tt de• а . ,na pr1me_r '·, uo]'o·' .. 1m" а 'o,ll · ·'·. . ... - .~ou 1111. " .... -· • 

" • u . •к uaJ.a.Ba4'1 91!1!111 .,.е4311 stepena ,:ra4tana 

' · · ---~ ., . ' ·.. -· ,; ' .- • ·, 1 .. 1 • • ••• -!:., .... . ·:· 

оо 1 О О :' о . О . . .·• .·· . . . . • ' . . . g:rada • . ' _ 5 ·~~ - ,4S ,60 , 15° 90о· 1 е0о 2· 
7

·-
0

,:,· · :0 \ . !.: bltlto stepe!ia,a Jte1.111:a :ra41ana tneee 
. . .. . . . ·. ; . . , . . , , . ,,60 .:~cPIII«."'- • .,1 04 1 о.· 2' ,•о 1 ЈО . grac1_ 1 ' 

04
govare.Ju lukoт1 .04 . . . . , . ... ,' · · · 1... ue ••11;1 · к ..aк••r.:raju lulce•t 1 .+21< :ii:, О ~ fг , ~ ~ ~ . 1;t_ , 5_111r

2

' ,1L _

2

:· ,· 1L · ··,·· ч ,· ' Је '" О ,1 ,2; ••••••••• ,i4e se nalaz8 tal\k$ 1<•3 е ed--" '12 gO'Iferaju ~· i• i· 1 uopSte . n-tom. aelu. eY1h 

luko'lfa ? . . - . 
· . · Кеја veza postoj1 tzme4jU Iull:••• Jrej1 tm.aju 

tr1sk1(~~ Krug polup:reC!n1ke 1,se ~.... . . 
n)I!II!UoC1re5j.,:o ~:§:;a:r1jenttso,tj.Ji

1

C
11

:"
~mer.oыano ее za poziti•~ po~ttt•an 1 Destt&Ta~~ 

an kretanJu skazaljke n • smer uzima saer а~р~ · a -s&tu (v.$] • 9о). _ _ ~-

- Na pr1mer lukU J.L • ~ ~~sovara taaka в - а 
~ . . - ·. ! _, 

- ' . IIЦ\.n se ta~ka _м lukU - -г- ta~ka в• .. 111 .. \ ... 

-• а opisuj е uge.o Yel1~1ne - ct. о се ka t~~k1 А on 

111 - ,L ~at!tana (-.~81.90). \ 

. Sте.kем poz1 t·~.,.D . 11 .·· ... 
таrа ~ed~a 1 зато Jed:: t 1 ne~attvnam 1uku odgo-
krJ:gu • o'Ь:ra1no ,ј edltej' tal!/r:1!Jca ва t•1gcmset:r1j slroll 
'f е Jukova 1 topored luk,n~lrt•er M,otgo-.a-raju 

- · 8 . 1 .1uic-.1 
/, +2 ff l +

11 
r.:-L · ' .• -· . - . 

' 'Т . 1 Т-'! • • • • • l +2t 1С ( . . . . . . . . . . 
-t -~ 51: t-ц. п · ~ 

' • • • • • • • ;.у -2k ТL ....... 

·. 1 а \:11 pe~etDU t alikU А, а 1<•4 !со ј 111. su Jo::raj nj е 
· 'a~ke Jl 1 •' s1metr1!иct r.asp•red~ etfe u oдn•su na . ... - . . . 

. ·· pra.n: ~ А'ОА gde 3• ~ . sre41§te kru$• ; 

~В' ОВ...L .А' О• t §:. s1il\etra11 ~ АОВ t 

· 2.:. · etaetral t~ АОВ' 
~а4 · k ue1aa "freda•s\1 k • 1 12 • ••• ke11.k• 

tma raz1t~1 t1b ta~aka na t~tg•n•••·tr1j stcem k!Ugu 
· ... tej е е4а-таrа~\1 luke't'111a: 

§.:. t ~ • . ~ .: t ~ 

. • 14. - о • ~ -3159,29 G • 
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6.2. 1 u n k Ct 1 ј е . s1nus 1 _ooatnus. -
(1) oostnu! luka 

nost du~t .ом• 
~ Је algebarska 

tJ. 

саа % - ом• 
М' • - Ј е projekctj 8 taake Jf . 
ОАС,а М ona te~ka - na or1jent1senu praтu 
~ ne tr1gon6met 1 а..о.ј а se nal az1 na . . r 3 skcm kN~u · · lu!neм otst ј · 
! (т.s1.91). о anju Ж о~ pc~etta s + . 

81691 

· s1nuз 1н~..." 
-· li«A _х 

С&!' r tJ. 

s1n х • ом•. 

-217-

Iz p:ra""!DU.gl('~~ tt"01ц~:(!"J сqд 7 М {"f . );\] ~ 91) dob1.

тe~u tr.1nedju ~~ 1. ~~i.~!iS!! tstoe Ј ute. !. 

э1r/~х + -oo22r • 1 • 

Otuda s]еб1 da je.na pr1mer, · 

соз х "'" t. Y·1-вtn2x ~ 
.. ' tj .~-1 $"1::\.ћ 1'tXk(;V8. ~8 1et:1m 11.!\.Ч~: .. О'ћ 

1majtt sY ·~g~ ~ve ~('.1~l!c1tФ 'IJ·redflost1 koje ~\1 .:mp·· 

o2.nacet~e . 

2° Yurik~1je ~Чl..Z 1 ~ зu perioдtёn·~~ 
tunke1j е (1 .. 9.) ~а. per1cdom 21!: ~ tj. 

stь. tx+2 n} • ~ttl % & cos (х+2 ft) • еоа х е 

. је,. lukм1aa 3. 1 ]...tЦ,. odgo•ara i~ta ta?!lra !а 

,о cof! х. је pa!.'Da,a 1!1!! ~ neparna 'funkoija. 

PYojekc1.j а · М:. ta~ke М l•1ka ,!; p~klllpa 3е sa 

· pi10jekc1jora }!:'
1 

t:ra(!ke ! . lukt.i ;.lt(т.s1~92).tj .. 
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ОМ' • 011' lot је 
\ .. 1 ОМ'' .. .. ом•' . 1 • 

,о . stn (х+ 1Т) stn • х, 

ОФ8 (Х+ ft:) • 008 х. 

Izllledju )rojeto1Je ta~ke ·. ·. 
talte • ~ 111-ta • 'it' ( . 1 · lata . х 1. ••••= . ~ ... t .. " • •·•1 •93> Ј08'о3е-

.1 ..... ,_ 1 О.!' . ~ • -С8'! • 

- о 
' ata(fL' •x)•8tn х, 

. . 008(11: •х)~ -аоа х. 

Izae4Jo »rojekc1J~ · , 
ta~ke ! Juka .! 1 ta~- . 
ke . &w lua f[ -х (тt-

. 0,1. al,. ':'-) »оа••Ј• · 
do••· ••••= • . 

e1DU8 
.,'ј( 1 ' 4 Т z Jk'l а t-a ta; 

trougla; 

еез х ? 

t.t-1 ' 

1 

·.-· .. 
-219-

C081!U8 

~ + 
4. 1Io. -

ect: 

1 .'ir.. 
~ tz -r 

1z troug1.a !131 

оо8 а 
2 

.Ј 

Ako Ј~ da' 1uk ~ nadJ1 
sve lukove ~tj1 3е staua 

' . 

а ; 11.!. -etn а 

--+-.....с.,_--< у:;....---о-1-- ~ ооа а ; 13Ј. -oos а 
1 sve lukove !1.11 Је oos1-

·. nus · Jednak · ; 

З4,_ оое - а ; · Њ. •ооа а- ; · 

: ' :. 1§.:. ,8111 с а ; ~ •81D. .• .. • 

Izraz1· рошооu· . .f!i•· х ; 1 · ооа ј ataue-• 1 

sledecth 1ttkoтa: · 

::.>1е. i- ...; х i n:. ·_·.; 3Ј + ·ж ; 2.0. 3ј - ж 
;_ ,; 21'_;·· '> ;t+ ~ -''5t ;· :22·. ~ ~.·,+ · 'f' ,. :~~ - а! :· \; ·;_ х · ~ ·11· · · ; 



i · 
i 

S!· . ·х+2 ~ ; ~ -х - ~~ • 

Ako broJ~ ~ C!ode.trlo _vredrюst1 k • 
ko11ko raz11~1tih vrednost1 1maJu s1nus-1 1 
costnuз-1 s1 edeJ61h lukovв ·- 1 koJe 

26. kJL . 
~ k1r . g_e. kf . 

~ 1стr - 4 
б 

---..... 3 • • ' 
~ k1r . 

~ kfC . 6 • 10 • 
~ N8 krugu polupr·e~n1ka 1 konstru1§1 luk 

d!Ja Је tet!va Jednaka nJegovea gos!nua-~. 

(1) у_ cr s1n х. Dov61Jno Ј~ nacrtatt d1agraal 

tunko1Je stn х u razmaku (0,21i") 111 ma kom raz .• 

mal<u 4ut1ne 21r , .1 er Ј е оvз :t'unkc 1Ј а _per1otl1/!na, - . . 

tako da se nJen d1agram u oзtal1m razmac1ma 

~ kon~~l"u~ntno ponav}Ja. 

Prema 080btn...,a б .:!(Н 1 !5°1 '1-0 ta~e о,~ n' , 

t 2 Т.:,., •• ,.,,. srad!ita вtmatrЦe tli'Ч!ra~~a ·OVe :t'nl\k

c1J•,tJ.de1oy1 1'11ka 1spocl X-oa\t au ро4uй&!"!11 sa 

~elovtae !Uks ~tag~aaa !~~аа Z·oae. 

~еаа oaoь!nt 6.2.(11) S0 ••~tltelne Jrave 

~ ~ ~ + ~~ koJe prola2a kroz tacke - _,-,- •••••• ео 
оее e11'4etr1Ja- tlf 'Ч!riUIIA, tJ .4oto lultoya аа •reclneett 

,.•.,. 
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~ ) podu4aran је sa odgovaraJ~c1m razшaka ( 0,2 . 
. ( 1С 1L )(fC ~~) , .... . ... . 1аа !'ezшaka 2• . . • 

dлveJ ·jno Је nacrtati dtagrsm 88DlO Prema tome ..., · - . . 

. . fC ) 1 kongruentito ga prenes1t1 (v1<11 · razmaku (О •т 

11ku 96) • 

Sl.9S 

Dt~ram rQDkctje х • s1n х 

. . . ,S11~no se dob1ja 1 d1agram (1'1) 1 • 008 х. . . _ С) 
.· ·-.- 14ectJattta tz osoьtne 6.2 .. (11)6 

tje cos .х. 14а transla-. . ru ove runtctje a1nueo . . 
al841 4а Је tltes :1r 

111 
za '1 u Claano 

torno pcmereaa аа 2. u leYe 
.('f .-sl.91) 

(t11) .1 • А stn(ax+b) • itav1rn~ 

2 r,:-t , ~~]L • > О, 0 ~ р < 1. " 1 ь • . -t;;..jl • .. 11. -r 
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у --~· . 

---------~ 

-
-~~-------------

: -:. :'.. 
. ·.:. 

sз. ·9? 
--~--- -'---- ___ ;, ..... ' .... ' . ~- , . . ·-~ -. . . .· .. 

.... ~.;;. .... . . •' .. ,. __ · 
•uwtC1Ja · 

1 

, . 

'' .. ' 

, ., , ", • . , ,. , А. •ЈвЈ U+b 1, • ~ ·~~;~"~~ Jf, ~ . рЈ 
lё "Ji8ii0dtl!ьa ае J>er1o11o111 Ј:, 1iJ .dui19JI talaea :,Ж}. ' 
f oi!1J.~ . }>roJ ·. talaa.a ,. u., Ј •lltllt.ot е~~9! ,ђ'!tita ,· tua:. 
li а 1•11••~ , ! . , 1 .. ,&о'!"е . ео .. 8111!111!ud.a·• т~ !\!li 'Jio!t!lj е '''оо 
t-,~, .. ,., 1 .... f.! : , ,1 • ••'!";rll•'• , ве, ,. а t •CJI<t ... •' l • I!T'+t .· ј '' ' 
. Ј Ј·'" · !а!.. • ,'':'R, ., ,.,t'!Qo .. POJIIeru~. r.•DJ8г.r-· О>:е •' , •... " 

t'W1ko1Je det Ј• na el.98 •• А. • l , Jl• ј 1 · '1\oi i ·'· ' ј 
Z.4•ot ~ ,,. '_г, _,_. ? . ' ,:·,·. -, ..• :::.:,:· ;· _. .. __ :_ ,:, -~-; .. _. ·- .::· -~ 

• '·'· .. ... . ...... г •· ,._. . . •.. • : .•• _, ~~ .• 

Жona,rutit cltaгraae tttnko1Jt: 
.. 

1.а. ' 81!1 х • 
· ... ~·-

' ; 

!а, ata 2х ; 
\' ... 

-

•223-

~ 
)'" 

a1n(x+-,f-) 

2.:.. Pokd1 da 

. 
t 

su 

~ 008(% - '1.> • ... ~ 5+3 atn х. 
nule ntnkc~J• s1n х 1 8У8 . . . . . . 

PrYOS rec!a~ 

. ,; . ... 

,r_ • 

.... ' .. ~ . 

.. ·:.: .. . ·· . . :: ~ >> < ; i ' 

" · • . .· . · ;u 8 fUьl<o138 . . ': ·. ' · · 
:· . · р "Oitdt 4а 811 sYe n . . .. --11 ·_ 1-еоа х 

2 ' 1 1R Х • • 2 . Х • ~, •. 81!8 .. _..~ · . 8- . . tax;~ooe • .. . • . 
L.. . . ... ' . 4-·•оа :re4a. . ··' . ··, ;: -.~ : .d . о. taa, . k~ns tn.~ 

41t'6Q .. . . .... th 4•1• z.a а . ~ -. : . - · . .' :' :' . . . . . о :р!'8 о ~ ... ' . .. -
.... , !o,cl .• ~~ r~l!una . • . '·, , .. . 
. ·• ' . i( ' Ne .. f1mkoЦ-,,~ . .. . ·•. •: . . ' . t~t ~- ,·. -~ .2 ·.::. ' · . . ~~- ·. ооа2х • 14, V eta · х ; 
њ_ ella z 1 ~ · 

51.98 •,•·' _,, 
. ~ : ..• r • ~- ·=. : •·-- · ~- , ~ ·, ·-· . Ј. : • . •• .•. •. · 
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16. fi·atn х ; 1f. {1-еог х ) 1!.о:. V2-в tn х ~ 

11:. 5+~a1n х stn~ х • 
SaЫ~anJem o~1nata sk1c1raj d1agrame 

runko"tJe 

~ s1n 2х + э1n Ј ; ~ s1n 3Х + сое ~ • 

н~э 1 ·grat1~k1 jednaltne: 

~ s 1n х • i · • !h a1tt :х: • 2х ; ii:. stn х • .~ 

. х 1 
25 ~ s1n х • 4 ; ~ 2 s1n х • х-1 • 

~ KonstruHa d1agrwn f'unko1je koja nastaje 
kad з е kroz sv·вku taatru Е tr1gonometr1J skog 

k .t'Ug ~~- povu~e parsle] а sa x-osom i ос! te ta!ke na 

desno preneae na nJu duz1na 1uka АЫ. . 

Oc!re41 gra~1~k1 one razmake ~-а za kcje је 

Slh, 2 С08 Х + 1 > 0 i &2.:_ ~ 008~ • Э:>- 0. 

6.4. У u n k о 1 Ј • tangen,,i cotancens. 
. ' 

{ 1) t .ansens 
dui1 1 АТ, tj ·. 

1uka ~ је a1gebarska vrednost 

tg х • .А.Т 

Pri tome Је luk АМ • х, а ! је ta!ka pre
seka produtenog polupre!n1ta ' ОМ sa or1Je~t1sano.a 
pra'Yom AI koJa dodtruзe tr1gonom.etr1j8k1 ICrug u 
po~etku А (v.e1~99). 

ic _ 

Sl.C}9 
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f 8 

:Ч 
1 
1 
1 , . 
:~ 

cotg х • ВТ0 

1 • 

(ii) Iz ov1h def1n1oije ~)edt: 

· _1 о Funkc1З,a blL!. n1je def',1n1sana za .f '. 3.~ • • • • 
. · (i';' • р 1 tome (v .rs1 .q9)tac-

e. !!!'!!!.....!. za. О , jL • 2 J_L , •• • • • • r , . . . , . 
е М'' 1 М''' se рr1Ы tza-vaju ta~k8118 ~ odnosno ». 

ЁLI'!:nentr ma.tдt'·1. ~i:ze 15 · 
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tg х-* оо kad х -+ Ј :tO 111 - i ! 
соtг х _,.. + ~ tact· . + . - х -+ .. о 111 · Я' +о - . 

2о Iz sll~nost1 trouglova ОАТ 1 омм_ ----, tao 1 
trouglova овт . 1 Qli с . 2 aledt 

ts х . · s1n х соtь х' соа х 
еоа х • о •strt х 

tg х • 1-
o'olg х 

3° l'ttakotзe t .c х 
:pertc>doa · fC : 

ta(x•fiJ • , г х. 
ootc ( Ж+ fi') • еоtв ж • 

Jtr •• ta!Jre sa Iu~nt-. otstojanJea х 1 ~ 
Dalue na tsi · ·· · · ~ . - Х+ JL om pre altц trtgonometrttstoи L ., о к.ruga. 

Zl. 100 
.... . . · 

-2'2/-

tg(-x) • -tg х, cota(-x) • -cotg х. 

Ovo sle41 tz оеоыnа 2° keo 1 tz sl. 1-CO.J.er 
. 

~.rr • -•т' 1 м0 • -вт~ 

s0 '8 ( Я' -х) • - ts х 1 
• 

81.101 

OYt veee elec!e t• ·oao.,tna. 28 t 6.!. ttt) S
0 

1~ s11ke 101,3•~ 3• 

АТ'·· • -АТ t ВТ-' • -11! . с о . 
6° tg(x+f) • -oots ~. cota(x+f) • · ta х. 

ОУе 'fe~e slec!e ts оаоЫhа 2° 1 s.2. (111 tfJ 
1 1z sl.1 02 ;Jer Је АТ' ::.-ВТс ј ВТ ~=-дТ 
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>Тlogu se вvе t 1 
runko1Je Ј • r gonometr1Jske !'~unk.~1Je 1zr.azi tt 

eune od nJ1h и . ~ 
.ua pr1.m~~~ato etav!mo 

tg х - t .· 
dоЫЈато 

1 

s1n х - t 
у;;~--

1 • cotg .х -t 

U zade.c1ma б.2.1-? ze.men1 s1n 1 oos --
1 cotg • .§.:.. Ako је oos 2 

а .. ~ 

·' 
1 ootg! ~а dve . deo1ma1e ta~no. 

0~1"ed1 - - tg х .1 ~otg х ako је 

odred1. 

z~\4ac1ma б .2, 1 0·3З zamen1. svв.gde !.,bl! sa 

1 ~ ва oots. 

__ .... ....__ Na krt18'U p()l111'~8CS!i1ka .1 octt-et!1 lu!c ~1Ја Је 

· ~ettva jec!nake. njegovGm ootap.gens-1;!. 
р 

tunkc1J~. 

tg х 1 oote; .ж .. 

(.1) L.: ts ~. Kako Је pe-rto4a. taakotJe !!....! 

. Ј• tloY•J.J~• k~et.lfUieai- ·1 418Cnll 

е :runkc1j е u .1 (3dnom •":'ezn;ak·u dui1ш! 

~azmakU ( w:i- i1 + 1_Е •. } • 
. G С 

, na prim·er 



i 

'·' 

' i 

U razmaku 
r~8te Od .2 40 

1 
1 

1 
f 

Ј 
Ј 

. 1 
l 
1 
1 

: 1 
,-. ----- 1 
1 --,---

у 

: 1 
- --~---

1 

Ј , 

k. о 1 2 
. ' , 1 • • • • • 

( v • s] .1 03) • 

' r . '· 

' ' 1 1 
1 1 
1 1 

1 1 
' ' 1 1 
1 1 

' 1 

1 
1 
1 

1 

' , 1 

• 1 ' 
-·---.:. __ .Ј 

1 '---
. f 1. 

1 1 
1 
1 

' 1 

--,-- ______ 1, ' 

' 1 
1 1 
1 

- ·-! ., .... ____ _ 
1 , 
1 
1 , 
1 
1 
1 

б.4. 

Ј!оtв х -
ое ova.j 

' {: 

' trartelatorno pOJner1 za f u desno 1 nacrta nJ еnщ 
s1aetrtaиa tr1va u oc!ncsu na x-osu tv.sl.1Cil-). 

1 
1 
1 
1 
1 
1 -
1 
'---
' 1 
1 
1 
1 

~ 
- ]L 1 

•1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 +fl 

---.,-------_Ј __ . 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

1 1 
1 1 1 

1 1 
1 1 

1 ' 1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

--- -·------- -t---
. ' 1 • 

1 1 
. 1 

1 

1 1 
1 1 

о; 
1 

' 1 '-------.. ·-·----1 
L 
1 
1 

' 1 
1 

' ! 

---~-------1--~-·-1 1 

1 ' 1 1 
1 1 
1 1 
1 ' 
' 1 
' 1 
1 ' 1 . 

1 
1 1 
' 1 1 .1 

' 1 ·,' 1 
1 1 

' 1 
' 1 t 1 ----r- --·----· 
1 1 
' 1 1 1 

: 1 

1 

' 1 
1 1 

Р1'88а tOJDe pra•• х • tk fC • k ~ о, 1 ,2, su 
•ert1ka1De aetmp'ot~ ttasrema runkctje cots !• 

-· 
а eua ћmko13a aonetcoвo opacta ос! + .оо 4о -оо -c!ok ж raete ot ~ do ~ • 

"(111) 1. оо: х 
ot3a оое х 1 a1n х 
t oa~a~avaJu •• •• 

leo1)ж-o~ne Yreonost1 runk
&OYa •• аеоав• 1 Ооа~ 

••о х • 00~ х • ooseo х • eli х • 



l 
! 
i 
!· 

. Sl ~105 

I za n.J fh motemo na trtgonome't~1Jskom krug11 
nact odgovaraJuce dut1.~ato Је fv~s1.10S) . 

OS •', вес х , а ОС 8. eosec х ; ovo sledt-" tz 
зl.2~лc~st1 trottglcYa OD' 1 OSA ottnosno Olllf' '1 ОСВ, 

Ako puattm.o da se -са~а:а ! kk'ece ро tr1go11o-. 
metr1Jзko~ kru~,n• oanoтu gornJeg doЫJamo nepo
вredno d1~gram runkc1Je 

у • а.ес х 

+~·с ~- . k:OJ! 1me obJ1k DJ1ke ,Об.РrаУе х • -~· ± . ••.••• 
вu DJegoye vert1kalne as1mptote. 

Ov~J d1agrao mozemo uostalom t!oь.t. t1 1 1z 

1 вес х • 
008 

:r 

--2}3-

Sl.1C6 

1 
. 1 
f \\ 

Foka11 4а Је 

2 'С•2х • 1 вес х - о 
о 2 00'&2% - .1 ; 

8 ~ соаес х -

ruвkctJe od t•tg ~ соаее ж kao . 
. · .L .. ~t~rame. f'tl!lkctja 

·i&. lzra~1 sec х 1 

, 4 • ХоЗ 1 Ј е medjuзobь1. -- po1o;trta_. . . 

у - tg % • 
. 1 у • sec х 

1h na 1stoj ~11с1о 1t + . fC ) ? NacrtaJ razmaku (- 1Г · 1Г . 
. . ~ h ~е1З&· ... ie.grame sledeu1 _ кonatru1l!1. "' .--

. 2 \jtg х ; х 
tg 2 ; . 

. . х 
cotg 2 

tв 2х ; 1...:.. ts х ; !.:. 
ь . 2 • 

'
. 11. aotgx, . 10. : CO'S ·2х -.-



i ' 

1 

... 

1!.:. . ..Ј ce>tg х · ; 1:1:. sec ~ ; ~ see 2х ; 

.1L. 8ео2х ~ 16. V sec х . ; ј2.:. оеаес ~ ; 

~ Isp1teз grar18k1 reAeDja je4иaatne tg х а 

6.6. А ~ 1 е 1 о D е t е о r е а е 

s1n :r 

{ 1) Obrasc1 kсЗ 1 1zn.tavaju stnue 1 --..;;.;;;.;;::;;.;.: 
zb1ra ]ukOYa х+х poaocSu stиus-a 1 coa.tDua-a lukov,a 
&! х zovu ае a41ctone teoreme tttnkc1ja s1n х 1 
008 х • 

Oznaeimo 8а х 1 'Qk AJI а а а х ].Uk D 
(v .а] .!1) .Bez ograвteenзa meiemo pretposte.v1 t1 

. ~ 

•• evt lukov1 nalaze 1zmedju ~ 1 ~ ,Jer na о 
osob1ne f'ankotja !!!! 1 СО! na.,edenth u 6.2. mo! 
•• u"fek trtвe••'trtjske ruвka13o ~tegatt-mth 1 
~е61Ь о4 ~- sv•at1 na t~!gon.-e,r1jske rttnte1je 1 
kove. k•З1 se nalaze 1ne4ju _q 1 ~ · • . 

Iz troug~••a ОР& 1 OID' (•.а1.107) 
} '. 

ОР • оеа Ј , П • atn 7 ; 

RN'• а1С(Х+Ј) 1 OR' • oos(z+J). 

S1 .• 107 

Dalje Је 
NN'• NP''+P!'W' а NP cos х+ ОР a1n х • 

.. stn 1 cos х + сое 1 sin х . ' 

.. ор с~~ •• PN s1n х • 
ON'• ОР'- P'N' . VQ ... 

.. cos~ J cos х - аtи у s~n х • 
· 1 4 s1n х 1 соа х• 

~•3• adtctone ~еоr.шё runke ~· 
. •1n • cos v + stn у cos х ' 

ain{x+J') • ... ... " 

008 
х cos v - a1n х a1n 1 • 

ces(x+J) • " 
dob1тen1a те~е.mа za~~enimO 

tii) Ako u gore 

v аа -:L 1Z 
• sin(-J) .. -a1n 1 

сое\-Ј) .. cos 7 1 

1 Za. 
r•z11kU luk••• kФЗ1 glaae: 

eьraso • · . 
atn 1 со• х 

.aln (х-у) .. e1n х ces 1 -
... a1n х s1n~. Ј• 

сее(х~у) .. cos х с•• 1 
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'.('111 Ј .Ako atntmo 
daJu t'unkc!- . · . , У • х obresct 1z ( 1) Је tzy. ~Yoa•.ru•tь 1 

- • ~ uв !!! ! to: 

1 

• • 

atn 2х ·• ~ stn х соа х 
сеа 2х • соа2х - •tn2x 

Ј 

(11') Iz отог' ])О8Ј еаnз - . 
· eg ~ьrеаса 

сеа 2х • -. 0882r _ a:tn~ 
. t 

1 
• ~·•2х • •taгr 

Ј 

соа2х • 1+с•• i! 
2 ' Ј 

Jadaet. 

ZnaJucSt . 
•!д 1 соз ---
2. -

ос! 3Оо . 1 4So tzral!ur.j: , 

"tn ?&;; о . 
'Ј Ј 4-. - ciJa 7.5с; • 

/ 

Dota~t ·aleclede 8bhsce: 

&1!1 ж .,. еФа . ж • 1[2 f 
2 cos ( • х); 

r...· 
1 •Ј - 1 2 (n •. х) . + s n х = , s· n 4·: ·· ~- - ; . 

- s1a Х• 2 s1n2 (f- Ј> ; 
я~ . .~.r: 

81D (~ +. Х-) ' 81D ('6 - Х) • ОФ8 
. \. 

х: i 

008 (~ - , х) + . соа 
~ (1 +х) • ata ~ z ~ 

088 т 1r . (Ј + хЈ · . .. ооа (;. - х) • еое ; х ; . 

ela (~ + ж) - ata- rJ~ - х);_: • . ,_ st:Jt'· z ;· ј 

IJ ···'х -, ..•• z • 

• ·l:L. 4 ata .... x • ~ • ·1·• ж - -at-a ·3z ;_ 

Ake је · Х+Ј+·& • fi', Jctakai1 _<Ја: .f ,e: 
. 1 

.·· l.i:. •1a:c!z+at:a2
y+s1a2z • 2. +· 2 е.оа; х ооа ,, .. cos:, z; · 

1 



\. 
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·il.:.. •111 х ... ata 7 • et• ~ • 4 •.t• t ооа f 088 ~-

ii..a. оо8 х ... о•• 7 - оо• z • 4 соа ·f ·••в f ••• ~-
ila. .Ate atavt.aao 2 оо8 х .... 't + t pokalt 4а З• 

t • о. r е 1 !' 
ts х oots х 

(1) Iz vezo 6.4.(1) 2° 

1 eot_ g х • оов х 
8fa х 

ala х 1 oos х 

••• tc!x+7) • :~:f~:;J. :~: ~ :::: ~ ~f:; :1:: 
••• cota (х+7 )• ·r· fx+xj .. ,,. ' ••• у - 818 х .. 818 1 

• • %+7 • • ж ••• 7 + о•• х ef• 7 

• • • t ( ) tg х + tf 7 г Х+Ј •1 • . tg xg 7 . t 

. eets fz+J) • oetf х ••ta f • 1 . 
. оо ~ % + •• g 7 

(li~ Ako u sornЗ1m oьrasetma zameи1mo ~ 

-.х. ~оЫјаmо oЪrasce za raz11kU ]ukova: 

i 

ts х ... ts :t 
tg(x-y) ·1 ... tg х tг 1 

cotf х cots { + 1 
cotg(x-y) • со g у - со g х 

('111). Ako u obrasclma doЫven1m 1z ~1) sta
• ostruke lukove: Ј • Х do1J1J 8JDO obras~e z~ uV 

2 ts х ·cotg 2х • . cots х - 1 
1 2 ootg s 

1 - tв2х .. 

~~4act· 

ZnaJuct tg о~ ~оо' 4'"So t 60° izra!unaj: 

о о 
~ tg ."о . 2. cots 1' . • 1.'-. tg 1S . • • -

• ~ Pokal1 t!a se st11 х , с оа х , 

... 0 х 1 соаео х ~г х, oot& х, s'I;IO 
х 

1~raz1t1 poao6u t • ts ~ · 

Dokd1 da је: 

mogu raotona1no 

'& ~ ~{ 1 ' 
ka4 х- :!О 

L. ·i ka4 . · Ј •о · 
-х ' 

%-Ф - • 



. \ 

-24о- · 

Izvedt s1 ~ е е6е obrasce: 

!!:.. tg :z: + cotg х · · . ·.t ' 
· с. cosec г.х 

.2..:.. te х - cotg х · 2 · . 
· • eotg 2х • 

х-+о - ' r,.,. 
r ....... ~~ ~- о. 

• 

10 .:..::.t. 

' 14.. 

1 + stn. х 
cos . х-· · • . 

.1....!.. ts х t:":-1,. -
1 ' - tв i :11: tg (-4" + ·> ~ 4 

• ootg (~ _ хЈ ; 

Ako Је ' 
X+y+z • ~L . 

~ ' potezat1 ~8 Је : 

t~ :х + t g . у ·. + tg z - t.ao 
Q х tg у tg z . 

' 
. 1.2.:.,ootg :х + cotO' . . 

. Q У + cotg z .;. 
cotg . х cotg v _ " с-оtв z. 
( 

. ·~ 

-24-1 .. 

6.8, D 1 а s r а т 1 ~ ·1 о 1 е ~ 1 h t r 1-
L. о 11 о • е ' .. f t. 3 s k 1 ј! . t 'Q n, t о 1 ~ а 

(1) ~о 3е иеkа fuвk~13a eata - бb11ktt zЫra 
p~izvG4a h'e311 per1o~tekta rauc!3a sa tstom 
o4om,4&velJDO Ј8 kODetru1sat1 njen 41agram za 
u pertotu.Prt tome treьa najpre tsp1tat1 да 11 
1zra~ kоЗ-1111 је data !"UUt'tc1j а acle uprost1 t1 .• u 

se 4te~r81D date ћmke13e kemstru-
1z 41esma nзett1h sat>1re.ka 1]1 raktora .. 

Pr,(1). у • 8 stn х+ ь cos% 

Iz s1.1йe,gde је ом • а, D • Ь .~ .ACII • х 

IDf -L С8 sle41 da 3 е 

о s1n{x+cX)•Olf'~ al'+ 11'В'• а s1n х~ Ь cos х, 

• Је 

1 
. ь 

tc о(. а а 

-Datle Је 4~agr88 eate r8Иke13e tak~dJe stnwset4a 

е а aat11 t't1d08 Vа~~ь2 1 tа.виоm raz111r6a - ifr 
' lfJen t .Gk- 4A1:3am.C (v.81.109) ako pust1mo d~ se 

trou1ae 01111 оЪr4е otro te.cke о.. .~ 

• 
е • . ., -1-u 

· ЕLетеп ti mat. iИialize 16 . 

., ... 
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--------------------~--- . ---·-·· 

81..108 

---------------~-------~-

;' ··· 

у 

lfa sl.110 dat1 su d1egraJR1 ћrl1kc1ja 

u(xl• u~l 1 ~txl 

Зat1ran1 deo 1zae4Ju t1agrama funkc1Ja 

1 v(x) ave~en је u s1.111 na x-osu ~to 

~1agr811 tauctje у(х). 

_, 
51.111 

lf• (Ј) • Ј • 4 aia ж a1D (:x+f). 

Is ob~esaca S • i. ti) 1 ( t·t) аа ео.. ••tra 1 

· ~ultta · 11&ko•• a1ett ••••t•aaJea .. 
aia а at• ь • i е~(а-ь)~ i со•(а~ь)~ 
h8ll1 \~е Ј• 

i • 4 eta(~ f) S"ta z • 2 ео• Jt -2сОа(2х+ i<) О 
. . 

• • · i. 1 - 2 ооеёаz•Ј) .• 



; . 
1 

. r 

• • • 

.+ _к 
1 .t•X Т 

u • -2 соа .2t 

D1agraa tunk~t~e a(t) 4at ~· иа aliet 
а 1z nJ _,;а llepoertн1BO 8eb1.18IIO tltagru ћп*О13е 
Ј(ж) traaelaetJoa koerttиa,вec etвteaa •• ~ 
4агnо 1 аа 1 ва 4о1е. 

u у 

Pt. (4). 1 • at; l '' х. 
Xeko 3• . 2 . 

1 • ii! t . 800 z - ••• ж 

'' о• 016Creii aate nmtet3• u ~•*••ь r• ~ ,•ft) . 
4&Ъt•• ta&. lt• ~· ,. pr1kasaae аа a1.11!.Piiae\l-

м ta 1• Ј(•) рааа.а 7Cz-f) ».e)araa nnat•t~a,t~. 
&-ен ~· ом sllletzot,.,a 'alta х • ,. $• aмttlta 
aJ.Jn~Uf~e ьјаDО& ot~~ •. 

~-- · . ,. ___ , _ ..... ., ..... ~-- · ·· · .. -······· .-_ ... . : 

,. 

/ 

·-- ----f-- ' . 1 
\ 

. . . 
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х 

. .. 
' ' ' ' ' ' .. . ,.._ 

81.114 

'"/ / , / 
// "_;", 

. ~ 

peri0(}1~De f'aиto!Je аа · !'8&2&18 .]tertoc!ama, tre'Ьa 8 
·· pre koaet"taatt d1agraiD neperiocJt!Jte ћlиkts1J е, 
nesьo оае peri~dtiвe r.akc~Je ~13а 3& perteta 
1 ·~ene ordtnate )ertelt!ao pe'f&6avatt,oaвode 
smanJtvatt sa orttвate 4rage tuake1J•t~.a1.11S). 

' \ 
Ј 

у 

81.11S · 

'31r •Jtjt 1 . 1 1 
. i ј 1 

--·--1-----
1 • 1 
• 1 

.. 
. . 

-2Ч?- '. 

t1t . 

81..116 



., 

1 . ђ:. l%1. !. • ata z + Ј ata ~· 

Jruo ћшЈсоtЈа а tx) • ata z t•• )el"f•ttu 

2 jt' ,а t'allkOl3a Yfz) .: Ј 8111 •z taa. )ertee-a 

•• 4& 1 t'allkotJa 7/Z) bttt perte~ti8aa •• perte~ 
•• .tft.. Oall Је 118P&I'Ila,~er 1111 u (z) t Y(z) 
ae)la:me rauct~" 1 а~еа ttчro u rUIIIalnl 1-1r ,+ ' . 

«.Ьt3ttae &ke •rttaa~~· ~tasraaa tuatotJe utr) 
Оеееа. •WI1nate etaгrUta nuttot3e Yl>t) (У.а1 .11 · 

у 
si. 't1 х 

11.117 

ttUJ 
Ј• 

r.• 

e1at!k10 • 1 • 

~ ~·!() • •1 S& 8Yak8 е1а (t2k JL + ;;~r 

'· 

ai .. 11a 

...... о 1 .2., ••••. .. . 



-~о

'''<§Ј~ z.= 1 f&n !• 
Ј'(•) . је )arna n.nkot.ta.Kuo Је 

7fxJ rv х2, ~-+te· 
to se :1 • о nula t 

tuak•tJ• aeatruзe ;::::г »eta,tako са •taarea 
tome atalno 

1 
. • pelett.,aalase41 

(v.e1.119). ._.,. pra .. tJl 7 • х 1 .7 = -ж 

у 

21t 3 

.... 

81.119 
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.. (С)) v 811 ж 
~~;. • f# • х 

Ј(ХЈ је \)а~а nmketJa.Kak8 З• \JtX}' <:, 1 
· 1сх)_.1, x-+tl, \о •J•n 41qram preseoa У-••~ 

za 1 • 1, 1alaze6t se sa eet-alo х tuea•u ћ1-
1 1 - ~ 

p•rbola 1 • i t 1 ~- i (v.a1.120). 

~1.120 

Za4!~1· 
Sk1o1ra~ 41agraae ru~a1ja . . 

1.s. 111t
2x оо• х ~..s. ' 008 х ... ... s1n х 

ъ 81!1 х 4- СО8 х; 4. ; ооа2х + - stn2x . 
• -

~ etn х oos3x . ~ '1 х + 4 ootg :х • • 



i ', 
ј 

1 
С . 

.r 
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~ еоа х + ~оа 2z ; · ~ ata2z - 2 еоа z ; 

i.. ооа z оо8 (z + Ј) ; 12.. -••• Jr: ео-. х ; 

l:h~; · . 1+tc х JL. I!D f i 
1+ооа% 

..!1р :ж соа х + 1 
сое х • 

' а!и х + cos r + sfa х oos х • 

• (1+s!n х)(1+соа х)- 1 ; 

~ 2 afu х + 81& ~ ; ~ 3 ata х + ооа 2Jr: ; 

.!!... Jr: + ОО8 . х ; .l1t. ·,;;. 8JR Jr: ; 20 • .....!.,.. 81n z ; 
· 1+хс 

z- - tг х 

.S.:!.:. 8tn
2
x(1+cos2x) ; i1:,. Vx sfn х • 

~ rx ta!ka R POYUeena Је ~~ СА • а kOJa 
aaklapa ааао ~ аа ortenttaanOIII praYca ,gx. 
ra ta~a ј JOY1tl!ena Ја с!Uй .&11 • Ь ,koJa 

. 1 . aatlapa naae 3 •• procta~anJea c!ult ~. 
IapftaJ kato 8е ••Ја Pмltkotja 7fX)•OII' 
c!alt oa.na orteattaaaa pravu or, c!ott 3 

Yartra Ос! R с!о г.зt ·IYidt Vetьa 6.11.9.) 
(Y1d1 a1ttw 1а1). 

-2S)-

-- ..... z 

у 

81.121 

6.9. r ч.~ . • а 
t . •roas соа.вu 

k с 1 Ј е arous §1DU! 

. ~ 1Ја r(x) ru,~eije !1! ! ( 1) . IDYerana raAo . -
!t О1А ' t•rtntaaaa Ј• 3•~na в 

. .,, 1 • х ' 

•1"Ј! 1 ona~na •• zo•• •• arcut = (-
1

) 

111 7 • atn х ' 1 • aro atn х 

• 7 • are ats х. 81D 1 • Х • • 

81!nl8 jd118k z. .Ј,.Ј• 1111с ltJ1 Је . _ 

_· , 4а' 2• ••· alJ . 1.! . џо 811 х - -mмru t'allke е . UJ:iba stmsaotc!t 2Z t ~е IJi.тa ko;Jt 3е •18 " о1 1 · • 0 . 
- . . " х- х. 1 Шotu •• Pl'! · 

8 
a'ro atn х 

...,.. n4tao аа 3• ~13 Ј!_ ~.;:.:o---
Iz al , 1с::с:: . . ( -1 • +1 ) 1 4• •• sтako ~ .. ..., 11 ren.an lert.a-• 
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Ј 

' 1 , 
' , 1 
1 , 

1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 , , 
в 

/ 

st .122 

. ,. 

-255-

o:v·-. жQai.llka оаа USJaa 'Ьe~Jn'a~I(O 11а088 Yl'e.110at1 
•• k•.1 t• .. ..... ..... aalale ~~··~- . ! 1 ~ 11' t а 

·. oatale •• ras11Ь1J• ot ovth Yretnoat1 sa t c!Fзf , 
k- 1,2,,, •••.•. 

. 04 o.Yih lukeva аУе&а •• ~•ctaa 11alu1 tzaectj• 
- ~ 1 + ~ • ТаЈ lut Ј• ectrec13ena 1 ne,rek14na · 
t1anke1Ja I·• u rauaak\t (•1 ,+1) ,toja aoaotcma ra- i 

ate oct- ~ •е + ~ 4ok I. raate е4 ·-1 to +1,1 
со•е •• sl!JU •п••••S tpket~o aro ata ~· tt• Је 
оаа r.ate1Ja k•~• •• •-tln• ••••as..ova Ј84 aaake~ 
аь f11 l• а •Ј•• Ctaaraa Ј• Jre,atavljQ аа al1• 
е1 122 lu•• о« take А 4о 'alke 1 . 

1 • arc а1а х za 

о ~о _ • 1 ; 1 Х•О; с: ... 

claua •":N••••' з• 1 • о. 

2° ue ata . 1 • 1 + 2k n t k .. о .1 ~·2 t ••••••• 

glana -.re«noat Ј• 1 • ~ • 

•• Ј '{ 1+. + 2k п-. б t 

'" ata i= ·r.:o. . . 
. sд + 211: ј'( ...... - . .. ·. 



(11) In.,ersaa f'unko1Ja ,-(х) tunto1Je 
19!.~ de1"1n1s~a Је Je4na.~1nom 

108 1. х 

1 obeleiave. ае а е 

1 • &!"~ oos х 111 1 .. eos(-1 )x . • c!e.Jcle 1z 
808 • х • are cos х. 7 • • 1 -

lfjen ttaгri1Dl C!at Је na el.12~.otue!a s1ec!t 
4а Је 1 ru~t•1Ja •l! toa х 4ertntsana samc u 
raz•attt (-1,+1) 1 4а sa аУе 3 toga ._zaata taa 
beakraino &nQ&o vredaoe,t.nJ•na. &laтat тr.enoat 
na1az1 se 1Uet1Ja ,.2 1 [ ; to је najaaraja poz1-
t1Yila Yrednoat СК~ ,are eos !_ .. Olla monoteno орае!а 
е4 ff . t1o ..2 C!ot ~ raate о4 -1 4о +1 •. ~о Ј• 
cteo d1aгrama na 8l.1l),toJ1 ае. nalaz1 1za~Ju ta
~~a А 1 1· 

(111) lz Je4nal$1ne 

••• еое( Ј- Ј) • ata 7 • х 

• • • 1 1 •.•r• 81!1 ж, 

-2.57- . \ 

\ 

El~msnti mat. analize 17. 

' ' 
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f. 
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·'' ·, 

-гsв .. 

Datle 1ZIIedJu Вla1rnth Vl'ednoet! OY1h ............ . et~a postoJ1 veza 

(v.,1.1M). 

Za~a•!· 

4. are oos х rv vг.- (1-х) 112 tacJ 
х ~1 • 

nepal"ne : ХоЈе su о« slede61h tunko13a ~~··• koJo 

. -
2.... aro stn ~ ; б.._ aro cos х -Ј ; .Z.. х arG etn х 

Bae~taJ · ~и-агrате rankotJa: 

8, '/arO eos х ; ~ (1-x2 )aro stn х 1 

• 41. z are stn х • 

6.1 о, lu n k е 1 ј е arous tщen.! 
1 - a:Joeu$ !оtще71; 

(1) ~er$Da taakctJa 7lxJ ~81Је tc Х 
dertntsana 3е 1edna~na. ts _7 • z . • 

.· . ... ·., •... · ··--- ·,;;.::_ - ._ ~ ........ .. _. _____ · - -----·~ ...... . . 

' \ 

-2S9· 

у 

' r.:- ' • 
\ .!!:~arc St.Т1 Х 
\2 

' ' ' 

-arc бin А 

_, 

' ', 
' , _ 

81.124 

/ ' 
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у • arc tg х 111 7 • tg(-1 )x 
tj.tz 

tg у~ х .·о 7 • aro .tg х. 

Iz ~1agrama tunko1Je ts х v1~1Шо Са 41a
gram ћ::nkc1Je !!.2.-~ 1ma ob1.1t e11te 12S. 
4а s].edt ~в. је funkc 1ја. aro tg х 

$Ve vre4noзt1 .!."'' е. 1 da 1Jna beaJtraJao mnogo 

noзt1 koje se sve me~juaobno razlttuju ~а ~ ~ , 
. , 

k • 1 ,2, •••••••• • • vms. koJa 3е ро &Jsolut»OJ vred 
~ost:1 najmanja· n.a1azt зе 1r.medJu· - ~ 1 + ~ • · 

То ј е . il~Vn8; v.1.:~~дg~~ tunk:o1j е f!rcus ts х ; 
ll ,... . 

оаа mo)iQ~OAo raste сн.1 '" 2 do + ~ dok .!. rast 

od ~ do zoo_ ~~ prave 7 - ~· ~ su hor1zon

talnз aslmptote njenog d'!agrama. 

·(11) Invorsaa tunkc1Ja Ј(х) tцntc1Je 

ogja х Је 4er1n1saDa JedRa!taoa 

Olia se zov• 

ootg 1 • х ; 

aroua · cotanaua • 

Ј • aro ootc х 
tJ.1z 

ootg у • х • • • 

111 

1. obelelava еа 

.1 • aro ootg ж • 

1 --t--------·--- ' 
1 
1 
1 

' 1 

-----' 
1 1-------

-261-

/ 

1 
1 

' -/:":' 1 
.:?. )t . 't ---·-- -· 
.1------·-г,- -- ---~--

• ~..........--
• 1 . \ 
' 1 ' Ј ' -----------;-г 

1 1 / 1 1 ' 
tgx l . ~ _/"Ј-:.1, 

1i: . 1 1,/ · 
1 -.;- 1 ·- ---~--------' :~--r---;л:-~-
.Ј-------- 1 / ' ----- 1 . / 
, 1 ,- ' э.rс tgx 
~ 1 /. \ 
t /' 1 
\ 1 ~ __..,.. 

---~Ј\~. ~----~~------~~г----- 1. ' о ~.,. 2. 
/l 1 

7,' ~ 
/ ' 1 1 

' / 1 rt: ' 
'/ -ђ 1 -·---' 1, -:=-------,---------......-.... -__..-_,::..--·t-- -- 1 ---. ---/· t 1 t.,;_./" 

, 1 1 . "......r1 . 
/ ~ 1 / ·. · ~ 

/ 
1 1 ~ ' ' 
1 1 . 1 

, -R . -~--------t 1 ----- _ ... ~. ~·. -- . ' -----,-r . .... \ 
1 ' ~ 1' 1 

~' 
. ~. 
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Dtag1-.u ove f'unke1Je dat Је na а] .126.0na 
1•а beakraJno m~ego Yre4nost1,a nJena glav~a 
aost Је . ona koJa se na].azt 1zme42Ju о 1 :1~ • 
6na monotono opada od fL" . 4о о 4oi" ~ raste 
oct· - OQ cto + е>о • - - -

(111) Iz Jedna!tne 

i' 
cotg ( ~ - Ј) • tg 1 • х 

cloЫJamo vezu -1zmeclJu glaYniћ v~ednostJ t'unkc1Je · 
!fo is х 1 arc cotg х koja glast 

arc соtг х • ~ - _arc tg х. 
Zadact. 

Pokai! da Је: 
aro tg х + t1 7 := arc f-* arc 

tg 1 . • 
2. - arc tg ~ + arc 1 ]L 

tg Ј. 4 • 

.lt. arc tгх:....х ta<! х -+0 • 
Ј 

!.&. a:ro tg х + arc tg ~ • t ; 
~ aro 1Т 1 

za veltko tg х ~2- х 
х • -

Хо3е 8U ос1 rantretja parne а koJe D&])arne: 
б ' aro tg х . L. х arc tg 1е ? ~ - • 

--------------:--

-----------------------

- 3јг, jt 

. -- ~2t;'r'. ' 
. ~- Ј~ -------------------------------

s1.126 
/ 



1 
i 
i ' 
! 
t 
1 
i 
' 

§... 11 • v е & ь ...!l· 
Pok~t da Је 

оов2 1t . г- V2' 

"!) ~1112 Jr. ~ ":Т . 1.1- ~i~ 2 11'" .s.:. Q 12 • • • е . ; соа ~ ~ 
в-. -4 - , 

.. .t .. ,_ в\li~ . ,· 1r . r:-
tg 1'2" .. 2- v 3 ; 

tв ~. с v2 -1 }{ fi -2Ј, tг ifт~ r v2--1, r ~ Izvedt оЬ~зсе 
s.t.n х ... s1n 

2 вtп ~ оо~: 1jz 
1'• 

etn х -
81Ј'Ј 1' .. 2 008 !р stn Т COs Х + 
оо в у. 2 со а ~.t oo.s ~ со в 

Jr - cos 1' = 2 stn ~ stn ~z 

-26S-

81.121 
1 ..."..А~ • х 

1 ~ ОР~ na . .1• Oll • ' trougla Ne. 8
1.125 v·ri1nu 2.:. . x;avaju61 ро . . . . tzr&» ~ моN • Ј· ; ' okaz1 da Је 

na1rina.,p . - d.va (; t v 

zЫr 

' tg х + g 1# 
s1n_l~1 
-- сое У ·cos х . 

оЬrазсе za ane.1ogne 1 .'! ~1ri izved1 lukova ~ в11~аn na cotansensa Na '·11ku tangenaa 1 • 1 ra~. _ 

б • .f•oka!,. 1 da је tg Ъ Ј 
k(tg а + ~ . tg(a+b) • 

CQ_,.J~:..~ 
2k • .1 + ё"О'iТi'+Ь -

· te tzreztma А.ВС da trougla . 2 2-t. A.ko au strane 

2 1 СА • х .-1, А&· • 1. +2х, вс • 1+Х+Х 
о 

. pokaz,. da za evako х >1 ugao ВАС 1.zno s1 120 • 

......., ·'-·· 
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у 

в 
.. 
--------~------------

1 
1 
1 
1 

bl 
1 
1 

~-оЧ . _ 
' .,..., ..... 

о А' 

81.128 . 

1 • 

1 
1 
ј 
1 
1 
1 
1 
1 

В' х 

!:.. Dul СА • а ~aklapa ugao х+<Х. sa ortentt
aanom pravom ОА • , а c!ul АВ • Ь zak1apa ugao {3- о( 

за produzenJef!l prave OA(v.s1.12S) .ProJ~1ttujuc!t · naJ~ · 
pre a~z ос • с. а zatta 4nl1 ОА 1 АВ n• or1ent1sa
ne praYe ОА' 1 ОА'' pretvort tzraze 

а ооа (х+ о{) + Ь соа (z:+/S ) 

1 а s1n tx+ о( ) + Ь stn (х+ (8 ) 

Puitaju61 4а !. vartra ос! .2 do 2R' ,nacrtaJ 
d1agrallle ov1b tu1'1kc1ja. 

h Stavljaju~1 

х • · s1n t 1 7 • stn t . f . 
:pokalt da lz 

s1n t • 2 sin ј- cos ~ 1 1 • stn2 i + 'сое2 !• . 

-26?-

••• 2r(x) = ~ + ~ 
wa osnoтU ov1h veza 1 upotreboa tr1soname• 

\r1jsk&g truga tonstru111 t~ Ј)О ta~tu d1agraJDa 
tuDkc1je у(х). (v.zad.б.8.26). 

&ktctraJ 4tecnme sl84eo1h tuako1Ja: 

atn рх . 14. 008 х oos(x-a),sde је з oltar· 1..1.!. snx •-

ugao • 

~ s1n2x + atn2 (x-a),gae 3• А o!tar usao ; 

~ б 0082х • • stn х cos х + Ј s1n2x. OvaJ 1zraz 
( 1 х' 2+ 2 · pretvor1 neJpre u 2 cos х - s n 1 • 

. ,, х gde је ~ oltar ugao . 
1L. • tg х+а1 • 

. . 1 . 
+ i "s1n ~х . 18. stn .x +Ј s1n .3ж • 

!i.:. 2 s~c х .. tg х • 20. а a1n х + s1n~• а> О· . . 
x2·atn " :ж 2 ~х2 s1n х 

22. % - 2 sin х . 1+х2 21. t .. --
t ~х 

. , . + ~ СОЈ х s1n-
а:. х s1n х х • 

~ Neka је y(tg х_) • ·it-И ; . ataт1Зa3tt61 tsx•t 

sk1o1raj 41ag.ram ћlnkc13e J(t) • 



i2..:. .Poka!1 4а 1z 
8111 х 

а • .aln 1 

-268-

1 

• . .- tg ~ • :;~ tg ~ • 

Na osnovu ovoga 1zra!unaj х 1 у kad је 

s 1n х • 2 s1:n 1 1 х+у • 120° · 

. 
~ Pokd1 da 3• za о ~ х ~ 1r 

ain. x + ~1n 2х + jetn 3х >о. 

~ Oemu te!t t 

~ Pcka! 1 cta ~е •• ma.l е 1 ut:oYe ~ 

1 

.,.· . 

· ~ta se ~оЪ1За аkь se u drug~m obrascu za~en1 

~ sa ~. & zat1m · ts .~r · 1 ts32x za~~tene sa 

pr1Ы1!n1m Yrednostima koJe doЫJamo 1z prvog оь-
raece. • 

~269-

.31"_ .Ako Ј е s1n х > О 1 aico se stav1 

s1~x • a1n х, etn2x • s1a(s1n хЈ; 

stn3x • а1п2 (s1n х); 1 uoplte 

а1~х ·· atnn~1 (a1n х), n • 2;3••••••• 

pokd1 da 

atn х ~ о kad n -. оо • n 

~ Po1aze61 od 1dent1teta 

' . 
.. а stp. а 
оое 2 • . . а 

2 a1n' 

-vid1 ~eau tel1 1zraz 
\ 

соа; oos ~ 

Sta dоЫУ~о kad Је 

.Њ Pokd1 da 

а • • • • cos:;!! 

(1-tg2 f) (1-ts2 ;. > •••• (1·ts2~> ...... 

kad n-+ оо. 

D-+00. 

а 

tc а 

2 -~{х~ ; ~- t(x) соа х ; ~ 
1 + aln х 

·li 
1 
1 
1 
1 



aro tg х +; arc tg а • arc tг ~ 
-·-ах 

pust1mo 4а а-~ :t О , . dob1Jamo 

arc tg ·х + aro tg ~ • t ~ 

-~ Poku1 cta Је 

1! . 1 
т - 4 are .g 'Ј - arc tg m . 

•2?1-

О L А V .А VII 

ZKSPOBИNCIJ~LNA I 
Т А М S К А 7 U' N К С I 1 А, . 

?.1~ D е t 1 n 1 с 1 Ј а • 

(1) lkвponeno1Ja1na tunko1Ja 

t(x) • ах 

•• ospovo• (bazoa) ~ sa · toju p~tpoata•l~aDo 
u~et da је poz1t1Yna det1n1вaв• Је na alede61 

---"--
naatn: 
10 

z { а•а ••••••••• а kad је x•h сео broj 
а • . 
· 1 kad је х•О 

ах • q,'\{';P kac! Ј е х • t ·rao1onal~ . Ь2"03 ; 

AJto ~ n1Je rac1onalan broJ. tada је 

~о ах~а 1 kad Је х~,. 

tj .sveka pr1Ы11na vrednost ~ broJa х daje 1 · -
Jednu pr1Ы.i!nu vredпoat ·~ broJa ~х • ako ј ' - • 
% Degat1van ьrо·Ј tada Је 

'40 ах • -1... Х<: О 
· -х 
а 

ОУ1а . ~· eks)Joaeno1Jalna . tuakei.ta .tetin1aana 
ze. sYah. pos1 t1'9ilu ова о~ ~ 1 · a.ako z J"auaka 
(• OD + ОО .). 

1 

li 1 .,, 
1 • 

'1 i 
1 ! 
• 1 

li il 
'!',ј 

!! 
. i 

1 

1: 
·' 

. ' 
! 
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(11) Iz ove def1n1c1Je aledi osnovna osoЫna 
ekaponenc1j~ne tunkc1je tj.njena ad1o1ona ~eorema koja slast: ·. 

ах+у • аха7 za sтako ~ 1 z • 
А otuda 

(11ј,) Pr01z~od ekaponenc1ja)n1h tunkc1Ja 
razl1~1 t1h oeDova А 1 k је ekaponeDc1Jalna 
tankc1Ja С!!ја Је osnova Jednaka pro1zvod'Q аЬ оа .. 
nova,tJ. 

ахьх. (ab)z za avako х 1 а > о, Ь > о. 

. (1v) B~z osr~1~enJa moiemo uvek uzet1 da Је 
oano<ta e:tsponenc1ja1ae funkc1Je veca od Jed1n1ce; 
jer e:to Sе,ва priaer, 

tada Је 

• . .. 
. ь < 1·, 

Dakleae eksponeac1Jalna f'ttntc1Ja ве osnovom. 
man.jo11 od 1 _JD.oie uvek aveat1 na eksponencija.J.nu 
:tuntcc1Ju 88 OSDO'YOJD VeCФDl Ос! 1,&11 8& Degat1vn1m 
ek•ponentoa. 

Zadao!. 
I:Ol1ka Је o•aova ale4ee1h ekaponeno1Jaln1h 

funke1Je.: 

/ 

2х 

~ ~.·23% 
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( 
г )х\/2 

~ Гг-1 

k . nc1jalne tunk
.§.:. ze..Ato а е u dettnto1J ~ t~ =~ој: ona pozi tivna"i 

ci~e mora Jretpoetav 
. D8 lt •• alede6e funkoi~e mogu amatrat1 kao 

ekaponenc1Ja1ne 

2 1/ "_ х е · а ~ ,· ~ ..L..L а . • ~ 
upored1 

а а .? 

о n е n с 1 ј а l_e_! ?.2. о s о Ь 1 n е е k е Р 

t u n k с 1 ЈЈ 

1 eksponencija1na runkc1ja 
(1) Ako је а > , raz.maku ( .-оо,+оо) 

• • х monotono r~ste u cel.om ;t(x) а. 

Iz 
а> 1, 

za avako ·ь >О ; • • • 

Elementi mst. snalize 18• 

1 
! 

\ 
/ ! 

1 

1 



{ 11 ) Preme. def1n1e1J 1 Је 

о 
а • 1 • 

1111 t 

zn гтаkс 

Kato 3" 

х 
а ~1 kad 

е.:." ..... о. 

1 <: &\\ 11С1 1+h 

UV&k 

JtJco х- +Q 

prema tome се 

1 

n--.oo. 

kad х-+ +О. 

S11cno dob1jamo da се 

1 kad х ->- -о. 

t :1.11) Eksponeno1 Ј еЈ n• о funkc1Ja 

. t (х) • ах 

ј е .U~Ш.~~J~P.!L Z!i .,!VBkO Х • 
'""""" 

!Тма .Pr&:thodnom Ј е 

f' (х+ћ) .. t(x) а a:r+h _ 4х. 

• ах(аћ • 1) ~о 'tad 

..... 
~4.-· .. ....... .. . . 

(iv) !'Unkotja r \х) • аж. је ~P .. !eks,P.!JL•....! 

dole za nuo !. i а:;:;::. о. 

le&na funkoiJa Је koaYeksaa preaa 4о1е 
<•·••ibu 1.14.4 •• ) ako је 

t(x+2h)•2t(x+h)+f(x) ~о i 

u nea.sea e1uaeJu је 

r(x+2h)•2t·tx+h)+t(x) • axt2!1 - 2ах+ћ + ах • 

• ax(a2h·2ah+1) • 

• ах (ah-1 t2 :;> о ·, 

c1akle је 
8
x+2h _ 28x+h + · ах ·~ 0 

za 8vako ~~~ А 1 а'>' о. 

(т) za а::::-1 ekspo-aencijelns funke1ja 

. 1 to 

ах---+ оо kad х--++ оо 

bJ'te оо ma коg stepen!l о~ х, tj .. ked 

. ах 
l.-..-il> оо 1 

ах 
~OQ 1.td. 

х ~ 
PJ'fDa уеzЫ 1 .14 .29 3 е 

(1+h)n~1+nb, ' ze. h>-1 · ; 

ako stevimo 1+h • а b16e·u tol1ku pre 

x~ooi 

, . . • 1 • 



Neka Је tat!a ~· 

1 kad :х-+ оо mozemo ·pust1t1 da 1 

ах--+ оо kad :х · --. оо. 

~ 1/2 Ako u вe.tectnэc1D1 t1) Z81Вea1mo а sa а 
11t а11~ , !1! sa а114 ttd.t teto ~oЫvenu Jett
na!tвa dignemo na drugt,t•мt,let•rtt ete~tea,tatta 
.._oaovaaJem do~13amo da 6е uoplte 

ёii.)( 

_-Ј< -• оо kat! х ~ оо • 
)( 

t to za svako k· 

t~t) Za а :::> 1 eksponenc1je.1na tunkotje ах 
teйt au] 1 lr:e4 . х---.. оо , 1 t'o brie od uaa tog nesa
t1Yaog stepeaa Ж~& tj .Jcad Х--.- ОО 

1 
' 

ах-+0 i хах-+0 1 x 2ax---+-U 1td. 

lz ne.1e~na!tne (1) dobtje.~ao da Ј• 

a·D <·_з_ 1 
а-1 n ' 

Otuda lat1• »o•tupko• kao u pretbodnoJ ta!k1 
dob1J u.o da. 

. ... . .. , ... -... 

- ~ 

-2??· 
Ј 

Zo.dae1. 
Poka!1 da зе po~ev od neke vrednost1 

sta1no: 

1 ОО с::::: 2х . 
х • 

Dokai1 da 

х-а 

~х 2•VY_.o kad х -+ОО;!..:.. r 2-~~0kad х-оо; 

2-t. · 2х + ' Ух rч 2х. kad х . ..:.-... оо . • 

е k ·з р о n е n с 1 Ј а 1 n ~ ?.~. D 1 а g r а m _ 
·f u n k с 1 Ј е 

• 
(1) Prema napred naveder.1m osoЫname ekspo

nenc1jalne 1~nko1je 
f(x) 

. х . 
• а 

је za а:> 1, 

1 о } 118 f{x) • о, t(O) ~ 1, t(1). a,x.!_1_mQO f(x) о оо; 
~~ . k 

2~ f'Unke1ja ttx) monot~no nste os1Saju61 ko~•eks~~ 
reae ctole,,ako da diagram ekaponenoijalne un с 

Је 1ma оЫ1k za а> 1 kao Da s1.129. 
~esa,1vn1 deo !•оее је esimpto~a diagrгma 

-8 сео ~1agrem se nal az1 . 1zm~dju nje,jer је 

а~ > О za з~аkо х • 

й:sponerio1jaЗna funkc1ja nea ю.ula. 

:Pr. (1). к8kav је пaedjusobю1 polozaj d.iagrama 

funko1Ja 

t(x) . :х ., а 
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{
1 х у . . 4}(. 

\ 2) (.1. ').х. 
\ 1 3 

\ ' 
\ ' \ \ 

\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ \ . 

\ ' ' ' '' ,, 

S1..,129 

---

~& :r8.Zil8 Yt'ec2D08,1. OS!!O\fe ? ( .! v • аЈ , 129) "' 

. 1 8 Keko Ј• 
t(o) • 1 za s•ako а -

~ . .. 
1 ах< ьх 

kad Је ~>-0 . t 

z\ 

о 3 Ako Је osnova 
f~ko1Ja aonotono 

kad Ј'е . ..х с:: о. • 
А manJa od 1,ekspunenc1Ja1na 
opada, 1 ako sta•1mo 

1 
с .. i Ь16е а :::;:.1 

.. 

-2'79 ' 

х (1 )х -х 
с - - .,. з. 

а 

Dakle au d1egram1 t'unkcija · ох 1 

n1 u odnosu na !-ost1 • 

Diagr$Ш - funkc1je 

1 • 1 

ве svod1 na pravu· 

kad је 

(11) Ako је neka :runkc1ja s1.o.Zene. 1z ekspo
nenc1jaln1h 1 algebarsk1h tunkc1Ja njen diagram se 
ob1~no dоЫја 1z d1agrama njen1h sastavn1h funke1Ja. 

~~· Nacrtaj d1agraш funkcije 

. х 

f(x) • :х 2 • 

мnozenj em ordinata. .d .1.agreme. runkcij а 

1 
х L• 

dob1jarno diegrem de.te :fu.nkcije (v ·.s1.130) ako pr1 
tome vod1mo raauna jos 1 о вledecem • 

...::: о .'za 

t(x) =О Z8 х ::r. о, 

>О 

f(x) ~ оо kad 

1 monotono raste kad је х ~о, j~r Ь 1 
notono rastu; 

30 

mo-

~· 

( 11,. 7 .. 2. (т!.)') ,iJakle ј е nege.t 1'fl)~. deo !""ове asintpto
ta 1 ~dgo"Yaraju6a granlll diag!'Mte. јој зе pr1b1i!ava 
oзtaju61 stalno 1spod nje. · 
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у 
Ј 

1 
1 

/ 

/ 
/ 

/ 

1 . 

/ 

/ 
/ 

/ 

о 

4 da prava у • х 1 d1agram tunko1je 
Ju drug1b Zajedn1ak1h ta~aka os1m ta~ke 
mo reAavanj9Ш Jedna~1ne 

х • % 2% tJ • х 2%- х= о • . 
Ј 

• .. ~(2х - 1).: о . , .. . 
Х е о 1 2х= • • 1 • tJ • х= о • 

Zadeo1. 

Sk1c1raJ diagrame sl edecib fuиko.1J а: . 

.U. 2х - 1 ; .i.:. 2~2х ; .i.!. х+2х ; 4 • 2х -
х . 

t 

х 
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Re61 grat1~k1 Jedna~1ne: 

1 ,4 •. L !} s е. t.J t а m s k а t u n_ k с 1 Ј t •. 

( i) Logar1 tam broj а х Ј е onaj broJ koj itn 
trebe stepenovati dat.i broJ i da Ъ1 emo dob111 ' ,at; 
p~ema tome logaritвmska runke1Ja xj;l Је defintsa
na Jedna.cinom 

ау(х) • х • 

OVe. se f'unko1Ja zoYe loge.r1ttшiska funkc1 .1e 
эа osno•om ~· 1 оЬе1е~аУа ве sa 

Dakle Је logaritamska tunkcija 1nversna 
funkoije. eksponencijalne,tj 1z 

аУ = :r: • • • 

Pr1 tome osnoYa а 
. - moze Ыti SYak1 pozit1-

Yan broj -=1=-1, ne. primer 10,2,3, 
.. 1 
\f2; ~ fJ 1 td. 

Logar1tm1 sa osnoтom 10 oznc.oaYaju se · 
ukratko sa 

log 

1 zoтu ае deka4D1 111 Brigs-ov1 logar1tm1. 

/ 

l.! 
1 

.1 
: 

i; 
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(11) Iz der1n1c1Ja sJedt: 

1° Logar1t.-ata runta1ja lg
8

x n1Je dettn1sana 
za х ~о; samo poz1t1Yn1 broje~t 1maJu logar1tme 

2° lg 1 - о 1 . а 
1 to za .sYakCJ а :>0 t+ 

za Х' :> 1 

za 

broJeYi "f8C1 .Od 1 1пt8jU poz1t'1YDe,a JDeDji od 
negat1тDe logar1tme. · . · 

Ak<> је osnoYa а<= 1 • ta4e Је obratno 

( -==о · r.a х:> 1 

lg8 x i 
' :>О za х<: 1. 

Zad&.c1. 

KoJtko 3е 

1. lg t . • S.:.. 1'2 i •. lg21 _;!.!. i lg22 i\. . - . 2 • • 

2:. зв2• • .§..:. lgo,s t • L. lso,s i • §.:. lвo,s 1 ; 

.2.:. ] во ,52 , 1.2.:. lgo,54 • .lh Pokazi da ј е 

\ 
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2·5· о s о · ь ~ .. n е "_Ј о _g_g. r.~-!- е. IJ1 е. !t.~ 
t u n Jt .2, .! . ...Ј....! 

Sve · dol е naтedene oso1 i11.e su neposredna ро• 
sledica a1nJen1ce da је logaritam.ska ru:nkctja 1n
versna tunkc1Je eksponenc1ja1ne. 

1° l'uDkctj s: 
. f(x) • lg8 x 

је def1n1зan.s samo za х ::::- () 1 u tom је razmakU 
. ona neprekidna. 

2° Ona monotono ras~e kad је а ~·1 n mouotono 
орг.dе. kad је а -=== 1 1 to ze. sve х :;:.. О .. 

3° Ona је konveksna prema gore ka~ је а ~1, а 
preme. dole kad је а -< 1 1 to za sve х :.:;.-о. 

4 ° Ako ј е а > 1 , 

1.gax _.,.С'>::> kea х --;Ј- о:: . • 
al1 spor1je о~ me. kog korena 1z х tj. .. _ 

lg",_x 
-~ о -

ff 
111 

1g
1

x 
-~о, .3v;-

х. 

ј.11 uoplte . 

1gax 
-~о kad :х · -llo оо r}Vx : . Х . 

1 
{ . 

1 to za s''ako а •· 
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kad 

1 to spor1je od rectproane vrednost~ 
na iz ~ , tj • Ј me 

/%Ig х -+О 
а ' 111 

t1 

Vx 1s8 x -.О, kad х -+ +О, 
z~ kato Ыlо velit ь~оЈ А• 

Zadao1. 

h Za c1ovo)Jno ve.1tko ~ је {log х)100-=: х. 

2. Za . dovo1Jno maJo ~ Је x(log х)10-...:::: 1 • · 

Pokazt da 
1 . . 
i 1g2 (1+х2) -....о, (х ·-оо Ј,· lf. . г.::-

....:.vх Iв3 s1n х-. о, 

t х -+ +о) : с: 1 ( 1 2х) .. 4.1. g2 + "-'х, (х~ '• 

]g2% + lg3x f"V )g
2

x Ј (Х~ Оо } Ј 

lg2 (1+z3) rv ~ lg2% ' (Х -+Оо) • 

2,6. D 1 а в r t_m 1 о в а r 1 t а а s k е 
t u n t о 1 Ј е 

ntce (1) Iz gore navedenth osoьtna kec• 1 iz 
cta Је Isax 1D?ersna ft:tDkotJa fuJilkolje сs:.~зе-

\ . ' 

---
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nepoaredno d1agram tunkotje lg
8
:x{v.sl.131) 

--

/ 
/ 

--

' Ј 

1 
/ 

/ 
." _, 

1 

/ 
/ 

/у:: х 
/ 

1 
1 
1 
1 
1 

а 

Negattven deo Y-ose је vert1kalna astmptota 
• 

diagr811a ako Је а >1, а poz1ttvn1 c!eo,ako је а-<1. 

(11) Medjusobn1 1JOloiaJ . cJtagrama f'unkc1je 

ls
8

x 1 lgьx doЫjamo 1z met!jusobnog polozaje 
dtagrama tunkcija ах 1 ьх (v.sJ .132), 

D1agr81111 logar1tma svih osnova prole.ze troz 
ta~ka х • 1, 1 ~ о, jer је 

18
8

1 • о za nuo а > о ; 
to ~· 'et!taa nula logarttaske f'ankctje. 

1 

1 

\ 



у \ 

о 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

1 ' ..... 
' ............. y::togax .............. ____ 

Kako је 
...1.. • а""У 
•' ' 

to su dtaвram1 tunkcija 

s1metr1~ni u odnosu na 

A,edac1. 

.X•OSU.e 

Ъ< 1. 

• 

NacrtaJ d1 agram.e sJ ede61n tunkc1J 6 : 

h 1og х -1 ~ lg2x -2 ; .2.:. х + 1g2x ; 

h х • 1g2x ; 2.!_ х )g3ж. 

.ве~1 grart~k1 Jedna~1ne: 

.§..:. х • ·108 х ; 7.:. 1г2х • (:х-1 )2 • 
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Р r а • 1 1 а z а 1 о g а r 1 t m 1 

re.pJ е 

1 

( 1) Neka 811 '1 f У 

Х, 'ada је ро det1n1c1j1 
1 ogari tm1 Ь!'Сј e"'a х 

х. •' 1 Х • ау , (1) 

::rX • &Ј+У' 

111 

Logar~tam _protz•ode jednak је zьtru 1ogai1-
t$ma pojed1n1h takto~a. 

(11) iz (1) dobijamo ~eobom 

Х ау -.-. 
х . а1 .· 

• 
• t ig8 ~ -= 1 - 7 . 

111 

(111) Kad prvu od jedna~ina (1) stepenuJemo 

sa n dob1jamo 

, . . 

ј 1 

1 

·1, 

1 
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111 

lg %n • n 1ь х 
а оа 

(1v) Logar1tm1 raz11б1t1h 
Ја ~ su proporc1ona1n1 tJ nJihosnova 1stoga bro
nu VJ"ednost nezav1snu оА' • . O'V odnos 1ma stal:.. 

U. ,!о 

l.Jeka -ј е 

у • 
tj. 

lg
8

x 1 

· аУ с х 1. 
tаде j .(l 

аУ • ьz • 
.. 

• ,, у • lg ь z. 
Dakle је а -

lвьх 
1g х 

а . а 
lg

8
b • 

. .. 

• Ov1m se obrascem P:retvaraju 1 ogar1 t tn1 jet!ne 
)S:rlo•e u 1ogar1.tme drugre osno.e. 

:ade.c1. 

Potai1 с!а Је: 

1.а. lga' • 1 . 
!а. 

1 . 
tгьа • Iг kx = i lg ж • 

а а • 

~ . 1 • . 1 1 Iсв х Iг2х + rг;i 
• 

. 1 
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NacrteЗ a1agrame sJeбeeth runke1Ja: 

k: .Г' .г.: l og х ; 2.L v х + 1 og х ;_ h v Х 1. og х • 

~ log(x+1) + Jog(x-1) ; 

log х 
:;) . 

1+.х:'-

graf1~k1 Jednaatne: 

х 1og х • 1 ; 

?~8, D 1 а s r а m 1 s 1 ~ ј е n 1 h t r -а n s-
t u - ~ k с 1 Ј а • 

Za konstrukclJu d1agrama -a1ozen1h transoen
dentn1h runkc!Ja slui1mo se _pomo6n1m d1agram1ma 
nj 1hov1h poJed1n1.h sestavnlh delova ,ke.o 1 osoЫna
ma 1зt1h.Pr1 tome treba uтek odred1t1~ 

1° Bazmake sde Је tunk:ctЗ:• deftntsana; 

2° ta~ne · 1] 1 pr1b11!ne vre4acst1 nJ 1hот1Ь nul а 
kao 1 nJ1hov red; 

3° ponasanje tunkctje za те11kе vrednost1 ~-а 
tJ.nJenu asillp~otsku vrednost; 

4° Vert1kalne asimptote,kao -1 njeno pona~anje 
. u Ы1ztn1 1st1h; 

5° nJene osoЫne,poztvttet,monoton~st 1 drugo. 

flamвnti mat. dnaZize 19. 

.11 .-•. • ~•+ • .. . . 

'1 
! 

• 1 
1' 
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f'(x) 
2 

..,-х 
• с:. ' 

hnlcc1Je. је def'1 1 · · n sena za ~ve vredn~st1 

od ~. ona Је parna 1 stalno poztt1vna. 

Keko -х2 monotono tez-1 .k:a-+ -оо kad 

x-..;tc:o. t 6 t() о е х teitt1 ka nu11 zonotoвo 

opadaJuct; naJveca ord1nata d1 asrama . 3• 1. , 1 to 

'Z& х - о. 
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1° lunkc1Ja је det1n1eaвa za sте vredD88t1 

ostm za х • О 1 uvek Је poz1t1Тii&i 

у 

\ 

1 

20 

{: ао kad х-+ +0 11 

f(x)--. 

о kad х-. -о; 

,о f{x}-...1 + о tcad :х: _., i оо - . 
' 

t(x) Је U pМ'OID. slu!aju tznad 1 a u druco• 

pra-.e 1 • 1, 

х-а -

х 

ts:pod . 

Dekle .diegram ima dve as1aptote 1 to х • О 

t . yet1. 

f. '· .. • . ' . ~~ •. ~ .:. 1 ; 

i ' 

1 

! 1 

1 ' 
1 

..... . 



\ 

' \.. 
' 
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~..U). • f 1;1_~_2 1 :~. ~~з :Jt 

(v . sJ .1;5}. 

Kako је 

f сов х 1 ~ 1 ~ 

1 --~~ . 
. 1 '· ....... . 1::;'-

1 --~-----Ј-,___ 1 --
-~ ..... _____ __. 

11 ~ • 
1 . --~ --- · 
r ".,.. ........ 

to Је 

1 / . 
1 / 

----. о' 
/ 

/ 

/ 
/ 

! f \х) 1 ~ 21-х , 

prS.a to•e funkcija t(x) ?&rtra tzmedju -21 ·х 

.1 г1 •Х Ј t3 ... Jen 4ieгru 3• oc:rant!eD d18g:t-afnfJn& 

.ovth . tunkciJ &.; . 
_; 

. о - . 
. 2 · r(x) • с sашо kad Ј~ о~е х · . о • је%' Је 

- ~х . . 
'2 _ + · О za s•ako kona~no 1: ; 
о . . '; 

- ~ - · Diqraa dodiruje diagraae tunkcije. + 2 1-х - ' 

. 81.136 

. Р~.Џ•-l· t .(x} .. ~ los e1n .х. (v,.al.13б). 

о . 1 ])a;ta tunkc1 је nij ~ definisane. u re.zmactaa 

• ~ ,' (.~3 ~- -~-- •2 Jr). (-ј! Ј С) t ( 1i: ,21t), (3-11' ,41t) ••• ; 
· j&r'· ; ~je u iij 11ia вin х < о ; 

2° do~oljJlO је nacrtnti d1agram ее~ u je~1'1om 
razи.a1ti19na prim~r (O/il") ,jer је data 1'unkc1ja pe
riodt~na,pa se u oeta11m re.zmacirna (21! ,3 1L), {4·1r ,; 
S 1L ) .• • .. ona p;ona:vlj а i · · 

"Ј: 0 r· ( ) • о 1! · .-· Х Z& :х; • ~ 8 _ 

4° f(x) -a.-QQ kad х -+О · i kad х ~ 1! -о; 

5° kako Је e1n х: < 1, to 'је stalno t(x) < о~ 

тааnе vredno8t1 ove tu~c13• za razl118k (о,~' 
da,te' su u J.ogari tr.traesk181 taЫteiUD& tr1gonotneirt·J_skih 

fu;n.ke ј ј а .• 
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. '- .. 
Pr.<i1· · · t(x) • st• х2, (v.al.1,?). 

1-t(x).l - ~ 1 za sYe х • - . 
.za 

t(%) .; О kad Је х2. k 1r, 
k- 0,1, •••• , 

aat 1zmedj~- pojed1nfh 
·о ~е .k YecSe, х • о 

ьula ЫУа SYe manj1 uko
Je nUla 4rasoc reda· 

' ' t(x) - 1 аа х • ~/ V2k. 'lt + i . ·-; 
t(x)- • . •1 х - :.t V2k 'iГ. • у. za 

••~• tuato1ja Је pana. 

.. 

' . 

,· :~ 
; 
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Sl1~no tzg] edaju 1 dtaвram1. ru.nkatje 

3 sj_n х , sin 

S to.m razl!kom ~to 1m se ta1as1 za Ye11ko Х Jos 
YiAe zsuёnja'Yaju 1 to u tol1ko vise u kol·tko fmlk
ct.Je х3 х4 ••••••••• 111 2х brte rвзtu. 

1 ' 

Zadac1. 
Konstruii1 d1agraшe sledecih tunkctja: 

.1а.. х 21/х ~ ~ (х+а)21/х; razl1.kuJ . aet1r1 slu~aja 
~ ' 

1 to~ ., ... 

1 о ! ' ir •:_ 2о ·1 1 2 0 1 0 ..;о 0 • -= - ,:. - 2 < а -<4 ·• :,; - 4 <а < . ; .,.. 8· >- ; 

.1&. -· al.n х . !.:. г•tn х . 2.:. sl.& {Х; 2 . , , 
х 

6. ata lg2x . 21. 21-х . е. 
х ]OS х . - • • - х2-1 • 

· 1os х 2 
1~ х -

~ 
-х _, 

• !!.&. х 1+x:og х • 

?.9. у !: ' ., в·· 1 

1. lft.ortaj d18grue sl ede61h t'unko1je.: 

1('1 2tg х 2() · 
... 

30 . 1 1ga1gax • , 
. 1+2]g х • Ј 

} ' 

' ' 

i' 

1 ' 
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а lg

8
(1.g

8 
{1g

8
x) Ј:: ; • ·_:SCJ х Ј g

8
1g

8
x ; 6° 22·-n 

х ; 

ked :r.- ~о ? 
, · 

Konetru1s1 dtegram ove runko1je. 

Po1a:tec1 od 

11 о8 ( x+h ) •1 og ~ Ј • 

kait neposredno с!а Је funkc·1Ja log х 
, tJ. da 

nepre)(id-

log :х -.Iog а kat:! х--... :о. 

Potdt da је 

h 
/ 

1~6 ~ log (1+h) ~ h za svako! h > -1. 
Ј 

lleka Је а - > 1 ,pokd1 da је 

an ... 1 < an+1_ 1 
n n+1 

ka<1 је n poz1t1van сео · broJ. -
tad Је D negat1•an сео broJ 1 + ~1. . -
Sta1'1.J ајuсИ u prethodnoj ~ьt ' ' 1/m ve , а mез to ~. 

. . -29?-
·..:,.; 

poka~1 da tunkc1ja 
.. . _ 

r(x) 

monotono raete u cel om reuan ( .... .оо + оо .) .Ion•tru-
1:S1 t5tagram ove funkcije. 

f 

Na osnovu p:rethodne veabe po~alH da ])OStoJt 
grant~n~ vrednost 

xh- ·1 
lL"D h za svako х > о. 

h-+.to 

PokaZ.1 da tunlcoij й g (х) · t!.ettn1sana grantl!norn 
vrednoscu 

h . . 
· х • '1 g(x) • l1m · . ь . 

ћ-+!0 . . 

zadovolj e.ve .1 edna~t.rш 

g(xy) • g(x) + g{y) za зvзkо х > · О 1 

1 

!.Ја osnovu prethodne ve&ce zaklju!t da је tunk
ciJa g(x) nek1 1ogar1tam 513а Је oeno•a ~ 
dettnieana Jednaatnom 

8. (е)•1, . . ' 

tJ. rele.c1j om 

.h 1 
е - · h ~1· ke.d Је 

. + 
h~- о 

-
а otuda pokaii da Је 

е ~ (1+h) 1/h ka~ Ј~ h ~ t О" 
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1 

. tie$ ~.~t .36 litrua 5 red o4ozco, а 3~s zn•~1 
3~. 8t1'81la S re4· o4o~do) 

Ја -~3,1: t treba 4а •'ој1: ft .. 
,. • . .. "· • • 1 а 1 . • . • • .. ,, 
1f·· " • 1& ... Ос::: х ~· 1t • 11 ~ 7>-· - Ј · - -

·'"'• ... -~-~~1~, ;e=U za О< х ~. 1. 1 ., < 
· ~ . 

· ... 10 'fl.it .. 12 20 ·. .• ,~, . . -~oJt: . ruloiDku . 

ao._.t · .. 
1
· 

·····,·;/'f .. 

1 ... аа 
· .... 

-~ 

tн'Ь·а da stoJ 1: raВaaku 

,, 
etoJ1: '1 i.9 . trebe da. вtоЈ ·1 : 7 1 е 

• : х " .. • • • .Х с::: 08 

., • о " .. а • • • у 
1 

Q 
-

'U . 

·- . 1: 

' 
, f ,, 
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treba da stoJ1: valJka 

ВАВ' ~~~ t, 

t.reba da: stoj 1 : ј е ugao ВАВ' . • t , · 

4.Ci9 ·• ~ · : . ах2 --... оо . kad х-.... оо .ato Је а>-. о • .._. ,. 
tr.eьa d·a~· stoJ1 ·~ .ax

2
-+-ookad х -oo.ak:D Је а<С .~ 

" • • . 1 • .. 
n .. s1n O:lt -· .. 

.. • ... h -.. . +: QQ 

" : 11m t(x) 
·Х-+·4 

' . . " .. · 

... .. . 

lt " 

.'Ј ft. 

• 

.. : .• 1 + 

• : 81n о · • . 

" .•• h -с . .-. + . 

": l1m t (х).' • · .1 .' · ·· 
t-+.a 

· •:_liJI . {'t(a:)•t(1)} · 
..z:~1 . ·· 

. . ." , .. 

·. S~·г . . stoJ1.: ::Ш 
1 

11ш ·-_.,.1 
treba: 11ш. , 11m 

. Х-+2 х-.1 

26 s· . 

,~~ 
1 

' ·10 '' ... ' .. •:!, . 

х -.е:+ о " • Х-+& . ~'0 " .. • 
, . 

f ,(a.:..x) lt .. f(&+X) .. .. -. n .. 

n : ( .v;:;ь .. :"~ Ј ( ~ +1 ) а. 
1•h+1 

. . ( h -1} ( ~ +1) .. 
t~.eba.. · V1 +h ._

1 

k d -с >о trtiiь. a. - ~} ka.d је х+_ о . • atoj 1 ~ а .. е х • "._ 

" t mora. da о, " ~ mo~a 4а -+О, 

" : t(x) 

treba : r(x) 

s~oJt : .~(х) • treba : :r(~) • . 

• ~ .•.. 2xi (;1t+.il _ .~ 
. . . х. -1 .. 

v;;;_i .• z 
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?-'11 

'• 
t · ··· .: 

• ~ • . а . - -. •· .. : ... ·- •'· .... . ; . 

• : . br8J л 88 

' ,,1",~~,, 14 • 
. .. ... . 

. .. r: 

:traЪa: дf[ • 1r -Ј,1• < Ј,1"Ј•~ • 

. а~оЈ. 1. : · ·• 1 ... • ~ј :~ ·. '~• ~ -~ i -~ 

. " : .. а • . o,d~ .d24,,4 ••' •-, • • • •; ~ 
. . .... 

treь~ __ ; .. • • .. o,t .. •2~' 4. ~-. '- · • • • • ·: 
. •• , џ. 

.. ' ~ ...... i: v. ~ .". . ·.. ::;;;.-' 

" • а > 0 •~1<!243 • o,-eoos -a. • 

traba . а > о.~5~424~ -_. o~.qoos. .. 
. . .,;-

1JiOJ 1 : . 8. • • t . treba : . fa~a '/ 

" 
. • ·i • . а' ...• .- Ј • 

. . .. . • а Jeclna • • ~ jedna .. -
.Ј> ' ,• , ,. 

11!. 
.; 

s12 14. ·, 

14S 
• 

V . 
. . . 

8tоз1: ko31 $е u tom 
.koj 1 

. '. 
U tom po11n_ oau ~aYlJa .. _t .reba: 

~r.ьа : 1 • 

.. -1 .. : +1' 

• • г• ... > о, . 

" 
. ___. + OQ • " : ----+- + оо 

na 51 •61 wa.es:to 2/$ stav1 2/3 

stoj1: • 

treьe. : -
stoj1 : t(x) 

stoJ 1 ~ .,.2 ( 

treba: .,.• ..--... 

atoJ1: :-+ - t 

3Vx+ %~+1 + 

V-x +Vx2+1 + 

treba: f (х)"" 

Vx V7)2 .Ј 

х х · х ~ 

( W>2 • х v;-~ 

traьa.: ~ • .2 . q 

. зv;- >Vz . • • 

, .. , .. .. " • ' ,· 1. . . . 
• . ~-1)( Vx- 1) 
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210 · 5 

2142 

stoj1 : as 1m.p~·o_t :1· . .,tr$ba • as1mptot1 у .. • 

" • РЈ q IHj:lq 
" РЈ ·.q p;xq • . х. ~ 

· ~vx " + . х PfX 
.. -· 1 1 . " • ( .. 1 .. • • 

u zadatku 1 . ~odaj: 1 gl't!.d se de] 1 na. sto m1-

nuta grada.,a 1 m1nuta grada de11 se ne. 1 оо 

••nnd1 grada. 

staJ1: • s1n х, treba~ с - sin х, 

• z • соз х. tt • 
• 'О - cos ж .• 

2 2 . 
6 : 5 + ' s1n ~ s1n · х. treba~ S + 3s1n х$ 

2261 •2 svudo. umosto !О эtav1 ,о . ~ 

227--- stoj1 : " tg.;,c trsba ~ -- t tg х 
. t:: 

.22~6 • • duitne na " • duitzte 1L na • ' • • 

2641 ~ 2 11~ " • 2 81D lal • • -
2776 .. • 

' n&1. e~1 1:tmer!J\1 lij$ • 

ttlba ~ naJ azi 1zn•4 ь.је, 

\ ... 

\ 

'· 
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