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Platonizam

"Pogresno je stanoviste da su znalenja Covekova tvorevina ili da
se ona sastoje od semantic¢kih konvencija. Znadenja su pojmovi
koji formuraju objektivnu sopstvenu realnost, koja se ne moze
kreirati ili menjati, ve¢ samo istraZivati, razmatrati i opisivati.”

Kurt Gedel, Gibsovo predavanje, 1951.
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Gedelova metafizika

U osnovi izloZene metafizi¢cke koncepcije su sledeca stanovista:

m Postoje fenomeni fizickog sveta koji se ne mogu izraziti
matematckim zakonima.

m Svest i miSljenje se ne mogu svesi na Cisto fizi¢ke procese.

m Postoje matematicke istine, koje se mogu precizno formulisati,
ali se u principu ne mogu i dokazati.

Kljuéni argument koji govori u prilog ovim stanovistima je
Gedelova teorema nepotpunosti:

m Za svaki konzistentan logicki sistem T koji sadrZi aritmetiku,
postoji istinita reenica Gt koja nije dokaziva u T.
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Logicki sistem

Logic¢ki sistem sastoji se od sintakse i semantike. Da bi se
satuvao njegov deduktivni integritet, sintaksa i semantika logi¢kog
sistema su striktno razdvojene.

Sintaksa je data u formalnom jeziku i sastoji se od rekurzivnog
skupa aksioma i skupa pravila zaklju¢ivanja pomocu kojih, polazeci
od aksioma, generisemo teoreme logi¢kog sistema.

Semantiku &ini konkretna matematiZka struktura ili klasa
struktura koja opredeljuje istinitost re¢enica formalnog jezika.
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Teorija brojeva

Ovde ¢emo se baviti sistemima formulisanim u jeziku predikatske
logike, &ija semantika ¢e biti struktura prirodnih brojeva

N = (N,+, ‘,S, 0).

gde je N ={0,1,2,...} skup prirodnih brojeva, operacije +, - i S
redom sabiranje, mnoZenje i sukcesor prirodnih brojeva, dok je 0
najmanji prirodan broj. Pre svega imamo u vidu logi¢ke sisteme
poput Peanove aritmetike, njenih rekurzivnih prosirenja ili njenih
finitistickih fragmenata poput primitivno rekurzivne aritmetike.
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Konzistentnost, kompletnost i odlucivost

m Logicki sistem je konzistentan ako se u njemu ne mogu
istovremeno dokazati re€enice A i —A.

m Logicki sistem je kompletan ako se u njemu za svaku recenicu
A moZe dokazati A ili —A.

m Logicki sistem je odluciv ako se za svaku njegovu recenicu
moZe efektivno proveriti istinita ili neistinita.

Od uobi¢ajenih logi¢kih sistema, iskazna logika je konzistentna,
semanti¢ki kompletna i odlu€iva, geometrija takodje, predikatska
logika je konzistentna i semanti¢ki kompletna, ali nije odlu&iva, dok
za Peanovu aritmentiku ne znamo da li je konzistentna, znamo da
nije kompletna i znamo da nije odludiva.
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika formuliSe se u jezuku predikatske logike
L={+,-,5,0}, a njene aksiome su sledece re&enice:

m Vx—(S5(x) =0)

m VxVy((5(x) = S5(y)) = (x =y))

m Vx((x +0) =x)

m VxVy((x +5(y)) = S(x +))

m Vx((x-0)=0)

m Yy ((x - S(v)) = (x- y + %))

m A(0) A Vx(A(x) = A(S(x))) — VXA(x),

gde je A(x) formula aritmetike sa jednim parametrom.
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[1;, recenice u teoriji brojeva

Vel u starijim razredima osnovne Skole, deca saznaju za neke po
formulaciji sasvim razumljive probleme teorije brojeva:

m Svaki prirodan broj je suma Zetiri kvadrata.

m Za sve prirodne brojeve x, y, z, n, x"t3 4 y"t3 £ Zn+3,

m Svaki paran broj veéi od 2 je suma dva prosta broja.

Prvi problem ili problem Cetiri kvadrata postavio je anti¢ki
matematicar Diofant. ReSen je 1770. godine.

Drugi ili Fermatova hipoteza, postavljen je 1637., a reSen tek
nedavno, 1993. godine.

Treci je Goldbahova hipoteza. Postavljena je 1742. godine i
jedan je od najstarijih i najpoznatijih neresSenih problema.
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[1; reCenice i Turingova masina

Svi navedeni problemi se jednostavno formuliSu re¢enicom u
Peanovoj aritmetici koja ima oblik

Vx A(x),

gde je A(x) Bulova kombinacija aritmetitkih jednakosti sa jednim
parametrom.

Rregenice oblika VxA(x) nazivaéemo [;-re¢enicama. One su
zanimljive zato $to se njihova istinitost moZe utvrditi ne samo
deduktivno vec se to moze udiniti i raunski.

Racunsku proveru istinitosti ;-re¢enica vrsiéemo na Turingovoj
masini. To je ralunar sasvim sli¢an realnom, a razlika je u tome
§to on nema ogranienja na kapacitet, veli¢inu ulaza, izlaza i vreme
rada, kao i u tome $to ne gresi i ne kvari se.
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[1; reCenice i Turingova masina

Neka je P program na Turingovoj masini koji za bilo koji ulaz n
podinje da se izvr8ava tako Sto jednu po jednu generiSe sve
Cetvorke brojeva (x,y, z, t) i proverava da li zadovoljavaju uslov
xt3 4 yt+3 — zt43 b3 kada naidje na takvu &etvorku zaustavlja
se. Inace, izraunavanje se nikada ne zaustavlja.

To znadi da je Fermatova hipoteza istinita ako i samo ako
"izraunavanje po programu P za ulaz n se nikada ne zaustavlja.”

Sa P(n) | oznatavamo da se izratunavanje po programu P za
ulaz n zavrSava, a sa P(n) 1 da se to izratunavanje ne zavriava.

Za svaku Bulovu kombinaciju aritmeti¢kih jednakosti A(x)
postoji program P koji proverava A(x), pa je Mi-re€enica VxA(x)
istinita ako i samo ako P(n) 1, za svaki prirodan broj n.
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Univerzalna Turingova masina

Programi na Turingovoj masini su konaéni spiskovi instrukcija i
mogu se efektivno prebrojati, pa neka je

(Po, P1, P2, ...)

lista svih programa jedne promenljive. Zbog efektivnosti liste
programa, funkcija

U(m, n) = Pp(n)

je izralunljiva. po obe promenljive m i n. Masina koja izraunava
fukciju U naziva se univerzalnom Turingovom masinom.
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Gedelova reéenica

Pretpostavimo da je C = (C, : n > 0) familija IN;-re€enica
takva da za svako n, mozemo efektivno odrediti program P, koji
proverava re€enicu C, i neka je T logicki sistem koji je saglasan sa
familijom C, tj. u sistemu T moguce je dokazati neke istinite
reCenice familije C, ne obavezno sve, ali nijdenu neistinitu.

Pretpostavimo da je M program sa dve promenljive (m, n) koji
potvrdjuje dokazivost [1i-re€enica familije C u sistemu T, tj. ako
se izratunavanje M(m, n) zavrsi to potvrdjuje [M1-ire€enicu
"izralunavanje P, (n) se nikada ne zavriava,” tj.

M(m,n) L = Pmn(n) 1.
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Gedelova reéenica

Od programa M zahtevamo da kada se izratunavanje M(m, n)
zaustavi, to potvrdjuje da je recenica Pp(n) T familije C, zaista
istinita. Program M ne mora da potvrdi sve istinite recenice
familije C, ali ako neku od njih potvrdi, ona ne moZe biti neistinita.

Ako u prethodnoj relaciji stavimo da je m = n, ona postaje

M(n,n) |l = Pu(n) T,

pa kako je M(n, n) izratunavanje sa jednom promenljivom, za neko
on k, M(n, n) = Py(n). Ako stavimo n = k, M(k, k) = Py(k), pa
prethodna relacija postaje

Pe(k) L = Pe(k) 1.
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Gedelova reéenica

Kako je retenica (A = —A) isto §to i retenica —A, prethodna
relacija se svodi na re¢enicu Py (k) 7T .
Dakle, My-re€enica Pk(k) 1 je istinita, ali kako

Pr(k) T < M(k, k)1,

program M ne moze da potvrdi Pk(k) 1 kao istinitu recenicu.

Ako Py(k) T oznalimo sa Gt (Gedelova retenica logickog
sistema T ), dobijeni rezultat moZemo parafrazirati:

RodZer Penrouz (1989): Za svaki efektivno proverljiv logi¢ki
sistem T, saglasan sa nekom nepraznom familijom [1;-recenica, u
toj familiji postoji re¢enica Gt, koja je istinita, ali nije dokaziva
sredstvima logi¢kog sistema T.
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Penrouzovo stanoviste

Polazedi od prethodnog rezultata, Penrouz je formulisao
stanoviste da misljenje prevazilazi racunanje. Ipak, on smatra da
misljenje, jednako kao i raunanje, ima Cisto fizicku osnovu.
Razlika u moéi misljenja i raunanja javlja se zbog toga Sto su u
misljenje upleteni i " neizralunljivi fizicki fenomeni.”

Penrouz veruje da takvi neizracunljivi fenomeni mogu postojati

u kvantnoj mehanici, ali ne navodi njihove primere. U matematici,
najpoznatiji neizraunljiv problem je takozvani Halting problem:

m Ne postoji program koji proverava re€enicu Pp(n) |.

Sistem sa samo dva stanja 0 i 1, koji je u stanju 0 ako Pp(n) T,
a u stanju 1 ako Pp(n) |, jeste deterministi¢ki neizralunljiv sistem
i Penrouz veruje da takav sistem u prirodi postoji.
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Cerova teza

VazZnu ulogu u ovom delu filozofije misljenja ima takozvana
Cer&ova teza (ili Cer¢-Turingova teza) koja glasi:

m Sve efektivno izralunljive funkcije su Turing izralunljive,
Cerlova teza pre svega opravdava ovde izloZenu i sve druge
deinicije Turingove mas$ine jer tvrdi da se svaka definicija efektivne

izralunljivosti svodi na deterministi¢ku Turingovu masinu

(ukljutujuéi i kvantni ra¢unar.) Ona ima mnogo varijanti, a nama
je ovde zanimljiva sledeca:

m Sve funkcije fizitkog sveta su Turing izralunljive.

Ova varijanta Cerlove teze je u osnovi takozvane digitalne fizike
u kojoj je ceo univerzum jedna univerzalna Turingova masina.
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Digitalna fizika

Stanoviste digitalne fizike je jasno suprotstavljeno Penrouzovom.
Kljuéni argumenti te teorije zasnivaju se ¢injenici da je svaki prenos
informacija ogranien brzinom svetlosti, te da se univerzum ne
moZe zamisliti kao neka vrsta Penrouzovog hiperkompjutera.

Stanoviste da mozak jeste Turingova masina se u filozofiji
misljenja naziva mehanicizmom. Nije mali broj zastupnika tog
stanovista, pa su Penrouzovi rezultai imali zanimljiv odjek. Glavni
mehanicisti¢ki prigovor Penrouzovom stanoviStu jeste da njegov i
Gedelov argument imaju kondicionalni oblik:

(T je konzistentan sistem) = Gr.



Misljenje i ratunanje

Hilbertova teza

Cer¥ova teza je neobi¢no tvrdjenje. Ona izjednatava intuitivnu
ideju efektivnosti sa matemati¢kim pojmom izradunljivosti na
Turingovoj masini. U sustini ona nije matematicko tvrdjenje i
izlisno je olekivati njen dokaz. MoZe se samo potvrdjivati, u manoj
ili ve¢oj meri i ima status opSteg principa u teoriji izracunljivosti.

Nedavno je (2013. godine) Saul Kripke ipak formulisao njen
dokaz tako ¥to je Certovu tezu sveo na jednu Hilbertovu tezu:

m Sve $to je dokazivo ima dokaz u predikatskoj logici.
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Hilbertova hipoteza

Naime, izratunavanje na Turingovoj masini se moze formulisati
kao poseban oblik dedukcije tako Sto se njegovi koraci predstave
dedukcijama u predikatskoj logici, pa se Ceréova teza time svodi na
posledicu Gedelove teoreme potpunosti predikatske logike.

U definiciji logi¢kog sistema pretpostavlja se izralunljivost
njegovog skupa aksioma, pa izgleda da je pojam radunanja
primitivniji od dedukcije. Svodjenje Certove na Hilbertovu tezu
pokazuje da je dedukcija, a ne radunanje, osnovni pojam misljenja.
Ovo jeste argument u prilog stanovistu da misljenje prevazilazi
ra¢unanje.
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Penrouzova metafizika
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ESer-Penrouzov trougao

A\

i

Roger Penrose, British Journal of Psychology, 1958.
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Gedelova dihotomija

Gedelovo stanoviste je takodje suprotstavljeno mehanicizmu, ali

je znatno opreznije formulisano od Penrouzovog.

m Ili miSljenje beskonalno prevazilazi moc¢ svake finitisti¢ke

masine ili postoje apsolutno neresivi diofantski problemi.

O ovom tvrdjenju Gedel govori kao o " matemati&ki utvrdjenoj
injenici” i zaklju€uje da su filozofske posledice svake od alternativa
"nedvosmisleno suprotstavljene materijalisti¢koj filozofiji."

" Apsolutno neresivi problemi” su neodludivi problemi, ne samo u
nekom logi¢kom sistemu, ve¢ u odnosu na "bilo kakav matematicki

dokaz neodludivosti koji se moze zamisliti."
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Gedelova dihotomija

Prema Gedelu, alternativa "da postoje apsolutno nereSivi
matematicki problemi” opovrgava stanoviste da je matematika
nasa sopstvena tvorevina.

m " Tvorac nuzno zna sva svojstva svoje tvorevine tako da
izgleda da ova alternativa implicira da matemati¢ki objekti i
njihova svojstva postoje objektivno i nezavisno od nasih
mentalnih akata.”

Ipak, bio je sklon da odbaci alternativu o postojanju apsolutno
neresivih problema. Za veru u matematic¢ki platonizam imao je
sasvim druge razloge i uopste nije tvrdio da teoreme nepotpunosti
potvrdjuju platonizam.
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Gedelova dihotomija

Gedel je verovao u prvu alternativu da " misljenje beskonaéno
prevazilazi moc¢ svake finitisticke masine,” ali pod uslovom da se
odbaci druga alternativa. Ipak, bio je oprezan znajuéi da
mehanicizam i postojanje apsolutno nereSivih problema mogu
istovremeno biti konzistentni sa teoremom nepotpunosti.

Kljuéni razlozi za Gedelovo odbacivanje druge alternative mogu
biti i prevashodno filozofski. On je pomalo na Kantov na&in
smatrao da bi nas razum bio "fatalno iracionalan” ako bi bio u
stanju da postavi pitanja na koja ne moZe da odgovori.









