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PREDGOVOR

Ova knjiga predstavlja prvenstveno udZbenik kursa koji-
drZim na redovnim studijama Odseka za matematidke, mehanidke i
astronomske nauke Prirodno-matematikog fakulteta u Beogradu.
Moram odmah dodati napomenu da pojedini njeni delovi ne spadaju
u program redovnih studija, kao &to ée, svakako, odgovarajuéi
kurs uskoro obuhvatati i gradivo kojeg u ovom udZbeniku nema.

Kad se radi o nastavi teorije relativnosti postoje ugl-
avnom dva pristupa. Prvi pristup, nazovimo ga empirijski, izla-
%e relativnost kao dodatak uz kurseve op3te i teorijske fizike.
Po njemu je ona preteZno prikazana kao modifikovana njutnovska
fizika. Drugi pristup, nazovimo ga deduktivni, izlaZe relativ-
nost kao deo diferencijalne geometrije, sa uzgrednim napomenama
o fizici; on sve viSe osvaja savremenu, narodito monografsku, li-
teraturu. Ova knjiga ne pripada matici ni jedne od te dve stru-.
je, mada ima uzore i izvore u nekim poznatim udZbenicima i mono-~
grafijama. Ja se nadam da ¢ée ona biti korisna &itaocima razlidi-
tih éprema i zanimanja, podrazumevajuéi tu, pored onih kojima je
namenjena kao udZbenik, i nastavnike srednjih Skola, studente fi
zike i tehnilkih struka.

U prvom delu, specijalnoj rélativnosti, izlaganje je do-
sta postupno i induktivno. U mehanici sistema i neprekidne sre-
dine drZao sam se, narasvno uz dosta izmena, pristupa za koji se
opredelio, a dobrim delom i izgradio, Synge. On je, za moje sh-
vatanje, po jednostavnosti i ubedljivosti, najbolji. U izlaga-
nju opite relativnosti, koja je po svojim rezultatima, a i kao
oblast rada, daleko razgranatija, razumljiveo je da nema takvog
jedinstva. Tamo sam se potrudio da iznesem glavne &injenice ko~

- je treba da upozna ¢italac koji se interesuje za tu oblast. Po-

menimo, izmedu ostalog, da je pristup teoriji gravitacionih ta-
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lasa prvenstveno zasnovan na onom Sto su dali Lichnerowicz i
njegova Skola. Matematilke dopune date su u obimu koji je neop-
hodan za neposrednu primenu. Izvodenja su ponekad vrlo elemen-
tarna, vaZan je samo cilj. UopSte uzev, prednost ima iznoSenje
ginjenica nad interpretacijama, kso ¥to su, na primer, varija-
cione metode ili posebni formalizmi. Dodaci A, B, C ne predstav-
ljaju pomoéne, ili manje vaZne, odeljke, veé jednostavno nisu
mogli biti skupljeni u posebnu glavu. U nekom eventualnom sled-
edem izdanju bilo bi ih svakako viZe. Neki od zadataka, oni naj-
vredniji, izabrani su tako da dopunjavaju tekst.

Pored spiska koriSéenih ﬁdibenika i monografija, datog
na kraju knjige, navedeni su, uz tekst, pojedini radovi kojli su
u neposrednoj vezi 8 njim. Tih radova nema mnogo, i ja.sam, pri
njihovom izboru, bio daleko od neke éistematiénosti, Sto Jje u
danasnje vreme, uostalom, vrloc ted3ka stvar.

Zahvaljujem nmome ulitelju, askademiku profesoru Dr Tato-
miru Andeliéu i kolegi Dr Marku Leku, vanrednom profesoru, koji
su proditali rukopis knjige, dali svoje primedbe i preporudili
ga za Stampu. Dugujem zahvalnost i mome uleniku Bogdanu Grujo-
viéu, koji je napravio lepe crtefe prema mojim, Cesto nejasnim,
uputstvima,a viZe njih znatno poboljSao. Bez ove pomoél i kriti-
ke recenzenata ovaj udfbenik bio bi u osetnom gubitku.

11. decembar 1979, I. 8. L.
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Mi u relativnost ulazimo preko specijalne teorije, ko-
Ja se pojmovno i istorijski nastavlja na njutnovsku fiziku. To
znali da éemo za okvir naSih opaZanja, prostor, smatrati da je
euklidski, odnosno, da budemo u skladu s relativnoséu, smatra-—
¢emo da svaki posmatra& koji se kreée neubrzano opaZa prostor
kao euklidski.

Sledeée pitanje odnosi se na merenje vremenskih inter-
vala i duZina. U njutnovskoj kinematici vreme Je bilo shvade-
no kao apsolutno, to jest takvo da mu je tok jedinstven u od-
nosu na sve posmatrade, pod uslovom da mehanizmi koji ga mere
budu zaStideni od Sinilaca koji bi narusavali ravnomernost nj-
ihovog rada. Isto je vazilo 1 za duZine. Po specijalnoj rela-
tivnosti, medutim, pitanje postojanja ili nepostojanja jedinsg~
tvenog toka vremena i vrednosti duZina vezuje se za Jednu po-
javu koja u njubtnovskoj mehanici ne igra nikakvu posebnu ulo-
gu, za brzinu svetlosti. Mnogo je puta dosad potvrdena dinje-
nica da svetlost ne menja brzinu usled kretanja posmatrada p-
rema njenom izvoru. U specijalnoj relativnosti se kao osnovna
postavka uzima da je brzina svetlosti u praznom prostoru naj-
veéa moguéa, i da je konstantna u odnosu na sve posmatrade.
Prostorne koordinate i vreme, koji odreduju neki dogadaj, us-
kladivaéemo tako da vaZi ova postavka.

Dalje se postavia pitanje mase. Ukoliko nema nekog p-

rocesa troSenja, ona je po njutnovskoj dinamici konstantna,

to jest nezavisna od kretanja. Odgovor na to pitanje po spec-
ijalnoj relativnosti je da se vrednosti mase i energije mora-
ju, u zavisnosti od kretanja, uskladiti sa osnovnom postavkom

-0 _konstantnosti brzine svetlosti.

_Najzad postoji jedno polje sila koje ﬁeéemo'razmatra-

ti, a to je gravitaciono polje. U specijalnoj relativnosti si;”j

la te%e se ne posmatra ni u njutnovskoj aproksimaciji. Izuda-
vaéemo fizidke pojave samo u slucajevima kada se ona opravda-
no mo¥e zanemariti. : o




I. SVET SPECIJAINE RELATIVHNOITI

l. Pojam Sveta

Kao Sto je poznato, fizidke pojave se u specijclnoj teo-

svetu, &ije

riji nelativnosti posmatraju u prostor-vremenu, ili
se talke, odredene u odnosu na neki‘sistem referencije koji me-

ri prostorne 1 vremenske koordinate, zovu dogadaji. Uzmimo jed-

nu materijalnu tadku. Niz poloZaja koje ona zauzima u prostoru,
posmatran i meren iz nafeg sistenma, leZi na jednoj 1iniji, i=-
1i prostornovremenskoj putanji, koju femo zvati svetsika linija.
Deo svetske linije koju je materijalna tadka opisale do sadad-
njeg trenutka, po nafem merilu, zvademo istorija materijalne tac-
ke. Dodajemo, uz te osnovne definicijé, da ¢ero prostorno-vremen-—
ki sistem zvati posmatrad ili posmatralki sistem.

Prostor-vreme, odnosno Svet, deli se, u odnosu na svaki d-
ogadaj, na proSlost, istovremenost, buduénost i pulti konus. U
njutnovskoj kinematici mogla je postojati samo jedna istovreme-
nost, bolje redi sadasnjost, a to je prostor u kojem se, u sva-
kom trenutku jedinsfvenog vremena nalaze svi objekti koje uole-—
vamo. U épecijalnoj relativnosti, medutim, istovremencst jednog
dogadaja predstavlja deo Sveta koji od proslosti i buduénosti od-
vajaju zraci po jednog od polukonusa koji safinjavaju nulti ko- -
nus, a sustidu se u tome dogadaju. Zraci nultog konusa jednog
dogadaja imaju odredeno fizidko tumadenje koje cemo dati kasnije,
a dogadaji koji na njima leZe na spadaju ni u jednu od navedene

tri kategorije.

Uveédimo neézavine koordinate ¥* (o =1, 2, 3, 4) koje nam
odreduju dogadaje u Svetu specijalne relativnosti. Tada Ce konadne
gednac1ne svetske linije jedne materlaalne tacke, izraZene pomoéu
nekog parametra AL E gla51t1. ' : :

Xt = x4(u) - a.n
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peda zracima jednog od dva polukonusa. .
" “UopSte uzev, ‘vrednost skalarnog kvadrata‘“” ekos” DHLZVOXU—'”"”

nog vektora V 4e nam odredivati njegovu orlaent3013u, odnosno

tip.
« . s CAV
a) Za vremenski slucCaj Je %,m\/ vl - 0
o\ ‘
b) Za prostorni " " ‘adﬁ‘v Vi >0 . (1.3)
. CARY I
¢) Za nulti konus 81/3 {0 A .

Vratimo se osnovnoj formi (1.2), odnosno (1.27). Ka koji
je oblik moZemo svesti? U jednoj rimanskoj metrici osncvna met-—
ridka forma moZe se lokalno, a u euklidskoj metrici (u stvari '
pseudoeuklidskoj jer Jje naga definitnost promenljiva) i u celini
svesti na zbir kvadrata dxt  sa konstantnim koeficijentima. Po-

$to smo pofli od toga da svaki posmatrad u Svetu specijalne rela-
tivnosti opaZa prostor kao euklidski, sad éemo taj osnovni zahtev
progiriti na Litav Svet, &ime uslovljavamo njegovu pseudoeuklid-
sku, odnosno ravnu, unutragnju metriku. Tako moZemo po%tav1t1 u
celini prostor-vremena jedan ortogonalni koordinatni sistem De-
kartovog tipa, ¢iji su dijagonalni elementi metridkog tenzora
konstantni dok su ostali jednaki nuli. Feka bar jedna osa tog
sistema, recimg ' , bude orijentisana vremenski, unutar nultog
konusa koji odgovard dogacdaju odabranom za koordinatni podetak
0. Posto posmatrac u O uoéava jedan trodimenzioni prostor u sva-
kom trenutku svog vIemena, koje odreduje pgrametar & (s tim Sto
nenz ubrzanja, to jest putuje Taviomerno po odgovarajuéo pravod)
zakljudak je da  kvadrati tri nezavisna vektora u pravcima pro-
stornih osa imeju signaturu +1, a kvadrat u pravcu vremenske 0=
se signaturu ~l. Osnovna metridka forma u odnosu na takvog pos-

matrada glasi:

Quadstds® = @+ o)+ (o) = () . @

U ‘odnosu na taj sistem imamo:

a posmatracemo ih u sledecem odeljku. = o v

- 5 -

Za vremenski elementarnl 1nterval

(x> (e Lo )’

(1.5)
‘Za prostorni elementarni interval:
(A< (o) + () + (o) 1.5y

Za nulti elementarni interval:
(dx =(dx]'+ (dxf e (o)’ o @.5Y)

Izraz interval oznadava neko prostorno-vremensko rastojanje.
(1.5 ) je ustvari jednadina nultog konusa u diferencijalnom ob-
liku. Vidimo da se radi o kruZnom hiperkonusu, &to tumadimo ra-
vnopravnoSéu ili izotropnoSéu nultih pravaca u odnosu na dati
tok vremena. To je stoga $to nema razloga za promenljivost naj~
vele brzine u zavisnosti od pravca u prostoru. Jednadina (1 5%)
u konaénom obliku u nekom dogadaju M glasi:

(ot -y ) = (-2 (2= + (2 - (1.6)

Vidimo da se otvor konusa ne menja ni u zavisnosti od izbora te-

menog dogadaja. Znaci da je Svet specijalne relativnosti homogen
u odnosu na nulte pravce, jer najveéa brzina ne zavisi unapred

od mesta u prostoru i vremenu prema posmatraiu. Zraci koji ogr-

anidavaju polukonuse proS$losti i buduénosti dogadaaa M dobija-
Ju se z& pozitivme, odnosno negativne, vrednosti xt —-GCM .

Ako pogledamo veze (1.3) ili (1.5) vidimo da su osobine
prostorne, vremenske ili nulte orijentacije uzajamne za bilo ko
ja dva- dogadaja M i PV , 8 tim 5to za dogadaje vremenskog ili
nultog tipa postoji pojam vremenskog sledovanja, jer dva takva
dogadaaa leZe umutar, ili na povrsima, suprotnlh polukonusa ko—
3i odgovaraju svakom od njih.-

. Yezon (1.3) uveli smo, za skalarne kvadrate- svih vekto-.
ra, 1zraze 1stog oblika kao i u definitnim metrikama. Skalarni
pr01zvod1 su takode deflnlsanl isto kao u deflnltnlm metrlkama,’

e

[Spm———
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Prostor—vreme spe01aa1ne relatlvnostl, koje 'seézove:

Svet Minkovskog, Po svom tvorcu. (E. Mlnkowskl), prcdstalaa»lz— -

vanrednu geometrijsku zamisao koja slu21, kao cement, povezi-
- vanju zakljulaka relativistidke fizike. Minkovski Jje uveo po-
jam Sveta specijslne relativnosti tri godine posle prvih Ajn-
gtajnovih rezultata u toj oblasti.

2., Ortogonalnost vektora

U prethodnom odeljku aveli smo bili. gedan ortogonalni
koordinatni sistem u kojem osnovna metridka forma glasi:

= [ (o) + () £ (Ax’)‘—(ﬂ‘x‘ﬂ,} e

%ime smo podrazumevali da postoji neki sistem medusobno ortpgof"

nalnih baznih vektora koordinatnih osa, s tim $to Je jedan od
nJjih vremenski orijentisan, a ostala tri prostorno. Postavlja
se pitanje da 1i postoji vremenski vektor za koji preostala o~
rtogonalna trojka vektara ne bi bila iskljuéivo prostorna, kao
u (2.1). Drugim redima, da 11 jedan vremenski vektor moZe biti
ortogonalan na nekom vremenskom ili nultom vektceru?

Podimo od dva vekbtora, vremenskog 11‘ , 1 vremenskog i-

1i nultog ¥ :
,jmu*u’% 0 ,g,(/,’U*’I}"<Q . (2.2)
" Dokazalemo da Je:
rgd/xu"'v'@;; 0. _ : | n S (2.3) -
tolsest da vreménski vektor ne moe biti ortdéohalén ﬁa jréme;

nskom ili nultom vekboru. _
Uve&iemo dve konvencmge. rvo,_ukollko 1ndek31 1du do

tri, beleiiéemo ih 1atinsk1m slov1ma,‘dok &éemo one koal 1du do.f
getiri beleZiti grikim. Drugo, svako ponavlaanae 1ndekaa, bllo”'

gornjih, donjih ili mesov1t1h podrazumevacemo da oznadava

- -

sabiranje, osim ako se drukdije ne naglasi..To''je takozvana

" Singova (J.ML. Synge) -konvencija. .Dosad smo podrazuméVali da.

8amo ponavljanae indeksa suprotnih tipova (gornalh i donglh)

oznadava sabiranje, ¥to predstavlga poznatu AJnStaJnOVu konv-u au

enciju.

U skladu s prethodnlm, posto koeflclgentl metrlcke f~ ‘
orme (2. 1) glase: -

gi":gg ) ,gl,'zO) 3‘4:—4 (L,j'zj,z,_s)) (2:4) :
pisaéemo uslove (2.2):
WU~ (U<O | VU-WP<0. 4o

Odakle je:

.

Rar ka4l 1
W > (WU vy » (2.5)
Svaka linearna kombinacija, sa realnim ginicem A .
rostornih delova vektoxra ur i QFQ', mora imati intenzitet ve-

&1 ili jednak nuli. Dakle: ‘
h A :
(W + AV UM+ AV = O

8to nam-dgje kvadratnu nejednadinu po A , koja ne moZe imati
razlidite realne korene. Njena diskriminanta je manja ili jed-

‘naka nuli. Qtud:

4
3 ) T
WV < (WA,
Kad pogledamo (2.5) vidimo da mora biti:

W -uvy<o =




5,

\
\V
\_ hjega ¢ée biti:

e e T

-8 -

= 4 UV =WV U 0,

Zto je trebalo dokazati.

Znak gornjeg izraza zavisi od orljenatclje vektora 11
i ’V' u odnosu na koordinatni sistem. Posebno za vremenske ko—
mponente gnaci ée biti jednaki pri orijentaciji umutar istog
polukonusa, a suprotni za razlidite polukonuse.

Sto se tide ortogonalnosti vremenskog vektora na pro-
stornom, ona Je moguéa veé i po tome Hto su bazni vektori za
sistem (2.1), od kojih su tri prostorna a jedan vremenski, u~
zajamno ortogonalni. Mo¥e se pokazati da za neki prostorni v-
ektor postoje, pored prostornih, i vremenski vektori koji su
ortogonalni na njemu. Vektori nultog konusa takode mogu biti
ortogonalni na prostornim vektorima, pored toga Sto je svaki

od njih "ortogonalan na samom sebi”

Skalarni proizvodi vektora. Dvoravnl i troravni

Uzmlmo dva vremenski orijentisana E]edlnléna vektora,
u“i , usmerena prema buducngii_:j. Q;L{ "U"} 0):

s =

ﬁ%u‘w = 4V =1, | (3.1)

e

Izaberimo, medu razliéitinm moguéim koordinatnim sistemima (po-
. . < .
smatradima), onaj na &ijoj Je vremenskoj osi U% . U odnosu na

—y
Y = 0, u‘=+4 . (3.2)

oL
U tom sistemu skelarni proizvod U sa V= svodi se, na osno-

vu (2.4), na:

%«/ﬂ*""".’”""». B S o»
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dok iz druge jednakosti (3.1) imamo za V :

e VAT | : (3.4) o
Ctud:

;j,,/,’u“’lf"’s- 4+W<”4' o (5_4')

. JRVN c s e o, <.
Dakle, za raglicite vremenske jedinicéne vektore % i v , is-—

te orijentacije, skalarni proizvod je negativan i po énsolutr&j
vrednosti veéi od jedinice. U sluaju suprotniﬁ orijentacija on
je pozitivan i veli od jedinice. ) .

U prethodnom smo odeljku pokazali da ;je'vektoir orto‘gkona'—“
lan na vremenskom vektoru uvek nrostorangis‘-.ko uzmemo proizvoljan
aedlnlchl prostornl vektor 'P"' , imaéemo niz vrédnosti skalarnih éz
proizvoda ﬂ"r’

koji, veé prema uzajamnim orijeantacijama

. - s s . v, )

U 5 , moze biti pozitivan, negstivan a u slucaju ortogonal-
- _ 2l T

nosti jednak nulid U kojim se intervalima lreléu vrednosti pros-

«
vernih 1 vremenske Xomponente P 2

Imamo, u odnosu na sistem u kojem smo vr#ili razlaga-
nje (3.2): . _ »

Jasno je.da mora Hitl: 1
H

. | s
e ) ) ' ! "\/D/v: X
Ing . . R oy {
ppizd. Ge gt

. . dap Y‘} ra':q.\;f
Vidimo da, osim Eto zadovoljavaju vezu (3. ) i uslov: (5 6), kom- QDI‘F
ponente P‘ i P‘ nemaju goranju granicu pozitivnih vrednosti, : . . i
niti 'donju granicu negativnih. Xada- (3.6):prede.u.jednakost. P,["_‘;;,-w

i U* su uzajamno ortogonélni. 4ko izaberemo jediniéni prostbr—‘

i vektor:® Q "tako-da odreduje prvu:po,redu. koordlnatnu -osu ﬁ‘

dakle Q (1,c Y ,0), imademos o iivzial sds




h
25;,01 obelerene granice unutar kojih leze one vrednosti P
7

g.apP o° =pt

Ako je ukupni niz vektora P*
Y i ¥ (slika 2) imademo, na osnovu (3.6) P24

- 10 -~

e e e Bt W;(,_jv;,'?).. —

sadrZzan u ravni odredenoj osama

. Jednadine

(3.4) i (3.7) predstavlijene su na tome dijagramu, prva punom,

druga isprekidanom 1linijom:

slika 2.

te teZe beskonalnim vrednostima.

¥idimo da je ge-
ometrijsko mesto zavrie-
taka jediniénih vektora
A% ravnostrana hiper-
bola u dvoravni X' , XY
S obzirom na izotropiju
prostornih pravaca u pro-
stor-vremenu imaéemo troe
dimenzioni dvokrilni rot-~
acioni hiperboloid &iw
je grane asimptotski te-
Ze nultom konusu. Kada
N* teiri zraku nultog
konusa njegove komponen-

Geometrijsko mesto zavrSetaka

vektora P‘ opisuje ravnostranu hiperbolu koja u prostor-vremenu
prelazi u jednokrilni rotaciond hlperb0101d kOJl as1mptotsk1 tezi
Lnultom konusu sa prostorgg‘ﬁf?ane.’Tackastlm linijama sU na sii-~

Je “7 'U..:.]</l rProstornl vektori ortogonalni na p<

zaﬂgoge
lebe na pro-

stornoa dvoravnl upravnoj na x' g oxt , pa imaju komponente razli-

gite od nule na osama X i ¥ .
Objasniéemo izraze troravan i dvoravan, koje demo dalje

redovno koristiti. Prve su zadane pomolu jedne a druge pomoéu dve
nezavisne linearne jednadine u odnosu na posmatralev sistem. Tro-
ravni i dvoravni mogu biti prostornog, nultog i vremenskog tipa,
veé prema tome kako su orijentisani vektori koji su na njima ortoe

gonalni.

- Neka troravan X kroz koordinatni podetak (posmatradev po-

detni dogadaj) bude zadata jednalinom:

,o,‘ac‘f—»o.

(3.8}
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Tada Je za

! ﬁf:+»a;1—,a;—-aﬁ<0

ta troravan prostornog tipa, posto je na njoj ortoéonalén-vek—
tor AZ; s Vremenski orijentisan. Za

Ait+ 0+ A5 -0y 3 0

Z: Je vremenska, odnosno nulta. U prvom sludaju ona sede nul~
ti konus, a u drugom ga tangira duZ jedne izvodnice.
Neka dvoravan & kroz koordinatni poletak zadata Jje sa:

axX=0 fxr*=o0.
* y ¥ (3.9)

Njen tip ée zavisiti od tipa naenog ortogonalnog komplementa,
dvoravni (b/ , koju odreduju A% 4% . axo je @ prostornsa
dvorsvan, & ée biti vremenska, i obrnuto. Znadi da se pita-
nje tipa 65 svodi na to da 1li na <5 postoae, pored prostor-
nih pravaca, kojih uvek mora biti, jod i vremenski i nulti pr—
avei, odnosno samo nulti pravac, ako 55 tangira nulti konus.
Zato demo ispitati skalarni kvadrat ¥ vektora razliditih pra-
vace na 65 sy dobijenih linearnim kombinaci jama a%c g $¢ :

F = gys(asenE) (% A8)

Formirajmo odgovarajuéu kvadratnu jednadinu:

LN+ 2 0,8°N 40,00 (3.10)
Ako Je diskriminanta ﬁégativna:
« : ’
o &) - (o, 28, 8° , :
(0. &) - (o a8 €)<o e
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_ trinom na levoj strani (3. 10) ée za svaku realnu linearnu kom-"" -

"’?/5 blnaclau 4%+ 2B biti veéi od nule. Svaki ‘vektor na é
ée dakle biti prostorno orijentisan, pa ce © samim. tim biti
vremenskog tipa. ; -

Ako Jje diskriminanta nenegativna:

(,aa(e‘n(}t—('adﬂl)(g'ﬁ‘gﬁ)?O) | (3.12)

imademo, u sludaju da je pewitivna,indefinitne vrednosti (P y .
pa ée, pored prostornlh, postojati i vremenski pravei, kao i
dva nulta koJl ih razdvajaju na eS '« Tada Jje njen ortogonalni
komplement, dvoravan & , prostornog tipa. Najzad, ako je disk-
riminanta (3.12) jednaka nuli, imamo dvostruki koren A , i &’
tangira nutli konus duZ "dvostruke” izvodnice, a isto to biva
i sa dvoravni é ”

Primer vremenske dvoravni imamo na dijagramu sllke 2.

.7 4, Ortogoﬁalna razlaganja vektora i tenzora
W . it |
RtV Uzmimo neki proizvoljan vektor u (moZe biti i nulti)
l)»’N &{/fl/; razloZimo ga na dve upravne projekcije, jedmi na pravac jedi-

Inlcnog vremenskog vektora /U' ,i drugu, koju éemo obeleZiti sa
o n i
AR 'L( s na naegov ortogonalni komplement, prostornu tro*‘avan-

-

U, Set) 1 + U (4.1

q /Negat:.vnl znak uz koeficijent prvog ¢lana potide od vremenske
orijentacije /D; . U ortogonalnom sistemu u kojem Je a+ aedn.n—
i¥ni vektor ose X* sleduje, ako iskoristimo (3.3):

 pa-je.otud:

P 4 N o7 {“% y i;:' &f?n} - xfxﬁ Lkt ?; .
U= WY U ‘ (5.1

- 13 -

PoSto. kontravarijantna koordinata nekog vektora predstavlj‘a ng-Frte e
egovu brojnu vrednost u odnosu na neku bazu, to nam (4.17) da- '
je opravdanje za (4.1). Iz te veze sleduje: v o ;

5 _ A o
’u&_ =(ﬁ¢+1&%}uﬁ = Qa(/;/a © iy (%.2) A

Tenzor 2\. s koji éemo nazvati tenzor projektor 2za vremenski
pravac ’U’ , daje nam vrednost projekcije nekog proizvoljnog ve- |

. ktora u Svetu Minkovskog na prostornu troravan upravnu na vrem-

enskom Jjediniénom vektoru 'U; . S obzirom na tenzorsku prirodu,’
’e\'dp zadrZava projektorsku osobinu i kad je zadat pomcci meSo~
vitih ili kontravarijantnih koordinata.
Svaki tenzor proizvoljnog reda moze se proaektovatl, _pr-
eko svih SVOth koordlnata, na komnlementarnu troravan vektora
’U; pomocu tenzora ’&dp‘- Na primer, za ‘tenzor drugog reda 'Z‘,,,

et

éemo imati:

vof
"t\;ﬂf- s Top (4.3)

4iko sad, analogno prethodnom, razloZimo vektor /u-.l- na pravac
nekog prostornog Jedlnlcnog vektora P* i njegov. ortogonalni
komplement, vremensku troravan, imaéemo:

u.t = (uﬂa)?“*_/&’*
Otud:
(‘34/1 RW = R, U )

Tenzor projektor ‘&q{p na ortogonalni komplement:prostornog pr-
avca zadatog ;jed:fniénim vektorom 'P,( 'razlikuje se ‘znakom od od-
govarajuéeg projektora za neki vremenski pravac. -\ 7

Heka prostorni vektor P« i vremenski V* budu meduso- ' S
sobno ortogonalni. Ispltaamo kako treba da glasi tenzor koji‘ée” = 7!
komponente vektora i tenzora projektovati na ravan upravml na '
ta dva vektora. Stoga-éemo prvo projektovati vektor 'LL uprav-
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2
_mo na_ /U'd , 2 potom na P .,:A..»vD?kl?-i- FE .

3 5o, 3. v
—E,s"-’.z“"\—.(ﬂ\«l(ﬂ\u) t ¢Z=4'Tl‘.6 xm-}. Xm - T(g')\m(;)\('l)
‘:‘

A {'ﬁ : (4.5) ‘ 2
,u ng%’u % eL "'Tr;;7\(‘ (s) Z )czkds))‘uuxwv‘-lzg‘ 8‘%“’)\‘))\““ wa

Razvijanjem dobijamo:

59
whap ~TevRo N o Mo Nup (4.10)

3
¥

T2 Ter N g A

5o — = : (4.6 . .
’Q%(pe"r - ﬁ*‘r’b {Z&,v;‘ P"‘P‘" Z"(r' (4-6) Tenzor T.((; Je proizvoljan, ne mora biti simetrifan niti anti-
simetriden. Za sludajeve simetrije, odnosno antisimetrije, u
gornjem izrazu dolazi do odredenih uproséenja.

Ako ovakvo razlagsnje primenimo na metridki tenzor 8,{(5

imaéemo, na osnovu (4.10):

Iz oblika desne strane vidi se da su operacije projektovanja
po medusobno ortogonalnim-pravcima komutativne u Svetu Minkov-
skog. Izraz (4 6) je poseban sludaj opStijih izraza za projek-
tovanje na dva proizvoljna pravca razliditog ili istog tipa.
Jedino su nulti pravei iskljuéeni. ‘ .
Uzmimo jednu ortonormiranu vektorsku bazu sa tri pr?s— 'gc(/s =7\(4)-(>\(q/;+}\m<>\uv;"r7\g)n()\ g,\{s _7\“\'()\“\(&’ (1)
torna pravea A'y ., i Setvrtim vremenskim A%y - Na osnovu iz- \
raza za 49\. 7 #.2) i 2,(/, (#.6) vidimo da se mogu redom napra-
viti tenuzor:. projektori za sve pravce u Svetu Minkovskog. U o-
vom sludaju rezultat takvog projektovanja uprav-no na sve neza-
visne pravce je oligledno nula vektor ili tenzor. Dakle:

S$to se moZe zakljuditi i neposredno iz (#.7), jer je tenzor u
zagradi ortogonalan na svakom vektoru, pa se prema tome svodi
na nula tenzgor.

. Z adaci
_ 6_, (4.7) ’ e —
('ﬂa(/s ’7\«,.()\ul,s"7\m<7\cm 15\47“3\/\‘("7\(«\47\“)1%\?’( =0.
1) Dokazati da je, od svih vektora nultog konusa, svaki orto-
o gonalan jedino na sebi.
tud:

2) Neks Je ™M temeni dogadaj nultog konusa, i neka dogadaj

ipada polukonusu proslosti, a dogadaj B polukonusu bud-
—'U.bh“ )l‘-\.{ . 4,8) A pl‘lpa P . p ?
(u ’u >\u) u)-!*"u 7\("{,7{@‘1-“67\ mp W« W ( uénosti-( A , M i%B ne lefe na jednoj nultoj pravoj). Ako do-

gadaj N le3i na svetskoj pravoj A B ', pokazati da uvek vai

P . i — —— 2
Dok je zs neki tenzor drugog reda Tol{} : B MN = AN- B” o )
s 3 E 3) a) Ako su Ag i p.'.jediniéni' vremenski vektori, naéi ten-
A )( et : zZor . koji vrii projektovanje upravno na n ihovu dvoravan,.
TN(E ML m 7\(“*7\“, 7\«\0\«») Fhadra)( D i a Heip K03 Pro; je up 3

b) Neka za isti Ay vekvtor‘)k,; bude jedinidni prostoran, ali ne
i upravan na njemu. ¢) Neka za isti N, vektor Jp bude nulti.

K(ﬂﬁx(" 7\(;\(57\ - >\ \)\p l!») + 7\(.‘)151(&\\ O

Otud. 2




II. KRETANJE PO _INERCTIJT

5. Geodezijske linije i kretanje po inerciji

S obzirom na indefinitnu metriku Sveta Minkovskog,
rezlikovaéemo tri vrste geodezijskih linija:

a) prostorno orijentisane;
b) vremenski orijentisane;
e) nulte.

Konééne jednadine prostorno orijentisanih geodezi}skih linija
jesu, kao i1 u definitnoj metrici, reSenja jednog sistema di~-

ferencijalnih jednalina drugogreda. Ove su, ustvari, transfor-
misani oblik jednadina ekstrewala, dobijenih varijacionim pu-

tem:
Aty < Ayt Axt :
A +r{‘fﬁ% ——-OJ (5.1)
uz uslov:
. :d}i o
Gods 45 =4

gde je A duZina luka geodezijske linije, dok su koeficijenti:

2x™ X

Car = %a Moy = f,z g“(éarh Qe %%}r) (5.2)

KrlstofeloV1 (Christoffel) simboli druge vrste. Uslov za po-”

zltlvnu ﬁeflnltnost elementarnog intervala: (5.1) doblaamo 1§.“‘

osnovnog opredeljenja za s1gnaturu nase metrlke, 1zrazenog

jednadinom (1.2).
_ Za vremenski orijentisane geodezijske linije bide:

2y
% * PM‘ AT %% ' &3

v
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uz uslov

-Ld(s ‘
ﬁ‘“’ %dfc =4

.

Ostaje pitabje nultih geodezijskih linija. Tu se pojavljuje je~
dna teSkoda. Ne mo¥emo vife uzeti dufinu ili proteklo vreme 7’
kao parametfe, jer za nulte linije pojmovi duZine i trajanja
gube smiéao; Stoga ¢emo posmatrati jednu vremensku geodezi jsku
liniju, i uvesti parametar W = T/y , gde je # neka proizvolj-
na konstanta. Uslov uz jednaéihe'(B.B) ée biti:

| oo deP
%m‘%).—b%,z_ ft,z'

Ako pustimo T i ¥ da istovremeno teZfe nuli, tako: da U postane
neodreden izraz, vremenska geodezijska llnlga ée bteZiti nultoj.
Tako éemo dobiti izraz:

(5.4)

Jo g 45 =0

Podvladimo dinjenicu da diferencijalne jednadine geodezijskih
linija imaju oblike (5.1) i (5.3) u odnosu na kanonske parame—
tre, medu koje spada duZina. Ovako smo dobili kanonski oblik
diferencijalnih jednadina i za nulte geodezijske linije. Svi
kanonski parametri su linearne funkcije jedni drugih, pa ée _
Jednac1ne (5.4) zadr¥ati oblik u odnosu na svaki drugi parame-
Wruzwm1m- o Tl

i s
M=an+b B
Iskazatemo osnovne postavke o kretanju po 8e°dé2i35kim- T

linijama: » i



1) Svetska linija slobodne materijalne talke koja se krete po
e imerei i jevremenska geodeziiskd 1inija Sveta MinKovskes. T
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2) Svetska linija svetlosnog zraka u praznom prostoru je nul-
ta geodezijska linija Sveta Minkovskog. ’

Ove dve postavke iskazuju ustvari prvi Njutnov zakon
u specijalinoj relativnosti.

5 obzirom na pseudoeuklidski karakter metrike, koji iz-
rafava forma (2.1), Kristofelovi simboli u jednadinama (5.1),
(5.3) i (5.4) biée jednaki nuli u odnosu na odgovarajudi koor-
dinatni sistem, pa éemo imati sledeée konadne jednadine: ‘

Xt = a*h+ bt @ - @)=1 (5.6)
X* = QT+ b* | aat— @)= (5.6
¥ = atu+bt, da-@)=o0. (5.6")

~

U gornjim jednadinama A i T predstavljaju duZinu, odnosno pro-
teklo vreme. Poredak dogadaja na nultoj pravoj izraZen je, u
jednakim intervalima, kanonskim parametrom a .

6., Przina svetlosti

Osmovne postavke o geodezijskim linijama sadrze, ust-
vari, hipotezu da je brzina svetlosti u praznom prostoru naj-
veéa moguéa. Posmatrajmo svetlosni zrak koji putuje u vakuumu,
u pravcima datim bazmim vektorima prostornih Dekartovih osa.

Imaéemo:

B+ (A% + (A) "~ o2 () =0 (6.1)

Uporedivanjem sa (1.5") vidimo da je 8% —cat . veza
(6.1) jednostavno kaze da je za svetlost ¥ =L . Ako iz~

—x%.do-poklapanja-s-tom -pravom, -koja predstavlja-svetskulini
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vrdimo linearnu transformaciju u vezi (5.6") dove3demo osu

ju jedne materijalne tadke koje se kreée po inerciji. Njene ko-
naéne jednadine su tada:
i

x'z0 ¢ =0T+ 8%

Izbor koordinatnog poletka i jedinica merenja .t = odT 4
+ 8%aate nam, ‘najzad:

xt=xct.

Ovakav koordinatni sistem predstavlja posmatraev inercijalni

2.3 4

sistem, jer smo Oxlx X7 X vezall zz svetsku liniju kretanja

po inerciji. Tok vremena u tom sistemu srazmeran je koordina-
ti a%do na konstantan faktor, brziru svetlosti. Stoga éemo
nulti konus zvati i svetlosni konus. Metricka forma u odnosu

na jedmr inercijalni sistem glasi:

sda? = (dx’s (dxe2)’s (dx) -~ /c’(plf)z: K (6.2)

Nadalje éemo obelezavati sa x4.vremensku koordinatu (ukoliko
se drukdije ne napomene), Crtogonalne inercijalne sisteme de~
mo zvati 1 najpogodniji sistemi u Swetu Minkovskog.

7. Galilejeve transformacijie

U prethodnom odeljku smo rastumadili izbor vremenske
ose jednog pravouglog sistema u Svetu specijalne felativno—
sti kao vezivanje nekog prostornog Dekartovog sistema za ma-
terijalnu tadku koja se kreée po inerciji. Vreme, mereno u
takvom sistemu, moZe imati razlidite podetne trenutke i jedi-
nice. 0d osnovnog je znalaja zapaZanje da svaka prirodna poja-
va koja u jednom inercijalnom sistemu, u odsustvu smetnje ili
prinude, pravilno tede, daje jedno kanonsko merilo toka vre-

mena, kao 3bo je ukazano u §5.




Transformacija: -

— ]Iu' ot u, . T T e i

x = G-d x°+ 6 )
xM = xts g v S 2 Dl

koja zmdovoljava uslov ortogonalnosti

G}.‘ G'*? = S: , (7.2)

(gde je stg 03»4/ Fronekerov slmbol), zove se
Galilejeva transformac1a; 51stem1 Cije se prostorne oge i tok
vremena transformi$u po formulama (7.1), uz uslov (7 2), zovu
se Galilejevi sistemi ili posmatraci.

Iz (7.1) se vidi da se prostorna transformacija sasto-
Jiu prdmeni podetka prostornog Dekatovog sistema,.dok se vre-
menska osa preslikava na samu sebe izborom drugog poletnog tre-

nutka. Ne dolazi dakle do promene inercije posmatrala. Uslov
(7.2), koji izraZava ortogonalnost novog pristornog ststema,
garantuje oduvanje uglova medu osama 1 Jjedinica na njima.

Ova transformacija odrzava interval svetske metrike. A-
ko kvadrat prostornog intervala u odnosu na polazni sistem obe-
le¥imo sa Aé* , a vremenskog sa dT¥ , bide:

Olén- = Suf CI,II‘-Ax’t = é;u_. G"A andl‘?&'x“‘: )
=Gy Gf‘u dac®dac = Sau d’f@x“: AGL)
L

Otud:

4o = £(d8"- dTh) = € (@'~ AT =ds"

&to je trebalo dokazati. i ..un

III. TORENCOVE TRANSFORMACIJE

8. Transformacije ortogonalnih sistema

Pokazali smo, u prethodnom odeljku, da pri Gali- -
lejevoj transformaciji ostaje imvarijantan zddl Sveta Min-
kovskog. Postavimo sad pitanje najopStije transformacije ko-
ja prevodi jedan ortogonalan posmatralki sistem u drugi, a
da ostane ofuvan kvadrat intervala svetske metrike:

$=eds’=eds” ‘ (8.1)

Ovim je iskljufena promena signature, 3to potile iz suStine
nadeg shvatanja metrike Sveta specijalne relativnosti. (8.1)
dakle povladi: A

,jol/,dx‘&lx”—:ji/,di"dﬁ"’ ) (8.2)

(’3;5"‘%’;3:—325 ; ,3;,[:,3;":0 ; '3“.___,5:" =’_4).

Ako formiramo koeficijente povezanosti u odnosu na naSa dva
sistema, dobiéemo:

aL‘__. A
r'r’" : (8.3)

Posto njihov zakon transformacije glasi:

rw_ x* 2x? 'ax (—- Dx Sta'd ,
2t 3P 3=t s T 27 QuPoar )

to Zboé (8.3) sleduje:

9zt o : e
S Salaxt =0, . (8.4)

[UES——
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: Mi zahtevamo da jeskobijan ove transformacije budé razlidit
~-od-nule: o

7= 2% +o,

i zakljudujemo da za gvaki utvrdeni par indeksa 3 , r:,
(8.4) predstavija homogeni sistem linearnih jednadina s koe-
ficijentima 9 2%X/9x’Y , pa imamo:

'7#0:4‘ E :
= | (8.5)
xtox? 0.

, .
Menjajuéi (> , ¥, © dobije sistem diferencijalnih jednadi-
na sa odiglednim refenjima: )

5 by
o=l L (8.6)

I1i Lorencova transformacija je linesrna. Ako je primenimo
na vektor koordinatnih razlika Ax'a , imademo:

.
axt= .0 (8.6")

Transformacija (8.6) izraiava (72X )—-a-(af’). Za inverznu tr-
ansformaciju ( X’) —= ( X ) éemo imati:

¥
A = Lz,AOCIE, (8.6%)

S obzirom na ortogonalnost . oba sistema i linearnost transf-
ormacije, matrica ([_) ée zadovoljavati slededi uslov:

( L a”\ = ( Lc‘-r)/

- 23 -

4

gde simbol oznadava transpoziciju. PoSto proizvod direktne t-

ransformacije (8.6°) i inverzne (8.6") vodi identidnosti, bide:
. § r“ $ : . EEE
e e

Vidimo dai(l.fb)ima svojstva matrice ortogonalne transformacije
u Svetu Minkovskog. Ona naj8ire transformife ortogonalne posma-—
tradke sisteme, dok je Galilejeva transformacije (7.1) transfo-
rmisala posmatralke sisteme bez promene inercije, to jest vrem-
enske ose. (8.6) se od (8.6°) razlikuje po konstantama integra-
cije [_8 ; koje imaju smisao pomeranja koordinatnog poletka, to
Jest izbora razliditih dogadaja za podetak posmatralkog sistema.
Na dalje ¢emo pod Lorencovim transformacijama podrazumevati sa-
mo one koje su homogene. Ortogonalne posmatralke sisteme u Sve-
tu Minkovskog zvademo i Lorencovi sistemi.
Iz (8.7) imamo, za determinantu transformacije:

”L“A” =24, _ e (5.8)

~

Mi Lorencove transformacije delimo na svojstvene i nesvojstvene

5§gg\prema tome da 1li je determinanta (8.8) pbzitivna ili negat-

iyné. Svojstvena Lorencova transformacija sadrZi identidnost
X" e X* . ALi medu svojstvenim transformacijama posgtoje i ta-
kve koje ne sadrZe identicnost, veé vrSe ogledanje svih osa x*.
= - X% . Promena orijentacije prostornih osa zove se promena
ariteta,- dok se promena orijentacije vremenske ose zove inver-
zija toka vremena ili ortohronosti. Nesvojstvene Lorencove tra-
nsrormécije ne sadrze identilnost. One mogu biti ili ortohrone
uz promenu pariteta,. ili neortohrone uz ofuvanje pariteta.
kﬁatematiéké&fiégigvggzziég>razmatranjem ove detiri vari-
jante Lorencovih transformacija otkako su 1957 godine Li (Lee) -
i Jang (Yang) prvi put teérijski ustsnovili narusSavanje parite-
ta pri nekim radioaktivnim pojavama, dok se osnovano veruje da
bi tada mogla nastupiti i inverzija toka vremena, odnosno. neor-.
tohronost,:§té jeﬁvetika promena za klasidnu relativnost. Mi ée=
mo se ograniliti, u ovom kursu, na svojstvene ortohrone Lorenco-

ve transformacije.
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. - Imamo veé &injenicu da.za Lorencovu transforméciju po-
stojl 1nverzna, Zto .je dato odnosom veza.(8.6") i (8.6”)..Vid-
eli sme i to da je identidnost sadrfana medu . svojstvenlm orto~
gonalnim transformacijama. Ostaje nam da dokafemo da . je proiz-
vod dve Lorencove transformacije takode Lorencova transformac-
ija, da bismo za nju utvrdili sva svojstva grupe. Podvrgnimo
stoga vektor X (x*, x*,x*; ¥*) dvena uzastopnim transforma-
cijama:

9. Vektorske baze i Lorencove trénsformaoije

B o W

a4

.. Uzmimo dva Lorencova sistema Oa'x’xlx!. a4

i Oac“x x

(xraée " O i Ox' ) sa odgovarajuéim ortonormlranlm vektor—
— — — — >
skim bazama Vo » Voo Vs, Vm i \{4, ) V(z) ’ \/w Vm

Kontravarlgantne koordinate Jedne i druge baze u odnosu na’ ne—.

&
i . R demo sa Vi), Vm (o, ¥ =1, 2, 3, 4). Vektori svake od
) R ] , ove dve baze, izrafeni u svojim sistemima (sl. 5) glase
. . e Y r (8-9)
F.Xr = LD x® :
:‘. ! . o B ) N Iq oo
- B Or: Vg 4,0,00) | 0, V40,00
Proizvod operacija (8.9) pisademo: § : '
. [ /-l
oy ; ‘ : - o Vg (0,%,0,0), V (4 Dd :
o' (9.1
L L x =‘L .,l_x (8.9%) < V"( - ( )
V(” (o, 0, 1,0)/ i (9 0,4i9),
S obzirom na to da se jedno od sabiranja vr3i po indeksima vr-
sta, 8 drugo po indeksima kolona, izmena reda pisanja matrica V(:(o,o,o,“); \,“)(00 0,1).

ne menja rezultat:

L L =L L0 L L E =
=L’-;L;.; ./il_s.c='

= F:L/.:Lg.e“ = Sf . ' -' (8“.10)

Razume se da n@jedna od ove dve
baze nema, u opStem sludaju, dija-
gonalan oblik u sistemu OY .

PotraZimo, u odnosu na 0, iz-
L =

raze 22 V(;) , posredstvom Vm'
¥rimenom obrasca (4,8), za razla-
ganje vektora u Svetu Minkovskog,
dobilemo

- 7 ] o
Odavde sleduje da je transformacija X —X takode Lorencova.

Imamo dakle zakljudak da: ;Slika 3

Lorencove transformacije éine transfomacionu grupu.

P;j_imetimo da svojstvene Lorencov: transformacije; s ob--
zirom na to 'da sadrie identilnost,-i same.&ine: grupu;_zg:Nehomoge?.?
96 transformacije (8.6) &ine Poenkareovu.(Poincaré). grupu. ..

vw v“,vv AT v"‘v Vi v

g T g (T8 13’3(3)‘,( (4) (4;/, (40

V"f”“;" v(z) V(l (4).(+ o . v(z, \6) VHI-( (9.2
v ’ i - o e

ki treéi Lorencov sistem O4*y*4*y' (kraée 04 ) obeledi- ~

~———— -

i
H
i
5
i
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- Iy g .
© YAk T \/(» V,,yw.‘ * (3) v-np\{s).x

in . . . ‘ .
Vw& = “ v"‘_’f’\{ﬂ"‘+ o v(q) vm{S v«;o( -2

Podto indeksi u zagradama oznalavaju redni broj vektora iz po—
Jjedine baze, imamo:

- o) - 171
Vq),,c=V,<. ) me"v .

-~

]

Koristiéemo jedan ili drugi oblik v%i/prema potrebi ili po-

(9.3

godnosti pisanja. - [
A S obzirom na to da smo \Q” i \Qé) razlagali u odnosu
|| na 0%y vektor polofaja % , odnosno ', izrafen po koor-
P 9

dinatama, glasi:

r "y

xfa v,y (9.4)

Ako skalarno pomnoZimo (9.2) sa 17‘ , koristeéi (9.4%), dobiéemo:

1Yy T2 S IS
=V, V(z) - V.,c * Vig % ) (9.5)

Ovo predstavlja Lorencove transformaciju (X)-+(x") . Pomoéu
simbolidnih vektorskih oznaka matrica transformacije glasi:

T

Vo V0 VIV, V"V
ViV Ve VPV VNV |

)= | Ve A \'/’".v\*/; VNV ~V"”\/u, (9.6)
ViV ViV VNV VY,

S obzirom na to da su vektorske baze ortonormirane, Sto
izraavaju veze (9.1), imaéemo, na osnovu prvog niza uslova:

-27 -
Vm'vm A, Vm'V:ﬂ: =1

= | (9.7
Vi, Vg =0 (X #p). : )

(]

Pretpostavimo, za trenutak, da je transformacija (9.2) prevela
ortonormiranu bazu o u neku proizvoljnu bazu é,. Tada .bi
svih 16 elemenate matrice (9.6) bilo proizvoljno. Medutim, pos-
to zahtevamo da i1 nova baza bude ortonormirana, $to izraZava
druga grupa uslova (9.l1), imademo:

~P, 7 R, =Ry
Vm'vw"': Vm'\'/m="4 j

(9.8)

-, ...,/

VH (a) ("‘ £73) .

Ovo predstavlja ukupno 10 uslova, pa izlazi da je i proizvolj-
nost u matrici (9.6) svedena na najviSe Sest parametara trans-
formacije. Dakle:

Homogene Lorencove transformacije obrazuju Sestoparame-

tarsku grupu.

Ostaje nam/joé da pogledamo na kakve se inercijalne si-
steme mogu odnositi Lorencove transformacije. One ustvari zah-
tevaju jedino invarijantnost intervala (8.1), to jest oduvanje
ravnog karaktera metrike Minkovskog i njenih prostornih, vrem-
enskih i nultih pravaca. Mi smo se ogranidili na one transfor-
macije koje prevode jednu ortonormiranu baszu u drugu bazu, ta-
kode ortonormiranu. Postoje i vektorske baze koje povezuje ta-
kozvana gingularna Lorencova transformacija. One se sastoje iz
dva nulta i dva prostorna vektora, koji su ortogonalni jedan
na drugom i na nultim vektorima. Transformacija prevodi nulte
vektore u sebe same, a proétorne'vektore u druge prostorne ve-
ktore, tako da nova baza ima iste osobine kso i prethodma. Ke~
éemo se zadriavati na takvim konadnim transformacijama (videti:
3. Synge, [6], str 102-107 i 438-437).




i10. Inflnltez1ma1na Lorencova transformac1aai

Lorencove transformacije smo izudavali samdvu slu-
éaju da su konalne, to jest da su uglovi izmedu osa starog i
novog sistema konadne velidine. Posmatraamo sad Lorencove
transformacije koje prevode jedan posmatradki sistem u nJemu
beskonalno bliski. To éemo iskazati time Zto cemo koeflclaen—
te transformacije podvrgnuti uslovu:

of
L'a= 83+ 2% +0%(4) |
(10.1)

« 0:‘/, je sistem funkeija ostataka).

Velidine Ay, su parametri ove infinitezimalne transformaci-
je, po kojima éemo linearizovati koeficijente Lfk u gornjoj
formuli. Lorencove transformacije, bilo konadne, kakve smo
prethodno izudavali, ili infinitezimalne, su ortogonalne, sto
izraZava uslov (8.7). Imademo dakle:

(83+ 9\;,)(8’;+7\,.’.")= []

(10.2)
S obzirom na to da odbacujemo ¢lanove koji su kvadratni
po A , imaéemo iz (10.2), posle spudtanja indeksa:
.’/\"n.;. Asg =0.

(10.3)

Dakle, parametri A« , 1nf1n1tez1malne Lorencove transforma—
cije, su antisimetriéni. S obz1rom na to. da indeksi idu od

1 do 4 blce na3v1se Sest nezav1sn1h ‘medu’ nglma,'sto Je u"
skladu 8 utvrdenlm svogstv1ma te grupe. Na osnovu (lO‘l)Ao;"‘“
va transformaclaa gla51 eksp1101tno. o

x'¢= 90‘+.Zi;»zf
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Veze (10.4) znade da transformacija & —» 2’ ‘prevodi bilo-lko- .
ji vektor Sveta Minkovskog u drugi, koji'predstavlja beskonad=

no blisku linearnu kombinaciju njegovih komponenata. Ako uzme-
mo vektorska polja aﬁ i x% 4 xfrz; u odnosu na isti posmat~
radki sistem bide!

5= 4> e

zbog antisimetrije parametara 7\45 . Ako dakle, Lorencovu tr-
ansformaciju ne tumadimo kao infinitezimalnu promenu osa orto--
gonalnog sistema, veé:kao'prelazak jednog polja vektora poloZa-
ja u drugo, beskonadno blisko, u odnosu ma istog posmatrada,
vektori ¥ i x4 zadovoljavaée vezu (10.5).

ko posle (10.4) izvr¥imo jo$ jednu 1nf1u1te21malnu tr-
ansformaciju, s parametrom X :

L) (3]
o =™ WX,

imalemo, s obzirom na ondé §to je prethodno navedeno:

‘iq,} o = 4es oo = 44 o’

. . . 8« _
Buduéi da svaki konaéni zbir proizvoda parametara N¥.g pred
stavlja zanemarlglv1 ostatak, dok se ostali clanov1 poniste zb-
og antisimetrije, imacemo uopite za 1nf1n1tezlmalne Lorencove
transformacije:

(R (83 {(10.5%)
x"x”=ﬁ.¢9‘ x . :
(&, ?. 0, 1, cede
T IR s ool

'\¢rouc1cemo alﬂebarsl1}infinitezimalnu'Lofeﬁhovu'transilLw
formadiau, polazec1 od naenlh ~opstven1h vektora, to aest ‘o4t

1
H
i
i
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Uslov da pr1 transfomac131 Jedan vektor px_'ede u naemu B~

€= (4+P)x* =(8 +A%p)xf
odnosno:

Pxf = :xf (10.6)

Iz ove veze zakljudujemo da traZeni vektor x® postoji za sve
vrednosti P koje zadoveljavaju karakteristilnu jednalinu:

INp—Pqull=0 (10.7)

koja u razvijenom obliku glasi:

AN S WS o W WO W - (A A At Ay = 0.010.77)
Ako stavimo:

2 P 3)\ +)\“+)\,1 k >‘ k!‘! )
(10.8)

Q =)‘47}M+>‘ux% +7\’1>‘"' )

imaéemo redenja bikvadrtane jednadine (10.7°) u obliku:

¢ =P VpE

Za proizvolano-P i CQ # 0 svi su koreni raz1161t1 od nule, i
to dva realna a dva imaginarna.. za (Q 0 dva su korena jedna-

(10.9)

ka nuli a.dva mogu biti realna ili imaglnama. Za P = (2 =0 -
- gvi-su koreni jednaki nuli. Kad su koreni razl:.c:.tl od nule, o-—_

pi su razliditi medu sobom i suprotnih znakova po parov:l.ma.
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I Imaginarnim_korenima-pdgovaraj u- kompleksni- sopstveni---
vektori, Sto znali da za te vrednosti ¥ ni ‘jedan pravac:ﬁ’
Svetu Minkovskog nije dinvarijsntan.

a) Za realne sopstvene korene razlidite od nule biée, na os-

" novu (10.6):

PG oS’ = Ay xtx6<0 . Gy b0, (10.10)
Sopstveni vektori x{u koji odgovaraju ovalvim vrednostima L'
su, dakle, razliditi medusobno, i pripadaju svetlosnom konusu. '
Na osnovu prethodnog ih ne moZe biti viSe od dva. Iz formule
koja daje (acf)-sfxifKi = 1, 2) vidimo da koordinate tih sopstve -
nih vektora bivaju za Jjednog uvedane a za drugog umanjene u i-
stoj srazmeri, s koeficijentima %L ¢ . '

b) Ako su dva korena jednaka nuli biée, iz (10.6):

Ny xg; o, ' B

to jest

- 3
Ag X+ Ay’ + Ape xt-0,
3 v
A xte A 4 7\,4::’-0"

4
~Apx - M+ At <0, (10.11)

’ - .
=My~ AggX — A”xi.o,

2 to vazi, kao Sto smo utvrdlll, ako i samo ako Je Q= ]
obzirom na antisimetriju matrice koeficijenata Agd nJen rang
mora biti paran. On ne moZe biti jednak 4, zbog gornje veze,
a u sludaju da je O svi su koeficijenti jednaki nuli, pa ima-
mo 1dentlcnost Ostaje sludaj kada je njen rang 2, &to znadi

da postoji neka dvoravan ¢iji su vektori invarijantni-pod-dej=»¥

stvom ove transformacije. Ako je prltom 1P<0 nema dl‘uglh in-
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‘varijantnih-vektora, Ako e P > 0:ipostoje; pored:ove-invari=" "
.jantne dvoravni- , aos dva 1nvar1;)antna vektora nultog konusa,

kao Sto smo pokazali. I T LA e Wamgn DL o
c) Ako su sva Zebtiri korena jednaka nuli, za P = Q=
= 0, nastupa takozvani singularni sludaj, za koji postoji o-
pet samo jedna invarijantna dvoravan data sa (10.11).

Posto je sludaj &) razjadnjen, proudiéema sludajeve b)
i ¢) da bismo utvrdili kako sto,ji karakteristicna invarijant-—
na dvoravan, ko,ju imamo za G = , prema nultom konusu
posmatranog dogadaga. U tom cilju kor:.stlcemo aednostavne i
pogodne operacije simbolidkog vektorskog raduna. Pretpostavi-
mo da su bazm. Jedln:.cnl vektori u nasSem koord;matnom sistemu

bili V V(,,, \/@, . _\_/;) . Izvrsuno ortogonalnu transformac:.au
(Vw - Vw)‘
e Vp,, = A V“,+ mz,v(,, + 2s4 Vi ,
ﬁv 1= An Vm+ 7\34\/(z)+ Y] Va)
Vu) Ofv“)‘\' I V(u + 8 Vm (10.12)
Vm" Vm :

Ovde smo stavili

k2 2 2 3
= Ng v D2q + A :
T = -2P=¢’ R

2 ) 2 , L
K= 2’:& + Az +2154 L : (10.13)

i — —} : i : ; e oa
Vektorl V(ﬂ i V(,_, su uzaaamno ortogonaln:. na osnovu us Lo

G

L B Tod T M 5 ‘*/ . . N “'.1~, K .
T B i [SRVENAPEIN 44

Q=‘ 7‘42 7‘3»4 + 7\15 7‘4{-!- 7\31 Az ;=O )

—
N !
Koeficijente £ , 3 , ¥ treba izabrati tako da Vmbude or-

e —

b
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“togonalan na- \/‘4,1 V(z)l da ima: gedlnlcnl 1ntenz1tet dok su

sva tri oclgledno ortogonalna na V(”. To je ustvari jedna.
Galilejeva transformacija, odnosno ILorencova transformac:Laa s
bez promene vremenske ose sistema ( v. f 7). Vektor 2 pred-
stavlja "geometrijsku" invarijantu u smislu da je:

= V) ® vy PRI
x = xt\yy =" Vi =7 X '=x

Vratimo se Jednac1nama (10.11). Ako prve trl redonm 1zmnoz1mo

sa Vw s V(,, ) vm i rezulatat saberemo, 1macemo, naplsano
pomoéu simbolidne determinante:

— -
v(4 ) v(" ? V‘} )

14
ot x -ex v(ﬂ.

(10.14)
%u Ay Aqz )

Izrazimo linearnu kombinaciju vektora na.levoj strani gornje

vl ol
formule pomoéu V‘,,,, Va), Vi ¢ Prvo videéemo da je, kad ska-
larno pomnoZimo (10.12) sa ® , a na osnovu poslednje veze
(10.11), u novom sistemu o= 0. Zatim, vektor koji je u ba=
—

z1 V“) imao komponente C Azz s Ay A, 0 ) imade u
novoj bazi, na osnov-udruge jednacine (10.12)1 komponente’
(o ,% ,0 , 0 ). Dobitemé dakle, kad simboli¥ni- vektor
na levoj strani. (10.14) razloZimo u novoj bazi:

~ -, — ce

.»GJ \G; . R A

. : ,3—'_’l N
SO Rl

A

_\<
>
-

Y
—ex Vi =

o O

2

Vidimo da je karakteristi&na dvoravan u transformisanom siste-
mu zadata jednadinama:
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Uzmimo neki proizvoljni vektor na toj dvoravni. Kvadrat nje-
govog intenziteta glasi, prema prethodnom:

Bup %20 = (g () (€702~ 1) - (10.28)

Ovde mogu da nastupe tri sludaja. Prva dva vaZe za uslov b)
a treéi za <c).

1) Ako je uz b) P < 0, odnosno, na osnovu (10.13) €> A,
karakteristidna dvoravan je prostorno orijentisana. Ona Jje
punktualno invarijantna, to jest svi njeni vektori su nepro-
menjeni pod dejstvom transformacije. Drugih invarijantnih pra-

~

vaca nema.

2) Ako je uz b) P > 0, odnosno e<t , karakteristidc-
na dvoravan je vremenski orijentisana i takode punktualno in-
varijantna. Kao 3to je navedeno u b) tada postoje i dva vek-
tora svetlosnog konusa koji su invarijantni po pravcu.

3) Ako je P = 0, odnosno € = &, nastupa singularni sluéaj
pod ¢) . Karakteristidna dvoravan postaje nulta. Ona tangi-~
ra svetlosni konus duZz linije x'%= 0.

Sva radunica sprovedena u ovom odeljku vazi za karak-
teristidne vektore bilo kojeg antisimetriénog tenzora drugog
reda u Svetu Minkovskog. Kasnije éemo g i Z tumaditi kag
vektore elektrlcnog i magnetnog polJa.

Podsetimo se samo ds smo pri kraju prethodnog odeljka
pomenuli konaénu s:.ngularnu TLorencovu transformaciju, koja je
analogna sludaju a) infinitezimalne transformacije.
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11. Jednostavna Lorencova transformacija. Gt

Vrat:i.:mo se konadnim Lorencovim transformacijama.
Pod jednostavnom Lorencovom transformacijom podrazumeva—

- mo onu koja fdejstvuje na koordinatne ose koje leZie samo u jed-

noj od tri vremenske dvoravni odredene vremenskim i po jednim
od prostornih baznih vektora. Ta transformacija ima, 'd'akle, sa-
mo jedan stepen slobode. To je oblik u kojem se ona najceste .
koristi u fizici. Ovakva transformacija je dovoljna da bi se
utvrdile bitne pesledice koje iz nje proistidu, a moZe biti
prodirena Galilejevom transformacijom prostornih osa i tako d—
ovedena u opdti oblik koji smo razmatrali u §8.

Uzmlmo da se transformac:LJa vréi u ravni prostornog baz-
nog vektora - Vw i vremenskog V“)‘ Ta "kvazirotacija", izraZe-
na pomoéu baznih vektora, glasi:

-——-| T ——ien
v(‘l) = vM) I(’g—'g + VH) '5’{\-9
—) e
V(z) = Vi, )
— (11.1)

>
vm = Vm

)

e s
Vear = V(,)’ﬁfﬁ + u)dw'

MoZe se odmah proveri_ti da ona zadovoljava uslove ortogonalno~-
sti (9.7). Na osnovu (9.6) éemo imati:

LYy~ ke L', #e |
Lj.4-’§rL9 , L_".'4= 519 ,
L%p_ = L33 ='1

}

(11.2)

Ostaldi koeflclgentl matrice transformacije aednakl su null. Po—
8to je 9c = <t , imaéemo, ako redom- zamenimo ¢ sa X" 7 N
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2 s sledeée obrasce za transformac:.ae koord1nata*

xl =VI C/»G + ’C'é #’9

T

z's =z
’ ! (11.3)
,’Cé:xls’ﬁ‘##{{d\‘g.

Buduéi da su.ose 4 i Z nepromen,jlene, treba da nademo kinema-
£i8ki smisao ove transformacije (z ,+ .) —» (x',¢"). Zamisli-
mo jednu materijalnu talku u koordinatnom poletku Galilejevog
sistema §'(=', %', # ) u relativnom miru prema njemu. Za nju;

d'c dy =da'=0 =

=>d*3=1:12=0 At b+ cHtde =0

Otud:

'U' :"d—f = —/C'é:ig' R
n (11.4)

Dakle, brzina kretanja koordinatnog podetka S’ prema-5 , pode-
ljena brzinom svetlosti, daje nam hiperbolidki tangens ugla
"kvaz:Lrotaclge" u zajednickoj koordinatnoj dvoravni (X , ¢ ),
_odnosno (= 4: ). Podto je za odredenu tremsformacl;)u 4 = const
sleduje da i 7 mora biti konstantno, inade bi’ ‘se koordlnatne o~
se krivile jedna prema drugoj (i oduvanje ravnog karaktera met-—
rike doSlo bi u pitanje). U tome je duboka opravdanost uslova .
neubrzanog kretanja posmatradkih s:.stema , to jest zahteva da se
svi dogadaal u specigjalnoj relatlvnostl posmatragu u odnosu na

inercijalne. sisteme.s

ik

¢ Na;;osno\}u' (11‘4). e
¥ A o

Sy eaee et

N o
.m0,

ROTF R S
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Otud Jednostavna Lorencova transformac:.,ja (ll 5), Vlzrazenav i)o

moéu relatlvne brzine 5 prema S (sllka 4, ) glas:l.

, 4
X = = (x— Vt) ')
\/4._ L
i
1
4
ZI . - .
= 27 -7 - - - -
, . , (11.5)
+ = 1 (£ Lo
P 2 x) ' y yl
VI- 5
Ovo su ¢uveni transformacioni obrasci
specijalne teorije relativnosti. Iz L
) N el
(11.5) se mo%e proveriti da podetak 0 o x, X’
koordinatnog sistema S prema S’ i- S 4
ma brzinu jednaku -7-. >
Z z
slika 4.

Zadaci

1) DNeka su kompleksnl brojevi 1‘. 3’ s & 3 A sledeée funkc:.ae-

n= 1o i) q,——(x—tx) ho=d(xlrxt), A= Lextex),

Koristedi ih nadi, a) izraz za interval, b) uslove pod koji-
ma neki dogadaj leZi na polukonusu buduénosti.
2) Ako su ¥ , N , J » V Cetiri kompleksne konstante, takve da
vazi ’

, . i X

IM=4 (oo ge A - 5) )
pokazati da pod uslovom: » :
LA , . 1‘ 4.
interval. zadrZava oblik u funkciji ’p. . ,7, s
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%) © Sprovesti diskusiju §1O koristedi 31mbollcne operacije
e izmedu.vektora €., - (10.12), trovektora. EOl fajs u-prosto= .
ru £ i vremena £  kao promenljivih.

4) Pokazati kako se Lorencova transformaclda (8.6) moZe sves-—

na Galilejevu transformaciju (7.1) i jednostavnu Lorencovu tra—"
nsformaciju (11.5) uz promenu poéetka merenja vremens. Rastuma—
%iti taj postupsk geometrijski, rotacijama ortogonalnih dvorav-

ni.

IV. RELATIVISTICKA KINTFATIKA

12, Promene duZine i toka vremena. Slaganje

brzina

Razmotrimo osnovne posledice jednostavne Lorencove
transformacije, izloZen2 u prethodnom odeljku.
Ako stavimo:

V= (1-vy*>

veze (11.5) ée glasiti:’

xlgr('x""'{) '
§7y
, ' (12.1)
e'=z
£'=r(-%x+t)_

Ako uzmemo jednu duz kojaﬂ miruje u odnosu na S , zadatu sa
: i

AX = x.L-x,, , =z’ = 0, i uodimo je u jednom trenutku
vremena merenog u s:.stemu S { At = = 0), dobiéemo iz (12.1):

Ax=rax. , (12.2)

DuZina predmeta koiji miruje u jednom inercijalnom sistemu bi-:
va_gkradena u pravcu kretanja, u odnosu na posmatrada iz dru~-:o
gog inercijalnog sistema, s razmerom skradenja ¥ .
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S obzirom na drugu i treéu formulu (12.1) i na (12.2)
zakljudujemo da je promena zapremine AV = Ax Ag Az

Vi= ¥4V (12.2%)

Predimo na ocenu promene toka vremena. Ako ga merimo u
sistemu S’ na jednom mestu, recimo (X', 0 , 0 ), i obavimo
éitanje m trenucima tr i t; y, tada,-da bismo utvrdili tok vre-
mena u sistemu S ., treba da imamo vreme t dato u funk-
ciji ¥ i t', a to znadi da ga izrazimo pomoéu inverzne Lo-
rencove transformacije S’ = 8 , koja, na osnovu (12.1) glasi:

=¥ (¥+ mt’)

=Y (LWt (12.3)

Iz druge od ovih jednadina dobijamo:

= ¥at’ (12.4)

Tok vremena u jednom inercijalnom sistemu biva usporen u odno-

su na posmatrada iz drugog sistema, s razmerom usporenja Y

Keko bi sad glasila relativistidka teorema slaganja br-
s1na? Uzeli smo bili da je ¥ brzina sistema s prema S .
Pretpostavimo da se u odnosu na posmatrada S neki obaekt kre-
ée brzinom 4 . Kolika ée biti njegova brzina u odnosu na s 2
Po¥to nam je data A , imademo na osnovu (12.3):

= dx _

At A wcredy T - cTtUNy /
Slaganje brzina se u relativnosti dakle ne sastdji'samérd jed-
nostavnom sabiranju. Ako se podsetimo da smo geometrijdsks: ar-

gument kvazirotacije & u obrascu (11.4) kinematilki t#gg?il%i :

pomoéu brzine Ay , moZemo staviti: =

x _ dvsndt! | wanr a2y

Na osnwu dega (12.5) postajer

oy = th (6+) = =0, (12.6)

Slaganje brzina izraZeno je sabiranjem odgovarajuéih argumenata
kvazirotacije.

PoSto - je hiperbolidki tangens manji, ili najviSe jednak
jedinici, za beskonalnu vrednost argumenta kvazirotacije, to
sleduje da je rezultanta dve brzine, po hipotezi manje od brzi-
ne svetlosti, opet manja od brzine svetlosti.

Brzina svetlostl ne mofe se postiéi slaganjem ni Jednog
broja brzina manjih od nje.

Ako je 4/ bila brzina svetlosti, izmerena u sistemu 3
dobili bismo za A , iz formule (12.5): '

&

c .
A = 4:£ =L . (.12‘.7).
< : o

Brzina svetlosti jednaka je u odnosu na svakog posmatrada.

Iz svega Sto prethodi vidimo da.merila za apsolufno kre-
tanje ne moZe biti, jer ako svetlost odmile jednakom brzinom u
odnosu na svakog posmatrada, ako se nikakvim slaganjem brzina
manjih od svetlosne ona ne mofe dostidi, jasno je da se ni za
jedno kretanje ne moZe utvrditi koliko "zaostaje" za svetloSéu.
Geometrijski red€no, vremenska osa svakog inercijalnog sistema
mo%é se ravnopravnio uzeti za osu simetrije nultog konusa. Dija-
gram skalarnih proizvoda jednog polja jedinianih vekto~
rd sa razliditim vremenskim baznim vektorlma, dat u § 3, pred~-
stavlga hlperboﬁid sa 1stom jednadinom.

13, Cetvorobrzina i Cetvoroubrzanje

Jos od prvog odelgka goverlmo 0 svetskog llnlal kao pu-
tanji nekog objekta ili svetlosnog zraka. Postavlga se pltanae
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: zaSto ne formuliSemo neku svetsku brzinu koja bi bila tangent-

‘ }
T ni-vektor-na-svetskoj - liniji, onako kao $to brzina tangira-pu- .. i

. tanju u prostoru.
' Ako je da interval na nekoj svetskoj liniji, tada vek-
" tor definisan sa

w.—.%‘ => gcg,,w‘u”-_-_A (13.1)

zovemo vektor detvorobrzine objekta dije je to svetska linija.
Iz (1.2) se vidi da je {* njen jedinidni tangentni vektor. Ce-
tvorobrzina nekog inercijalnog sistema je jediniéni vektor nje-
gove vremenske ose. Dijagram vrednosti jednog polja Cetvorobr-
zina daje slika 2 u § %. Stoga ¢emo za svaki elementarni inter-
val neke svetske linije smatrati da se, trenutno i lokalno, po~
klapa s tokom vremens jednog inercijalnog sistema koji ima tu
detvorobrzinu. Iz tih razloga éemo meru duZine svake svetske
linije zvati sopstveno vreme. Razume se da je fizidka merodav-—
nost takvog vremeha bila dugo dosta nesigurna stvar, jer se
vreme meri Sasovnicima, a ovi trpe od promene inercije, pa Jje
izvbdenje svih redukcija, &ak i za najprostije mehanizme, vrla
slo%eno, Ipak je sopstveno vreme od poletka predstavljalo jed-
no formalno, ali jednostavno i uspedno pMSirenje pojma vremena
sa inercijalnih sistema, gde se ono jedino moglo pouzdano me-
riti, pa prema tome i definisati, na prizvoljne sisteme. Vide-
éemo dalje da postoje dinjenice koje opravdavaju njegovu defi-

niciju. ) .
Izrazimo Setvorobrzinu u funxkciji brzine 4 jednog ob-
jekta (slika 5), merene iz nekog inercijalnog sistema. Podto

je € = -1 imamo:

i = crdt? — 545 dy’ dud
dr=cdt VA-% =  cdt=¥da (13.2)

i

Odavde je

1‘::. d&d - ‘-‘ Y - s _ ¥ - ' .
w 1N £ , u -.g})l_}?‘ 3.3

B e Ubuduée éemo 2° _y.brzinu ko-

3 . koja blva“éféktléﬁgmi2merena iz )
: posmatradevog inercijalnog sistema,
zvati trobrzina, a detvorobrzina.

U* vige prava relativistidka brzi-
na. Ona ima tenzorskl zakon trans-—
formacije u odnosu na svetsku met-—

riku, dok trobrzina ima nehomogeni

 zakon transformdcije, odnosno sla-
ganja, u odnosu na razlidite iner-

cijalne sisteme, dat sa (12.5).
Tok sopstvenog vremena izno-

slika 5 si, na osnovu (13.2):
. » B o o
’ A L ’ ot \(}.@J& A
T, ~ T, “LLS,, oy = Se - 4t (13.4) Mgt (U=
4 ! of s
"’L {:}(,«U/ .
A

Izradunato trajanje 'Z;"'t1 sopstvenog vremena datog kreta-

nja moZe se uporediti sa odgovarajuéim konadnim intervalom - dd:“CAiﬂ4;£

proteklog posmatradevog vremena t,+ty Oéiglednd je da ée Ai—;i_ag

ta ava intervala mogu poklopiti samd ako v — =, Podintegralni

izraz u (13.4) ne predstavlija totalni diferencijal, to jest mi Cm’Lﬁ’L‘f&q

moZemo spojiti svetskim linijama razliditih du¥ina dogadaje A fq 5

i B . Izaberimo te dogadaje tako da podetak posmatracevog sis- :-L;iycdf

tema prode oba, jedan za drugim. Interval posmatracevog vreme-— eIy

na razlikuje se od 1ntervala raznih moguéih svetskih linija, a tNQ

i oni medu sobom, osim ako neke nismo birali tako da im duZine jM?:Z?éié%

izmedu & i B budu gednake. Ovo je suStina takozvanog paradok- e

sa blizanaca, ili problema raz11c1ﬁog starenga, bar u formal- * ¢ gdt

nim vremenskim Jedlnlcama, dve jedinke izmedu rastanka i ponov—' “9 %7

nog sastanka, U opstoj teoriji relativnosti tag problem postaje Oﬁ? PJ”QU/

slozenlal, ali ima stvarnlal karakter. - <¢Q'Un
Analogno cetvorobrz1n1, cetvoroubrzange Je deflnlsano sa.

“ %5}:%&; sernEe Do (15.5) .

Na osnovu (13.3) ono eksplicitno glasi:



MoZemo odmah proveriti, polazeéi od (13.1) i (13.5), da su vek-

tori Zetvorobrzine i Zetvoroubrzanja medusobno ortogonalni:

Gl w’=0. (13.7)

Posto je detvorobrzina orijentisana vremenski ili nulto, izlazi
da W™ mora biti prostoran i1i nulti vektor. U poslednjem sluda-
ju on se poklapa s nultom detvorobrzinom, Ito se moZe proveriti
na dlgagramlma §§ 2, 3 za uzajamno ortogonalne vektore. Cinje-
nica da ge\ﬂ' uvek ortogonalan na datoj Zetvorobrzini umanguge
njegovu proizvoljnost. Troubrzanje éemo obeleZavati sa (VU
Primetimo jednu osobinu letvoroubrzanja. Za svako kreta-
nje moZe se zamisliti, u svakom trenutku, jedan inerciialni sis-
tem koji ima istu Zetvorobrzinu. Trenutna trobrzina U* = 0 u o-
dnosu na takvog posmatrala. Medutim, zbog prostornog karaktera
getvoroubrzanja, ne postoji inercijalni sistem &ija bi se wvrem-

enska osa mogla trenutno poklopiti s njim. Znadi da je troubrza--

nje, izvod po vremenu trobrzine, u funkciji kojeg je izraZeno
detvoroubrzanje (13.6), vektor koji mora biti zapaZen u svakom
inercijalnom sistemu ako je zapaZen u jednom.

14, fTalasni frontovi i ulestalogst. Doplerovski crveni
pomak.

. Posmatréjmo prostiranje jednog ravnog talasa konstant-
nom trobrzinom 7f. Kako ée izgledati njegova istorija? Pretpo-~
stavimo prvo da se posmatral kreée zajedno s talasom. Tada is-—
tofija talasnog fronta predstavija jednu troravan na kojoj leZi-
osa X¥ . Poto se u opStem sludaju talas krete u odnosu na pos—
matrada brzinom X # 0, njegova istorija 2. ima prema osi X i
zvestan nagidb, odreden intenzitetom X . Ta troravan je, dakle,
vremenska, a u slulaju svetlosnog talasa, nulte., Usled toga ﬁg

o

- 45 -

njen-vektor normale N° prostorno 111 nulto orlaentlsan (sl “6):

Posdto je 1stor13a ovog ta-
lasa odredensa svetskim li-
nijama &ije su tangente u

svakom dogadaju njegove Je-
tvorobrzine, to s obzirom

na konstantnost zadatih ve-
lidina vidimo da polje det-
vorobrzina u potpunosti le—

‘glika 6. Zi na njoj. S druge strane
je trovektor pravca prostiranja talasa; u prostoru kolinearan s
trobrzinom. Imamo dakle, zakljudak da jediniéni Jdetvorovektor
n* normale na talasu stoji upravno na Cetvorobrzini 7L*, dok
je odgovarajuéi trovektor normale kolinearan s trobrzinom.
Izrazimo te &injenice. Za Eetvorobrzinu imamo iz (13.3),
a za Cetvoronormalu iz prethodnog:

oM e, nt (/u?(f,/n") R A (14.1)

uz uslove, ako se za sad ogranic¢imo na brzine manje od svetlosne:

]

feo 2% =y

[
~

G N = | 48 U Y~ (h) = g

(14.2)

gm A mP éO = /CJJ‘M% 5«'4‘ %;XJF 8 ’fL"; 0.

Prvi uslov je identiéki zadovoljen iz (14.1). Podto uzimamo da

jé trovektor normale usmeren kao i -brzina talasa’ ( J( > OF ),,-

iz prethodnog sleduje:

7
i
i
i
t
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Dakle:

w4 (nl’; emX) . | (1.5

Gde je £°( ‘X"/Y . I‘/x , ')(3/)( ) jedinidni vektor pros-
torne normale na talasu.

Ovde smo izrazili istoriju samo onog talasnog fronta na
kojem leZi posmatradev poletni dogadaj. Fedutim, postoji proiz-
voljno mnogo paralelnih ravni u prostoru, i njihovih istorija,
troravni u Svetu Minkovskog, koje odgovaraju razliditim fazama
ovog talasnog kretanja, 1 zapremaju tokom vremena cdredeni deo
prostora, pa prema tome i Sveta. Hjihove jednaline su linearne
po X% i glase:

,ﬁ“p')tdxnf-'ﬁa’mt (14.4)

Rastojanja od podetnog dogadaja su invarijantna pod dejstvom ho-
mogene Lorencove tramsformacije, pa-Jje to i leva strana (14.4),
koja ngm daje upravno rastojanje podetka od odredencg talasnog
fronta. Dakle:

el o m! x
jovs’" o
pri demu su vrednosti ?d/& dijagonalne, kao i g,” .

Posmatrajmo sad talasno kretanje nagprostlaeg zakona pe-

riodiénosti:
P =@Cuyavft-t) , (v=T") = @5

Proteklo vreme Gemo obeleZiti, posmatrajuéi sa stanoviita pros-

tora i vremena:
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f =X ot tomemet (18.6)

Poletna faza f} je proizvoljna, jer se uzima za bilo koji tala-
sni front, pa je zato i izraZavamo pomoéu promenljive 24, Ta-
ko da (14.5) mo%emo pisati kao:

? ==‘P“qcaalﬁ4L<=“-

Gde V“’predstavlja amplitudu oscilovanja, ¥ njegovu elongaci~

ju, a f¢ je frekventni vektor, koji je na osnovu (14.5) i (14,
6) jednak: ' : ’
[4 Vol
£ e (2 __) , (14.7)
x AL

Mo%e se proveriti, pomodu (14.3), da je ,F(‘kolinearan s Cetvo-
ronormalom Mmf . Ispitajmo promenu frekvencije u zavisnosti od
promene posmatrala. Ako izaberemo posmatrade S i SI , poveza-
pe jednostavnom Lorencovom transformacijom (11.2), imacemo:

{‘ L, L ,f —-A‘f +c"w{"
(1 {:1 | | |
(r= (- %:/-k')/ (14.8)

1
L Ltp = c“‘fv;f“+ of"

':retpostaV1mo sad da se posmatranl talas prostlre u pravcu ac ~::

- ose. ’I‘ada je po (14.7). ¥9( V/x 0, 03 V/,c_), a i .
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’
njegov transformat,i ¢ ostaje u istoj dvoravni. Tada igrﬁlﬂ,s}
dobijamo:

y tf A 1r (14 :\}’ 3
— DL y et + —-——) . \ LA
x Y (x/ P ,

v=rf@+%, (14.5")

Kad se ¥ iz (14.8”) zameni u (1%4.8), imamo:

L X
X 4+

Zto je veé dobijeni izraz za slaganje brzina (12.5)., Veza (14.8”)
predstavlja relativisticku formulu za promenu udestalosti talas-
nog kretanja kada se posmatrad kreée brzinom V" prema izvoru &i--
ja je sopstvena frekvencija emitovanja V , a brzina prostira-
nja talasa &£ . (14.8%) se &d nerelativistiike Doplerove (Dop-
pler) formule razlikuje Ziniocem Y 5 i vrednoséu z' transfor-
misane brzine u funkeiji Y i v. :

Primenimo ovo na svetlosne talase. PoSto je brzina sve-
tlosti u vakuumu jednaka za sve posmatrale, 2 = y AP , 12
(14.8") je:

vl jAareTY (14.9)
= |

5 o< .
Axo se u izrazu (14.7) za frekventni vektor »,f » stavi A =
\E s dobije se da je njegov intenzitet Jjednak nuli:
N .

g‘%r{/’___o_[ " : | v(14.1o)

Vidimo da vektor normale m* , buduéi da jgidefinisap kdo jedi-

niénf; gubi smisao, jer je kolinearan;sa_{. 5-pa.muukomgone?-x~1

te postaju, kao i &etvorobrzini, neogranifeno velike. PoSto je .

detvorobrzina prostiranja talasa A% po (14.2) ortogonalna na
m* :

- 89 _
Gl =g, <0

to zbog (14.10) i (1%.11) sleduje da je za svetlosni talas M%* =
g']* sy to Jjest vektor normale na'istoriji svetlosnog talasa

kolinearsn je s vektorom njegove Cetvorobrzine. Sto preédstavlja

osobinu nultih povr3i, buduéi da je od svih vektora nultog ko-
nusa, na svakom od njih ortogonalan samo jedan, a to je on
sam. Cetvorotalas u sludaju svetlosti dotide nulti konus dud
getvorobrzine A% , ¢ija je trajektorija svetlosni zrak.

Vratimo se obrascu (14.9). Brzina prostiranja svetlosti
u vakuumu je nepromenljiva, ali vidimo da njena ulestalost to
nije.Mi bismo, u zavisnosti od brzine kratanja prema izvoru,
jedno isto zradenje mogli identifikovati kao emisiju- ¥ -zrako-
va, vidljivu svetlost ili radiotalas.

Prethodne zakljulke koristimo za cbja3njenje doplerov-
skog crvernog pomaka spektralnih linija svetlosti emitovane sa
vrlo udaljenih nebeskih tela, poznatog jo3 pod sugestivnim na-
zivom starenje svetlosti. Ovaj pomak prema crvenom delu spek~
tra svedodi o uzajamnom udaljavanju galaksija, a tumadi se eks-
panzijom Vasione. Objasnjenje bitnih crta same pojave ne zah- .
teva za sad da napustimo sliku Sveta specijalne relativnosti.

Podimo od pretpostavke da je cela Vasiona nastala iz
eksplozije jednog srediSta zgusnute mase, i de¢ se ravnomerno
Siri ( Ajn3tajn je pisao da se "Svemir $iri brzinom prvobitne
ekplozije . . ."), 3to ne opovrgavaju dosadadnja posmatranja.
Tada je, ako ja po mérilima posmatrada daljina izvora zradenja

/ y & vreme proteklo od podetka ekspanzije t ; brzina
udaljavanja‘&} jednaka:

4= j; (14.12)
-t

Ovo éemo' uneti u obrazac-za promenu frekvencije sveploéti

(14.9), imajuéi. u-vidu da zbog udaljavanja moramo'étaviti

umesto & , i uz oznaku Y = Y, »

"

21 (14413)

(14.11)
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Ovde \L,vpredstavlja sopstvenu (prirodnu), a V relativnu fre-
kvenciju izvora prema posmatradu.

Ginjenica je da je brzina razila¥enja ne suviSe udalje-
nih galaksija mala prema brzini svetlosti. Stoga se, kad razv-
ijemo u stepeni red funkeciju na desnoj strani (14.13), moZemo
zadrZati na linearnoj aproksimaciji:

vy, (1 - Z‘ZE')

Ako stavimo fJy = V-V , to &e dati pribliinu formulu:

.S—Y-g; .‘@.— . (14.14)
Vv, «t

Pomak §)y i daljina C posmatranib objekata su promenljivi,
dok su ostale veliline, za svetlost odredene talasne duZine,
konstantne. Zahvaljujuéi tome moZemo, merenjem crvenog pomaka
pogodno izabranih objekata utvrditi, u jedinicama trajanja na-
Seg doba na Zemlji, pribliZnu starost Vasione. Za to se moZemo
posluZiti bilo strogom formulom (14.13), ili pribliZnom (14.14).
Do danas je, posmatranjem najudaljenijib izvora zralenja, usta-
novljena gtarost od 17 milijardi godina. TaJ broj srazmeran je
reciproénoj vrednosti duvenog Hablovog (Hubble) koeficijenta Y .

15. Neki opiti koji potvrduju specijalnu teoriju

relativnosti

U ovom éemo odeljku izloZiti dva opita od velikog zna-
aja za specijalnu relativnost. Prvi od njih, Zuveni Eajkl%on—
~Morlijev (Michelson-Morley) eksperiment, izvr3en je 1889 i po-
novljen 1906. godine. On je vodio negativnom zakljudlku, i ima-
o za posledicu neodrZivost Galilejevﬁ&transformacija prostor-
nih i vremenske koordinate, pa prema tome i Njutnove mehanike.
Drugi eksperiment, Hafele-Kitingov (Hafele-Keating), izvrien
mnogo kasnije, 1971. godine, odnosi se na promenu toka vreme-
na pri relativnom kretanju. On ge sa iznenadujuéom ﬁaénoééu'.
gslaZe ga éélativistiékim formulams. Ma da ovaj eksperimen? ni-
je bio prva potvrda te vreste (postojsnje /A—mezona na nivou
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morske povriine prvo je ukazale na dilataciju sopstvenog vre-

..mena), Zinjenica da:Jemwmﬁizvréen‘sredstvima"koja”je za_tu_sve- -

hu napravila 1judska ruka, i da su relativne brzine bile male,
daju mu veliki znadaj.

1) Razmotridemo prvo Majklson-Morlijev ogled. Zato ¢emo podi
od predrelativistiékog shvatanja po kojem svetlost ima brzinu
A samo u odnosu na apsolutno mirujuéi "etar". Tada bi bezina
svetlosti, prema objektu koji se izvoru pribliava brzinom 4
iznosila A& + 8 |, a u sludaju udaljavanja .¢ - 4 , Prema to-
me, ako je rastojanje od svetlosnog izvora do ogledala koje se
krete prema njemu £ u trenutku kada se svetlosni zrak odbije,
vreme koje protekne od emisije signala do njegovog povratka,
posmatranc u laboratoriji koja se prema etru krede zajedno s 6-
gledalom, iznosi:

- L. . 2 _ 20 | - 20 8
k v L =8 ‘2‘(“51) (15.1)

Eksperimentalni uredaj sastoji se iz tri ogledala, A,
B, C, od kojih je B poluposrebrenc kako bi moglo i da propudta
i da odbija svetlost (slika 7).
D

i 4 Svetlosni zrak, koji se
}y 4° ¢ prostire u praveu x-ose, de-
\ B lom prolazi a delom sé odbi-
[ Ja na poluposrebrenom ogle-
2 \ dalu B. Proputeni zrak sti-
Pre \ ‘ / Ze do ogledala C, i odbija
— / ‘\ / natrag do B, a odatle do za~
‘\ /- stora D, Zrak koji je odbi-
o X A Jen na B ide do A, odbije
= se s njega, i vraéa kroz B
slika 7, do D. Ako bi uredaj mirovao

prema etru moguée bi bilo tadno podesiti odnos odstojanja 64 i
2; tako da posmatra& na zastoru D primeti interfgrenciju bilo
gasenja ili pojadavanja monohromatske svetlosti. Za eu = ez i-

mali bismo interferencijujpojaéavanja.
Podimo od pretpostavke da se Zemlja kreée u pravcu x-ose

vrlo pribliZno konstantnom brzinom AY . Vreme potrebno svetlo-
sti da prede od B do C i natrag iznosi, na osnovu (15,1):




dok je

b= fote, (15.3)

Duz1na ukupnog puta svetlosnog zraka od poluposrebrenog ogleda~
la B do ogledala 4 i natrag (obelefeno na slici tadkastom
linijom) iznosi: '

=1 Vef-!-%ﬂ"éf'" K C s

s obz1rom na brzinu svetlosti L :

Lo TR
o\ Gty (15.4°)
Otud:
B T . .5)
4;\“,% < ( ek

Imamo dakle, na osnovu (15.1) i (15.5):

;(Q*z e )
-% =%

U eksperimentu je bilo uzeto eq = ez_. Tada pretﬁodni izraz

1]

At = t;“ tz_

daje:

ot~ (1 - w) =Lt

o

Pomeranje 1nterferenclone llnlae u;
njenju® .. Af e

- 28 L (A o

C b e

- 53 -

efekti bili su daleko ispod reda veliline koji bi ova. pojava mo-
rala imati. Opit je ponavljan viSe puta, u razlidita godidnja
doba, uredaj postavljan u razliite pravce, ali je rezultat os-
tao negativan.

Kasniji opiti vrSeni su sa znatno osetljivijim uredaji-.
ma, ne bi 1i se ustanovilo 3ta treba da pokaéu takva merenja, a-
ko se ved apsolutne kretanje ne moZe utvrditi. Dobijeni podaci
nisu bili dovoljno jasni za tumadenje.

2) Drugi eksperiment, koji su izveli Hafele i Kiting 1971 go-
dine, imao Jje za cilj da proveri usporenje toka vremena na ob-
jektu koji se kreée u odnosu na posmatrada. Merenje je vrSeno
cezijumskim Zasovnicima na detiri aviona, od kojih su se dva kr-
etala u istoénom a dva u zapadnom smeru, na odredenoj geografs-
koj Sirini. Visine leta su iznosile oko 6000 metara a brzine o-
ko 960 km/h. Tako je utvrdeno da dilatacija vremena iz relati-
visti¢kih formula odgovara stvarnosti. Pritom je uzeta u obzir

i popravka zbog promene gravitaciomog polja s povelanjem vi-
sine, Sto je takode relativisticlki efekt.

Polazi se 4d sledeleg. PoSto se Zemlja okreéde u istod-
nom smeru ugdonom brzinom @ , pa na visini na kojoj je vrsen
eksperiment ima brzinu rotacije R@W , vreme na tom mestu tre-
ba da ima'usporenje u odnosu na neki hipotetiéni inercijalni si-
stem S , vezan za srediste Zemlje, koJji ne vrsi njenu dnevnu
rotaciju. Odnos izmedu vremenskog 1ntervala At u tom sistemu
zemaljskog at ée biti:

At

At = m . » (15"7)

Za avion koji leti prema istoku brélnom & u odnosu na Zemlju,
vremenski interval At iznosi prema At 3, S obzirom na grup-

na svojstva Lorencovih transformacija, a na osnovu obrasca (12.5)

at ;
at - o (15.8)
R e N NI L : REREE:
o CH =L Raoty)
Ako sa 8} oznadimo transformacioni fakter za odnos-toka vremena

Ovaj eksperiment nije dao olekivane rezultate. Zapa¥eni: .
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na Zemlji prema usporenon ‘toku na avionu:

e ' g e
at = ¥ at , (15.9)
imalemos
j- Rw* S
At s

1 {ZCO'“‘") .

V17 i cirwn)

= (1= S0+ e g (v
[ +

S tadno#éu do dlanova viSeg reda. . o & nas
Na avionu koji leti prema zapadu istom brz

& £RW koji je
talo bi, u odnosu na sistem 5 , a pod uslovom - xoit %o
ispunjen, usporenje toka vremena manje od zemaljskog.

me vreme na tom avionu c‘e tec’j brze nego na Zen l,. .L, a jOS br-
' . >

i i3 rafenog O-
%e nego na avionu koji leti prema istoku. Velidina t g

i i~ to & .
dnosa dobije se kad se u formuli (15.8) stavi ﬁ'umesv.onu .
Ako sa ?z obeleZimo faktor ubrzanja toka vremena na avi

ema toku na Zemljl imaéemo, umesto(15.10):
A (- ww) < . (15.11)
§, % ¥ s (- aR {

Tako su débijene sledede vrednosti usporenja i ubrza-

nja vremena u odnosu na zemaljsko:

Srednja vrednost razlika.za Ny 1079 s
Setiri cezijumska Sasovnika

) istodni smer zapadni smer
' 2 17
zapaZeno -59 % lOi 73 & -
predvideno 1-49 i223 | 275

(videti: J. Taylor, [z 5] , str 19)
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Popravke na ovoj tablici potidu od dejstva gravitacio-

~ nog polja. Posledice ubrzanja i usporenja aviona na podetku i

na kraju leta su se pokazale od malog znadsja, Sto se i odeki-
valo, Jer su kratko trajale. Rezultati se vrlo dobro slaZu s
predvidanjem. ’ '

Osim ovog, astronomi VaSingtonske opservatorije izvrsi-
1i su, u toku jeseni i zime 1975/76, viSe eksperimenata istog
tipa, pomoéu poboljsanih cezijumskih i rubidijumskih &asovnika,
Avioni su leteli na veéoj visini i manjom brzinom nego pri pret-
hodno opisanom eksperimentu, a u pravcima za koje nastaje manje
izrazito ubrzanje ili usporenje toka vremena usled kretanja pr-
ema posmatradu na Zemlji. Cilj je bio da se izdvoji pojava ubr-
zanja toka sopstvenog vremena usled opadanja Zemljinog gravita-~
cionog potencijala s visinom od njegovog ubrzanja ili usporenja
usled kretanja. O ovom ée biti reli detaljnije u § 60, Ti opiti
su takode dali vrlo dobre rezultate. Efekt o kojem je rel spada
u op3tu relativnost. Ovde ga navodimo zato S$to je omoguéio raz-
dvajanje posledica navedene dve vrste, i odagnso sumnje o nekom
moguéem treiem uzroku tih pojava. )

Ovo je lep i znadsjan primer objadnjenja jedne prirodne
pojave koja se dotle mogla naslutiti jedino po trajanju /A—me—r
zona.,

Zadatak

- -
1) Napisati pravilo slaganja nekolinearnih trobrzina W i v,

Izvr$iti Lorencovu, & zatim Galilejevu, transformaciju, tako da
odgovarajuée Cetvorobrzine imaju najmanji broj komponenata. Na-
éi vezu izmedu dva takva moguéa pomeranja.

e gy



" V. DINAMIKA TACKE I SISTEMA

16. Masa, impuls i sila

Obidno se smatra da je promenljivost mase u zavisno-
sti od kretanja prema posmatradu jedna od njenih oenovnih ka-
rakteristika po relativistickom shvatanju. Ne treba, medutim,
gubiti iz vida &injenicu da se ta promenljivost ne pojavlju—
je u osnovnim transformacionim formulama. U tim, &isto kine-
matidkim obrascima, prostor i vreme su susStinski povezani,

a mase nema. .Ali, kad budemo uveli izraz za kolicinu kreta-
nja zasnovan na Cetvorobrzini, za masu koja se u odnosu na
posmatrada kreée nekom odredenom trobrzinom ¥ , doéi éemo
prirodno do pojmova sopstvene i relativne mase.

Uzmimo dakle materijslnu tadku kojoj smo izmerili

masu u stanju mirovanja, i utvrdili da iznosi "M . Relativi-
stidku kolidinu kretanja, koju éemo dalje kratko zvati impuls
(imati w vidu da se pod impulsom obidno podrazumeva konalna
promena kolidine kretanja)definisademo pomodu detvorobrzine:

K'= m i—f =mus | (16.1)
odnosno, iz (13.3):
» K". ‘= /(‘;"}ffL?ﬂ.,;. ) K_~ ='/m—¥‘. ‘ ‘ <16.2)

Sad moZemo uvesti, ili bolje, uoliti pojam relativme mase.
To je proizvoed m ¢ sopstvene mase i dilatacionog faktora

¥ . Vidimo da je od svih vrednosti koje masa moZe imati
najmanja ona koju ima u odnosu na posmatrada prema kojem mi-
ruje, 3to predstavlja sopstvenu masu M .

Kao 3to je Zdetvoroubrzanje definisano pomocu Setvo-

robrzine, tako je i cetvor051la F* definisana pomocu impul-
sa K":

“w

Q.o

Fe = ——K-— . v ‘ |
OUb . (16.3)
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Posto radimo sa najpogodnijim koordinatnim ‘sistemima zadovo= i~

1jidemo se oblikom (16.3), koji odgovara.izrazu za drugi Njut-
nov zakon u odnosu na Dekartov sistem. Ako unesemo’ 1zraz za
detvoroubrzanje W* iz (13. 5), (16.3) de eksp11c1tno glas1t1-

F = ot %’%’  mart ) ' (1:6.‘.4)’

PoSto smo utvrdili da su Zetvorobrzina i Setvoroubrzanje u-

zajamno ortogonalni, to &emo iz (16.4) dobiti, kontrakeijom
&

sa W

: )

am wF® =~ %})"-‘L' . (16.5)
Do§li smo do zakljudka da je specifiéna promena sopstvene ma-
se po sopstvenom vremenu izraZena skalarnim.proizvodom, s pro-
menjenim znakom, relativistilkih vektora brzine i sile. U slu-
éaju nepromenljivosti sopstvene mase (nepostojanje nekog pro-
cesa sagorevanja ili zradenja) Jetvorobrzina i detvorosila. su
ortogonalni i obrnuto. To je slulaj koji éemo na dalje isklju-
éivo posmatrati. Tada je:

F.‘u.L:O. . ‘ (16.6)

PoSto vektor relativisticke brzine u sludaju svetlos-
ti pripada nultom ‘konusu, razmotridemo i taj sluéaj. Impuls
fotona definisan je sa

e oth S (h=g62k- 07 é/ig;iec) , 6.7

gde Jje *g frekventni letvorovektor talasnog kretanja a ﬂ;
Plankova konstanta. Takav'talasni'front'kreée se trobrzinom
¢iji je intenzitet ;} i njegov ée frekventni vektor u (14.7)
gla51t1° ’

= (eve'; ).

-y N e
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Odakle Jje vektor impulsa fotona: . H

e

K = (,c"&,\’@".} 4], " ' (16.8)

Pojam mase je zaobiden kod fotona, podto mu frekventni vektor
pripada nultom konusu.

17. Snaga i energija

Y ? 5 formulisali smo bili prvi Njutnov zakon kao
Princip vremenskihi nultih geodezijskih linija svetske met-
rike. U prethodnom odeljku dali smo relativistidki prodiren
iskaz Drugog Njutnovog zakona, polazedi od definicije rel?-
tivistidkog impulsa. Ostao bi nam treéi Njutnov zakomn. Ali
mi neéemo ni pokufati da ga iskaZemo zbog uslova istovreme~—
nosti askcije i reakcije, koji je leZao u osnovi Njutnove mféa—
nike, a koji ne vaii za razlidite posmatrade. Inade imamo-c%—v
njenicu da skalarne i vektorske velidine iz njutnovske Fl—
zike, koje smo do sad sretali, zadrZavaju svoje transfo?ma01—
one osobine u odnosu na metriku specijalne relativnosti.

Sed treba iéi dalje i uvesti, analogno, pojmove sna-
ge i energije. Pri njihovoj formulaciji, medutim, moze ??sta—
ti izvesna nedoumica. Ako bismo hteli da izrazimo kinetlcku.
energiju polazedi od relativistilke brzine i impulsa, dobi%l
bismo sopstvenu masu s promenjenim znakom, jer je kva?rat'ce—
tvorobrzine jednak -l. A za snagu bismo, prema tome, 1m?ll u-—
vek nulu. Stoga treba prvo razmotriti odnose trosile i cetvo-
rosile. '

S obzirom na to da je po (13.2) veza izmedu 1nferva—
la sopstvenog i posmatralevog vremena ¥oln = cd;t N ‘cetvo—
rosila (16.3) glasi, eksplicitno izraZena pomocu impulsa

(16.2):

F'(

it

LY 55 (m ), | \ ):
' 1) -
Fim g4 ¢ % (w ) - | \(17
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- . . A a1 4 ixos
ﬂ”;grazlwuwgagrad;hpa‘desnoa strani. jednadina za F su slidni

izrazima za silu u Njutnovoj mehanici, samo Eto umesto sopstve~
ne mase stoji relativna m ¥ . Stoga ¢emo faktor ispred opera-

tora diferenciranja prebaciti na drugu stranu, i tako dobijeni
izraz nazvati relativna trosila P°

H

1 2\~ ’\':4_ 4
Pi= ¥'F 5 (m ¥ 1) (17.2)

Uslov ortogonalnosti (16.6), eksplicitno napisan, daje:
- B 2 B0l 2 #*
Jous P = ootte, Al oy dit g

gde smo relativnu masu obelefili sa m¥= 4n,§
finicije (17.2) prethodna veza dobija oblik:

o P = Lﬁ%‘(“%i | - (17.%)

~

. Na osnovu de-

Proizvod relativne trosile i trobrzine tumadiéemo, analogno
Njutnovoj mehanici, kao specifidnu promenu energije po vremenu.
To (17.3) upravo izraiava jer predstavlja promenu neke funkci-

Jje po posmatradevom vremenu. Tu funkciju ¢emo smatrati kao re-
lativnu energiju E

C_'LE— = 19'. a

hys 2 P (17.4)
gde je

E = m*e? (17.5)

Ova &uvena relativistidka definicija energije svodi se na Eo -
= me* » to jest na energiju mirovanja nekog tela sopstvene
mase M u odnosu na posmatraéa koji se krede zajedno s njom.

. -Pored relativne energije E u relativnosti se radi i
sa relativnom kinetidkom energijom T . Ona je definisana sa:
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sy T - E -—Eo =)Mcz‘[r_ ‘)_\ E

odnosno, ako razvijemo T ou stepeni red po fy@‘

= 19 L 30 -
T = mer(4+ %,4»?2_‘.'+ 1) =
= dmo* (1+28 4
L ( 4 et ) (17.6)

Ovaj izraz se, uopSte uzev, malo razlikuje od kinetidke ener-
gije u Njutnovoj;mehanici, jer je u.vedini sludajeva U &L
pa se ostatak GTE%Q'u redu (17.6) mo¥e odbaciti, tako da se
relativna kinetidka energija svodi na njutnoveki izraz.
Getvrta komponenta K4 impulsa predstavlija, po formu-
1i (16.2), relativnu masu, pa je srazmerna, do na konstantni

faktor 4% , relativnoj energiji. Dakle:

E = &K', (17.7)

Odavde zakljudujemo da je za foton, &ija je vremenska kompo-
nenta po (16.8) jednaka R , energija u odnosu na bilo
kojeg posmatrada E =4V . To'i jeste definicija svetlos-

nog kvanta, i mogli smo obrnuto, poéi od nje i konstruisati
impuls K§ , dat formulom (16.8)- i

18. Impuls i kinetidki moment materijalnog sistema

Sistem materijalnih tadeka éemo razmatrati polazedi
od pojmova relativistilkog impulsa, veé uvedenog za tatku, i
kinetiékog momenta (ili momenta kolidine kretanja) u odnosu
na neki pr01zvolan1 dogadaj.

Ukupn1 1mpu1s K o 81stema od n materlaalnlh tacaka

iznosi',

b
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gde Je f(Q impuls pojedine taéke sistema. s
" Kinetilki moment bﬂua ', materijalne tadke u odnssu na
dogada] /1’ , definisan je sa:

M (x(,,-ﬁm)K ‘(x?a—'a;)_K(g ,  (18.2)

gde Je 'x(g dogadaj u kojem materijalna tacka ima impuls K(:) .
Kinetidki moment definisan je analogno Njutnovoj mehanici, ali

ne mo¥e vide biti predstavljen simbolilnim vektorom, jer u svet-.

gkoj metrici antisimetridan tenzor ima Zest komponenata. U od-
nosu na Lorencove transformacije P‘ﬂ se ponasa kao tenzor, ma
da nema stvarno tenzorski karakter u sludaju proizvoljhe trans-
formacije. ' ‘ '

Kinetidki moment ostaje nepromenjen ako se vektor impul-
sa pomera duZ svoje napadne linije. Neka koordinate njegove na-
padne linije budu:

= xfenk”
Tada Je:
ey Lé
M/“.—r.('r.&af-l'?\Kf)K -

6, 5 kS Wl b
(% 2+ AK )}(-M s 8.3

Sto je trebalo dokazati, :

U sludaju da se materijalni sistem sastoji iz obgekata
koji se kreéu po inerciji, postoji moguénost sudara izmedu njih,
ili neke razmene energetsklh kvanta (videti: Synge, [61 s str.

209). Tada éu, izmedu svaka dva uzastopna sudara, ili izradenja, .

za svaku materlgalnu tacku s;qtema ocnvan mles kinetilki,
moment u odnosu na neki dogadaj 11

Da bi sabiranje kinetikih momenata 1malo smlsla, oni

treba da budu uzeti u odnosu na jedan dogadaj. Na dalje éemo s~
matrati, ako se druk&ije me napomene,.da. kinetilke momente. tad~-
aka radunamo u odnosu na posmatraéev pocetn1 dogadaj Ar'= O.
Klneticki moment sistema 1zn081'5“ o L

Lol e AP NI BTGV S-S S CE § i S & A

“y
{
|
{
{
j
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Mf‘:*ez.m(g‘ e sy

Mi éemo se ograniditi na one sisteme dijé su sve inter—
akcije unutrasSnje, i to takve da ostanu oduvani ukupni impuls i
kinetilki moment. Izrazit primer takvih sistema nalazi se u ki-
netidkoj teoriji izentropskih gasova (gasova &ija je ukupna raz--
" mena dejstava s okolinom jednaka nuli). Ako sa K® i M opeie-
Zimo impuls i kinetidki moment sistema u Jednom trenutku, a sa
i(” i M'® te iste veli&ine u nekom drugom trenutku, zahtevamo
da bude: ’ s ’

¢ e 6 _ M
K¥= K', MfE=M", (18.5)

odnosno:

ZK{”—;ZKL) , ZM%:ZM%. (18.5°)
£ 4 % ¢
Indeksi % i £ ne moraju iéi do istog broja, jer se neke Jesti-
ce mogu spojiti ili raspasti.

Geometrijski opis uslova (18.5), poznat kao otvoreni za-
kon odryanis impulsa (videti: Synge, [6] , str 214-219), iskazu-
je se time S8to kroz svaku prostornu troravan prolaze gvetske
linije materijalnog sistema €iji su ukupni impuls i kinetidki mo-
ment nepromenjeni.

‘Svaka takva troravan predstavlja opazaj prostora u odre-
denom trenutku vremena nekog posmatrada.

Drugi opis, poznat kao zatvoreni zakon odrZanjs impulss,

iskazan je time Sto je ukupni protok impulsa i1 kinetilkog momen-
ta_kroz neku zatbvorenu tropovrs Z ;jednak nuli, ukdliko kroz nju

prolaze svetsgke linije celokupnog materijalnog sistema.

19, Centar mase materijalnog sistema

U njutnovskoj mehanici jedno od osnovnih svojstava ce- .
ntra mase sistema bilo je to da je linearni moment mase u o-

- 63 -

__-dnosu na njegs jednak nuli. Po¥to u relativnosti mase pojedi= i~

nih obJekaté predstavljaju, u zavisnosti od kretanja, u razli- -
&itoj meri izmenjene sopstvene mase, treba nadi poqunu defi-
piciju za taj dogadaj. Zato je odabrana definicija srodna on-
oJ koja odreduje centar inercije u njutnovskoj mehsnici, po ko-
jod Jje linearni moment mase u odnosu na tu tadku jednak nuli.
Poéi cemo od kinetiédkog momenta materijalnog sis-

tema za neki dogadaj 2% . s obzirom na antigsimetriju, matrica

(Si") mora imati parni rang. Mi biramo 41’ tsko da joj rang
bude niZi od 4, a da Ky bude jedan od vektora refenja linear-
nog sistema:

A

s
M* K, =0. (19.1)

) 6
Ako Je kinetidki moment u odnosu na pocetak ™M s ova] sistem
jednadina glasi:

8., _ K¢ k%=
MTKg— 4 K'Ke + 24 0. (19.2)

Odavde odredujemo vektor &f , koji definifemo kao centar mase
sistema. U (18.3)- smo bili utvrdili da se P\“ ne menja ako do-
damo ‘}\\(f . Tako imamo da:
A :
Vektor A& 4 7~Kr definiSe istoriju centras mase posma-
tranog materijalnog sistema.

Da bismo efektiwvno odredili koordinate centra mase, u-
zeéemo posmatrada &iji tok vremena odreduje rezultujuéi impuls

sistema. Tada je K'= 0, kf £ 0, a veze (19.2) postaju:

d Y “naA
Mhg, - a' KK, =0 = af= M7/ (19.3)
ovde Je lﬁ neodredeno, 3to iskazuje dinjenicu da je istorija
centra mase paraslelna vremenskoj osi posmatraéa,'odnosno da

va?i zakon odrZanja impulsa.
Ostaje nam da ovaj izbor malo bliZe uporedimo 8 onim

iz njutnovske mehanike. Zato ¢emo rezultujuéi impuls i rezul-
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tujuéi moment napisati kao zblrove odgovarajucih komponentnih . .

velidina K{U M:‘; (16 2) i (18.2): T S

[

hat me. © x?o

M"‘ Z-'mm W

'

Z4”"*(elx ig.

S obzirom na to da posmatrad jedinstveno odreduje vremensku -
koordinatu. I‘ , drugi &lan u izrazu za M ge_K s koji
je za nadeg posmatrada jednak nuli. Dakle, iz (19.3) sleduje:

i STt
A == (19.4)

S TmY . o
Ovaj obrazac za centar mase izmenjen Jje, u odnosu na njutnov-
ski, utoliko 3to umesto apsolutnih (ovde sopstveriih) masa, s-
toje relativne. Obrazac (19.1), pomoéu kojeg nalazimo istori-
ju centra mase materijalnog sistema, vaZzi za svakog Lorencov-
og posmatrada.

N

Zadaci

) B -

1) Relativne trosile P i @ dejestvuju na masu M- . Kako
se odnosi rezultujude ubrzange prema izvodu rezultujuce br-
zine?

-2) Dat Je mater1aaln1 sistem, gde su poznate tri sopstvene
mase OVH" i Cetvrta 071&, , Telativna u odnosu na centar mase
sistema. Dati su, u odredenom trenutku trovektori ” ( ﬁ =
=1, 2, 3, 4) polofgja masa, centra inercije , njegove br-
zine i pravaca ZJ (L = 1, 2, 3) (¢ = 1) brzina prve tri
mase. Odrediti brzine sisfema i Zetvrtu sopstvenu masu.

- vne mase, koJi se pojaviuje pocev od f 17, i kOJl smo obele—_f'

FIRer 11

-

[

Vi. MEHANIKA NEFREKIDNE SREDINE

20. Gustina, impuls i energija.

Prv1 pristup pojmu gustine uc1n1cemo, po klas1cnog kon-
cep0131 fizike, posmatraguc1 mnodtvo materlaalnlh tadaka. Na
taj nadin je definisana brojna gustina.

Brojna gustina predstavlja kolidnik:
"
v = N, (20.1)

gde je VVL ukupan broj destica u datoj zapremini od \/
jedinicc. Nju opaZa posmatrad po &ijim merilima uodena zapre-

mina iznosi \/ . Stoga éemo je zvati relativna broan%hﬁzéplna.
WIS
Ako bi posmatrac mirovao u odnosu na

o b AeTeqer b, b
Gegg;ggTwzapfem&ﬁéﬁiaﬁu~udg;uaﬁglla bi, na osnovu (12.27), ve-
éa. Otud sleduae da je brojna gustina 51stema za takvog posma-

trada naamanga. Tu gustinu édeme zZvati sopstvena brojna gusti-
na. Ona iznosi:

6:" =N . ‘ (20.2)

Odnos ovih gustina, sopstvene i relativne, ako se materijalni
sistem prema posmatradu kreée brzinom intenziteta U , dobije
se, pomodu (12.27), iz (20.1) i (20.2):

e = %v = Ny ! = .N =TM ..__(20'3._:)

Dok smo za brojnu gustinu imali dve moguénosti, (20.1)
i (20.2), dotle gustina kao kolidina materlge u Jedln101 zap-
remine, dopusSta Jetiri mogucnostl. Tako Je zbog poama relatl—

Zili sam* = my . MoZemo dakle radunati ‘bilo: ' sopstvenu: 111 i
relativanu masu po‘gedlnlcl\bllo sopstvene ili relativne zap— )

remine. Kolilnik sopstvene mase i sopstvene zapremine smatra-

A

Freg,
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. éemo kao najprirodniji; on .se najéeSée koristi, a obeleZavale~

mogasaS’:

§=TMi/\, (20.4)

i zvati sopstvena gustina. U sludajn. . da nam se u radunu po-

javi neka od ostalih, relativnih gustina, ona &e biti drukéije
obeleZena. '
Mofemo zamisliti izolovanu materijalnu .. sredinu ko-

ja ne medudejstvuje sa okolinom, kao ¥to smo &inili za diskretni

sistem u 18. Tada smo posmatrali jednostavan sludaj kada nema
promene ukupnog impulsa i kinetickog momenta prvenstveno stoga
$to takav sistem odgovara nekom procesu gde materijalne tadke
predstavlijaju izolovana tela konaénih dimenzija koja ne mogu-
lako proméniti impuls i moment. Medutim, kada se radi o nekoj
struji sastavljenoj od vrlo velikog broja destica neznatnih ma-
sa i dimenzija, interakcija sa okolinom, dakle promenljivost
mehanidkih parametara, predstavlja daleko realniju moguénost.
ZadrZaéemo pojam impulsa koji se prenosi na velika mnoftva, ko-
risteéi makroskopski pojam mase. Ali, umest kinetidkog momenta,
koji se menja od tadke do tadke, pa nije pogodan za prenoenje
na velika mnodtva, razmatralemo kinetilku energiju.

Elementarno dejstvo sile Ff (17.1), na intervalu <
neke svetske linije, glasi:

Fldg =y Flokt = ’515% (my U)ot ﬁ%lma")df.(zo&)

Na osnovu izraza (17.2) za relativnu trosilu FDl , 1 (17.5) za
relativnu energiju £ , gornju vezu‘moéemo predstaviti kao:
. . . i ‘
€ Flods = Pdt
- . » — . -
<tFidy = dimic)=dE

" Igzraz za impuls (16.2) daje:

(20.6)
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dk’= Fds,

(20.7)

dE =d(¢KY) .
Sad moZemo iskazati zakone priraStaja rélativnog impulsa i

relativne energije, date vezama (20.6):

1) Priradtaj relativnug impulsa ”n*lf'jednak je dejstvu rela-—
tivne trosile na sistem u elementarnom intervalu posmatrade-—
VOg vremena.

2) Priradtaj relativne energije E srazmeran je, s faktorom

Fa . v . v .
L~ 4 prirastaju komponente k:ﬁ detvoroimpulsa.

21, Kineticki pojam pritiska

Posmatrajmo struju nekog "fluida" sa stanovi$ta kine-
ticke teorije gasova, kao veliki broj lestica razliditih masa
i brzina kojé imaju osobinu da elasticno odékaéu prilikom su-
dara s nekom 3vrstom i nepckretnom preprekom. Takvo gledilte,
klasino u fizici, prirodno vodi pojmu pritiska. Pod pojmom
elastidnog odbijanja Cestice podrazumeva se ono za koje je od-
rian impuls po intenzitetu, i to tako 5to njegova komponenta
paralelna prepreci ostaje neizmenjena, dok upravna komponenta
menja smer a zadrZava intenzitet. Stoga kinetidka energija te
struje ostaje neizmenjena. Pritisak fluida nastaje kao statis-
tidka posledica impulsa koje Zestice predaju zidovima, menja~-

Juéi brzinu u normalnom pravcu.

Sta opaza jedan posmatrad prema kome miruju zidovi na
koje -pritiska gas opisan ovom kinetickom slikomé Neka jedinic-
ni vektor normale na povrSini zida ima u prostoru komponente

£' , a brzina nailazeée struje
i fluida neka u datom trenutku bude
Yo Ut , radunajuéi zasad da sve des-

ei ’ ; - tice imaju iste brzine (sl. 8).

o Prvo, brojna gustina takvog roja

. ' gestica mora biti, po merilima po-
1}3) - smatraia, uvedana, i iznositi Te
na osnovu (20.3), gde je Ne .sops-

B

slika 8
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tvena brojna gustina, a ¥ funkcija brzine roja.. Zatim svaka
masa biva uveéana u istoj srazmeri, pa tako i masa svih Sesti-
ca u'celini. Ako je sopstvena gustina § (videti: Synge, [5]
str 264-271), tada ono Sto opaza posmatraé predstavlja relati-
vonu gustinu relatlvne mase f , ¢iji odnos prema copstveno]

gustini mora biti, na osnovu prethodnog:

¢¥ "= y'¢

Specifidan brog Zestica u jedinici posmatradevog vremena odre—
den ae normalnom komponentom br21ne nallazenga Q&n ““'QLW
-'Uie . Velidina impulsa koje jedinici povrSine predaju Qes-
tice sadriane u jedinici posmatradeve zapremine iznosi:

Wy -vy )8 = ATA (21.1)

Kako broj lestica koje dejstVuju na jedinicu povr3ine, u jedi-
nici vremena, sadrZi U;é‘ ‘puta gornji izraz, to pritisak iz-
nosi:

P = Qr‘flme")z ) ' : (21.2)

Predimo na opsSti sludaj, kada su ne samo mase, veé i brzine
proizvoljne. Cestice gasa nailaze iz svih pravaca jedne polug-

fere i pogadaju jednu elementar-
da nu- povrsinu 4(21 na kojoj Jje s-
meSten pofetak sfernog koordina-
tnog sistema &ija je ravem §= %
. odredena pomodu 2 (sl. 9). Re-
lativnu brojnu gustinu podskupa
(klase) destica &ije su mase, sa
- odredenom prlbllznoscu, jednake
-4 ,-a brzine sa istom prlb;zno—
<. Béu-imaju intenzitet 47, obele-
#imo sa §( @ ,¢ ,U,Mm). O-
vim.smo dopustili moguénoét'da
roj jedne odredene klaeé dolazi
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iz svih pravaca gornje polusfere. Relativna gustina relativ:’
ne mase,; koja nam je potrebna s obzirom na' (21.2); éafénéji
roj éestica koji dolazi iz pravca odredenog datim vrednosti~

ma @ i\ , i prolazi kroz sferni ugao - oS = - 511 §.d6Y
iznosi: -

b}

MyE(6, ¢, Uim)sin bdgPelvcm . (21,3)

Pretpostavimo kinetilku izotropnost, ravnomernu raspodelu ma~
sa i brzina u svim pravcima. Tada je E:: g (v ,m). Ako su
mase i brzine ove struje festica dovoljno gusto raspodeljene

da bismo' ih makroskopski mogli smatrati za kontinuum, imaée-

mo za celu polusferu, kad izvr$imo _integraciju preko svih ma-
sa od O (masa fotona) do M, i trobrzina od O do ¢ , 1macemo,
s obzirom na (21 2), za ukupn1 pritisaks

P = f [ / fnr vicos 9 ¥(vim) fin 9d6a/~fdvo‘m)

=0 w=0 V=0 m=0

odnosno
P ™~
- 2 ,c/m
P = igif Vg (21.4)
Uz0 mzp ’

’

PoSto posmatrana masa gasa sadrZii u jednakoj meri nailazele
i odlazeée Sestica, relativnu brojnu gustinu, koju smo radu-
nali za nailazeéu struju, treba pomnoiiti sa 2 i integrisa:
ti po polusferi. Treba dakle integrisati 2 §'(1F ,ym }oﬁ‘z
da bismo dobili ukupnu relativnu brojnu gustinu N

< ~ I o
N= “Ef /?(V"")J‘Ud’" : (21.5)

20 m=0
Ako relativnu gustinu relatlvne mase za poaedlnu klasu masa
i brzina (21.3) pomnoz1mo sa 24: i 1ntegrlsemo po polusferl,

3
]
i
i
i
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" dobiéemo relativnu gustinu relatiwme ‘energije E i relativne:

_kinetilke energije T i i e losas oL

e M . .
E‘-:lfl_(-f [mrczflmm}dfvalm ;5 o (:?l.6 a)
Y=o m=0
< M
T = #E/ /’m (T_ﬂ,(;z;‘('m,m)dvdm (21.6 b)
U=0 m=0
Relativna kinetifka energija prosedne Jestice T iznosi, pre-
ma tome:
< M
F=N"T= %E[ /m(m»a‘fw,m)dvdm 217
U9 meo

gde jJe N dato sa (21.5).
- Ako pustimo mase svih Eestica da tefe. jednoj vredno-

stiam , odnosno da i3Zezavaju klase destica s drugim masa-
ma, $to odgovera monoatomskompasi, dobidemo distribucije de-

finisane sa:
™

m(v):f’g(wx)&acm}w'x

(o]

I
mM) = f"—?(V,x)S(:zvm)dx )

gde je & (oc -M ) Dirskova fuukeija (videti: L. Schvartz,
U2] , str 83-86). Tada Ge izrazi (21.4), (21.5) i (21.6)

glasiti:

<
p= 4 Tm fr v‘ﬂlv)‘/v P @)
: p4 o ) CoEmlfeesaol o

—c
N= 4T f/ﬂ(!r)dv' ’ | (21.5%)
[}

-1 -

e Bz HE M’szr/i(’lf)ol'lf“;*—— i (2 (Y 5 S S ISR PEN
s o - . .
T=ham czf( 1)) du (21.6 b7)
, J ..

Prosedna reélativna kinetidka energije po Sestici T Je:
‘. <
=_ pam <t N [ ()Y SRR
T = 4am-<*N [(F-OM . (21.7%)
o

Todto (21.6 a’) predstavlja relativnu gustinu relativne ener-
tije, relativnu gustinu relativne mase f** éemo dobiti kad

taj izraz podelimo sa «* . Na osnovu toga i (21.5") veza (21.77)
ima oblik:

']—;:’lezrl\/‘1;w ’Cz ) - (21.711)

~

gdef treba shvatiti kao srednji dilatacioni faktor za posmat-
rani skup Cestica.

Ako apsélutnu temperaturu @ definisemo uobidajenom
jednadéinom gasnog stanja:

p= NRO, (21.8)
gde je K gasna konstanta, imaéemo:
e '
.frv;uw);:lv
RO<Lm 2 e (21.9)
f/q(‘tf)ﬂ/?f

o

(21.7") i’(2i\9) su, kao i (21.47)-(21.67), relativistic‘.ke
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jednadine za savr3eni monoatomski gas:

Za male brzine V<K moZemo staviti T =1u (2L.4)

a P -1= Ve
ve dve veze dobiti:

u (21.7) i (21.7°), pa éemo na osnovu pr-

‘

‘r = % A/T-;

a na osnovu treder
=2 T
RO=5mT,

Ovo su poznate formule kinetidke teorije gasova.

Prethodno smo razmatrali gas sastavlijen od "pondera-—
bilne" materije, dopustajuéi kao granilnu moguénost, da za iz-
vesne festice sopstvene mase teZe nuli a brzina vrednosti < .
Predimo sad na sludaj fluida sastavljenog iskljuéivo od svet-
losnih destica, ili fotonskog gasa. Mi éemo ga ispitivati pod
pretpostavkom da povriina zida savr3eno odbija svetlost. Tako
je analogija s gasom koji ne vrsi rad potpuna.

Da bismo za takav fluid nasli prilaz pojmu pritiska,
dovoljno je da podemo od &injenice da Jje relativna energija
po jedinici relativne zapremine jednaka, pojmovno i dimenzio-
no, relativnoj sili po jedinici zidne povrSine, dakle pritis-~
ku., Iz (16.2), (16.8) i (17.5) imali smo da je energija foto-
tona E{_ =47V , gde je £ Plankova konstanta a Y frekven-
c¢ija. Uzmimo u razmatranje odredenu klasu fotona (odredenu
"boju" zradenja) koja ima utvrdenu velidinu frekvencije )) .
Ako je relativna brojna gustina tih kvanta N , relativna gus-
tina relativne energije ¢e iznositi rdit]) . Pretpostavimo
da nag svetlosni mlaz nailazi iz pravca koji s normalom zak-
lapa ugao €& . Tada se on razreduje po povriini zida srazmer-
no fO§€ , 2 i impulsi koje zid prima su u.istoj meri oslab-
ljeni, pa ée pritisak tog malaza opasti, m odnosu na normal-
ni upadni ﬁgao srazmerno Lo5*@ . PoSte fotoni bivaju odbig
jeni, njihov pritisak je dvostruko veli nego da su zaustav-

R PR
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‘1jeni na zidu, Dakle:

P=2NL Vvesie. - (21.10)
Sto je analogno (21.2).
koji dolaze iz svih prav
je se neprekidno menjaju
leZimo sa ¥ funkciju rel
ski pritisak é&e biti:

E& 2z Y

,P:‘z,gf / /g’(o,v, V)V 05’6 511 66 digely

"t (21.11)

Ako uzmemo u obzir fotonske. snopove
aca a imaju razlidite frekvencije ko-

(uzev &ak 0 za donju granicu}, i obe-

ativne brojne gustine, ukupni foton-

G=0 =0 o

Pod pretpostavkonm izotropnosti Traspodele fotona to e glasiti:

) _ Y
P = .é?i 1{‘/1W§()OIJU

Q

(21.12)

22. Elementarne hiperpovriine u Svety Minkovskog
3

Da bismo mogli dalje iéi u mehanici neprekidne sred-
, potrebne su nam neke osnovne formule koje se odno
elementarne trodim il $i ili hi 8
. ba enzione povrsine, ili hiperpovriine.
pPrimeniti na transformacije integrala po zatvorenim ob
Sveta specijalne relativnosti,

ine
se na

To ¢emo
lastima

e Posmatrajmo prvo Jjednu elémentarnu, prostorno orijen-
tisanu hiperpovriinu ;J6 (vidi

: 3), sa uzajamno upravnim i-
vicama.

Neka jedinidni vremenski vektor upravan na njoj bude

. 14 .
bazn% vektor ose ¢ Lorencovog sistema 0&(_" -.Ostale ose to-

ga sistema moZemo odabrati tako da budu paralelne ivicama e-. -

lementarne hlperpovréine, pa ¢e njena vrednost iznositi:

de = dox' o' elx!* | . G ek}

- - . -

%

!
|
|

[EST—




- ._...jednostavnom Lorencovom transformacijom (11.1), odnosno (11.3).

46,

- -

Prostorne ose jcfj.;c’ su zajednidke za oba sistema, samo se
‘ paroui;(735t7iJC“,Jf#medusobno
Iw ‘ razlikuju. Izvrs$imo projektova—
xh nje, paralelno osi:(*, elementa
' LJS na sopstvéni prostor u ko-
jem su smedtene ose x', x*, x’ k
drugog posmatrada (sl. 10). Kak-
va je veza izmedu ‘JG' i ‘Jﬁ; ?
Da bismo to ispitali poéi éemo

ul N d6 x!  od vektorskog i -
N g izraza za elemen
0 \\ tarnu hiperpovriinu ‘jé’ , koji
predstavlja spoljni proizvod ve-
xtora ox', dr'?» ox'?, izra-
x! %Yen simbolidnom determinantom:
slika 10

a_
o

-
Ao "neb*n dx!? -
— - ) -

\/“) \/n) \/ls)

!

E<

| dx"™ o 0 o )
o ' o o
0 o Jdx'* 0O
et
-~ dx o dx " Vew (22.2)

Ovaj simbolidni vektorski izraz mobe se razloZiti u odnosu na .
svaki sistem. Tako Gemo, na osnovu (11.1), imati za sistem O :.
— — -7

—
\/(4) \%l) \/(s) \/l."l

chody! o o shed'l

0 Hdx* o . .0

o 0 loc? o
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- shodxtaxidx "V, - C’}edx’,"’fdx;\zv, P o

PoSto se projektovanje ove elementarne povriine vrdi paralei—k
no osi ¢, &iji je bazni vektor Vi » to Ce se d6p svesti na
odgovarajuéi dlan u gornjem izraszu: ' ‘

{& : ‘
de, =chods (22.4)
. .
Projekcija paralelno osi koju odreduje \L; de dati:
o -
Y, A6 = shecbctdaialx” (22.5)

dok se za preostala dva vektora dobijs nula. Iz (11.3) vidimo
da se ovi koeficijenti svode na uzajamne skalarne proizvode
vektora dve baze, pa ¢e biti:

a - 1 ]
a'6',{,’= IV"” : \/w)d5 R (22.6)

gde je uzeta apsolutna vrednost zato Sto se projektovanje mo-
%e vrSiti paralelno nekom suprotno orijentisanom vektoru,kdok
je mera povrSine uvek pozitivna. Ako bismo ponovili rezonova-
nje, polazeéi od jedne vremenski orijentisane hiperpovrsine,

dakle sa prostornim jediniénim vektorom normale, imali bismo:

G e, T
- AGP:J Vw" lede’ ' : (22.7)

Dakle, uopite, upravna projekeija po svakom'vremenski ili pro-
storno orijentisanom vektoru \/‘, ako je \/ jediniéni.vektor,
upravah‘na elementarnoj hiperpovriini 4!6 , ne nulte orijen-

tacije, raduhs se po obrascu:

AN AU
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KOJJ.. je analogan onom iz euklidske geometrlge.

Cstao je sludaj elementa nulte hlperpovrs:.. Ngegova ve-
l:Lclna ne moZe se ocemtl, jer mu jedna ivica nema duZinu, a ve-
ktor normale na njemu ne moZe se smatratl gedlnlcnlm. Zato ¢emo
uzeti element ,déP ,» koji je nastao upravnim projektovanjem,
paralelno nekom vektoru U* , dva .razlidita elementa, dé s
normalom V% y 1 ,Aé' s normalom V ®. Podrazumevamo to da su

dé . A’ 3 njihova projekcija dép nenulti elementi. Tada
imamo: ’

Aéy= |Uuva A6’ = 1UV1dé (22.9)

MoZemo pomerati elemente Ads i s’ po troravnima na kojima
leze, a &ije su normale Ve i Y , sve dok ne dospu utakav uz—
ajamni poloZaj da ih spajaju nulti zraei. Svaki upravni presek
tih zrakova je nulta hiperpovri. Te snopme odreduju paralelni
nulti vektori m% , umesto jedinidnih prostornih ili vremenskih
vektora. Tada ée druga jednakost u gornjem obrascu postati:

[‘rn“\/,LMé = V] de”. (22.10)

I ovo Jje analogno obrascima projektovanja iz euklidske geomet-
rije.

2%. Teorema o divergenciji

Teoremu o divergenciji, koja'jé‘u magnetizam ugla kao
Gausova teorema, dok je u analizi poznata nekad kao formula Os-
trogradskog, nekad opet kao Gausova teorema, a nekad i kao Gri-
nova formula u prostoru, 1zvescemo u Svetu Llnkovskog.
- Podimo od jedne cetvorodlmen21one, prosto povezane ob-
lasti Sl., koja ogranidava zatvorena trodimenziona hiperpovrs
Z: . Ovu éemo smatrati kao neprekidno diferéhcijabiihu, bar do
prvog reda 1zvoda, tako da neprekidno menja normalu Mm% u svakom
dogadaau x* .- Odatle intuitivno zaklaucuaemo da Z. mora imati
i prostorno i vremenski i nulto orijentisane tangentne elemente,

-7 -

Smatraéemo dalje da vektor normale na 2. ,» 8ko se ide ﬁe—
kom linijom po njoj, pri promeni 51gnature dobija nulti karak—
ter samo u izdvojenim dogadajima o u opStem sludajw . Krive
koje imaju nulti tengentni pravac ( prema tome i normalu) u sva-
kom od tih dogadaja 5?.“ » sadinjavaju jedan podskup na = . Sma-
tratemo da ti dogadaji lefe na medusobno odvojenim, zatvorenim
dvodimensionim povriimsg 'Z', 2" » ++. hiperpovrSi 3 (slika 11),
a sa svake od njih polaze nulti upravni zraci koji pripadaju po-
lukonusima,ili samo proSlosti, ili samo buduénosti X . Za celu
hiperpovrs: Zmoraju postojati sve moguée orijentacije.

Posto smo se ogranidili
na prethodnu heuristidku sliku,
smatrademo 1 to da je udedée nu-
1tih delova ', 5", ... hiper-
povrdi 7, pri integraciji neka
merljive funkcije F preko cele
2 4 zanemarljivo. Stoga éemo u
razmatranje uzimati samo podrud-
ja definitnih vektora normala
h* na 3, za koje odredujemo da
ns budu jedinidni:

slika 11
?‘%rz“n’s= Em) | (23.1)

Uzmimo neko konstantno polJe Jedmlcnlh vektora é s Na onim ’
mestlmaz gde se »é i ‘n poklapaju po pravcu i smeru njihov
skalarni proizvod jednak je & ("1 ), kao i skalarni kvadrat
n“ u (23.1). Tamo gde se ta dva vektora ne podudaraju po sme-
ru njihov skalarni proizvod ima vrednost suprotnu signaturi n*,
Za ostale dogadaje nastupidée razliditi sludajevi veé prema to-
me da ii Jje &% iokalno orijentisan unutar ili izvan P , Jer
je f’l" uvek époljna normala., Ako je:

'E (‘ﬂ)?.ga ﬁdh'&> 0 ’l. . N (232) .

zakl;jucu.]emo da su‘n i *k iste orlaentaclge, to Jest da ;]e é
lokalno orlgentlsan 1zvanZ' . Ako je:
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ol o . e s .
zakljucujemo da su 4Q i 77 suprotnih orijentacija, to jest
da je 4 lokalno orijentisan unutar 2 .

Predimac sad na dokazivanje same teoreme. Poli Cemo

od integrala:
J= fgﬁ dT o ( dT =datdidrolx’y, (25.3)

L
gde Je F funkc1aa klase C u 2. . Ako sa *. obeleZimo Je-
dinidni vektor ' -ose, dakle -ﬁf( 1, 0, 0, 0) i pristupimo
i?tegraciji u njegovom pravcu i smeru, imademo:

Z.

j fdxlp[x}dx faFDIx -a/[F] o/x‘o’x’dx . (23, 4)

Uzimamo da Je }£x§d5c4p0z1t1vno, to jest da su prirastaji

u smerovima rasta koordinata. Ta elementarna hiperpovrsina pr-
edstavlja ustvari upravnu projekciju , paralelno ;C‘ ~-o0si, ele-
mentarne hiperpovriine 6 . Na osnovu (22.9) %o e biti:

ot ol = (lkm“ldo’)z = ((hh‘/dﬁa), L (23.5)

Pogto ae.é# u tadkama gornje granice integracije, na Za s us—
mereno izvan D, kao ’n“ , a naz suprotno od 7%, bide u

odnosu na nad sistem:
(zk.m“)z. = Em)n' ('é,m"‘)z,:- Emn’  (23.6)

na osnovu (23.2°) i (23.2"), Jer —; , ma da je prostorno ;rl—
<&
jentisan, ne uslovljava orijentaciju M* na granlcama. Dakle

(23.5) ée glasitis

T [35 dT = (e Fdo . S @D
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OvaJ zaliucak vazi, putem istovetnih rezonovanja, 1 za_ose

o

ati x . Dakle: i R » - e T

j:f’%%"l"? ’:fé(h‘)hf Fd6 . (23.8)
2. = A

Ostaje nam vremenska osa a:ﬁ. Za nju je:

4 un*=-n"=n, \ T (23.9)

o«
jer je 4 (0,0,0,1) i 4£.0,0,0,-1). Otud, snalogno ranijin
izvodenjima:

7 f /E(n)qu’o“ (23.5°

Dakle haazad.

. 7 [aF p/r-——[é(ﬂlﬂ-(l:dg ) | (23.10)

Funkecija F: moze, po zakonu transformacije, biti svaka veli-
¢ina, skélar, vektor ili tenzor bilo kojeg reda. U sluéaju

da Jje skalar ova teorema postaje teorema o gradijentu. U-os-
talim sludajevima to je teorema o divergenciji. Mi éemo jJe
primenjivati na polja vektora i tenzora drugog reda. Treba
istaéi da éemo sve velidine zastupljenme u integralnim formu-
lama zadavati u odnosu na Lorencove sisteme, i zahtévati nji-
hovu Lorencovu invarijantnost. Istina; ako je dat vektor, nje-
gova divergencija, posto je skalar, ostaje invarijantana u od-
nosu na svaku transformaciju i pod integralom. Ostale veli-
dine mogu imati op¥ti zakon transformacije samo izvan integrala

24, Cevi svetskih linija , - ' o

Kongruencije bliskih svetskih linija, koje odgovaraju . .
desticama clgl se uzaaamnl poloZaji ne menjaju preko odrede-
nih granica, nazvacemo, po analogiji s klasiénom hidrodinami-

kom, cevi svetskih linija.
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Prlmenlcemo rezultate prethodnog odeljka na specifid- ~
- nu “promenu’ prostornog h1perpovrs1nskog elementa, koji preds- -

tavlja presek jedne cevi, po njenim svetskim linijama. Taj
presek preds‘bévlja elementarnu zapreminu, i posmatramo njenu
promenu u odnosu na tok vremena koje odgovara tim svetskim 1i-
nijama.

Uzmimo kongruenciju svetskih linija &ije detvorobrzi-
ne sadinjavaju vektorsko polje L(" . Odgovarajuéi sistem dif-
erencijalnih jednadina glasi:

At dx? | o
"ET = u‘ u; wu" * (24.1)

ReSenje tog sistema, uz date podetne uslove, daje "putanje"

polja ud‘ . Izdvojimo jednu cev linija, zasad konadénih dimen-
zija, ogranilenu na krajevima -
ravnim prostornim presecima = 4 i
2. (siika 12). Cetvorozapremina
tog odselka neka iznosi V . 0d-
govarajuéa hiperpovrg ., zajed-
no s krajevima, neka bude 3~ .

Posmatrajmo integral po zapremi-
ni V divergencije letvorobrzine.
Po teoremi o divergenciji (23.10)
imamo transformaciju integrala:

slika 12

ol
T = “n de
fﬁi 7 fg(‘n)u ¥ : (2.2)

S obzirom na to da je bocna povr51na ovog odsedka sastavlaena
‘od- svetskih linija, trajektorija u* , skalarni proizvod i “Viu
jednak je nuli u svakoj njenoj talki, pa taj deo ukupne povr-
éinez ne. igra nikakvu ulogu na desnoj strani (24.2). Pusti-
mo sad da preseciZ i Z, tefe jedan drugom duZ strujnih 1i-
nija koje oni presecaju. ObeleZimo sa Mh) i M(,) vrednosti Ce-
tvorobrzine u odgovarajuéim. talkama dovolgno bllsklﬁ hiperpov-
riina presekaz i 2; . Tada ée nam razvo,]v M. u red
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red po stepem_ma OII, (prlrastau koordlnata 1zmedu 2,12 )
glas:.tl. »

oL o PaZi * Q’
) 7 .
WS = Ugy + 29 oy N
0 = @ T T * : (24.3)
PosSto 2;_ moZemo udiniti po VOl,]l bliskim 2 , priradtaji u
(24.2) se mogu linearizovati. Tada (24.2) glas1

fwdé /&(‘m((fﬁ %—27‘:"136”)7’),40/2'—

22

—fécn) uneds |

(28.1)

(Ovde upotrebljavamo JZ umesto d(; jer se radi iskljuéivo
o bo&nim povriinama). Priraitaje o™ mofemo radunati uprav-
no na 24 i 2, , Jjer je uzajamna pomerenost ivica, zbog kose
struje svetskih linija, zanemarljiva s obzirom na bliskost i
odnos velidina preseka prema za.ko<‘enost1, pa éemo staviti olx =
= "dd ' imajuéi u vidu da je zapremlna \/ s istim redom
is¥ezavanja gredke, jednaka X ;¥ ( =1, 2), i da je EM)=

= ~1. Zbog vremenske orijentacije m, gornja for-

rula ée postati'

JGe + )T =

=je(n)u“n¢di -—/6(“") uned3 (2n.5)
2. : z, '

Ako uzajamno bliske vrednosti oba preseka ob.eleiimo sa 2>,
i uzmemo vodintegralnu funkciju na levoj streni keo srednju
vrednest na tom presekn, koji éemo suziti i po. bor rmkuncn—- ;
zijama,"’ zadrzavagwl u odnosu na njega visi . red, Ol m,N_ras— .

tojanja~ 2;2'1 y rimademo, kad- stav1mo v;gz'dﬂ

(

i
[
{
H
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Skalarni proigvod ud’h‘ je negativan na gornjoJj granici, pod~

to su MU* 1 M® vremenski vektori; a oba usmerena izvan ceviy-dok

Je pozitivan na donjoj granici, jer su razlidito usmereni.
Najzad (24.6) dobija oblik:

je veé bio slﬁp‘jg;‘jz’ i svetlosne kvante, to jest fotone. Pret- '~

"postaviéenic da taj sistem ne prima i ne predaje impulse oko-" T T
lini. )
Poéi éemo od vremenski oi‘ijen’cisanog Jjediniénog vek-
tora % , koji odmtuje konstantno vekto j -
» u » Z‘dd —‘9"{2 ’Y). » kogi u : rsk? polje. Element
(gx‘ + o "y - arne hiperpovrsine, upravne na njemu, obeleZavademo sa a’ﬁ' o

(24.7) Cd svih svetskih linija koje presecaju takav element izdvo-
(Z» __Z‘ —AZ 9= M"'n ) Ji¢emo one kojima oagovaraju Cestice &iji se impulsi kredéu u
v R ) «/, granicama vrednosti o k? , dk* , dk?, ,q’l(k . Njihov broj
: ¢emo oceniti, u skladu s razmatranjima §21, izrazom:
gdelje J-d upravan na elementarnim hiperpovriinama, Ovo je, da-
kle, specifidni priradtaj jednog prostornog zapreminskog elem~
enta 2, du? cevi svetskih linija u*, po upravnom odstojanju.
Izraz u zagradi na levoJ strani (24.7 redstavlja relativnu L . X
& 3 ( )P Ja relativnu Umesto funkcije brojne gustine ? s rasporedimo sve Cestice

ekspangiju zapreminskog elementa, i on je invarijanta tenzora - ]
relativne deformacige u klase, prema vrednostima impulsa. Svaku od klasa obele?ide-
Ako bismo presek izvrsili upravno na cev svetskih lini- mo indeksom u zagradama, koji ide od 1 do ﬂekog proizvoljnog
brojs. Neka broj & i i— . ; -
ja, celokupno rezonovanje, polazeéi od (24.2), vodilo bi nas i- r J8 ° ? roJ cestica i-te klase_‘bude NUI Ta@a Je ukup
ni protok impulsa te klase kroz ,c{6 jednak:.

g(zjkin)dkdkelKdKk" (25.1)

zrazu:

~

M(L;Ls - dZ (24.8) N Kt/:) d()“ (bez sabiranja po £ ). (25.2)
2 ! _
Materijalni sistem koji posmatramo grupisan je tako da mu je
brojna gustina, makroskopski uzev, konadna, $to je precizni-
nije izraZeéno éinjenicom da je prostoi‘no rastojanje izmedu
moe dobiti i neposredno iz (24.7). bilo koje dve éesticsl}fzgaéno, a da je broj Cestica dije je
uzajamno rastojanje isped neke odredene vrednosti za-
nemarljiv. Postoji dakle neka zatvorens prosto povezana tro-

3to predstavlja vezu koja daje sopstvenu specifilnu ekspanziju
cevi svetskih linija. S obzirom na to da su wei n,, konstant-
nih intengiteta, i da se u ovom slulaju poklapaju, (24.8) =se

25. Tenzor energije neprekidne sredine povrs 2, kroz koju ovaj sistem mora prodi u toku struja-
) ‘ janja. Postavimo unutar 2. cev svetskih linija koju odreduje
Po3to smo u § § 20 i 21 uveli pojmove gustine i prit- : vektor impulsa I(‘,-, , tako da 0/6' bude njegov kosi presek s

normalom 'h.d . Ta cev prodire kroz_2. na dva mesta, od kojih

éemo posmatrati jedno, na kojem data cev iseca element ,Q'G' ’
o L. . . . .

s normalom YL~ , orijentisanom wvrema spoljn, a proizvoljne

iska u materijalnoj sredini, izvedene iz kinetidke teorije ga~-
sova, moZemo pristupiti, koristedi isto statistidko stanovis-
te,ispitivanju protoka impulsa i energije neke neprekidne sre-
dine. Da bismo opisali tu sredinu, poéi éemo od jednog veoma
brojnog materijalnog sistema, &ije destice ne moraju vriiti is-

k1ljudivo elastifne sudare., Taj sistem mofe sadriati, kao §to

signature (slika 13).

Sve svetske linije /Cl,-)koae prodiru kroz ;olg y Pro-
diru i kroz ,JS' s obzirom na pretpostavku, koju smo udinili
u prethodnom odeljiu, da svetske linije ne budu promenljive
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- . . . 1 2
preko izvesnih granica, odredenih sa JK“),AK‘.), ,OIK[,‘,,

ol dK‘(,) +-Ukoliko- 1zvestan._br0J cestlca- uletl iz podrudja iz~

nedu d6 i V,c/6' , 1li uletdi iz
. preostalog sistema, usled uzaj-
amnih sudara, on je neaznatan,
jer u tako kratkom intervelu vr-
emena, bilo sopstvenog ili pos-
matradevog, rashod &estica moZe
biti samo mala velilina viZeg
reda u odnosu na onaj broj koji
prolazi kroz elementarne hiper-
povriine o6 id6 . Smatramo
da Jje u kratkim vremenskim int-

ervalima impuls oduvan.
Na osnovu izlozenog, a-

ko sa K(i)simbolidki obeleZimo
protok impulsa i-te klase kroz
slika 13 dé » a sa K¢ njegov protok
kroz 5/6— , imaéemo, po zakonu odrianja impulsa ( 18):

Ky = ng kﬁ) ) (25.3)

gde znak + ili - odgovara slulajevima kada je smer strujanja
jednak ili suprotan znaku M* . Ocenimo te skalarne proizvode.
Iz (23.27) i (23%.2") &e biti:

+  za ém)h.(/(fi)>o
znaci ' (25.4)
- za é(h)m K;(,)<O .

Na osnovu (22.10) za odnose elementarnih hiperpovrSina iraii_

veza:

" na m,‘,,g IMkislds . e
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Sad izraz (25.2) za protok impulsa Sestica € ~te klase kroz ..

AG—: glasis - -
i‘ﬁm K(P,) IK(‘:) noll I Kfl) ﬁ)’ ,-’016)-:

-1
. — r =
= &) Ny K(pi) K:f)”o(, K ) ”r, ds . (25.6)

Zbir po {, ovih izraza predstavlija protok impulsa &estica
svih Xlasa kroz ofg . Ako sa T % obeleimo zbir po 4
sledeéih &lanovas

-1
_ oy =
=2 Ne Kin k)| Ko | , (25.7)

proizvod koji se pojavlijuje u (25.6) glasiée, za ukupni sa-
drZzaj impulsa u d6

- _ <
‘Nu K(p,) d& = e)T "neds (25.8)

(sabiranje po T ).

_ S obzirom na definicioni obrazac (25.7), gde su

/V(;, brojevi, K(,/") vektori, a izraz u zagradi skalar,T""l
je apsolutni simetridéni tenzor drugog reda, Jjer predstavlja
opSti proizvod dva vektora pomnoZen skalarom.

Pretpostavimo da smo preSli na neprekidnu sredinu,

i da se umesto brojnih gustina i pojedinih impulsa pojavlju-
ju srednje vrednosti tih velidina u svim tadkama. Pokazale-
mo treéu bitnu osobinu T“p , da mu je divergencija jednaka
nuli. Teorema o divergenciji (23.10) primenjuje se ovde na
tenzorsku funkciju drugog reda. Dakle: '

o« .

h KJ =0 - e my

j_L_ JT fé( )T naels =0, - (ogy

Jednakostg nu11 je posledica odrZanja impulsa materl;)alnog
sistema koji prolazi kroz &itavu zatvorenu povrfinu Z(v:\.de-

t1Q18), posto unutarz nema izvora niti ponora za 1mpuls
i energiju. fko uslevimo da na$ zaklaucak vaZzi za svaki pro-

.
i
i
i
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izvoljno umanjeni deo posmatranog materlgalnog sistema u sva-

. Kom trenutku, bide: T R S —

oLp : A_
—%19;—/,— =0 - (25.10)

Tenzor 7§dﬁ je, dakle, konzervativan. Zvademo ga tenzor en—
ergije materijalne sredine, On igra bitnu ulogu u teoriji
relativnosti.” Takav simetriéan i konzervativan tenzor drugog
reda formulise se za svaku materijélnu sredinu i za elektro-
nagnetno polje. Prilaz koji je ovde dat, zasnovan na .sta-
tistilkim razmatranjima, ne moZe nam opisati pojedinosti po-
java kao 8to su elastidna povratna sila, viskozni otpor de-
formaciji, i druge osobine neprekidnih sredina. Ali, on je
jedini koji dosledno polazeéi od protog pojma impulsa Zesti-
ce, vodi takvom tenzoru. Osobine | r su dobijene, a ne
pretpostavlijene. Ovaj izvanredno racionalan postupak pripada
Singu. Ovde je izvodenje unekoliko izmenjeno, jer nije uzet
u obzir, kao ni u daljem tekstu, pojam takozvanih unutrasnjih
impulsa sistema.

Da bismo ispitali komponente tenzora energije, uze-
éemo posmatradki sister &ija vremenska osa leZi na vektoru
Mf, normasle na é . Taj element povrsine time odreduje-

mo da bude prostorno orijentisan. Dakle:

N*(0,0,0,1) , E(M)=-1,

Podintegralna funkcija u (25.9) &e glasiti:

EMT PN b = TMalé’. ‘ (25.11)

S obzirom na promzvolanost 1zbora 41 , uzeéemo da se pokla-
pa sa jediniénim vektorom Wl , & to isto neka vazi i za e-
lementarne preseke ‘{6’ i ‘£5‘ . Iz (16.2) i (17. ))_}mamo.

YKJ‘: ,‘c'"maﬂ?}"’ / E-' =tk = .m'&"(;z)
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odakle sleduje da je relativna gustina relatlvnog impulsa Je— -
- dnaka: - 4:tha—re1at1vna ‘gustina relativne-energije- /CzTH"

’CTJ"':’CNH)KH} = Ngm mvi)

g _ - (25.12)
2
/CzTLfH= <* Nh‘) K(}, = N(i)mlf) < .

Iz oblika desnih strana (25.12) vidi se da se radi o gustina-
ma. To su relativne gustine relativnog impulsa i energije sa-
drZane u elementu AJEf , koje opaza posmatrad prema kome taj .
element miruje.

Uzmimo sad. da je <Jd vremenski orijentisan. Njego-
va normala stoji proizvoljno u prostoru i moZemo je razloZi-
ti po osama 22& jednog inercijalnog sistema. Tada 6 mo¥e-
mo predstaviti kao proizveod dvodimenzionog elementa ‘JS N
upravnog na jediniénoJ prostornoj normali, i elementa vremen-
ske ose .xt” toga sistema. Obrazac koji odgovara (25.11) ée
glasiti:

g olS.cdt .

EMm) T’L”mdé T (25.13)

Ovo Jje, s obzirom na elementarnu promenu vremena ﬁ{ﬁ_, sTaz-
merno relativnom protoku impulsa i energije kroz x/S . Zai-
sta, ako redom uzmemo da N® bude jediniéni vektor osa oc’,;r‘
3, relativni protoci impulsa i energije u jedinici vremena

.

x
kroz Jjedinice odgovarajuéih dvopovrsina e biti

. — - ] * ) )
fC?‘TMm =< Ny, /C,(Ji) = N(,”mm v‘éﬂ’

_ o, - (25.14)
,c3T"k’V7,A =" Nti) K™ Ml‘)E(i) )

o (R=1,2,3 3).
Poétq;jé}77g simetridan tenzor, prve veze (25.12) i (25.14)
pokazuju da su komponente relativnog protoka energije po je-
dinici povriine srazmerne, do na cinilac <%, odgovarajuéim
komponentama relativne gustine impulsa. Odnos velidina kon-
struisanih u Svetu specijalne relativnosti vodi tome zakljudku, -




26. Sopstvene vrednosti tenzora energije

Izgradlll smo, korlstecl statlstlckl prllaz, tenzor
energije TQp neprekidne sredine, i ustanovili da on mora bi-
ti simetridan. Dalje algebarsko ispitivanje ﬁdga tenzora iéi .
%e preko sostvenih vrednosti. Ovom pristupamo uz jednu napome-
nu. Karakter sopstvenih vrednosti i vektora u definitnim metr-

iltama je dobro poznata stvar. One su realne, a vektori ko-

31 im oldiovaraju uzajamno ortogonalni. U indefinitnoj metrici
i drekdi je tdje. U Svetu hinkovskog dva sopstvena korena
2Erilreoc tenzora mogu biti kompleksna. Rad zadatak je da ut-
¢ sluéajeve kada su sva refenja karakteristidne jednadine
realna, jer se pomoéu njih moZe obrazovati celokupni tenzqr7;4
a on rora biti realan.

vrdir

Treba reéi da bismo mogli samo da formulidemo uslove
pod kojima je spektar sospstvenih vrednosti 7;p realan. Pos-
le bismo ustanovili da su oni sa fizicke strane opravdani, 3to
je zadovoljavajuée kao postupak. Mijdemo, medutim, to pitanje
bliZe razmotriti, zbog geemetrijskid osobina simetridnih tenz-
ora drugog reda u svetskoj metrici. Sopstvene vrednosti i vek-
tore antisimetridnog tenzora drugog reda vel smo ispitivali u

§10, 3to je korisno za poredenje.

Podimo od sopstvenog vektora \Qn , koji odgovara pros-
tom korenu,K(t)karakteristiénog polinoma:

ok ol
T Vig=2m Vi - (26.1;

Heka )Ti)l )%;,budu dva razlidéita korena kojima odgovaraju vek=.

tori \Ar)l'\QJ) . Ako napifiemo karakteristiéne jednaline za oba,
pomnoZimo svaku od njih skalarno s drugim sopstvenim vektorom
i dduzmemo Jjednu od druge, dobiéemo, zbog slmetrlae'7150 H

o
Aw=2@)ds Ve Vin=0. (@62

S obzirom na to da su AQ.) i ?\(;, razliditi, izlazi da su V(r)l
\QJI uzaaamno ortogonalnl. Tako zaklgucuaemo da su u avetskod
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yisno od toga da’ 1i su sopstvenl "koreni realni ili ne.’
Pitanje postoaanaa realnlh sopstvenlh korenova 7:ﬁ

dinu koji vaZi u trodlmenZlonom provtoru definitne metrike.
Stoga éemo izvesti jedan dovoljan uslov koji glasi:

Ako je tenzor 11# takav da za svaki vremengki ili
nulti vektor ‘Pd bude: '

TJ/.’\P.‘Y/)>0 ) (26.3)_

on ima Cetiri realna sopstvena korena.

Pre nego Sto predemo na dokazivanje, ispitajmo da 1i
tenzor energije naSe sredine, orakav kako smo ga definisali
u prethodnom odeljku, zadovoljava taj uslov. Na osnovu (25.7)
imamo:

~1
Tucp\(' \{' Z:Nw(/(u)\/«) lKu)nr'] >0. (26.4)

Uslov (26.3) je ispunjen, jer su skalarni proizvodi razlidi-
ti od nule s obzirom na vremenske ili nulte orijentacije ve-
ktora, dok su Ny prirodni brojevi.

Uzmimo, u jednom dogadaju, polje svih vremenskih ve-
ktora jedinilnog intenziteta Hﬁd , orijentisanih prema budué-
nosti. Svaki od njih moZemo predstaviti kao vektor neke fet-

vorobrzine. To je, po obrascu (13.3):

Vi< rvlt =T (26.5)

gde Jje aCl jediniéni vektor upravljen i usmeren kao i trobre
zina Ul= U’ . Tada uslov (25.3) glasi: :

i
H

: . . | . . B 5{
‘(Tq-(‘z’gﬁzT €T )> 0. (26. 6>§

Ovo predstavlja'jednu'kvddratnu formu koja treba da bude'po—

metrici sopstvenl pravei simetridne matrice ortogonalnl neza-

vezano je za moguénost naegovog predstavljanja, analogno na-

b
i
H
i

.
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;it?ygg»definitna za razlidite vrednosti lTA(; . ngimq
vremenske dvoranhi koje odreduju osa I ¥i vektori €7 . Sva-
ka takva dvoravan sadr¥i temeni dogadaj datog nultog konusa
i krivu koja odgévara formi (26.6). Ona mora imati minimum,
odnosnc teme. Kad predemo na granicu U -»-C izraz u zagradi

tezi velidini

". 1. J. —--'. t.
Tyt + 2 T €'+ T >0, (26.7)

jer je XL pozitivno. PoSto tada 3}-* oo ', nulte linije su
asimptote. Ove asimptote rasteiu nulti vektori Hod. Buduéi
da Jje tako za svaku vremensku dvoravan koja sadrii temeni do-
gadaj, postoji vektor ,C' , 1 njemu odgovarajuéi ‘(d, za ko-
Ji forma (26.3) ima minimum. Drugim redima, imamo jednu hiper-
povrs unutar polukonusa buduénosti, koja ima teme i simet-
ridna je u odnosu na osu® koja kroz njega prolazi, a teii a-
simptotski njegovim zracima. S obzirom na to da karakteristi-
¢ni pravei odreduju temene ose povrii. drugog stepena, sops-
tveni vektor ﬁ”d le#i na vremenski orijentisanow pravcu, dak-
le realan je. Odgovarajuli koren je takode realan.

PoSto je karakteristidni polinom detvrtog stepena s
realnim koeficijentima, mora imati joZ jedan realan koren,
kojem odgovara vektor ortogonalan na Lfd , dakle prostorno o-
rijentisan. Preostale dve sopstvene vrednosti radunsju se u
odnosu na definitnu metriku prostorno orijentisane dvoravni
upravne na prva dva sopstvena vektora. Cne su realne i odgova-—
raju im realni sopstveni praveci. Dakle, pod uslovom (26.3%),
7&p ima realan spektar kojem odgovaraju jedan vremenski i tri
prostorna vektora. Takav [«s ¢emo zvati pormalan tenzor.
U odnosu na glavne ose karakteristidna jednadina glasi:

T = N O 0) O
0 Tu-Aw O o 0
O - 0 Tu-de 0

0 0 0O Tu+tdw

* simetrija ne mora biti rotaciona
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Postoji fizidko tumadenje zakljudka da pri (26.3) _
imamo- jedan vremenskl orijentisani vektor tenzora energije. S.
obzirom na minimalnu vrednost koju dobija kvadratna forma
(26.6) u odnosu na odgovarajuéu karakteristidnu osu, zaklju—
gujemo da za normalni tenzor energije postoji posmatral koji
uoava minimalnu vrednost gustine energije 1627'4H, gto dle-
duje 1z druge veze (25.12). Sopstvent vreme toga posmatrada
odredeno je pravcem vektora YJ==\@;

27. Impuls, energija i napon neprekidne sredine.

Neprekidnu sredinu karakterifu brzina, gu$tina i na-
pon, koji se, u sludaju savrSenog fluida,/svodi na pritisak.
Brzina ima tri komponente, gustina jednu, a napon devet, od
kojih, zbog simetrije, ima Sest mezavisnih. Termodinamidke
pojgve gubitka 1li dovodenja, i uopSte provodenja, energije,
ostavidemo po strani. Znali da je stamje jedne neprekidne sre
edine opisano sa deset funkcija. U relativnos{i tenzor ener-
gije ima, zbog simetrije, deset koordinata. Njihov broj odgo-
vara broju promenljivih koje treba odrediti da bismo opisali
kretanje neprekidne sredine. Videdlemo da izmedu n;ih upravo
i postoji najneposrednija veza, poSto definicija tenzora en—
ergije, qyedena pomoéu statisti€kih pojmova, ima smisao i do-
voljno Sirine za odredivanje trafenih velidina.

Smatrademo, na temelju onog S$to je utvrdeno u pretho-
dnom odeljku, da je tenzor energije neprekidne sredine norma-

lan u smislu date definicije.

Karakteristilne pravce tenzora energije podelilemo ta-
ko $to demo za vremenski sopstveni vektor smatrati da odredu-
je &etvorobrzinu neprekidne sredine, a odgovarajuéa sopstvena
vrednost njenu makroskopski merenu gustinu. Opravdanje za to
le#i u drugoj vezi (25.12), koja nam daje gustinu 7;# u od-
nosu na posmatrada. Preostala tri prostorna sostvena vektora,
sa odgovarajuéim soptvenim vrednostima odreduju, kao celina,
tenzor napona te sredine. Ako fetvorobrzinu, makroskopski
shvaéenu kao srednju vrednost zajednilkih brzina svih klasa

Zestica, obeleZzimo sa L{* , a gustinu sa § , imademo:

ol of
Ay ==F, V=4 (27.1)
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g5t unnVLVurln Y“ﬂ";CJ

VH) w(:} . ' ' (27.2)

Irimenimo pa tenzor ererpije obzﬁzac (n.1CY, izvriimo nlcgcvo
raslaganje nua vektorsku bazu i) (4°<

T = T“J.(Qu; wm? + T Um ¥ Tdsupbhs -
{ .
-1 ¥ u?u‘— T ! Uﬂn'vcyi 19::) 19_(?; "‘Tr;wci)‘ Ué(lﬂ".‘-zuﬁ
+94 u*) = T uusuu” |

(27.3)
(podrazumeva se sabiranje po 1 i d ).

TPolto ovu bazu salinjavaju sopstveni vektori, odredeni &lanovi
(e otpasti, dok &e se ostatak svesti 'na:

of A of Y]
T"‘ﬁ.—: A(4} 19(«) 19(.) + A(z) 19( 2) w(,_) +A(,,19,:57(':)—~/\Mu‘u’; (27.4)

odnosno, na osnovu (27.1) i (27.1):
r o, ‘
| T = puu” + ¥, (27.5)

1 cde smo sa W™ obeleZili sve &lanove u kojima se pojavlju-
Ju 19;: . § obzirom na tenzorsku-prirodu velidina zastupljen—
ih u (27.5) ta veza ¢ée imati isti oblik u odnosu na svaki ko~
ordinatni sistem. 29#” éemo zvati tenzor pseudo-pritisaka,
podrazumevajuéi da se radi o.naponu koji moZe nastati iz sv-
ih moguéih uzroka, osim elektromagnetnih.

| Treba redi da je tenzor energije, onakav kako smo ga
izveli, simetrian, ali da se u ‘specijalnoj relativnosti ope-
riSe i s nesimetridnim tenzorima,gnergije. Primer za to je

tenzor: energije ferofluida koji se 1 novije vreme ‘dosta izudava.
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laziti u ta izvodenja.
Trag tenzora energije (27.5) glasi:

7::{::-'j, + 29;5

(25.7) glasi:

= 2:574") K% K | K(’:‘)’FMI

-1

ruje upravno na  presek. Tada je:

Ny = Mepp KL/:, =M Uﬁ,
Veza (27.7) tada glasi:

T;‘ =- i\—lu; M) :‘?fu) .

Ovde je j%g sopstvena gustina copstvene mase
Izraz (27.6) sada postaje:

$=2 5 + Y
4

PostoJi 1nace i postupak 51metrlza01ae tlh tenzora dodava—
" ‘njem takozvanih  ~ ~ Elanova’ 1nterak01ae. i ovde neéemo za-

(27.6)

MoZemo naéi vezu izmedu mikro i makroskopskih izraza za en—
ergiju neprekidne sredine. Trag izraza za tenzor energijé

27.7)

Uzmimo, umesto jedinstvenog preseka 5ap , poseban presek

s normalom 7lnp za svaku klasu &estica, i to tako da nor-
mala leZi na vektoru impulsa F(ﬁ,p y odnosno da <estice st-

(27.8)

(27.9)

7 —té’klése.

(27.10)

»bakroskqpska sopstvena gustina jednaka Jje mlProskop»kbg, u-—

veéanoj za prVu 1nvaraﬁ%ntu naponn UL .

Ovakav pojam gusﬁqne razvijen Je iz Tdlnctonovog'

(Eddlngton) shvatanja- prltlska.

|
]

[S—
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28. Rasprafena sreding.

4 "racpreienu” smatramo takvu srodinu fije degtice

ne deludn jedns na drugu. Taj naziv je uobidnjen u literatu-
2 beus pritiska”.

ri. Poneknd ue koristi moida bolji ismraz "

S obzirom ni odsustve interakeije estica, i nno dinjeniecu
da njilovu skupinm ne bismo mogli pomerati dejstvom spoljs
a da ne dode do uzajamnog delovanja unutar njern, tLenzor enw
ergije nema &lan koji izralava napon u (27.5), te se svodi

ra najprostiji oblik:

FUdp . o (28.1)
Uslov odrianja energije (25.10) glasi:
o aa(fu’) 2
% =y -%:)C—,T"* fu"‘—%{”—;,=0. (28.2)

Tosto Je (J jedinilni vektor, mnoZenje s njim u gornjoJ

vezi &e nam dati:
a(su”®) _ 0
=" (28.3)

Otud se (28.2) svodi na:

dut _

u'ax” o7

. (28.4)

. Ove diferencijalne jednadine nam kaZu da brzine ne zavise od
sopstvenog vremena, jer je odigledno refenje gornjih jednaclina:

yt=comsC LS.(28.5). O

pa su putanje ove sredine prave, odnosno geodezijske linije,

koje se dobijaju za kretanje po inerciji.
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Jednadinu (28.3) éemo rastumaditi koristedi izraze

i

“za komponente- cetvorobrzlne (13s 3)""'ff“f”75“fﬂl"”"“'”'

.

axs) |, 3 rrv") 0. (28.6)
> 0 wm? ’ » .

Ako bismo izdstaviii dilatacioni &inilac Y, ova jednadi-
na bi se svela ha dobro poznatu jednadinu kontinuiteta ki-
asic¢ne mehanike nebrekidnih sredina. Relativistidka jedna—
&ina se odnje razlikuje upravo time 5to se umesto sopstvene
gustine ¢ s pojavljuje relatiwma f* , sto j'e ispravno,

s obzirom na &injenicu da polo¥aj, vreme, brzinu, pa naj-
zad i gustinu, meri posmatrad.

29. Savrseni fluid

Materijalnu sredinu koja se naziva savrSeni fluid
opisuje tenzor napona ?ﬂxp sfernog oblika. Tri korena,A(;,
su, dakle, medusobno jednaka. Spektar sopstﬁenih vrednosti
glasi:-

-~
=P A =-F, (29.1)
pa je otud iz (27.4) i (27.5):

Tup= Flz Us +C P Beara Yos*+ Uiyt Uimp + Uenut &nﬁ).(29°2)

Obrazac (4.11) daje nam metridki tenzor izraZen u odnosu

na proizvoljno izabranu ortogonalnu detvorku vektora, od
kojih je jedan vremenski a ostali su prostorni. Ako za tu -
svrhu iskoristimo na3u detvorku, to Ce biti:

g.g,, = wm-t 19«)# + Um ul?mp + 1949.:290,’ Uet qﬁ B

Formula (29 2) tako' doblga obllk-




Ovo je tenzor energije savrSenog fluida;’zbog dega dodajemo
zahtev da bude zadovoljena i jednalina stanja ¢ =¢(p) .
Cinjenica da pritisak mmoZimo sa,(f?potiée od reda njegovog
odnosa prema gustini energije. 'Videli smo bili, 1z (25.11),
da je protok 1mpulsa srazmeran, do na d&inilac AS , prvom blo-
ku 3 X3 tenzora energlge. A pritisak je srazmeran tom pro-
toku.

Svetske linije savrSenog fluida odstupaju od geodez-
ijskih, $to Jje u odgovaraau01m fizidkim Jedlnlcama, uslovlje-
no odnosom P prema ~C .

Uslov odrZzanja energije (25.10) daje nam, kao i kod
rasprasene sredine; diferencijalne jednadine kretanja:

?;rx =(f+< 7b)‘/““ +u«%(3’+6‘1°)+

- e
tpr <P U By s <2 =0 @

Ako ove - jednadine skalarno pomnoZimo sa u dobiéemo, s obz1—
rom na jedinidni intenzitet toga vektora:

P

il (£+< 7°) (29.5)

Kad ovo unesemo u (29.4) imaéemo:

(o.,c?)c/ac.._zc,(iladf.-?ég/ g

3to se moZe napisati u obliku:

(9+ %) %‘3&‘ ¥ ;CP‘(U.LU,'S-!- Sf )'v:ff,.f 0. <29.é>
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ovo su relativistidke dlferen01ga1ne Jednac1ne struaanaa sa~ "

ta te.sredine. Iz (29.6) vidimo da je relativna detvorosila - -
suprotno orijentisana od projekcije, upravne na svetskoj 1li- -
niji, gradijega pritiska. Ovaj fluid struji van gravitacionog
polja, koje ne postoji u specijalnoj relativnosti,

Jednadine kontinuiteta i dinamike mogu se izraziti po~
moéu posmatradevog vremena i trobrzine, buduéi da su to stvar-
no merene velidine. Koristeéi obrasce (13.2), (13.3) i (13.6)
za sopstveno vreme, detvorobrzinu i Jetworoubrzanje, dobiéemo

za (29.5):
@ 'U) 2 -
'Kj_g + (§+ < 7’)[ (r 3“1"] —'O) (29.7)

dok ée se jednadine dinamike (29.6) podeliti na prve tri:

W<y LB U, + )0
i éetyrtu:

RSN TS0

PomnoZimo (29.9) sa U; i oduzmimo od (29.8). Dobiéemo, ako
dopiSemo (29.7): )

Y+ <) IS 4 2+ U2 a0

(29.10)

T S Y

vt

QL

Prve tri jednadine ovog sistema su dinamidke, a detvrta je
jednadina odrZanja mase ili kxontinuiteta. Tri jednadine kre-
tanja su medusobno nezavisne, s obzirom na to da ih viSe ne
moze ni biti. (29 10) kao celina predstavlja relativistiski
modifikovani sistem diferencijalnih  jednadina klasilne

b

vrienog flulda. Yeza (29 5) predstavlja jednadinu kontimuite-
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hidrodinamike,

%Ze se odmah dobiti tako Zto sistem (29.6), skalarno pomnoZen
sa W* daje identiZki nulu.

30. Hidrodinamilki talasi

Poznato je da se jednadine hidrodinamidkih talasa do-
bijaju iz diferencijalnih jednadina strujanja. Mi smo u § 14
posmatrali istoriju fronta najjednostavnijeg moguéeg talasa,
dakle ravnog i koji se ravmomerno prostire. Osim toge uzimali
smo, opet radi jednostavnosﬁi,.da Je i odgovarajuée talasno
kretanje harmonijsko. Sad éemo potraZiti lokalne uslove za po—
Javu talasa, kao povr8i poremeéajs hidrodinamidkih veliéina.

Podto su diferencijalne jednadine (29.5) i (29.8) pr-
vog reda, njihovo refevanje zahteva da znamo vrednosti traZe-
nih velidina na nekoj "podetnoj" hiperpovrsi 2, . To je, 8 o
bzirom na hiperbolidku metriku, ustvari reSavanje Koiijevog
problema; treba imati u vidu da se u Svetu Minkovskog ne zah~
teva da ta hiperpovrs bude iskljudivo prostorno orijentisans,
pa da vrednosti na njoj budu upravo podetne. Ko¥ijev problem
éemo detaljnije razmatrati u delu koji se odnosi na op3tu re-
lativnost. Bad éemo prouditi lokalnu orijentaciju Z:, da bi
upoznali slulajeve koji su od fizilkog interesa.

Pretpostaviéemo da je hiperpovrs 2. lokalno zadata je—
dnadinom X'= const, gde xt predstavlja Cetvrtu po redu koor-
dinatu, i moZe biti prostorna, vremensks ili nults. Tada, u o~
kolini posmatranog dogadajs na 22 , preostale tri koordinatne
ose X! , koje se u njemu seku, leZfe na toj hiperpovrsi.

Podeliéemo izvode promenljivih, &ije su vrednosti 1q4,

bq; zadate na 2, , u dve grupe. To su:

u* W) . [t (2
(34) 5 (38 5 (2%) (%), ; con

(¢ =%0)).

Prva dva izraza, (3 w‘/g:x}). i (9 ']‘-/pxt)'.’,~mozu se 'efektivhq iz ‘

" Dokaz da (29.8) i (29.9) nisu medusobno nezavisne Ho=" "

- 99 -

rad NN . .
unati, Jer se to svodi na diferenciranje vrednosti zadanih

- na”Z’“," koju dotidu tri ose VDC[iol;aikriog Lorencovog sistema.,

D i '
ruga dva izraza (N/)x”)o s (}T’/u")o su neodredena, jer

:e :1ferenci,ranje vr3i po promenljivoj koja je lokalno kons-
antna na 7, (slika 14a). Imajudi to u vidu napisaéemo, u po-
?m: r:nom dogadaju .x*_ , jednadinu kontinuiteta (29.5), i
cetvrtu jednadinu dinamike (29.6). Kori ¢i

«6). istedi (30, i
éemo ih kao: 7010, mapise-

[e(r) +< ] 25 s UL lR) oL, =

= LR SR ZE rug tm Bhac,

(30.2)
R 3 4 2 i
Ler) + <" R] uly 20 <[ (ui) « 9] 2L -

-2 . Y
= - {[‘(’(‘P,) +-C ﬂ]u(:,) 21—-'!-_‘1 + C'W&;u(z) ?—f}a D[’
> 20 ’

Veligine C 1 DH, na desnoj strani (30.2) sastoje se iz
poznatih velidina, i onih izvoda koji se wogu ‘izradunati di-
ferenciranjem na J. .
Postavlja se pitanje, bi-
tno za Kodijev problenm,
algebarske re3ivosti si-
stema (30.2) po promen—
Ljivim u*/act |

ap /?JC" . Determi-
nanta tog sistema treba
da bude razlidita od nu-
le. Ako izostavimo inde-
kse koji oznadavaju da

‘ se radi o velidinama za-
slika 14a o ‘ datim na 2 , ona glasi:

A= E[0P) + <p][(u) 2% ]~ Y[ eer) C?]Yf#j ¥
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Odavde vidimo, poSto su gustina i pritisak nuZno pozitivni,.
-~da je potreban iislov refivosti-Ko3ijevog problema:

f

4y ajy? ' " ’.
4 +) [1- <*¢'(p)]) +0. (30.3)
Primetimo da za izvode wt/?x" jédnaéine dinamike daju:

—2 i 2 ot 1
[e(t)r < PJul, %; L€ ULl %, =D’

Celokupna analiza se dalje sprovodi isto kao za .7(4. /ax)' .

Postoje dva‘opéta sludaja kada”usldvi postavljeni na
. mogu dovesti do neodredenosti reSenja zadatka usled pré—
kidnosti izvoda na toj hiperpovrsi ., ili usled nedovoljnos-
ti podataka. To su:

1) Kada strujne linije leie na 2 ( U7-=0).

2) Kada Jje determinanta A singularna, odnosno

g*"+@4”}z[1— ol 1(1’27""'0~ (30.4)

PotraZimo opdti.oblik za (30.4). S obzirom na to da o-
se Qiflokalnog Torencovog repera leZe na 2 , gchje upravna
na njoj, pa tako i komponenta (4" detvorobrzine. Predimo sad
na neki krivolinijski sistem 2"’, nesingularnom smenom prom-
enljivih 61f7~a(f?7 Izvode éemo razloZiti na komponente u pr-
avcima normale ?1‘1 tangente 't (izraZena u odnosu na nove
promenljive 4 “ , V. Sliku 14b), tako da imamo:

X = —2— + 2. . v
5_22_ =2 - 52 g% T m T ot (30.5)

MoZemo odmah primetiti da ée sad sistem (30.2) glasiti:

feiry « <'n] 22e iU =, Yoo,

_; - o O ST, . )
E(Z1;)+—1: 1%](45315221%;;;1il +-<fz(l‘5§‘4::;+1?¢ﬁ77lﬂzogg;=ﬂaf»'

‘.
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Izvodi u tangentnoj ravni svode se na ono 3to se dobija di-

Uzmimo da Je’I zadata, u odnosu na promenlalve Z‘ s Jednaoz.—
nama:

Evy/[zd):_o ) = )gm,o/\//

gde je } ‘neki skalarni faktor. Tada se, poBto formiramo de~
terminantu A u odnosu na sistem (30.2°), jednadina (30.4)
svodi se na oblik:

» z v
[g"’ WU’ (- CY)]“;;;; -g—é, =0. (3.5

Ovo predstavlje kvadratnu parcijalnu diferehcijalnu jednali~-
nu prvog reda, ¢ije reSenje odreduje familiju karakteristi-
&nih hiperpovrii L ,
odnosno funkcija \P-const
Skalarna funkeija y’ moZe
biti izraZena u odnosu na
proizvoljan koordinatni
sistem, pa se moZemo vra-
titi i na polaznog Loren-
covog posmatrada, dakle
V(2= const. Na sva-
koj .takvoj hiperpovrsi
sistem diferencijalnih
jednadina strujanja flui-
da (29.5), (29.6) mo%e i~
mati refenje &iji su pr-
vi izvodi prekidni, dak-
le klase C? po delovima.

slika 14b

Ta hiperpovriina predstavlja, analogno onom $to je poznato u
klasiénoj mehanici fluida, istoriju jednog kompresionog hidro-
dinamidkog talasa u Svetu Minkovskog. ’

Na osnovu rasudivanja iz _§14, smatramo da svak:. tal—
asni front, zbog konadne brzine prostiranja, mora biti vreme-
nski, ili u krajnjoj liniji nulto orijentisan u svakom swom '
dogadaju. Automatski sleduje da su mu normale prostorno ili

ferenciranjem po- :x):, oni su stavljeni na desnu stranu (30.2° )'
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nulto orijentisane. Podrazumevamo da se radl o] 1stor131 ta—‘”‘*”‘

" Tasa u svetsko] metrlcl, Znaéi da Je

-

Iz jednadine (30.5) sleduje zbog toga:
2 /éi .
1-<¥ <0, (30.7)

/
jer Je Lfi—flz.;>() . Sleduje da Jje N'd 29;%} . Ova &injeni-

ca je veoma vaZna. Brzina kompresionog talasa u stigljivom
savrdenom fluidu definisana je u klasilnoj teoriji obrascem:

dr = 1
U =\de Ve (30.8)

pa iz (30.7) sleduje da Jje brzina talasa U &£C | 5to Je

bitno sa relativistidkog stanovista.
Karakteristidni konus hidrodinamidkih talasa je, s o—

bzirom na prostornu orijentaciju njihovih normala u opStem s-
ludaju, sadrfan unutar nultog konusa, & moZe se u granicnom

sludaju poklopiti s njim.

31, Pojam nestisljivog fluida

Nesti%ljiv je, u klasiénoj hidrodinamici, onaj fluid
¢ija Je gustlna nepromenljiva, odnosno ija je divergencija
brzine jednaka nuli, odnosno u kojem se kompresioni talasi

prostlru beskonadnom brzinom. Sve ove tri definicije su rav-

nopravne. Zato smo ih i naveli u jednoj redenici.

U relativistidkoj mehanici moguée su razlidite defini-
aka od njih ima svoje opravdanje i od- ;-

cije nestiZljivosti. 8v
redene posledlce.
Podimo od rezultata prethodnog odeljka. Pokazall smo

bili da je najvela moguéa brzina kompresionih talasa jednaka
brzini svetlosti. Tada je ¢! =

bijamo:

—z , pa reSavanjem (30. 8) do-= ...

= 103 =

oo - ]
Rk e ESN

Ako dlferen01ramo ova reSenja duz svetskih llnlga 1 ta une

u 3ednac1nu kontlnulteta (29.5) doblcemo~ e

9u a - _
rBt (P4 <R W0 (31.2)

B

uduéi da je € = fbr), definisademo funkeiju { s Poznatu u
relativnosti pod nazivom funkecija-indeks fluida (videti: ILichne
rowicz, [3], str 37) na sledeéi na&in:

,d@n¥ “‘ =$¥ %ff+£~l . (31.3)

Sad, umesto (31.2), moZemo pisati:

P28t

‘?I*if xi )

odnosno:

o

C
zxt 2,;1(#“‘) 0, (31.4)

Vektor C"a {u“ zove se pseudobrzina fluida. Ako bismo poSli
od jednadine (31.4) kao date, imali bismo samo potreban uslov
nestisljivosti, Jjer to €to Jje divergencija pseudobrzine jednaka
nuli povlaéi, s obzirom na jednadinu kontinuiteta (29 5) kao
posledlcu Jedino:

,_u-——( - ) ey

to Jest da f—-é 1» ostage nepromenlalvo dua svétsklh llnlaa,”l
a ne.svuda, Axo Jbisno -se ogran1c111 na "homogene"Jé dlne kakdh
4 b

N

se’'zovu-one u kojima je .§-— 3-1\ ! nepromenlalvo u pre s ,rn;m.pr—




N
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aveima, uslov (31.5), odnosno (31.4), postso bi i dovoljan,
T Jer biTtada te velidina bila konstantna., - T
Predimo na drugu deflnlclau‘nestlsljivosti. Ona zahte-
va da zbir mikroskopskih gustina sopstvene mase f@i bude nep-
romenljiv. Za savrfeni fluid imamo, na osnovu (29.2) i (29.3):

-2 o
=L 174 =3 o
9.‘/, ']"(ﬂqs'f'“-; ) = ¥, =3¢ T
Otud definicioni obrazac (27.11) dafe:
— -1
L Sq=8-3<"p (31.6)
i .
Zahtev da ova veliéihé'bu@e~konstantna odgovara,usiovu da Jje:

T = comst .

<

Diferenciranjem prethodnog dobijamo:
=4,
de=tet
Iz (30.8) sleduje da je najvela brzina kompresionog talasa:

V= (31.7)

o

Pored ove dve definicije hesti3ljivosti, koje emo na-
zvati dinamiéke; od kojih prva garantuje da brzina prostiranda
talasa ne moZe biti vela od brzine svetlosti, a druga do‘egraQ
nidava dosta manjom vredno3éu, i povlaldi konstantnost tragé &
tenzora energije, naveSéemo i treéu. Ova definlclja, 11; bolJe
receno, vrsta definicije, uvodi ono 3to éemo nazvati kigematié—

ka nestlsljivost. Ong  zahteva nepromenljlvost speciflane zapre-

nine, bllo relativne ili sopstvene.’
sy Podlmo od obrasca (24.7), zs relativni prlraétaj spec—
ifiéne zapremine. Imamo, u sludaju relativne nestisljivosti,-
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s o >/z U, L -
B~ S~ Sl T C 2ON

Vektor (Jd Jje cetvorobr21na lokalne cevi posmatracklh svetskih -

linija, 11“ éetvorobrzina cevi svetskih: llnlaa zapremlnskog e~ .
lementa. U odnosu na cev svetskmh llnlaa sopstvenog vremena to~ ;

ga elementa kada je
je:

= Y% , obrazac (31. 8) jednostavno da-

M o

[ 6 : (31.9) .

Tada iz Jjednaline kontinuiteta (29.5) sledﬁjé:

ur 2L - A _
K% T Ja : (31.10) -

Ako podemo od prirodne pretpostavke da je na3 fluid, buduéi
savrSen, prostorno homogen, gustina ée mu, na osnovu (31.10),
biti kormtanta u prostoru i vremenu. Tada iz (30.8 ) sleduje:

~

.?=Co"’6t = U=oo. (31.11)

Mada je ovaj zakljudak u relativnosti tefko prihvatljiv, mo-
Zemo smatrati s dovoljnom pribliZnoféu da su,u odsustvu ta-
lasnih poremeéaja, konstantnost sopstvene gustine i nepromen-
1jivost specifiéne.zapremine uzajamno uslovljene Zinjenice. .

U nekim novijim radovima uzima se za astrofizidke pri-
mene (v, Pekeris, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, vol 73, Mo 3, 687-
691, 1976) prva definicija ( Uwwx = € ) kao najrazumnija. Dr-
uga, za koju je Thwax = -C e , koriséena je za fotonske
mlazeve, dok je treéa vrsta definicije, (31.8) ili (31.9) po-
godna pri proudavanju deformacija spletova linija sila nékog
polja u vakuumu ili materiji. ‘

i
I
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Zadaci

: .. . . e ——
1) Izvesti obrazac projektovanja (22.7) za vremenski orijenti-
sanu -elementarnu hiperpovrdinu. S I L R
2) © Naéi vezu izmedu piitiska fotona i relativme gustine njiho-
ve relativne energije, a zatim, koristedi (21.8) i (21.%), pgéi

izraz za apsolutnu témperaturu fotonskog gasa. )
3) Pokazati da se jednadine dinamike savrenog fluilc 12G.5)
mogu predstaviti, pomoéu funkcije { iz (31.3) i pseudourszine
C, (31.4), u obliku:

“q = ug(?’ﬁa 2o
Uilys™ e 9x”

Ispitati, s obzirom na antisimetriju tenzora 53,”, algebarski
. - . [-A
rang ovog sistema 1 nali, za Slﬁnﬁ 0, vektor vrtloZenja 0 .

ortogonalan na pseudobrzini, koji zadovoljava taj sistenm.

VII. ELEKTROMAGNETNO POLJE.

32. Maksvelove jednadine

Poéi éemo od klasidnih Maksvelovih jednadina elektroma—
gngtnog polja, pod pretpostavkom da se za dielektrilnu konstan-~
tu i za magnetnu permeabilnost moZe uzeti da su Jjednake jedini~
ci. Tada tevjedhaéine (videti: P. Muficki, Teorijska fizika II,

[ASJ s str 19-33) glase:

AN ;. H
< 5t tin = e 2
?E (32.1)
2xd A?r ]
4 2H 2€E
ke = €rat =t )
(32.2
?1&& = 0 )
2x* :

gde je vektor elektriéhog protoka jn :
jn=6(Exr +enseVilly).

€. i Ha su vektori elektridnog i magnetnog polja, V3 brzina

sredine koja provodi,‘q, specifidna gustina naelektrisanja, &

elektridna provodljivost, €ps¢ antisimetrilni permutacioni sim-

bol. Sabiranje se vrSi po ponovljenim indeksima, koji su ovde
donji, jer se radi o fizidkim koordinatama u definitnoj metrici.

Buduéi da vektori elektrinog i magnetnog polja u opS~-
tem sludaju imaju sve tri komponente razlilite od nule, pokaza-

éemo da se oni u Svetu i.inkovskog mogu predstaviti pomoéu jed- .
nog sistema antisimetridnih velilina drugog reda FQ» , Jer on
ima u opitem sludaju Sest kémponenata razliditih od nule. Taj
sistem velidéina jJe ustvari tenzor i zove se Msksvelov tenzor




' nzora, u odgovaraaucem obllku~‘
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111_§cnzor elektromagnetnog po}ga,’rrlroda uaksvelov1h _Jed-

nadina u odnosu na svetsku metriku je tenhzorska, pa éemo ih
dovesti u taj oblik.

Komponente F;n, su redom jednake:

EA = FM Ez = Fzz. ) ) ' E3’.'£' F‘H‘ ',
H‘ =F25 . ) Ll" = 34 ) ‘HK = F{z . (32.3)

Tenzoru de pridrufiéemo njegov dualni tenzor = Fip de-
finisan sa:

div _ | ap¥E - (23
*F = 3 E Fes , * Fan 7 Eunts F (32.4)
gde su:
b L deed

Eunvs = V-—-ll%lf Qun¥s ) 84(‘3“—5 SO By

| g ¥
Riéijevi permutacioni antisimetridni tenzgri, dati u
odnosu na svtesku metriku, a eaﬁeS i Q‘“ odgo-
varajuéi permutacioni simboli '(v. Andelié, Tenzorski radunm,
1973, str 78,10 .Na osnovu prethodnih veza moZe se proveriti
da je:

Fthr‘“%é.«sea(* F‘H) = ¥ FJ.(S ;
8<A?S(* Fgg) = % F&h

] bbiifdm na tO'dalposmatramo u Lorencovim reperima, koefi-

c13ent q—“a\l jednak jé jedinici. Tako sad trovektore el-

ektrlcnog i magnetnog polja moZemo plsatl, pomocu dualnih te—: .isz
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EeaoxF®, Eae-x PN Ea=wFT5 0

o

I

HA =~*F" ) H?_:—* th ) VH-;

Vratimo se vezama (32.3),_pomoéu kojih smo uveli ten-
zor polja Fun . 8 obzirom na to da je antisimetrilan, a da
su i M prostorno orijentisani, vektoru magnetnog polja,
gledano iz prostornog, "galilejskog" dela Lorencovog sistema’
moZemo pridruZiti antisimetrini permutacioni simbol treéeg
reda Q,A{ , kako bi indeksi leve i desne strane uzajahno o-
dgovarali:

h F?(G = £yat H'c (32.6)

Dok je, na osnovu prvih veza (32.5), za elektricno polje:

—*% Fkh = 'thh‘) Et ) (52-7)\

: At
jer su vrednosti simbola @FA i @yst Jednake zbog defini-
tnosti metrike. Pri podizanju &etvrtog indeksa menja se znak.
Koristeéi (32.6), jednadine (32.1) dobijaju oblik:

QF™ L aF™ CQEY .
PP rrat SRR Tr i

Dok iz (32.7) i drugog niza veza (32.5) imamo za (32.2):

" L] % F 4 _. ,
: -—a.(a*xi"‘..) ; “Q%T‘(:"—'l =0, a_(a—.x_”—z =0, 2.2

Desna strana jednadina (32.17), kao divergencija tenzora, tr-
eba da predstavlja vektorku velilinu koja odgovara detvrto]
komponenti Fun , pa je prema tonme samo algebarska vredn~-.

ost jednog vektora koji mora leZati na vremensko]j osi Lorenc-

'
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) ovog posmatraia N ( 0, 0, 05 4 ). S druge strane, elektridni

~ e PrObOk 1),_ Je,. po -svojoj.definiciji, prostorni. -vektory-jer se —
nrovodenae vrii u prostornomn pravcu, pa ‘se ta osobina nmora pre—
neti u relativnost. Zato demo uvesti cetvorovektor 'j ( d,,_, N
ukupnoe; elektricnog protoka, koji predstavlja divergencijm prve
grupe laksvelovih jednadina. Radi se o tenzorskinm velidinama,
pa ¢emo (32.1°) i (32.2°) prepisati u definitivnom obliku:

Jednostavna Lorencova. transformacija, izloZena u § 11, koja -

TgE6dTopSte razglikuje-samo—pogodnim-uzajamnim rasporedom osg

inercijalnih sistema, ima. sve njene bitne dsobiné. Kad unese-
mo koeficijente transformac1ge (11.2), veze (33.1) daju eks-
plicitno:

F}qq L L Fh 4 F‘H ,

Ern o 14 L FY e Lf,?u: B oo AW FY 4 heFH

')F”"= S (32.8)
b P ) B L3‘ Lq4 F30+ L’; L:,'| F™= »hb F‘Sl seb b F 3
el F"s“)’ o (32.9) Fon LS ER AL ch B E™ 4 A FY
' E ' :

Cvo je tenzorski oblik Maksvelovih Jjednadina u svetskoj metrici,
u odnosu na Lorencove posmatrade. U proizvoljnom koordinatnom

Fl;_g, = L L Fl': Fzs

sistemu izvodi bi, umesto parcijalnih, bili kovarijantni. Taj

2V S \ HY] - 3 4 W W W™
kovarijantni oblik one imaju, dakle, u op¥toj relativnosti. S F = L.sL" s LAL" F “d\'e‘: +‘)’9\9F
obzirom na antisimetriju F“’s, njegova druga divergencija daje
identidki nulu, pa iz prve grupe (32.8) tih jednalina sleduje
da je divergencija Setvorovektora elektrinog protoka T tako-
de Jjednaka nuli:

Kada se ovi transformacioni obrasci izraze pomoéu trovektora
elektridnog i magnetnog polja (32.3), vodeéi raduna o tome
da pri spudtanju indeksa vremenske koordinate, kao i pri pro-

2! F‘"/" .330/1 (3%32.10) . meni reda pisanja indeksa Fe* menjamo znak, dobiéemo Loren-
2x% 2x” =0 = 9x8 =0. cove transformate elektromagnetnog polja:
Ovaj zakljudak iskazuje Lorencov uslov odrZanja elektridnog pro- ) ;-
toka, izrafen u svetskoj metrici. 41 =B, , ' HA = Hye
. - . E':-_\&'( L.‘&‘H)) ) Hz{'-' Y(%E;“‘Hz) ,( 3
33. Lorencove transformacije elektromagnetnog polja. z A . . 33+3)
Osnovne invarijante
' o A )
Es':?'(E:H'%H"-)‘ H, "8-( B2+t §

Lorencov transformat tenzora elektromagnetnog polja gl-
asi, na osnovu §8: ' L ) ]
' : o Iz ovih izraza se vidi da jedino one komponente trovektora
F’“ﬁ" Lot L y. F‘N‘ F . L rL 9F~ (_5 )  elektriZnog i magnetnog poljakoje su paralelne s pravcem
K -§ J @ " T A pd R0 kretanjs Lorencovog posmatrala S'prema 3 , ostaju neprome-

'njeﬁe pri prelazu iz jednog .sistemau drugi. Komponente . .-
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koje su upravne na pravac kretanga mengaau se, ‘1 to tako da su

Stavige, vektori E-iH mogu u transformisanom sistemu imati
neke transverzalne komponente i ako ih nemaju u. polaznom, i ob-
ratno: ! :

PoSto su elektrifno i magnetno polje identifikovani kao
vektori u odnosu na galilejskog posmatrads, dademio za njih iz—
raze kojil su vekborski u svetskoj mebtrici. Ti Setvorovektori
elektridnog i magnetnog polja glase:

e-z?'Emuﬁ, &xa*deuz (33.4)
gde je U® jedini¥ni vektor ose X% . Iz izraza (32.3) i (32.5)
za trovektore elektridnog i magnetnog polja, vidimo odmah da
se €¢ i 4, svode na ( E;3 0) i ( Hy 3 O). Znadaj ovih Zet-
vorovektora je u tome 3to omoguéuju da se, u nekoj materijal-
noj sredini dija je Zetvorobrzina U* , odredi elektridni pro-
tok urosnovnim Jjednadinama (32.1). Ovo je potrebno zato Zto je
on vektor, pa mora predsbavljati kombinaciju vektorskih velili-
na. Definisademo ga u slededem odeljku.

S obzirom na antisimetriju F;ﬁ uvek je:

W=4hu=0. (33.5)

etvorovektori elektridnog i magnetnog polja su prostorno ori-
jentisani, $to se, drukdije napisano, svodi na:

r ‘
e, =(E:;0) , Re=(Hi;0).
SRR ' e N . . “ 5 8o ..
Lorencova transformacija (33.2), primenjene na €& i , glasi:
W yu A ] : -
e =L,ﬂe ’—-‘L.‘:F.‘J

[/ o ] « 4
R":L‘./j&lgé‘[ *F 3

gto eksplicitno daje:

izrazi za vektore_golga a- S Spregnute funkeije oba poliaw S
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L RV T S
=g’ e'=iRoe'= AoE"
B ool = Aok, R L=,

2= é&ﬂ‘w = kol

§ A AT

Ovde se zapaZa jedna bitna razlika izmedu trovektora i Eetvo-
rovektora elektrilnog i magnetnog polja. Dok se kod prvih menja-
ju samo komponente upravne na pravac kretanja posmatrada, dotle
kod drugih jedino one ostaju nepromenjene, ali se, kao posledl—
ca kretanja, poaavlauau i vremenske komponente.

Ako uvedemo oznake:

€ Eedpe‘eﬂ, L= MR."?J” Z-Za‘,g.q,e‘ﬁ“) (33.7)

~

vidimo iz (33.6) da je:

=, vk =2k (35.8)

Intenziteti i skalarni proizvod Setvorovektora elektridnog i ma-
gnetnog polja, pa prema tome i ugao izmedu njih, ostaju neprome-
njeni pod dejstvom Lorencove transformacije. Buduéi da su to pr-
avi vektori, ti bi odnosi ostali nepromenjeni i pod dejstvom pr-
oizvoljne transformacije. Iz obrazaca (33.3) moZe se, medutim,
videti da transformati trovektora E i ne zadrZavaju ni int-
enzitet niti zahvadeni ugao u odnosu na razlidite posmatrade,
mada &emo i zanjih utvrditi da skalarni proizvod, kao celina, os-

. taje nepromenjen.

Pogledalemo, radi daljeg 1zucavanaa transformac1on1h o=
sobina elektromagnetnog polja, neke ranije izraze uvedene u §10,
koji se odnose na infinitezimalnu Lorencovu transformaciju. Tada
smo bili uveli dva s‘.calara,.P i Q , funkéije ﬁbéficije‘nata x?d
infinitezimalne transforma01ae. VeliZine 'X,‘ su antisimetrid-~
ne kao 3to Jje to i tenzor F§‘ elektromagnetnog polaa ‘dok su

]
i
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_Pi Q vezani za njene karakteristlcne vrednostl, §to de da-
tosa(lO?)i(lO?). ‘
MoZemo obrazovati, u funk0131 Fab i izraze kOJl odgo—

varaju P i Q. Uvedlmo-

It

2 -2 2 2
Fur + Foo + Fyu = Fp ~Fas = Fay

F“) ) S
2 (Fnan + Fa Fut Fa qu) . (33.93

Fo

i

Na osnovu (32.3) i (32.5) ovo se moZe napisati kao:

oL

F(n:*% F.UsFus sz "f‘i F«Lﬁ * F (33.97)

Velidine Fﬂ)i F}qpredstavljaju skalare u jednom, pa otud u

svakom Lorencovom sistemu, &to se moZe proveriti pomoéu (3%.1)
i (8.7). Ove velidine moraju Stavife biti, po svojo] definici~
ji, invarijantne u odnosu na svaku koordinatnu transformaciju

u Svetu Minkovskog.
Tz (32.3) i (33%.9) vidimo da Je:

2

- FGW = E
~Fy = 2F

- H
- (33.10)
oo

S obzirom na invarijantnost F(t) i F(z) imamo:

E‘L__ HZ = Ell" Hls.
E-H=©E" W

(33.11)

Trovektorl elektrlcnog i magnetnog polaa zadovolaavaau dakle,
ovakve veze u odrosu na svaki posmatrackl sistem. Fﬁq i .Fu
se zovu gsnovne 1nVPr13ante elektronaﬂnetnog polga.
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7

34,  Tenzor energije elektromagnetnog polja’s " :

Tenzor energije, onakav kakav je u prethodnoj glavi

bio formulisan za neprekidnu sredinu, imao Jje fizidko tumade— -

nje zasnovano na protoku i gustini impulsa i energije, dato
izrazima (25, 12), (25.13) i (25.14). Analogno tome, uveléemo

tenzor energije elektromagnetnog polja, koji je deflnlsan na
slededi nadin:

T¢6=tc-z(pd&' F(\* “é“ %&h FS"S F*S) . (34.1)

Algebarski -zakljudei koji neposrednb sleduju iz obiiké'bvog
tenzora su njegova simetrija i odsustvo traga. Prvi od njih
smo ved napisali, a drugi je gotovo odigledan:

ds
ti=0. (34,2)

Potraziéemo Cemu je jednaka divergehcija tenzora en-—
ergije. Radi toga demo prvo prepisati drugu grupu Maksvelo-
vih jednadina (32.9) u obliku:

3Fs . OF¢s , 9Fua _
S x* v dx™ * oyt = 0. (34.3)

Divergencija tenzora energije glasi:

yy* e

v :
@11: £t (Q—Ei Foe + o g—%‘ ~%F‘S_ %FX{-S)(MA)

Drugi &lan u gornjoj zagradi moZe se naplsatl, s obzirom -
na antisimetrijuv Fun , u obliku:

olf ’)Fx__ A i 'Z_EM . ‘3F¢a> _
P g pe (e 26)

Sto ée,'uz pomoé Maksvelovih jednadina (34.3) ysvodi na:
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Kad se ovo stavi u jednaéineb(34.4), potre se sa'p031ednjim €1~

anom u zagradi, pa dobijemo:

o
2TE _ oF4r
2x x< ' 8Y)

odnosno, na ospovu prve grupe Maksvelovih jedna¥ina (32.8):

o ¥
?_'c-‘.é—.:,c“F,,,j ) o (34.5)
r)xd. . . .

Znadi da je divergencija tenzora energije elektromagnetnog po-
1ja razlilita od nule ako postoji protok j « To je isprav-
no, jer prbtoka elektriciteta nema bez protoka materije, pa jJe
tek divergencija ukupnog tenzora energije jednaka nuli, a taj
mora sadriati, pored elektromagnetnog, i jedan materijalni deo.
U sluaju elektromagnetnog polja u vakuumu, prbfbk TIry opsten
sludaju ne postoji, pa je i divergencija tenzora energije jed-
ngka nuli. Ako je, obrnuto, divergencija tenzora energije Jjed-
na ka nuli, iz (34.5) sleduje da Je Wit jednak nuli onda kada
je determinanta “F;g“ razlicdita od nule. U sledeéem odeljku Ce-
mo dati tumacenge toga.

MoZzemo odrediti vektor 'ji'. Za nenaelektrisani elek-
troprovodljivi fluid, ako zanemarimo ne-faradejevske Holove
(Hall) struje, on iznosi & €%, gde je & provodljivost, a &%
detvorovektor elektrlcnog -polja. To seu pribliznosti malih br-
zina posmatrada prema 1zvoru polja svodi na ktasidni izraz
za struju u provodniku. Ako postoji i sopstveno specifildno na-
elektrisanje l} , ukupni vektor protoka ée, s.obzirom na dru-
gu jednadinu (32.17), glasiti: -

Ovo se moZe .proveriti poredenaem sa gallleaskl prlbllznlm 1z-
razom za elektrilni protok u (32.1).

.~

- 117 -

Neéemo razmatratl u ovom kursu oblik koji doblgu Maks~-

velove Jednac1ne kad su dlelektrlcnl koeflclaent i magnetna
permeabilnost proizvoljne. Ostavljene su po stranl 1 takozva— ’
ne nefaradejske struje u izrazu za protok.

Ostaje nam da opravdamo definiciju (34.1) tenzora ener-
gije u smislu razmatranja iz § 25, koja su se odnosila na ten-
zor energije nﬂprekldqg sredlne. Stoga éemo, pomocu obrasgca
(32.3) za trovektore E i H y ispisati tenzor energije (34.1)-
uzimajuéi, radi jednostavnosti, da je L =1:

$-EF-HE -EEi-HHy ~EEs~HH, ‘E,;M,I—_E‘ U,
( G-EC U -BEs-WHy Es=Es
Tun) = - k)
$-Ey -}, E%Hz‘ Ealls

¢

- 1 i . T4 . .
Ovde Jje ¢=%: (E+H )dok su simetrilnri elenenti. izostavljeni.

Oblik (34.7) tenzora energije dat je u odnosu na riru-
juéeg posmatrafa, prostorne ose se mogu birsti po volji, i iz-
raz za TQQ uéiniti jedrostavnijim bez promene njeﬁovih'fizié~
kih svojstava. T"aberlmo jednu od kocrdinatnih.- ravnl posmatra—

cevoﬁ sistema tako da u njoj lefe vektori E i H ka osa
X" pude upruvna na njoj. Tada (34.7) ima obllk.
2 ;
¢—E:‘-N‘ _ @] "EAE’b‘Hq H‘s 0

(m°)= Cb v O 'E‘HsTEs

p-Er-H;
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Obratimo pa¥nju na poslednju kolonu (ili vrstu) matrice. Dr-
“upgi 8lan se moZE naplsatl.." o o - e S

-c'F = f.z“k Hng_ = £% Ta , ’ “ T (4.8

: N .
gde smo £ privremeno vratili na njegovo mesto. Cvde Je P.( Q .

P, , 0 ) poznati Pojntingov vektor {(Poynting), izrafen u odp?—
su na ovaj sistem. .U mirujuéem sistemu detvorovekiori elaktrl—
&énog i magnctnog polja Ou i ﬂd_ldentlcnl su s odﬂovuraauclm tr-
ovektorima €« (E, , 0 ,Es, O) 1'54( H4, 0 ,Hy, 0, & Cet-
vorobrzina je Ue (O , 0 , O , -1 ). Tada je Pojntingov Jetvor-

. s oL .
ovektor protoka energije P :

p = 2 e puerhs o (.8)

Puse (slika 15) za nepokretni sistem svodi na P%( P:, 0 ):
Trovektor Pi , koji u (34.77) ima samo jednu koordinatu razl%—
%itu od nule, predstavlja speci-
fi¥ni protok elektromagnetne e-
nergije po jedinici povrsine,
ito se slaZe sa drugim 1Z%fz33
(25.14), gde koordinate £>T
predstavljaju specifiéni protok
energije neprekidne sredine. Da
gitalac ne bi pomislio da se ra-
di o greSci, podselamo da P xa-
o prostorni vektor ne menja sig-

naturu pr1 podizanju indeksa,
‘dok je T npenja u odnosu na

Tip . Otud je LT = TH* u
nafem koordinatnom sistemu, dok u (3%.7°) stoji, na osn?vu
(34«8),'=A5”FZ xao vrednost Ta . :

Poslednja koordinata‘tep%ora energije daje:

slika 15

;fCi"G,4= % (E*+ W) . | LG9

. . s , .
Ovo predstavlja specifidnu gustinu enorgije ele;ctromagnetnob
A Y
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polja. Posto Je po (25. 1?) ta gustina za neprekidnu sredinu je-
dnaka L*TH™ , to se gornal izraz slafe s naom.r(34 8) i (34.9)
su dobro poznate fornule teorijske fizike koje izraZavaju pro-
tok i gustinu energije.

Prostorne koordinate tenzora energije tumade se kao "
pon" elektromagnetnog polja. Svodenjenm "ﬂtrlcnog bloka ZQJ ten—
zora energije u (34.7°), pomodu jedne dopunske linearne trans—
formacije, na digagonalan oblik, nalaze se glavne vrednosti
ksvelovog napona polja. ‘

na-
Fa-

35. Sopstvene vrednosti tenzora energije elektromag-

netnog polija

Algebarski demo ispitati tenzor energije 7:w . Zato
¢emo prvo, medu posmatradkim sistemima u odnosu na koje taj te-
nzor ima uproséeni oblik (34.77), potraiiti onaj koji se dobi-~
Jja svodenjem na dijagonalan oblik submatrice:

Tu Ths

Ty Tw

Takav koordinatni sistem éemo zvati prost sistem. U njemu je:

EvE, + HaHy = 0. (35.1)
La os§ovu elementarne identidnosti:
(B0 + M HEHE My - EsHY = (B WD) (B34 M) ) (5.2
ako stavimo: ,
Y= EXr HE "Vli Es+ Hs sy

imaéemo, ztog (55.1):
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gde smo izabreli pozitivan predznak za proizvod X'\P . Tada
¢e sc mairica (34.7°) svesti na:

T0¥-%) o 0 o

(Ta) = 0 o -j(v-v) o (35.4)

Za ovako redukovani tenzor energije potraZidemo sopstvene vre-
dnosti, dakle reSenja jednadine: )

I ‘C'us-'hg.m =0, (25.5)

B8tc nom za (35.4) daje:
L1 (ve-xt)~

] [EOE)en] {14 (vex)-
~N[E(Vx)+ 2] - vy } =0

2
i z Zq‘_ ‘-] - . .
[ (¥-¥)-7"] =0. (35.6)
Vidimo da rcicnja karakteristidnog polinoma prédsfévljaju dva
dvostruka korena:
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A=z Ly

goputvena vrzdaosti tanzors enereije clilrtromagnetnog poric

sastoje se iz dva dvostruks korena jodnekil intenziteia a suw

protnih znakova.

nog polja (33.9) i (3%.10), potraZiti izriz zs kvadrat 507 8-

L2 KVaarw

YoZemo, pomodu invarijanata Fn)’? F}a elektrermagret-

tvenog korena N . S obzirom na defiricions obrasce (25,30 i-
mamo :

7\"-: Z(“ [(“:‘Er} - (Hf" E: )]z =

=5 DO~ £ (HP-E2) ] — (h=E2) (HE-E2).

Drugi &lan na deenoj strani (35.8) mole se pradstaviti serodu
osti

slcdele elementarne identi

(Me- EF) (W' -E3)= (E4Es+N, Ha)l" (EH,+Ey Hs)l-

7 izabranom prostom sistamu ra ornovu (3%.1), prvi &lon

na desnoj strari J
odnosno (33.1C),
F&n polja:

77 0N

" chrizom na tovezu (02.9)

Jo erouzrooer kvstratu invariiante

(3-E7) (F- E3) =~ 4 Fy .

Prvi Zleon nn desroj stroni (35.2) fodne je, nn osnovu druge

PR Todf,

veze (T3.0 cdncere {AZ.10):

Lol e Ll

H;L“' H:"EA’L"E’:: F“)

teke de (35.8) kerairo Zlaci:
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nazmotridemo, na osnovu izloZenog, dva sludaje. U prvom Jjo zo-

pstveni koren A razlidit, a u drugom jednak nuli.

1} Ako je A=%0 postoji kanonsgka baza sopstverili velitonrn
téenzora Typ . Keko su sopstvene vrednoeti dvostruke, velitorid
rigu jedinstveno odredeni, veé postojc dve dvoravri sopstvenih
preveca, od kojih svaka odgovara po jednom od dwi korera. e
dvoravni moraju biti, na osrovu (26.2), medusobro ortogoralnc.
U svakoi od njih mofemo, dakle, naéi po dva uzajormo ortogona~-
ina vektora, i takc sastaviti ortogenalnu bazu vekitorz u Cors-

i

tvenim dvoravnima. Usmimo keo uslov iz (34.9) do gustina ener-
cije &FT;« ostaje pozitivna i u polpuno dijegonal}zovanoj

metrici. Tade, s obzirem nz to da zo bazni vektor Vu) imzino:

o o
Vi (0,0,0, 1) Ving Vi = -1

1 )

sleduje 2a je pri N<D:
? v
Tis Voo = MVww . (35.10)

Dakle, jedan od vektora koji odgovaraju negativnom dvostrukom
Yorenu mofe se izabrati teko dz bude vrenenski crijentisan.
sopstvena dvoravan Je vremenska, a druga, koja odgovara A 70 s
je automatski prostorna. Na osnovu toga ¢emo obrazovati prost
sistem sopstvenih vektora, od kojih je jedan vremenski a preo-
stala tri su prostornma. Ako stavimo:

Me

?\m" N = & 7\(3)"’7\(«):'"\( ) (&>O)

}

i primenimo obrazac (27.4) za razlagenje tenzora na ovekve so-

pstvene vektore, imadéemo posle nedto raduna:

- 123 =
L\ /0 LAV
‘t"w =23 (Vp Vit V;;VNAA.A,,—:_“_\,/&VM,} +zx Vo o —

e (Vg - Vi Vi) - e Vi =
= 2V Vi + GV - Vo2 + V;V“f) (35.11)

S8to predstavlja kanonski izraz za ?:#5 u nesingularnom sluda-
Ju.

2) Ako je A=0 , Eto po (35.7) i (35.9) povladi:
Tyt el =
V=%, Fy=Fy=0. (35.12)

Imamo takozvano singularno elektromagnetno polje. Na osnovu
definicije (33.9) invarijenata Fy i Fa , i njihove veze (33.
10) sa vektorima polja, vidimo da je tada:

-ty ..'" .. * L 1_
E-H =¢.-f=0 ’ E'=H , € =k . (35.12%)

Elektridno i-magnetno polje, bilo da su izraZeni preko svojih
tro ili &etvorovektora, su tada ortogonalna uzajamno i jedna-
%ih intenziteta. S obzirom me univerzalnost invarijanata, is-
kazanu uslovima (32.11), sleduje da osobine uzajamne ortogonal-
nosti.' i jedrakosti intenziteta vaZe za svkog Lorencovog posma-
trafa. Razume se da i svaki pojedini od uslova (55.I§') ostaje
o¥uvan, ali su ti sludajevi obuhwaleni sa 1), jer je tada A
# O . a osnovu prve veze (35.12) matrica tenzora energije ta-
da ima oblik:

0 (o] 0 o
% S .
(ty)=| ° Y 0 -e¥ (35.13)
. 0 ] 0 0
0 - o ¥,
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gde je & =FA: 4

" Tormirajne, pomocl Bdzhin vekitora po:
ma, u xojem je lzraZen tenzor Tun iz ?rethodnog obresca, wvo-
ktor M* . P -

o d
= EVG + Vg = gum“n,“: 0.

- "
(30.143

Tenzor (37.12) mole-biti predstovlijen, pomoéu ovog nultog ve-
ktora, na slede¢éi rnalin:

Tup = ¥mamp

Cdavde se vidi da je Mg sopstveni vclitor nultog korero. Gva
kvo razlagenje daje izraz ze tenzor energije singularnog el-
ektromagnetrog poljas u odnosu re proizvoljnog Lorencovor pos—
matrada, a i na bilo koji koordinstri sistem.

Kad uporedimo rczultute cvog odeljka 5 onim iz-§ 1G,
vidimo da se singularan sluéej simetrinogz tenzora energije

tlb poklapa sa singularnim sludajenm artisimetriéﬁog tenzora
polja Fas .

Singularno elektromagnetno polje tumadi se pomoéu "fo-
tonskog fluida” (videti: ILichnerowicz, Théories relativistes,ﬁﬂ
8tr 52-54 ). Fizidki smisae ovog sludaja je u tome Hto on u
vakuumu predstavlja, na osnovu (35.127), prostiranje elektro-
magnetnog zracdenja. U gvetlosnom zraku vektori elektridnog i
magnetnog polja su uzajzmno ortogonalni i jednakih intengzite-
ta, dok je pravac prostiranja zraka dat nultim vektorom qf*.

Posmatrajmo opStiji sludaj 1), i to onda kada su el-
ektriéno i magnétno polje ortogonalni ( FU) = 0), ali ne i'je—
dnakih intenziteta (F@y # 0). VoZe se neposredno proveriti
da je vrednost determinante Fka jednaka:

N Fanll = -ﬂ;Fg) .

Bto znadi da je za Fu): 0 rang matrice (FKG) ni%i od 4. U
svetlosti te Cinjenice moZemo protumaliti sludaj kada je di-

vergencija tenzora u obrascu (34.5) jednaka nuli:

netranog sisbte-
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r
-3

. ,
v
2 L= Esrj'

= 0. (35.16)
x

Ovaj uslov ne garantuje da je elektriéni protok Ur Jedhak nuli
onda kada su vektori elektrilnog i. magnetnog polja ortogonalni.
Dakle, tek lokalna neortogonalnost elektriénog i magnetmog polja
predstavlja potreban i dovoljan uslov za to da iz (35.16) sledu-
je ] = 0. Pritom prva invarijanta Fﬁu moZe imati proizvoljnu
vrednost.

36. Cetvoropotencijal elektromagnetnog polia

Druga grupa Msksvelovih jednadina (32.3°), jednostavni-
je napisana u obliku (34.3):

A 1
%@*%*?ﬁ’o; EERD

ima nekih opStih posledica. Da bismo protumadili te posledice,
posluzilemo se nekim osnovnim pojmovima iz teorije spoljnih di-
ferencijalnih formi. Za ozbiljnije upoznavanje s tom teorijom
upuéujemo na knjigu: H. Cartan, Calcul différentiel. Formes
différentielles,[44] , takode: H. Guggenheimer, Differential
Geometgz,@ﬁ]. Ovde nelemo posmatrati diferencijalne forme re-
da videg od tredeg.

Metrika Sveta Minkovskog je pseudoeuklidska, a osnovni

stavovi i teoreme spoljnog diferencijalnog raduna vaZe i za ri-
manske metrike, pa se prema tome prenose na opStu relativnost,
bar u njenom klasidnom obliku, ali ne vaZe za ne-rimanske met-
rike.

Jedna linearna spoljna diferencijalna forma glasi:

| L(¢dx)= P dx”. (36.2)

Dok jedna‘kvadratna spoljna diferencijalna forma ima oblik:

[O——




sl i ”
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M0, de) = dundnd = 4 pus (it dberdly®) e 5y

~de su koeficijenti Ct)d& = (bﬁd. antisimetriéni; a A oznada~
va operaciju antikomutativnog ili spoljnog mnoZenja ($to smo
na primeru elementarnih hiperpovriima veé imali u § 22). Mo~
211 bismo Fformirati spoljnu diferencijelnu formu proizvolj-

.roz reda pod uslovom da bude homogena po diferencijalimagixg

i potpuno antisimetriénih koeficijenata. S obzirom na zahtev
invarijantnosti formi, i na to da se diferencijali koordina~
ta *“arsforwixu kzo kontravarijantni vektori, sleduje da koe-
ti takvih formi moraju biti apsolutni kovarijantni- te—
nzoT odg ovarajules reda.

Za tekve forme definisana je operacija spoljnog dife-
rencirania, kojor se od jedne spoljne diferencijalne forme re
in P 'o%]*a odgovarajuéa forma reda P + 1. "PoSto dobijena
forma mora imati isti karakter u odnosu na transforma01ae, to

2vor diferenciranja predstavlja kombinaciju kovarlgantnlh
lZVOi@, toko da njeni koeficijenti opet budu koordinate jed-

rog potpuno antisimetridnog tenzora reda za jedan viSeg. Ta
forma predstavlja gpoljni diferencijal polazne forme. Njeni
koeficijenti su spoljni izvodi koeficijenata polazne forme.
Zimboliéna oznaka spoljnog izvoda DT koeficijenata neke
forne [ glasi:

Dr = (33—3; /\P>°{¥ ) (36.5)

i sastoji se u antikomutativnoj primeni operatora diferenci-
ranja. 6injenica da sé u ovoj opftoj formuli pojavljuju samo
parcijalni izvodi potide otud 3to se pri antisimetriénim kom-
binacijama potiru koeficijenti povezanosti kqvarijantnih iz~
voda.

Po¥to je. svaka skalarna funkcija tenzor nultog reda,
njen»obiéni diferencijal je istovetan sa sppljnim. Za takvu
funkeciju §~ je: .

= 8% it
D%—ax’to{x
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zu koeficijente linearme forme (36.2):

Dy =4 (8}_ a‘fa)dx*/\dx (36.6)

fajzad, zz "~uldiediinte neke kvadratne spoljne diferencijal-

_ 4 (OFse o 8Fu o BFus)) 4ud b
DF :»!( -t et 53:';')‘1" nox®ade” 5 oy

U teoriji diferencijalnih formi osnovna je Poenkareo-
teorema koja glasi:

Ako je spoljni diferencijal jedne diferencijalne for-

Jednak nuli, postoji forma za koju data diferencijalna for-

predstavlda spoljni diferencijal.

Suprotni stav, po kojem je spoljni diferencijal spolj-
neg diferencijala jedne forme jednak nuli, proistide iz same
operacije spoljneg diferenciranja:

D DF = 0.

Strogi uslov pod kojim vaZi Poenkareova teorema jeste
da spoljni diferencijal date diferencijalne forme bude jednak
nuli u jednoj zvezdastoj oblasti normiranog potpunog prostora.
Tada u toj oblasti postoji forma za koju zadata forma predsta-
vlja spoljni diferencijal. Pod zvezdastom oblagéu W podrazu—
meve se ona koja zadovoljava, u odnosu na Jednu svoju tadku,
uslov da se interval  [&,X], X&W | koji sadrii talke de-
definisane sa (A-t)a#+tX (0 <t £ 1), ceo sadrii . u WU,

Mavedeni uslovi, koji podrazumevaju povezanost oblas-
ti su minimalni. IzoStriéemo ih zahtevom da povezanost bude
prosta, a oblast orijentabilna. Orijentabilnost je izraZena ti-
ne 8to je za svaki koordlnatnl _sistem X/ s u posmatranoa obla~
sti, Jjakobijan u odnosu na Lorencovog posmatraca deflnltan,
‘axl/dx“>0,U svim sludajevima koji bi mogli doéi u obzir, na-
vedéni uslovi ée biti ispunjeni u Svetu Minkovskog. Sve Sto
smo naveli vali i za Svet opite rclativnosti, zbog Cega smo i
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sproveli ovu diskusiju.

slasi, na osnovu (36.7):

DF =0, (36.8)

U Svetu Minkovskog postoji, dakle, vektorski potencijal \P¢V,
takav da z2 odgovarajuéu linearnu diferencijalnu formu VQJX‘\,
kvadratna diferencijalna forma M :

M (F,dx) = Funde*A dx®=DL (%, dx) (36.9)
predstavlja spoljni diferencijal. Ili:
Fun = Mo _ Q¥ (36.10)

axt  axe -

su Poznati sludajevi iz klasiéne mehanike talke i fluida,
gdévgotor gravitacionog ili divergencija vrtloZnog polja uvek
Jednaki nuli, posledice su Poenkareove teoreme. '

Ako umesto nekog odrecenog vektora Yu , koji zadovo-
1java Iaksvelove jednadine(36.1), odnosno (36.8), stavimo ve-
ktor e+ /&x*

one &e opet biti zadovoljene. Taj sistem od Cetiri parcijalne

, gde Je { proizvoljna skalarna funkcija,

jednaline prvog reda otud ne mora imati jedinstveno reSenje.
Transformacije Yﬁ -> ?Q{-a /%X* poznate su u teorijskoj fi-
zici kao kalibrecione transformacije, a funkcije Yu predstav~
ljaju kalibracione invarijante u odnosu na njih. Da bi se ova
neodredenost uklonila, uvode se razlilite pretpostavke o vek-
torskom potencijalu. Najpoznatije od tih pretpostavki definise

vektorska polja ‘P analogno solenoidnim poljima iz njutnovske
fizike. Dakle:

M, o e,

dx* M

axd. (%)2 0. ’(36.11)

Znadi da Je:

'“"’vad"vidimowdawdrugamgrupa»Eaksvéiovihrjednﬁéiﬁamz36IITQM

i
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3m 9&

dxtoxP =

U prostoru definitne metrike ova jednadina se svodi na Lapla-

sovu, pa bi tamo funkecija } bila harmonijska. U Svetu Ninkov-

skog Jje medutim:

L0 a"{_ - _i 2‘)1"5 d—aic i
Y i = 55 agtow mer =0 G012D

Funkcija § zadovoljava, dakle, Dalamberovu (d’Alembert) jed-
nadinu. Napomenimo da Je uslov (36.11) u odnosu na proizvelj-
ni koordinatni sistem izraZen kovarijantnom divergencijom, a
takve su i ostale veze.

Dovde smo utvrdili neke opZte posledice druge grupe
l‘aksvelovih jednadina, uz dopunski uslov (36.11) za vektorski
potencijal. Ako pogledamo prvu grupu tih jednadina (32.8) i u~-
nesemo u njih izraz (36.10) za FQb , imaéemo na

d (8" _ oot Py _grt TP
o (550 5i) =0 e
Cdnosno:
P M g
DZ\P“ * :]J. - O (U 3.,)&\_ .’”x + 3% ¢9E‘-)- (36.13)

Vektorski potencijal (Pi elektromagnetnog polje zadovoljave,

znadi, nehomogenu Dalamberovu jednalinu. U slulaju elektroma-
gnetnog polja u vekuumu, on bi Apdovoljavao homogenu Dalambe-~
rovu jednalinu (35.127).

siénom njutnovskon grgv1t

jegovo odredivanje ide, slicno kla-
cionom potenc13.lu, puten uzaston-
nih integracija. U svakom sludeju postoji dostz Iircke neodre-

redenost refenja, utoliko Ito ono zavisi od viZe proizvolinih: ;.

funkeija, mada se. koordinzinom transformacijom moée,postiéi
da one ne zavise od svih.promenljivih. . '
Cinjeni su i drugi pokufaji da se

.poterncijala P& . Uzineno je, na primer, da on ima konstantan 

intenzitet. To je sa fizifke strane dosta nepouzdanz pretpos-

osnovu (36.11):

suzi proizvoljnost
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tavka, mada ima dobrih osobina za izudavanje. U poznatoj mono-
grafiji-"Teorija-poljatod Landau-Lifica (videti [ZQI,Astr»109—u
-112) polazi se, pri konstrukciji'tenzora F;n varijacionim pu-
tem implicitno od toga da linearna forma ‘?g,dx"dopuéta faktor
integracije. Takav sludaj bi, po jednostavnosti, dolazio odmah

posle neposredne integrabilnosti te forme, koja postoji za F%ﬂ =

= 0. I taj sludaj nam ukazuje na veliku meru neodredenosti vek-
torskog potencijala.
U novije vreme, polev od Svingera (J. Schwinger), formu-

lisane su izmenjene Maksvelove jednaline, pod pretpostavkom pos—

tojanja magnetnih punjenja i protoka. Tada bi na desnim strana-

ma jednadina (32.9) stajali izrazi za takav protok. H. Rund (vi-
deti: Jr Math Phys, vol 18, no 1, 1977, str 84-95) je konstrui-

sao takvo polje pomoéu dvostrukog vektorskog potencijala i poka-
zao; pored ostalog, da je &lam koji predstavlja gustinu energi-

je u odgovarajuéem tenzoru energije indefinitan. Elektromagnet-

no polje koje bi opisivao takav sistem jednalina je zasad hipo-

tetidno.

Zadaci

1) Ako je ?:Z tenzor energije elektromagnetnog polja, pokazati
da vaii jednakost TR TR =Y §¥ , i nadi skalar § .
2) Pokazati da se, pri datom F;ﬂ , prve tri komponente ?& ve-

ktorskog potencijala mogu predstaviti na slededi nadin:
v 4

x
L{n = gu(xjx“xj)“’ ( %Ax“"f’:‘;xd’c‘
o ..
gde je 9, (x*, x*, x', %*) proizvoljna. %aksimalno odrediti,
koristedi drugu grupu Maksvelovih jednadina (36.1), funkcije (L .
Pokazati da se najviZe dve od njih mogu naéi, i da u njima osta-
ju dve proizvoljne funkcije, jedna od dve a druga od jedne pro-
menljive (podrazumeva se da su uslovi integrabilnosti, razmat-
rani u prethodnom odeljku, ispunjeni u posmatranoj oblasti).

%) Prouditi sopstvene vrednosti tenzora K, i *’E;a ¢ uputstvo:

razlikovati slulajeve A $0 i ‘X =» O iz "Q35. Uzeti, kao polaz-
ne, kanonske Lorencove repere (35.10), odnosno (35.14), u kojima
je razlagan t;ue Y _

4) Pokazati da se za T= 4 izraz (34.6) svodi na klasiini e-
lektriéni protok.

II DEO

OPE 1A

RELATIVNOS T
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Osnovni uslov na kojem se insistira u specijalnoj teo~
riji relativnosti sastoji se u tome da se sve pojave mogu pos-
matrati u odnosu na inercijalne sisteme. Taj uslov podiva na
pseudoeuklidskom karakteru metrike Minkovskog.

Prvi pokudaji stvaranja relativistidke teorije gra-
vitacionog polja po3li su od =zamisli da bi omo trebalo da
bude sadriano u Svetu FMinkovskog. To je izgledalo sasavim pri-
rodno, s obzirom na to da je specijalna teorija relativnosti
nastala iz dubljeg proulavanja Maksvelove teorije elektromagne-
tnog polja. Postojale je, dakle, jedno znaéajndlpolje karakfe—
risano dejstvom na daljimm, &iji se opis mogao uklopiti u pse-
udoeuklidsku geometriju. Treba medutim odmah podvuéi bitne raz-
like izmedu ta dva polja. Elektromagnetno polje ne postoji u-
vek i svuda, a hjegov intenzitet nije u nekoj odredenoj srazme-
ri s masama tela izmedu kojih deluje. Dok gravitaciono polje,
koliko je dosad utvrdeno, nastaje izmedu svih tela &ija su u-
zajamna dejstva dovoljno precizno ispitana. B8ta je jo3 vainije,
ono svuda prodire, buduéi da ne postoji neki danas poznat nadlin
da se iskljudi. Znadi da je nadelno nemogule postéjanje inerci-
jalnih sistema u konadnim oblastima prostora 1 konadnim vremen—
skim intervalima. Gravitaciono polje nekog tela, po njutnovsko]
teoriji, koja predstavlja prvu aprcksimaciju sveke nove teori~
je, ne zavisi od nadina kretanja togas tela prema drugima, dok
se po osnovnim relativistidkim pojmovima mase tela i uolena ra~
stojanja menjaju usled kretanja, pa bi to moralo da ménja dej-
stvo gravitacionog polja. Postoje,dakle, opSta svojstve toga po-
1ja koja treba uneti u okvire indefinitne metrike sa brzinom s-
vetlosti kao najveéom moguéom.

Posle vide pokudaja, AjnStajn Je bio doZao do zakljué-
ka da gravitaciono polje mora biti sultinski povezano s geome-
trijom. To bi bilo sliéno onom kako “su zakoni transformacije e~
lektromagnetnog polja, pri prelasku iz jednog inercijalnog sis-
tema u drugi, povezani s geometrijom ﬁinkovskog. Univerzalnost
gravitacionog polja i njegova osobina dejstva na daljinu navod=

¥
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ili su na pomlsao da ono odreduje metriku Sveta, uz moguée pro-—
mene usled druglh polja, i to na neki jednostavan nadin. Ajnd~
tajn je pretpostavio da je upravo metridki tenzor Sveta srazme-
ran, do na konstantni &inilac, gravitacionom potencijalu. On se
opredelio prvo za to da gravitacioni potencijal bude tenzorska
velifina, drugo da metrika Sveta opSte relativnosti bude riman-
ska. Ta je teorija kasnije nazvana metricdka teorija gravitacije.
Hjene potvrde spadaju medu najveéa iznenadenja koja je ikad do-~

Ziveo naudni svet..

Bilo je, kao 3to smo pomenuli, pokuSaja da se teorija
gravitacionog polja formulife u okviru Sveta Finkovskog. Oni se
i danas &ine, s razliditim uspehom. PoSto je njutnovski potenci-
jal skalarna funkcija, njutnovska teorija je u tom smislu skala-
rna, pa su to pokufale da budu i "nemetrilke" relativistidke te-
orije. Osim njih su formulisane, kao nalelno moguée, i takozva-
ne skalarno-tenzorske teorije gravitacije, kod kojih se jednaldi-~
gravitacionog polja razlikuju dopunskim ("inercijalnim”) dlano-
vima od klasiénih AjnStajnovih,

Iz mikrofizike proistekli su postupci kvantizacije gra-
vitacionog polja. U radune je uveden spin elementarnih destica,
polela se razvijati teorija gravitacionog polha u kojoJ su se,
unesto Kristofelovih simbola, pojavili asimetridni koeficijenti
povezanosti (prostor s torzijom). Prve zamisli za ovakvu formu-
laciju imale su oslonac¢c u ranijim pokuSajima zasnivanja jedis-
tvenog gravitacionog i elektromagnetnog polja.

Vreme ée pokazati da li postoje efekti vifeg reda veli-
éine od onih koji su u svoje vreme uzdigli AjrStajnovu teoriju
posle Njutnove, a koji bi opravdali neku od izmenjenih teorija

gravitacionog polja.

VIII. MASA T UBRZAKJE

77+ OSrogrerrost tedlle i inertne mase

Pre nego Sto prist
ke tcorije gravitocionos

koJi su pxethodili njenom o
veni TtveZov (EStvSs) cksperimcnt. Tomo
njutnovske mehonike, izvriens provera pi
tacione, to Jest tefke, mace tels ra Aemlji srszﬁerne, 40 na
konstantni éinilac, nJlnovim inertnim masama.
U tom ' opitu polazi sz od &finjenice da Je centripetal-~
) .

no ubrzanje, koje nastaje usled Zomljine dnevne rots

nako za sva tela koja se nalaze na isto] geogralfskod firini i
nadmorskoj visini. Time odoovar&auﬂl centrifugoelni pritisak po-
staje merilo inertne mase tela.

Uredaj na kojem je izvrSen,opit sastoji se uglovnom iz
jednih terazija &iji su kraci postavljeni tadno u pravac istvok-
~zapad. O krake su obeSeni tereti &ije demo inertne mase obel~
eZiti sa MA, i My, , a odgovagpajués telke (gravit acwoﬂe) mase
sa M i M, . CbeleZimo sa ?ﬁ inercija ne, a ga 6k< & =
2) gravitacione sile ko,je deluju na tela, sa Cl i Qu w‘dlnl—
¢ne vektore pravaca tih sila (slike 16a) i 5?4; gravitecion
ubrzanje. Imamo uslov da-u koncu o koji su obeZene teraz1de

é‘k *?72 3

16a 16 &
. . ”
(slika 163&\erstvuje reakcija @ , koja uravnoteZiava sve te
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H
sile. Dakle:

’—F=Q" \"' +j~+ v (37.1)

Gravitacione sile koje dejstvuju na posmatrana tela predstav-
1jaju vektore:

- -
' e
G = Mg, (57.2)
A inércijalne sile:
-" -y
‘}_"M‘ Awrwni e, . (37.3)
A L

Ovde Je h poluprednik Zemlje, W2 ugaona brzina njene rotacije,
a N geografska Sirina mesta gde ‘je vrSeno merenje.

Posmatrajmo moment silaz. , U odnosu na tadku veSanja
terazija o konac, ée nastati ako je_‘c:dnos inercijalnih i gra-
vitacionih sila promenljiv. Ako sa £ obelefimo krak tela MA
u odnosu na pravac konca, glasi:

T=Tx (é’,'gn*l‘i) . (37.4)

Jedna komponenté ovog momenta, paralelna: s koncem,uravnoteZena
Jje suprotn&&l torzlon:m momentom konca. S obzirom na to da Je
reakcija R (=~ P) paralelna s koncem, to intemzitet te kom-
ponente L’ iznosi:

"."” A
L-BE falmar
iR ‘ H (M,fﬁ.ﬁ, R (gt Cci

+ N;) ?,1-. uw‘é«uh(%* ,) Z:‘? [?x (éa-é\+ |
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A g

"’ R W s A(m +mqe‘} {tx(E,-8 +3-JJ]<57 5)

Ovekva pribliZnost vaZi s obzirom na to da su inercijalne si~-
le,koje nastaju usled Zemljine' rotacije, mnogo manje.od gravi-
tacionih, pa smo ih izostavili u imeniocu. Ako uvedemo koefi~
cijente srazmernosti 0‘; izmedu teSkih-i inertnih masa ng
® e ,Mm, i zamenimo (37.2) i (3_7’ 3) u_&B'? 5)_, 1maauc1 u vidu

da je ‘z- . kolinearno sa e: a '3‘--:]‘ sa e , dobi-

¢emo posle nedto sredivanja:

’ 4 '
L= e, + Ay iu'h'*‘““‘"“‘"“‘é* (4 0, -

= (v r ) RS oM (¢ &=

= 5 (‘Ll"“fl

w e a b T (ER G, oo
Jq h‘*"‘1 L Y

- el
. =y ->
S obzirom na nekomplanarnost vektora ( s &g 1 C, , 1 na-

geografsku Sirinu na kojoJ je vr3eno merenje (pribli¥na Hi-
rina Budimpe$te) gornji izraz moZ¥e biti jednak nuli onda i
samo onda kada Jje &, = cl‘_ . To znali da je za nepromenljiv
odnos tefkih i inercijalnih masa moment sila za tadku vela—
nja terazija Jjednak nuli, i obrnuto.

Ovaj eksperiment, prvi put izvrien 1890 godine, dao
Jje negativan rezultat. Promenljivost odnosa teSke i inertne
mase nije mogla biti ustanovljena u granicama tanosti od
107" masa tela. Isti eksperiment, ponovljen u toku druge de-
cenije ovog veka, povedao je talnost merenja na lO_9 masa.

. Dike (Dicke) i jedna grupa istra¥ivada uspeli su, to-
kom pedesetih godina, da izvrSe odgovarajuéi opit sa zemalj= C e
skim telima, a u Suncevom gravitacionom polju. Pol‘j'e,,inerci— e V
jalnih sila bilo je orbitalno, to jest nastalo usled kruZenja .

B
|
|




Zemlje oko Sunca. To je postignuto pomodu usavrienog mehaniz-

‘ma kojim jé Kompenzovan uticaj Zemljine dnéVné"fdtaéije;*i“ra—mm“

“zdvojeno dejstvo Sunlevog gravitacionog polja na Zemlji od ze-
maljskog. Tadnost merenja dostigla je 10_11 probnih masa, a u-
zorei su bili od zlata i aluminijuma. Kasnije su Panov i Bra-
ginski pobolj%ali te rezultate, i moguda greZka je.pala ispod
10712, 1643 zakljudci dobijeni su i za tefke elementarne des-
tice (neutrone i protone). :

Ovde éemo ukratko podsetiti na to da mnogi naudnici,
polev od Galileja koji je prvi uodio inerciju tela, nisu uzi-
mali utvrdenu srazmernost tedke i inertne mase kao gotovu &ingj-
enicu. Galilej i Hajgens vr$ili su merenja pomoéu strme ravni
i klatna da bi je proverili, a Njutn je smatrao da ta srazmer-
nost, veé utvrdena do njegovog vremena, moze biti samo pribli-
Zna. U XIX veku preciznije eksperimente vriio je Besel (Bessel).
Ttvedov opit odlikuju originalnost metode i neuporedivo veéa po-

stignuta tadnost.

2%8. Ravnopravnost posmatrala

Drugo osnovno pitanje koje ¢emo razmotriti zahteva, za
razliku od prethodnog, relativistiZko stanoviste. Radi se o od-
nosu energija objekata posmatranih, trenutno i lokalno, iz ubr-
zanih 1 neubrzanih sistema.

AjnStajn je, polazeéi od utvrdene srazmernosti tefke i
inertne mase, smatrao da se verodostojno moZe postaviti jedan
princip ekvivalentnosti. To je zahtev da merenje izveiena u je-
dnom koordinatnom sistemu koji miruje u odrosu na vremenski ne-
promenljivo (stacionarno) gravitaciono polje, budu ravnopravna
s onim koja su, trenutno i lokalno, izvrfena u drugom sistemu u
kojem se ne oseéa gravitacija, a koji ima ubrzanje jednako gra-

vitacionom, ali suprotno usmereno. Fodvladimo da ¢femo se ovde o-
graniditi na homogeno polje, to jest ono &ija je velidina kons-
tantna. ) ’
Proveridemo zakon transformacije energije pomoéu slede-
teg zamiéijenog ekspérimenta. Uzmimo dva pravougla Dekartova si-
stema, S.1 S°. U sistemu S opafa sc¢ gravitaciono polje'ubrzanda
", a x-0sa je usmerena nasuprot njegovom dejstvu. Urugl sis-
tem 57, ¥0ji u pof~trom trenutku miruje i poklapa se sa £, pol-

=139 -

. ; = : '
azi s ubrzanjem -43 s dakle u pozitivnom smeru X-08¢, 1 nas-

~ 7 Ttavlja da se ‘krete jednako ubrzamo. U S°se ne oseéa gravitadii -~

ono polje. Uodimo iz sistema
_ S dve tadke, A i B, koje odr-
A { l eduju duZ AB, paralelnu sa
x-osom, duZine € (slika 17).
”3; Heka je materijalna tadka ma-
se M spuitena iz A u B, ko-
jom Jje prilikom'graviﬁaciono
polje izvri3ilo rad jednak mqg
J Cnds Jje iz A izraden foton u
B7 praveu 3, i u istom trenutku
Z je sistem 5’ krenuo u odnosu
[l

0 na sistem . Energija fotona,

zapalena u obn sistema, jed-
N naka je i izrosi EA « U -

nutku Yada e tas | a
d slika 17 enutku %ada je taj foton -ap-

sorbovan na masi MA u tadki
[ad

: B, brzina &7 prema S iznosi
~< ¢ . Cbeleiimo energiju apsorﬁgi;nog fotona, opaZenu iz
, S8 Es. Tofto je ora data pomodu obrasca (17.7 ) imademo

)

u tom trenutltu za ova dva sistena:

/

EEA1=,£%\) , EE13"*L‘)°

Upotrebilemo obrazac za transformaciju frekvencija (14.9) da
bismo utvrdili odnos energija EEA i E;G - On nam daje:

e \firve = 23
Es mrEA(‘\-r?—i) (38-1)

i 4"”,". )
( 4J‘=,c“‘g( ).

Vratimo sad masu A& , koja uveéana za energiju apsorbovanog fo-
tona iznosi Nu','u tadku A, mereéi sad iz sistema S. Neka u

toj taCki masa izradi foton energije EA , koji je ranije iz
nje poslat. PoSto zbir primljene i poslate energije i izvrie-
nih radova na pomeranju tela mora biti jednak nuli, imaéemé&
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gl €= mgl+En e (3BL2)

Ako podemo od toga da je ASF LA, mofemo odbaciti &lanove gde

se poaavlauae (v/r ), pa je i Y & A - Tada se (38.1) svodi,

na:

> | v
Eq=E)\ (1 Z) . ' (38.3)

Otud iz (38.2) dobijamo:

’W\'—M\ =F",‘EA . ' (38.4)

Zrnali da je promena mase mirovanja u gravitacionom polju sraz-
merna promeni energije mirovanja, onako kako bi sledovalo po
specijalnoj relativnosti. Time Jje princip ekvivalentnosti u bi-
tnom opravdan. Ipak ne treba zaboraviti na ogranidenja pod ko-
Jima on vaZi, niti na pribliZnost zakljudka (38.4). Strogi iz-
raz (38.1) uneo bi neke promene, male.ali nadelno va%ne, U na-
e zakljulke. Zbog tih ogranilenja i pribliZnosti neki ugledni
rauénici osporavaju potrebu za takvim principom.

Ra BtveSovom eksperimentu zasnovano je ono Sto se danas
zove galilejska ili slaba ekvivalentnost. Ajnstajnov zamisljeni
eksperiment nam ukazuje na to da se 1 u neinercijelnim siste-
rmima moZe, trenutno, lokalno i s odredenom taéno3éu, radunati
sz trensformacionim obrascima spécijalne relativnosti. Izvode-
nje koje je ovde dato nije narodito firoko, ali u osnovi iskazu-
je ono $to se zove “Jn¢taanov pr1n01p ekv1valertnost1. Mi éemo
e kasnije neki put 70n1»1 na taj prlnc1p, koal je i. danas pr-

w

edmet izulavanja (v1 eti npr:U. T. ki, Fhys. Rev. Letters, Vol.
39, str 301, 1977). ’

30. Trircip ~codeziiskih svetskih 1inija
) T cimo od “Obtﬂv‘l o kretanju po neodez1ask1m llnlaama,
dﬁtlhwl §Eh Jedn;31nc vremenskih I nultlh ‘geodezijskih linija,:
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to Jjest svetskih linijs kretanjs po 1ner0131 materlaalnlh ta-
daka i svetlosnih zrakova, bile su’ naplsane ‘W odnosu na aedan
jedinstveni inercijalni sistem. l'edutim, prvo &to smo udinili
u prethodnon odeljku tilo je da posmatrada koji miruje u odno-
su na stacionarno homogeno gravitaciono polje izjednadimo s
drugim, jednako ubrzanim, posmatradem.

Nadelno népostojanje inercijalnih sistema u £irokom,
vodi zakljulku da svetska metrika u gravitacionom polju ne do-
pusta da Kristofelovi simboli ‘75f Jbudu svuda Jednakl null, o-
dakle sleduje da tenzor krivine mora biti razlidit od nule. Za-
to Svet sa gravitacionim poljem ima zskrivljenu metriku. Druga
posledica nepostojanja inercijalnih sistema u Sirokom Jje ta da
ubrzanje nema vife u opStoj relativnosti apsolutno znacenae iz
specijalne.

Treba da se opredelimo za ono Sto predstavljaju svets—
ke linije kretanja po inerciji. Postavidemo dakle Princip geo-
dezijskih linija koji glasi:

1) Svetska linija slobodne materijalne tadke u gravitacionom
polju je vremenska geodezijska linija Sveta opSte relativmosti.

2) Svetska linija svetlosnog zraka u slobodnom prostoru s gr-
avitacionim poljemje nulta geodezijska linija Sveta opite rela-

¥i zramo da diferencijalne jednaline geodezijskih 1li-
nija u odnosu na jedan vremenski ili nulti kanonski parametar

glése:

Al + 28 dxs dx’

AA\ AY M dA =0, (39.1)

I1i, izraZeno pomoéu etvorobrzine:

B,¥_ .
olu Pm.b\"\ b (39.2)

Ove Jednac1ne se u konalnim oblastima Sveta ne mogu svestl na ..
prosti oblik iz pseudoeuklidske metrike, mada se 1zborom met—
rike mo¥e postiéi da Kristofelovi simboli budu jednaki nu11

du? jedne geodezijske linije. To se‘moze:géiniti upravo duz

i
i
{

i
i
i
{
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svetske linije odredene materijalne destice u gravitacionom
polju. U- takvom-sistemu ona-izgleda neubrzana, ali je to pos—-
ledica prilagodavanja uslova posmatranja samo jednoj tacki,
a veé neki drugi objekt koji se krede po inerciji, posmatran
iz toga sistema, trpi ubrzanje. I prvi objekt trpi ubrzanje
po merilima drugog, pa vidime da neubrzanost vi$e ne moZe bi-
ti op3ta osobina niza odvojenih materijalnih tadaka.

Sve &to je redeno vaii izridito za materijalne taclke,
ili Cestice, u gravitacionom polju koje su stvorile mnogo ve-—
¢e mase nego S%to su njihove. Mi ustvari zanemarujemo sopstve-
no gravitécionb polje estice u odnosu na ono u kojem se ona
krede. Princip geodezijskih linija ne vaZi,sko su rzzmere po-
smatranog tela takve da se njegovo gravitaciono polje ne moZe
zanemariti u ukupnom bilansu, jer méterija unutar njega vise
ne predstavlja slobodne Cestice.

U prethodnom odeljku smo’ pokazali opravdaroct pretpos—
tavke o tome da se pojave mogu, lokalno i trenutno, izraziti
u odnosu na neki Lorencov sistem u homogenor gravitacionom po-
lju. Sad éemo Tu pretpostavku profiriti ne proizvquno 5rgvi—
taciono polje. Taj zahtev se sastoji u tome da se metrika lo-
kalno uvek moZe dovesti u oblik: )

SAA = (W) (W) () = (W), (39.2)

d . . . .
Gde su WS medusobno nezavisne linearne diferecncij
po koordinatama QC((a( =1, 2, 3, #). Znadi ds uven
¢i promenljive dkd = W™ u odnosu na koje meiriks ima lokal-

no Lorencov oblik. Ovo je, ustvari najop®tije i najjednostav-

mofemo na-—

nije iskazan princip ekvivalentnosti. o
U éSC‘ biée dat razradeniji prilaz pitanju vremengkih
geodezijskih linija, i koordinatnih sistema u Sirokom koji se

pomoéu njih mogu definisati.

£ adatak
Ako 2 odreduje lokalno vremenski orijentisanu krivu,
u sistemu 3iji je metridki tenzor Bap s postaviti lokalni Lo-

U B e &
rencov ortogonalni sistem cija osa o« dotide X u‘posmatranom
, upravan

dogadaju, i pokazati da je prostorni interval
nad’-‘ , odreden izrazom: .

g

‘IX, - SVET OPSTE RELATIVEOSTI

40. " Jednaline prawitacionog polia

Veé smo istakli &injenicu da op$ta teorije relativnos-
ti izjednaééva, Eb‘bretpostavci, metridki tenzor Sveta s poten-
cijalom gravitacionog polja. Stoga fhnkcije gravitacionog pote-
ncijala'odredenog geometrijskog znalenja, i identilnosti koje'

41 zadovoljava preko tih funkcija, moraju imati i fizidko
znacenje. Osnovne veze u koje ulazi potencijal moraju biti ten-

_zorske, dakle ne smeju zavisiti, u svome opStem obliku i bit-

nim osobinama, od izabranog koordinatnog sistema. Nadalje &e se
samo’ izuzetno dogadati da neki opsti relstivistidki obrazeac ne

‘bude tenzorska jednadina.

Kao prvi sistem funkcija gravitacionog potencijala tak-
vih osobina namele se Riman-Kristofelov tenzor krivine R.a"s
koji u potpunosti odreduje krivinu Sveta: )

L e 2 4 t e “ma
R-nr‘ T ax’ r:ﬂ oxs er Al ow"“ - rasr'y't ,(#0-1)

Ovaj tenzor zavisi samo od gravitacionog potencijala i njegovih
prvih i drugih izvoda. lia osnovu algebarskih identilnosti koje
zadovoljava, on imaiM‘( M‘-d\‘ medusobno nezavisnih kompone-
nata u.N\—dimenzioﬁE% prostoru, 5to znali da u svetskoj metri-
ci predstavvlja sistem od 2C medusobno nezavisnih funkcija, ko-
je preko potencijala , kojih ima 10 nezavisnih, i njihovih pr-
vih i- drugih izvoda, zavise od Cetiri koordinate. Ali time ni-
sSmo_ uzeli u obzir sve'opétve uslove koje +} ve zadovoljava.
Jer postoji i poznata Bjankijeva (Bianchi) ciklilna identidnost:

V‘R,;vu“'!,Rm“-\- er“P‘i‘Q . - (4’0.2)_.

Mo¥e se odmah primetiti da Ridijev (Ricci) tenzor krivine Fl‘h,
dobijen kontmakcijom iz Riman-Kristofelovog, ima zbog simetrije
10 komponenata. U sludaju da su vrednosti tih komponenata pro-
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pisane, imamo sistem diferencijalnih jednadina &iji je broa Je—
“dnak’ broau "komponenata gravitacionog’ poten01aala.'ﬁame, razume
se, treba dodati i uslove za
(40.2).

Posvavlja se pitanje sistema diferencijalnih jednaina

, dobijene kontrakcijom iz

koji predstavlja relativistilki ekvivalent Laplas—Poasonove je-
dnadine (Laplace-Poisson) za njutnovski potencijal. Postavidemo
tri uslova ¢ije ispunjenost treba da odgovori na to pitanje:

a) Osnovni sistem diferencijalnih jednalina koje zadovoljava

gravitacioni potencijal predstavlja, po svom obliku, simetridnu

tenzorsku funkciju drugog reda G;,A , koja je Jjednaka nuli (ho- -
v

mogeni sludaj) ili nekom zadatom tenzoru (nehomogeni sludaj).

zavise samo od gravitaciono

b) Xomponente
i njegovih prvih i drugih izvoda, od ovih poslednjih linearno.

¢) Tenzor G;ln_je konzervativan u tom smislu da mu je kovari-
L is
jantna divergencija jednska nuli.

Ako izvrdimo dve uzastopre kontrakcije u sistemu (40.2)
dobiéemo:

(40.3)

‘L&(‘L::" %_FL :;;) =0,
{ R4p= Q‘.‘Jy‘,}) R = R:)

Ovaj sistem od &etiri jednaline predstavlja divergenciju jednog
simetridnog tenzora drugog reda, dije komponente zavise samo od
graﬁitacionog potencijala, onako kako to zahtevaju uslovi a), b)
i ¢). Taj tenzor éemo smatrati da predstavlja (Ehp:

6.(BER

IstraZivanje tenzora koji zadovoljavaju navedene zahte-
ve, a da ne ograhiéavaju svetsku metriku nekim dopunskim uslovi-
ma, dovelo je do toga da gravitacione, ili Ajn¥tajnoveljednadine,
kako..se jod zovu, mogu imati levu stranu opdtijeg oblika:

G =Ry tlRe N

(40.4)

@.‘2%# = 9,6} =y,

(40.5)
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.

Dopunski &lan J\ predstavija ronstantu koje je protumadena kao

recipprofna vrednost kvadrata "poluprednika Vasione" (videti gl.
XII) i dobila naziv ko-molodka kpmstanta. Zasad je nedemo kori-
stiti jer izvan kosmologije nije potrebna.

Aanstaan je. pretpostavio da Jednaélne kojima na ‘levo],
strani stoje izrazi (40.4), odnosno (40. 5), predstavijaju rel-
ativisticki ekvivalent Laplas-Poasmnove Jednac1ne, Osim navede~-

nih razloga opravdanje za to leZi i u dinjenici da ti izrazi za
takozvano slabo gravitaciono polje, koje se od njutnovskog Traz-
likuje za dovoljno mala odstupanja, dobijaju oblik Dalamberovog
(videti Dodatak C). Francuski matematilar Ka-
rtan (E. Cartan) strogo je dokazao da pod uslovima a), b), c)

operatora nad %dp

najsire uopdtenje klasidne jednadine za njutnovski potencijal
moZe imati na levoj strani samo izraze oblika (40.5). Razume se
da bi se pod nekim drugim uslovima, kad bi na primer uzeli u ob-
zir i neke inercijalne lanove, na levim stranama pojavili i dr-
ukdiji operatori. &
Iz uslova (40.3), da je kovarijantna divergencija 6
jednaka nuli, sleduje da on moZe biti izjednaden samo s nekim
konzervatlvnlm tenzorom istog tipa. To moZe biti jJedino tenzor e-
nergije 'T
time ne uvode nikakvi novi pomoéni tenzori, niti posebni uslovi:

A -
D*&/s- '{_kﬁ.\p'

gde je X relativistidka gravitaciona konstanta, koja izjedna-
dava dimenzijé velidina na levoj i desnoj strani. To su AjnStaj-
nove jednaline, ili jednadline gravitacionog polja. One opisuju
gravitaciono polje i njegovo sadejstvo s drugim poljima. S obzi-
rom na identidnosti (40.3) sleduje da jednadine dinamike, analo-
gno onom Sto smo imali u specijalnoj relativnosti. glase:

T =0.

Sltuac1aa je izmenjena utoliko 3to tenzor gravitacionog poten—
cijala, kOJl podlze i spuSta indekse, sad pripada fimanskoj me-
trici. To je i razlog 5to divergencija mora biti: kovarijantna.

, %za odredenu materijalnmu sredinu ili polje, jer se

(40.6)

"YL‘T;F :

(40.7)
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U vakuumu, u odsustvu’ clektromagnetnog polaa (takozva Sledeéi na redu je pojam funkcije deo po deo neprekid-

IR ¢ & X sloboan pros‘l:or) ‘gravitacione jednalinme glase; “na osnovu
uslova a): g

definisana u nekoj oblasti $% lokelnih koordinata (=1,
2,.00,M ), koju deli hiperpovr® 2+ , zadana sa t’ 0 (s1-
ika 18). Pretpostavimo da je u celoj £ funkecija 'f klase €°
to jest deéfinisana i nepre-
kidna. Uslovimo dalje da {
u toj oblasti bude deo po
deo neprekidna reda £ (&£>0).
"Q'Z Pretpostavimo takode da .je
) izabrana take da je u sve
_()_4 akoj od dve podoblasti Q.‘ i
L0, , na koje Zdell o,

neprekidna klase C , 8 tim

A
Rd/)- IQ%d\p"O = Rd/’= Q. (0.9
L.

Slobodni prostor u gravitacionom polju odlikuje Cinjenica da je ‘
Riéijev tenzor jednak nuli. U Zetvorodimenzionom Svetu opste re-
lativnosti V,' Riman-Kristofelov tenzor ostaje razlidit od nule,
dakle postoji krivina metrike. ‘

Treba da opravdamo identidnosti (40.3), jer one vaZe po-
red deset jednadina (40.6) ili (40.9), koje zadovoljava isti to-

liki broJ komponenatsa . Mi moZemo lokalno, u svim dogadaji-

ma koji leZe u blizini neke hiperpovrii i , izvrsiti trans- AN Sto svi njeni izvodi, od pr-
formaciju koordinata tako da Jetiri komponente 6 dobiju od- Z( _0) vog reda navife, trpe preki-
redene vrednosti. Tada ostaje fest proizvoljnih komponenata to- d= de pri prolasku kroz & . A-

ko je £, odredenc sa 3"<0,
a -Q-1 sa ‘1“’>O , izvodi {M
~{(r = 1,..., &) u nekom prav-

ga tenzora, koje zadovoljavaju sistem od deset jednadina gravi-
tacionog polja, pa uslovi (4C.3), kojih je Zetiri, uprazvo otkl-

anjaju proizvoljnost u istoj meri. Palje femo detaljnije razmo—
cu koji prodire kroz 2. , Ta-

triti ovo pitanje. : slika 18. P
vnomerno tefe f, na & kad
41, Pretpostavke o metrici * te¥i nuli preko negativnih vrednosti (dakle iz £y ), od~-
nosno @ na &, kad " te¥i nuli preko pozitiwnih vrednosti
Ispitivanje metrike Sveta opZfte relotivnosti zahteva ne- (dakle iz Q,_ ). Same *‘N , odnosno ? , bonasaju se kao fun-
ka nadelna opredeljenja u pogledu koordinatnih sistema kojenmo- cije klase C® ostalih argumenata ¢ (i=1,2, ... M1 na
Zemo koristiti, u odredencj oblasti oko nekog dogadaja, lini- E (videt sliku). Primetimo da su, u sludaju da Jje ? u £
je, povrdi  ili hiperpovr3i . Sledeéi koral odnosi se na me-~ klase (¢ a Cc4 Do delovima uz &)4 , veé prvi lZVOdl preki-
triku, koja je zbog potencijala zastupljerna u gravitacionim dni. pri prolasku kroz Z , dok na njoj 1st1 izvodi f i (,,
jednadinama. Zato éemo, u najkraéem, razmotriti osnovne zaklju- : predstavljaju, u odnosu na promenljive , neprekidne funk-
¢ke i obrasce koJji se odnose na prekidre funkcije i njihove iz~ = cije klase C&" kad se pomeramo po bilo kojod putanal \; (u)
vode prva dva reda, a koji ée nam u sledela Zetiri odeljka bi- (i =1, 2,000y n~1). Za L; (3 b:Lsmo imali da su 4, 1 €1 ne-
ti osnovno orude. prekidno diferencijabilne klase C*%* 42 samoj 2, . I dalje

redom tako.
Prethodno smo se ogranidili na sludaj kada je g nep-’

rekidna funkcija klase (i , a C"‘( £ >0 ) pddelovima, u ob-
lasti Q. B Mozemo, bez bitnih promena W rasudlvanau, posmatr-- -
ati funkecije koje su klase Ci¢ j >0 ), a &>4

po delovima u toj oblastl. Tada su funkclaag i njeni izvodi -

Yeka funkeija ¥ je klase C° u nekoj oblasti,ako je
definisana i neprekidna po svim argumentima u datom koordinat-
nom sistemu, s tim 3to to ne vaii za njene 1zvode. Ops&tije u~
zev, jedna funkcu;a! Jje klase C"( £ =0,1,2,...) u nekoj o-
hlasti, ako su osim nje definisani i neprekidni svi izvodi, za-
x1ljulno s redom & , po svim argumentima, a u odnosu na dati

Yoordinatni sistem.

—ney--iii-deo po-deo-glatke,.-do-odredenog reda-izvodas: Keka je- fu—%'%_——m«-w .



_blasti £ , a od reda .3 4+ 1 do % neprekidni u oblastima €1,
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deo reda 3 (najmanje prvog) definisani i neprekidni u celoj o-

i ), , a prekidni pri prolasku kroz Z . Na samod toa hiper~
povrii vaZe, za izvode &iji red ide od {g“”’ do {‘ L =

1, 2), bez bitnihk izmena, svi zakljudci koje smo imali u slu-

&aju kada je § klase C® , a C*( £>0 ) po delovima.

Treba i formalno da iskaZemo prethodna razmatranja. Pr-
ekidi funkecija podleZu u analizi poznatim Adamarovim (J. Hada-
mard) uslovima. Mi éemo ukratko dati veze izmedun prékid.ne fu-
nkeije i njenih izvoda. Analiti¥ki prilaz, dosta pristupadan,
dat je u Svarcovoj knjizi veé navedenoj u §21 (L. Schwartz,[“l],
Méthodes mathémétiques pour les sciences physiques, str 89-95).
Uzmimo da je f skalarna funkcija klase C° , a C* po delovi-
ma. Tada &e, ako zagradama [-) oznadimo razlike vrednosti

f. - §o funkcije £ , i1i (), - (3¢)s njenih izvoda, biti
pri prolasku kroz

[‘]20, [}%}:o’ [%%]’b; (41.1)

e, -5

oy gyl gt LOy
(Ld=1, 2, «eey n=1);

[{]E{;—Q ,(?3‘] (fa}) (2’£)4 o

gde D iE oznadavaju skokove izvoda odgovarajuéeg reda na zZ

V Postavlja se pita‘nje da li prekidi neke funkeije i nj-
enih izvoda, ustanovljeni u jednom sistemu, postoje i posle t-
ransformacije koordinata. Ofigledno je da se za nesingularnu
transformaciju (u) -» (%) ., pri kojoj su nove koordinate pre-
kidne funkecije, ili funkeije s prekidnim prvim izvodima, od ra- i
nijih koordinata, moraju poaavn.tl pI‘ekldl funkcije f , 111 -
njenih prvih izvoda, i tamo gde ih u ranlgem sistemu nije bi-
lo. Stoga, ako funkeija { i njeni 1zvod1 zadovo]iavaau uslove
(41.1) i (#1.2), nove koordinate x¥ moraju biti-funkeije kla—v
se C* od ranijih \3 uQ , pa ¢e isti prek1d1 postoga’cl u '
novom sistemu, a novi se neée pojaviti. Zaista, tada (41.1) i

E.

) (41.2) I
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(41.2) daju:

e, L,J ” e 9?, )

b.=[2£]) ;

=0 2x_ .
',3 ,473,_ D#"O, e te e v L o (81.3)

[')}%33] h?f— ‘3;‘ ’3;“ [d]»z}za:
= E‘%—T ‘?f"' D‘qata}; =0,

([ 24]).
] - e e n 2

o?
™~y
o

ag
2

'7‘ -93
E . .

- . . . . .

o (41.4)

(elyp=1,2,...,1; & ,a' =1, 2,..., n-1).

S obzirom na nezavisnost rezultata. od poretk‘a parcijalnog d.l- :
ferenciranja, velidine E'(" su simetrilne. : P
" Ako pogledamo prvu vezu sistema (41. 3), \ndimo da Je o~ . :
na posledica odgovarajuée veze u (41.1). Sledeéi sistem linear- -
nib jednadina ima, poZto je jakobijan transformacije *J $# 0,




T ivijaIns vesenjs za P uw funkeiji D . Kad te vreduosti-—une=
. semo u (41.4) dobijamo, pri utvrdenom indeksu f3 reéénje

. za Jedan niz vrednosti E,@,; ( oL promenljive). Menjajuéi B,
‘a samiam tim i koeficijente %72yt
_mogenih sistema linearnih jednalina po E;n , ¢ija su redenja
- Jedinstvena u funkciji veé nadenih P, , njihovih parcijalnih
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a poslednja jedna¥ina nehomogena sa D # 0, Jjedinstveno netr—-

dobijamo niz saglasnih neho-

izvoda i veliZine B . Tako mo¥emo, u zavisnosti od velidina D
i E., koje predstavljaju skokove izvoda u ranijem koordinat-
nom sistemu, odrediti na jedinstven nadin skokove u novom sis-
temu. MoZe se pokazatl da neprekidnost te funkcije i njena pr-
va dva izvoda na £ u ranijem sistemu povladi, pod nafim pret-
postavkama, njihovu neprekidnost i u novon sistenu.

Razmotrimo pitenjdponalanje funkeije ; u pogledu zako-
na transformacije. !'i smo posmatrali sludaj kada je ona bila s-
kalar. Ako bi bila tenzor, ili neki drugi geometrijski objekt,
situacija se menja, jer bi se tada u transformatu na3li i izvo-
di jednih koordinata po drugim, prvog reda zs tenzore, a dru-
gog za koeficijente povezanosti f;; ( videti § 8). Ctud se u
izvodima transformata tih geometrijskih objekata pojavlijuje red
diferenciranja koJi unosi prekidé, pod nafim uslovima, i onda
kada ih u polaznom sistemu nije bilo. U sledelem odeljku lemo
ispitivati prekide izvoda tenzora i njihovih trunsformate.

Siroko ispitivenje sa izrazito deduktivnim pristusom,
prekidnih geometrijskih objekata, moZe se na primer nodéi u Ti-
Snerovidevom &lanku (A. Tichnerowicz, Cndes de chece, ordes in-
finitésimales,..., CINE session, lelativistic Fluid Iymemics,
1971) i drugim njegovim kursevima.

Smatraéemo, uopite uzev, da Svet opite rele
edstavlja povezanu, orijentabilnu i diferencijabilnu
rost V:, sa lolalno pseudoeulclidsl:ém strukturon. Cvo peslednje

tivnosti pr-

mnogostru—

smo veé bili nagovestili pretpostsvkom o egzistceneiji lokolno
Lorencovih posmatraa u svakom dogadaju xt

Ostaje nam da konkretizujemo nafe zakljudke. Posnetra-
Zemo moguée prekide izvoda tenzora gravitacionog potencijala ko-
ji su zastupljeni u jedmadinema polja {(4C.06) i (#C.28). Hoordin~

atne sisteme, koji lokalno zadovojavaju postavljene uslove, zv-.. .

ademo dopudteni sistemi. Fored izreza (3%.2), koji iskazuje lo-
kalno pseudoeuklidslki karakter metrilc, smatraéemo dao cu trans-
dva 1zboﬂ°

formacije ﬂesingularne i da zadovoljavaju jedan od
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pretpostavki.

’ + .
al) Donustenc koordinate su funkcije bor klase C T

Jedrnc od drugin.

a2) Gravitscioni potveneijial je funkcija bar klase &

a ¢’ po_delovira, dophitonih koordinata.

Podrazumeva se da polazni lokalni dopudteni koordinatni sist-
em mora zadovolJjiti ove dve pretpostavke, s tim &to u prese-
ku njegove oblasti definisanosti ®4 s nekom drugom oblaféu €,
drugog lokalnog sistema, ovaj mors zadovoljiti iste pretposta-
vke da bi bio dopuften. Tako se dalje mo%e Ziriti oblast defi-
nisanosti polaznog sistema.

Po drugom izboru je:

v ) - y -~ . . 4
DopusStene koordinate su funkcije bar klase C

b,)
e’ L= ) -
a po_delovima, jedne od drugih.
b2) Gravitacioni potencijal je funkcija bar klase c°

kS
a C po delovima, dopusStenih koordinata.

Pada u oéi odmeh da nafa ranija diskusija, sprovedena pod pr-
etpostavkom da su jedne koordinate funkcije klase ct od dru-
gih, vaZi za prvi izbor pretpostavki a ne za drugi.

Mi éemo prekide izvoda gravitacionog potencijala pod
uslovima al) i a2) (prekidi drugih izvoda) tumaditi kao pore-
meéaje na frontovima infinitezimalnih ili obidnih gravitacio-
nih talasa. Prekide koji se pojavljuju pod uslovima bl) i b2)
(prekidi prvih izvoda) tumaliéemo kao poremeéaje potencijala

na frontovima udernih gravitaciorih talasa. Cvi posledndi bi-

1i su predmet novijih ispitivanje LiSnerovids i njegovih sar-
adnika (C. R. Acad. Sc. t 27%, A 528-53%2; t 275, A 138 I:—1380'
Y. ChoqueffBruhat, Comm. Math. Phys. 12, 16-35; i drugi). Tre-
ba reéi da ima jos§ nauénika.koji su izudavali udarre gravita-
cione talaée, drukéijim metodama ili u nekim konkretnijim slu-
dajevima, Mi ih nelemo razmatrati. Ograniciéemo se ‘na izlaga~

"nje uslova za postojanje obidnih gravitacionih talasa ' i na
njihove glavne osobine, koristeéi ovekav prilazy u slededim -

odeljcima.

%mmWﬁw_MkApQ,r¢vom~izborn ot - S N ——

ki

k]
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2. Uslovi za gravitacione talase u slobodnom prostoru

Ri%ijev tenzor krivine glasi, na osnovu kontrakcij_e u
(#0.1): o ’ :

el » s Y
R.,= 2 =2y tTadn-Tals,  wen

ili eksplicitno:

by ')’Qg '3"3511‘ - ._3"’—?7 -
R,“:di% 'ax“‘)xr-!- 2% 2

- _;?Iﬁ,%‘—) + Q.@(ﬁ 3%%)) (82.1%)

gde su svi ¢lanovi u kojima nisu zastuplaenl drugl izvodi 5,”
grupisani u simetridne funkcije a# .
Jednadine gravitacionog polja u slobodnom prostoru (40. 8)

koje razmatramo prema tome glase:
\3 8 +
A v 24 ___54:." - %.—
= 7-% (7;%‘»:" o wx

T

2 )+ =0, (452.2)
- X ® Q‘”

Postavlaa se nadelno pitanje refavanja ovog sistema par-—
cijalnih jedradina drugog reda od nepoznatih funkecija 4% po
promenljivin x Prvo moramo imati, na nekoj hiperpovrsi. x
zasad pr01zvolgne orijentacije, zadane vrednosti promenljivih

? sde sa 2 ozria"c’:avqmo igvod u praveu up-
(%%)' ( *%‘“) : as)s usvojenim u pret-

ravoon na . Tod L,rr\tpoc*avkama al) i

hodnon odeljiu, ﬁ#
no diferepncijetilan, e jol

riora biti nepre}'1¢3n i bar jednom neprekld—-‘ »
dvanut difarencijabilan po delov1ma
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4

(dakle lflase C y a C po- delov1ma) u. p0smatranog oblasti
~Q od V‘, . Isnltlvanae regularnostl P sasboal se u tome da
utvrdimo pod kojim uslovima ona moZe da postane povrd © prek-

idnosti za druge izvode “dpm N7 . Smatratemo da iduéi po_ sa~
‘mog Z tengor (’3&5)9 treba da bude bar klase .- (7,\3.‘4)
bar klase .- Ovo moZemo uvek zahtevati, jer mi postavljamo

problem i zadajemo vrednosti na Z: . Pri prolasku kroz tu hip-
erpovrs mogu se pojaviti prekidi veé drugih izvoda gravitacio-
nog potencijala. .

Izvriimo razvretavanje izvoda na zZ . Neka ta hiperpo-
vrd bude prvo prostorno orijentisana, i lokalno zadana sa
2 = 0. Koordinatna linija %! ne mora biti ortogonalna na Z
5to bi nuZno povladilo njenu vremensku orijentaciju, ali emo
mi postaviti kao uslov da bude vrewenski orijenticana, &to o-
pet ne znac:. da mora biti i ortogonalna na toj hiperpovriini.
Tada Jje ‘3 < 0 | Izvod u pravecu o* razla¥e se lokalno po
tangenti 1 normali u odnosu na . PoSto se izvoedi u tangent-
nim praveima dobijaju diferenciranjem po promenljivim xt s ko-
je se menjaju na Z sleduje da su uz <'3,k g,”) zadani i ('34%),
i obrnuto. Znadi da se drugi izvodi ('3115_",). i (’3“5 , do-
bijaju diferenciranjem zadanih velidina na , pa su neprekid-
ni. Ostaju jos ?ﬁl,g.” koji bi jedini mogli imati prekide.

Ako ispifemo jednadine polﬂa (42.2) na P , razdeljene
u tri grupe prema indeksima, imaéemo:

R;= 3. (.) 4) S (33;;.4;,; : % /'3) =0, (w23
2!»
R.A‘ 3“ (gx:)’t 7 (

T e o (- )0,

(42.4)

U ovinm vezama, PoJe se mogu neposredno proveriti, Fi' s 7; .
§ su funkei jes: samo onih Vellclna koge su zadate ill:se mo

izradunati diferenciranjem na Z.' . Vidimo odmah dve .stvari..Pr

vo da je ovaj sistem, s obzirom na indefinitnu metriku, hiper-

bolixlfog tipa. To se vidi po koeficijentima uz dlanove sa naj—
vigim redom izvoda. Stoga je ispravno postaviti KoSijev prob-

[N—

1




lem, za koji smo se u prethodnom izlaganju implicitno opredelili
~Drugo, da se wécu onin veliZinama koje mogu imati prekide na ¥,
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pojavijuju samo komponente ;1 tenzora potencijala koje odgo-
varaju krivim na toj povr3i (ma da su na njod zadane i osta—
le komponente ‘34‘, i njihovi prvi izvodi u rormelnom praveu).

Ustvari, za odredivanje vrednosti traZenih drugih izvoda gravi-

tacionog potencijala dovoljan je sistem od Sest jednadina (42.3)} -
koji je zbog toga i izdvojen. Poito se u (42.3) drugi izvodi tih -

Sest komponenata ()ﬂ'ﬁ"ﬁ
jev problem, to zasad nema moguénosti da se u te jasno odredene

mogu izradunati iz podatazka za Kodi-"

izraze unesu neki prekidi, odnosno promene vrednosti posmatra-—
nih velidina.

U §lLl smo ustanovili da se pri transformaciji koordi-
nata ne mofe garantovati, u odnosu na svaki sistem, neprekidno-
st odredencg reda izvoda tenzora i drugih geometrijskih objeka-
ta. Treba proveriti pitanje postojanja, ili repostojanja, pre-
kida izvoda komponenata .g,qg u odnosu na razlidite dopustive
sisteme, narodito s obzirom na g »3.(1. koji se ne pojavijuju
a (42.3) i (42.4). Zato éemo izvrSiti transformaciju (x)—»(x') ’
takvu da na Z ostanu saduvani koordinatna mreiza x! i lokalni .
tangentni pravci na . Time su oluverni i podaci za ¥ofijev
problem, dok za vrednosti '1)"’@0 koordinatne krive izmene ko-
nfiguraciju (videti sliku 19). Takva je sigurno transformaciju:

xe =+ G0 [0+,

( d=d=1,2,3,4),

gde Je i'!'definisano teko da teZi nuli istovremeno kad i xt .
Ia hiperpcvréi[: nosafu problema tada imamo:

F7A D .axlt
{2x™) _ o 2 _ 2% =(_,_____)=o.
('axﬁ A 8/3 , \oxr 2xt 2%t XV, )

ST ‘3x.'175_5)=0 ,_?:. 7",7:—. <
PENE P o—( ° °

(42.5); ~debijamos T T e e
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/) .
ta osnovu zakona transformacije tenzora (ﬂ‘%)e (Q"ﬁ y 1 veza,

2 o
: = ( ’ —%—f—) = (':;?j‘f‘ . (42.6)
‘g‘lﬁ 0 <} ] 43
vidimo da su podaci za Kofijev problem oduvani. Za druge izv-

ode po %Y, odneenc %™  freba razdeliti promenljive, kao Sto

je udingjeno u (42.3) i (42.4). Tada ralun daje:
2, ) _ [ Y44
()x‘)\n (')x‘).LO Y
el B .)A. .’u X } ;{p .
Lm&g )“)f ((n&g )z). +f, + 8, | (¢.540%)

dakle, neprekidnost iz-
voda "3“5&[ na 2 ,
dok izvodi By, Gui
mogu imati prekide. Pri
izboru (?“ , vakvom da
bude [?‘J.:{:O , §to
je moguée, Jjer su jedne
koordinate klase Y u
odnosu na druge, &

‘f“ se pojavljuju tek
podev od treleg izvoda
naZ: , mogu se stvori-
+i 11i ukloniti prekidi
ivoda ['%.ﬁdj. :

Ista analiza bi

(w2.7)

I posle ovakve transformacije dobijamo,

sc mogla sprovesti i za
& vremenskog tipa (4 73
T$0). Ctud vidimo da je
gu u svakom do-

slika 19

problem ispravno postavijen na hiperpovriima koje

gadaju. orijentisane bilo prostormo 414 vremenski. Drugi Je zaklj-
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dak da g8mo prekn.dl drugih izvoda transverzalxuh komponenata
,g“ na  J3 o mogu imati fizidko tumacenge, “jer seé dopuétenj_.!
transfomaclaama koordinata ne mogu n:L stvoriti niti otkloniti.

kdda Z 1okalno dotide nulti konus. Tada
vac na tod hiperpovrii mora biti, kao sto smo vi-
wju ravneg talasa ( §14 jednalina (14.10) i da]ge),.
rulti vzkior. Vooraln ta ﬁ'-" , koju razlaZemo na normalni i *-a-

. L, . . 4
i provae u odnosu na Z , bile singularne, pa je- ‘3‘ e O.
3) i (#2.4) vidimo da . tada i Oy 44 mogu biti
i. Zekljudak je da  _ 49 mogu biti prekidni jedino ma

t“im hipergovriims,

ravitacionog polja. Gravi-

\

ozratrajmo, u sluéaju da su uslovi za resenge Jedna—
%ing pelis izprevno postavljeni, dakle lokalno 3 " 0, veli~
_ VR ,

tire Gf iz (4C.4):

(43.1)

4, . P . .
jarislimo da su naz dati (GJ. . Fozelse proveriti da ni u j-
zincj od Lomponenate tenzora (3% nema izvoda '3“8.“ . Da-
kle, tada podaci za Tofijev problem M, i (7,“ ) omoguéa—
vaju da se, diferenciranjem po koordinatama x:' odrede osta-
13 ZVOdl, pe prema tome i vrednosti (G.J . Obrnu’co, ako su -

dati ( i (Ru)‘ jednacdine:

( -‘c)."'"_o, \Q | “ (4!3.2)'

v.rloraau bltl zadovolaene. gad moZemo zadrzatl, medu gravitaci-

onim Jednaclnama, sistem (42. 5), a umesto (42.4) staviti (4%.1).
Yo je moguée stoga Sto su, na osnovu vazeceg sistema (42.3),
R,_j Jednazl nuli, pa u (43.1) ostaJu G i 6,. , Srazmer-
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ni Ru. i R“ ”preko regularnog koef1c1genta 3 . Ta zame-'

‘na je, dakle, 1spravna. Zbog (42.3) 'bakode imamo:

G’ = ﬁ‘qu - Ss (ﬁ“R“ + zg _RM),

Gl =4 Ra.

Znali da su i preostale komponente tenzora 64 11nearne funk-
cije samo R(& , ¢ime su vjedno linearne funkcije i 6,‘ . A-
ko napiZemo jednaline (#0.3), odnosno (40.4),u oblikv.

(43.3)

VG 1%6,=0,

vidimo da se one mogu izraziti u vidu kovarijantnih divergen-
cija samo od 6‘: . S obzirom na definiciju kovarijantnog iz-
voda, kad izvriimo sve zamene, i grupisSemo sve linearne komb-
inacije koeficijenata povezanosti pa ih obeleZimo kao funkci-

A"’i B?

oL

% x‘ Ai”'a G, + B2 G (43.4)

, gornji sistem &e glasiti:

Kad u ove Jjednaline unesemo vrednosti (6:} sa. hiperpovréi B
E , dobidéemo da je izvod na levoj strani jednak nuli, posto
se diferenciranje . na desnoj strani vrsi poZ: a to znadi
da funkeije 6" ostaju jednake nuli i kad se napusti Z o Ni-
kelvi skokovi promenljivih ne mogu se pojaviti u sistemu (14-3.4)', W-
su nu koef1c13ent1 funkeije koordlnata klase bar c y posto
zavise od '3 . Stoga se njegova reienja mogu produziti prew.
ko cele oblasti Q Znadi da je sistem (42.3), zadovoljen u ce-
1loj oblastlQ koja sadrZi . , uz uslove (43 2) koji vaZe na
Z , dopunjen sistemom (4'5 &) na osnovu kogeg su 6‘ w0 sv-
uda u £ . C e .
Cvim smo pokazali da reSenje osnovnog s:.stema diferen-
cijalnih Jednacrna ostaje :mto ‘kada se umesto 51stema (42.4)°

unese (43, 4), koje pored potpunog sistema (42.3) i (42.4) pr-

edstavlijaju identidnosti. Znadli da je refenje gravitacionih Je-




o dokazatlo'
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~dnadina suglasno, p Je taa 51stem111nvolu0131. Bto je treba~

Predimo na slucag kada Jje lokelno , pa su, kao.
.,to smo videli, moguéi prekidi [‘9“.3.”3 go. Cvi poremeéaji
gravitacionog potericijala, kako smo ih nazvali, a°d1n1 mOgU fl—
zilki odgovarati pojavi gravitacionih talasa. FPodsedamo nz to.
da se radi o obidnim ili glabim talasima, a ne o udernin, koji
bi odgovarali prekidime prvog reda [’b"ﬁ‘”’] Uslovi za ove su
bili iskazani pretpéstavkama b)) i 05).

S obzirom ma nulti karakter gradijenta na hiperpovrii

imaéemo, gko je ona data sa § = Oomst:

{9 =0, #’2&'% 0. . (83.5)

¥onalna jednadina { = const predstavlje familiju reSenja gornje
parcijalne jednadine. Ako uvedemo Hamiltorovu funkciju:

Hix ;4) = ‘%_'3"’1»"},,"”“57 (33.6)

imaéemo odgovarajuéi karakteristilpi sistem obilnih diferenci-

jalnih jednedinma:

koji se svodi nz kanonski sistem u odnosu na parametar W :

xt S 1. .
ﬁ: 71’*-: } ﬁ%" 2t S

‘Tagranieva funkcija - L (Gc . %X ), u XlasiZnoj mehanici
poznata kao "kinetidki oot9n013al“ definisana je ca:

Lot | ()

¥anonske jednodine su trensformati jednadina ekstremala Legran-
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keijes Fodto je iz njihove prve grupe (43,8):

A~

imamo:

L =3 gy %%,

(43,10)
Tada jé, na osnovu prethodnog 1 druge grupe jednadiie (43.8):

o 2L H

-
T om—

An e T Tt

Iz (43.9) je najzad:

2L 3L
%sz—,ﬁ;eo, , , (43.11)

Zto predstavlja diferencijalre jednadire eksiremzla u odnosu
na kanonski parametar W . Alo je konstant ta, (Z u (43.6) jednz-

ka nuli, kanonski sistem daje relen: da {kerakteriztike) zo per-
cijalnu Jjednzdinu (43.5). Longcnakjednaéina hiperpovrii 23 G-
brazovana je od elistrerzla Tagranieve funkeije, kojs je na ocs-
novu definicije i rrethodnih veza Jedralia nuli, [_ = Q. Cdmsh
vidimo iz (43.10)dn to odgovearc nultom sludaju M 0. Izko
zekljuénjemo da su redenja jednadine (#3.7), koje predstavlja—
Ju bikarakteristike jednadina Fravitacionog‘polja u slobodnom
prostoru (40.8), odrosno (42.2), formirane od nultih ekstrema~

la svetske metrike i odgovarajuéih tangentnih obvojnih elepmena-
ta fg 5 sistema (43.7). '
U § 5 smo veé imali pojar nultih seodezijskih linije.
Istidemo da su bikarskteristike, po definiciji iz teorije jsd-
nadina matematidke fizike » putanje prestiranja bilo kojeg tala-
snog kretanja. U ovom slulaju one su svetske linije graviteciof
nog zralenja, pe se nulti konus u opdtoj relativnosti zove i
gravitacioni Lonus. ’ . i o y
Gravitaciono polje u slobodnom prostoru dopusta nulte
hiperpovrii na kojima postoje poremeéaji‘drugog_reda (slabi po-
remeéaiji) gravitacionog potencijala. Oni se prostird du? nult- -
ih geodezijskih linija svetske metrike. -
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S . cbzirom na nultost talasnog fronta 2, , graalgent mu_je tako=

44. OpSte osobine gravitacionih poremefaja .

“@e multi vektor, pa jedan od &lanova u (44.3) otpadas Dakle: - o

Pokazali smo da se na nultim hiperpovriima Z’. mogu po-—
javiti prekidi samo drugih normalnih izvoda transverzalnih kom~
ponenata tenzora potencijala ’ag‘,gq . To smo izveli u koordi-
natnom sistemu u kojem Jje E lokalno zadana sa 9&"- 0. Postav-

1ja se pitanje opSteg oblika uslova koge zadovolgavaau poremed—

Y £ §
Byt M e, B0
P ) A
C ¥ 54 Vach
aji ﬁm u koordinatnom sistemu koji nije prilagoden, na , Te- fto se mo¥e napisati kao:
Zavanju KoZijevog problema.
Ovo &emo iskazati time Sto Cemo za druge izvode %.4, u
praveima koji imaju komponente upravne na talasnom-frontu stav-

iti d= unose prekide. Ake sa m* obelefimo lokalnu normalu na
Cetvorotalasu (videti §14), ti prekidi glase:

(Ylef?t'“%‘f:"m‘) L (&:"Fr‘ 4‘_3}‘.%)91.@0. (st 1)

Zbog M'.L'?‘ 0 sleduje da vektor u zagradi mora biti jednak nuli:

B 0 - & . ‘ ‘
[Zxé%cg] =m-rm8t(6 . v . NCTD : 'K‘.‘S%S:'ilr‘. m, . e o o (44.5)

Tad ugoredimo ove izraze sa onim koje smo imali u §41, a koji : Poremedéaji Y‘dﬂ gravitacionog potencijala, kojih ima 10, zadov-
su se odnosili na skalarne funkcije, vidimo da Jje razlika u tome oljavaju ove Setiri linearme jednadine, pa ih moZe biti najvi-
Zto je koordinaini sistem bio prilagoden, pa je vcktor normale.. fe Sest nezavisnih. To je posledica &injenice, utvrdene u rani-
glasio M¥%(0,...,1). YeliZine 'r.qz, su zasad neodredene, a zboé" jim odeljcima, da samo komponente 3“ . -mogu imati poremeda-
simetrije morsju takode biti simetridne. je na gravitacionom talasu. Zakljudei %’42 ka¥u da postoje do-

Jednadinre gravitacionog polja u slobodnom prostoru (40.8) pudtene transformacije pomoéu kojih se poremeéaji mogu stvori-
imaju &lznove koji tefe razliditim vrednostima ne Z: , veé prema i ili ukloniti na drugimlizvodima onih ,%.“ koji imaju kompon- :
tome da 1i posmatramo njihove nizove u tadlama koje teZie jednoj ente upravne na Z . To znadi da - ' stvarni poremeéaji mogu bi-
ili drugoj strani Z . razlie na &5 date su izrazima (44.1). A- ti jedino oni koji su upravni na P : L
o sa R:‘ﬂ i R.’;a ocbeleZimo vrednosti koJjima teZe komponente ) -~ {
widijeveg tenzora, jednadine polja (4C.8), koje wmoraju biti za-
dovoljene svuda u Vh , glase: ' ‘r‘ﬁmfz 0. ;(44-6)

4 2 :

R = 2-(4 = 0 =% [R%]:_O (44..2) Odakle je:

ovo - am, kad se eksplicitno I"’pl Ze po (4? 2), daje viZak &lano- ‘}‘/‘3‘3—_: 0. ) v (4n.7)

'POotO je 'YL nultl vektor, dakle 1stovremeno tangentan ‘na. kgra—'
- kter1st101 i na blkorakterlst1c1, to. se u dogadaau na : V1se

ne moze. odredltl lokalno or’cogonalna vektorska cetvorka, vec ’c—
.rojka, sastavljena od Mm*< i dva prostorna . vektora. Posto ni

- -
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Jedan vremenski vekbtor ne moZe biti ortogonalan na nultom  (vi-"

Tdeti §3) to su preostala dva, tangentha nia Z , prostornio oric

jentisana. Koeficijenti Y,“ leZe u dvoravni upravno] na pravac
prostiranja zrska, pa imaju zbog simetrije tri nezavisne kompo-
nente. Medutim, uslov (45.7) ,' da im trag bude jednak nuli, su-
Zava proizvoljnost, pa na kraju ostanu samo dve nezavisne veli-
¢ine. i

Gravitacioni talasi su transverzalni, a poremelaji na
njima dvoparametarski.

MoZemo, na osnovu relenog, dati lokelnu geometrijsku pr-
edstavu za T.‘, . Ako -su N i & dva ortonormirana, prostor-
na vektora upravna na , dakle tangentma na Z , poremeda] TM
moZe se napisati pomodu sledeéa dva vektora i H

ﬂ-—-—pjf:\,-&-ﬂ—\_\l,m’

- - (44.8)
H a—%‘k‘. -+ AW@.\,
(W R =W R =0y Wa = Wy =),
u obliku:
Vip= MM tMNe (4.9)

Ovakav ‘rdﬁ zadovoljava (44.6) i (44.7) i zavisi od dva param-
etra & i § . :

45, Gravitacioni i elektromagnetni talasi

Preéi éemo na sludaj kada je tehzor energije -‘:9, raz-—
1idit od nule, a odgovara elektromagnetnom polju (y»ideti §31+)
\u‘p:c"azr'mm prostoru. Tada su jednadine polja oblika (40.5), dak-
1e‘,neh'oifnogene. Ovaj sludaj je nazvan gpoljno jedinstveno polje.
“Spbijnim ée zove zato 8to u posmatranqj oblasti nema materije
(taéhije redeno mema. supstancije) koja je inade njegov izvor,
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a Jedinstveno zato Bto se radi o istovremenom prisustvu dva po-

~1ja koja dejstvuju na daljinu.

Maksvelove jednadine (32.8) i (32.9) elektromagnetnog
polja izrafene su, u op3to] relativmnosti, pomoéu kow}arijantnih
izvoda tenzora Fy, . S obzirom na to da u vakuumu neme elektr—
i&nog protoka 'Jﬁ , one glase:

of
C‘zv,F ﬁ:o, (45.1)

D¥= %(* F“"’) =0 . (45.2)

Osnovne jednadine (#0,.6) su tada:

Hc‘ﬂ = Gd/s-f'x’ql/’ = O’ (45o5)

gde Je ‘T..'m tenzor energije elektromagnetnog polja, oblika (34.
1). Po¥to je na osnovu (34.2) trag toga tenzora jednak nuli, iz
(#5.3) sleduje i R = 0. _

Neka poletni uslovi za resSavanje sistema (45.3) budu za-—
deni na hiperpovrii &ija Je lokalna konadna jednalina xt. 0, U~
zeéemo, kao prvu pretpostavku, da 2, ne dotide nulti konus (

# 0). Sto se ti¥e metrike i dalje su ispunjeni uslovi 8) i ay)
iz §4l, koji su vaZili za gravitaciono polje u slobodnom pros-
toru. Treba da ih dopunimo podacima o elektromagnetnom polju.
Tako ¢emo imati, zadane na Z:_,, vrednosti gravitacionih poten-
cijalsa (ﬁ,@)’ i njihovih igvvoda u pormalnom pravcu (’3,"_.9% o 5
a uz njih i vrednosti tenzora elektromasgnetnog polja (F,,/, ), .
Kao i prethodno, (5.;,,), Je triput, a (?mg.q,), dvaput diferen-
cijabilan, odnosno toliko puta neprekidno diferencijabilan po
samoj & , & dodajemo zahtev da ( F, ). bude dvaput diferencija-
bilan, neprekidno po: 2. . Svi izvodi vifeg reda izradunavaju
se iz vrednosti zadatih za KoSijev problem. Dekle, jedinli izvo-
di koji bi na Z mogli imati prekide 54 Jpmus 1 hFup. Ci-
njenica da veé prvi normalni izvodi 2”5, mogu biti prekidni po-
&iva na tome 3to ti poremeéaji nastaju na elektromsgnetnim tal-
asima, a-jednadine polja koje oni zadovo3avaju, (45.1) i (45.2),
su prvog reda. '



- dvajajuéi.vrednosti- promenljivih Koje su zadane na e i
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.« Naplsatemo Maksvelove jednadine (45.1) i(45.2), dz—i 8

...I65 -

e L

P o
H =G, +%T=0. #5.7)

VoMY i, 4 P 3. '
O RRI R (R ig)=o,
i 4 '
C'= ,-?FF;.‘+)\"(-~')=O;

I)ifi iéarfégzaf;gvaz

.
)
~s

Ako leve strane (46.1) napifemo u kovorijantnim koordinatanma,

eri
videtemo da se iz prve tri jednadine (25.4) {0 Fi[ mogu za-

.
meniti u detvrtoj. Srecdivanje femec izvrii*i talo da Sude:

CA E}QC" 'f'g“ck =- F};F?‘;A@“?l? +
+40,(-+) +4"M(-) =O.

Odavde sleduje da se sve veliline zadane u izrazu za C nogu
izradunati iz podataks za Weofijev problex. Isto va¥i i za pos-
.5), koja predstaviis DY , bi-

i‘ﬂr‘

ol

lednju jednaéinu u sistemu (45

duéi da se u permutacionom tenzori
na‘%i g, koje je, kao i E;,, , zzdane na Ze . ,

' _Sistem diferencij=lnih jednalina polja'razlafemo na

dve grupe:,

g =RgHXL;=0, . .

B

oy

(a5.8)

"pojavljuie gusti~ -

U sistemu (45.6) se moZe, kao u (42.3), izdvoJditi majviZi red’
j.avoda 2% P u svakoj jednadini i izraziti pomoéu zadatih
vrednosti éiﬂd' , (3)5<‘L i (EEJ.'. U (45.7) se ne pojav-
ljuju drugi izvodi @y = , isto kao ni w (4#3.1). Odgovarajuéi
zakljuéci vaZe, Zto se tide izvoda ')‘E“ , za jednadine (45.4)
i (45.5). To-se vidi iz levih strana prve tri jednaline oba sis-
tema. Odatle jasno sleduje da se za Cl ,)Dt i Hﬁ u potpuno-
sti mogu odrediti, to jest algebarski re$iti, velidine E&Eb .

2%53*6 . Dakle na hiperpovrii A s lokalno orijentisanocj
bilo prostorno ili vremenski, ne mogu se pojaviti prekidi izvo-
da koji su zastupljeni u osnovnim jednadinama gravitacionog i
elektromagnetnog polja.

Ako bi ZJ doticala nulti konus ( "3“= 0), iz (45.4)

sleduje da E&Fi‘ mogu imati prekide, a znamo ved da isto vaZi
i za ah‘gy' . Hiperpovrs postaje‘karakteristiéna za gr—
avitaciono i elektromagnetno polje istovremeno. Napomenimo da
je Cinjenica da se C? i neposredno nalaze iz velidina zada-
nih nazg u skladu s tim da F;g ima Sest komponenata, i da- os—
taje ukupno Sest jednadina Ct 1 D za njihovo odredivanje.

Treba da ispitamo poremeéaje elektromagnetnog polja na
talagu onako kako smo to ulinili za gravitacione poremedéaje u
slobodnom prostoru.

PoSto su elektromagnetni talasi nulte hiperpovrsi  po-
remeéaja prvog reda tenzora elektromagnetnog polja, Sto preds-
tavija sluéaj &istog zradenja (videti § 35), imaéemo na njima,
analogno vezi (44.1) za gravitacioni sludaj: A ‘

[Zb%] .

Gde su q&, komponente. antisimetridnog tenzora poremeéajalpoija.
Ove velidine vezane su, na osnovu Maksvelovih jednalina (45.1)

. £45.8)

i - (45.2) uslovima:

- | |
m, ¥ =0 , s,
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Gt me=0. L wsao)

Koji su analogni (44.2), odnosno (44.3). Jednalina (45.2) pisa- -

1i smo u razvijenom obliku.

Utvrdili smo da samo vellclne a,ﬁ., mogu imati pre- .

kide, pa treba prema tome i da saslavimo qhﬂ’.‘Jasno je da taj

tenzor mora imati komponentu u praveu normale, ili bikarakteri-

stike (fizildki redeno zrake), jer Jje 2% lokalno zadata sa b
= 0. Ali s obzirom na nultost ZE , upravna bikarakteristika i
tangentna karakteristika se dotidu. Tako mo¥%emo, kao i u pret-
hodnom odeljku (videti (44.8)), postav1g} dva, do na ugao rota-
cije proimoljna, ortonormirana vektora Weg i iar 1, tangentna

na 2: a upravna ra 5{., tako da proiwo3ni vektor 1\ prosto~

ran i1 tangentan na 2: bude:
-ty
a pomodéu ovog:

t?"/’c Patn " Mata - (45.11)

CQvako obrazovan qu identidki zadovoljava (45.9) i (45.10).
Otud:

Tlekbtromegnetni talasi u gravitacionom polju su trans-

verzalni, a poremeéaji na njima dvoparametarski.

U oblasti u kojoj se prostire elektromagnetno zralenje,

tenzor energilje 1;“ ima, u jednalinama gravitacionog polja (45.

3), zadijacioni oblil koji smo ragmatrali u §~55. Takav tenzor

odgovara singularnom elektromagnetnom polju, to Jest.ongm Zije

su invarijante jednake nuli.
a T
Nedemo ulaziti u ispitivanje drugih moguc1h oblika te-

: ] - . n r.—
nzora energije, kao ni u razmatranje nadelnog: ﬁrlstupa integra

ciji, sistema jednalina gravitacionog i druglh spregnutih polja.
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Pomenimo samo neke dinjenice. U § 30 razmatrali smo hidrodi- 7

- —-namiéke (kompresione) talase u savrienom fluidu. Oni predsta-’ i

vljaju povrdi prekida normalnih izvoda brzine, gustine i pri-
tiska, dobijene iz jednadina dinamike. Takvi talasi su jedno- ' -
parametarski u smislu da je skok jednog od pomenutih izvoda
proizvoljan. Velidina toga skoka odreduje velidine ostalih sk—
okova, Videli smo da su elektromagnetni talasi, kao i gravita-
cioni, dvoparametarski. Pored te razlike, imamo i dinjenicu da
je brzina kompresionih talasa u sti¥ljivoj sredini manja od br-
zine svetlosti, pa su normale na njihovim frontovima ( § 14)
prostorno orlaentlsane. Fogli smo inade razmatrati hidrodinami-
ke talase u opStoj relativnosti kao Zto smo i elektromagnet—-
ne talase mogli razmatrati u specijalnoj.

U opStoj relativnosti na udarnim talasima u materijal-
noj sredini tenzor energije postaje prekidan, pa se na levim
stranama (40.6) moraju pojaviti prekidi drugog reda tenzora

%40..Ali’normala na frontu njegovih prekida nije nulto veé
prostorno orijentisana (videti na primer: I. Lukalevié, Ann.
Inst. H. Poincaré, str. 219-248, XIV, 3, 1971).

Osnovne jednadine elektromagnetnog polje u materijal-
noj sredini izmenjene su Jjer se pojavljuje indukecija (videti
Ch. Mgller, The Theory of Relativity,[16] , glava 7). Brzina
svetlosti je manja nego u vakuumu, pa je obvojni konus elek-
tromagnetnih talasa sadrZan u nultom, koji ostaje samo gravi-
tacioni. U elektromagnetnom konusu sadrZan je hidrodinamilki,
¢ije su obvojnice kompresioni talasi.

Mi smo diskutovali gravitacione talase pod uslovima al)
i 32) § 41, a moguéi su drugi uslovi i druk&iji prilaz. Kao
knjigu koja je posvelena gravitacionim talasima, navodimo mo-
nogratiju [49) , od V. Zahareva .

Eksperimentalnom istraZivanju gravitacionih talasa pr-
vi je pristupio Veber (J. Weber), autor [53 . On je merio,
na medusobno udaljénim mestima, rezonanciju kristalno distih
blokova aluminijuma sa treperenjem Zemlje, na frekventnom pod-
ruédju koje najverovatnije odgovara gravitacionim talasima. U
prvo vreme zapaZiene pojave su potvrdivale oéekivanja,_zbog is-
tovremenosti i nadina reagovanja udaljenih uredaja.vOné'su uk-
azivale na to da su talasi transverzalni, i da bi mogli dolaz-
iti iz sredlsta nase galaksije. Ovo je zanimljivo Jjer je izg ~
ledalo da je ona ‘neko veliko soclvo, koje skuplje i raza51lae
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talase. Od 1973. medutim, nova merenja vrdena preciznijim sre- .-
dstvima nisu niZta otkrila. Da_li je to znalilo prestanak ne-. .

ke emisije gravitacionih talasa u Vasieni, ili ranija merenja
nisu bila ispravna, ostaje da se utvrdi u buduénosti.

L6. Yenzor konformne krivine

Jerzor C definisan, ze rimanski prostor &iji je
c‘ﬁ ¥ * = J J
oroj di:r;enzija m >/ 3 3 izrazom:

Colﬂ h R-((&N‘ + 7;"\':7'-(‘2“5%’“' * Rm%.m"

R ) _
~RayGsr ~ Rasﬁ.(r) + m(ﬁ.«ﬁu 'g.(lﬁpr)._(f-k&ll

zove se tenzor konformne krivine ili Vajlov tenzor (H. Weyl).

MoZe se proveriti da C:¢4r€ zadovoljava sve algebarske iden-
ti¢nosti kao i Riman-Kristofelov tenzor R,q,y-f

Ceqsrs = -CM.; - —Cdpxr ’

C-!(er = CrS‘ovs , “(46.2)

C

wret C apas t Cruas=0 -

Ali on identiZki zadovoljava jo¥ jedan niz izraza, Sto proisti-

" e iz njegove definicije:

Car = C-_z/sr- = 0.

"U hlucaau trodimenzionog Drostora se pokazuge da lean
-Kristofelov tenzor ima oblik ( videtd: P, K. Raéevski, [8]
1964, str 608-61%):
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E%)‘P ,3,,,.3,,, ﬂlsr xx‘_t_ﬁarfgn- /sr N

gde je:

'

S,ss Vm—v. RAJ’ l(m-ukﬁ#‘)

Kad se ovo:unese u (46.1) dobije se Cm‘.y = 0. Znadi da
taj tenzor inma smisla koristiti tek za prostore od &etiri di-
menzije naylse.

Tenzor konformne krivine dobio je naziv po tome 3to se
pri konformnoj korespondenciji metrike AL}' Jjednoyg rimefiskog

prostora, s metrikom ‘17‘ drugog, preko neke skalarnme funkci-
jo {L : e

. T gy .
A3 —{ g ) (s6.4)

dakle pri:

5“" =¥L‘}“ “*‘”‘3"54&5‘” ) (46.5)

on transformiSe po zakonu:

) _
:r “ars > C-/srr = Clars . (46.6)

Pogledajmo osobine Cd,;rr u Svetu opste relativnos-
ti. Tenzor QdﬁtJ‘ u njemu ima, na osnovu algebarskih iden-
tidnosti oblika (#46.2) koje zadovoljava, 20 nezevienih kompone-

nata. Tenmzor (;03r§ zadovol java, pored (46.2), i veze (#6.:%

kojih zbog simetrije ima 10. Ctud on ima 10 nezavienih kompon-

enata. Taj broj je Jjednak broju nezavisnik komponenata R*G y

pa se za izulavanje ustrojstva Vg mofemo posluZiti i jednim i.-.

drugin tenzorom, i pomoéu nrf ustanoviti cno za Sta nije
dovoljan samo E;% . Dve metrike koje imaju jednake tenzore )
C‘ﬂrp zovu se konformno ekvivalentne. Na osnovu (4&6.5) vi-
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dimo da su dve konformno korespondentne metrike ujedno i kon~-

D T

" formno ekvivalentne .~ Podimo;,--obrauto,od-konformne. ekvivalen...

tnosti, dakle od (46.6). Ako postavimo konformnu koresponden-~
ciju izmedu dve ispravmo izabrane hiperpovrii, 2 iZ20, i ve-

lidina kojima su zadati podetni uslovi na njima, dobidemo, ka=

o posledicu, konformnu korespondenciju ¢ih metrika u celini.
Za svaku rimansku metriku vaZi:

Ruprw=0 = Cpps=0 (46.7)
i
Cogrs=0 o '
- (46.8)
2 =0 =>Rprs=0.
o3

Metriku u kojoJ Jje. C“nr; jednak nuli zovemo konform—
no ravanska. PoSto je u slobodnom prostoru tenzox energi,je""*s
jednak nuli, to u odsustva kosmolofke konstante , koja se
pojavijuje u opdtijim gravitacionim jednalinama (40.5), vidi-
mo iz (40.8) i (46.1), da se Riman-Kristofelov tenzor svodi na
Vajlov. Znadi da Jje u odsustvu kosmolodke konstante (videti
XII glavu) konformno ravanska metrika u slobodnom prostoru ps—
eudoeuklidska. U oblastima u kojima ima energije ne-gravitaci-
onog porekla metrika nije pseudoeuklidska, ali se iz (40.6) i
(46.1) vidi da se tada Riman-Kristofelov tenzor mo¥e u potpu-
nosti izraziti pomodu tenzora energije.

Konformno ravargkke metrike, poznate i pod nazivom Ro-
pertsen-Vokerove (Robertson-Walker), predstavljaju veliku ide-

alizaciju gravitacionog polja. U idulem odeljku éemo videti ka— .

ko se dele opitiji sludajevi. Kretanje planeta, na primer, ne
moie se relativistidki ispravno predstaviti u konformno rav-
anskoj metrici, jer u nju ne spada centralno-simetridno gra-—
vitaciono polje. Ali za velika rastojanja, medugalaktilkog re-
da velidine, i uz kosmoloSku konstantu razliditu od nule, ona

mo¥e dobro da posluZi.
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'l%?ﬁ, Aleebarsko razvrestavanje tenzora konformne krivine

U §510 smo algebarski izudili, u Svetﬁ'ﬁinkb&ékog, ko~
eficijente )*, infinitezimalne Iorencove&ransformacije.-Po§~7
to su )NW antisimetridni, zakljulci su se mogli odnositi i .
na tenzor E‘a elektromagnetnog polja. U §55 smo skrenuli pa-
Zigu na vezu izmedu tenzora elektfomagnetnog polja i odgovara-
juéeg tenzora energije, koja vaZi za njihove sopstvene vredno-
sti i pravce.

. £ad éemo pristupiti dosta srodnom algebarskom ispiti-
tivanju C-(I’ & u v4 o Za tu femo svrhu prvo uvesti tenz-
orsku velidinu ,3"”.::

ﬁdprta gxr?"'?”ﬁ“‘" (47.1)

roja ima, Zto mofe proveriti iz (46.1), iste osobine u odno-
su rna razmenu indekss kao i Vajlov tenzor. Zatim éemo uvesti

"divektorsku” velixinﬁg antisinetridni tenzor )*46 , i pot-
raziti refenje jednaline:

(Core ~Aguomlp™=0. (47.2)

Pofto je nale stanoviite lokalno, koristiéemo jedan
Lorencov posmatradki sistem. Tada se moZe, s obzirom na dija-
gonalnost netrike, nadéi, za parove indeksa oQS i rr s Je-
dinstvena lLorespondencija s indeksima jednog simetridnog sim~
Lolidnog tenzors AB , ¥oji idu do broja Jednakog broju an-

* tisimetridnih elemenata, razlilitih od nule i nezavisnih u

V& , dakle 5. Mo¥e

se proveriti da Jje, za dijsgonalan ob--
lik 345( 1, 1, 1; —l)'koji Toristimor

ﬁnf (1,1, 1; -1, -1, ’—1)",:A_ig-5,j - (47.5).

( A,B =23, 31, 12; 14, 28, 34),
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‘Odgovarajuée razvrstavanje indeksa vrii se = u tenzoru konform-

TG =G =0,

Co +Ca-C=0.

~—rekrivife 1 o divégf'ofa"‘y¢“;‘ A osnovu Sega demo ih obele- ,
Ziti sa CAB i) ", i dobiti simbolilmu Zestodimenzionu vek- @7.7) -

torsku jednadinu:

: (CAs" )‘ﬂm) »®=0 - ‘ (:47.4)

Treba prevesti u divektorski formalizam algebarske identidnoti’

Sabirapjem prve i druge, zatim druge i detvrte, najz

ad druge i
tred¢e od gornjih veza, dobijamo: ' ‘ {

(46.2) 1 (46.3). Za tu svrhu lemo matricu elemenata CAB pode-
liti na Zetiri submatrice ( 3X3 ): -

NGCEG
C) = (N) - ) (47.5)

M)

Submatrice (K} i (H) moraju biti simetricéne, zbog simetrije

() . TspiZimo identilnosti (46.3), imajuéi u vidu (46.2) i

R dijagonalni karakter ?f“ , a zatim obeleZimo to po (47.3).
Imaéemo, za nedijagonalne elemente tih submatrica:

C"ﬂ + €y +Cau +Css =0,

Cot Coy t G +C =0, o
Cu""C,'g"' C”'I'C“:.O

Ako stavimo: ) 5

Cﬂ‘f'c“: a ) cu'f‘Cs;:@, C”+C“= <

ovaj sistem ée nam dati:

C.u.'f' Csl'zo, ,a_:@£&=0_

C” + Cu,“ 0) (47.6) Sleduje dakle da su i dijagonalni elementi (K, jednaki cdgova- i

+ C.c = - . rajuéim elementima (N, S proxﬁenjenim znalkom. Druga jednadina u ;

C,z %) . (47.7) nam ka¥e da su tragovi submatrica (K) 1(“) jednaki nuli. .

' . MoZe se isto tako pokazzati da su matrice (L} i fH) medu- ‘}

Odavde vidimo da su nedijagonalni elementi matrice (K| jednalki \ }

sobno jednake, f -da su njihovi tragovi jednaki nuli. Znadi da

odgovarajuéim (po mestu) nedijagonalnim ‘elementima matrice—W‘ | se matrica elemenata C‘ﬂB svodi na oblik:

Predimo na dijagonalne elemente. Identiénosti (46.3) daju za
njih:

® W - 3
©=tww/, e

¢, +Cu~Cu =0,

8 CF".‘_. Cos Cu= °, s

(47.7)

.k.'r&.u Jn =t Catln=0, “(7.9)
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oznafavamo elemente OngVaraJuclh Submatr‘
POStOJe netr1v1gﬁ1p1 “divektori D 81stem Ty B

éenaa\]. algebarske jednaline:

K—n" L
“Cnaq‘ﬁm““ L VTN §

(47.10)

Matrica sistema (46.4) je svodljiva. Zaista, pomnoZimo u (47.10)
desnu kolonu submatrice sa < i oduzmimo je od leve, zatim tako
dobijenu gornju vrstu submatrica ponovo pomnoZimo sa‘i i oduz-
mimo od donje. Dobidemo determinantu (47.10) u obliku:

K-af-tl L
0 ~K 3L -il

i

(47.107)

\ ﬁ“K+zL—xIIlXEK-£L-A1ﬂ= 0.

Ovim je karakteristidni polinom Sestog stepena faktorizovan
sa dva polinoma treéeg. Po3to je determinanta sastavljena iz
konjugovanih elemenata polazne matricejednaka njenoj konjugo-
govanoj vrednosti, a i stepeni konjugovanih brojeva su korjugo-
vane vrednosti stepena polaznih, sleduje da trojci )¢u koreno-

va prve subdeterminante odgovara konjugovana trojka'jhh.koren—

ova druge.

Tragovi submatrica (K) i (L) Jednakl sunuli po (4‘7 9).
Iz (47.10°) se vidi da nove submatrice imaju takodc tragove
jednake nuli. Tragovi su jednaki, na ‘osnovu iste Veze, “zbirg-
vima korenova oba polinoma treleg stepena kOJl faktorizuju (47.

10). Dakle:

FAp =LA =0 (47.11)
" L%
Vratimo se sistemu (47.4), da u njega unesemo»sepstve

ne vrednosti Am, M - Zato Gemo diwektor. D razbiti na
dva realna "trovektora" DA< D 15“ ). Kada taa sistem is~

ploemo u_obliku (7
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10) imaéemo:

(Y= A S D™+ 0, 5= 0
Z >* 4 (-&Mmfm)i%o

Ako drugisniz jednadina pomno¥imo sa ¢ i
maéemo:.

(M +18,, -5, )-89 =0,

(M\- g Mo=1, 2, 3)

saberemo s prvim, i-

(47.12)

Ovaj kompleksni sistem linearnih jednadindodgovara dvostrulo
brojnijem realnom sistemu, pa je time (47.4) potpuno izra¥en
u kompleksnom obliku. )

Algebarsko razvrstavanje tenzora konformne krivine pr-
edstavlja vrlc znadajen rezulizat A. Z. Petrova (videti E43]

str 101-133), Ono se svodi na sledede tri moguénosti:

a) CAB je tipa I ako su tri korena x'm. medusobno razlidita.
b) " ‘" " II ako su dva korena medusebno jednaka.
c) " " " III ako su svebtri korena meduscbno jednaka.

= .

Sludaj I zove se algebarski opdti, a slulajevi II i
ITII algebarski posebni.

vSubmatrice(kq i “) svode se na lokalne algebarski sve-
dene oblike. Ne ulazgéi u pojedinosti izvodenjz, ovi oblici se

Tada su Ay = im

dovode na sledeée kanonske oblike:

1) U sludaju I:

(KM=1o 5 o (Ll=|o 4 of wr
‘ \o o S50y 0 o

Z3,2Z9,20, A=-R,rin.
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.2).U sludaju II:
2 ; 0 (o} ‘
(K) .y 0 -3+ 0 (L}:

0 0 -(3+9)
Rdi=—z(3+i7} ; Mu=A= Sty

3) U sludaju ITII:

0 ¥ Y 0 0 p
(K)'—; v 0 o (L) =10 0 9 |wrais)
0 0 Y o ® o0

%4 ‘X; '-'-k:O.

4) Iz sluaja I izdvaja se sludaj D , kad se stavi Av. - A’ ,
Sto predstavlja dva uslova, s obzirom na jednakost realnih i i-
maginarnih delova. Isti se rezultat dobije i kad se u sludaju
IT stavi W = 0.

5) Iz sludaja II izdvaja se, opet uz dva uslova S' - =0,
siudaj N .
6) Poslednji je sludaj nulti, kada je Vajlov tenzor jednak nu-.

1i, pa Jje metrika konformno ravanska.

Navedéemo bez izvodenja . Debever-Penrouzovu (Debever-
Penrose) jednalinu, u kojoj su zas’cuplaenl Vaalov tenzor i gl-
avni nulti vektor &", a koja glas:. : i

- ¢ -
&[‘C{,J,t[t&,]&&_f—-O. | . - (47.15)

Prethodnlh Sest slucaaeva se redom ponavlaa, uz upoae-
dmacenlge lokalno geometrlske ‘odlike:

’

_1)_Sva letiri karakteristidna korena su prosta.
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2) Jedan koren je dvostruk, dva su prosta.

3) Dva dvostruka korera.

4) Jedan koren je trostruk, jedan prost.

5) Ioren je detvorostrulk.

6) Konformno ravanski sludaj, (47.16) je tri‘vijalno zadovoljen.

U svim sludajevima osim I postoje, pored (47.16), pros-
tije veze koje zadovoljava £ . ova pitanja sa pojedinostima i-
zloZena su u nekim knjigama (videti npr: M. Carmeli, Group The~
ory and General Relativity, [21], str 1857 C. ’Wk-Ki'l‘mi'ster,(EZﬂ,
stz 319). ' ' >

48. Tdov izvod

Poéi &emo, slino onom Sto smo imali a §1O za infinite-
zimalnu Lorencovu transformaciju, od preslikavanja ?"’ ® ,
gzde su_ P (2) 1 Q (x') odgovarajuée talke punktualne trans-—
formacije:

QCH' =4+ € A*(xl +'m£7.’ (48.1)

prostora V,‘_ u samog sebe. Ovde je £ linearizovani infinitezi-

malni parametar transformacije,_)\“’ vektorsko polje koje vréi pr-
evodenje koordinata. Takvoj transformaciji mogu se podvrgnuti ra-

z1iditi geometrijski objekti u V . Mi éemo se ovde ograniditi
na apsolutne tenzorske velidine.
Krenimo od skalarne funkcije 4 (z"'). Imamo

S R " -

¥a‘{(") fp=fxy.
jen prirastaj u praveu Vekt'orskog pol,jaAv)\"' izno§i, »p_q:s:}e line—~
arizacije: o P )

{Z('x’;‘) = f(x9 'f' 2_'-7\,’ D’-ﬁ""?xf , xts x™ |
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_ Na _osnovu ovakvog prlras’caaa deflnlsan Je Idev (S, Lle) izvod:
}\f ~fed _ a2 ' (48.2) -

Ovaj naziv dat je u dast tvorca teorije transformacicnih grupa,
ma da je operator L). uveden tridesetih godina XX veka, neko-
liko decenija posle njegove smrti. On Jje vezan za pojam prevo-
denja duZ vekbtorskog polja, pri kojem se vr3i takvo diferenci-
ranje. Iz (48.2) vidimo da se Liov izvod skalara svodi na 1z-'
vod u praveu vektora h"

' PotraZime Iiov izvod kontravarijantnog vektora ‘V
zadatog u tadki P . Uslovljavamo vekbtorsko polje \P" da obra-
zuje putanje, isto kao i A* , za koje se to vidi iz (48.1).
ObeleZimo Ba pomeranae, duZ putanje &y , vektora ‘f“' iz
tadke P u blisku tadku P’ . Uodimo .drugu putanju Ay vekto-
ra istog polja kroz talku Q blisku P , odabranu tako da le-
Zi na preseku te putanje s putanjom Tp polja 7\" kroz ¥ .
Postavimo najzad, kroz ?’ , putanju TP' polja A% , ¢iji Je
presek s putanjom polja ‘}"’ kroz Q tadka Q' . ObeleZimo
sa sx (videti sliku 20). Ovim podrazumevamo da se dovoljmo
bliske putanje dva posmatrana vektorska polja presecaju u par-
~ ovima, odnosno da je "mi-
moilaZenje" tangentnlh ve-
ktora zanemarljiveo prema
redu veliline pomeranja

PV i 0@ |, oa-
nosno PR i PQ ,
koje demo obeleZiti sa E)\p
Ono &to je pretho-
no receno povladi dakle:

2

5. 20 |
Sx*4 €N ="'plx‘+£')\°;,'*'m‘v4*)~ : (a7.3) .

Odavde je, ako zanemarimo ostatak OL( £ ,.d"g'.
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o Bt Ao —749"’

S 'obzirom na to da - % i YQ leZe na svoalm putanaama, dobi-
jemo kad Ap'"’ AQ , na osnovu srazmernosti tangentnih vektora
i njihovih prira3taja: :

TR ‘ o
\Pr-»q" Yt e¥5m - ‘ (48.4)

Sad moZemo pisati:

LY = G Yodean

€ -0
odnosno, iz (48.4):

At et .
LYY=\ —yean (s8.5)

MoZe se proveriti da se (48.5) ne menja, kao uostalom
ni Liov izvod bilo kojeg geometrrxaskog objekta, ako se umesto
pwalnlh 1zvoda stave kovarlaantnl. Znadi da Liev izvod,
kao i Baankraev/(apsolutnl) 1zvod ne menja tenzorsku valent—

dnn iz (48. 2) Tu c1n3enn.cu ¢emo iskoristiti da bismo dobili
Tiov izvod lrovgrlgantnog Vektorskog polja !.,_ « Ako stavimo
(_e = s‘\f/ s 1macemo, posle llnearlzacn.ae prlras’caaa.

i;f‘-‘-’g‘.g\l"’f \""L); . | : (43,5)

. { - : ) o
3to na osnovu (#48.5) glasi u razvijenom oblilku:
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? ( ?w’ ‘ﬁahé) A £ g _“;fﬁw}w,&f;ﬁww_
( %, +‘P"°’}")

kL

ili:
(&mg .ﬂ?x.‘ /3—'3%-‘) .

£
Posto \P i 34 mogu biti proizvoljno izabrani, sleduje:

IRAT e : (48.7)

7x5 7:‘

Treba dobro uoditi Einjenicu da su ova nravila diferen-

Netrlckl tenzor, posto podlze 111 spuSua 1ndekse, nlae u ops—k

antan u odnosu na operator ;C§\ .

tem slucaau kon
o leerenc1ranae skalara-doblgerog ko*%rak01gom svih in-
deksa nekog tenzora s odgovaraguc1m brojem vektorgkih polja,
daje induktivno pravilo za Iiov izvod proizvoljnog apsolutnog
tenzora. Primera radi, navesSéemo izraz za Liov izvod nekog ko-
varijantnog tenzora drugog reda \;, H

L 3°) 227 r
IAY‘/’ =2 ')xﬂ*‘ + vm%*.,. gr% . (48.8)

Na osnovu svega 3to Jje releno, linearizovanje infini-
tezimalne transformacije (48.1) nekog tenzora ;f:: - ,
daje vrednost toga tenzora u istoj tacki prostors, 1zmenaenu
do na "Liov " priradtaj. Da bi se to proverilo, treba poveza~
ti po svim pravilima, pomocu (48. 1), tenzor 1';:.1 s nje-
govim transformatom 'T~“"'

Opste osobine operatora ‘k iste su kao i operatora
parcijalnog ili kovarijantnog diferenciranja. On Jje linearan,
podlefe Lajbmicovom pravilu diferenciranja proizvoda, Zto smo
veé iskoristili u (48.6), a Kronekerov simbol 8: ponasa se u

odnosu na njega kao konstanta.

- s
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,49. Izometrije. Stacionarnost metrike

U sludaju kada je Tiev izvod metriékog;fenzora Jed~ A :

nak nuli:

' YD A r o
[hggp-?\ #*ﬂml“*j.mﬁn 0. (49.1)

KaZemo da infinitezimalna transformacija (48.1) predstavlja i- !

zometriju., Jednaline €49.1) dove3éemo u tenzorski oblik, koji
je uobilajen, na slededi nadin:
Jgazl'] .(%g__l N 2as
7x"
2P 8 ;g
??ﬁl:s 7,2 )
XY :
Sto predstavlja:
Vules'rvﬁ)\-(:o' (49.2)
Jednadine (49.2) zovu se Kilingove (W, Killing), a ve-
ktori l& » koji ih zadovoljavaju, Kilingovi vektori. S obzi-
rom na ono Eto smo rekli u prethodnom odeljlu, mogli smo od-
mah zameniti parcijalne izvode kovarijantnim u (49.,1), i dobi-

ti (49 2). Ovim putem smo isli zato da bicmo pcdﬁvaw c1n3eni—

cu da obrnuto ne vaiZi, to jest da se koverijantni izvodl
(49.2) ne mogu- zameniti parcijalnim,

Bitalac ée se mo¥da setiti kurseva racionalné>méhénike



- ""71—73)",~gde ‘polje brzina nekeog tela-u-trodimenzionom euklids
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(na primer Andelié-Stojanovié, Racionalna mehanike, [4-11', str

kom prostoru prestavlja Kilingove vektore onda i samo onda ka-
da je to telo kruto. Takva polja odreduju odsustvo deformacije,

samo £to mi sada ne posmatrsmo odsustvo deformacije neke nep-
rekidne sredine u prostoru; nego samog prostora, odnosno metrike,
Kada posle transformacije (2% ) —» (’xl metriki tenzor

/34,3 (I Y postane funkcija novih koordinata istog oblika kao
i ranijih ,g‘,,, (% ), metrika se zove forminvarijantna. Pita-
nje forminvarijantnobti pri najopsStijoj transformaciji vrlo je
8iroko, stoga éemo se” ograniditi na 1inearizoiraf1e'ini‘initezi,ﬂ
malne transformacije (48.1). Ako stavimo: '

13
T 2
gde se podrazumeva da su-koordinate tenzora na levoj i de-

snoj strani forminvarijantne)imaéemo, posle zamene iz (47.1) i
linearizacije po € :

~

v
'ﬁ (x) = %(*') +‘c—(’3¢r"l3+§fﬁ%%")
Otud:

N 244 i 2N (59.4)
. 49.4
axF T 3“" 'nc” %‘7’ Pt ,
gto predstavlja jednadine (49\.1) izometrija. Ako u (49.4) une-
semo infinitezimalne transformacije (#8.1) moZemo ponovo kons-—
truisati (49.3). Otud zakljudak da za infinitezimalne transfor-
macije (48.1) metrika ostaje forminvarijantnn  onda i samo on-
da kada odreduju izometrije, odnosno kada vektorsko polje l N

koje vr3i transformaciju, zadovoljava sistem (49,2).

ot
Neka postoji polje vremenski orlgentn.samh vektora W

( /%M\A"'u <. D ) takvo da metrika V., u odhosu na njega i~ -

ma osobinu izometrije. Podesimo uslov da se duZ putanja toga

pblja menja samo koordinata -J:" , odabrana tako da vektorsko
polje glasi W*( 0, 0, 04 1). Jednaline (49.4), kao $to se ne-

posredno vidi, dobiju oblik:
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?ﬂ- = 0 . (49'5).

- .‘_,._;A,_,_v__»?..xguu;_,.W,A__A._., e e R

U ovakvom sistemu, koji Jje prilagoden posmatrahom problemu (ta-
kav se 51stem i zove adaptiran, to jest prilagoden), ‘vidimo da
netrika ne - zavisi od svetskih linija date kongruen01ge. "Ako
postoji, kao u sludaju (49.5) tok vremena od kojeg metrika ne
zavisi, kaZemo da je stacionarna. ‘
Pretpostavimo da jJe (L‘ vektorsko polje konstantnog in-
tenziteta. Pofito ono zadovolaava 51stem (49.2), koji je ravno=~
pravan sa (49 5), imamo: : »

. A M
W (qus +Vb) = WGu, = 0. (49.6)

Zmadi da& je tadsa kongruencija putanja \L"" geodezijska na \/4 .

50, Geodezijske vremenske linije u Vl,

Neka je data kongruencija geodezijskih svetskih linija
Setvorobrzina U." . Njihove diferencijalne jednadine mofemo raz-—

vijanjem koverijantnih izvoda, ispisati u obliku:

\AAV,, Uy = u”(\;,u;v*u,,) = u”(%-7—;‘-§;) =0, (sc.1)

Uzmimo neku prostorno orijentisanu hiperpovrs. Z I
pos’natra imo r"eoduzzhjgke linije upravne na njoj. One moraju biti
vrenenskl orijentisane. Cdaberimo kocrdinetni sistem tcko daz
bude lokalno zadana sa och = 0, i da na njoj budu - (e“)' = 0,
dolr se 'x" ravromerno menja du¥ svetskih linije kongruencije od
O pa nadalje. U takvom sistemu je lokalno U*( 0, 0, 0; 1), pa

jednadine (50.1) na v glase:

('% 'oec),, (e=423) - - (50
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Pofito. je izraz u zawrgdl na levoj strani poslednje ,jednakostl
u (50,.1). rotor vektora Wy »-on zadovolgava ‘sisteém 1dent1cnosf

,
Tl - ) + 2 (s +.;2_,;,_(° ?-1)—-—0

medu kojima Je:

9 UL ? U du: 9 -
'aoe"(a‘ax: 91‘)""553("9?’ %) o 'o_ui%) 0.>0-2)

Podto koordinate &t za ot = 0 leZe na Z: , na kojoj vazi (50.2),
sleduje da su izvodi u pravcima ¢ izraza u zagradama jednaki
nuli. Otud se (50.3) svodi na: '

A

? Vo= : (50.4
'*ax"('ﬁ?d* 'nc‘ =0. U SRR )

Komponente Ui jednake su nuli na Z zbog toga Sto Je:

W =4 u? ’f‘ogy, wh= ‘314':

pa je, na osnovu toga i izraz u zagradi (50.4) jednak nuli naZ:

u; 'bu')‘
(T{p—d#—'ax .0 (50-3)

élnaenlca da se u (50.2) i (50.4) pojavijuju izvodi promenlji-
vih u praveu normalnem na’ Z pokazuje da su velidine na levim
stranama (50.2) i (50.5) Jjednake nuli i u nekoJ okol:.nl Z , pa
e u toj okolini sve jednaline zajedno glasiti:

U, 2

4_%Up g ow - = (50.6)
=3 "k = U WMs=0. - |
Odavde sleduje da je W, gradijent nekog skalarnog polja lf
konstantnog na Z: . Ponavljanjem tog postupka na nekoj’ dovolj-
no bliskoj hiperpovrsi . Zi°, u okolini 2o , mo¥emo utvrditi
da (50.6) va¥i na proizvoljno mmogo hiperpovr$i  sa okolinama,
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dakle u jednoj oblasti _Q. od V‘ ... Za svaku vrednost (f-= const S
~dobijamo ~Jednu hlperpovrs T upravnu na svetskinm Linijama ™ l&"'

Ako se ‘P menja samo sa. koordlnatom 'x" S U, te 1mat1 .
xomponente U, ( 0, Oy O,fl)..~B1c;e,,dakle.

@u. = ﬁ““““ .

Otud se mogu naéi koordinatni sistemi u odnosu na koje se me-
trika pife u obliku:

& dit= gy oA - ()

(50.7)

Ovo je oblik koji metrika ima u odnosu na jedan Gausov normal-

ni koordinatni sistem, kraée poznat kao Gausov sistem. Cbrnuto,
napi§imo, za hiperpovrs 2+ , levu stranu diferen_cijalnih Jjed-
nadina geodezijskih linija u praveu priradtaja koordinate x*
sistema (50.7). Imalemo:

M
£ 4= L ” (50.8)

~

Zbog ,3;4 = 4 =0 c¢e biti:

r":-.i “49”"=O
e 2d 2 T

Sleduje da su u praveu koordinate ch zadovoljene jednaline ge-

‘odezijske kongruencije:

It - N ‘ c \
w %k_(-0. (f0.9/

Sto je trebalo dokazati.

. Razmatranja §§ 38,-.39.daju f:.z:.clfu stranu onog °to £mo
ovd® analitidki. doblll. Zaista,- zamlsllmo “l“tcn kodi. ae sasta-
vljen-iz vellkog broja: materlgalnlh taoa}:a,}-ode u nocet]fu ni-
ruju u grav:.tac:Lonom polju..Merenje. vremena na :vchroa cesu.c:.
neka poéne od trenutka, jedinstvenog za ce11 sistem, blada jelel

]
|
]
j

i
i
{
iy
U
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inercijalni sistem ox — nazovimo ga saputnidki:-sistem;—sva—-
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ginje slobodno padanje. Ako uza svaku od njih veé¥femo po jedan

ée uzajamna rastoaan,ja u podetnom trenutku biti, po merilima
tih posmatrada, prostorna. Ako su ot 3 tekuée koordinate -

prostornog i v;emenskog tipa u tom polju, imalemo:

U svakom od saputnickih repera (comoving frames) mebtrika ima lo-—
kalno pseudoeuklidske odlike, i neka u bilo kojem od njih kompo-
nente metridkog tenzora budu /7#( 8‘-" ; .-8“, ). Tada je:

ﬂu('x' 0)= (az 'bx"7 =0. (50.11)

Prvobitno stanje mirovanja matérijalnog sistema odreduje trans-

‘werzalnu hiperpovrs Z , dok su putanje slobodnog padanja ge-

odezijske linije (videti §59) Dalje sve ide onako kako je bi-
10 izvedeno u obrascima (50.1)~(50.9). Time smo dobili prirodno

definisane Gausove koordinate:
g 4
st = ,35"(581’- x‘) dx‘ﬂb‘”‘(d"}' (50.12)

Pretpostavimo da U.'L predc:favlja polje Kilingovih vek-—
tora stalnog intenziteta (znamo da se pogodno izabranim parame-

trom za vreme to uvek moZe postiéi). Putanje tog polja e biti,

ma osnovu (50.6), geodezijske linije. Ako postoji transverzala

Z: tih svetskih linija, dobiéemo, na osnovu (49.2) (gde je A B

B U, ) i (50.6) da je:

Yus=0. ~ (50.13)

Cetvorobrz:me tada obrazuju kovarijantno konstantno polje.
‘Polja transverzalnih vremenskih Xilingovih vektora ko-

: aa zadovoljavaju jednadime (50.13) dopudtaju, na osmovu (49. 5)

i (50. '7) koordinatni sistem u odnosu na kOJl Je:
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=, gu =0 -{—3= S oawm

Metrika koja zadovolaava uslove:

2 R
_ﬁﬂL fs) g“»—-o - - (50.15)
zove se ptatidka. Jasno je da se transformacijom koordinata sta-

tiéka-‘ metrika mo¥e dovesti na normalni oblik (50.14). U slededim
odeljcima éemo naiéi na nju. '

Zadaci

‘1) Izvesti, na osnovu (42.5), jednadine (42.6) i (42.7), i is-
pitati sludaj vremenski orijentisane hiperpovrii b N

" 2) Pokazati da su, u (47.5), matrice (L) i (M) mnedusobno je-

dnake, i da su im tragovi jednaki nuli.

" Ar
o«
B) Aiko jJe 'ﬁdﬁ -n{ ‘{, , naéi el;c,pllcltan izraz za r;r u fu-
nkeiji 43.“ . Proveriti izraz za ars -

4) Pokazati da se u obrascima (48.7) i (48.8), za Liove izvode
vektore i tenzora, parcijalni izvodi mogu zameniti kovarijant-
nim,

5_) Napisati, na osnovu»(48.'1), izraz za ?xl‘/'ba:" , 8 za-
tim sastaviti Liov prirasStaj transformata proizvoljnog tenzora

"u posmatranom dogadaju.

6) Izvesti, iz (30.2°), osnovne veze koje zadovoljavaju pore-
meéaji promenljivih ma frontovima hidrodinamilkih talasa.




X NFKA RESENA GRAVITACIOHA POLJA

51. Progtor sa sfernom gsimetrijom

Posmatrajmo metriku &ije prostorne komponente imaju o-
sobinu sferne ili centra]ne simetrije u odnosu na odredeni do-
gadag (ili svetsku liniju, ako posmatramo njegovu 1ator13u)

Tu éemo tadku smatrati za srediSte tela simetrinog oblika, &i
Ja je masa rasporedena po koncemtridnim slojevima jednakih gu-
stina. Za gravitaciono polje takvog tela smatrademo da moZe za

visiti samo od vremena i rastojanja. Takvo polje.zove se gsfer-
nc simetridno, .

Sferno simetridno gravitaciono polje éemo ispitivati
uz dve pretpostavke:

1) Za radijalou promenljivu, obeleZimo je sa r , zadovolji-
éemo se izrazima koji vafe u euklidskoj metrici:

R ={Z(’C‘) , hor = ok, (51.1)

2) Smatramo da gravitaciono polje tog izvora isdezava u bes-
konalrosti, usled ega je tamo metrika Minkovskog:

M=, R (51.2)

Da bismo rezjasnili (51.1) uveZdemo sferne uglove ¥ i Y oko

sredifite simetrije (izvora). Zooxrdinate ac‘ su, kao 1 u eukli-
dskoj metrici, definisane: )

4 ::h,bc»LpC»ﬂ‘q)

. (51.3)
6= N 4om® 4 P,

= heory
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Ako blsmo 1zvr5111 smenu ciklidnih promenlalVlhﬁ('Q B
Yy e 9’ LP ), uslovi. (51.1) bi ostall nelzmenaeni”” Pri ‘o
ansformaclaama na koncentridénim sferama, dakle pri h =,const
t = const, metrika ostaje, po (49.3), forminvarijantna.
U nestacionarnom polju radijalno girenje ili skupljanje.

metrike tokom vremena neée menjati njen sferno simetridni oblik."

Ove transformacije su, dakle, izometrije (49.4). Inade, uz re-
zervu forminvarijantnosti dela koji lezi na sferi, koeficijen-
ti elementarnog intervala u celini opet ne zavise od ugaonih
promenljivih. Potraiiéemo stoga interval oblika:

g et = E(a,t)wwF(n,’t)(dw"uan‘adff")-r -
+ G(m't),a(h.o(f t H(’Z;L‘)/dfz' (51.4)
PoZto interval Minkovskog glasi:
| st = o 4 4 (84 SD9AY) ~ et (51.5)

to na osnovu (51.2) sleduje da F?( R, t ) ne moZe biti iden-
8ki jednako konstanti.

= 3 Tzvr¥imo transformaciju ( 2, ¥ , Pt )—> (R, Y,
W t'), koja ée uprostiti (51.4), odriavajuéi sfernu simetri-
ju. Ispitajmo da 1i je mogule naéi sistem u kojem ée koeficij-
ent uz clan‘xiﬁUitf b1t1 jednak nuli, dok bi uz deo intervala k-
0ji le%i na sferi stajalo A®* . Takvu nesingularnu trdnsformacl—
ju éemo izvesti iz dva koraka. Staviéemo prvo:

= Fint 8'=9 ,P=P- t'=t. (51.6)

'. 4 s )l” t”'
Zatim &emo preéil na pomocne promenljive s :

n”=a’,t"=fm’,£')"=> t’=g(z;";t”},, RERERe
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_sde funk01au g _,..odnosno Q} s treba odrediti tak da u 1nter-’
valu (51 4) koéficijent uz med ov1t1 clan bude Jedn k null. Iz-ﬂv

(51.7) je:
/ ‘1 2 | 9 ‘0
,o(/L—_-pr, df"=,5%ph"+3%dt=>

= ,d-,é”_;(df'—%dn')(%).—‘ . e

Ako sad sastavimo metrifku formu u odnosu na pomoéne promenlji-
" . < . P . .

ve h", t" , izraiene pomoéu (51.8), imaéemo, ako njene koefic-

ijente posle izvrZenih transformacija obeleZimo sa E; N GEM 5

H,
= E, (2" ¢ da s 2" 8" ain A" |+ G (i) il

| +H () dlt" = B+ p el aingclt”) + G, drfat -
!

1A -

- 250 (28)

- 28 (28 )"+ W - o,
Uslov ortogonalnosti koji smo postavili zahteva daibude:

&, (28] 2 H 0,

Ve

odnosno:

Gt +ah ) =0, o

‘>homogeno p rc1aulne dedhacihé prvog reda. -
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s y)
FunL01Ja ( L’ b ) se neposredno odreduje iz ove;llnearne‘“"
POutOJl dakle transformacija koja, uz navedene uslove
nesingularnosti, prevodi metriltu u jednostavniji dijagonalni
oblik, koji &emo pisati:

pL,"' = @ %‘4- h‘(g(\?,t+4«fh‘x9,ol‘f") ~£"€'\Hl’; (51.10)

gde je brﬁlna A: svetlosti u slobodnom Svetu nlnkovskog, a

I ¢ h, £ )i V(h ,t )'su funkcije koje treba odrediva-
tiu zav1unost1 od gravitacionog polja. One moraju, raravno,
zadovoljiti uslov, (51.5) u beskonadnosti. I csponenclaalnl ob~
lik Je pogodan zbog definitnosti odredenih &lanova.

52. Sferno simetridéno gravitaciono polje

u_slobodnom prostoru

Smatramo da nebesko telo, sferno simetridnog oblika i
gustine, koje miruje prema zvezdanoj (galaktidkoj) pozadini,
stvara sferno simetrilro gravitaciono polje. Uveriéemo se da
ova slika odgovara, sa zadovoljavajuéom pribliZnodéu, Sunde-
vom gravitacionom polju. Pretpostavke 1) i 2) iz prethodnog
odeljka predstavljaju prvi korak u tom pravcu. Na dalje éemo
koristiti izraz koordinatno vreme. To Jje broj jedinica na sve-
tskoj liniji. ﬂf

U §50 smo uvell pojam statilke metrike, koja zadovo-
ljava uslove (50.15). Videdemo malo dalje da je sferna simet-
rija gravitacionog polja u slobodnom prostoru dovoljna za %o
da ono bude statilko. ’

Pretpostavka o 51netr131 dopusta da se metrlka dovede
u oblik (51.10), gde éemo staviti:

3" - e,‘avu' ﬁ, - ,!:L 533 ’l"d“'"-'\”
(52.1)

[N

Y T
Jum e T e

L
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Zasad dakle ne zahtevamo da metrika bude i~ sta01onarna, 8to
“znadi” statlcka, ‘jer je po prétpostavei vec ortogonalna. e

Kristofelovi simboli druge vrste, koji su raz11c1tl.
od nule, glase:

A_47 =4 4 _};
r.« i 5%1 P'il. 7-5% ) o he

A _ - 4 i, V-luny
M =-netame, [y -%e v

. s . ,A (52.2)
r:t== 43==%i ) r‘ ==1Jdgﬂzzuﬂ, r13="d}ﬂ5

r,

1—7/:_1

Gravitaciono polje ovog, i svakog drugog, izvora u slobodnom
prostoru, opisuju jednaline (4#0.8). Mi smo u diskusiji gravi-
tacionih talasa koristili oblik Rwi“°’ koji je ravnopravan
sa osnovnim oblikom ez O tih jednadina. Za ovu prililu ée-
mo koristiti osnovni oblik. Kao prﬁu komponentu koja nije i-
dentidki jednaka nuli napisalemo:

4 -
G, =-ﬁe”§f=o, (52.%)

Promenljiva J , odnosno ,3« , ne zavisi od £ . Znadi da
se celokupni prostorni deo metrike ne menja s vremenom. Os-
tale jednadine se stoga uproféavaju na oblik:

GZ”"-'(.H%%J*%‘O, \
G:-6r=-1e?{ T+ 1 (R+

(52.4)

ﬂOduZiméhjem”pﬁYQMQQmSXﬁh“jedhaéinafod'poslednje”dobijémo:m
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’

MR 2)1 = . o - s y’f: .

(;0%*'3&) 0. (52.5)

Fo¥to e )‘ funkcija samo A , sleduje da V ‘mora imati oblik:
Yt = Y, () +%. @ .

Kad se ova funkcij& stavi u izraz za 43“ u (52.1) imadéemo, po-
sle transformacije £ -» &'

A =e.+{v‘(ﬁ,,lt =>- t'= fg*%‘.{wﬁ(f- . (52.6)

Ovakvim izborom nove vremenske promenljive dobili smo potpunu
negzavisnost svih koef1c1aenata metrike od vremena. Ovaj
zakljubak iskazuje Birkhofova teorema (G. Birkhoff), koja ka-
ze da je metrika sferno simetrilnog grav1tac1onog polaa u slo—

bodnom prostoru statilka.
Podimo od poslednje jednadine (52.4). Ako uvedemo sme-

nu:

ona se svodi na oblik:

e pire0 = GHim=h

Gde smo stav111 LM za vrednost konstante 1ntegraclae. Fiziji
gki smisaomm &emo obaasnltl u sledeéem odeljku. Tada Je:

(52.7)

Poito je na osnevu (52.5) )t==~)’ (konstanta integracije se
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____uklanja izborom jedinica) dobitemo da je:

Z?v=—ﬂf£@“%?r . ~ (52.8)

Sad imamo potpuno odredenu statidku metriku koja,'kad se ovo u-
nese u (51.10), glasi:

£ it = B gy sind¥)- < v

4~ tom < (52.9)
A

Ovo predstavlja duveno Svarcdildovo (K. thwarzschild) reéenjé
spoljnog sferno simetridnog gravitacionog polja. ReSenje se zo-
ve spoljno, Jjer se odnosi na gravitaciju izvan materijalne sTe-
dine koja je stvara. ' ’

MoZe se postaviti pitanje da 1i je nadeno zatvoreno re—
Senje jedinstveno, Jer smo dve veliline, B, iV, odredili iz
tri jednadine (52.4). Neposredna provera ée nas ubediti da su
samo dve jednadine tog sistema nezavisne., Identilnosti (40.3)
su te koje stvarno stoje iza prethodnog zakljudka, jer pokazu~
Ju da jednaline polja nisu medusobno nezavisne.

53, UnutraSnje sferno simetriéno statilko polje

Predimo na unutrasnje polje, pod pretpostavkom da mu jJe
izvor mirujuda sferno simetriéna masa savrieno fluidnog sasta~
va. Sto znadi da éemo ostale procese provodenja energije zane-
mariti. To se jo$ zove samogravitirajufi savrieni fluid. 35 ob-

zirom na ovako postavljen proble, koristicemo isti koordinat-

ni sistem kao i za spoljni statidki sludaj. Odgovarajuéi tenz—
or energije, oblika (29.3), napisalemo na desnoj strani jedna-
dina gravitacionog polja (40.6):

G‘({, "—‘-—*Xpo = ’x{(9+£—’ﬂu¥uﬁ+’dtﬁﬁ°¢} . (53.1)

._195..

Stavidemo £ =1, i uvesti u (52.1) promenljive:

Miw=e®ag, Rup=eg, 2

koje su statiéke,jer fluid miruje. U odnosu na taj koordinet-
ni sistem sve su komponente detvorobrzine, izuzev vremenske,
Jjednake nuli. Na osnovu (52.1) tada imamo:

(53.3)

Jednaline gravitacionog polja u fluidu glase, na osno-

vu (52.4), (53.1) i (53.3):

Jednadine hidrodinamike, koje u specijalnoj relativno-
sti imaju oblik (29.6), moraju biti kovarijantne u opStoj rela-
tivnosti. To proistide iz uslova (#0.7) konzervacije tenzora e-
nergije. FoSto je ovaj tenzor na desncj strani sistema (53.1),
to ée biti:

rphlgurr (gored B0, o

‘Ako iskoristimo &injenicu da su prostorne komponente ‘U jed—
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reke nuli, prve tri jednadine sistema (53.5) glase:

(e+4) D (W + 4250,

0dnosno, zbog dijagonalnostl metrike:

Ll 4+ 3= o,

La osnovu (53.2) 1 ()3 5) Jjedina netrivijalna jednadina u (53.6)

(53.8)

Jje:

AEM‘ +ﬁ§ =0 (53.7)
Poito X)) , dakle funkcija jedne promenljive, ume-
svo izvoda pifemo obilni. Duduéi da je fluid savre-
Sen, %i neka jednadira stanje £ = = (1&) . Veza
(33 o diferoncijzlrnu jedradinu hidrostatillc rav-
note imetridrom polju.

damo sistenm (53.4), primetidemo da rmu posled-
aje ¢ vezu izmedu pustine i koeficijenta M ().

retridle forme (odnocno ﬁ},()t)) . Ta vezs se mo¥fe napisati

u pogodnom oblilu:
(53.8)

Jednaéine (5%.7) 1 (53.8) sluZe odreilvapgu metrike u
clne prom zrljive, erosrcdno i posredstvom gus—

tnvova gravitaciona konstanta, “imademo refenje Jje-

.&.’;’a _zefn nm)da - zmm

- 1
OVL( h.) je mase nehﬂukoo tele, Pornouena xonstanton 65

aplvm'vo 8GS (ustvari 866/(,"),

time svedene na jedinice od Qredlsta do noluorecnlka
— W v Pretpostavi jano dais ~ M (o Y=o ‘za o je d>o‘vol,3no
da red opadanju nasc bude viEi o
menljive, Zto je orravdano

reda opadanja radijalne pro—
masa srezmerna zapremini.
Tede imamo iz prethodie jednadin '

- 1
M(R) =44 fr pRT => M(o)' =4, - (55.9

Cvaj rezullat, oji neposredrno sleduje iz (53.4), pokazuje nam

Jjednu zanirl jivu osobinu felativistiékog statickog polja unutar
sanogravitirajuéeg fluida. Ladijalna komponenta metrilkog ten-

zora, odnosno potencijala, odredena je samo onim delom mase ko-
Ji le¥i ispod sredidnjeg rastojanja h . zZnedi da se, .
Njutnovom polju, dejstva sferno simetrilnog sloja iznad A, po-
tizru.

kao 1 u

Pretpostavimo da imamo fuplji vednil sloj. Tz (53.8) i
je tods M = 1.

{vu meterije nera ni pritiska, to iz prve jednaline (53.4) iz~

{(53.9) vidimo 2o unutar njega. Podto u odsus-

lazi da Je i konstartno, £to zradi da tads imamo metriku
Minkovskog uliutar tela.

~=

Tz (23.9) dotijazmo tumace 1je za konstantu M u izrazu

za Svsrciildovu metrilu {52.9). Cna predstavlja celokupnu ma-
su grevitacionog izvora u jodinicema dufine. Iz (52.9) vidimo
da radijalno Zirenje i chupljarje mase izvora ne moZe uticati
ra irtenzitet polje u nckom dogoedaju koji ostaje izvan njega,

jer ni polupreénik tela, niti raspored njegowe gustine po kon-
centriénim clojevima, nisu zastupljeni u spoljnoj metrici. I
tu se u reletivnogt prenosi jedra osobina Iljutnovog gravitaci-
onog polja. k }
Stavimo uslov da na grarici tela bude ? =4 =0. Ti--
me se iz speljnog statilkog polja preiazi u unutradnje hidro-
statidko, bez sizoka u velidinama na desnoj, pa prema tome ni
cravitecionih jednaéina (52.4), odnosno (53.4)
. Ostaje nam da potraiimo, unutar tela, opste veze izme-
Gu oustine i1 pritiska. Ako u prva Jedra01nu (53. 4) unesemo vr--
ednosti M(Il.] iz (53.9), zatim N (’l)//V( h_) iz (53.7),

imadero:

na levod strani

.
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........ A(4_z_),_ - X% a.b_(g.,.,ﬂ flf) =3EG4, ~‘—f_"

gdakle je:

-‘-’i’f’- =n(g+1~)( Ry u@,r)( 10t

Ovo femo napisati u obllku.
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koji éemo uzeti sopstveno vreme u slulaju vremensklh, a duz;L—
_nu_u sluéaju prostornih. kr1v1h,,dl_ferenclgalnewl}ednaeine*geo—;%_ SR R N T
dez13sk1h llnlaa glase:

dlx“ r-l- dx® A"r o

°

Ako unesemo izraze za Kristofelove vsimboieMIhI vrste (52‘.24),
imajuéi u vidu osobinu statidnosti (52.3) , dobidemo:

—_p oM
D(A‘ 1-)*%) ke
U klasiénoj hidrodinamici zvezdanih masa sva. tri &lanz koji se :
nalaze u zagradama, u ovoj jednalini, svela bi se na jedinice. ] -Ile ’ o(dﬂ L e /’"y )
(53.10) predstavlja relativistidki oblik toga obrasca, a zove o
se Tolman-~Openhajmer-Volkovljeva (Tolman-Oppenheimer-Volkov) Lo _
| A 4 L :
jednalina. Ona predstavlga gednacum ravnoteznog stanja fluida Lo -+ a —-M\?MV = O, : (54.1)
: E %
koji se sastoji iz rasnodele, ekstrenalne u energetskom smislu, : m—'
t ! : son-Thor- : -
i egkih elementarnih Zestica ili bariona (vid et:l. Harrison-Thor ’ 1 a ¢ + l..fj_jﬁ god(p:: O

ne~-Wakano-Wheeler, Gravitation Theory and Grevitational Collap- : T ""‘&"' : m" |
se, 1965, gl. III). : ’ ‘

fvarciild je relavao metriku unuter fluide tako ¥to je : i!'—f V, iﬁ At
odmah pretpostavio da je gustina konstantna. To vrlc idezlizo- :
vano reSenje ovde melemo izvoditi, mada je inale korisro odre-
diti gravitacioni potencijal pod toz pretpostavkom. Taelkva apro- é gde su: .
ksimacija pokazala se nedavno dobrz pri nelaZenju gornje grani- : ; ’ A,dV
ce gravitacionog crvenog pomszka spektra svetlosti koja dolazi }‘- aﬁf 3 Y ?-Z"; =~%
sa zvezda (videti: S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wi- :
ley, (%] ; x1, § 6). . _

1 : Ispitajmo geodezijske linije malijslucg wravea, Lo jo-

st ome koje dobijemo za konstantne VW, ¥, £ . Cvresoveina Sy

iz -i;raza (52.9) zza metridki elozent, Jjedinidni trnge:
tor koordinatue linije du¥ koje =e nmengz R : - .

l’ ) 5 ‘ ) | ,/ - .;-_
gﬁ) =:_"(’1—-3—'ﬁ. : e N s

Znak demo odredivati teko de desna’ tr

5L, Geodezijske linije sferno simetridpe metrike

Proudiéemo neke osobine geodezijskih linija Svarciil-
~ dove metrike, odnosno sferno simetridnog gravitacionog polja u

slobodnom. prostoru.
U odnosu na jedan kanonski parametar (v:.aetl §5‘), za

v
o v - . .. R I
istog metrickog elementa dotijemc za /M S
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i{." lf(.|._ (’g} 0. | (54.3)

Lo u ngju uwa2zeno “rtﬁi izvod. koji na osnovu (54.2) glasi:
2
££)1,==-+ m, )

ona &¢ biti identidki zsdovoljena. Dakle tangentni vektori re-

[GREFSY

dijalnih kocrdimetnih linija se parelelno prenose duZ njih. Ra-

LT

dijelre. koordinatre linije sferno simetridne metrike su geode-

Zanmotrimo sad nulte linije, koje dobijamo za konstant-
ne i (P Liezvadero ih razdijalne nulte ceodezijske linijee.

Jacng de 22 ore nisu radijalne u smislu prethodnih, Jjer se duZ
njih renja 1 + , 21i su opet geodezijske, i utvrdene time $to
cu rulte. Tlemontsrni interval na tim linijama gla51~

: :’i’;ﬁ —-4_‘(4 - —"——},’_“-),dt‘= 0. (54.4)

Liferencijalre jedradire koje one zadovoljavaju svedée se na

),.

nmvu i posledrju iz esistenma- (54.1), uproSéene za sve Clanove

u kojina se pojavlijuju izvodi ¢ 1 @ . Samo se postavlja pi-
tanje moremctre, jer to vife ne mofe biti du¥ina, kao u (54.1).

‘FoYe egc provrcriti da loordinatno vrene t nije kanonski param-—

etar. Mi demo pokezati da je rsdijaina promenljiva . kanons-

4zista, ako na levim stranama, dlferenc1galn1h Jedn301—

na staviro R, uresto A , one Ce se svestl nar L

}:. +L ey’/*v [A{:) | - (:54-5)

7
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1

2 ’
4t yde_,
L =
Ail? ;ﬁ: :
amenom ;*t A;bt ig {54.15, unolenjem oztalih velidina »v

prethodron slufnju 7 diferenciranjem, ovaj sistem ée bi-
zadovoljen, Jto je trebale dokazati.

.

.

%o turnelenje prethodno utvr@ene>éihjénice.
eerog nuta gvetlosnin ili gr-

Cra =toji urestc sonstve-

o "rirovati”.

1tenje geodesijskih svets-
dnoJ "rsvni" izvora, to jest

e takve —movrfine metridki ra-

]

vropravine ritog sferne zimetrije

Ja, uzedeme radi uproffenja
elrvatorclu ravan.
glovi za to 42 =ofetni poloZaj i poletna br21ra neke
1

-
. w
materijalre tedke lefz u skvatorskoJ ravri glase:

Iz druge jedradine cistermz (S4.1) vidimo da je tada:

akle, ako jedna geodezijske linija u nekom trenutku dodiru— .
je povr3 simetrijeé polje, ona stalno leZi u njoj.
Kinematidku terminologiju smo usvojili zafo 3to puta-
nje materlaalnlh tadaka u gravitacionom polju moraju pé nééef
1lima opste relativnosti, biti Peode21gske svetske 113133, Taj

uslov je bio postavlijen u 29.
Iz poslednje dve jednadine (54.1 1) aoblgamo, &orlste01

g
(52.8), & pofto je R «0 prve 1ntegra1e- IR :

L5 QU Py
el

(1- %




- 202 -

Euduéi} da su A /.4 i b /i ‘treéa i Zetvrte lkon-
~ - traverijantna komponenta.Zetvorobrzine, sleduje zbog. M WEA4 " — Odavde je: e e S
a s,obzirom na koeficijente (52.9) metridke forme, da se pretho- : o L TN € =4,
dne veze svode na: o dn* | k ' et .
gdt=— 5
A 1 - z% " (75'4)
: R <€t £ w—d,

Uy= o, Y=g (5.7

Ovaj zakljulsk va¥i, na osnovu rezultata §§ 52, 5%, ukoliko.
je izvor gravitacionog polja ispod &varciildove sfere. Iz (53.9)
vidimo da isto biva i onda kada je, unutar nebeskog tela, deo
. mase an( M ), koji se nalazi ispod datog polupr__e?inika, toliki
da je koeficijent , odrosno M (R ), singularan. famo on-
da ne znamo ponafanje celokupne mebtrike, jer ﬁ“ , odnosno N{AJ
treba odrediti iz (53.7). _
U sludaju -'slovodnog prostora, gije Jjc metrike potpuno
odredena, iz prethodnog vidimo da radijalna koordinata polazi
od povriine izvora kao vremensia prorenljiva, a posle = posta~

Prvi od integrala (54.6), odnosno (54.7), predstavlja
relativisticko izdanje principa povrfina, odnosno drugog Keple-
rovog zakona.

55. Horizont sferno simetridnog polja. Crna oblast (Crna jams)

U § 53 rastumadili smo bili konstantu M., u izrazu za
metrilku formu, kao velidinu celokupne mase gravitacionog izvo-

ra, datu u duZinskim jedinicama. Zbog toga éemo L M- zvati gra- je prostorna! %tpviZe, po¥to smo pokazali da su radijalne loor-

vitacioni poluprednik pojedinog nebeskog tela. Lia .primer, za ma- dinstne linije geodezijske, sleduje da s6 A% du¥ njih do grav-
se Sunca Mg 1 Zemlje amp , imalemo sledete vrednosti: L itacionog poluprednika prerosi ¥ao vremenski vektor, posle de-
ga postaje prostoran, ostajuéi paralelan-sebi. Na osnova svin

5 31 imove nsrevrtanje™ bi trcbalo da znali preldid tih
m\.s%4.§x40,c~_ MTQ,O.SW_ (55.1) nas%l"x pojmova, ove "p ?
) linija!
. Razmotrimo hiperpovrs 2. . Ona je zadana sa:
Hiperpovrg  koja se dobije za A = 2Mm  zove se Svarciildova : . ’
sfera &4  sferno simetrilnog gravitacion olja. Ha je: E
= FRog & °8 potd Z g i 4(1‘)-»:—. W—1m=0. (55.5)
. = oo 4"0 .
ﬁ“ ) ’3“ ) Vektor normale na njoj glasi:
j . (55-2) o N
“ = TR
wl = =16 m* a0’ . -
4 W{ = m,(4,0,0,0) .
) Uzmime u razmatranje Jjedinidni tangentni vektor Ve, - e ' :
‘radijalne promenljive (9,48, t = const). Fa osnovu (52.2) otud:
- &emo imati: : i .
: Sl EE '45 A e : f""""")
{ e M - - 3 e .
L p umy=q (W=4-tr=0. o
i o T
POétO .je gradiaent Z nulti Vektor’ ta Je o perpo-frs nulta'




.naog postode, u svakom dogadaju, po_dva prostorna pravca u ko—

nom odeljku zadovelJavaju (54.4), dakle:
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kao Sto smo ved videli iz razmatranja §§ 43, 44, Inade na

“epronenTJiv, buduéi da Je odreden nepromonlalvom brzinom

Jima se réngaau cikliéne xoordlnate. Ona predstavlija aednu ka-

raketristidnu hlperpovrs pa ne mofemo govoriti o njoj kao

|
o 1qtor131 sfere. Treba da proudimo ponauanae nultih konusa i~

ja jJe ona obvogjnica. )

S obzirom na sfernu simetriju polja, dademo proizvolj-
ne konctantne vrednosti ugsonim promenljvim CP- const, P =
= const. Radijalne nulte linije koje smo'razmatrali u prethod-

Za R>Tm rulti konus je otvoren prema vremensko]j koordinati.
Tad N> oo
trici linkovskog. Xad R~ W spolja, otvor konusa se smanju-

, otvor mu teZi odnosu velidina koji odgovara me-
je do nule. Ovo bi odgovarzlo opadanju brzine svetlosti. Obr-
ruto, ako posmatramo oblast R < IM | otvor konusa, koji Je
cad okrenut prema keordinati R (videti sliku 21), teZi nultoj
riserravni s uruirainje cstrane, i potpuno se otvara kad R-#m
a svfave do nule tad R=>0 .

t
\
\
\

(e} 1

g b— TV } r=2m
/
/
St. 2

-

mOSRn woodncsu na nulte pravce*,
b L

srostorne izotropnosti podrazumeva se form-

I

u onoj meri u kojoj postoji, Prostorna homoge-

, u svakom dogadaju, posmatrada u
rrinverijantnosti jednaka.

Jel u §4 smo pomenuli finjenicu da je Svet Minkovekog
r je otvor nultog konusa .
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svetlosti u vekuumu. fiad vidimo da je Svet opZte relativnos-
ti neihomogen uw ‘odiiosu na nulte vravee, jer brz1na svetlosti ”
zaviei od udaljenosti od sredifta izvora, naravno za h:>1ﬁ~,
koje je Jedino pouzdano podrulje.

leobilno ponaianje metrike zbog postojanja ¢ Evarcsil-
dove sfere zahteva da ispitamo da 11 se dosad utvrdene osobi-
ne Jjavljaju u svskom koordinatnom sistemu. Razume se da je do-
voljno natéi jedan sistem u kxojem se neke od njih menjaju, da
bismo ih smatrali kao nsverodostojne. Zato Cemo izvrEiti sme-
nu promenljivikh: ’

1 -
t =4 :‘:zm‘a‘(-i%‘.q) R >2m

(55.7)
tat rome'tn(t-4) R<1me

- 14
h=n ‘9::17’,“?"‘?.

’

Pomodu ovih promenljivih dobijamo Zdington-FinkelStajnov (Ed-
dlngton—Plnke1oteln) oblik intervala (52.9):

€™ =4+ A + i {ds"+eodsdf) 5

5 dome it - et e A" (55.8)
Metrika ostaje .stasienarna, ali  vife nije dijagoralna. Sta-
viSe, u zavisnosti od znaka Cetvrtog d¢lana, imamo za nju dva
oblika (+) i (-). Prednost ovakvog izraza je u tome Eto mu na
Z:hi jedan koeficijent vi¥e nije beskonalan, te se koordina-
tna mreZa jednostavno produZuje’iz unutraénjpstiAévarcéildovg
sfere u njenu spoljainjost. v -
U odnosu na uvedeni 51stem,arad13alna nulta linija, u-
mesto (54.4), u slucaau (+) zadovoljava formu: . :

Yo+ ig:&)ﬂ‘cc- ol iy lE -.c"(4—* )Aé"'==0 (55,9)




4.2064—

(b rcdrs 30— o it} w0

> - - . . 4 . )
U konflguraclonoq ravni ( t s ) te linije zadovoljavaju dve
diferencijalne jednadine:

- - '
ﬁ-{-&. =0 ) G5 “+ AL 14&4')‘,:0'- (55.10)
ReSenja ovog sistema glase:

RAet = ook ,

R +hap bo(n-tm) -Aflcwl' nzim, (55.11)

R +hom On(tm-t) —eb =oomk A<M

Prvo reSenje predstavlja familiju pravibh i vaZi ca obe strene
hlperpovrsn. Z. » odnosno linije M=t m . lefenje druge
diferencijalne jednadine (55.11) razdveja se, kao Ito vidimo,
na dve potfamilije, levo i desno od te linije. Druga Jednalira
(55{10)“pokazuje nam da za prvu potfamiliju vaZi:

£ R—poo

A

(romd |

".h“4fb"°w

U prethodnom odeljku smo'pokazali dz zu redijslne nul-

_te llnlge geodez1gske. Druga njihova potfamilija ne priazi Mt =

B 2. Posto su sve moguce svetske linije, odnosno putanje, o~
buhvacene izmedu graniénih nultih linija ove dve potfamilije,

§to se moZe proveriti, to na levom podrudju (slika 22.) ni jed-
na ne mo%e preéi ovu granicu. Svarciildova sfera & , odnosgno .
linija R, = 24 -, zove se horizont dogadaja. Taj evokatorski -
naziv treba da nam_kaée'da se radi o jednoj granici ispod koje
nemamo uvida, a ni sa koje nema povratka. Ni jedna svetska 1i-
nija ne vodi izvan. te sfere!

W

¢

AN i
SL. 22

Fizidko tumalenje nultih linija sa dijagrama 22. je je~

:dnoétavno. Prave prve familije (55.11) predstavlijaju zrake ra-

dijalno nailazeée svetlosti. koja ima brzinu £ . Prva potfami-
lija krivih, desno od horizonta, prikazuje zrake svetlosti ko-
Jja se radijalno udaljava od gravitacionog'izvora. Ukoliko Jje
povrdina koja zra¥i sa spoljne strane bliZ¥a horizontu, brzima

je manja, a u beskonadnosti. dostife vrednost iz Sveta Minkovs-—
kog. Svetlosni zraci i sve ostale lestice sa unutradnje strane
horizonta padaju ka sredidtu. Ova asimetrija nultog konusa, koja
potiée od razliditih brzina dolaZenja i odlaZenja svetlosti u

- gravitacionom polju, pokazuje joé jednu osobinu Svetd opfte re-—

lativnosti, neizotro nost koju u opdtem slucaau pokazuju nultl
zraci. - . L .

Prethodna izvodénja se odnose na sluéaj”(%))évetske ne-
trike (55.8). U sludaju (-) dijagram bi bio, prema onom sa sli-
ke 22,, simetrilno izvrnut u odnosu na osu . o B
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Vratidemo se jednom zaklguéku iz §54. Imali smo da '

‘je radijalna promenljiva A. koordinstnog sistema u kojem je'
data fo:r:ma (52. 9) kanonski parametar za radijalne nulte 1lini-
je. U transformisanom obliku (55.9) radijalna promenljiva os-
taje ista, dok novo vreme t’ i dalje nije kanonski parametar.
Dakle, put od M do M na slici 22 razlikuje se, na bilo koj~
0oj nultoj geodezijskoj liniji potfamilije R > Lmn , za kona-—
gni iznos, ukoliko je My konadno i vede od R g . Sa dijagra-
ma se vidi da koordinatno vreme mora porasti za beskonadan
iznos da bi R (t') iz druge veze (55.11) porastao za Ry~2m
jer je R(-00 ) = 21mm ., Sto je glavno stvari stoje ne-
jasno sa svetlo$éu koja je u konalnoj proflosti trebalo da
krene sa horizonta. Ovaj zakljudak o beskonaCnom priraStaju
joS izrazitije vaZi za vremenske radijalne geodezijske linije,
jer se kod ovih A | kao funkcija ¥ jod sporije "diZe" iznad
horizonta. A te geodezijske linije su putanje lestica kojé se
udaljavaju u sfernom gravitacionom polju.

Na podrudju M < 1M CZestice i fotoni stiZu za konad-
no vreme, bilo sopstveno ili koordinatno, do R = O, 5to se
vidi sa dijagrama. .

U cilju daljeg iépitivanja ponasanja metrike u blizi-
ni horizonta uvode se takozvane Kruskalove koordinate (M. D.
Kruskal). U njima su otklonjene teZkoée s beskonalno dugim
putovanjem, u odnosu na i’ , po radijalnoj geodezijskoj lini-
5i, od horizonta navide. Vri se transformacija ( A , t')->
— ( W, ) iz Edington-Finkel$tajnovih promenljivih (55.7)
u nove:

m¢%
A -
w+v —._-.-i——(lz_—-Zw)C
(rpeb), (55.12)
kU= g T

Sad dobijamo treéi oblik intervala, koji_glasj., za posmatra-
-nu {(+) metriku:

zddtg h‘(dﬂl-f-,y:u}\?&ué‘) + gz(n)(du‘_plv')) . (55.];35

gde je:

_polupravu- W =5 .( 4 >0 ﬁ?Ja Je horlzont Na slici, 22, n
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ne e

Razume se da h u gornjem obrascu treba zameniti.pomoéu \u. i
Y . Mi to nismo udinili zbog preglednosti obrasca. ‘

Kada statifku metriku dovedemo u oblik (55.13), radi-
jalne geodezijske nulte linije glase:

W> -, ATEM

Ug-r RaT (55.14)

A“’"«ﬁf’:O = U+ =amak o

Kruskalov dijagram izgleda ovako:

Bhutay
s

5023

Ako pomoéu transformacionih obrazaca (55.12) ispitamo

dijagram sa slike 23., videCemo da on’ima smisla za onaj deo
koji le%i izmedu krive =01 dijagonale W=V , kojoj teZe
vrednosti kad u (55.12) t'—3~0co , Oblast O<Lh<LM™ sa dija-

grama slike 22. preslikava se na osendenu-oblast na dlaagramu
slike 25 Da 1i ostatak ravoi ( W ,V ), izmedun 1sprek1dane 1i-
nije’ art W =13i ¥ = W ina neki smisao nije Jasno.:Mozda bi
i on mogao nesto fizidki da znadi, jer prava. W= v, odnosno
Ro= T, ogranicdava dlaagram, pored toga eto p" vdstavla ) '

= lma ae a& dlaagramé&

*
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Videli smo da se osobine Qvarcéildovog gravitacionog
polja ne mogu opisati u potpunosti ako se koristi samo koordi«
natni' sistem u odnosu na koji metridka forma ima oblik (52.9),
Izvrsili smo bili dve smene promenljivih da bismo otklonili ng
stranosti koje se pojavljuju u tom sistemu u blizini singularne
hiperpovrsi J7' . Dijagrami koji odgovaraju siudajevima (+) i ()
opisuju fizid&ki suprotne procese. Xruskalov dijagram je pogodan
za izudavanje pojave saZimanja materije u blizini Z: . .

Mi znamo da postavka problema y op&toj relativnosti ne tp-
eba da zavisi od koordinatnog sistena, jer jednadine moraju bi-
ti tenzorske, ali pri diskusiji dobijerih redenja vidimo da st
vari itekako zavise od sistema. Napomenimo samo da je jedno od
vaZnih pitanja pri izuCavanju singulariteta razlikovanje takoz-
vanih koordinatnih singulariteta od f£iziékih, to jest od onih
koji odgovaraju stvarnoj pojavi. NeSto sli¢no smo imali i pri .
ispitivanju gravitacionih talasa, '

Oblast ispod horizonta, u kojoj bi bio smeten celokup-
ni izvor gravitacionog polja, nosi danas dobro poznati naziv cr-
na jama, ili kako éemo je jo¥ zvati crma oblast, u ovom sludaju
statitka. Iz svega $to je prethodno redeno vidi se smisao tog
naziva. Videli smo da stati&ka crna oblast ima gravitaciono po-
1je isto kao i ono koje je imale normalno nebesko telo, ali smo
se uverili i u to da masa tela, posle prolaska ispod horizonta,
za konadno vreme padne na sredifte. Sta onda biva? Da 1i dolazi
do neke eksplozije crne Jjame, pradene na prinmer emisijom tahio-
na, zasad hipotetilnih Zestica, koje zahvaljujuéi brzini vedoj
od svetlosne mogu proéi kroz singularnu povrs b ? I1i nastaje
neka druga pojava? Gravitacioni izvor je telo, &ija metrika i-—
ma zakone ponafanja pod fizidkim uslovima koji vladaju u odre-—
denim'granicama, a koje smo dosad uspeli donekle da proudimo.
Pojava saZimanja celokupne mase nebeskog tela do krajnje mogu~
ée granice, a pod uticajem gravitacionog polja, zove se gravi-
tacioni kolaps. Ona prvobitno nije bila izu&avana sa relativi-
stidkog stanoviita. Bitno je pitanje da 1i se gravitaciono Ko-
‘laps sferno simetridnog nerotirajuéeg nebeskog. tela mo¥e odvi-
Jati savrseno praviino, zadrfavajuéi u svim fazama podetnu si-
metriju. Poluprednik 2mm. je, kao $to se vidi iz (55.1), kra=j-
nje mali, $ta biva pod uslovima koji neposredno prethode prola-
sku kroé b Na to se ne mo¥e dati pouzdan odgovor.
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OQa pitanja mnogo su pretresana u naudnim monografija- «o
_ma i‘5asopisima'(da~navedemom4uG.ﬁMchittie,m[ﬁdl.; S.. Weinbe..:

erg, A1) ; Misner-Thorne-wWheeler, (23] 3 itd). U svakom sluda-

ju, crne oblasti su jo3 uvek hipotetiZne, mada izvesne pojave, .-

u poslednje vreme, ukazuju na to da su moZda i otkrivene.
Zadudo, neke vizije kolapsa i prateéih pojava bile su,
da 1i sludajno, predmet pesnidke intuicije. Vliadislav Petko-
vié~Dis, koji je od fizike XX veka mogao samo neSto nadubi o
specijalnoj relativnosti (a i to je vrlo mslo verovatno), na-
pisao je u pesmi ™ Nirvana®™ (videti: M. Pavlovié, Antologija

. srpskog pesniltva, SKZ, 1964) sledeée vrlo uodljive stihove:

Tu su bili umrli oblaci,
Mrtvo vreme s istorijom dana,
Tu su bili poginuli azraci:
Svu selenn pritisnu nirvana.

56, Polje rotirajuleg izvora B

Izneéemo, u najkracem, osobine gravitacionog polja ko-
je stvara rotirajuéi, po sastavu osno simetriéni izvor. Takvo
polje odreduje Kerovu (R. Kerr) metriku.

Prvi zakljudak koji imamo jeste da ovakvo reSenje viZe
ne moZe imati sfernu simetriju u prostoru, jer je jedan pravac
privilegovan. Pretpostavka je da je taj pravac, odnosno osa g-
imetrije, nepromenljiv, da se moment za njega ne menja, i da-
izvor polja ne podleZfe ni drugim promenama tokom vremena. Ta-
da -Je metrika opet stacionarna, a pored toga i simetricna u:
odnosu na osu rotacije. Znadi da jedini¥ni vektori svetskih

lini&a koordinatnog vremena &ine jedno Kilingovo polje. Pako- .-

de i jedinidni vektori meridijanskih linija . oko ose rotaci-
je (odredimo je sa
ika forminvarijantna za smaokrete oko te ose,

Kerova metrika spada u algebarski specijalne tipove u
smislu izloZenom u § 47. Ona je Petrovljevog tipa D, u kojli s~
pada 1 Svarc3ildova. Ovde neéemo ulaziti u proveravanje toga
(Physical Review Letters, 11, str 237, 1963). Opet se smatra,

kso i za Svarc¥ildovu metriku (videti § 51, uslovi 1) i 2)), .-

G= 0) &ine Kilingove polje, jer je méetr— - .-
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da R predstavlja rastojanje od srediSta izvora.:AdOf u besko-
.radnosti te%i -metrici. Minkovskog, 3to demo pokazati.. Pored ko
stante am. , koju-smo veé imali u (52.9), ovde se kao posledica
postojanja ugaonog momenta, pojavlijuje i konstanta & . Kvadrat
intervala glasi: : -

€da® = (4 +U)dnt+ (W deos9) A"+ (4 av

2 Usintis) 4im5 AP 2 Al Usinochdf +

+2. e WA dt +2.acUsnrgdode _—A‘(%Wﬁlﬁt, (56.1);"

gde Jje
- LR i
U A+ 05cod9

Ako bi .4 bilo jednako nuli (odsustvo rotacije) vidimo da bi se
metrika svela na Svarc$ildovu (+) metrilu (55.8), to jest na o-
nu dije su svetske linije date na slici 22.

U sludaju spoljnog Svarc3ildovog reSenja nismo ni¥ta mo-
rali znati o tenzoru energije izvora, osim da mora odgovarati
sferno simetridnoj raspodeli materije, koja se moZe radijalno
kretati. Naveli smo bili, kao primer unutrasnjeg reSenja, savr-
Senu hidrostatidku sferu. Ali je to re3enje ostajalo nepotpuno
odredeno ukeoliko nismo znali zavisnost gustine od pritiska. U
tom smislu ni za Kerovu metriku ne znamo o izvoru nista drugo o-
sim da mora imati simetriju materijalne raspodele i moment za o-
dredenu osu. Jedino je sigurno da ta metrika vaZi svuda 1zvan
horizonta, na koji éemo ukazati. :

PotraZimo, kao i u slulaju Svarcélldove metrike, povr
na kojoj ée u formi (56.1) iZ8eznuti koeficijent uz Ai £ .
Znadi: : . oo ; L e

“hr - Z'_mn,’+v4.‘,con10‘= 0.

Resenje ove kvadratne jednadine moZe imati smisla samo'zaja,szmu
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Fizidki smisao za A Z/m bio bi da se centrifugalno ubrza-

--nJe suprotstavlja gravitacionom kolapsu. Pod tom je. pretpostav-,.

kom:
h=m t ) aess . o | (56.2)

Imamo dve povrsi, koje éemo oznaditi sa S+~i f;_ . MoZe se o-
dmah videti iz (56.2) da ove povrii imasju ravan simetrije 19 =
= u/z i da je S+ 1spupéena a S_ razdvojena u toj ravni.

PosSto je metrika stacionarna vidimo da, zbog promene z-
naka koeficijenta uz , brzina toka vremena, koja je Kilin-
gov vektor, menja znak. Ona postaje, od vremenskog vektora iz-
van 3+ s nulti vektor na toj povrSi, prostoran unutar nje, op-
et nulti na Y-~ , a vremenski unutar ove. Naravno, sve to pod
uslovom da obe povrsi pripsdaju spdljnoj Kerovoj metriei, &iji
se izvor u dovoljnoj meri smanjio da bi bar Sf_u celini bila
horizontska. Fizidki bi to znadilo da meridijanska koordinata

¥ (dskle prostorna) moZda neodoljivo tede unutar EL_ , umesto
vremena,

Bitna je osobina povrdi J;+ i E{_ ta da nisu karskteri-
stiéne. Njihova je osobina da koeficijent“%remenski élan posta-
je jednaek nuli na njima, ali im je gradijent, koji moZemo izra-
dunati iz (56.2), nije nulti vektor. Zaista, kontravarijantne
koordinate metrilke forme glase, na osnovu (56.1):

# o oA+a 1
‘6 T R4 atem'y ~u ’3 rz"+A,cas‘\9 )
. - 4 4‘1::_. ;z (56.3)
V= atehraers ' ] T (1+u, _
& n_ ”
"j =l ) ’3 Py &,caa?s' '3 = 0.

Pa moZemo odmah proverltl da one dve hlperpovrs1 nlsu nulte, o-

dnosno karakteristidne. -
- Posmatrajuéi velidine (56.3), moZemo se uveriti da

Jedini moZe biti jednak nuli za konadne, netrivijalne i pozit- "
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ivne (fizidki opravdene) vrednosti argumenata,-i time odredi >
- karakteristidne povrdi. Vektor radijalne-promenljive.postaje
nulti na toj hiperpovréi, koja Jje otud nulta. S obzirom na pro=
menu vremenskog toka, ostale linije na njoj su prostorne. One
glase: ;

hrezmh +2'= 0 = n =mz \m-2, (56.4) -

uz
S
Tnamo snai dve povrsi, PR Z,_, na kojima je mormalni vektor:
my(4,0,0,0) zﬂdf’m,mﬁ =0
9#0 & = llg4,l +0,

nulti. Te povrsi predstavljaju koncentriéne sfere. Prva od njih

je horizontska za Kerovu metriku. U ovom slulaju mogli bisg-.
mo govoriti o hiperpovr3i kao istoriji, s obzimom na to da na o-
vom horizontu, za razliku od Svarc¥ildovog, ne nastaje zaustav-
ljenje vremena. Ali izraz "istorija" postaje dvosmislen, zbog p-
romene znaka koeflcijenta4g44 vremenskog intervala na o 12
(56.2) se vidi da S.,. obuhvata Z-.‘., i da je dotide u okolinama
polurnih tadaka © =0 , L (videti sliku 24.),

Pogledajmo opet radijaline nulte linije. Postoji, u ovo}j

metrici, polje nultih vektora konstantnih komponenata ¥

ﬁ ” “&”-(Mu - -ul=0. e

Drugo polje nultih vektora dato je sa (56. 5), ns povrsima :E;

To je analogno sferno simetridnom slulaju sa slike 22,, utolikov'

(56.5)
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8to se radi o granidnim linijama nultog konusa.

Rulti polukonusi buduonostl horlzontsklh dogadaja ok~
renut1 su, dakle, pfema unutradnjosti 211u Neradljalﬁé'nulte
i vremenske svetske linije imaju jos manje mogucnost1 da napu-
ste Z:+, jer su obuhvaéene radlgalnlm, pa ae ta hlperpovrs Z=-
aista horizontska. . o

~ Kerova crna jama izudavana je, kao i Svarcélldova, po-
moéu razliditih dijagrema, i ima dosta neobilnih osobina, od
kojih smo neke izloZili. Unutar nje ne izgieda da bi uvék mo-
raoc nastupiti pad "zarobljenih" Eestica u sredifte. Sa slike
se vidi da unutar fi_ postoji jedna dvokrilna oblast u kojoj
bi destice mogle da se udaljavaju radijalno, gde Dbi vreme tre-
balo da tede i metrika da bude stacionarna.

5.. 24
Ostaje nam da pokaZemo kako se u beskonadénosti Kerc”u

metrika svodi na metrlku Mlnkovskog. Za tu ¢emo gvrhu uvesti ‘
nove promenljive: )

x = (o3 + osin'f) gonn , B = )i.,coa*P)

% ;-.(hﬁ\e;am?)mg , E=t.

Metridka forma:(56.1) se tada moZe napisati u obliku:
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et At dyte dvodty

T 2 AT {" (xAxrydy) 4
+ ar (9‘1"!'3 - gd") + i+ (idz +.c)1,dl:}}l ; (56.7)

Ovde je ostavljeno M. da bi se ocenilo ponaSanje u beskona&no-
sti. Cinilac ispred velike zagrade u ovom izrazu ponasa se

a- A= za dovbljno velike vrednosti radijalne promenl,ji'v;e.
Izraz u zagradi ponada se. kao v né . Moremo dakle pisati:

ﬁ/cbt': 2»514;4 + 0(’1-4)4&. (56.8)

Vidimo da ova metrika u beskonadnosti zaista te3i metrici Min-
kovskog.

Zadaci

1) Pokazati da postoji zavignost izmedu jednaldina (52.4).

2) Odrediti, iz jednadine (53.10), 4 u sludaju da je gus-
tina § = const, pod uslovom da je za f nax> R pritisak 1\. =
= 0. Naéi tada, iz (53.7) i (53.9), unutrainju metriku.

3)  Pokazati da su u oblastima A <ITM i A >2.m , §55;
vremenske linije sadrZene izmedu nultih, dok su nulte linije
sadriane izmedu radijalnih nultih. o :

4)  Ako u (-) Svarc3ildovom intervalu (55.8) uvedemo smenu
[7 ,cf' ~h  ("zaostajude vreme"), dobiéemo njegov radlaa-
cioni oblik:

olst = nr{ g ountody) -1 dndi ~{1 - YA

. Pokazati, na osnovu definicija iz 547, a koristeéi ovaj ob-
1lik intervala, da Svarc¥ildova metrika spada u Petrovljev tip D.

<+ XI. POSLEDICE OPSTE TEORIJE RELATIVNOSTI -+ -

Putanje planeta -

Pretpostavidemo da su osnovai pravcinsi‘ernog'koordinaé -
tnog sistema, &iji je poletak u srediftu Sunca, utvrdeni u od-
nosu na zvezde nekretnice. Pretpostavilemo takode da su gravi-
taciona polja planeta zanemarljiva u odnosu na Sunéevo, pa se
one, prema tome, kreéu po geodezijskim linijama u ekliptidkoj
ravni Q= T/ . Tada iz metridke forme (52.9) imamo za sve-
ku svetsku liniju uslov: :

' (4 - ‘z’%"}Y‘%)} Rl%/i 'Ct(“%/(ﬁ'b}l"" . (57.1)

Ako potrafimo Tadijus vektor R u zavisnosti od anomallge (P ,
dobiéemo, koristeéi prve integrale (54.6): : : :

~

T T 1)

Pa ée (57.1) imati oblik:

Lt B LA} +55 -0 (4 Ly

odnosno:
29 20 R
{;@(4} Repler) e R e

Pretpostavimo da je u poletnom trenutku P, #O' to jest da ée‘fl
menga u zavisnosti od‘f leerenc:.ranae gornaeg 1zraza po (F ta-

da daje, kad se sredi: ~ 0™ -
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’ Ovo predstavlja relativistidki oblik poznatog Bineovog.(Binet)

-~ -gbrasca za-kretanje tela u-centralmom polju-NjutnoVe gravitac
je. Diferencijalna jednadina (57.3) razlikuje se od njutnovske
samo po drugom $lanu na desnoj strani (videti: Andelié-Stojano-
vié, Racionalna mehanika , str. 190) na koJji se, u sferno sime-
tri¢nom polju, strogo svodi relativisticka popravka.

duz1ne vede ose elipse. Ona je srazmerno malo 1zmen3ena, i ne
~utidebitno na reSenjes -Ali- je -popravks promenlalvog dela
pimljiva za razmatranje, jer kvalitativmo menja prlrodu puta—
nje. Zato éemo prvo dati tumadenje konstante 4VL/a}' . U nju-
tnovskoJ mehanlcl, gde se planete kreéu po zekonu (57.4), ona
se svodi na ho , sde Je Ne srednja vrednost radijus vektora.
U sludaju kretanja po relativistilkom zakonu (57.5) treba, u-

i

Diferencijalna jednadina (57.3) regava se itefacijama.

Refenje njutnovskog dela obeleZidemo sa (A/R) . Ono se dobi- B o mesto Mo , staviti N, (A -~ ~ €% ). Razvijmo promenljivi deo u i~
ja kad se uzme u obzir samo konstantni.&lan na desnoj strani, . . i zrazu (57.7), imajudi u vidu da je, na osnovu (55. 1)1”1(€r8V1"
i glasi: . . . . . tacioni poluprednik Sunca) male velidina u odnosu na srednji
: . poluprednik Ay bilo koje planetske putanje. Tada moZemo pisati:
(—4—) = m (4+ e ) o (57.8) '
T .
Wh ot + 5 aint i {9 255

Sto predstavlja konaénu jednadinu konusnog preseka. Anomalija

‘F se raduna od pravea peribhela, a € je ekscentrilnost puta- - Iz ovog izraza vidimo da ¢e (57.7) predstavljati perihelsko
nje. U sluaju planeta radi se o elipsama, pa je €L (za ; (najmanje) rastojanje planete za vrednost anomalije:

Merkur je € ™= €.2). Cledeéi korsk iteracija, od kojeg neéemo
iéi dalje, sastoji se u redavanju (57.3), bez konstantnog &la- ' -

na, a sa (57.4) na desnoj strani: . (p =0 (A ha e
). Im ) 4_‘ 3 !
A A s 1= Ru-¢) it
A a4 AV m 12
;@L(E) ¥ c _SM(EZ 3 ot (4+em‘f’) e Svaki &lan ovog niza predstavlja zbir jednog geometrijskog reda:
3
r3 2y (14 2ecasf) . (57.5) i
SEEERSASS e —'LMa(flvf-ho@ el)-f-") (m=0,12,+")

Partikularno refenje ove, vrlo pribliZne, jednadine jJe: A- Ei%%i;;

A 3 Vidimo da se izmedu dva uzastoepna prolaska kroz perihel izvrsi,

(ﬁj =J :;'(4 +'e%a“MqO' (57.6) s tacnoSéu od dva &lana reda (ostatak je vrlo mali), promena a-

T B .

nomallije za:

Pa je ukupni integral, iz (57.4) i (57.6):
: » 6 G

AP % ——=5 (57.8)

A (4)4_Fif; _ e { > “ eﬂ

RE\ZL TR 4+3d—’"+ S T ST o ) ,
- Ovo ae cuvenl relat1V1stlck1 obrazac za pomeranje'perihela‘pla—

neta (sllka 25. ) Tablica sekularnih pomeranja (vrednostl za

Jedan vek zemalaskog vremena) za poaedlne planete Je:

’

:+- eA(m‘P—fS%l‘PM‘f)},ﬁ, AR - (577)

Konstantni deo izraza na desnoj strani dopunjen je popravkom
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.Merkur
Venera
Zemlja

Mars

slika 25.

Krajem XIX veka, kada su astronomska posmatranja pos—
tala dovoljno odtra i pouzdana, utvrdena je‘pojava male prece-
sije Merkurovog perihela, koja se nije mogia objasnifi pomodéu
klasiénih zakona nebeske mehanike. Ctud je objad3njenje te po-
Jjave, koje Jje predloZio Ajn8tajn, predstavlijalo prvi veliki
argument u prilog opste teorije relativnosti. Svi kasniji po-
kusSaji zasnivanja novih teorija gravitacije morali su voditi
raduna o tome da daju zadovolaavaauce tumadenje pomeranga pla—
netskih putanja.

Podetkom 60-tih godina Dike(R.Dicke) je predlofio jed-
no objadnjenje ove pojave polazeéi od promene gravitacionog
polja Sunca usled njegove spljoStenosti. Tako Jje uspeo da ob-
jasni ok 10y efekta. Uz pretpostavku da bi ta spljoStenost mo-
gla biti veéa nego 5to se sad smatra (jer je vrlo mala i tedl-
ka za posmatranje) moglo bi se objasniti do jedne petine efek-
ta. Dakle ipak nedovoljno. Tada je nastalo miSljenje da je re-
lativistidko tumadenje nadlo najveéu potvrdu upravo u tome Sto
i najjadi protivargument moZe objasniti samo manji deo ove po-
Jave. -

58. Putanje svetlosnih zrakova

-Putanje planeta predstavljaju vreﬁénské: a putanje sv-
-etlosnih; zrakova nulte. geodezxgske llnlge svetske metrlke. Sve-
tlosni. zrak koji dolazi 88 neke zvezde i prola21  uncev1m gr;—‘
vitacionim. polaem morao bi 1mat1 svoastva neradlgalng geodez1a—
ske linije (ukoliko ne pada prema srediftu Sunca) Svarciildove

i
i
i
1

_metrike. Za takve ée se putanae w obrascu (57.1)° pogav1t1 nu
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la na desnoa stranl, dok e *ina desnim "stranama, ‘prvih 1pte
grala (54.6) konstante of i 3. te¥iti beskonadnosti kada svet~+
ska linija teZi nultoj. Te konstante imaju-isti red radtenja ::-
i kolidnik treba da im bude konadan. Tako imamo, umesto (57.2):

{_ﬁ%(%)}l+ 1’,;’-' Lﬁ":““% e .((58;‘“1)

Odakle sleduje, umesto (57.3), diferencijalna jednadina:

A"
V«(—' + 5 =" k.’- , ‘-‘(58.2)

putanja svetlosnih zrakova.
ReZenje homogenog dela jednadine (58,2) glasi: ..

(74;)4 = 5,409, | | (58.3)

gde je koordinatni sistem izabran tako da za CPe. 0 bude A =
= R¢ . Ovo je jednadina prave u polarnom sistemu, upravne na
polarnoj osi. U slededem koraku stavljamo reSenje (58.3) na de-
snu stranu (58.2):

AFVE

gto daje partikularno reSenje: o SR

Eto predstavlaa konacnu‘ﬁ?ﬁnac1nu putanae fotov
tri%na u odnosu na polarnu osu, jer je MYy =" (—‘-P)
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Za @ =% ( “/7. +cL) éemo” imati: asn.mptotske pravce jedna:

gine (58.4) koji, s obz1rom na malu popravku, malo odstupaju
od prave (58.3), pa je i i odstupanje of ugla Y od 9c° malo.. ;
Dakle, (58.4) tada daje: '

)

. T
~an ot 4 P (foort) =O. (58.-5)
% obzirom na ono #to smo rekli, sinus mo¥emo zameniti uglom,
a kosinus, poSto mu se pojavljuje kvadrat, jedinicom., Tada je,y -

iz (58.5):

2 i
A .

Slika 26. nam daje ukupno odstupanje svetlosnog zraka od pra-

ve =1y, .

T e —
—— —
B e
— T —_—
_
- — —
¢
o
S
5. 26

Otud ukupno odstupanje A‘P svetlosnog zraka iznosi:

A‘-P::Zeczm (58.6)
e

Imamo, za zrak koji neposredno prolazi uz rub .Sunca, h.a

A= 3 X407 cm i vrednost m. , odnosno amg iz (55.1), za gr-

avitacioni poluprednik Sunca. Odatle  je:

AP

Skretanje svetlosnih zrakova u Sunevom grav1taclonom
polgu, tacnlae receno, vellclna nglhovog skretanja, predstav-~

(8.7

_1ja takode aedan od jakih argumenata u prilog op3toj relat1v~ 5

“tima energije,
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nostl. Dosadasnaa merenaé "sav1gen1h" ‘zrakova | svetlostl sa zve~;
zda koje se geometrijski nalaze reposredno ispod Sundevog ruba,
vriena prilikom pomralenja Sunca, dala su odstupanja reda veli-
¢ine od oko 10% u odnosu na odekivanja, i to u smislu poveda~
nja. Takvi rezultati se, s obzirom na velike teskoée koje pra-
te posmatranja, mogu smatrati kao zadovoljavajuéi.

Inade, savijanje svetlosti bi trebalo da nastupi i u
njutnovskon gravitacionom polju. Ako bismo fotonima, kao kvan-
pripisali odgovarajuée mase, oni bi skretali pr-
ema izvoru njutnovskog polja, samo 3to bi efekat bio upola ma-
nji od relativistickog.

59, Promene u spektrima

U prvom delu ovog kursa, u § 14, bila je izvedena rela-
tivistilka formula za promenu ulestalosti oscilatora u zavis-
nosti od kretanja, ili Doplerov efekt . Tada smo, kao pose-
ban i painje vredan primer, objasnili crveni pomak u spektrima
vrlo dalekih nebeskih tela, sveopStim udaljavanjem u Svemiru.
Taj doplerovski crveni pomak treba razlikovati od gravitacio-
nog, koji je poznat i pod nazivom AjnStajnov efekt.

Osnov od kojeg polazimo jesu zakljudci § § 38, 39 o pr-
omeni energije svake destice, pa prema tome i one koja zradi,
usled promene gravitacionog polja. Slobodno padanje u razlidi-
tim gravitacionim poijima ima, kao posledicu, kretanje po raz-
1iditim geodezijskim linijama. Ali injenica da i posmatradi
u tim poljima trpe gravitacione sile ¢ini da oni ne mogu prime-
titi razlike. Ovde su posmatrad i posmatrani izvor udaljeni je-
dan od drugog i svaki-od njih moZe zanemariti dejstvo na sebe

_gravitacionog polja u kojem se nalazi onaj drugi. Fosmatrad pr-

ima na daljinu informacije putem zradenja,i moZe da potraZi ra-
zlike. )
" Mi smatramo da atomi nekog elementa na Suncu, koji zr-
ade usled visoke temperature, slobodno pgdaju‘u Sundevon gra-

vitacionom polju. Njihove putanje, izmedu sudara, treba da bu-
du geédezijske linije metrike na Sundevoj povrsini.. Pritom za-,
ﬁéméfujemo sudare kao relativno kratkotrajnu pojavu, jer u bl-
izihi tadaka (dogadaja) sudara svetske linije- odstupaju od ge~-
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odegijskih. Nikakvu razliku u zradenju usled nekog jelanja ili -~
slabljenja gravitacionog polja ne bi mogao da primeti posmatrad:
koji bi mirovao u blizini njegovog izvora (videti: Pound, Rebka,

Phys. Rev. Lett. &, 337, [llJ Pound, Snyder, Phys. Rev. B 140,
788, 1965). Iskoristiéemo tu dinjenicu koja je posledica prin-
cipa ekvivalentnosti.

U jednom lokalno Lorencovom sistemu (videti § § 39, 5C)
impuls fotona iznosi po (16.8):

¢ - ) h _ . — -1
Ki=< &.VZ, K=<y =< (59.1)

gde je f Plankova konstanta, Zi progtorna normala (tronormala)
na elektromagnetnom talasu, ¥ frekvencija i Ehenergija. K* je
nulti vektor, njegove putanje su nulte geodezijske linije, za
koje mo%emo s velikom pribliZno¥%éu uzeti da su radijalne (upra-
vljene tadno od sredisSta Sunca prema posmatradu na Zemlji). Cd-
govarajuéi interval je stoga oblika (54.4), pa je proteklo ko-

ordinatno vreme At vezano s prevaljenim putem A

,cé.& =W—%§: ) (AZt: ﬁ«lm% 4_A;,;),

gde je !m gravitacioni radijus Sunca ( videti (55.1)) a 7 nje-
gov poluprednik. Ovo znadi da posmatramo radijalni nulti inter-—
val &iji je izvor u dogadaju koji se nalazi nepo edno iznad
povrs1ne Sunca. Kvant koji je tamo izralen trebabii

nog 8to rekosmo, da bude za tamosnjeg posmatraca, nosilac iste
energije kao i onaj koji se u zemaljskom procesu zraéenjé pos—~ -
matra u laboratorlgl. Al1i zato vreme za koje foton izralen sa
bu.nca prede jednak put Aﬁ kad Jje blizu Zemlje iznosi:

,Cbit g___é_z_———c s
: 4 -2

R

gde je R, rastoganae Sunce—Zemlaa.:OvaJ perlod vremena mangl a
Je “od onog koji je dat u (59.2). Ako je frekvenclga aednaka br-
ogu‘treptaaa u jedinici koordinatnog vremena, frekvenClJa wﬂ ’

obrascem:

(59.2)

na osnovu o—

- (59.3)

)
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“koja odgovara periodu vremena kA{t_ iz (59 2), veéa ‘je od fre<”

kvencije Y, , koja odgovara periodu At iz (59.3). Dakle: ™

v%ﬁﬁ%=hﬁ%%«—%ﬂ%. e

Pa je promena frekvencije:

by =w(1-3) 1= (e

ofm e e Jomig) 00

Ovom, po (59.1), odgovara promena energije fotona primljenog sa
Sunca.

Ovde smo izvrili dva zanemarenja. Frvo zanemarili smo
uticaj Zemljinog gravitacionog polja na foton, jer smatramo da
ono znatnije deluje na njega tek na malom delu puta blizu Zem-
1lje. Drugo, zanemarili smo doplerovsku popravku usled Zemljinog
krufenja oko Sunca, jer ma da ta brzina nije mala, radijalna ko-
mponenta joj Je neznatna.

Posto je, dakle ulestalost za element koji zrali na Ze-
mlji, u laboratorlgsklm uslovima, iXi—na—Suncu, veéa od one ko-
ju ima svetlost primljena sa Sunca, sleduje da ova poslednja i-
ma veéu talasnu-duzinu, odnosno sistematski pomak spektra premna
crvenom delu. Izraz (59.5) predstavlja Cuveni relativistidki o-
brazac za gravitacionu promenu. spektra. Cn je prualo treéu kla-
sidnu potvrdu opite teorije relativnosti.

: Gravitacione popravke se- traze i u spektrima drugih zve-
zda. Napominjemo da je tada, zbog velike daljine, drugi &lan u
poslednaem izrazu (59.5) zanemarljiv.

< -7a Sunce nam (59.5) daje:

sel

V?AVN?‘HO (%?.6)

T e Y
utvrdena, sada rezul-
a Sun-

Kvalltatlvno, ovakva promena ‘u spektru je

tat u dosta velikoj meri zavigi od izabrane llnlae, i del

ca sa kojeg se prima svetlost. ofekt je veéi za svetlost koja
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dolazi s kraaa _nego sa sredlne Sunceve v1dlalve povr81ne, U . Sve~

“mu, ovaj efekt dosta ometa ¢injenica da atomi na Suncu ustvarl -
ne padaju slobodno, zatim turbulentno kretanje, odnosno "kljuda-
nje" Suncéeve povrfine, koje mestimiéno dodaje crveni a mestimid-

no oduzima ljubidasti doplerovski pomak.

Cd 1960. godine ovakve se pojave na spektrima mogu pos-
matrati u laboratorijskim uslovima, u Zemljinom gravitacionom po-’
1lju. To je mogude zahvaljujuéi Mesbauerovom (MBssbauer) efektu,
koji otkriva razlike u rezonanciji vrlo oStrih Y -zrakova veé i
pri malim promenama visine. Rezultati ispitivanja potvrdili su

odekivanja teorije relativnosti.

6C. Noviji opiti koji potvrduju opdtu teoriju

relativnosti

Ovde ¢emo nadelno izloZi¥i dva novija opita. Frvi od nj-—
ih pokazuje poveéano trajanje puta elektromagnetnog impulsa u
Sundevom gravitacionom polju, prema onom koje bi imao u Svetu
Minkovskog. Drugi opit, koji se odnosi na usporenje toka vreme—
na na objektu u kretanju, izloZen je vel u §15. Sad éemo dis-
kusiju upotpuniti uzimajuéi u obzir promenukoja nastaje usled
dejstva Zemljinog gravitacionog polja.

1) Prvi eksperiment, koji su izveli éaplro (I. Shapiro) i nje-
govi saradnici 1970. godine, sastoji se u merenju vremena za ko-
je radarski signal poslat sa Zemlje prede put do jedne planete,
odbije se i vrati na Zemlju. Bitno je da ta planeta bude u gor-
njoj konjunkciji prema Suncu, to jest da se Sunce nade. izmedu
nje i Zemlje. Razume se da planeta stvarno treba, glédano sa
Zemlje, da se nalazi blizu Sunlevog ruba, da bi impuls mogzo da
stigne do nje i da se vrati (slika 27.).

Ravan ekliptike i dalje Jje adredena sa P = ﬁyz. Nulta
geodezijska svetska linija
radarskog impulssa zadovolja-
va, na osnovu (52.9) vezu
( Mg je gravitacioni po-
luprednik Sunca):

— e

slika 27,
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) 0. o

Uzmimo u razmatranje prve 1ntegrale kretanaa (54 6) po

nenultlm geodezijskim llnlaama, i podellmo Jedan od njih druglm:

n} _’éf—,;».i‘__::r
A=

.  (60.2)

4ko pustimo da ovakva linija teZi nultoj, primetidemo da se u
prethodnoj vezi niSta ne menja. (60.2) podjednako vaii za vre-
menske i za nulte intervale. Sad éemo (6C.1) napisati u obliku:

- 3
(-
n
Cvakve putanje moraju imati, izmedu krajnjih tadaka, minimalno
odstojanje anﬂ_od srediSta SBunca, za koju je vrednost priraZt-

8J radijalne koordlnate po vremenu jednaka nuli. Ctud je iz
€60.3):

El-ted -0, .

H
rl_: ,C_IN.M
gL
4- 2
Pof&to smo time odredili smisao i vrednost konstante 'r imade—
mo, kad je vratimo u (860.3) i izvr#imo razdvajenje promenlji-
vih: ' s '
h

R dn

e - ez

kOJl perlod koordlnatnog vremena protekne dok ‘signal nrede put
tasdke najbliZe Suncu (perihela) do bilo kojeg dogadaaa na pu
tanal.

to) =<

) (60.8)

Ako sa h, obeleZimo rastoaanae Sunce—Zemlaa “a sa Q
rastoaanae od Sunca do posmatrane planete, doblcemo, ut metrl—“

(60 ¢T:) s i
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ci Minkovskog, obrazac za vreme 1— N koae protekne do trenutka
_ kadg sge.-vratiy- -radunato .u.vrémenu . posmatraca,koal mlru3e<prema
Suncu:

(g, ) . ey

Ovde je uzeto da se polo¥aj Zemlje prema Suncu neznatno izmeni
dok putuje signal. Odgovarajuéi period u Svarcfildovod metrici
iznosi, prema (60.4):

T'.—. Z(t (n) + t(n)). ' ‘ (60.6)

U obrascu (60.6) izvriena su izvesna zanemarenja, analogna onim
koja smo imali za crveni pomak. Uzeto Jje, s obzirom na duZinu
puta i srazmerno male intenzitete gravitacionih polja, da
Zemlja i odabrane planete slabo utidu na radarski impuls. Cvo
je utoliko talnije £to su za odjeké koriSéene nevelike planete,
Merkur i Venera, koje su - Suncu bliZe od Zemlje.‘Ovo je Zinjeno

zato $to bi se pri dufem trajanju opita uzajamni poloZaji nebe-~

skih tela 1 k-min znatnije promenili izmedu dva prolaska sig-

nala. Tako je dobijena vrednost:

/

AT =T -—TQ;,'WS‘C-‘{&L(%} + 4} ' (60.7)
Ova formula izradunata je iz (60.4) dosta‘posrednim pribliZnim
postupkom,u &ije pojedinosti ne ulazimo. Za odjek sa Merkura
velidina zakainjenja iznosi 2,4 X 107 's

Celokupni prethodni radun daje nam zakaSnjenje signala
u odnosu na koordinatno vreme.’Zemlja ima sopstvenonvrgme, koje
se od koordinatnog razlikuje prvenstvenowzbog:njenog gravitaci-
onog polja, a mérenja se vrSe na njoj. Svodenje-zemaljskog sop—
stvenog vremena na koordinatno predstavlaa "popravku popravke"‘
reda 10 88, Sto,_ je sasv1m zanemarlglvo. Zato se., sluz1mo obras- .

cem (60.7). S . e

. Sva merenja, 1zvrsena,pr111kom gornalh konaunkc13a Her—
kura -1 Venere, pokazala su.oceklvana usporenaa. Ovaa oplt 1manm

kvalitativan znadaj. Dok se, na primer, 2za sav1aanae svetlosti

e R A e
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u gravitacionom polju moZe pokazati.da bi postojalo i po njut-

_novskoj. korpuskularno]j teoriji, u_izanu“upola manjem od rela-

tivistickog, dotle bi u izloZenom opitu trebalo da dode, po nj-
utnovskoj teoriji, do ubrzanja elektromegnetnog zralenja.

2) Za eksperiment koji utvrduje promenu toka vremeﬁa na pokre-
tnom objektu u Zemljinom gravitacionom polju, uzeéemo da se kre~
tanje vrdi u ravni polutara @ =
uzeta druga ravan kretanja, ali su posle svodenja dobijene od-

Pri stvarnom opitu bila je

govarajuée vrednosti. Promenljiva je dakle jedino geografska
duZina ‘P . 0d Zemljinih parametara obeleZilemo poluprelnik sa

N, gravitacioni poluprednik sa. 24 , ugaonu brzinu dnevne
rotacije sa L , kao u §15. sa T Gemo obelefiti tok vremena
nekog idealizovanog posmatrala koji bi se kretao sa Zemljom o-
ko Sunca;_ne trpeéi uticaj sile teZe i ne vrSeéi dnevnu rotaci-
ju. Trajanje uzletanja i sletanja je kratko, i ne utide bitno
na rezultat.

Vreme koje stvarno protekne, u funkciji &

trada koji miruje na polutarskoj Sirini iznosi, s obzirom na

zZa posma-

- xonstantnost svih velidina osim vremena, a na osnovu (52.9):

t
= ( Y R R C )
O

Dok je vreme koje protekne na avionu koji kruzi oko Zemlje na
visini &, brzinom ¥, ugaonom brzinom,‘f , po istom obrascu:

. = |/ —_ 2o C-l( .ﬁ/‘lp" ~ (60.9)
- A+ .

* 4 2+h ’

Brzina avima iznosi, po teoremi o slaganju trobrzina:

f+hw + V-
A— . Yr+b) OV

(R+h)¥ = a= (pbjo + v, (60.10)
gde smo se zadovoljili, zbog lW&K< 1 V&L o, salilejskom
adlclonom teoremon. . .
Sad mo¥emo izradumati vremensko odstupangje z;ﬂﬁ/t; .
Ako se zadriimo na prvim &lanovima razvoja u stepene redove bi-

ée:




Xad se . u ovonm izrazu ddbacé; kao hali, élénoVi'gde se pojévé
1juju Sinioci me i rf:"' , a zatim stavi MAa h 4+ A , imade-
mo na kraju:

T,

Za kretanje prema istoku MU' je pozitivno, a prema zapadu nega-

tivno. Merenja se dobro slaiu s obrascem. Tabllca i komentar
dati su u §l5‘

Pored ovih eksperimenata vrSena su, doskora, merenja
pomoéu veitadkih satelita nekih relativistilkih pojava prece-

sije. Meéemo ulaziti u te eksperimente, ali ée u Dodatku B bi-

ti jzveden obrazac za Tomasovu (L. W. Thomas) precesiju.

Zadatak

1) Naéi velidiru skretanja svetlosnih zrakova u Njutnovom

gravitacionom polju.
(Uputstvo: iskoristiti Bineov obrazac, i integral povriine
n’;':?, =Nh,4L = &L za najmanje rastojanje R, putanje od sre-—

difta 3unca).

AT Tv—& Q'(q/q.z/zto) _;‘ | "(60k.ll).

{XII, UVOD U KOSMOLOGIJU

6l. CpSti pregled

: Csnovna kosmoloSka pitanja,postavljena pre nas-
tanka teorijewrelativnosti; vodila su paradoksalnim zakljudci-
na. Euklidéki, dakle beskonaéan, prostor homogeno ispunjen ma-
terijom bilo kako male gustine, imao bi nelzmerno snazno gra-.
v1ta01ono polae u svakoj tadki. Slidno tome, jo$ je ranije za~
paieno da bi aveﬁlost sa zvezda, Siroko uzev ravnomerno respo-
redenin po beékonaénoj Vasioni; morala da zaslepi svakog pos-
matracda. Objasnjenje Sto nije tako moglo se potraZiti u pretm‘
postavei da se materija, rasporedena po ostrvima, odnosno ga~
laksijaha, razreduje u svim pravcima polazeéi od nekog sredif-
ta. Jedno od objaSnjenja bilo je u takozvanom "hijerarhijskom"
uredenju Vasione, koje je u prvpa deceniji ovog veka predloZio
Sarlije (Charlier). On je smatrao da je Vasiona uredena po sku~
povima zvezda, grozdovima skupova,itd, sa rastuéim uzajamnm ra-
stojanjima. Tu nije bilo moguée oceniti prosednu gustinu mate-
rije. Kasnija posmatranja sve daljih i daljih objekata u Vasi-
oni nisu potvrdila pretpostavku o razredivanju, osim do izves~
nog stepena, posle kojeg raspodela materlae ostavlaa, naprotlv,
utisak homogenosti u Zirokom.

U to je vreme Mah (E. Mach), posmatrajuéi stvari sa
stanovidta,.koje nije kosmolodko u &isto astronomskom smislu,
izneo mifljenje po kojem je inercija svakog pojedinog tela us-
lovljena masom i rasporédom ostalih tela u Vasioni. On je'sma—
trao da se inercija ne moze unapred uzeti kao, neka nepromenlal—
va, gotovo apstraktna, osobina savrieno izolovanih . tela, kako .
se to &inilo u njutnovskoj mehanici. ' '

Mahova shvatanja ogromno su uticala na Aanstaana, u
vreme kada je osnivao opStu relativnosti Pod n31hov1mAut1caJem
on je potraZio jedno dinamidko ustrojstvo Vasione. Ona su po-
sluZila, kao polazna tacka, i pri kasnlalm pokuSajima stvara~»ﬂ,;
nja 1zmenaen1h teorlaa gravitacije. Tako Jje, s nastankom op -  h;
te teorije relativnosti, potraZena "glika Sveta", odnosno ob-
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lik Vasione, koji bi proistekao iz dejstva svih &inilaca u nj-

- 0§.-Ovde. moramo. nedto primetiti.  Gravitaciona polja sfernog i _

osno simetridnog izvora (izvomkoJji rotira) razmatrali smo u

52, 56. Videli smo da takve metrike u beskona&nosti tele
metrici Minkovskog. ledutim, u kosmoloSkom prilazu, ukupno gr-
avitaciono dejstvo, ma koliko slabo udaljeni izvori uticali je-
dni na druge, mofe, zbog velikog broja masa, imati posledicu da
pod odredenim uslovima iskljuéi metriku Minkovskog bilo gde, pa
i samo pruianje Vasione u beskonalnost.

Osnovne kosmoloSke teorije,koje &éemo ovde razmatrati,
pretpostavljaju homogenost i iiotropnost prostora, tako da u
odnosu na koordinatno Yreme izvora svaki deo prostora ima iste
metrilke osobine u svim praveima. U odnosu na takvo vreme te
se teorije razlikuju po tome 3to su staticke ili nestatidke.
Homogenost i izotropnost znade da je krivina prostora u svakom
trenutku konstantna. Ako Jje sa h--‘c definisan tenzor kriv-
ine, obrazovan u odnosu na prostorn1 deo metrike, imamo vezu:

Ripe = K (Gigly - A,-eaﬂ)’ K = tousk (61.1)

gde je K rimanska krivina (videti: P. K. RaSevski, (8], str
591). Dok za &¢; vaii:

teiout = 45 =45

' 2

Kakav moZe biti interval .4£5 prostornog dela kosmolo-
Ske metrike? S obzirom na nade pretpostavke, moguée je postavi-
ti sferni sistem, 8iji bi se pofetak nalazioc bilo gde. Drugim

reéima;‘prétpoétavljamo sfernu forminvarijantnost prostorne me- -~

trlke, koja se svodi na prva tri ¢lana u (51 10):

Potra

Ly
azié
TV R 5

1Jev tenzor prostorne kr1v1ne

- Konstanta *( , rimanska krivina, predstavlja reciprodnu vred-

govara sludajevima kada je prostor otvoren ili zatvoren. MoZe-

gemo }K( D.) pomoéu (61 l) Kon'brakc:.;jom sd a‘& imafn"o*"

Ako obrazujemo,. analogno (52.2),.Kristofelove simbole druge -~
vrste u odnosu na koeficijente (61.2), dobiéemo, kad ih unese~ . .
mo u izraze oblika (42.1), =za ,hjk :

g o, e, i
'zf":}’

Kad ovo stavimo u (61.3), imademo dve nezavisne veze:

Lu=aker a4 e (prpia]=ekn s

1
Smena‘/* iz prve od ovih diferencijalnih jednalina u drugoj
daje:

~

e = 4-Kn,

Kad se ovo unese u prostorni metridki element (61.2), imademo:

At
Adé = o T Lo+ a0 dY) . (61.6)

nost kvadrata polupreénika krivine h1 , s predznakom koji od-

mo dakle plsatl.
A (e atede).
4 S(2/nd :

za ¥=1 imamo zatvoreni prostor konstantne krivine. Za ¥ =
= -1 prostor je otvoren, konstantne negativme krivine. Za S‘

= O prostor je euklidski.
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62.7 Statika Vasiona

Veza (61.7) dobijena je bez razmatranja meterijalnog
sastava Vasione, to jest izvora gravitacionog polja. Sad éemo”
poéi od kosmoloZke pretpostavke po kojoj je, najSire uzev, Va-
siona ispunjena savrienim fluidom koji je, kao neka magla, sa-
stavljen iz galaksija. Mi se time opredeljujemo za shvatanje
da daleko preteZzan deo Qnergijebpotiée iz materijalne gustine,
dok je "pritisak"samo popravka energije usled medudejstava u
materiji. Elektromagnetno polje se zanemaruje. Pritisak 4L Je
shvaéen kao da se radi o savrdenom fluidu zato Zto medudejstva
nemaju, u srednjem, nekih najpovoljnijih pravaca. Frirodno je
uzeti da su ta medudejstva, uopSte uzev, funkcije samo gustine,
dakle 4x A (? ). Cinjenica je da popravke imaju, u odnosu
na energiju mirovanja, red velidine umanjen do na .c“'(v1detl

§§2s, 26).

Gravitacione jednadine s kosmoloSkom konstantom [X

(#0.5) za savrieni fluid glase:

R%-%(R'FA)ﬁ%:”X{(f*'T) u“uﬁ*"’"g\%@} T (62.1)

gde smo stavili £ =
Pretpostav1cemo da je metrika, pored homogenosti i i-

zotropnosti, statifka (videti (50.12)) u odnosu na izvore po-
1ja. Elementarni interval treba da bude oblika: ,

2ds* = W\ () du (A8 ain'e A7) -NOIE . (e2.2)

Podto je koordinatmi sistem vezan za izvore polja, tenzor enexr-
gije na desnoj strani (62.1) odgovarace hidrostatikom fluidu,
kao u $53. Kad u (62.1) unesemo kxoeficijente iz (62.2), dobi-
éemo nesto izmenjene jednadine (53. 4), od koalh éemo ovde na-

plsatl prvu i poslednju:

el L

“Ovakvo stanje karakteriSe homogene modele. la osnovu nepromen-
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A (4 d i__ —_-. '
(-ﬁ +,Lt_ A',,x,f’y'l

Dok Je jednadina dinamike (5%.7) neizmenjené:

(§+1~) +45=0. | (62.4)
Mi smo koeficijent fﬂ (R ) u (62.2) ustanisveé odredili ve-

zon (61.7), koja izraZava prostornu homogenost. Prva jednadina
(62.3) ée na osnovu toga glasiti:

(4 “S(k/"')L)(;Nﬁ%l ' )"'" +A =24 (e2.5)

Dok se druga svodi na:

A:%_xg. ‘(62.6)

3ve velicline osim € predstavlijaju odredene konstante. Otud iz
(62.6) sleduje da je i gustina konstantna. Zbog £ =% (.1L)
biée to i pritisak. Dakle:

¢ =towik | fp=tenst | o C(82.7)

1jivosti pritiska (62.4) se svodi na:-

(:é‘é.s)j.

(9-{—4 1;)’— —-Lo

gde mogucnost za M—-O (v1det1 §§ 55, 56) ne dola21 w obz::.r, .
Koeflcljent ot vracen je na svoje mesto. A NEY S PRV

oo

e




. rakclaa tako da /\ # 0 ima: opravdanje.
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Jednaélna (62 8) 1ma dva resenaa-

1) 21—<— o - Sto predstavlaa Ajnstajnovu V831onu.‘;

L = o . - : P ' -
[f Wy "1‘_ =0 . #&to predstavlja de Siterovu'Vasionu (w.
- de Sitter). ’
1) Razmotriéemo prvo Ajndtajnovu Vasionu. Polto je N konstan~

tan, odabraéemo Jedlnlce merenja tako da bude jednak 4?~. Met-
ridki element (62.2) tada glasi: :

'd;l_t " 3. - 3y 2 b
idALzm‘*" (A8 + a0 4P ) - b (62.9)

Na odnovu dega ée (62.5) postati:

Iz ove veze i (62.6) dobijamo da je, nezavisno od znaka krivi-
ne: N

(62.11)

+). (62.12)

Metridki element (62.9) je takav da u Ajn$tajnovoj Va—-
sioni koordinatno vreme svuda jednako tele, nezavisno od metri-
ke. Iz (62.6) i (62.10) vidimo razlog Sto je kosmoloSka konst-—
anta razllclta od nule za ovaj model Vasione. Ako bi N\ vila =
ednaka nuli to bi, po3to signatura ne moze 1mat1 1stovremeno 8-

' uprotne znakove, pritisak blo negatlvan i 1zn031o, na; 6snovu
- (62.10), i pored &inioca Poua , treéinu energije mirovanja. Ovo

nije: verovatno, u- okviru k1a51cno shvadenih’ materlaalnlh 1nte-

Na osnovu prethodnih razmatranja v1d1mo da kosmoloska

(62.10)
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Wkonstanta treba da bude ne samo razlidita od nule, veé i p021~m"

tivna, &to takode sleduge iz (62 11) jer je 3 pozitivna kons-
tanta. Iz (62.10) tada izlazi da je ¥ =1, pa je Vasiona za-
tvorena (Ajn¥tajn je pisao "Vasiona je bezgranilna i konadéna...)
Ukoliko zanemarimo ATEr , iz (62.10) sleduje i to da je kos-
molodka konstanta jednaka totalnoj krivini vasione.

2) Predimo na de Siterovu Vasionu. Cna je dobijena zanemari-
vanjem specifidne gustine energije koja potide od mirujuée ma-

terije i njenih interakcija. PoSto je ta gustina mala u vasio-

nskim rezmerama, ovaj model nije onako daleko od stvarnosti ka-
ko bi na prvi pogled moglo da se ulini. Izvori polja postoje,
koordinatno vreme je i dalje vreme posmatrala koji miruje pre-
ma njima.

Kad se saberu jednadine (62.3) (imajuéi u vidu da is-
pred 4+ treba da stoji £%) dobiéemo:

‘,—L%(Q“M+QN)=°,
odnosno
MN = fowk = L7

gde smo se opredelili za < iz 1st1h razloga kao i prethodno.
Kad iz (61.7) ili (62.9) unesemo M( ), odrediéemo N (R )
i dobiti metridki element oblika:

it = A X
i~ ()

—et {1~ (vt

+ R+ dintod]) -

(62.13)

koal odgovara Svetu de Slterove Vaslone. Kao i Aanstaanov, o—i‘”

vaj model je statlckl, pa se u reperlma saputnlclma ‘izvora po~
lja metrika lokslno mo%e dovesti na Obllk (50 7 ) Iz (62 13)7
vidimo da se tok vremena menaa s prostornim udalgavanaem u od—-

nosu na tok u pocetnoa talki.

———
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(neclgiicklh)promenl31v1b (-t )= ( A, t’)

i

1-

h = <t - - ' } 9=p
e A,m g )
t=trde afi-om ¢,

(62.14)

prevodi. métriékibelément (62.13) u oblik:
2 ltt,/k n ;1 "n R n « blr.
g = (N A Wndg Y ) -t T (62.15)

£to se moZe proveriti. Ovde treba podvuli dve ¢injenice. Prvo
metrilka nije vige statilka, veé zavisi od vrenena onih posma -
trada dije svetske linije odreduju kongruenciju vremenskog to-
ka t’ . Takvi posmatradi, kao $to se vidi iz transformacije
(62.1%), ne miruju prema izvorima gravitacionog polja. Vidi se
i to da je prostorni deo metrilkog elementa (62.15) u svakom
trenutku euklidski, pomnoZen &iniocem exp (1<t’/he ) koji u-
kazuje na ekspanziju Vasione, &to Je u skladu s Hablovim efe-
ktom. Vremenski deo intervala ne zavisi od poloZaja u odnosu
na izabrani vodetak. Jednostavno transformacijom t(4>1: , moZe
se postiéi da u intervalu (62.15) isti &inilac mnoZi kvadratnu
formu, koja ima oblilk Minkovskog At = 4,?('6),({4L . Znadi da
je to konformo ravanska metrika (videti §46). Ovo se jog zo-—
ve Lemetrova Vasiona, mada se ona uklapa u Svet ‘de Siterove
Vasione (za vasionski horizont, ili daljinsku granicu posmat-
ranja u njoj videti: Ch. Moeller, [16J ,.§ 12.7).

6%, lNestacionarna Vasiona o0 .

Predlmo na neke slucageve kada Je Va31ona nesta01onar—

na u odnosu na izvore grav1ta01onog polga.
= 001 éemo od pretnostavke da a) tok koordlnatnog vre-
mena ne zav1s1 od poloZaja posmatraca prema izabranom- pocetku

_Lemetr (Mgr G. Lemaitre) je otkrio da sledeés’  §menaii;«
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R.('f ). rosto u Aanstaanovog ‘Vasioni-vreme tede- aednako V-
uda, poéi cemo od takvog elementa, imajuéi u vidu da znsk- ‘kri-
vine nije odreden. Posledica ovog je da gustina i pritisak ni-
su vise konstantni kao u statidkom sludaju(62.7), ved zavise
od vremena.

IzvrEitemo prvo transformaciju radlgalne promenljive:

)l, ) . E : X
h= - ’ : o (83
145 (R '

Otud:-
.dh-" d&l;
{- 3/ (4+ St

Tzvrdiéemo jos jednu transformaciju:
TN = floR (6%.2).

Gde je R nova promenljiva, koju treba razlikovati od Ridijeve
.o 2 - s . .
skalarne krivine R& . Ako ovo unesemo u {(62.9) imademo:

S X C I
At = (d +dg +d2) - cd (63.3)

b+ 5RAS o -
Ovakva Vasiona je nestatilka, a moZe biti otvorena, zatvorena.
ERER ravna. S obzirom na euklidski oblik izraza w zagradi u (63.3)
prostornl element Lié} - je konformno korespondentan. ravnoj me-
trlcl prexo ““indeksa" presllkavanaa, skalarnog pozitivnog &ini-

‘ oca 1spred za grade. Trans;ormaclaom vrenena ‘t ‘*’t moZemo. in-

terval (65.,) u01n1t1 ¥onformno ‘korespondentnium metrici Minkov-

skop, “$to ‘znadi da je to jedan Pobertson-Vokerov Ainterval,: i.da

‘g6 radi o konformno ravansko] metrici -(videti- §46, .odr: (46.6).

. na dalge)
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Sastav1cemo, na osnovu (63 3),_gravitacione - Jedn
za savrfeni hidrostatidki fluid. oblika (62.1) (uz < i)
etpostavka je da sve promenljive zavise samo od koordlnatnog
vremena, tokom kojeg se . menja As™ . Leve strane tih jednadi-
na, posle nedto duZeg neposrednog raduna, glase:

L L

6, ,l:(znrz+h.+§ Arz.)s
- (63.4)

G %{(;mr)—f,\.

.

Ostale diferencijalne jednadine imaju nulu na desnoj strani.
Kad se desna strana (63.4) izjednadi s hidrostatidkim tenzorom
energije iz (62.1), dobiéemo, s obzirom na oliglednu #zotrop-
nost 65 po ciklidkim koordinatama, samo dve nezavisne jedna-
¢ine:

i(urz +a+5) = A-rtl,

(63.5)

AR+ 3) = 4 (A vest).

3
Ako drugu jednadinu (6%.5) pomno¥imo sa e i diferenciramo,

zatim prvu pomnoZimo sa Re i oduzmemo od druge, dobiéemo, po-
sle skradivanjgkonstantnih dinilaca:

———Jﬁff + ’f‘*'f‘%’)"" 0. (63.6)

Ovo predstavlja jednu globalnu jednalinu odrZanja mase u Vasi-
oni, posledicu gravitacionih jednadina i na3%ih pretpostavki o
ovom modelu.

) prethodnom smo- se odelaku bili uverili. da AjnStajno-
va‘statlcka Vasiona zahteva uvodenje kosmoloske konstante. Za

"nestatlckl sludaj tdviSe nije neophodno. Kosmoloska konstanta

mora,:u svakom sluéaju, biti vrlo mala, $to se vidi iz (62 10)

~I8%0 se moZe reéi 1 za pritisak, koji. energlau mirovanja. menaa
1iza neveliki iznos AL 1; bar prema onom Sto Jje danas poznato

o ‘stanju u.Vasioni. Refenje nestaclonarnlh dlferen01aa1n1h Je-
/

A, Qugeon) . Miéemo se ograniditi na sludaj kada nisu uzeti 7

"6 kojem e bilo reéilna°kféjﬁ*§V14’VKad se ‘u- drugu ‘vezu-(63:5), \T
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dnaéina (63.5) predstavlja polupreénik Fridnanove Vasione (A.:

u obzir pritisak i kosmoloSka konstanta:
N=cp=0.

Tada imamo, iz prve jednaline (63.5) 1 iz (63.6), odigledne i-
ntegrale:

(63.7)

n(RE+3) =

Posto je na osnovu druge Jjednadine (63.5) veza izmedu ovih ko-
nstanata xC1 = 3C1 , druga jednalina (63.7) glasi:

SR

(63.8) i

U sludaju zatvorene Vasione ( § = 1), konstanta C, predstavlja
granidnu vrednost poluprednika A. . Sirenje Vasione ne mofe nr—
eéi'tu gornju granicu, posle fegz mora poleti saZimanje, koje
nema odredenu donju granicu. Neizvesno je da li osnovne Jjedna-
gine (63.5) imaju do. kraja neizmenjene desne strane, ukoliko jJe
krajnji poluprelnik suviSe mali. U sludaju §==O iz (63.8) iz~
dvaja se ijnftajn-de Siterova Vasiona. Ona je, na osaovu {63.3),

u svakom treputku ravna i u ravnomernoj ekspanziji,
Robertson-Vokerov rmetricki element odreduje Vagionu ko-
ja, ostajuéi izotropna, ne miruje. Njeno specifidéno Sirenje, i-

1i skupljanje, izraZava Hablov koeficijent H { t ):

.n«»H(H,:'i"/"- : e I

1

bez kosmolo¥ke konstante, unese vrednost.gravitacione ‘konstan—
te ¥ (v1det1 § 53, od (53.8) pa na dalje), i danas prihvaée-
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..na vreduast H Ha O 18 l

ablovog. koef1c1aentu, DLlDllnhO 2 X 1
#e se oceniti zustina- matevlwe za koju Vaglona v1be nlae zatvo~

' mOf

rena. Kad se zamene sve vrednosti u tod vezi, dobilemd:

(63.10)

Gustina pri kojoJ de S 0 iznosi pribli%no - § e 1072 w/cm5.
U danadnje vrc;e se smatra da bi najmanja gustina materi-
je mogla biti za dva decimelna mesta ispod navedene lIriticéne vr~
ednosti, zsz Loju Je S’ = 0. Zradi da se ne moZe pouzdano tvrdltl
da je Vasiona otvorena ili zatvorena. uosmolOﬂlaa je predmet mmo-
zih istraZivadkih spekulacija, narodito pretpostavka o Yrvobit-
noj eksploziji, s kojom Je otpodelo Hirenje Vasione koje i danas
traje. Dilo je pokudaja, u okviru izmenjenih teorija gravitacio-
nog polja, da se uvede promenljiva "konstanta” gravitacije 6 ,
koja bi opadala s vremenom. Lo je bila Dirakova pretpostavka, i
ona je ukljudena u neke teorije. Gve do danas nije naden razlog

zbog xojin bi ove teorije bile prihvatljivije od Ljn3tajnove re-

lativnosti.

Bili smo pomenuli, na poletku ove glave, da se Jjedan od
paradoksa, koji su se pojavili pri prvim pokuZajima zasnivanja
kosmoloSkog gledista, sastojao u neogranidenom intenzitetu ﬁkupnog
zradenja koje bi se moralo primiti na svakom mestu u Vasioni. To
je poznati Olbersov paradoks. Sigurno je da povelanje radijalne
brzine Sirenja s udaljenoSéu od posmatrada u odgovarajuéod meri
smanjuje frekvenciju, a s njom i energiju zradenja dalekih obje-
kata koju primamo (videti § 14). Tako do nas dospeva samo slabo
mikrotalasno pozadinsko zradenje iz udaljenih krajeva Vasione, u-
mesto "nebeskog ognja" koji bi Zario kad se ona ne bi Zirila.

Zadagci

1) Proveriti Lemetrov oblik 1ntervala (62. 15), smenom (62. 14)

u de Siterovom 1ntervalu (62.13). .

:2) TNaéi reSenje diferencijalne jednadine (63. 8) za § =1, 0,—1

. (Fridmanova Vasiona) i diskubovati vrednostl Hablovog koeficijen-

ta za te sludajeve.

DODATARK A -

Varijaciono izvodenje jednadina gravitacibnog polia

Varijacioni. postupak, koji &emo izloZiti, zasnovan je
na izboru LagranZeve funkcije » Ekstremalnost, -ili stacio-
narnost, integrala te funkcije nad nekom oblaséu Q u \4 ﬂﬁo—
di, pod odredenim uslovima, osnovnim jednadinama polja (40.6).

Polazni funkcional, ili funkeiju dejstva, napisademo
u obliku:

T= ([ eLy)agiae (deeasd. oo
( _

Gde Af s odnosno ch y predstavljaju delove te funkcijé koji
odgovaraju gravitacionom, odnosno ostallm, polalma. Za Se~
ro uzeti velidinu: .

L4k, SR

gde je ge lecha "konstanta na desnoj strani grav1t301on1h ae—
dnadina, a R Ridijeva skalarna krivina. Oblik
negravitacionog dela polja.

NapiSimo uslov sta01onarnost1 funkcionala (A—l)

zavisi od

5,(’2@'_"”2”‘&{‘[1»@“”’0- O ae

Operator variranja Je dlferenclaalan, pa &emo na osno—
vu pravila za izvod determinante po njenom’ elementu~ '

imati:

i
1
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,SVk—_ﬂgll ,v=ﬂim,9“”8§¢ ==Vl 4

Ridijeva skalarna krivina glasi, na osnovu (42.1):

R=4(& 0 35

Pristupidemo variranju ove funkcije poZto prethodno, radi upro-
S8éenja, transformilemo koordinatni sistem tako da svi koefici-
Jenti povezanosti budu lokalno Jjednaki nuli (lokalno geodez1g-
ski sistem):

ar AJJ

sl -

od =0 "
(Csr)- ) (A4
Variranje Ridijevog tenzora tenzora krivine se tada svodi na:
i - r 2 ro_
Ry = 80D (0l -

85) - L(SF‘ . (a-5)

il

o

’

Komutativnost operatora variranja i operatora diferenciranje
koju koristimo sudtinski je zahtev varijacionog raduna. To do-
lazi otud Sto variranje nad vifedimenzionim oblastima predsta-
vlja profirenje pojma "transverzalnog diferenciranja" jednos-
trukih integrala dejstva, a ono je nezavisno od diferenciranja
du¥ putanje. S obzirom na lokalno geodezijski koordinatni sis-
tem, parcijalne izvode:. (emo. zameniti kovarijantnim;“*

g R“ ’Vr(sR;ﬁ) _q‘( 8(";) | T ,t@_:‘).)

. Varlgac1aa tenzora je tenzor, pa je to i desna strana gorngeg

izraza, zbog dega smd i pisali kovarijantne 1zvode.:v .
Udiniéemo csnovnu pretpostavku da su varlgac13e metrlc-

(a-3) =

5
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‘kog tenzora i njegovih parcijalnih izvoda, kojé éemb obeleZi~
_ i sa»mi?%ﬁlrw, Jjednaki nuli na~granici,22 oblasti CZﬂ:W,EJ

(g%)a.;(xjw)fo; S ” i"“?'},,:(A—?)

5 obzirom na to da je metridki tenzor kovarijantno kon-
stantan imaéemo, na osnovm (A-3) i (A-6):

(s(sges - 5z 5, {go(sr5) -
- g (ST iRz v 5z Pu 1R Vgl oo

Izraz u velikoj zagradi prvog integrala na desnoj strani je vek-
tor, pa se pod tim integralom, dakle, nalazi kovarijaﬂtna div-
ergencija Jjednog vektora, pomnoZena skalarnom gustinom VLMf .
Tu éemo divergenciju, po svim pravilima, pisati u obliku:

JV sf" 4(er )}ﬁﬁ,ﬁ:
R S

Ovaj se integral transformiSe, po teoremi o divergenciji, u po-
vriinski nad graniénom obla3éu 22

[ 3o{- Jae- [ {g7(sr5) -
..g‘”‘(g‘{"”)} g(..)m W,dé (do’ d’JJ (A—9)

Izraz -u. velikoj zagradi predetavlaa, pol

velidinu, koja se u svakom dogadaju na ZE move dovestl u ovaj

jednostavan oblik. & obzirom na (&-7), Varlaac13e koeficijena-
ta povezanosti'ée biti jednake-nuli na
(A-9) jednak nuli. Fa osnovu toga i (4-8) uslov ekstremalnosti

v,mpa.ae,l_lntegraL;tpgl

!
!
I
ib
i

e
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+2¥cC 8{11\\/-/75_/’(1" o. - (A-10)

Pogledajmo varijacije Iagranieve funkcije ,[ negravi-
tacionog dela polja. G&inilemo pretpostavku aa ta funkcija ne
sadrZi izvode gravitacionog potencijala reda v1°eg od PTVOZ, i-
nade bi ona suftinski menaala

cemo:

. T ) i
gﬁl?ﬁﬂdtivg{%fﬁﬂ
- 2

Ako iskoristimo identidnost:

2y yf//"ga) 570 = 2 {»(4»5@71 57*?}. _

g e T

dobiéemo:

. iff‘ﬁ 4?={,_{ Ay

T o e

null, kao

ger je prv1 élan 1dent1cnost1 gednak

izraz za gravitaciono polje. Ima—

- an7 -

me o dlvergenclal. Izraz pod integralom je invarijanta, tacnlae

“skalarna gustlna, "s obzirom na polazni oblik na levoj strani. Za-

to éemo uvesti apsolutni simetricni tenzor,TTrp N definisan sa:

o {2l 2 [2GVT] ey

koji éemo nazvati tenzor energije. Kad se on unese u (A-10) do-
blcemo, s obzirom na proizvoljnost varijacija i izbora oblasti
SQ., da Dodlntegralna funkcija mora biti’ aednaka nuli. Dakle

R s~ 1R44= ""Tm . : l‘-' ey

Ovaj izraz je po obliku is stovetan sa jednadinama gravitacionog
polje (4C.6). Jedino nema kosmolodke konstante,.. koaa u opStem
sludaju nije ni potrebna. Konzervativnost tenzora energije Je
posledica Bjankijeve identidénosti, po kojoJ je divergencija le-
ve strane (A-13) jednaka nuli. Za pogodno izabranu LagranZevu’

funkc13u~ 0 ’T;ﬂ ée imati oblik tenzora energije odgovara-

juée sredines

mmd




