
• 

РИСТА КАРЉИКОВИЋ 

директор гимназ ије у пензиј и 

• 

• 

• 

ЗА ВИШЕ РАЗРЕДВ СР~ЈДIЬИХ ШI{()Лл 

ПРВИ Дrn 

. 

ПЛАНИ ЕТРИЈА 
• 

()вај ' је уџбеник препоручен од Главног просветног савета С.бр. 1553/35 
<од 14 јануара 1936 год. и одобрен од Г. Министра просвете одлуком С.н.бр. 

3090 од 1 З марта 1936 год. 

ТРЕЋЕ ИЗДАЊЕ 

• 

• • 

ИЗДАЊЕ КЊИЖАРНИЦЕ РАДОМИРА Д.ЋУКОВИЋА 

БЕОГРАД ТЕРАЗИЈЕ 

• 



Београд, 1938 

Штампа графичко предузеhе "Давидоs иh" 

Павловиhа и Друга 

Таковска. 32 



УВОД 
• 

§ 1. Просторни или геометриски облици. . Простор у 
коме се налазимО бескрајан је" , али се да делити на веће и 
мање делове. Ма какав део простора, ограничен са свију страна, 

зове се ~ . .. а обухваhени део простора зове .се ."3.<:~f!.ем.J;lf!а 
или волумен. тога тела. Тела могу бити матеРИЈална и геоме­
трисксС Прв'а постоје, испуњена су извесном материјом, а ге-

• 
ометриска су само замишљена; до ' ЊИХОВИХПОЈмова долазимо 

када материјалном телу изузмемо све особине осим облика и 
величине. 

Тело је ограничено [iовршинама. [IОВР!!Ј!!!.ш.је, ... д(l.,!U!.f.1. 
гррница једног те.!!р. Она нема никакве дебљине и не може 

' саМоё·таЛНО· ·Да поётоји, а само је можемо замислити као не­
зависну од тела. Површине могу ' бити "равне и /{[шде. Сваки 
део било равне, било криве nовршине опет се зове П9.~2.':llИН~: 

, Нека су тела ограничена само равним површинама (призме, 
пирамиде), нека само једном кривом површином (лопта, јаје), 

, . -
а има наЈзад тела ограничених и кривим и равним површи-

нама (облица, купа). Тела ограничена равним површинама 
, 

зову се poг~aCT(1;_ а тела ограничена кривим, I1ли кривим и 

равним ilOвршинама, зову се.оБЈ}а ил.и ва/?,касг.а. " . 
Површине могу бити неограничене или ограничене лини­

јама, .!!J1Jl,f:ljQ. Je, Ј{аК.!Је", ГI!f!1!И(ј(}_јеД!Н, П9liрши!!е. Она само 
ограничава површину, а нема· ни дебљине ни ширине; Линија, 
као и површина, не може самостално да постоји, већ је само 
замишљамо као незави,СНУ од површине. Линије могу бити: 
l!р{lде .и KpиВf. 

Сваки део једне линије ограничен је IJJ.!f)fQNq, . 
, Тачка је, дакле, граНi1ма.ј€ДijОГ дела !!Iш.ијg~ Она нема 

ни дебљине, ни ширине, ни дужине. Геометриска тачка је само . ~ . 
Једно замишљено место у простору, на телу, површини, или . , ' 

на ЛИНИЈИ. , , 
Тачке, линије, површине и тела једним се именом зову 

просторни или геометриски ликови (облици). OCI1M тачке, сви 
други оБЛliци су количи'itе, јер се дају мерити. Тако, код тела 

'" ' . 
можемо да меримо дужину, ширину и висину (дебљину, дуоину), . . ' 

код површина дужину и ширину, а код ЛИНИЈа дужину, 

ПраВ~Ц "П() .. ~9ме се једно тело, једнаn'ОЈlрщина, ИЛЈ1 ли­
,!liiа.рРо.i:тире, ИЛlIпо' коме се мери, зове се димензија. Тела, 
имају три димензије: дужину, ширину и висину (деб.iьину, ду­
бину); површине имају' две димензије: дужину ' И ширину; а 
линије само једну димензију, и то дужину. Тачка нема ниједне 

, 

• 
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димензије. Има тела која имају по две димензије једнаке 
(цилиндар), или све три димензије једнаке (коцка); а тако исто 
има површина које" имају обе димензије једнаке (квадрат). 

§ 2. Величине геометриских облика; . Тела, а и површине 
и линије, ако их замислимо ограничене, имају своје величине. 
До величине једног ма ког геометриског облика .долазимо када 
овај облик упоредимо са његовом основном јединицом. При 
мерењуузимамо као основну јединицу за дужине метар (т), 
за површине квадратни метар (т2), а за запремине кубни 
метар (т 8), те се величине дужина IJсказују у метрима или 

. " 
његовим деловима, површина у KBaApaTHIJM MeTplJMa или ње-

говим деЛОВlJма , а запремина у кубним меТРlJмаили њего­
вим деловима. ВеЛИЧIJНУ линије зовемо ДУЖИНОМ, ПОВРШlJне 
павршином (квадратуром), а тела ' запремином (кубатуром). 

Ако ЛlЩlJје IJЛИ површине заМIJСЛИМО да се npocTlJpy до 
бесконаЧНОСТIJ, тј. да . су неограНlJчене, онда BOAIJMO једино 
рачуна о њиховом облику, а љихове веЛИЧlJне, пошто су \<ао 
бескрајне немерљиве, не УЗlJмамо у оБЗIJР. . . 

. 

§ З. УпореЬивање просторних облика. Код геометри- . 
CKIJX облика не само да водимо рачуна о њиховим веЛlJчинама, 
већ IJ о ЊИХОВIJМ оБЛlJцима , тј. о распореду и склопу nojeAIJ~ 
них елемената ДОТlJчне слике. При упоређlJвању два тела или 
двеју ПОВРШlJна, може наступити један од ова четири случаја: 
1) могу имати једнаке величине, а раЗЛIJЧlJте о~лике; 2) могу 
IJмати једнаке облике, а раЗЛИЧlJте веЛlJчине; ЗУ могу имати и 
једнаке облике и једнаке величине; IJ 4) могу · имати и не­
једнаке облике и неједнаке величине. у првом су случају до­
ТИЧНIJ облици једнаки (-- ), у другом слични (~), утрећем 
подударни (' "), а у четвртом различ.f:lТИ. ' . 

§ 4. Задатак геометрије и њена подела. Геометрија 
је наука која се баВIJ испитивањем особина просторних об­
лика и израчунавањем њихових величина. · Реч "геометрија" 
је грчка, и састављена је од речи ујј (земља) и p.i"t"p(x, Y!:!J)p.~"t"p(x 
(мерење). Овакав" је наЗIJВ дат овој наУЦIJ зато што јој је' у 
старо време главни задатак био мерење растојања на земљиној . 

ПОВРШIJНИ. Она се дели на Щ!РЈ1!!:."!.e:I:fJ.!!ју _ ~1 (!.!!.Rеометрију. 
Прва се баВIJ OHIJM просторним об,1Ijцима који се са -свима 
CBOjlJM деЛОВlJма налазе у једној равни; друга се · бави обли­
ЦlJма KOjlJ се налазе ван једне равнине , у простору.Стереоме7 
TplJja се бави углавноме теЛIJМа*. . 

• 

* Као нарочите гране геометрије јесу тригонометрија и анал-uтuка 
које се опет са своје стране деле на равну и сферну тригонометрију и 
на равну и просторну аналитику, а о којима се го'вори у најстаријим ' 
разредима гимназије. . 



ПРВИ 'ОДЕЉАК 
• 

ПРАВА, КРУГ, УГЛОВИ И ПАРАЛЕЛНЕ ПРАВЕ 

'" 

1. П Р а в а 

Линија чије 

се све тачке налазе у истом . правцу зове се права. Она , 

§ 5. Постанак и врсте правих 
-

постаје кретањем једне тачке у истом правцу, или пресеком 

двеју равни. Права није ограничена tlИ с једне нис друге 

стране и замишља се да се простире у бесконачност. Свака 

.л 

Сл. I Сл. 2 

-
.л а -• 

~ • ~. 
о ~ ~, 

, 

х у .fl ,(С'''-'Ч .ј,( ДЈ . '/ .;--- - ~ • . , 
Сл . З Сл. 4 

• 

• • 

права има два супротна смисла у своме простирању: леви и 

десни, а означава се са два велика писмена (сл. 1). Кроз 

једну тачку у равни можемо повуhи врло много правих. али 
• 

кроз две тачке само Једну. 

Према томе, положај једне праве није одређен само 

једном њеном тачком, већ ПОМОћУ две њене тачке. 

Права . која је сам!? с једне стране ,. ограниче.IЩ . зове се . 
, - - -.. .. . . ..... - . . 

зрщс (сл. 2). Тачка одакле зрак почиње зове се йочетна тачка. 
Зрак се обично означава са .два . велика писмена, од којих се 

једно пише код његове почетне тачке, а друго близу стре-
• • • 

лице, КОЈа нам само покаЗУЈе да се зрак не . завршава том 

тачком, већ се продужава у бесконачност. Кад се на једној 
• • 

право] узме једна тачка, онда се права дели на два зрака, 

• 

• 



. .. 

б 
• 
• • 

који су истога правца, али су у супротноме смислу, .а узета 
тачка 'биhе њихова заједничка почетна тачка (сл. З). Ако из ' 

Сл. 5 

једне ' тачке у равни ' полазе више зра- ' 
, 

• 
кова разних праваца,онда они даЈУ 

сноп зраllова (сл. 5). Заједничка тачка 

О свију зракова снопа зове се среди.., 

ште или центар зрачног снопа . . Права 
• , . . 

КОЈа је ограничена и с Једне и с друге 

стране зове се дуж. Свака дy~ уствари 

је отсечак (де::5)неке праве. Граничне 
тачке дужи зову се крајље тачке. Једна , 
је йочетна, а друга завршна (А и В 

.. 
на сл. 4). Дуж се означава или помоhу 

• • • 

два велика писмена, КОЈа се пишу код крајЊИХ тачака, или 

једним малим писменом, ' које . 
се пише обично у средини и .л 

величину' дотичне дужи. Када 
• 

се две тачке у равни вежу Јед-

ном правом, добија се дуж. 

Ова дуж је најкраћа од свију линија 

зати те две тачке (сл. б). Дужина 
• 

или ОТСТОЈање тих тачака. 

Сл. б 

којима би се могле ве-
• 

ове дужи Је раздаљина 
, 

§ 6.· Положај двеју правих у равни. - . Две праве које 
• • • 

се налазе у Једно] равни могу заузимати само ДВОјак ' уза-

јамни положај: ~oгy .. Ч,:,ти 1I~.I2М~Ј1Н_~ .. _И/!'!_S~ , сећи. ' Паралелне 
су ако се не секу, па ма колико их продужили (сл. 7). Да 
су праве АВ и CD на сл. 7 паралелне, означавамо: АВ I CD, 

• -... 
• 

• 0-0--___ -.,._0 

• 

с g 
O~--------____ ~O 

, 

, Сл. 7 

• 

• 

'-. -.', . 
'" о. оо 

Jt 
........ ..... ........ ,., 

• ••• ..... . ,' ••••• 

, 

Сл. 8 

. 

а нзговарамо: "права АВ паралелна је с правом CD". Две 
праве нису паралелне ако се секу када их продужимо. , Њи­

хова заједничка тачка зове се пресечна тачка (S на сл. 8). 
Две праве могу · се и поклапати, али у том случају дају једну 

• 

праву. Овај случај наступа када праве имају две заједнич~е тачке. 
, . 
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. § 7. Упореljивање двеју дужи. Две дужи по величини 

МОГУ бити једнаке или неједнаке. једнаке су ако се потпуно ,,- - - . "' ._-~~.-..-- ._- ' -~_.~ . ...- .~ .. 
поклапају када једну ставимо на другу. Дужи АБ и CD на сл. 9 
једнаке су, и та једнакост се 0значава: АБ CD, а чита се: "дуж .. 
АБ једнака је дужи CD((. Ако се. дужи не поклапају, онда су 

Ј . 
• . 

о о 

с :Ј) [Ј Jt • .. 
• 

о о 
• 

Сл. 9 Сл. 10 

неједнаке. Дуж ЕР на сл. \о већа је од дужи ОН, и то се 0зна­

чава: ЕР>ОН, а чита се: "Дуж БF већа је од дужи ОН". Да 

је дуж ОН мања од дужи БF, 0значава се: ОН<БF, а чита се: 

"дуж ОН мања је од дужи БР'. Упоређивање двеју дужи врши 

се или помоhу лењира који је подељен на сантиметре, или 

ПОМОћУ шестара. 

11. К Р У г 
§ 8. ПОGтанак . круга И његови делови. Ако се .дуж ОА 

(сл. 11) обрhе око своје Kpaj~e тачке у смислу стрелице I или 
. . 

. II, па оп.ет дође ·у свој првоби~ни . ~ . л' 
положај, ондадруга њена крајња 

тачка А описује криву затворену 
• • 

ЛИНИЈУ; КОЈа се З0ве кружна ли-

нија иЛи кружна пе·рiiфеРИја : 
, . __ .'-
Она има tY- ос6бин§д;а су . све 
њене · тачке подједнако удаљене 

од тачке О, која се З0ве средиште 
. . 

или lle.IJ.Tap~ Део равне површине 

који је обухваhен кружном лини-
• 
]ом, зове се кружна ппвршина. 

Сл. 11 

1 

.Il 
и 

Кружна линија и кружна површина З0ВУ се једним именом 
круг. Отстојање од · центра до ма које · тачке кружне линије 

. . 

З0ве се полуuречник, а 0значаВа . се обично латинским пи-

сменом r (гаdiиs). Сви uолупречници једнога круга јесу једнаки 
(ОА ОА' ОА" ОА", .... сл. 11). Два I<руга једнаких полупреч-

• • • 

ника Јесу подударне слике, пошто се потпуно поклапаЈУ. 



Дуж чије су крајње тачке на периферији једнога круга 

зове се тетива (CD, АН, MN на сл. 12). Она тетива која про-
, , 

, лази кроз центар зове се пречник или дијаметар (АВ на сл. ] 2). 
Сви су пречници једнога круга једнаки, пошто је сваки два-, 

, иут ве/ш од uолуUречника. . ' 

, 

Че./!.тра.лI;tQМ . . раздаЉИНОМ " једне " тетив е- зовеМО .-tюрмаЛНG 
отстојање центра круга до те тетиве (ОЕ;ОГIПГСјј:-'Т2): '-цен~ 

- , 
трална раздаљина Једне нтиве увек ,Је мања од ПОJIупречника 

тога круга. Она је већа што је тетива мања, а мања што је 
тетива већа (d и d' на сл. 12). Она постаје све мања кад с'с 

тетива приближује центру, а једнака је нули (О) када тетива 

постане пречник. 

Д~O кружне ЛИЈI 

З60-т;:I--део кру ЖНСЈЈИније 

с 

• d' 

о d 

• 

, Сл. 12 

, ., 
аЈ лук КОЈИ ЈС 

" 

има, нарочити назив: лучнистепеl-f 
, 

~ ,,' . ,,' .1) 
~ ' , 

, 

Л ' 
,' ЈУ 

• -
Сл. 13 

, , 
и служи као јединица за мерењ!;' лука. Лучни се степен озна­

чава малом нулом, која се пише десно горе (О). ОН се ,и.еЛ11 

на лучне минуте ('), а ови на лучне секунде ("). Сваки ' лучни' 

степен има 60', а сваки лучни минут 60". У новије, доба унети 
су у употребу градуси (g). , Град је 400-ти део кружне пери­
ферије. Сваки град има 100 минута ('), а минут 100 секунада 

, 

("); запета (цртица) се пише с лева у десно. 
, 

Половина кружне линије зове се полукруг, четвртина" 

квадрант, шестина секстант, а осмина октант. Полукруг има 

1800 (200 g), квадрант 900 (1 ОО g), секстант 600 (66т g). 

а октант 450 (50 g). Кругови ' једнаких полупречника имају 
'- . 
Једнаке лучне сшепене, а различитих полупречнuка неЈеднаке. 

у колико је п()луuречник ве/ш, утолико је и л}'Чни степен 



• 

веfш, Како је 3БОО -- 400 g, то ie · 1 О - ~ -- 1 .~~ g, аl g = 

( !Ј )0 W . Стога степ ене претварамо у граде када број степена. 

помножимо 
10 

са U' а граде у степене када број гради помно-
!Ј 

жимо са iU . . , 
'Делови кружне површине јесу сеЈ{ТОР или исечаЈ{ и сегмент 

или отсечаЈ{. Сектор је део кружне површине ограничен јед­

ним луком и са два полупречника крајњих тачака лука (ОАБ, 
сл. 13). Сегмент је део кружне површине ограничен луком и 

тетивом која спаја крајње тачке тога лука (MQND, сл. 13). 
Свака тетива дели кружну површину на два неједнака сегмента. 

• • 

Само пречник дели круг на два једнака отсе'1ка-полукруга •.. 
Када се говори о једном кружном сегмету над једном тетивом, 

ако није нарочито ' iыглашеНО,подразумевамо увек мањи сег- · 

мент. Исти је случај и са кружним луком над једном тетивом. 

Сектор који је 4-ти део кружне површине з6ве се квадрант, 

б-ти секстџнт, а 8-лlИ октант. . 

• 

111. У Г А О . . . 

14) 
§. 9, Постанак и означавање угла. - Кад се зрак АС (сл_ 

обрhе око своје почетне тачке А, у смислу стрелице (р), 

па после извесног кретања за­

узме положај АБ, добија се у­
гао. Тада свака његова тачка 

(М, N, Р .. _)· описује по један лук 
(ММ', NN', РР' ... ), који су раз-
личите величине, али сви имају 

< 

• 

• 

.ЈЈ ".' 
.,7' • . 

(р) 
~ . 

• 

исти број степена. Првобитни С 

положај зрака (АС) и последњи Сл_ 14 

(АБ) јесу краци угла, а почетна . 
тачка А теме угла_ Величина једног угла не зависи од дужине' 

НЈегових кракова, већ једино од НЈиховог размаЈ{а, који се из­

ражава бројем степена описаног лука ма које тач!<е зрака од 

његовог првобитног до последњег паложаја.Угао се означава 

на . три_ начина: 1) помоhу три велика латинска писмена, од 

којих се једно пише код темена а по једно на крацима; 2) 
једним малим писменом (обично грчким), које се пише у углу 

код темена; и 3) једним великим писменом, које се пише код, 

. темена споља. Угао на сл. 14 изговарамо: ,;угао САВ" или:, 

ВАС, или .угао А", или "угао а". · 



• 

. 

§10. Врсте углова.. а) · Према Н1чину пастанка, углаве 

.делима на IJ.QЈ.I:!:Т:~f!Л.I!.? _ и He.rg!"Y!l}!!~ Пазитиван је анај угао. који . 

постаје а6ртањем зракз у смислу који ' 

fJ ! , 
• 

• • • • 
• • • • • • · , 

Д' :' ,/ 
Ј/' .1" : 

Ј3 
Сл. 15 

• 

(р) 

• , . 
Је супротан кретању сказаљака на 

. . 

часавнику (угао ех на сл. Ј 4). Нега-
. " .. 

тиван је угао који постаје абртањем 
• 

зрака у смислу кретања сказаљака 

на часавнику (угао ~ на сл. 15). 
Ь) Пре.м<i, В~,I!ИЧи!:!!:L У[JIаIЖ .. lle.-

о , 

лима на: ..... лЈu:tе~ ,равне, . издубљед~ .'1 
· И~·riУЛ~~~е. Ако. зрак АС (сл. 16) дође-:" 

. ' . 

'пасле обртања опет у свој првобитни положај (АВ), онда . ма 
'каја његова тачка (М) апише круг. Дабивени се угао зове 

. лун и има 360°. Ако краци једнога угла леже у истам правцу, 
али у супротнаме смислу (сл. 17), онда се такав угао зове 

с • 

~ 

ЈЈ 
.... - .... --.. .. , ...... 

' ,' :: 0- , • • , , \ ' 

I \ ' • . " 

. . 

- * о ," 

с 

Сл. 16 Сл. 17 
• 

раван или опружен. Он је половина пунаг угла, те има 180°. 
Сви углови каји су мањи од равнога зову се uздубљени, а сви 

. веhи испупченu. Издубљени се углови деле на: праве, оштре и 

туйе, а испупчени на: туuо-ислупчене, право-испупчене и 

", 
" , , , 

. , 
• 

Сл. 18 

• 

• 

Сл. 19 

~--- ... 
" 

• • 

, -, . , , , , 

Сл. 20 

с 

• 

оштро-uсUупчене. Прав је угао половина равна га или четвр-
. . 

тина пуног угла (сл. ] 8), те има 90°. Код њега су краци нор-
• 

мални један према другом.Оштар је сваки угао који је мањи 

од правог (сл. 19). Туп угао је анај који је веhи од правога 

<l мањи ад равног (сл. 20). . 
• 

• 



.. --- .. ' .. - ..... -
I~ ", 

• 

, , , л ' , ' , . , 
.If-:-:----

Сл. 21 

--.. -
" -, " , , 

• 

• 

:' Л \ с : _--...---
" . ,It(, , 
"-- .Jrt' 

. Сл .. 22 

) I 

Под доиуном једнога угла разумемо онај угао који са 
. 

првим углом даје пун угао (З60~). Тупо-испупчен угао је онај 

чија је допуна туп угао (сл. 21.). Пра- .'.-_" . 
- . .., ,," .. 

. во-испупчен угао Је онаЈ ЧИја Је до- :' Л \'.JIl 
пуна прав угао (сл. 22). Он је: ( . 

с 

.... . ....' 
угао ' је онај чија је допуна оштар у- -.,' 

• 

гао (сл. 23) . 
. На сл. 24 угао ХОХЈ је . оштар, 

ХОХЈ! прав, ХОХш туп, ХОХ1у раван, 
Сл. 23 

ХОХ,. туп.о-испупчен, ХОХу! право-испупчен, XOXV11 оштро­

испупчен, XOXVJII пун. Ако зрак ОХ,после доласка у свој 

• 

Х,. 

о 

• 

~V' 

Сл. 24 

• 

X./I . 

пр~()битни ПОЛQжај 

(О Х V 111) продужи и 
. даље своје обртање, 

онда се добијају у­

глови веhи од пуног 
• • 

угла, ТЈ. углови КОЈИ 

имају веhи број сте­

пена од 3600. Тако, 

.када зрак ОХ поново 

дође у положај ОХљ 
свака његова тачка 

чини обртање (лук) 

од 4500; а када дође 

у положај ОХ1у , до­

бија се угао од 5400 
итд. Из свега овога закључујемо: да под углом не треба ра­

зумети ону површину lJзмеау кракова угла, већ вели'lUНУ обр-
. 

тања ма које тачке зрака ОХ, изражену у .-степенима, од 

његовог првобитног до послеДfbег положаја. 
• 

• 

• 
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§ 11. Веза измеђУ углова., а J~,~ ,)I,~~ уг л~ к!же, ,се 
да су комплементни ако им збир износи 90°, а суuлементни 
.. " ',", Т О _"', ОО,, " " , 

ако им збир износи 180°. Тако, углови од 60° и 30° јесу 

комп'лементни', а углови од 125° и 55° суплементi;и; углу од 700 
КОМПЈЈементан је угао од 20°, а суплементан угао од 11 оо. 

ЬИа, A?i1 уг !!я"ј{аж~ се ,п.а ,с;у r;уседни ако имају заједнички_ 
, 

• 

.ЮШ,!} Ј:!. i!аЈ~Ј!.I;I.и.Ч.1}9" Ie1!te, а .. АРДS1 два ~,paKa, Ь1 0ГУ им(\ти или, 

- ------- -, . ... ... - -
fJ 

Сл. 25 . 

--, 
, , 

, , , , , , , 
- ,-

, , 
I 

" 

о 

• tz С • 

• 

Е. ОО " > ..••. 

/' -------
, , , , , , , , 

8 
, 
I 

, 

1 ,. 

о 
• 

л 

немати исти правац. Такви су углови а и ~ На сл, 25, или 
т, , оо. • о. 

ј И й на сл. 26. Суседни углови, чији се спољњи краци на'-, 

лазе у истом .правцу, али у 'iупротном смислу, зову се 

упоредни (сл. 26). Како ови УГЛОВf) дају раван угао, а сваки 

раван угао има. 180°, Шо су уйоредни углови суiiле.ненШни 
. • .0 

(теорема 1). 
с) За дв.а. угла кажесе да су унакрсни а.ко имају зајеА: 

ничкооо, теме, а" Кlli!!Ј.!1_једнрс,ща-Је..~у .лРДДjLШе.I:Ьа краков.аоо 

.АIlII.Q[_..УI!.Е!ЈШ.~К_Q_~i!;јеДНИЧI5_0~"теме~. Такви су углови а и ~, 

, 
I , , , 

-----... - ...... 
. ,,"" ...... , , , , 

, r 
о.. T~ 

Сл. 27 

I 
I 

" .. , 

-' 
, \ 

'\ . '-'" , 

~ '\ . , ' '>' 
, ' • 'о , 

,.,-- '---'; ДЗ' 
• 

1 
/ 

• 
I 
• 

i 

"--_______ Л 

или r и й, на сл. 27. Како, додавањем угла ј најпре углу а, 
а затим углу ~, добијамо једнаке збирове- од 1800 (1 теорема), 
значи да су углови а и ~ 'једнаки, тј. унакрсни углови су 

једнаки (теорема 2). 
d) Угао чије се теме налази у центру круга, а краци су 

, 
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• 

, 

JIOIУ полупречници, зове се централни или сре,о,uшни. , Такви 

су углови а, ~ , и у на сл. 28. Ако су луци АВ и ВС једнаки, 

онда се сектори АОВ и ВОС поклапају кад их ставимо је­

дан на други. Поклаnањем ових сектора доказује се једнакост 

углова а. и~, а тако исто и тетива АВ и вс. Исто тако, 

ако су уг лови а. и ~ једнаки, онда се поклапају и сектори 

АОВ и ВОС, те се , тиме обелодањује једнакост лукова и 

, тетива АВ и Вс. Отуда имамо 'теорему: Ј еднаки.м л)щи.ма 
једнога круга (или кругова једнаких iiолуiiречника) одговарају , 

" - , 

једнаки средuшни углови и једнаке ШеШиве; једнаким средишни.м 

углови.ма' одговарају једнаки луци и једнаке ШеШиве (теорема З). 
, " 

Иста теорема у важности је и за једнаке тетиве. 

, Неједнаким луцима исШог , круга, или , кругова једнаких 

iiолуiiречника, одговарају и неједнаки средишни уг лови и не­

једнаке' ШеШиве, и Шо: веliем луку одговара веliи средишни 

угао, веliu ШеШива; и обрнуШо (теорема 4). 
Да је и ова теорема тачна, можемо се уверити по томе 

што се сектори АОВ и COD (сл. 28), чи'ји лукови АВ и CD 
... . · _0 

{углови а. и у) нису једнаки, не могу поклопити када их ста-
• 

вимо Један на други. , 
, На основу горњих 'теорема увиђамо однос који постоји 

између средишних углова и њихових лукова. Ако замислимо 

да су једнаки луци АВ и ВС (сл. 28) подељени на п делова 
fI сваки део износи 1 о (1' или 1 "), па све те деоне тачке 

спојимо са центром О, она се исредишни, углови аи ~ 

деле на i1 уг лова 'и сваки такав угао има i о (1' или 1 "). 
, ' 

Према овоме, сваком лучном степену (минут}', секунду) од-

говара по један угаони степен (минут, секунд), или сеаком 

луку од извесног броја степена, минута и секу нада, одговара 

угао од истог броја степена, минута и секунада. Стога се 

ЛУК узима као мера одговарајУћег угла. ' 
§ 12. Мерење и преношење угла. а) За мерење 

углова служимо се угломером (сл. 29). То је полукруг од 
• 

' .харТИЈе, дрвета или метала, 

подељен на 1800 степена. На 
њему тачка О ' претставља 

центар, а АБ пречник. Када 

жеЛl1МО да измеримо , угао, 

-стављамо уг ломер тако да 

центар падне на теме угла, 
• 

.а Један крак да се поклопи 

.fI: 
, 

о 

Сл. 29 

'о 

ЈЈ 

• 

, 

, 
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с полупречником аБ или ОА. После тога гледамо КР0З којк 
• 

. степен угломера пролази други кра'К угла. Дотични степен 

показује нам величину угла. При мерењу испупчених углова, .. 
меримо угломером њилове д~·пуне. Одузимајуlш величину до­

пуне од 3600, налазимо величину испупченог угла. 
Ь) Да бисМ{) угао , БАС (сл. 30) пренели на друго место . 

(на крак А'С') тако да му тачка А' буде теме, треба про-

Ј3 

\ 
\ 

. . 

извољн'им отво" 

ром шестара 0-

. писати лук MN 
• 

око темена А. 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

Л д 
, 

, 
с 

.fI: 
Д' 

.' Истим отвором 
шестара опису­

С' јемо 0КО А' лук . 
• • 

{' 30 ~л. КОЈИ сече зрак 

• 
А'С' уМ',. На ' 

овај лук, почевши од м', преносимо шестаром тетиву мН 
. . 

лука из датог угла. Углови MAN и M'A'N' јесу једнаки ка<> · 

централни углови над једнаким тетивама (§ 11 , т. d). 

IV. Паралелне праве . 
-

. § 13. - За две праве у једној равни каже се да су пq-
. . 

ралелне · ако се никако не секу ма колико да I1Х продужимо и 

С једне 11 с друге стране. Такве су праве АБ и CD (сл31), 
а њихова паралелност о;нiачава: АБ 11 CD (§ 6). Ако праве' 

у равни нису паралелне , онда се оне секу. Секу се ABojal\o: . 
косо и нормално, према томе да 'ли граде кос е (оштре и тупе} 

. , 
или праве углове Да је нека права АВ нормал~а на правој 

, 

CD, означава се: АБ I CD. 
'. -,. -

Аксиома Кроз једну тачку ван неке праве може се по-. . 

вуl1и само јеДl!а паралелна са том , 
• правом. Заиста, ако је I<рОЗ тачку 

• 

• • 

М ловучена права CD лара- , 
с 

. 

ЈЈ 

Сл. 31 

• 

лелно саАВ(сл. 3 1), онда свака 
друга права БР, која . пролази 

. . 

кроз М, сече при продужењу 

праву АБ. Plа основу . ове акси­

оме могу се доказати . следеhе: 
теореме: 



-
1-5· 

• 

Теорема 5. Две паралелне с треЂОМ правом паралелне ' . . 
су и међу собом. Нека су праве 

MN и CD (сл. 32) паралелне 

с правом АВ. да бисмо дока­

зали ' ову теорему, служимо се. 

!:!.НД~Е~Ч!!!1_М .~QД.'.l.З<?М.*. Ако 
- ,.. _. -' ., 

претпоставимо да није MN 11 CD, , . 
.. 

онда би се оне предужене се-

кле, ' на пример у тачци Р. Тада 

• 

л .В 
~-------

Сл. 32 

бисмо ' имали две праве које пролазе кроз тачку Р, ван праве ' 

АБ, а обе су паралелне с правом АБ. Како се ово коси са . 
• 

горњом аксиомом, то се праве MN и CD не могу сеhи и 
• • 

онда остаЈе Једино да су паралелне. 

Теорема б. . ' Ако су две праве паралелне, а нека треЂа · 

права сече једну од њих, онда она'продужена сече и другу. Нека 

су праве АБ и С[) (сл. 31) паралелне, а права EF сече CD у 
тачци М. Ако претпоставимо да EF продужена не с:ече и 

АБ, ' онда би била с њом паралелнџ. т'аД1 бисмо имали две · 

прав е CD и EF, које пролазе кроз тачку М, ван праве АБ, . 
а обе да су паралелне с њом, што ј е неМОГУће, пошто се 

коси са Г(lРЊОМ аКСIIОМОМ. 

, 
• 

§ 14. Сагласи~, наизменични 11 супротни. углавио - Права: 
-• 

КОЈа сече д руге две ' паралелне или непаралелн е п раве зове 

.JJt се т рансверзала, Она гра.n,и са . 
.л а 11 ..Е пресеченим прав~ма осам углова , . 
. .::.~. ~---O()/ d . од којих су 4 слољашњаа 4 

унутраш!-Ьа. Спољашњи су у-

с 
-,,--_:~.~m n· 

р 9;t· '-.. --:!! 

ЈУ 
Сл . 33 

• 

глови нзванпресечених правих . 

(а, Ь , р, q, на сл . 33), ауну­
трашњи између' тих ПRавих (с, 

d, т , п). Ове углове делимо на: 

. саг ласн!!, наизменичне и су_ · 
- - " ... • _" . '. ~ "Љ , 

протн.е. 

Сагласни су: ;едан спољаШItJИ и један. унутрашњн угао 
• • 

КОЈИ с е налазе на ИСТОЈ страни трансверзале, а са разним' 

теменима (а и т , Ь и п, ~ и р, d и q). ..' 

." То је доказ којим се I1СТИНИТОСТ' теореме доказује тиме што се · 
• 

узима претпоставка супротна теореми, па применом раНИЈИХ тсорема и акси- , 
• 

ома наилазимо на закључак ИЗ кога се' види погреШНОСТ ' наше претпост'! вке . 

а та'lНОСТ теореме . 
• 

, 
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Наизменични су: два спољашња или два унутрашња 
_ , _ " .. 

• 
угла КОЈИ . се налазе на разним странама трансверзале и са 

разним теменима (а и q, Ь и р, с и п, d и т). 
fхпротни су: два спољашња или два унутрашња угла 

• • 
КОЈИ се налазе на ИСТОЈ страни трансверзале, а са разним 

• 

теменима (а и р, Ь и q, с и т, d и п). 

Теорема 7. Ако су пресечене праве паралелне, онда су:. 

1 ) сагласни углови једнаки; 2) наизменични су углови такође јед-
. . ~--- ~-- -

_ /д наки; и 3) супрОlЋI1 " су углови. 

л 
/ . 
~. Ј.Ј 

1 

, , 

Q 

.. Сл. 34 

суплементни. 

Д оказо а) Ако претпо-

ставимо да су праве АВи CD 
. (сл. 34) паралелне и ако транс-
верзалу MN пресечемо тач!<ом 

. Е,о на с.редини щмеђу пресечних 

тачака . О и О', па обе праве 
• 

CD If N Е померамо тако да 

NE клизи по ЕМ, а да сваки 

доцнији положај праве CD буде паралелан према пр~вој АБ, . 
онда ће, после извесног померања, права CD поклопити 

праву АВ, NE поклопити ЕМ, а теме · О' пада на теме о. 

Тада се у"глови . т и а, п и Ь, Р н с, q и d поклапају о 
Поклапањем тих углова, за које је горе казато да су саглаСНtI, 

• • .. докаЗУЈе се и њихова Једнакост. . 
Ь) Ако су праве АВ и CD паралелне, онда једнакост . 

наизменичних углова доказујемо ПОМОћУ једнакости сагласних 
• 

и унакрсних углова Hil следеhи начин: <j:.q <t:.d као сагласни, . 
а <t:.a <t:.d као унаКРС)iИ. Стога су и наизменични углови 

а и q једнаки, пошто су оба једнака са углом d, на основу 
аксиоме: ДI~e количине · једнаке треЋој једнаке су и међУ 

··собом. Исто тако: 

Ь с као унакрсни, · р с као сагласни, те 

с Ь 

d -- а 
" 
" 

" 

" 

, п =Ь 

,т ='а 
" 
" 

• 

" 
, 

" 
" 

, 
" 

. 

је Ь р; 
• . 

" с П' , и 

" d 
. 

• 

- т. 

с) Ако су праве АБ н CD паралелне, онда суплемент-:-
• 

ност супротних углова доказујемо помоhу јеДНаКОСТИ са-

гласних углова и СУПJIементности упоредних углова (теорема 

1, § 14) на следеhи начин: <t:..m <t:.a као сагласни, а како 

је а + с 1800 као упоредни, ТО заменом у овој једначини 
<t:.G са <t:. т добијамо: т + с 1800. Истим путем налазимо 
.да је: n+d 1800, а+р 1800 и b+q 1800. 

• 
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Напомена. - Доказ ове теореме био би прегледнији помоliу те- · 

.ореме: да з6 ога троугла . , која је на-
.ведена у , а ко сви ИЗ нижих 

разреда. Помоliу ове теореме најпре можемо доказати једнакост наизме~ . . 

НИЧНИХ yrJ.l()p С а lz повлачењем PQ кроз тачку Е (средина дуж и ОО'), 
' ~-lwIil -Ге-нормалнанапаралелним правама АБ и CD. Тада лравоугли тро­
углови ЕРО И EQO' имајууглове '" и ~ једнаке као Уllакрсне, те су јед­
наки и углови С И п, као њихови к.омплементни УГЛђВИ. ИЗ једна. кости 

ОВИХ углова излази једнакост и љихових унакрсних углова Ь и р, а затим 
• 

и Ј еднакост ЊИХОВI\Х СУllлементннх углова dи т, односно а и q итд. 

Теорема 8 . Ако су сагласни углови једнаки, или ако су 
• 

наизменични углови једнаки, ИЛИ. ако су супротни углови супле-

ментни, онда су пресечене ' праве 
• • 

паралелне: а) Нека су сагласни 

уг лови а и т једнаки (сл. 35). 
Ако преТ!10ставимо да права 

CD није паралелна са АБ, Eleh 
да је права БF, која пролази 

кроз О', паралелна, онда би 
• 

ло преТХОДНОЈ теореМI! био 

, 

.л 
/.'1 ' 

:::...=. ____ --;::;-"'Са / - __ --'''u,Ј 

-------
-- Q --------_ . 

<t а <t ОО' Р, као сагласни. Сл. 35 

Ла како је <t а <t т, то би . . . 
и <t т · ОО'Р, што је неМОГУl;е, пошто је <t т део угла 
ОО'Р. Ако затим lJретпоставимо да је PQ il АВ, онда би био 

<t а ОО'Р. Па како је <t а <t т, то би и <t т <t ОО'Р, 
што је опет немогуЪе, пошто је <t ОО'Р део угла т. Па како 

_" -

нису паралелне ' са АБ ни БF . ни PQ, то једино остаје да је 

CD 11 АВ . . 
• 

Ь) Нека су наизменични углови d И т једнаки, Како је 

<t d -- <t а као унакрсни, то су и углови а и т једнаки, Стога 
је, према доказу под а), права CD 11 АБ. ' 

, 

с) Hel<a су супротни углоци а и р . суплементни, тј. 

а + р 180°. Па како јер + т 180О као упоредни, то је 

а + р р + т, или а т, Стога, према доказу под а), CD 11 АБ . 
• 

§ 15. - Важност теорема 7 и 8 из претходног параграфа 
. . 

је велика, јер је њихова примена врло честа. КаО посдедице 
, 

ових теорема Јесу ове теореме: , 
• 

. Теорема 9. Две праве нормалне на тре110ј правој пара-

лелне су међу собом. Ако је АБ..l MN и CD 1 MN (сл. 36), 
онда су углови а и Ь, као прави, јe;.I,наки. Меljутим,ови су УГЛОВИ . 

<сагласни, па пошто су и једнаки, то је по 8 теореми АБ!! СО. , 

Планиметрија 2 , 
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л с 

. 

, , -, , 

.Itt а fj 

Ј.3Ј) 
Сл. 3б . 

, , 

-

Теорема 10. Ако су две праве 
, 

паралелне, па је једна од њих НОРlVlална 

на тре110ј правој, онда је друга нор­

мална на ЊОј. Ако ,су праве АВ и CD 
(сл. 36) паралелне и АВ 1-, MN, онда 

, су углови а и Ь, као сагласни једнаки. 
Па како је АВ 1- MN, то је <}::: а прав. 
Стога је и <}::: Ь, као једнак са <}::: а, 

прав, ' те је и CD I MN. 

Теорема. 11. Ако је једна права нормална на једној од 

двеју паралелних правих, нормална је .t. . . 
, и на другој. Нека је АВ 11 СП и ЕР 

I АВ (сл. 37). , Ако ЕР ПРОДУЖИМQ 
дО пресека са CD, онда су УГЛ,ови 

а и Ь, као сагласни, једнаки. Па како 

је <}::: а прав, то је и <}::: Ь прав, те је 

ЕН ' I CD. Теореме IОИ . 11 уствари , 
. . r 

имаЈУ Једно исто значење. 

Д ' аЈ .Ј.ј 
.. " 
/ 1 ! 

• 

r .1Ј 
, ' 

Сл. 37 

Теорема 12. Из једне тачке B~ неке праве може се 
, 

спустити само једна нормална на ту праву. Ако је дато да ј е 

с 
• • 

а 

, 

Сл. 38 

као нетачна, отпада. 

CD 1- АВ (сл. 38), онда је <}::: а прав. 
Ако претпоставимо да је и права. 

\ 

СЕ l ' АВ, што се коси са овом тео-. ' 

ремом, онда би и <}::: Ь био .прав. 

Тада би уг лови а и' Ь, као ' прави, 

били једнаки. А како су ови ' углови 

сагласни, онда би праве СDи СЕ 

биле, према 8 теореми, п'аралелн е , 

што није случај. Стога наша прет­

поџавка, да је и права ' СЕ ...L АВ, 
Према ' томе, само је CD I АВ. 

Теорема 13. У једној тачни не-

ке праве може се ПОДИ,l1и само једна нор­

мала на тој правој. Ако је дато да је 

CD I АВ (сл . 39), онда је <}:' а прав. 

Ако претпоставимо да је права СЕ 1.. АВ, 
онда би и <}::: Ь био прав. У том слу- Л 
чајууглови а и Ь били би , једнаки. 

Међутим,ово се коси са аксиомом 
• 

.ЈЈ 
с 

Сд. 39 

• 
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, 

да је ,сваки , део мшьи од своје целине. Овде је <ta" као део 
угла Ь, мањи од угла Ь. Стога <t ь није прав, те наша 

претпоставка да је и СЕ .l АВ; као нетачна, отпада, Остаје 
једино да је CD .l АВ. 

" Теорема 14. Два су угла једнака ако су им оба пара кра- , 
, , 

кова у истом или у супротном смислу паралелна, а суплементни 

су ако им је ' један ' пар нраковапаралелан у 'истом, а други пар 
кракова У супротном смислу. , ' 

а) Нека је АБ I! ОМ и ВС 11 MN (сл. , 40). Лродужењем 
крака MN дО пресека са краком АВ добија се <ty. Тада је 

I 
" ., . ~ 

, 

,+-",,-- ~+, ----,,--' 
, ..; : . . .. -­, 

" 

, , , / 
, 

./JI , 

Сл, 41 

, 
<t а <У као. сагласни, а < ~ <У такође као сагласни. 

Стога је < а <;::~, пошто СУ оба .једнака са <;::1'. 
'Ь) l:feKa је АВ !I MN и .л ... 

ВС 11 МО (сл. 41) У супротн'оме ! 
смислу. Тада је <t а <t у као ' '. ':---.... 

, • I , 

саг ла(ни, а <~ <;::1 као наиз- , ,-- , / 
ме/iИ4НИ. Стога је и <t а , <t~"./JI ", 13: / " ~' 

-, , ... /ј 

.' ' ;'> .' , . , , 

пошто СУ оба једнака са < у. / / 
с) Нека је АВ 11 мо у истом/ "'\.-1-

/ ..... 
и ВС 11 MN (сл. 42) У супротно,е 
смислу. Тада је <t а <1 као­

сагласни, а <;:: r + < ~ ) 800 
----:-.~--

С 

као супротни. Сл, 42 

Ако сабирак у заменимо са • 
, а, добијамо а + '~ -- 1800, тј, углови а и ~ су суплементнil. 

, . '. 

Теорема 15. Иада краци јеДI\ОГ угла стоје нормално на 
, 

крацима другог угла, онда су ти , углови једнаки ако су им краци . . ... . 

у истом или у супротном смислу нормални, а суплементни ако су . . . . 
, , 

2* 
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• . 

им два крака у ,истом, а два у супротном смислу нормални. Ако 
угао .~ код слика 40,41 и 42 обрнемо за 900 у смислу озна-

• • 

чених стрелицг, онда nе краци овог угла бити нормални на 

крацима угла а и заузима положај угла ~'. Како <t ~ оБРl'а­
њем не мења своју. величину, то' је <t ~ <t ~'. Па како је 
по претходној теореми <t ~ <t а, код 1 и II случаја, а код 

..... . r - .-

ш је а + ~. 1800, то је,' з-аменом ~~ca <t~', а ~'y 1 и . - . 
II случају, а у III је а + ~' 1800. .. 

§. 13. Симетрала дуж и и угла и њихове особине. а) 

• 

Сл. 43 

Под симетралом једне дужи разумемо 
• • 

праву КОЈа полови ту дуж и СТОЈИ lIа 

њој нормално. Тако, права SS' (сл. 43) 
је симетрала ДУЖИ АВ. Особина симе- . 

• 
трале дужи исказана Је овом теоремом: 

Теорема 16. Свака тачна на си-

метрали једне дужи подједнако је удаљена 
од крајњих тачака те дужи. Ако на си­

метрали SS' узмемо произвољну тачку 
М и спојимо је са крајњим тачкама 

дужи АВ, добијамо тrоуглове АСМ и 

ВСМ. Обртањем троугла АСМ за 180? 
око СМ, поклопиhе троугао ВСМ, по­

што су углови код С, као прави,' јед­

наки, затим дуж АС иде правцем дужи СВ и као једнака по- . 
клапа се с њом .. Како тачка А поклапа тачку В, то се стране 
АМ и ВМ поклапају, чиме се доказује њихова jeAHaKdcT~ Истим 

се путем доказује да су симетралине тачке М', М" ... подједнако 
удаљене од крајњих тачака дужи АВ. , 

Очевидно је тачна и супротна теорема овој теореми; она 
гласи: Тачка која је иодједнако удаљена ад крајљих iiiачака 
• • 
Једне дужи nалази се на љеНОЈ 

сu.меiiiралu (теорема 17). 
· Ь) Под симетралом једног 

• 
угла разумемо праву КОја по-

лови угао. Таква је права CD 
угла АВС (сл. 44). Особина си-

• 
метрале угла исказана Је овом 

• 

. .Ј .. , , 
:ј'" '.Ј' '. 

. , , 

теоремом: Свака iiiачка на си- ./{; 

меiiiралu једнога угла иодједнако Сл. 44 

је удаљена од кракова угла (т.ео-
• 

рема 18). Ако на симетрали CD узмемо произвољну тачку М,. 
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. 

па из ње спустимо нормале МР и ·MQ на краке угла, добијамо ' 

троуглове MQC и мрс. Обртањем ма IЮГ од тих троуглова 
око заједничке стране СМ за 1800, они се потпуно поклапају, 
пошто се поклапају кр,щи СВ и СА, услед једнакости углова 

BCD и ACD, и заузимају исти правац. Тада се ПОI{лапају и 

нормале A1Q и МР, јер се из ј едне тачке (М) ван неке праве 

(СА или СВ) може повуhи само једна нормала на ту праву 

(теорема 12), чиме је доказана и њихова једнакост. Истим се 

пут'ем доказује да је М'Р' -- M'Q', М"Р" M"Q" итд. Су­

'протна теорема, која је очевидно тачна, гласи: Тачка која је 

подједнако удаљена од краКОВа једног угла налази се на његовој 

симетрали (теорема 19). 

§ 17. Основни конструктивни задаци из I одељка. 
1) Ионструкција сuметрале једне 

дужu. Треба најпре око једне крајње тачке 

дужи, отвором шестара са више од половине 

дате дужи описати лукове и с горње и с доње 

стране, а затим, истим отвором шеСТiiра, око 

друге крајње тачке описати лукове који секу 

• 

• 

• 

прве. Спајањем пресечних тачака ових лу~ 

кова, добија се тражена симетрала (СП, сл. 

45). Овом конструкцијом ЧИЈ1ИМО да су тачке ' 

С и П подједнако удаљене од крајњих та­
чака дуж", АВ, које су узете за центре кру­
гова једнаких полупречника. Стога је СП, 

• 

по 17 теореми претходног параграфа, заиста 

Сл. 45 симетрала дужи АВ. Конструкцијом симе-
• • 

трале Једне дужи делимо истовремено ту 
• . дуж на два Једнака дела. 

2) Ионструкција сuметрале 

једног угла. Треба најпре произ­

вољним отвором шестара описати око 

темена датог угла лук, који сече оба 

крака (М и N, сл. 46), а затим истим 
• • 

отвором шестара, или отвором КОЈИ Је 

већи од половине лука између кракова, 

описати најпре око М, а затим око N . , 
лукове у унутрашњости угла. Спаја­
њем пресечне тачке р . ових лукова 

са теменом угла, добија се траженэ 

симетрала CQ. Конструкцијом симе­

с 

,tfi/ 
• , , 

\ 

'---
I 

Сл. 46 

трале једног угла, делимо истовремено 'угао на два једнака дела. 

• 

З) Спуштање нормале uз неке тачке ван праве на праву. -

а) Ако имамо да спустимо НОРl')lалу из тачке С на праву АБ (сл. 47), .' , . .. . 
треба најпре око тачке С, толиким 'отвором шестара описати луk, да оваЈ 
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·сече дану праву (у М и N). Затим 1{6нструисати симетр.му добивене дужи 
MN. Симетрала ове дужи пролази кроз тачку С (Зашто?). . . 

I 
I 
I 

с 

Х.ЈЈ 

Сл. 47 

• 

с 

• 

Сл. 48 

, 

Ь) Ако желимо да из тачке С спустимо нормалу на АБ (сл. 48) по­
Mohy правоуглог троугаоника, оида треба најпре троугаоник наместити 

тако да се његова ивица (т) ПОКЛЩlа с правом АБ, а тачка С да се на­

лази на ивици (п), а затим по ивици (п) повлачимо праву CD, која је 
нормална на АБ. 

4) Подuзање нормале uз тачке на некој правој. - а) Ако имамо 

• 

л ' -:;--_--;:-; Ј.Ј 
.--,л;-;;----: t .If 

• I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Сл. 49 

да подигнемо нормалу у тачци Е на 
• 

правој АБ (сл. 49), треба најпре про-
• 

ИЗВОЉflИМ отвором шест ара и с Једне 

и с друге стране тачке Е . одвојити 

тачке М и N на правој АВ, а затим 
за дуж MN конетруисати симетралу. 
Симетрала CD пролази кроз Е и стоји 
нормално на АБ, пошто је тачка Е 
средина дужи MN. . 

Ь) Помоhу троугаоника можемо 

подиhи нормалу у тачци D праве АБ 
(сл. 48) када троугаоник наместимо 

тако да се l;ЬeгoBa ивица (т) поклопи 

с правом АБ, а теме правог угла с 

тачком D, и, најзад, по ивици (п) 

повлачимо праву DC, која је нормална на АБ. 

5) Кроз тач/{у С ван праве АБ (сл. 50) повуhu праву паралелну 
са АБ. а) Треба најпре кроз тачку С повуhи праву СЕ која сече дану 

праву АБ, а затим прещ!ти добивени угао" код С. Како су углови." И ,,' 

једнаки, а сагласни су, то је по 8 теореми (§ 14), PQ ! I .АБ. 

Ь) да бисмо повукли паралелне праве с правом АБ (сл. 51) помоhу 
троугаоника и лењира, треба најпре троугаоник да наместимо тако да се 

једн::! његова ивица поклапа с правом АБ, а затим .лењир положимо тако 
• 

да се склапа с другом ивицом TpoyraoHIIKa, и, најзад, држеhи чврсто лењир, 
• 

померамо троугаоник да стално клизи по ивици лењира, ало њеГОВОј ивици, 

:која се поклапала са правом АБ, повлачимо праве: т, п, s итд. Најлакше 

• 

• 

• 
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• 

,рј 
Л .1Ј 

, 

, , • m 
Q -~-, 

~ п 

, 

, t 
л 

• 
' ;,<t •• , 

, , 

Сл. 50 Сл. 51 

се повлаче паралелне праве помоhу лењира с главо'м, као што показују ' 

слике 52 и ,53. Положи се најпре лењир , тако да се његоваглава т поклапа 

, 

т 

, 

Сл. 52 • Сл. 53 

са ивицом табле, а затим лењир померамо и при сваком његовом заустав­

љању повлачимо праве по његовој горњој или доњој ивици. Ове праве 

биhе паралелне. • 

б) Конструкција симетрале једног 
• 

• 

", .. • "0-, . , 
• 

• Сл. 54 

, 

• • • • • • , 

• 
угла ЧИЈИ се краци не секу на 

цртежу. Нека су праве QE 
и PF (сл. 54) непаралелне, али 
се не секу на цртежу. да бисмо 

конструисали симетралу угла, 

који би оне градиле, треба да 
оо ' 

нађемо две та'!ке те Сl!метрале. 

Једну тачку налазимо ако у про-
, ' 

извољно узетој тачци Е на пра-

вој QE и тачци F на правој PF 
подигнемv нормале ЕО и FH и 
учинимо да је Eq=FH. Затим, 
кроз тачку О повлачимо пара­

Jlелну са QE, и кроз тачку Н повлачимо паралелну са PF. Пресек О ових 
двеју ' паралелних биhе једна тачка симетралина, пошто је овај пресек 

подједнако удаљен од кракова угла (теорема 19). Истим путем нашли 

бисмо и другу тачку О'. Спајањем тачака О и О' добијамо тражеlJу си-
метралу. 
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'. ДРУГИ ОДЕЉАК 
ОПИС и ОСОБИНЕ СЛИКА И ЊИХОВА СИМЕТРИЧНОСТ 

._- -- -
, 

1. Слике 
, 

и њихова 
" 

подела 
, 

§ 18. Под сликом у ширем смислу разумемо сваки 

uртеж састављен од тачака и линиј<:!; али подслИ/сом (фи­

-аР о ,у!) У У il\ е 1'>1 сми c~_ Р а зу м e~~ ,с ~~~_И,.~,~<? . ,Р.а.~.IJ,I.1.tt.~, Ј.<.9ј.!:!.љ. 
ограничен праВИМ,ИЛII .. к.ривиlV\ лин~јама, Ако је део равнине ' 

, .. 
- ' , ' 

о rраНlJчен само дужима, слика Је праволиниска; а ако Је огра-
• • 

ничен правим и кривим, или само Једном кривом . ЛИНИЈОМ, сликЗ1 

је крuаолнннска, Дужи К,оје ограничавају праволиниске слике . , 

јесу стране, а тачке у којима се стране састају јесу темена 

слике. Сваке две узастопне стране riраволиниске слике праве 
. . . ...... 

њене уг лове. Свака праволиниска слика има онолико темена 

и углова колико и страна. Све стране и сви углови праволи­

ниске слике чине њене ·. главне елементе. Према броју страна,. 

или према броју углова, праволиниске слике делимо на: ТРО­

стране (троугле), четворостране (четвороугле), пето стране 

(neтоугле) итд. Праволиниске 'слике ограничене с'} више 0)1. 
четири стране зову се' уопште многостраницн (многоуглu, по­

лнгони). ПраВОЛИНИСI(а слика која има све стране једнаке и ' 

све УГЛОВt: једнаке зове се правилна, У противном случају, . 

слика је неправилна. Збир, сuију страна једне слике ' зове се 

обим или пернферија те слике, q део равнине ограничен оби­

мом зове се њена uовршина. 
" 

При упоређивању двеју праволиниских слика, упоређујемо 

њихове..дблике и позршине. Ако су слике . такве . да имају и . ,... , 

Једнаке оолике и Једнаке површине тако да су њихови еле-
• 

менти по реду Једнаки и да се могу потпуно поклопити, онда 

су те слике подударне СО о,) ; ако имају само једнаке облике а 

различите површине, онда су оне сличне (, О,); ако имају само 

једнаке површине а различите облике, оне су једнаке, ( ' ); и, 
најзад, могу имати и различите облике и различите површине, 

у коме су случају оне различне. Ј 

Код праволиниске слике разликујемо: унутрашње и спо­

ЉQшње углове. Први су углови ,они које стране граде у уну­

трашњости слике, а други су склопљени од једне стране . 

11 продужења друге стране преко заједничког темена. На сл .. 
55 углови '7. И ~ јесу унутрашњи, а угао у спољашњи. Према. 



. 
• • 

• • 
томе да · ли су сви унутрашњи углови Једне праволиниске 

слике издубљени, или има међу . ЊИNlа и испупчених, ове 

слике делимо на: конвексне (сл . 55) и конкавне (сл. 56) . .Једна 
права сече обим конвексне слике само у. двема тачкама. 

t l 
дЈ! </Ј! 

С· 

Ј . 

9 • , 

с .д . ·Ј 

.Jl 

Сл. 55 Сл. 56 

(М и N на сл. 55), а обим конкавне слике може да сече у више· 
(Р, О, Н, ј, на сл· 56). Дуж која спаја два неузастопна темена 
праволиниске слике зове се дијаГOftaла (РС на сл. 55). Тро­
углови немају ниједне дијагонале, нити могу бити конкавне 

слике. Од криволиниских слика плаlщметрија испитује круг и 
• 

његове делове. 

• 
• 

• 

11. Врсте праволиниских слика 

§ 19. Троуглови. С обзиром на дужине стр'ана, -Гро- · 

УI'лове делимо на: l!а~~стr:ане, _Еf.!.В!!.fl..l!Йl.IilJ. · и p"a.Bfl.0~7'J!.(JНe. 

Код првих су све три · стране различите дужине (сл. 57). код . 

• . . . '. . .. . . .. ," '. 
;:"::.':: . . . ', ", . ' .. ' .. : . 

. ~:. ;.:: .::::' ::;.;' .:;. ;. 
• • .0 " . •• •• ,, ' .' ,' " " .',' ...... . 

' •• о" ,',' 'М ..•. · ... "' ' .. '. -'. '. . . . ' . .... . 
• • о. •• • _" ' '',' •• ..... ~ ..... : ..... , ........... . - .... , . ~ .... ... -. _. " . . ::; .; .;~ .. : :; ... : ....... : ... -... .... . 

Л :, .. :';~ '.: ., .:.' ::: ~:.' :::.:.; .. :; .... . .... . . ", ,'. ' .' . . . 

Сл. 57 

, 

, 

Сл. 58 Сл. 59 

других само су две стране, које се зову краци, једнаке (сл. 58)~. 

а код треhих су све три стране једнаке (сл. 59). 
С обзиром на углове, троуглове делимо на: оштроугле,. 

правоугле и тупоугле. Код првих су сви углови оштри (сл. 57, 58 и 
59), код других један је прав а Два су оштра (сл. ба), а код треlшх 
један је туп а два су оштра (сл. 61). Стране правоуглог троvгла. 
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• 
КОЈе граде прави угао 

зову се катете (SH 
и ST· на сл. ЬО),а 

страна наспрам пра­

вог угла хипотенуза 

(НТ сл. 60). Равно­

крако-правоугли TPO~ 
• • 

.угао ]е она] код ко-

:л 

.] . 

Сл. 60 Сл. 61 

.га су катете једнаке. Оштроугли 
• 

и тупоугли троуглови Једним 

, 

• 

,-" , 

• 

"­... 

а 

• 

.Ј) С.Ј,{ 

Сл. 62 

.fI 

-оо Р 
• - ----

.Ј.Ј 

се именом зову ко· 

соугли, пошто су 

им углови коси. 

. Она троуглова 

. страна на којој се 
замишља да тро­

угао лежи, зове се 

основица, . а теме · 

наспрам основице 

зове се врх. Свака 

се страна троугла 

може узети · за 0-
, снови цу, али код 

'равнокраког троуг ла неједнака се страна обично узима за 

основицу. Троугао се означава са три велика писмена, која 

·се пишу код темена. Ако је троугао 0значен писменима: 

. А, В и С, онда се обично страна наспрам А означава са а,на- · - . . 

сСпрам В са Ь, а наспрам С са с; угао код А са 12, код В са ~, 

а код С са ј. 

Осим страна и углова код свакога троугла разликујемо: 

три висине, три средње или теЖllшне линије (медијане), три 

<:иметрале страна и три симетрале углова. Нормално отсто- . 
јање врха jeAHor'a троугла до основице, зове се висина и 

бележи се: h(aj, h(b) И h(c), према ' томе да ли висина . одговара 
страни а, страни Ь или страни с. Код правоуглог троугла 

• 

катете су истовремено висине, а КОД' тупоуглог троугла висине 
• • • 

<:трана КОЈе граде тупи угао секу супротне стране ван тро- . 
угла. Средња линија троугла је дуж која спаја теме са сре­
дином супротне стране и бележи се: t(a), t(b) и t(c), према 

томе да ли спаја средину стране а, Ь и с. Симетрале углова 

јесу праве које полове углове (било унутрашње, било спо- ' 
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љашње), а симетрале страна јесу праве 
• 

КОЈе полове стране и 
. 
• • 

СТОЈе на њима нормално. 

§ 20. Четвороугли. Четвороугле делимо на: трапе- . 

ЗО}јЩ, , т []Jlпезе, ЧЩ2а.1fеЛQ[{l.f!Иf!. ... К . .ЈЈ.еЈ1тои..ае. . 
. Трапезоид је ' четвороугао у коме нема ни паралелних 

ни једнаких "c~paHa (сл. 63). Трапез је четвороугао у коме 
• 

• 

::::~)i Ы:?;: {;н:} {~\\. 
о' •• •• -.Ј. " . ·.··· .· . , ............... : .... ..... -. ..... : .. ~ ::~ ..... 'т' " .' .', ': . ."о' .'.: • . ' .. ",', '. . . 'о.... .. ... 1. 

Оо • •••• • •• •••••• _ •• 

-';~.":.; : :-::';'::'. '::, ,' : ;"(. ~'; :.:; ~::; :: >.: ;. 
' ,_ • ОО , , " • ,О " ", .......... , .... ; .... ; •. ... : ............ ' .. ..... ; . ........ ~ ... ' .... ... ,: ", ....... -о ~,,: . .. . :. 

:;. :", :-",:;.-..... -._., о:: " _. : : . ",' " .•.•••.• • . 
,_ ......... , ," ••••••••• , . ..... . .. о- . -• • " •••• • 

" -о •••••• 'О:' •. : ;', 0 •• ', ,-';' , • " , .;.: _ ',:" ',' ,', ,.;. 0-' ,,_, о.:: . •.•. . -,: ',' о' ,' .:.,' ..•. • ':":,.': ,:. ~': 

• Сл. 63 
• • Сл. 64 Сл. 65 

има две паралелне и две непаралелне стране (сл. 64,70 и71). 
Паралелограl'1 је четвороугао У коме су супротне стране пара­

лелне (сл. 65, 67, 68 и 69). Делтоид j~ четвороугао који нема 

... ,..~:~;;.;: .. 
-. . ...... ... .• "' .. ~." . ... . "-'-,-' ' -'.'­• • ...... -о ••• ". " 

;.и'_ , '.' • •. - .••• "0 ~.' • . : "; .. ~ .. ~. ~: .:' ' ,';'. : "; 
; ;.- ::' •..... ~ ~.: .. ',~ . .:.: . . ,' ..... . , .. ,. 

' 0 • • ' . •• ••• _ ',. ' " ... .. ". . ... :-: ... :.~:.; ... ::. 
'-:'~"'.,<::; . . ' ,' ••••• • • • " .. -• о • • " ... 

'.' 

Сл. 66 

• 

• 

Сл. 67 Сл. 68 

• 
паралелних страна, али има две и две суседне стране Једнаке 

(сл. 66). Трапез у коме · су непаралелне стране једнаке зове 

се равно крак (сл. 70). Непаралелне стране таквога трапеза 

Сл. 69 Сл. 70 Сл. 71 

зову се краци. Дуж која спаја средине непаралелних страна 

у трапезу зове се средња линија трапеза (т, сл. 64). Нор­

мално отстојање паралелних страна трапеза зове .. се висина 

(ћ, сл. 70). Трапез у коме се једна од непаралелних страна 

. 
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, 

паклапа са висинам, или трапез у коме има два права угла, 

заве се правоугли (сл. 71). Ларале-,!а,:р~~.е ,,~~:!!!!Ma ,Н,а: право" 
.Ј!.!леи косоугле, према таме да ли су им углави ~ви или 

-_ ,- о " ,Оо . '. '"",' • ",',." • . , __ о .' _ .• ..,. ' о ___ _ --...~ __ •. _ . "' _ _ _ _ .- '_ - - _ ".," _ ._ 0_ ••• . _ · ·'А _ _ • _ _ -'-_ 

каси. ПР~I,3,,9УГ,ле паралела,граl'v!.е делима на: _К,ва~р'аmе и лрq,.., ~ , 
,RQуСаОlj,џке ,_а .. К9~.о..У!"Л~.,.,I:!а , ром(јов,е и р,омбоиде. Кад квадрата 
су све стране једнаке а углави прави (сл, 67); .код право­

угаоника су само супратне стране једнаке а углови ' прави 

(сл. 68), рамб је касаугли паралелаграм са једнаким странама 
" , 

(сл. 69), а рамбаид је касауг ли паралелаграм код кага , су 

сама супратне стране једнаке (сл. 65.) , Пад основицом једнага 
паралелаграма разумема ану његаву страну над кајам је кан­

СТРУИСЩi. Обична се за аснавицу узима доња паралелна страна. 

ПОД висином једнога паралелаграма разумема управну спу-
, / 

, " . , ' 

штену на аснавицу ма из каЈе тачке супратне паралелне стране 

(h, сл. 65). Кад квадрата и праваугаоника суседна страна 
, . , 

основице истовремено Је висина. 

§ 21. Полигони. Према брају страна полигоне делимо 

на: пегаугле, шестоугле и седмаугле итд., а , према таме , да 
• • 

ли имаЈУ , све стране и све углаве Једнаке или не, пали гоне 

-
делимо на правилне и неuраВШlне. 

• 

§ 22. 
• 

- Број дијагонала кодполигона. - Ма кад кага па-
• 

лигана из једногњегаваг темена мажема павуhи аналики брај 

дијаганала калики је брај његавих страна мање три. Ака нам 

п значи број страна једнага полигона, .онда ' је број дијаго­

нала павучених из једног темена тога палигона п-'З. Тако, 
, 

кад пет'аугла мажема, павуhи из једног темена 2 дијаганале, 
код шестаугла 3, код десетаугла 7 ' итд., , Кака је брај темена 

палигана п, та би требала да буде брај свих палиг.()нских 

дијаганала п· (п-З). Међутим, авај је брај двапута ,веhи зато 
. ., . . 

шта Је свака ДИЈаганала , заЈе)l.ничка за два темен,а каЈа спаЈа. 
, 

Стага прави брај свих дијаганала једнага палигана налазима 

п· (п З) 
па .обрасцу: 2 • 

Така, број свих дијагонала кад петаугла је 5, кад 10-тауtла' 

35, 
п (п З) , 

кад 20-таугла 170 итд. Фармула ' 2 важи и за 
, 

,четвароуглаве и трауглаве. КаА првих је брај дијаганал.а 2, а 
кад других О, што нам је раније била пазната, паШта кад 

, . 
четвараугла имама сама два пара неузастапних темена, а 

кад трауглава немамо неузастапних темена. 

, 

, , 
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'. 
Ш. Углови праволиниских слика 

§ 23. Углови троуглова. Теорема 20. Сваки спољашњи 
, , 

угао једнога троугла једнак је два унутрашња несуседна 

угла. Ако кроз теме В троугла АВС (сл. 72) повучемо ВЕ I1 АС, 
• . ~ . . 

онда се спољашњи угао т дели на углове р и q, .. од КОЈИХ j~ 
..q: Р _ . ..q: а као сагласни, а ..q: q -- ..q: 1. као наизменични. Па 

како је т р + q, то је ит 11.+1' пошто ј е ..q: p замењен 
њему једнаким углом а, а ..q: q углом l' 

• 

, 
, 

с 
• • 

'. 

---- __ _ r--- ----- ..у \ . 
. t r ј. 

Т, '. .. / 
,/ t 

, • 
\ , , СЈ.. ' • • • 

• 

.. 
, 

Сл. 72 

• , 
• 

I 

, , 
I 

.. 

, 

.. 

, 

.т 

, Сл. 73 

, 

Теорема 21. Збир унутрашњих углова једнога троугла 

износи . Ако кроз теме С троугла АВС(сл. 72) повучемо 
, ' 

MN 11 АВ, онда права MN гради' са страном АС угао f, а са 

страном ВС угао s. Тада је ..q: f ..q: а и -4: s .- <}: ~ као на- , 

изменични. Па како је t + 1 + s 1800, то је, заменом t са 

• , 

, . 

, 

i _ . " 

а и s ca~, a+"{+~ 1800, • 

Помоhу ове теореме израчунавамо ма који угао једнога 

тр6уг ла ако су друга двалозната. " Треба да збир познатих 
углова одузме мо од Т 800, _, 

, 

Напомена. - Кснструктивним путем могли бисмо наlш треliИ угао - . ' - , 

једнога троугла, ако су нам позната друга два, када код ма које тачке С 

једне праве АВ (сл. 73) пренесемо шестаром нај.nре jeAall 'угао (0:), а, затим 
, , 

одмах до њe~ други угао (~) , Треhи , угао (1)' који допуњује прва , Два 
угла до 1800, Јесте тражени угао, " , , 

, , 
, , 

§ 24. - Углови четвороуглова. - Повлачењем ма које дија-
- '-, ,О - •• _ •••• , 

гонале четвороугао се дели на два троугла, чији сви углови 
.. , 

дају унутрашње углове четврроугла. Како збир , углова у 

ј'едном троуглу износи ]800, то је: ' збир унуiiiраШIbUХ углова 
једнога чеiiiвороугла 3600 (теорема 22). .. , ," ' 

т еорема 23. Кодпаралелограма су супротни углови једнаки . .. 
.. 

, 
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Код правоуглих паралелограма 
• 

ова Је теорема очевидна, пошто 

су, уг лови прави и као такви 

једнаlШ. Да бисмо доказали да 

су и код косоуглог паралело-
• 

грама супротни углови Једнаки, 

треба да повучемо ма коју 

дијагоналу (BD, сл. 74),чиме . 
добијамо два троугла који имају 

, 

• 

, 

, fJ:, 
,л' 

Сл. 74 

по два угла једнака (<t. т <t. п и <t. р = <t. q као наизме­
нични), те и треhи, углови: 'IJ. и ј, као допуна до, 1800,' 
• • 
Јесу Једнаки. 

, , 
. '. , 

§ 25. Углови полигона. а) Повлачењем свих ДИЈаго-
• •• • 

нала из Једног темена Једнога п-тоугла, оваЈ се дели на оно-.. 
лики број троуглова колики је број страна мање два. Тако, 

петоугао се дели на 3 троугла, осмоугао на 6 итд. Па како 

је збир углов'а у једном троуглу 1800 и како углови свих 

троуглова дају углове полигона,' то је збир свих унутрашњих 
, 

углова једнога п-тоугла: (п 2)·1800. . 
Тако, збир унутрашњих угловd код 5-тоугла износи 

5400 (3·1800. 5400), код 6-тоугла: 4·1800 7200 итд. Формула: 
(п 2)·1800 важи и за чеТВОРОУГЛ<~8е, па и за троуглове. Код 
првих је п 2 2, а код других . п 2 1. Стога је збир 

унутрашњих углова код четвороуглdва: 2 ·1800 .- 3600, а код 

троуг лова: 1· 180° 1800. 
Ь) Како су сви углови код правищlИХ многоуглова једнаки, 

то величину једног унутрашњег угла правилног многоугла' 

налазимо када збир: (п 2)· 1800 поделимо бројем углова п. 

(п 2) . 180° . 
Дакле формула: п служи за израчунавање величине 

, 

• 
Једног унутрашњег угла правилног п-тоугла. 

, 

Теорема 24. Збир рпољашњих углова ма које равне, 

праволиниске слике износи 3600. Како сваки спољашњи yrao 
са својим унутрашњим углом. даје 180°, а таквих парова 

углова код п-тоугла има п, т() је збир свих спољашњих и 
Уllутрашњих углова п· 1800. Па како је. збир унутрашњих 

(п 2)·1800, то је збир само спољашњи)( углова: 
.. 

п·1800 (п 2)·1800 п·1800 п·1800 +2.1800 3600. Стога 
, 3600 

спољашњи угао код правилног п-тоугла износи -~-. 
л 
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Напомена.' - Из претходних теорема о угловима праволини'ских 

слика закључујемо: 1) да збир унутрашњих углова тих слика почиње са 

троугловима од ! 800, а расте за 1800 како се број страна слике повећава 
за један; и 2) да је збир спољашњих углова сталан и једнак 3600. 

• 
IV. ОДНОС изме1ју страна и углова 

праволиниских слика 

§ 26. Однос између страна и углова једнога троугла. -
Везе између страна и углова једног троугла исказане су по­

МОћУ следеhе четири теореме: 

Теорема 25. Наспрам једнаких страна једнога ТРQугла 
, 

леже једнаки углови. Нека су код троугла АВС (сл. 75) стране 
АС и ВС једнаке. Ако овај троугао обрнемо за 1800тако да 

заузме положај В' А'С', па тако изврнут ст~вимо на троугао 

АВС, онда се троуглови поклапају. Поклапањем ових троуглова 

доказује се да је .q: А' .q: В и .q: В' , .q: А. Па како су 

углови А И А', а тако исто и углови В И В' истоветни, то је 
.q: А .q: В. 
, Последице ове теореме јесу: 

1) уг л,ови . ..!щ QРfQIl,1:!.цu.еОl?!!.о.,l!Р.(J.l<сQ.С т,Р.QУСJl!! •. t!:Af!ак,l,!...9; и 
- . '" 

2) Свq, I.Ј1Ј;!".уг,::zg,;..ЕРfЗ/!..?Е!.РРНОГ троугла једнаки су и 
сваки износи по 600, _ ' - " . _ ., .. _q ... -. ... ·,_·_-"'"~·~~"' ,'" ... __ ·''',...,4 __ ''-'",, ... , ~" . • -

• 

с С' 

,.л', л,. 

Сл. 75 Сл. 76 

- .(; - --

Теорема 26., Наспрам неједнаких страна једнога троугла 

леже неједнаки углови,' и то наспрам Вё1iе-страfЙГiiШRи-rrеt1иугau. 
- ~ - -, 

Нека је страна ВС троугла АВС (сл. 76) већа од стране' 
АС. Ако страну АС пренесемо на ВС дО D (АС __ о CD) и спо~ 
јимо А са D, добијамо равнокрак троугао ADC, те су УГЛОЩi 
'т и п једнаки. Па како је <9:: т спољаша~ за троугао ADB,. 

, 

• 



• • 

то је по 20 теореми(§ 23) <r. т ~ + s, а од <r. ~ је . !!ећи. 
Тада је и<r. п, као једнак са <r. т, већИ од <r.~. Међутим, 

<r. п је део <):: а., па је <r. а. тим пре већИ од <r.~. 

Теорема 27. . Наспрам Једнаких углова једнога троугла 

леже једнаке стране (супротна теореми 25). 
. . . . 

о, . 4 

Нека је ~ А = <r. в троугла fAlBC (сл. 75). Ако преТl10-
ставимо да супротне стране АС и ВС нис:у једнаке, већ да је: 

а) ВС> АС, онда је 110 26 теореми <r. А > <r. В, што се коси 

с оним што је дато; Ь) за ВС < АС БИће, према истој теОРеМИ, 
• 

<):: А < <r. В, што се опет коси с ОНИМ , шТО је дато. Па како 

.ВС нити је Beha ' ни,ти мања од АС, то једино остаје да су те 
две стране једнаке: . . 

Теорема 28. Наспрам неједнаких углова једнога троугла 

леже неједнаке стране, и то: наспрам већег угла лежи већа страна 

а наспрам мањег угла мања страна. (Супротна теореми 26). 
Hel<a је <):: а. > <r. ~ троугла АВС (сл. 76). Ако претпоставимо 
да страна ВС није већаод АС, већ да је: а) ВС АС, онда 

. . , , , 

је по 25 теореми <r. а. <r.~, што се коси с ОНИI\1 што је дато. 

Ь) За ВС < АС биhе, према 26 теореми, <):: а < <r.~, што се 

опет коси с оним што је дато. Па како страна ВС није ни 

једнака, ни мања од стране Ас,ото једино остаје Д је ВС > Ас. 
• _ . I 

Последице ове теореме јесу следеhе: 

1) Хипотенузд правоуглvi троугла већа је од Ма {<ој е 
• 

његове катете; 

2) Страна наспрам тупог угла у тупоуглом троуглу ве/ш 
је од ма које друге његове стране; 

3) Нормала је најкраћа ,дуж која се може повуhи од 
једне тачке до једне праве; и . ' 

4) Од двеју носих дужи повучених од једне тачке до 

једне праве, ве/ш је она чија је подножна тачна удаљенија 

• , 
• • , , , 

\ 

\ , 
- '. \ . 

\ 
\ 
\ 
\ 

.J{::":"'~-=----Io::--____ \.---""'; .----=~ 
.1Ј G с 

• • 

Сл. 77 

• 

од подножне тачке нормале 
-. . ," 

спуштене из исте - тачке до те , 

праве . 
Прва и друга последица ја­

" сне су из 28 теореме, трећа је 
• 

јаснаиз. прве последице, а четвр-

та из друге Последiще. Заиста, 
И3 сл. 77, код које су из тач­

ке А, ван праве MN, повучене 

AD нормално, а АВ, АЕ иАС 
• 

косо према правој MN, видимо 

• 
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• 

.;ца су троуглови, ADB, ADE и ADC праВОУГJlИ, те су хипоте­
Jiузе: АВ, АЕ и АС веће од ' катете AD. Ако учинимо ' да 
jeDBDE, онда су косе АВ и АЕ једнаке по 16 теореми 

о • 

(§ 16), пошто је AD симетрала дужи ВЕ. Па како .је Ь. АЕС 
•• • 

тупоугли, то Је по друГОЈ последици 

АС>АЕ, односно АС>АВ. 

§ 27. Однос измеf:iу страна јед-

ног троугла. Теорема 29. Овака је 

GTi!aH<I троуглова мања од збира дру-
. 1 

, гих двеју страна; а већа Је од њихове 

.разЛике. а) Да бисмо доказали да је 

страна АВ троугла АВС (сл. ' 78) 

О 

• 

• 

I ' 
I 

.1 
• I , I , 
• I 

I 
, I ' 
I 

~ ,-...",...,.---~' Јј' 
Оо .ЈЈ " о " . 

Сл. 78 • 

• 

.мања од збира страна АС и ВС, ~реба да ПОЕ!учемо CD I АВ . 
• 

Тада добијамо о правоугле ' троуглове ADC и BDC, те је, по 

.првој последиц'и претходне теореме, AD < АС и DE < ВС. 
Сабирањем ових двеју неједначина добијамо: AD + DB < 
АС + ВС, " или АВ < АС + 8С . .. (1) Истим ', путем нашли 
·9исмо да је: АС < АВ + ВС. " (2) и ВС < АВ + АС .,. (3)." 

, , 

Ь) Како се неједнакост не мења ако и о' од једне и од ' 

.друге ' њене стране одузмемо једну исту количину, то нала­

зимо одузимањем АС из прве неједнакости ВС> АВАС; 

ако из друге одузме мо ВС, добијамо А8 > АС ВС; . и 

ако из треће одузмемо, АВ, добијамо АС> ВС АВ, чиме 
• 

.с е докаЗУЈе и други део ове теореме. 
о 

§ 28. Однос измеf:iу страна полигона 

ИЗЈ10мљена линија. Линија састављена од више дужи које не леже 
на једној правој зове се изломљена (сл. 79 и. 80). Дужи од којих је она 

• .. 
'" с 

, , ~ . 
• 

.0 о 
_О 

, . .73:-,,:,,":,:." ';';'" "--_~\ .!Ј 

• 

• 

.л 

Сл. 79 Сл. 80 
• 

• 

-cacTalЏbeHa јесу њене стране, заједничке та'lке јесу темена (Вј 'С, D), а 
тачке А и Е јесу њене крајње тачке. Изломљена линија је конвексна или . - . . . , ' 

.испупчена ако се налази сва само с једне стране ма које њенедужи про­

.Дужене неодређено. Таква је линија на сл. 79. Права сече конвексну из-
• • 

Планиметрија з • 
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ломљену линију само у двема тачкама. Изломљена линија није кон­

векена, већ конкавна, al{o је нека права може еећи у трн и више тачака. 
Таква је линија на сл. 80. Ако се крајње тачке једне изломљене линије са­
ставе, добија се затворена линија и део површиие ограничен затвореНОht 

• • • • • • 

ЛИНИЈОМ Је полигон, КОЈИ Је конвексан или конкаван, према томе да ли Је 

добивен од једне конвекене или · Ј(онкавне изломљене линије. . 
Теорема За. - Свака дуж чије се 

с 

.ЈЈ 

Сл. 81 

крајње тачке поклапаЈу са крајњим 

тачкамаједкз изпомљене линије, 
• 

Hpalia је од те изпомљене линије . 
Нека је ABCDE (сл. 81) изло'" 

- 1' . -

мљена ЛИНИЈа повучена између ' 

крајњих тачака дужи АБ. Када ; 
тачку А спојимо са тачнама С 

• 
. и' D, онда, npellla 29 теореми, 
имамо: АБ < AD + DБ, 
AD<AC+CD и АС < АВ+ВС. 

. Сабирањем . ових , неједначина 

. добијамо: АЕ + AD + АС < AD + DE + АС+ CD +АВ +ВС, I1ЛИ АЕ < 
АВ +ВС + CD + DE, пошто се чланови AD и АС потиру. 

,Т ео рема З1. ОД двеју изломљених ликија кОје имаЈу заједничке крајњ& 

тачке, унутрашња конвексна мања . је одма какве спољашње. Нека је АВСй' . . . 

унутрашња конвекена а AEF,GD t . . . 
(сл. 82) ма каква спљашња ЛИ. ~ ;; 
lIија. Да бисмо ДОI<азали да је ~ ,/ . у: 
ABCD < AEFGD, треба најпре 
да продужимо стране АВ И ВС 

• 

унутрашње ЛИНИЈе до пресека 

са епољашњом линијом (до Н И 

К). Тада је по 29 и 30 теореми: ' 

АВ+ВН<АЕ+ЕН, ВС+СК 

• , 
.л .-.--.--.-.-.-.-.-.-:.-.-.-.-.-. 1) 

. . 

СЛ. 82 . • 

• 

< BH + HF+FG+GK иСD < CK+KD. . . 

Сабирањем ових неједначиfiа и заменом ЕН +HF са БF;. а ОК tKD 
са GD, добијамо: АВ + ВС + С D < АЕ + ЕР + РО +GD, чиме се дока-

• 
ЗУЈе и ова теорема. • 

Теорема З2. - Обим конвексног полигона маЊII је од оОима ма кога 
• 

другог попигона но)и обухвата први. Нека је ABCD (сл. 83) КОlIвекеаи 

полигон, а MNPQR ма какав полигон у " шјој се унутрашњости на-

,. 

Ј/ . лази први. AI(O продужимо ма коју 

Сл. 83 

страну унутрашњег полигона : на при­

мер AD) са обе' стране до прееека са 

обимом епољашњег полиг()на, онда је . 
• 

по преТХОДIlОЈ теореми: 

АВ . r ВС + CD < АР + РМ + MN + 
+NP+PQ +QS + SD 11 AF + AD+ 
+ DS < SR+ RF. Ако ше ДЕе нејед­
начшrе најпре саберемо, а затим за­

менимо RS+ QS са RQ и ЯР+РМ 
. . . 

са MR, добијамо:' АВ + ВС + CD + . 
+DA < RM+MN + MP+PQ + QR. _ 
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, 

• 

Напомена. - Како се круг сматра као полигон од бес коначно много 

-страна, то је, према овој теореми, обим. једног круга већи од обима ма кога 

у њему уписаног полигона, а мањи је од обима ма кога описаног полигона . 

• • 
. v _ Подударност праволиниских . 

§ 29. - Подударност tроуглова. За два троугла каже се 
• • 

.да су подударни ако , се потпуно поклапаЈу., у ком случаЈУ 

имају не само одговарајУЋе стране и углове једнаке већ и . . 

oAroBapajyhe висине и средње линије. ' Али, за утврђивање по-

дударности троуглова није неопходно потребно да знамо јед-
- . 

накост свих његових главних елемената, свих ј-Ьегових страна 

и ' углова. Њихова , подударност биhе несумњива ако су само 

три елемента' једнога троугла, међу којима мора бити бар 

једна страна, једнака са одговарајуhим елементима другога 

троугла, јер смо тада у могуhности да до кажемо и једнакост 
• 

осталих њихових елемената, а тиме и подударност троуглова. 

Следеhе теореме показују нам четири најглавније погодбе за 

подударност троуглова: . 
Теорема ЗЗ. Два су троугла подударна ако имају једнаке 

по једну одговарајућу страну и њихове налегле углове' (I правило 
, , 

подударности). Нека су код троуглова АВС и А'В'С' (сл. 84) 
једнаке стране АВ и 

• 

А' В' и .q:: А = .q:: А' 
и ' .q:: В _. .q:: В'. Ако 

А А' В'С положимо 
• 

на 6 АВС тако да им 
се једнаке стране АВ 

и А' В' поклопе, онда, 
• 

услед Једнакости у-

С' 

• 

• 

. :--- ---'---', ,--- - ---' .' ...-
.л 41 л' .2' 

Сл. 84 

глова А и А', страна ' 
А'С иде правцем стране АС а услед једнакости угова В и В', 

• • 
страна В'С иде правцем стране ВС. Па како две праве 'могу 

да се секу само у једној тачци, то теме С' мора падати на 

теме C~ Тиме с е троуглови потпуно поклапају, те и остале 
• • 

елементе имаЈУ Једнаке. 

Теорема 34. Два су троугла подударна ако имају једнаке 
• • 

по две одговарајуће стране и захва1iене ' углове (11 правило поду- , 
дарности) .. Нека троуглови Ав'с. и А'В'С (сл. 84) имају јед­
наке: АВ А' В'Ј АС -- А'С' и .q:: А = .q:: А'. Ако D. А' В'С' ста-

-
вимо на D. АВС тако да им се једнаке стране АВ и А'В' по-

, 3* 
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клопе, онда се поклапају и углови А и А' и стране АСи А'С' 
услед њихове о једнакости. Тада се троуглови потпуно покла­
пају, јер им се поклапају и треЋе стране ВС и В'С', поштО 
имају по две тачке на крајевима исте. Остали елементи мо-

• 

рају такође бити једнаки. . . 
. Теорема 35. Два су троугла подударна . ано имају leд~ 

нане по две одговарајуЈје стране и углове наспрам . ве1iих. од тих 
страна (III правило подударности). Нека троуглови АВС и А'В'С 

(сл. 85) имају једнаке: АС ~. А'С', ВС B'C', .q: А .q:.A' 
н нека је. ВС > АС, као и В'С' > . А'С'. AK~ !:::. . .А'В'С' 
положимо на !:::. АВС тако да им се мање дате стране АС 

• 

и · А'С' . поклопе, онда страна А'В', услед једнакости угл~ва 
• 

А и А', иде ·правцем стране . АВ. Остаје у питању да ли и 
• 

с 

-, . 
• 

! 

• 

• 

с' 

,. ' . -
• 

, 
,2' 

• 

t:TpaHa С' В' иде правцем · стране СВ, пошто · није дато да су 

углови С и С' једнак",. Ако претпоставимо да С'В' не иде 

правцем стране СВ, .о већ да заузима правац CD', или CD", 
онда би требало да је CD' о С'В' и CD" С'В', односно 

CD' СВ и CD" СВ. Па како овај случај не може бити, 

јер · ИЗ тупоуглих троуглова CBD' и СВD"видимо да је 

СВ > CD' и СВ , < CD", то страна С'В' не може иnи 

ни правцем CD', ни правцем CD", веn једино о правцем СВ. , 

Стога теме В' поклапа теме В. Тада се троуглови потпуно 
• 

~., . 
поклапаЈУ, те имаЈУ и остале елементе Једнаке . , . 

Теорема 36. Два ·0 су троугла подударна ано су стране 

једног троугла једнане са одговарају1iим о странама другога тро­

угла (IV правило подударности). Нека је о код троуглова АВС и 
, 

А'В'С' (сл. 86): АВ А'В', АС А'С' и ВС о B'C~. Ако 

!:::. А'В'С' ставимо на !:::. АВС тако да им се само стране о 
. . . 

АВ и А'В' поклопе, па се !:::. А'В'С' изврне . тако да заУЗly\е 

положај АВС', и вежу темена С и С', онда добијамо равно-
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• I 

• 

с' 
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I 
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I 

, . 
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краке троуглове СС'А и СС'В.У овим троугловима биhе <r.m 
<r. п и <r. р <r.q.CTora је и т + р" п + q, или <r. С = 

<r. С'. у том случају је /::". АВС ," ., /::". АВС', јер имају по 

две стране и захваhене углове једнаке. Па како је /::". АВС' 
У ствари /::". А'В'С', то је и /::".АВС ' ., /::". А'В'С' . 

. 

§ 30. . Подударност правоуглих, равнокраких и равностра-
" . 

них троуглова 

Како су код равнокраког троугла краци једнаки, а тако исто и углови 
на основици, а код правоуглог троугла прави је угао увек познат, то за 

подударност ових троуглова није нущно да знамо једнакост по три, већ 
по два елемента. Према томе, претходне четири теореме за равнокраке, ' 

" 
правоугле и равностраllе троуглове гласиле би: 

1) Два су правоугла троугла подударна: а) ако су им катете јед­

наке (јер и углови између њих као прави јесу једнаки); Ь) ако имају по 

једну одговарајУћУ катету и ао један оштар угао једнаке (јер и други 

налегли углови тих катета 1<30 прС\ви јесу једнаки); с) ако имају хиПО .те­

.нузе и по један оштар угао једнаке (јер тада и други оштри углови, као 

комплементни, јесу једнаки); и d) ако имају хипотенузе и по једну одго"" 
, . . 

варајУћУ катету једнаке (јер и углови наспрам хипотенуза, као прави 

јесу једнаки). 
• 

2) Два су равнокрака правоугла троугла подударна: а) ·aKo . .uMajy 
по једну катету једнаку; и Ь) ако имају хипотенузе једнаке (јер ови 

трсуглови иМају катете једнаке, а углови на Хf!потенузиизносе по 45~). 

З) Два равнокрака троугла јесу подударни: а) ако имају основице 
u по један угао једнаке; Ь) ако имају по један крак и по један угао 

једнаке; с) ако имају основице и по један крак једнаке. 

. 4) Равнострани троуглu су подударни чим имају страну јед.наку. 

§ 31. Подударност четвороуглова и многоуглова. Два 

четвороугла, или ма која два многоугла од истог броја стра­

на, подударни ' су ако се потпуно поклапају када један ста­

вимо на други. У том случају они имају не само одговарајуће 
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<:тране и углаве једнаке, већ и адгаварајУЋе дијагаl'!aле. АкО' . . 

l1рвлачењем адгаварајуhих дијаганала два n-таугла паделима 
• • • 

. на трауглаве, анда ће мнагаУГ,лави бити падударни акО' су 

падударни дабивени адгаварајуhи ' трауглови; и абрнута, 
. . 

акО' су мнагауглави падударни, анда су падударни и адга-

варајуhи трауглави. Међутим, каО' и кад трауглава, није 

неапхадна да знамО' једнакаст свију главних елемената, свију 

страна и углава, па да се утврди њихава падударност, већ 

је патребан ' мањи брај елемената. Пагадба за падударнаст 

два n-таугла, каји магу бити и четвароуглави, исказана је 

авам теаремом: 

Теорема 37. Два суп-тоугла подударна ано имају јед- . 
на ка .по (2п З) одговарајуЋа елемента, која у оба многоугла иду . . 

један за другим истим редом, ' с тим ' да· меljу овим елементима 
, . 

буде страна (п 2). Оба се мнагоугла, павлачењем дијагонала 

,т' t' or------, 
о. IV' ., ... "",-,."", ... lF ,.---

............ ,. Ш' 7)1 . / . _-----:.u __ .1Ј 
/ ,/' Ш 

, 
" , --.. ---........... ------------

~-::: л 
. -­--------I ------

,Ј.} 
-

-- .... _ ... --' ..,."" ---... ~--,... -----" --v1: 
,,---
'­--

Сл. 87 

----- . --
. Л' 

~- --,... .. 

Ј' ---... --- с' 
. .Ј.}' . -

из два одговарајућа темена, . деле на па (п 2) траугла. На 

сл. 87 падељени су на па 4 траугла. За падударнаст трау­

глова 1 и l' потребна је једнакост три елемента, а за паду-
• • 

дарнаст следеhих адгаварајуhих трауглава (11 и 11', Ш иIlI', 
. . 

JV и IV' ... ), чији је број (п . 3), само па .два елемента, ПО-
шта већ имају па један елеменат једнак из паду дарних прет­
хадних трауглова. Стога је брај свију потребних елемената 

. 
за падударнаст мнагоуглава: , 

3 + (п З)· 2 2п З. 

Па како се кад једнога n-таугла маже знати (п 1) 
углава, та је брај страна за падударнаст: 

2п 3 (п ' 1) - - п 2. 
ТакО', за падударност четворауглава патребно је знати 

једнакост по 5 ел емената, код петауглова 7 итд. Разуме се, 

. овај је брај патребан сама за трапезоиде и неправилне мна-



гоугле који немају једнаких елемената, а за остале четворо-
• 

углове и правилне многоуглове тај је број мањи и завщ:и од 
• 

облика и особина дотичних слика. Тако, два правоугаоника 
. , 

.су подударна ако имају по две суседне стране једнаке, јер 

тада имају и друге две стране једнаке, а углови су као прави 
. . 

једнаки. Два ма која правилна п-тоугла су подударни ако 

имају само по једну страну једнаку, јер тада имају и све 
• 

стране . једнаке, а тако исто имаiУ и уг.тюве једнаке, пошто је 

(п 2)·1800 
<Сваки ----'- -- . 

п , 
, 

VI. .Примена подударности, 
. и особине епика 

Тореме из подударности троуглова и осталих праволи- . 
ниских слика од велике су важности, јер је њихова .примена 

. . 

врло честа у геометрији. Помоhу њих испитујемо особине 

појединих слика и везу између њихових елемената, ' које за-. ' 

тим примеЊУјемо при решавању . конструктивних и рачунских 
• • 

задатака. / 

§ 32. Примена подударности ' код . равнокраког троугла. 
- Теорема 38 Основичина висина равнокраког троугла је исто­
времено средња линија основице, симетрала основице и симетрала 

угла на врху. Нека j~ 6. АВС (сл. 88) равнокрак и' нека је 

CD ~ АБ. Тада је Ь ADC ,- -' 6. BCD, јер 
јер АС ВС, CD заједничка страна и 

<9: р <f: q 900. Из њихове подударности 
изла зи да је: 1) AD DБ, тј , да је тачка 

D средина основице АБ, те je .CD и сред­
ња линија основице и њена симетрала; 

.2) <r- т <f: п, те је CD и симетрала 

угла на врху. 

. Теорема 39. Симетрала угла на 

'врху равнокраког троугла истовремено је и 

висина основице, средња линија и симетрала 

lJсновице. Нека је 6. АВС (сл. 88) равно­
крак и нека је CD симетрала угла ј. Тада 
је 6. ADC ,- -' 6. BDC, јер је АС . ВС, CD 

\с ' . 
" . ' , ' , 
, , " 
t 

, , 
. , , , -, . 

, , , , 
I 

'/') ',' О ' · . i - "'--­
I 

.:О" , . " . . 

Сл. 88 

заједничка страна и <f: т <f: п ' ~ . , Из њихове подудаrности 
излази: 1) да је <r- р '. <r- q, који су углови прави, пошто им 

, 
, 
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збир износи 1800,те је CD висинаосновичина; 2) да j~ 

AD = DB, тј. да је тачка D средина основице,. те је CD 11 , 
, . . , . 

средња ЛИНИја и симетрала основице. 
. 
, 

. 

. " Теорема40. - Средња 'линија основице равнокраког тро-

глаИGТовремено је и висина, и симетрала основице, и сима­

трала угла на врху. Нека је6 АВС (сл. 88) равнокрак и нека 
је CD средња линија основице. Тада је 6 ADC ~ DBC, јер 
имају све три стране једнаке. Из њихове подударности излази: 

I )да је <}: т <}: п, те је CD симетрала угла '(; 2) да је 
<}: р , <}: q, који су углови прави, јер дају раван угао, те је 

. . 

CD и висина и 'симетрала основице. / 
• 

. Напом ена. - Претходне три теОреме, које ,се могу спојити у јеДflУ, . 
, . . , 

у важности су и код равностраног . троугла, и то з.а све три његове ви-
• 

сине; симетрале страна, симетрале углова и средње линије. Према овим 
. . 

теоремама јасно је да упра~на riодигнута из средине основице равнокра-
. . ~. 

ког иJI.И равностраног троугла пролази кроз његов врх. Ова костатација . 
, 

је важна, јер се врло често примењује при конструкцији равнокраког к 
, 

равностраног троугла. , 
, ' 

, 

§ЗЗ. · Qримена подудаРНIJСТИКОД троуглова. . Теорема 
Над сеиэсредине једне троуглове стране повуче пара-

, . 

лелнас, другом .-страном, онда се и трећа страна дели овом пара-
. \ . 

с 
, 

, 

Ji , -, ----tJ1t.' .... --~ ... -

, 

Сл. 89 

лелном на једнаке двлове.Нека 

је код 6 АВС (сл. 89) тачка М 
. ", . ' 

средина стране АС и нека је . 
MNII АВ. Да бисмо доказали' 

. . 

да је CN NB, треба да пову-
чемо кроз N ilpaBY NP "' АС 

." у том случају добијамо ларалс­
, л,ограм AMNP и 6 BPN који је 

подударан са 6 MNC. Ови су 
• • 

троуглови подударни, јер је 
, . 

NPMC, пошто су ' обе јед-
• 

наке са АМ, <}: п <}: '( као сагласни, <): р э: т, пошто су , 

оба једнака са углом (l као сагласни. Из њихове подудар-

ности излази да је BN NC. 
, 

Теорема 42. Права која спаја . средине двеју страна .јед--

нога троугла паралелна је с трећом страном и ' једнака је с њеном 
половином. Нека су тачке М и N(сл. 89) средине страна АС 
и ВС троугла АВС. Најпре hеЛ;Q доказати да је MN 11' АВ. 
Ако кроз тачку М повучемо MQI АВ и претпоставимо да 
се MQ не поклапа са MN, онда је по претходној теореми 

, 
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CQ QB, о тј, тачка Q је средина стране вс. Па како је' дато 
да је тачка N средина стране ВС, о значи да тачка' Q има да 
се поклопи са тачком N, а паралелна права MQ са правом 

MN, чиме је докаЗ'ан први део ове Те()реме. 
• 

. Да бисмо доказали и други део, треба кроз тачку N 

да ровучемо NP 11 АС, у ком случају добијамо паралелограм 

AMNP и ti BPN ~ ti MNC, што смо видели из претходне 

теореме . Тада је из паралелограма; NM АР, а из троу­

глова MN . РВ, . те је 2 MN -- АР + РВ, о или 2 MN о АВ, . 

АВ 
а MN= . 

2 
• 

• о 

х Теорема 43. Ако се једна троуглова страна подели на . . . 
више једнаких . деЛОВ<Ј, П<Ј се из деоних Т<ЈЧ<Јt(<Ј повуку П<ЈР<Јлелне . . . 

• 

е другом СТР<ЈНОМ, онда се и трећа страна дели наиети број 

делов~ једнаких међу собом. Нека је страна АС .троуtЛа АВС 
(сл. 90) подељена на трн једнака дела, а из деоних . тачака , 

Е и Р нека су rroвучене пара- С 

лелне EQ и РР са страном АВ . . 
Ако из тачака Р и Q повучемо 

. 

Ј' ... --'----. 
PN и QM паралелно са АС, ! . 
онда су добивени троуг лов и ~_ •• _--j----~~ -: Q 
СРР, PNQ l:I QMB подударни,.о : . :tr I 

<7~ • '_..-.: 
јер имају стране СР, РNи QM . ~~.'" ""---'--,At-.. 

једнаке (PN и QM једнаке су Сп. 90 
са деловима стране АС) и јед'- ; 
наке углове код темена: С, Р и Q као сагласни. Тако су' 

исто једнаки и углови код темена: Р, N и М, о као углови са .. 
паралелним крацима. Из подударности ових троуглова излази 

• 

да је СР PQ QB, тј. и стр.ана ВС подељена.о је такође 
• 

на три Једнака дела. 

§ ~4~ Ba~e тачк~ једнога троугла. Код троуглова 
раЗЛИКУЈемо ири значаЈне 'тачке, о И то: пресек симетрала. 

стр-ана, пресек симетрала углова, .' . пресек висина и пресек 
• 

средњих ЛИНИја. . 

Теорема 44. Све три си страна једнога троугла . 

секу се у истој тачци, која јеподједнакоудаљена од сва три 

троуглова темена. Нека су ММ', NN' и РР' симетрале страна 
ti АВС (сл. 91). Да се прве две заиста секу, нема сумње, 

пош'го су обе нормалне на крацима угла ~. Остаје једино да . . 

докажемо ' да и треЋа симетрала РР'мора ПРОJiазити кроз 



42 . . , 

• 
.исти пресек О. Ово увиђамо на следеhи начин: Пресек О 

.налази се на симетрали ММ', те је ОЛ ОВ( 1) (теорема 

16), али он се налази и на симетрали NN', те је ОВ ОС (2). 
С из једначина (1) и (2) из-

--, 

• 

'­-

Сл, 9\ 

/ 
, 

, 
/ , , 

, 

• 

<ЈУ лази да је ОА ОС (3), 

, 

• • 
КОЈа нам Једначина пока-

зује да је пресек О подјед-
• 

накоу даљен од краЈњихта~ 

чак а стране АС. Стога се, 

по 17 теореми, пресек О на­
лази и на симетрали стране 

АС, или обрнуто: и симе­

трала стране АС пролази 

кроз исти пресек О. Јед-
- \ . 

начине (1), (2) и (3) пока-. 
зу ју нам да је пресек О 

nодједиако удаљен од сва' три темена, те ' се из , пресека О 

.може описати круг око троугла. због' чега - се овај пресек и 
,зове циркумцентар. Дакле, да 'бисмо оПисали круг око једнога 

.' . 

троугла, треба најпре конструисати симетрале страна;њихов 

заједнички пресек 6иhе центар, а за полупречник узети отсто­

јmье од пресека до ма ког темена. 

Теорема 45. , Све три симетрале углова једнога троугла 

,секу се у истој тачци, 'Која је подједttакiJ удаљена од ' све три 

{Јтране. Да сесиметрале АА' и ВВ' углова а и ~троугла 

.АВС (сл. 92) секу у тачци О нема сумње, пошто полове два 
• • • 

. угла на ИСТОЈ страни Једнога 
троугла. Да и симетрала СС' 

.угла "'( пролази кроз исти пре­
сек О, уверавамо се на овај на­

чин: Пресек О налази се на 

<:иметрали АА', те је по 18 
теореми ОЕ ОК (1), а 

. како се налази и на симе­

трали ВВ', то је и ОЕ ОР 

(2). ИЗ једначина (1) и (2) 
излази да је ОР ОК (3), 

" . 
КОЈа нам Једначина покаЗУЈе 

, 

с 

'~~ 
I , 

'*' .1]' \ 

Сл. 92 

• 

• 

, 

да се пресек О мора налазити и на симетрали СС' угла"'( 

(теорема 19); или обрнуто, да и симетрала СС' мора прола­

зити кроз пресек О. Једначине (1), (2) и (3) показују да је 

, 



, 
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" 
пресек О подједнако удаљен од страна · троугла, чиме ' је до-

казан и други део теореме. Овај пресек је центар (инцен.тар) 

уписаног круга, Дакле, да бисмо уписали круг у једноме' тро- · 
углу, треба најпре да конструишемо симетрале углова тога 

, 

троугла, НЈихов заједнички пресек да узмемо за центар, а за 
, 

• 
полупречник узимамо нормално ОТСТОЈаНЈе од тога пресека 

до ма које троуглове стране. 
, 

Напомена. Поред унутрашњег уписаног круга О, код сваког 
троугла имамо још три спољашња уписана круга: О" 02 И О., чији се 
центри добијају пресеком симетрале једнога унутрашњег угла 'и симетрала 

СПQљашњих углова на супротној страни. Сваки од ових кругова додирује , 

је'дну троуглову · страну и продужења других двеју страна. Да је центар 
• • • 

Једнога од спољашњих уписаних кругова ПОДЈеднако удаљен од троуглових 

страна, уверавамо се на исти начин као и за центар унутрашњег круга . . 

Теорема 46. " Све три висине једнога троугла секу се у 

истој тачци. Нека су АА', ВВ' и СС' висине 6. АВС (сл. 93). 

• 

с 
--- .... . -------------_. --------------- ------

• С' 

, 

Сл. 93 
, 

• 

.!{ 

, , 
I 

I 

/ , 

, 
I 

/ 
I 

/ 

/ 

/ 

, 
/ , 

/ 
/ 

, , , 
/ , 

/ , 

, 

• 

Да бисмо доказали да се ове ВИСИl-jе секу у истој тачци, 

треба да повучемо кроз теме С праву мн 11 АВ, кроз теме А 

праву мр 11 ВС и кроз теме В праву HP 11 АС. Тада су ви­

сине 6 АВС симетрале страна 6 мнр, о чему се можемо уве-
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рити на следеlш начин: Из паращ'лограма АВСМ имамо 

МС АН (1), аиз паралелограма ABNC имамо NC АВ (2). 
Једначине (1) ' и (2) показују нам да је МС NC, тј. да је 

• • 
теме С средина с'тране MN. Истим путем налазимо да је 

теме В средина стране NP, а теме А средина стране МР. 
. ., 

Према теореми 11, висина се', која је нормална на АБ, нор:, 
мална је и на MN, пошто је паралелна са АВ . . Истим путем 
налазимо да је АА' l.. МР и ВВ' l.. NP; Стога су висине А Аве 

• • 

заиста симетрале стрна f:c. MN Р. Па како се симетрале страна 
L:., MNP секу у једној тачци, 'то се и висине L:., АВС секу у 

једној тачци. 'пресек висина зове се Ортоцентар. Он је центар 
• • • 

круга описано г око троугла, ЧИЈе стране пролазе кроз : темена 
- , . . 

датога троугла, а паралелне СУ. са супротним CTpaHa~a. 

Код оштроуглога троугла ортоцентар се налази у тро -
. 

углу, код правоуглога .троугла у темену правога угла, а код 

тупоуглога ван троугла. - -. 

Теорема 47. - Све три средње линије једнога троугла секу 

се у истој тачци, која дели сваку средњу ЛИНИју надвадела тако 

да је део до темена двапута већи од дела до средине стране. 

Нека су АМ, BN и СР средње линије L:., АВС (сл. 94), које се 
секу у тачци О. Да бисмо доказали да је АО 2· ОМ, треба 
да повучемо NR и MQ паралелно са СР. Тада је по 41 тео-. . 

реми AR -- RP и BQ - QP. Па како је АР . РВ, то је и 

RP . PQ, као њихове половине. Стога је страна AQ троугла AQM 
подељена .на три једнака дела, а из деоних , тачака R и Р 
повучене су RH и РО паралелно са страном MQ. ПО 43 тео-

• 

.л 

, , , , 
Jf' 

с 

Q 
Сл. 94 

реми и страна АМ дели се на 
• • • 

три Једнака дела, те Је заиста 

АО 2 -ОМ. Истим путем мо­
жемо доказати, из L:., NRB, да је 
ВО -- 2 -ON, а кад повучемо 

из среа.ина Р и N пара.лелне са 

АМ, можемо доказати да је· 

СО 2· ОР. Па како тачка О . 
• 

дели сваку средњу ЛИНИЈУ у 

размери 2: 1, то се . све три 
• , средње ЛИНИЈе заиста секу у 

истој тачци .. Ова се . тачка зове тежиште, зато' што TPOyr,!lO 
изрезан и подупрт у овој тачци стоји у равнотежи; због тога 

. - -
се средња ЛИНИЈа зове. ЈОШ И тежишна лиНИЈа. ' . 

о 
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Напомена. ~ Све четири важне 'тачке код раЗlIостраног троугла 
заузимају различите полож,!је у равни, а код равностраног троугла све се 

поклаllају. Код овога троугла СШ4етрале страна истовремено су симетрале 
• • • • 

углова, висине и средње ЛИНИЈе. 

• i 

§ 35. - Примена ' подударности код четвороуглова 
• 

а) код парале110грама . . . 
• 

Теорема 48. - Нод паралеЛОГРilма су једнаки а) супротни 
. . . 

углови, Ь) супротне стране. Повлачењем . дијагонале BD, пара-
лелограм АВСО (сл. 95) дели се на два подударна троугла 

ABD и BCD, зато што је 

страна BD заједничка, <): т 
. . 

= <): п и <): q <): р као на-

изменични. Стога је: AD = 

. '. ВС, АВ DC и <):А <): с. 

Па како је т +q п + р, 
то је и <): В -- <): 0."- После­

дице ове теореме јесу: 1) 

• 

~,.--------p с 

ЈЈ 

·1 

л 

Сл. 95 

Ако су код паралелограма две суседне стране једнаке, онда 
" 

су једнаке и све четири ' стране (квадрат, ромб); 2) Ако је 

о 

• 
• , , , , 
• • , , , 
• 
! 

Сл. 96 

Л.Ј3 • , , , , , 
• I , , , , 
6 

• 
Један угао код паралелограма 

прав, онда су сви углови пра-
. . 

ви; З). Две паралелне праве 
• 

свуда су ПОДЈеднаJfО удаљене 
• • 

Једна од друге. . . . 
. Заиста ако су 'праве АВ II 

CD (сл. 96) паралелне, па ма из 
• 

којих двеју тачака М и N праве 
АВ спустимо нормалне мр и NQ 
на CD, онда је МР 11 NQ (теорема 

9). Ст()га је 

MP=NQ. 
'lетвороугао MPQN паралелограм (правоугаоник), . те је 

Теорема 49. Дијаго-

нале код паралелограма уза­

јамно се полове. Нека је ABCD 
(сл. 97) паралелограм, а АС 

и ВО дијагонале. Тада је 

6. ADO ' .' 6. ВСО, јер је 

AD . ВС по претходној 

теореми, <): т <): п и <): р 

<): q I{ао наизменични. 

Стога ' су им остали ХОМО­

• 

СЛ. 97 

• 

логи елементи једнаки, тј. АО = ОС и DO = ОВ. 
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Теорема. 50 - Код квадрата и правоугаоника дијагонале 

су једнаке. Нека је ABCD (сл. 98) квадрат (правоугаоник). Да 
. бисмо доказали ' . 

С 

, 

да је АС BD, 
треба да док а-

жемо подудар­

ност троуглова 

АВС . и ABD. 
, Ј.ј Ови су троуг ло-

, . 

Сл. 98 

ви поду дарни, 

јер је AD -- ВС, . 
АВ им је зајед-

ничка страна, а 

<}:: т <}:: п 900. И? њихове подударности излази да је АС 
BD. Како су дијагонале код квадрата и правоугаоника 

једнаке, а узајамно се полове, то је њиховпресек О подјед-
, 

нако удаљен од ~вих. темена. Стога је он центар описаног · 

круга. Дакле, да бисмо описали ' круг око једнога хвадрата 

или правоугаОНfllЩ, треба да l}овучемо ltJихове ' дијагонале, 
пресек да узмемо за центар, а за полупречник узимамо от-.. 
стојање од тога ~peceKa до једнога тем(!на. 

Теорема 5'1~ ' Дијагонале код квадрата и ромба стоје 
. -- . 

нормално једна ' на другој и симетралесу углова чија темена 

спајају. Нека је четвороугао ABCD (сл. 99) квадрат ' (ромб). 

Да бисмо доказали да је АС I BD, треба да до кажемо да 

је !:::. AOD r -' !:::. COD. Ови су троуглови поду дарни, јер ie AD 
= DC,AO . СО и DO им је заједничка страна. Из њихове поду-

дарности изла­

зи да jt: --t р = 

'.q:: q 900, по­

што оба дају ра­

ван угао, и --t т . 
.q:: п. Прва 

• 
Једначина пока-

• • 

ЗУЈе нам да Је 

с ' Д 

• 

ACJ...BD;aApy- Сл. 99 
га, да ' је BD , 

t 

симетрала угла D. Исто бисмо нашли ПQдударношhу ма која 

два суседна троугла (сл. 99). . 
Пошто .су дијагонале КОД , квадрата и ромба истовремено 

симетрале углова, то је њихов пресек' О подједнако удаљен , 

• 

• • 

• 
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• 

од свих страна. Стога је тај пресек центар уписаног круга_ 
• 

Према томе, дп бисмо уписали круг код квадрата или ромба,.. 
• 

треба да i10вучемо њихове дијагонале, пресек да узмемо за 

центар, а за полуi1речнuк узимамо отстојање од тога пресека 
• • 

до ма КОЈе стране. 

Теорема _ 52. Четвороугао је паралелограм .ано · су му: 

а) супротне стране једна не; В) две супротне стране једнаке и 
паралелне. а) Нека је ABCD (сл. 95) четвороугао код кога је 

• 

AD ВС и АВ DC. Тада су троуглови ABD и BCD поду-
дарни, јер имају стране једнаке. Из њихове подударности . 

излази да је <}:: т <}:: п и <}:: р <}:: q. Стога је по 8 теореми:. 

АВ 11 DC и AD 11 ВС, тј. ABCD је паралелограм. 

Ь) Нека је код. истог четвороугла ABDC и АВ 1 DC; 
тада је Ь. ABD " -' Ь. BCD, јер је АВ - пс, <}:: т ..q: п као­

наизменични, а BD им је заједничка страна. Из њихове поду­

дарности излази да је' <}:: р <}:: q, те је, по 8 теореми, AD 11 ВС, 
• 

тј. ABCD је паралелограм. 
-

• 

" 
Ь) Примена нод трапеза ' 

. 

Теорема 53. Средња линија ма нога трапеза једнана је, 

полузбиру паралелних страна. Нша су тачке Е и F средине He~ 
паралелних страна AD и ВС трапеза ABCD (сл. 100). Тада је 

• • 

EF средња линија тога трапеза. Повлачењем кроз F праве-
. MN 11 AD и продужавањем стране DC дО N , добијамо подударне· 

троуглове MBF 11 CNF, јер .!Ј .-. C
t

' ЈУ . 
ј е BF - CF, <}:: т <}:: п као . - --~--;1" -. 
~аflзменични и <}:: р <}:: q G _______ --- j-~---P/J 
као унакрсни. Стога ј(' МВ --
= CN. Па како EF спаја сре­
дине страна ' AD и MN па- -

- ралелограма AMND, то ' је 
ЕР 11 АМ и EF 11 DN (теорема . 

-

Сл. 100 

, , 
• 

52) и једнака ' је са с!Заком од тих страна. Тада је EF DN . 
=DC + СН (1) и EF АМ . АВ МВ (2). Сабирањем једна­
чина (1) и (2) добијамо: 2EF . АВ + DC (пошто се CN и 

. 

1 . 
МВ потиру), а EF = 2 (АВ +РС) . . 

Теорема 54. - Код равнонраког трапеза једнаки су углови' 
• 

• 
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• 

" 

, , , , , , , . , , , , , 

Сл . . 101 

,,- , 

, 

• • . 

на свакој паралелној страни. Нека је 

трапез ABCD (сл. 101) равнокрак. 

Повлачењем из С праве СМ" AD, 
добијамо паралелограм Амси и рав­

HOKraK троугао ·мвс.Овај је тро­

угао равнокрак, ' јер . је ВС · СМ,. 

пошто су обе ове стране једнаке са 
. - . - . ' 

AD. Стога је .q: В . .q: М.Па како је 
.:.q: M .q: А као сагласни, то је и .q: В .q: А.Углови D и С 
такође ту једнаки као . суплементни углова А и В. 

Теорема 55. . Нод равнокраког трапеза дијагонале су ' 
једнаке. Нека је трапез ABCD (сл. 102) Д ", - .... (' _.-

, . 
равнокрак. Ако му . повучемо дијагонале \/ 
АС и BD, добијамо подударне троуглове / \ , . 
АВй и АВс. Ти су троуглови подударни, / \'" 

, " ' 

јер је AD ВС, АВ је 'заједничка страна ;л' . д 
и.q:А .q: В према претходној теореми . . 
Стога је АС BD. . Сл. 102 . 

. 

Теорема 56. Права која спаја средине паралелних страна . . 

рзвнокраког трапеза .заједничка је симетрала тих страна. Некџ 
. . , 

/""-t: су тачке Б и Р средине паралел-
них страна равнокраког трапеза 

ABCD (сл. 103). Ако спојимо те 

, 
.. 

Сл. 103 

.q: m=.q:nи .q: р 

. то су они прави. 

страна. . 

- • • 

две тачке и обрнемо четворо-

угао АРБD око БР за 180°, по­

клопиhе четвороугао Р ВСБ,по-:- . 
• 

што знамо да имаЈУ све елемен-
. , 

те, осим углов а на заЈеДНИЧКОЈ 

страни БF, ј еднаке. Овим по-
, . . . . 

- клапањем ДОl<аЗУЈ е се да Је и 

.q: q. Љl како су ови углови Суплементни, 
Стога је БF симетрала обеју паралелних 

На овој симетрали постоји само једна тачка О, која је 
подједнако удаљена од свих трэ.nезових темена. Та је тачка 

• . . . ' 

центар круга описаног око равнокраког трапеза, а налази 

се у пресеку свих симетрала страна . . Сва.ка друга тачка за­
једничке симетрале БF подједнакоје удаљена од темена С и D, 
. - - . -

или од темена . А и Н, али није подједнако удаљена од свих 

тсмена. Стога, да бисмо описали круг око равнокраког тра-
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• • 
лезй, ДОВОЉНО .Је да конструишемо симетрале двеЈУ суседних 

>страна, њихов пресек да узмемо ' за центар, а за полупречник 
• • • 

узимамо .ОТСТОЈање од тог пресека до ма кога трапезовог 

,темена. 

u) Примена код делтоида 
Теорема 57. Дијагонала која спаја тем'ена у којима се са-

!Стају једнаке странеделтоидове, симетрала је: а) углова чија 
'. . 

темена :спцја; Ь) друге . дИјагонале. а) Дијагонала АС делтоида ' 

• 

• 

, , 
• 

, . 
. :1 • 

'1 ' 
. 

.1 ;' t 
О:' . ОО 

-г 

" , , 
:1 · ., 

Сл. ао. 

• 
, 

, 

• 

ABCD (сл. 104) дели делтоид ' 
" . 

l;Ia поду дарне троуг лове АВС и 
ADC. Они су ТРОУI'ЛОВИ поду­
дарни, јер имају стране једнаке. 

Из љихове . подударности излази 
да је <r. т .- <r. пи<r. р <r. q, 

'. те је АС заиста симетралауглова . 
А и С. Ь)Даје АС симетрала и 
.. . 

. дијагонале ВD,доказујемо поду-
дарношhу троуглова AED и АЕВ: 
Ови су троуглови поду дарни, јер 
је AD АВ, АЕ им је заједничка 

страна и <r. т <r. п. Стога је: 
I)DE ВЕи2)4:,s <r.f 90°, .. 

flClЩ'I1(\) оба угла дају' раван угао. Из ових двеју једначина уви'-
.. 

:!Јама да је АС симе1'рала дијагонале ПВ. ' . . 
Како је АС симетрала ' углова А и С,то на њој ПОСТQји 

једна тачка која је подједнако удаљена од свих делтоидових 
.страна. Та тачка је центар уписаног круга, а налазимо је кад 

конструишемо, поред симетрале АС, још и симетралу угла В 

:или угла п. Пресек ових симетрала је тражени центар, а полу-
, . 

пречник ie нормално отстојање од тога центра до ма које 
, 

• 
.стране делтоида .. 

• 

Напомена. Из градива овог параграфа увиђамо' да се може описати 

!Круг око четвороугловаса једнаким дијагоналама (квадрат, правоугаоник 

и равнокрак трапез~, а уписати код четвороуглова са нормалним дијагона­

.лама (квадрат, ipомби делтоид). 

§ 36. Примена . подударности 
, . 

код правилних полигона 
. 

Теорема 58. - ПОД правилног полигона И симетрале страна 

:и симетрале углова секу се у истој тачци · која. је подједнако 
. '. 

удаљена од СВИХ т.емеиа И свију страна: 
, 

Планиме;r:риј.а 4 
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Ако код једног правилног полигона парног (сл. ' 105) илИ! 

непарног (сл. 10б) броја СЈрана, конструишемо .и симетрале' 

страна и симетрале углова, видимо да се све те симетрале секу: 

• 

----.. --+- С 
' . 

• Сл, ' 105 

• 

. . . 

• 

• 

' /-, , 

• 

, , 
.... ,1 / _ 

..... - ":- ... ' I /O,- -:-~ - , 
· . --~-, 

с 

, · _'" ''If'., __ 
о ~- / I ' _ '" 
у( .. - , / I " '. - .. :м ' ' 
~ • I \ • 

/ l ' ." 
" I \, . . ~ 

.- -- 1 • 

" 

• 

Сл, . I Сб ; 

. . 

у истој тачци О. Да је пресек Оподједнако удаљен и од-свију 

полигонских теме на и . од свију њеГОВi1Х страна увиђ;lМО из . 

подударности ма која ' два правоугла троугла који имају си-
. .' 

метралу стране за заједничку катету (Ама и вма, BNO и: 
• • • 

CNO, ... ), и из подударности ма која два правоугла троугла,. 

који имају симетралу угла за заједничку хилотенузу , (ВМО и! 

BNO, NCO и СРО, ... ). Стога је пресек, било симетрала CTpaHa~ 
било симетралауг лова правилног полигона, центар и описаног . 

- -. . . . . 
и уписаног круга, а зове се средишт~ праВИЛН9Г полиг<>.на·, . 

Када средиштеправилног полигона слојИМ0са теменима" ' . . 

полигон се дели на онолико подударних равнокраких троу~ловЗI 

колики је број полигонских страна. Стога су углови код центра:. 
, . ' . 

. .' '. ,. . ' ЗБОJl' 
(.q:' АОВ, .q: ВОС, ... ) једнаки и сваки И3liос . 

П 

• 

... 
. 

Посматрајуhи слике 105 и) 06, ув-иђ.амо да се код пра-

вилних полигона непарног броја cTpalia симетрала стране по- ' 

клапа са симетралом супротног угла, и обрнуто,~ што није исти: 
. . ' 

сцучај код правилних полигона парног броја. страна. Код њих: 
. . 

• • 
се пак поклапаЈУ симетрале Ј!.веЈУ супротних стра.на, или си-

• • 
метрале дваЈУ супротних углова. 

§ 37. - Примене пlJдудаРI:IОСТИ КОД круга-

а) Тетиве и њихове центраЛН:8 раздаљине 

Теорема 59. те[ивама једнога круга (или кру-

гова ј 
. . 

одговэрвју i'eднаке 
, 

цвнтралн~разда-
, 
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• 

љине, једнаки централни углови и једнаки луJtИ. Нека су ' тетиве 

АВ иСD (сл 107) једнаке. Пошто су троуглови АВО и CDO ·. 
• , 

' равнакраки, .онда средишње раз- . , 

даљине ОМ иОN, према 38 
теареми, деле тетиве АВ и CD 
на једнаке делаве. Тада су пра­

ваугли трауглави ОМВ . и ONC 
падударни; јер је ОВ ОС и 

•• . . 

ЕМ CN. Изњихове падударна- . 
сти излази да је ОМ . ON, чиме 
• 

је даказан први деа аве теаре- . Сл. 107 
ме. Међутим, и троуглави ОАВ 

• 

. и OCD јесу такађе паду дарни, пашта су им стране једнаке. 

Из падударности аiзих трауглава излази да су централни углави 

ех и .~ једнаки. Тада се сектари ОАВ и OCD паклапајуака . ' . 
• 

. . један ставима на други, чиме се да казу је и једнакаст лукова. 
• • 

Теорема 60. Једнаким централним раздаљинама двеју 

тетива једнога круга .. одговараЈу једнаке тетиве . . Нека СУ .' цен­
тралне раздаљине ОМ и ON (сл. 107) једнаке. Тада су пра-

- . . . . , 

воугли троуглави ОМВ и ONC подударни, јер је ОЕ ОС и 

ОМ ON. Из њихове падударности излази да је ЕМ CN . 
• 

Па кака су ВМ и CN полавине тетива АВ и CD, та су и аве 
• 

тетиве једнаке. 
. 

Т ео рема 61. - Једнаким централним угловима једнога круга 
• 

одговарају једнаке тетиве и једнаки луци. Нека су углови . ех и 

• • 

• • 

с о 

Сл. 108 

~.~ (сл. 1 07) једнаки. Тада ' СУ 

троуглови АЕО И СDОподу-
• 

дарни, пошто имаЈУ по . две 

стране И захваhене угловејед-
• 

наке. Стога су и тетиве АВ . и 

CD, ка.отреће њихаве стране" 
• • 
једнаке, а У вези с тиме једна-- -ки су И лукови АВ иСD . .. 

Теорема 62. Неједнаким 

тетивама једнога круга одгова­

рају неједнаке централне разда~ 

љине, и то: веЈја тетива има мању 
• • 

централну раздаљину. Нека је 

тетива АВ > АС (сл. 108), а ОМ и ON нека су њихове цен­
тралне раздаљине. Ако им спојимо средине Ми N, имаhема: 

4" 
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. 

<t т + <t р 900, <t п + <t q . 900 и АМ> AN, као riоловиНе · 
тих тетива. Тада је у троуглу AMN <t т > <t п (теорема 26), 

. . 

па је <t р < <t q, као комплементни " углова т и п. У том · слу-
• 

чају је . у троуглу MNO страна ОМ < ON. . 
ТеоремаБЗ. Неједнаким средишњимраЗД(lљинама двеју 

тетива једнога круга ' , одговарају неједнаке тетиве, и то: ' мањој 

средишњој раздаљини одговара Betia тетива. Нека је. средиш "ња . 
~-' - . 

раздаљина ОМ < ON (сл. 108). Тада јеу троуглу MNO <г:.я > 
<t р (теорема 26), па је <t п < <t т, као КОМl1лементни углова 
р и q. У том случају је у троуглу AMNcTpaHa AN < АМ 
(теорема 28). Па како су AN иАМ половине' тетива АС и 

) . .-
АБ, то је и АС < АБ. . . 

• 

Напомена. - Како је пречникова централна раздаљина једнака нули, 
то је пречник највећа тетива у кругу. 

л 

.-

Сл. 109 

" 

Уопште, у једноме Ј}ругунеједнаким 

тетивзма одговарају Lнеједнаки цен: , 
• 

трални углови и неЈеднаки луци, и то: ' 

већој тетиви одговара већи централни ' 
. . 

угао и веlш лук, и обрнуто. То мо-

" . жемо видети посматрањемсл. 109, 
код које је тетива АС < АБ. Ако ма­
њом тетивом АС опишемо лук око А, 

који сече круг у С', па ову тачку спо­

јимо са а и А, онда су троуглови Аса 
и Ас'а подударни, пошто имају стра­

не jeAHaie. Из њихове подударности 
излази да је ~ ~ = <ј: ",(, . те су луци 

- '.., 
. АС и Ас' једнаки (теорема 61). ' Па 

како је. лук АС', као део, мањи од лука АВ, "<ј: "'( мањи " од <ј: 11, то је и " 

" 

. . 

-<j:~, једнак са "'(, мањи од , ~ 11 И лук АС мањи од лука Ав. 

Ь) Тангенте код круга 
" . 

Теорема. 64. " , Угао између 

једне тангеllте и додирног поnупреч­

ника је прав. Нека је о; (сл. 110) у­

гао између тангенте АБ и додир-

ног полупречника СО. Како је овај 

додирни полупречникистовремено и 

централна раздаљина тангенте АБ, 
• 

а свака централна раздаљина Једне 

праве захвата с правом праве углс;>ве, 

то је угао о; прав. 

. Из ове је теореме јасно: 1) да из ' 

л 

с --,'---О 

Сл. 11.0 

, 

. . 
кружног средишта спуштена нормала на дирку пролази кроз додирну 

тачку; и 2) 'кад се у додирној тачци подигне нормала на дирку, о'нда 
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она пролази кроз центар круга . . Н.а основу ове теореме ВРШI:IМО конструк-
. цију дирке у датој тачци кружне линије, кад ту тачку спојимо најпре сацен­
тром, а затим подижемо у додирној тачци управну на додирни ПОЛУПЈЈечник. 

Теорема 65. Дирке ПОllучене из једне тачке "ан круга 

на круг јесу једнаке, а централна раздељина те тачке је и СИМI!­

трала угла између дирака,и си­

метрала угла између додирних 

полупречника, и симетрала те­

тиilе која спаја додирне тачке . 
. -• 

Нека су АВ и АС две тангенте 

повучене . из тачке А· на круг . 
О (сл. 111). Ако додирне тачке 
В . и . С спојимо ' са центром О 

. 
и повучемо централну разда:-

љину ОА, онда је /::,. АВО ,- ., 
/::,.АОС, пошто имају по две стра- ' 

не и углове наспра,м веlшх 

страна једнаке (ОА је зајед'.:. 

ничка,ОВ ОС као полупреч- _ 
ници истог круга и <):: В _ ' 

• , , 
\ 

О' 
"--1 

Сл; 111 

--

• 

, 
, 

, , 

, 

<}:: С 900). Стога су и остали њихови елементи јед",аки, тј. ' 
. ' : ',.; . 

АВ АС, <}:: т <}:: п и <}:: р . <}:: q, чиме су доказана сва 
, . 

три прва дела ове теореме. ;" 
Да бисмо доказали и четврти део, спајамо доди~е . 

тачке и тиме добијамо ' пЬдударне троугле ВЕО и СЕО (ВО 

-- СО, <):: Р <}:: q и QE им је заједничка). Из ' подударности 
ових троуглова излази даје: 1) ВЕ --,- ·СЕ, тј: да је тачка Е 

средина тетиве -ВС; и 2) да је <}:: s <}:: t 900; пошто су 
суплементни. Стога је заиста централна раздаљина ОА · и 

симетрала додирне тетиве Вс. Из једнакости. центраllНИХ 

углова р и q излази и једнакост њихових одговарајућих 

лукова ВР и СР, те централна · раздаљина дели и лук ~змеђу 
• 

додирних тачака на два Једнака дела. • 

, 
. . 

Напомена. На основу ове теореме ' решава се задатак: из дате -
тачке А ван круга повући дирке кругу. Треба над АО (сл. 111), као над 
пречником, описати помоћни круг О', па пресечне тачке датога и помоћнога 

круга (В и С) спојити са тачком , А. 
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VII. Углови код круга и особине тетивних 
• 

и тангентних четвороуглова 
• 

§ ЗВ. Перифериски и централни углови над истим луком.-

За један угао каже се да је периферщки ако му ' се теме 
налази на ' периферији једнога круга, а краци су му тетиве 

тога круга. Такав је угао ~ на сл. ' 112. Однос између једнога 
, ' . 
перифериског и једног централног угла . једнога круга над 

• • 

• • 

истим луком, или над ]еднщшм луци.!"а" исказан ]t , ово1.\ 
• 

теоремом: .. 
Теорема 66. Централни је угао двапута већи од пери-

.фериског над истим ' луком, , или над једнаким луцима. АК9 се , 
перифериски и централни угао једнога круга налазе над 

, . . 
.истим луком, онда наилазимо на Један од ових случа]ева: 

, . 
а) Теме централног ·угла налааu се на једном краку ., 

Jiерифериског угла (сл. 112). У овом случају централни . угао 

о 

\ 

• 

Сл. 112 
, 

, 
I , 

О, 

, , 

Сл. ) 1 З . 

л 

• 

• 

, , , 
0=-' О 

: ' , , 
"'-...-.-.' 

• 

Сл. 114 

• 

ех, ~ao спољашњи угао заравнокраки троугао ове, једнак 

је збиру yr.(lOBa ~ и "(. Па пошто су углови ~ И "( једнаки, 
то је а двапута веlш од ма кога од њих, ' тј. а 2 ~. 

Ь) Теме централног угла налази се у ' перuфериском 

углу (сл. 113). Спајањем темена перифериског и централнОг 

угла пречником BD, добијамо по првом случају: ,<}:: р 2 т 
и <}:: q 2 п. Стога је р + q 2 т + 2 п 2 (т +.п), или , 

·а 2~, пошто је а р + q а ~ т + п. . 
• 

. с) ' Теме централног угла налази се ван йерuфериског 
. , 

угла (сл. 1.44). Повлачењем пречника BD добијамо по првом 
.случају: <}:: р 2 ти <}:: q2 п. Стога је и р , q 2т 2п= 

= 2 (т п), или а 2 ~, пошто је а р ' q а ~-- ni п. 
, ' 

Последице ове теореме јесу следеhе: 

• 
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• 

1 Последица. Пери.ферщ.ICИ углови над истим 'луком, 

• 

!или над 

ЈИ r три 
• 
једнаким луцима, 

'-

перифериска угла 

с 

• 

Сл. 1 15 
.. 

, ' , 

јесу једнаки. Нека су углови а, ' ~ 

над истим луком АВ (сл. 115), а 
, . 

• 

• Сл. 116 

• 

угао ~ централни угао над истим луком. Тада су углови ос, ~ 
ЈИ r једнаки, јер је сваки од њих половина централногугла 3· 

2 Последица. Перифериски угао у ПОЛУIlРУГУ је прав. 

Нека је ~ перифериски угао у полукругу (сл. 116). Тада је по 
а 1800 ' " 

-овој теореми ~ 2 2 900. 

Напомена. - На основу ове последице решава се неодређени за-

,датак: над датом дужа, као над хапотенузом, конструисати право угла 

троугао. Треба над датом дужи, као над пречником описати полукруг, а 

:затим, спајањем ма које тачке периферије са крајњим тачкама дате 
,дужи добијамо правоугли троугао. Таквих правоуглих троуглова можемо 

,добити врло много, а, имају сви за заједничку хипотенузу дату дуж. 

с 
• 

• , , 

'9' . '. 
у' ' ' , • , 

• , 
, , 

• 
' о 1Ј • 

('111. + I 

, т 
r 

.Ј) , 
, 

. , 
Сл. 117 Сл. 118 

.. , 

з Последица. Збир два перифериска угла надисiом 

,етивом, од којих , се један налази у већем а други у мањем 

rOтсечку, износи 1800. Нека су уг.iюви ct. и ~' два перифериска 



JV 

угла 

нека 

над тетивом СО (сл. 117), а њихови централIO.l угловиr .. 

су т и п. Тада је по овој теоремИ:rJ. .. ; и ~ . ; .. 
• . . . , т п т +п . 3600 

Стога је rJ. + ~ -- L + 2 = 2 2 = 1801}, пошто оба 
, 

• 
централна угла т и П даЈУ пун угао. 

'. . 

4 Последица. ' Оштри угао измеђУ једне теТ-иве и дирке . 

једнак је с перифеРИСlCи,~ углом у Behl}M отсеч/С.у над том те- · 

, тивом, а тупи угао измеђУ тетИве и дирке једнак је с uери-
. . 

фериским YT.flOM у мањем отсечку. Нека је rJ. оштри а '~. тупи 
угао између ' тангенте БF . и тетиве АВу до.ДИРНОј та'ЩИ А ' 
(сл. 118), а Е и 3 лерифериски углови ~aд ИСТОМ , тетивом. 

, . . ' 
. Ако У додирној тачци подигнемо АС нормално . на: БF, онда 

је АС пречник. Спајањем тачке С са тачком В добијамо> 

правоугли троугао АВС (2 последица). Стога је ј + т 900. 
Па како је rJ. + т 900 . (теорема '64), то је rJ. + т ј + т. 
или rJ. ј. Како је ј Е (1 последица), то је ИrJ. . Е • . Тада 
су и уг лов и ~ И ~ једнаки, јер је ~ 1800 , rJ., а 3 1800 · Е:. _ 
(3 последица). 

5 Последица. Угао измеђУ двеју тетива јеДНОГG! 

круга, које се секу у кругу, једнак је ' Uолузбиру 'лукова измеђ)!' 

• 

с 
• . , '.,.. , , . , 

• 

, 

'" . л /;. t 

.! 

--, -

, 

С=--7.э 

Сл. 1 19 

• • 

• • 

, 

Сл. 120 

• 

крајњих тачаlCа тих тетива. Да бисмо доказали да је . 4: (ј) 

измеljу тетива АВ . и СО (сл. 119) једнак полузбиру лукова 

АО и СВ, треба да вежемо . тачке . А и С, чиме добијамо 

/':, АБС, код кога је -t (1) -t rJ. + -t ј (теорема 20). Па како 
Е '. '. ~ 

је -t rJ. 2 и..q: ј . 2' то је -t rJ. једнак . ПОЛОВИI:I!И лука 
, . 

СВ а -t ј половини лука АО. Стога је 

+АО СВ+АЬ. 
2 2 

, 

• 



, 
, 

, 

5Т 

б Последица. Угао ifзмеЬудвеју сечица, које се секу ван--

круга, једнак је полу разлици лукова измеЬу тих сечица. Да 

бисмо доказали да је <}:: (Ј. између сечица АВи АС (сл. ]20) ' 
једнак полу разлици лукова ВС и , ED, треба да повучемо те- , 

, тиву 'BD" чиме добијамо 6 BDA, код кога је <}:: (Ј. <}:: а -
<}:: ~ (теорема 20) , Па како је <}:: () ; и <}:: ~ ; , а углови _ 

• • луци ма ВС иЕD, 
• 

<.u и Е Једнаки су са то Је-
~ - ~ ~ , 

<.u Е ' ВС ED ВС ED () <}::Il • 

2 . 2 2 2 2 , 

§ 39. -, Тетивни и тангентни четвороуглови. а) За 

један четвороугао каже се да , је тетиван ако су му стране 

тетиве једнога круга. Такав је четвороугао ABCD (сл. 117). __ 
, , 

Особина тетивног четвороугла исказана је овом теоремом: , 

Теорема 67. Иодтетивног четвороугла збирови супротних 

углова једнаки су. Према З последици претходне теореме ­

(сл. ]] 7) имамо (Ј. + ~ , 1800. Па како је збирунутрашњих _ 

Угло~а четвороуглова 3,600 (теорема 32), то је .и У+ а -~I800. 

Стога је (Ј. + ~ r +а. 
Супротна теорема овој теореми гласи: , ' 
Ако су _ збирови супротних углова једнога четвороугла јед- · 

, , 

наки, онда је он тетиван (теорема 68). Нека је дато да је--
о • ' о " 

, Il + r ~ + () (сл. 121). Ако претпоставимu да , круг, кој»: 
пролази кроз теме на А, В и С, -

, Ј)',., , 

не пролази кроз четврто теме 

' D, Bet: сече ,страllУ AD било У 
D'" било yD", онда би било 
~ + ))' ] 800 (3 ПОС,llедица 66 
теореме), односно ~ +3" 1800. 

, Па како је дато да је ~ + а '= 

= 1800, то би било ~ + () ~+ 
+ ;)', односно ~ -+ () ~ + о", 
или () 3', односно 3 а". 

, , 

Па пошто је ово неМОГУће, јер 

је из 6 CDD' <}:: 3 > '<t а', а из 

• , , , 

............... ____ /Ј3 ' 

Сл. 121 

с 

CDD" -1: 3" > <}:: () (теорема 20), то l:Iаша претпоставка, као­
нетачна, отпада. Стога круг пролази и кроз четврто теме D r 

тј. LfeTBopoyrao ABCD' биhе Тетиван. ' 
Ь) За један четвороугао каже се да је тангентан ако, 

су му стране тангенте једнога ' круга.- Такав је четвороугао· , 

, 



АВСD(сл. 122). Особина тангентног 
• 

четвороугла исказана 
. ' 

Је овом теоремом: 

Теорема 69. -. Код 

. 

с 

, 

, 

• 

тангентног четвороугла · једнаки су 

,.' збирови супротних. страна .. Према 
теореми 65 пnд Ь), а из сл. 122 .. 
имамо: АР АБ; ВР ВМ, 

DN ' DE и CN СМ .. Сабира­
.' Њем OB I1 X једна'lина добијамо: 

АР + ВР + DN + CN . АЕ + . 

,. 

·л .т 

• 

. ВМ+ DБ + СМ, или АВ + DC 
= AD + ВС, . пошто је АБ = 

АР + ВР, DC DN + CN, Аи 
=DЕ+АЕиВС' BM+DM. 

, 
• 

Супротна теорема ОВОЈ тео-

Сл. 122 
реми гласи: 

. 

Конвексан четвороугао код кога су збир ови супротних .страна 

једнаки јесте тетиван. (Теорема 70). Нека је четворо~гао 

ABCD .(сл. 123) такав да је АВ +CD . AD + ВС (1). Ако 
• 

лретпоставимо да круг, КОЈИ 

.додирује стр-ане' АВ; ВС и CD, 
• 

не ДОДИрУЈ~ и четврту страну .. 
AD, већ AD', или AD", онда 
би бl1ЛО по претходној теореми JIt 
АВ + CD' ВС + AD', односно · 
АВ + CD" - ВС + AD". Ако 

• • • 
,ову Једначину одузмемо од дате, 

.добијамо: CD CD' -- AD -
AD', односно CD CD" AD.:Il ~ 
-- AD" или CD' CDAD' , 

. 
е О . 

Сл. 123 

- AD, или DD' '- AD' AD, . . , 

, 

с 

.. 

• 

• 

односно DD" AD AD", што је немогуЋе; јер код ТРОУ-
глова ADD' или ADD", једна страна не може бити једнака 

, , ' 

разлици других двеју страна (теорема 29). Стога круг мора 
. .додиривати и четврту страну AD, тј. четвороугао ABCD 

• 
• 

.Је тангентан. . . . 

. . 

Напомена. На основу теорема из овог параграфа, изводимо за-

Ј(ЉУ<Јак, да можемо описати круг код квадрата, правоугаоника и-равнокра­

жог трапеза, а уписати код I{вадрата, ромба и деЛтоида. '. 

, 



59. 

VIII. Узајамни ПОЈ10жаји тачке и круга, 
, 

-. . 
, праве и круга . и два круга . 

§ 40. Тачка и круг. - Једна тачка и круг могу заузимати три 

. узајамна положаја, и то: или је тач\<а ван круга, или је џа кружној пери-
.ферији, или је у кругу, Под цент неке тачке 

те тачке 
о 

ка је ван круга ако ника. 

круга (с > г); тачка је на кружној периферији ако је њена централна разда­

,љина једнака полупречнику круга (с=г); и најзад, тачка је у кругу ако је 
љена централна раздаљина мања од полупречника круга (с < г). 

" 
о 

§ 41. - Права 11 круг. Права и круг могу заузи~\ати ' такође 

'три узајамна положаја, и то: ·или је права сва ван круга и ·нема с њим ни ' ,. , 

Једне заЈедничке тачке 
-. . 

(EF, сл. 124); или доди-
• • 

РУЈе круг, У ком случаЈУ 
• • 

и~,а с кругом Једну заЈед-

,ЋИЧКУ тачку (MN); или 
• 

сече круг, у ком случаЈУ 
• 

rима с кругом две заЈед-

ничке тачке (PQ и RS). 

, 

·]q(р1~~~ј~g!f.r~Еf;~ш~~~1~ 
њена централна раздаљ~­

на веliа од ПОЛУПР~Чlшка 
круга (ОА > г); права до-

• • 
.ДИрУЈе круг, или Је дирка 

• 
.круГ)t, · ако Је њена цен-

, 
. трална раздаљинаЈеднака 

• 

• 

, 

, 

Ј[ 

ОЈ 

, 

с 

Сл. 124 

о, 

t 

, 

• 

" 

;п олупречнику (ОВ=г); и права. сече круг, или је сечица круга, ако је њена 

.централна раздаљина мања од riолупречника круга (ОС < г). Део сечице 
• 

. између пресечних тачака је тетива код круга (ОН). Ако права пролази кроз 

.центар круга, онда је њена централна раздаљина једнака нули, а њена тетива 
постаје пречник. Кретањем праве ка центру круга тако да је сваки њен 

:доцнији положај паралелан првобитном положају, њена се централна' раз-
, 

.даљина поступно смаЊУЈе; а удаљавањем од центра, њена се централна 

:раздаљина увећава. 
, , 

§ 42. - Узајамни положаји два · круга, 
• 

. :!!'I!H0Af, два .KPyril раз:\:.мемо ОТСТОЈање њихових центара на сл . . 
1 " ј оо , '"'~. • _. _ ј .СО" " " , " '" , .~ 

КОЈа се обично означава сас. Два круга могу имати ових Ц1ест међу-
, ".' . ,о о •• • _ " • •• 

'особних положаја: . ' ',' , 
, 1. Кругови се налазе један ван другога (сл. 125). Тада је 'њихова 

щентрална раздаљина већа од збира полупречника (с> г+г') . 
• 



ба 

~--.----

с 
" ..... 

... '·::::'0' .,. .. 

~' 

Сл. 125 
• • 

2) Кругови се додирују споља (сл. 126). Тада је љихова централна 
раздаљина једнака зБЈјРУ полупречника (с= r +г'), а имају једну зајед-

. ничку тачку (А) и једну заједничку тангенту MN у тој тачци . 
• 

• 

о 

./1 

• • 

Сл. 126 Сл. 127 
• 

З) Кругови се секу (сл. 127). Тада је љихова централна рitздаљина 
маља од збира полупречника (с < r + г', теорема 29), а имају две зајед­
ничке тачке и заједничку тетиву АБ, која спаја те две тачке. 

, 
• 

.. . .. ' 

о 

, 

Сл. 128 Сл. 129 

4) Кругови се додирују изнутра (сл. 128). Тада је љихова централна 
раздаљина једнака разлици полупречника (с= r г'), а имају опет једну 

заједничку тачку А и једну заједничку тангенту у тој тачци. 

5) Кругови се налазе један у другоме, али немају заједнички цен­

тар (сл. 129). Тада је љихова централна раздаљина маља од разлике по­
лупречника (с < r г'), јер из. слике 129 видимо да је· r = с + г' + d;. 

• •• 
1IЛИ r - г' = с + d .. 



• 

с : обf 
б) Кругови се налазе један . У ' . другоме и 

имају заједнички центар (сл. 130). У 'овом случају 
је њихова централна раздаљина једнака нули (с=О), 

а њихове су периферије паралелне. За такве кру­

гове каже се да су концентрuчнu, а површина 

између њихових периферија зо~ се кружнu пр­
.с тен. Разлика d (сл. ' 130) између полупречника 
концентричних кругова зове се де6љина кружног 

лрстена. Кругови који немају заједничког центра 

зову се ексцентрuчнu. 

, • 

о 

0'-
• 

"t 

• • 
1:' 

, . 

, 

. 
• 

Сл. 130 

. 

IX. Центрична и оена еиметричноет 
• 

равних 
• , 

. 

§ 43. Центрична симетричност. а) Ва две тачке А 
;и ' Л; (сл. 131) каже се да заузимају симетрuчан положај према 
-1 . . ' тачци О ако је тачка О сре- ' 
, . -!l f! l' дина дуж и А А'. Тачка О , .. зове 

. се центар, симетрије.свака да-
'. . 

Сл. 131 - та тачка А, према.неком датом 

/ центру сйметрије О, има само 

. једну једину симетричну тачку A1
, која се добија када дy~ 

АО продужимо преко О за 0)\' једнаку - са АО, или обртањем 

.дуж и АО за 1800 око центра О, која ће заузеТlL положај OA'~ 
- . 

ь )За две слике каже се да заузимају СИЈv!етричан ПОЛ9::-
, .. '1 ' 6 ' 3' ф.: 0\' ) ( ' '''';, ' , ~ i ,L,.,'I ... · " п·, " 2 2 5 ', -аеl,,, ,(Щ;',I' ' rlIТi:IIiiRн,71," ' nrлбrт:i?i:t 

--, 

с' 
• 

\ С 
~-- , 

- , 

................. 

.л 
, " , 

-с'"вак оЈ 'та чци 'о'ёiИ-ма"''И' 
~ - , .. ... ~-_ .. __ .~._,. __ .. _- ". r: ,,- - _., - .... ~~-- - ' - " ,~"Izo:t \" .... --=." " ,.,,-, 

. ' llo~p'~~,~:'J:~'~J~I E ~~~_~~~'~ -
. ~~':'2.в..~,~.х5.1;!~.~1е!:l,~=. 

•• 
ном положаЈУ по Јед-
; "'''',._ п, .. ј<,...".' . _~"r _,~ .... ,,-. ... ~.'"" ,_ ........ ' ."' ......... '"'" . :." ............ ',.. "'* 

на тачка друге слике . 
-- , ,.".,..:" ",.,. -"',",. • •..•• ~ .... . - • --_ ........ ",""џ *"" -,.:", "-
На сл. 132 заузимају 

Сл. 132' .. - , .. - симетричан--положај 
" 

. . према центру О тачке: 
А и А', В и В', С и С', М и -М', N и N'. Симетричну ' слику 
• • • 
Једне дате праволиниске слике према датом центру симеТрИ-Је 

О налазимо када сваком темену: А, В, С; D . .. дате слике ' 
нађемо симетрична темена А', В', С', D', У односу на центар 
-о. Тачке А и А', В и В', С и С" ... · симетричних слика ' зову 

• . 

.се хомологе. Код паралелограма, повлачењем једне ма Koj~ 

• 
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дијагонале добијамо два троугла који су симетрични према 

пресеку дијагонала, који је њихов центар симетрије. ' -· 

Теорема 71. Две слике које се налазе у истој равни, а 
о СИМ~ПРИЧНО положене према неком центру симетрије О, јесу јед--
наке. Нека је L,. А'В'С' симетричанса троуглом АВС (сл. 132) 

, о 

према центру симетрије О. Ако троугао А'В'С' обрнемо за 1800. 
у смислу стрелице (р), онда се теме на троугла А'В'С' покла­
пају са теменима троугла АВс. Ти се троугловипотпуно по-

о , о 

клапају, па су стога заиста једнаки. Исти је случај и са ма 
о • , 

КОЈИМ двема симетричним сликама према неком центру' симе-
• • 

трије О, па биле те слике полигон и или .криволиниске, јер ' се 

обртањем за 1800 око центра симетрије О свака" тачка једне 
слике поклапа са својом ХОМОЛ,огом тачком друге слике. Код. 

• о , 

симетричних СJiика хомологе стране и хомологи уг лови Јесу · 

једнаки, што увиђамо њиховимпоклапањем, 

, 

§ 44. -
133) 

Осиа симеТРИЧИОСЋ а) За две тачке ,,4/ и АГ 

(сл. каже се 

" , 

л ОД' 
0.--- - ----0 

, О 

Ј' 

Сл. IЗЗ 

, .. " 
да заузимају симетричан о по,ложај о према 

правој SS'aKo је дуж АА', која их везује. 
преполовљена правом SS' и стоји на њој 
нормално. Права · SS' зове се о симетрала 

или осовина симетрије, а тачке А и А' 
јесу према њој симетрично положене (rio.." 

, , 
ређане). Свака дата тачка А, према некој о 

датој осови ни симетрије SS', има само 

једну једину симетричну тачку А',која се 

добија када из А спустимонормалу АО 
• 

на SS', а о затим продужимо ову нормалу 

за ОА' једнаку са АО, или обртањем за 1800 полуравни SS'A 
, о 

око SS', у ком случају дата тачка А пада на своју симе-

тричну тачку А'. 

Ь) За две слике каже се да заузимају симетричн поло­

жај према некој осовини симетрије SS' ако свакој тачци. обима 
• • 

и површине Једне слике одговара у симетричном положаЈУ по 

једна тачка друге слике. Такви су четвороуглови ABCD и оо 

A'B'C'D' (на сл. 134) и криве АВС и А'В'С' (на сл. 135). Си'-
• 
•• • • 

метричну слику Једне о дате слике према неКОЈ ' даТОЈ ' осовини 

симетрије SS' налазимо када тачкама: А, В, С, п, . " (теме­

нима код праволиниских слика) дате слике нађемо њихове 

симетричне тачке А',В' ,C',D', ... у односу на осовину SS'. Тачке 
А и А', В и В', С и С' симетричних слика зову ,;:е хомологе, 
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• 
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• 
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• 
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Ј 
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.. 
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• 
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б3~ 

Теорема 72. Две слике кОје се налазе у истој равни, а' 

симетрично су положене према некој осовини симетрије 55', јесу' 
једнаке. . Нека су четвороуnюви ABCD и A'B'C'D' .(с.л. 134)" 
симетрични према осовини симетрије' 55'. Ако четвороугао 

ABCD обрнемо за 1800. око осовине 55', онда ће се темена . 
четвороугла ABCD поклопити са теменимачетвороугла A'B'C'D', 

• • • 

стране и углови Једнога четвороугла поклапаЈУ се са хомо--
о '. _ 

. логим странама и угловима другога четвороугла, па су стога . 
• 

заиста једнаки. Исти је случај и са ма којим двема симетрич--

ним сликама према некој ОСОВИНИ симетрије 55', јер обрт·ањем 
за 1800 око осовине симетријесвака тачка једне слике поклапа . 

• 
СВОЈУ хомологу тачку друге слике . 

• 
§ 45. - Симетричне слике. - За једну слику каже се да 

• • 
Је симетрична ако се може Једном правом поделити на две 

половине у симетри~ном положају, Код такве слике оба њена . 
• 

дела једнака су и по облику и по површини. Има слика које· 

се дају поделити симетрично само помоhу једне осовине си-
• • 

меТрИЈе, а има и таквих слика КОЈе се могу поделити симе-· 

трично помоhу две, три и више осовина симетрије. Стога. 
• • 

имамо слика Једно-осовно, дво-осовно и више-осовно симе-· 

тричних. Уколико једна слика има више осовина, утолико је 
• 

она праВИЛНИЈа. 

Од слика до сада посматраних симетричне су: 
, 

1) Равнокрак троугао, који има за осовину симетрије 

основичину висину (једно-осовна симетрична слика); 

2) Равностран троугао, који има за ОСОВИНУ симетрије, 

висину ма које стране (тро-осовна симетрична слика); 
. " -

• 



З) Квадрат, који има за осовину симетрије ма коју ди­

, јагоналу, или праву која пролаЗI:I ' кроз средине супротних 
. " 

,страна (четворо-осовна симетрична слика); 
, 

4) Правоугаоник, који има за ОСОБИНУ 
• 

симеТРИје праву 

која пролази кроз средине супротних Ctpal-!а (дво-осовна си-

. метрична С./1ика:); , • , 

5) Ромб који има за рсовину симетрије ма коју дијi,lГО­

'налу (дво-осовна симетрична СЛИI{а); 

б) Равнокрак трапез, ' који има за осовину ' симетрије ' 

· праву која пролази кроз средине паралелних страна (једно-

. ()совна симетрична слика); . 
. 7) Делтоuд, који " има за осовину симетрије . дијагоналу 

, која везује темена, где се састају његове једнаке стране (једно­
· осовна симетрична слика); ' 

8) П равuлан ПОЛИГОН, који има , за осовину симетрије си­

, метралума које стране, или симетралу ма ' кога . угла (више.:. 
• 

, осовна симетрична слика); и 
, 

• • • 

9) КРУГ, који има за осовинусиметрије ма који свој 
' . , 

".преЧник (више-осовна симетрична слика). . 

х. ОСНОВНИ задаци* 
• , 

.§ 46. -- Конструктивни задаци из троуглова 
. . 

1) Конструисати троугао кад је дата једна страна и два угла. -'- о 
.{с, " u ~). ., 

r 

Треба на зрак АХ (сл. IЗб) пренети дату страну с, а затим код тачке 

, 

.~ 

Сл. 13б , 

. . , 

А угао ",а код В угао .~. Про­
дужењем кракова пренетих 

углова, добијамо пресек С 
• 

кар треће теме траженог . , . 
троугла. Ако Је ' дат само је-

• 
дан угао на познаТОЈ стра-

ни и њен супротни угао, онда 
• 

наЈпре налазимо и други у-. . 

гао на тој страни. (Види на-

пом.ену § 23.) Како су ' код 

равнокраког троугла углови 

ша основици једнаки, а код правоуглог троугла прави је угао увек познат, 

. , 

* То су најпростији задаци ' који се рещавају цртањем уз помоћ , 

• шестара и лењира, а на основу дефиниција и теорема посматраних у првом 
• • 

и другом одељку. Те су теореме излагале особине равних СЩlка и . везу . 
између њихових елемената. Примена оснОвних конструктивних задатака 
,је врло честа при решавању сложенијИј{ задатака у УЈ одељку ове Пла- . 

• • нимеТрИЈе. 
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• 

"то се ти троуглови дају конструис~ти, . према овоме задатку, само помоћу 

једне стране и једног угла. 

2) Конструuсатu тро 'угао када су дате две стране и захваftени 

угао (Ь, С, ,,). - Најпре на зрак АХ (сл. 137) преносимо страну С, затим 
код почетне тачк.е.А угао . 

• 
й И наЈзад, на други 

RpaK овог угла преносимо 

страну Ь. Спајаљем тача­

.ка С и В, добијамо тра- . 
жени троугао Аве. на 

-основу овог задатка, пра-. . . 
воуг ли се троугао да КОН-

струиеати када су дате 
• 

само катете, пошто Је 
• 

прави угао између ЉИХ 

познат, аравнокрак тро­

угао кад ее зна крак и 
. , 
ле пан угао. 

• 

З, Конструuсатu троугао 

• 

• 

а 6 '------1..._-

Сл. 138 

. 

': Н аПОtrt,ена. - Конструкција 
. 

наспрам мање од ТИХ стра-

lНa, а која се врши обрну-
• 

тим редом, НИје увек мо-

, 

• 

с • 

• 
- - '. -
.л:'-'----:!:-с-. -

Сл. 137 
• 

• 

када су познате · две 'стране u. угао 
. . - . 

наспрам веће . од тих .-страна (а, Ь, 

", а > Ь); - Треба најпре код почет­
не тачке зрака АХ (сл. 138) пренети 
угао ", затим на други крак овога - . 

угла пренети маљу страну Ь. Најзад 

из добивене тачке е, отвором шестара 

величине веће стране а, . описати лук 

који сече, зр,!к АХ у трећем темену В 
траженог троугла Аве Према овоме 

задатку,правоугли се троугао да кон­

струисати када се зна хипотенуза и 

једна катета. ' 
. • 

троуглова помоћу. двеју страна иугла. 

, 
гућа, јер често отвором 

шест.ара велич.ин.е стране 

ЈЈ, из темена С (сл. 139), 
не можемо сећи зрак ВХ, 

или, ако га сечемо, .Доби­

јамо две пресечне тачке 

.А и А', а тиме и два 

-троугла: .Аве и .А/ВС, 

а б 

• 
чиме зада,ак постаЈе не-.. 

' -одређен. Врло је . редак 

случај да се отвором Ь из 

'ТeM~Ha е, опише лук .који 

.л~==:::.л' .ЈЈ . 
• 

Сл. 139 
• 

.додирује зрак ВХ.У .овом случају' добија се само једно и 
1Ш8ње (у овом случају' ,цобивени је троугао правоугли). 

то дебро ре-

ПлаllимеТРl1d а 5 
• 



бб 

4) Конструисати троугао, 

на зрак АХ (сл. 140)' пре-
нети најпре страну с ( АВ 

кад су дате све три стране. - Треба:. 

с 

= с), чиме добијамо тро- . 
углова темена А и В. 

Затим, отвором шестара .в а с • 6 Q 
• 

стране Ь описати из те-

мена А лук, а отвором 

шестара стране а из теме­

на В описати други лук, 

који сече први у трећем 

темену траженог троугла 

АВС. 

с 

Сл. 140 

Према 
• 

ОВОЈ конструкцији,. равностран се троугао да конструисати: 

с 
.!t{/ 

.7 ', I . , 
" . '1." .... \ 

/ '\~, ... ./1/ 
I х: 

I ",' '\ 
I " \ 

I ,," \ 1,' \ 
dl' t "Т-:;,tj 

Сл. 141 
• 

• 

• 

кад се зна само Једна страна, 
• • 

5) Прав угао ВАС (сл. 141) по- . 
делити на три једнака дела. - Треба 

. . . . 

произвољним отвором шестара из те­

мена А описати лук EF, а затим истиМ! 
. . 

отвором шестара, из пресечних тачака 

Е и F, пресећи исти лук у тачкама 

М и N, које најзад спајамо са теменом 
А. Да праве AN и АМ деле прави 

• 
угао на три једнака дела, увераЈ'јамо, 

се из троуглова АЕМ и AEN, кој/'!, 

су равнострани. 

б) Кроз тачку Е у углу ВАС 

(сл. 142) повућийраву измеfjу кра- С' 

кова угла, која ће6ити тачком Е 

преполовљена. Треба повући EF 
11 АВ, а затим отсечак AF преИети још 
једном на исти крак до N (AF = FN) 
па спојити N са Е и продужитидо 

пресека М с краком АВ. Да је ова 
• 

КОНСТРУКЦИЈа тачна, уверавамо се из 
• 

теореме 41 (§ 33). СЛ. 142: •. 

§ 47. Конструктивни задаци ИЗЧI;Iтвоjt8угпова 

.lJ с 
· 

• 

9{;о 
. • 

· 

','. - • 

.л а 

Сл. 143 

'. 

• 

1) Коиструисати пра-
• • 

воугаоник К61ща су познате две 

суседне стране а и Ь. Треба 
• 

наЈпре конструсати прав угаО> 

ХАУ (сл. 143~\ а затим на К{Јак 

АХ пренети страну а = АВ, а на 
• 

крак А У страну Ь = AD. Најзащ 
отвором. шестара величине IJ {)­
писа1'И' из В лук, а отвором ше-

• 

стара, веЛIiI>lине а описати из ЈУ 

ДРУГЕ .д.УК rwји сече први. Пре-
, . '. . 

• 



• 67 

сех лукова С је четврто теме траженог правоугаоника. Према овоме 

задатку, врши се и кон­

струкција квадрата кад се 

зна његова · страна, по­

што су код њега све стра­

не једнаке. 

2) КОНСТРУllсаТ!1 

'ром60IlД, кад су позна-. · а 

те две суседне стране 

аи Ь и захваliенu угао а. 

- Треба најпре констру-

исати угао ХАУ = а (сл. 
. . 

144), а затим поступамо 

, 
• 

а. !I 
.!Ј 

а 

Сл. 144 

щю у преТХОДlIомзадатку. 

Према овоме задатку ромб се да конструисати кад се зна једна страна и један 
, . " угао, пошто су код њега 

• 

т 

z 
• 

d 

1.1 

Сл. 145 

• 
све стране Једнаке . 

3) Конструисати 

ром60ид кад су познате 

дuјагонале d и d' " u њи­
хов захваliени у.гао l' "­
Треба најпре конструиса­

т" угао 1 = уаu (сл. 145), 
а затим на краке овога и 

унакрсног угла xaz пре-
, о' • . 

нети половине датих ДИЈа-

гонала (теорема 49, § 35). 
ПРема овоме задатку пр а-

• BoyraoHI1K се да КОНСТРУ-
" . 

I1сати кад се зна само 

једна дијагонала d и угао 
• • 

између дијагонала 1; ромб се да конструисаТI1 кад су познате обе дијагонале, 
пошто је код њега <ј:: 1 = 900; а квадрат се да конструисати кад се зна 

дијагонала d . 
• 

4) Ко-Нструисати ромбоuд, кад се зна једна његова страна u обе 
дијагонале. -- Пошто дијаго-

нале деле ромбоид на чеТI1РИ 
• 

троугла од КОЈИХ су два 11 два 
поду дарна, . то се његова кон­

струкција помоliу датих еле- ' 
• • 

мената да I1ЗВРШИТИ кад се наЈ- d 
пре конструише троугао Ава 

(сл. 146), узимајуliи за осно- d а 
" 

вицу страну а, а за друге две 
• 

стране половине датих ДИЈаго-
• 

нала, а затим продужавамо ди­

јагонале преко темена а за 

њихове ПОЛОВl1не, чиме добl1-
• 
Јамо 11 остала темена траженог 

" 

ромбоида . 

• 

• 

с 

а 

Сл.Н6 

Према овоме задатку, ПјЈаво-

5* 



• 

• • ~ ., . 
угаоник се да конструисати, кад се зна Једна страна и Једна ДИјаго-

нала. Његова конструкција биће бржа ако најпре конструишемо тро­

угао ABD (сл. 146), узимајући да је угао код темена А прав. 
5) Конструисати трапез када су му познате паралелне стране 

а и Ь и непаралелне стране с и d. Треба најпре конструисати тро-

~ 
• -6 
, 

. 

а d 
. 

cd . 

б 
Ј? -" + /' • . "-

. Л, l 
• -v 

а 

Сл. 147 . 
• 

• 

С . 

, , , , 
I , 

. f 

а/ 
I 

с 
f 

f , , 
I 

I 
I , 

",:.у 

. 

, 

угао ВЕС (сл. 147), 
• 

ЧИЈе су . стране: 

а - Ь, с и d по~ . 
знате, а затим кроз 

теме С повлачимо 

СУ 11 ВХ и на ту 

праву . преносимо 
Ь (CD = Ь). Најзад, 
на зрак ВХ пре­

носимо . а = ВА 
чиме добијамо и 

четврто теме А 

. траженог трапеза , 

За конструкцију 

пеза, према 

я крак. 

овоме · задатку, треба да 

равнокраког тра­

су познате обе паралелне стране 

• . 

6) Конструисати делтоид кад су познате две његове неједнаке 
. ." . 

стране и дијагонала. Треба помоћу страна а и Ь и дијагонале d . 
конструисати троуглове АВС и ADC (сл. 148). 

с 

.Ј) .1Ј • 

d 
q 

т • 
а 

а а 

а С \ • б 6 
а 

1 

Сл. 148 Сл. 149 
• 

7) Конструисати трапезоид над су познате све четири стране 

u једна дијагонала. . Треба најпре помоћу две стране (а иЬ) и ди-
јагонале (т) конструисати ь. ABD (сл. 149), а затим rtOMOhy других двеју · 
страна (с и d) конструисати троугао BDC. 

• 

. § 48. - . Конструктивни задаци из полигона 

1) Конструисати петоугао ако су познате четири његове стране; , 
а, Ь, с и d и три угла на тим странама: (х, ~ и 'Т. Треба најпре 

• 



на зрак АХ (сл. 150) 
пренети АВ = а, . а 

затим код темена 

А пренети <): а, а 

код Teh\eHa В угао 

~. На други крак 

угла а пренети 

страну АЕ = d, а 

на други крак угла 

~ пренети ВС = Ь. 

Код темена С пре­

носнмо угао "'(, а 

затим на други 

а 

с 

t 

d 

, 

, / 

/ 
/ 

/ I . 
1 

.......... / 1 ..... 
........ -; .... 1' 

.. /..(..... .... .. .; I 
, - / - , . ..... 

" А 1 CJI ..... ... .... ..... ...... ~' - , 
а 

I 

Сл. 150 

'=-
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• 

- т 

с 

• 

крак овога угла преносимо CD = с. Најзад спајамо теме на D и Е. 

Напомена. За конструкцнју једног ма ког неправилног 17-10-

угла потребно је знати, према теореми 37, 217 3 елемента, од којих 

треба да буду најмање п 2 стране. Међутим, број страна може бити 
за1\\ењен једним делом дијагонала п-тоуг ла. Тако, пето угао на сл. 15() 
да се конструисати и помоl!у стране а, углова а и ~ И дијагонала пову-

• 

чених из темена А и В. Најпре на зрак АХ преносимо страну а = АВ, 
затим код темена А и В преносимо углове а и ~ и друге краке ових 

углова сечемо познатим дијагоналама АС и ВЕ, чиме добијамо још два 

темена С и Е. Пето теме D добијамо конструкцијом троуглаАВD по-
моћу познатих дијагонала AD и BD. . ' . 

• 

2) Конструисати правилан шестоугао. . Треба 
• 

отвором шестара наЈпре конструисати круг, а затим на 

ферију пренетиполупречник као тетиву 6 пута, колико 

држава. 

ЛРЩIЗВОЉНИМ 

његову лери­

се тачно са-

Ако се захтева да над датом дужи конструищемо правилан шесто­

угао, треба ту дуж узети за полупречник круга. 
• 

Правилан 12-тоугао, 24-тоугао итд., даје се конструисати кад се 

кружна периферија подели на 12, 24, ... једнаких делова, па се деоне 
• 

тачке СПОЈе. 

3) Конструисати правилан осмоугао. Треба произвољним о-

твором шестара конструисати круг, а затим његову периферију пајпре. 

делимо помоћу два нормална пречника на 4 једнака дела, па се ' сваки' 

квадрант дели на по два једнака дела. Најзад деоне тачке спајамо. 

Правилан многоугао од 16, 32 итд. страна да се конструисати 

кад се кружна периферија подели на 16, 32 .•.. једнаких делова, па се 
• 

деоне тачкеСПОЈе. 

Напомена. Како се да конструисати правилан полигон од 5, 
10, 15, 20, ЗА, 40 итд. страна, показаl!е се у V одељку ове Планиметрије • 

• 

§ . 49. Конструктивни задаци из круга. 

1) Описати круг кроз три тачке које се не налазе на једној 

правој линији. Да бисмо описали круг који пролази кроз тачке: 

А, В и С (сл. 151), треба најпре да спојимо те тачке, а заТЈ!М да конструи- . 
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шема симетрале дужи АВ и ВС, које ће 

бити тетиве круга. Пресек симетрала О 

биће центар, а отстојање од тога пресека 
• • 

до ма КОЈе дате тачке Је полупречник тра-

женог круга. . 
2) Наћи средиште даног круга или 

лука. ТРеба узети на периферији круга . , 

(или лука) три тачке, које ваља спојити и 

конструисати симетрале добивених .,етива . . 
Сл. 151 Пресек ових симетрала биће тр'ажени цeH~ 

тар (сл. 151). 
3) Кроз дату тачку у кругу повуfiи тетиву која ће том тачком 

(јити преполовљена. - Да бисмо кроз дату тачку С (сл. 152) повукли ' 

тражену тетиву АВ, треба најпре повући пречник ЕР кроз, С, а затим, 

, 

, , 

, 
:с 

, , 

I 
I 

I 

'r1--- __ _ 
/0 

Сл. 152 

t 

• 

\ 

с 
л 

• 

.Ј) \ , 

\.0 • ~ \ 
\ • , , 

• 

Сл. 153 

, 

lПодићи у С праву AB.L ЕР. Да је тетива АВ преполовљена тачком С, 

увиђамо из подударности троуглова АОС и ВОС. 
" 

4) На 'дани круг повуfiи дирку паралелну даној правој. - Да 
'бисмо кругу О (сл. 153) повукли тангенте паралелне с датом правом АВ, 
-греба најпре пову!;и кроз средиште управну ОР на дану праву, па кроз 

:пресеке ове управне и периферије круга (М и N) пову!;и CD И ЕР пара­
. .лелно с правом АВ. 

5) Описати круг који додирује две дане праве, и то једну од 

љих у дан о ј тачци. Да бисмо конструисали круг који !;е додиривати 
праве АВ и CD С 
{сл. 154), и то прву 
у тачци Е, треба 

најпре да кон- ../) . 
·струишемо симе-, 

тралу S М угла 

CSA, а затим по­
ди!;и у Е праву 

ЕО .L АВ. Пресек 
О ове управне са 

симетралом угла 

биће центар тра-

, . \ О ., - - - - ~- - --
\ 
\ . , 
\ 
\ 

\ 

t 

Сл.' 154 

-- -. ~--- Ј ------;.,. ----------

• 
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• 

:женог круга, а његов полупречник . ОЕ. Ако су дате праве паралелне, 

·онда у тачци Е подижемо нормалу наАВдо пресека с правом CD, па 

:ће центар круга бити средина подигнуте нормале. ' 

6) Даним полупречником гописати круг који додирује две .не-

. паралелне праве 

. АВ и CD (сл. 155). С 

Треба, као у 

претходном задат-

.ку, конструисати 
• ./,1 о 

наЈпре симетралу --------:...,..... 
. :угла ASC, а затим 

:у произвољно узе­

'тој тачци Р на АВ 

(или CD) подићи 

нормалу PN на АВ 
;и на ту нормалу 

<пренети дани по-

. лупречник (г = 

11 .- • ---

• 

---
------
• • -.-• • 

Сл. 155 

= PN). Кроз тач,>у N повлачимо паралелну са АВ. Пресек О ове пара-

• 

Сл. 156 

лелне и симетрале угла 

биће центар траженог 

круга. 

7) Над даном дужи 
а описати такав кру­

жни лук који ће прола­

зити кроз темена сви­

ју периФериских углова 

величине а над том ду­

жи, која ће бити љи-
• 

хова заједничка тети-

ва. Конструкција ово­

га задатка оснива се на 

4 последици теореме 66. 
Треба код крајње тачке 

А дужи АВ = а (сл. 156) 
пренети с доње стране 

угао а, а затим подићи 

AD Ј.. АЕ. Најзад треба 
конструисати симетралу 

дужи АВ. Пресек ове си­
v,\етрале и нормале AD је центар О траженог лука, чији је полупречник 
.АО или ОВ . 

• 
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ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

ПРОПОРЦИОНАЛНОСТ ДУЖИ, ГОНИОМЕТРИСКЕ ФУНК­

ЦИЈЕ И ЊИХОВА ПРИМЕНА H~ РЕШАВАЊЕ ПРАВОУГ ЛОГ 

ТРОУГ ЛА, СЛИЧНОСТ СЛИКА И ЊИХОВА КОНСТРУКЦИЈА 

1. дуж и 
• 

§ 50. Размера двеју дужи. -- Под мером једне дужи 
. -

разумемо такву другу дуж КОЈа се потпуно саДРЖilва Ј- прво] 

два или више пута без остатка. Тако, дуж т (сл. 157) је мера 
дужи а, јер се т садржава у а 5 пута. 

• о 

Под заједничком мером двеју дужи разумемо такву једну 

. дуж која је мера и за прву и за другу дуж. Тако, дуж т 

а-
о • о 

.(ј 
• о о о • , о о , • 1 !Ј 

т m 
• , • • 

Сл. 157 Сл. 158 
• • 

(сл. t 58) је заједничка мера за дужи а и Ь, јер се потпунQo 

садржава у а 4 ау Ь З пута. 
Под мерним бројевима двеју дужи разумемо оне резул­

тате упоређивања који нам показују колико се _ пута зајед-
.. . . ~ 

ничка мера тих дужи садржава у ЈеДНОЈ а колико у дpyгo~ 

дужи. Тако, на сл. 158, мерни број дужи а је4 а дужи Ь је з. 
Под размером двеју дужи разумемо размеру /Чихових 

мерних бројева. Тако, размера дужи а и Ь на сл. 158 је 4 :'3:. 
Да бисмо нашли, дакле, размеру двеју дужи, треба Пре свеГо:. 

да на&емо 1Ьихову заједничку меру, затим да испитамо ко-
о _ 

лик о се пута нађена заједничка мера садржава и у једној и . 
у другој дужи, тј. да на&емо њихове мерне бројеве и, најзад,. 

размера на&ених мерних бројева је тражена размера датих дужи._ 
-

Напомена. - Све што је казано о мери, заједничкој мери Иi размери 

двеју дуж и у овоме параграфу, односи се и ма на које две дрУI'е количине 
• 

исте врсте на углове, лукове, површине и запремине само што Је КОД; ·0 

• 
тих количина заЈедничка мера: угао, односно лук, површина, запремина-



• 

• 7З~ 

§ 51.- Изналажење заједничне мере двеју дужи. о ' При о 
• • 

изналажењу за]едничке мере две]у дужи, преносимо мању дуж . 
о О 

нг. већУ онолико пута колико је могуће. Том приликом лаи- · 
о • 

лазимо на један од следе'hа три' случаја: 1) Дешава се да се · 

мања дуж потпуно садржава у већој дужи два или више о 

пута и не преостаје никакав остатак. У овом случају мања је о 
• 

дуж тражена за]едничка мера, а вредност размере њихових 
/ . . , 

мерних бројева је цео број; узимајуhиразмеру веnе према о 

мањој дужи. 2) Ако се мања дуж не садржава потпуно у ве- о 
, -". о 

пој дужи, већ преостаје "акав остатак, онда се овај остатак 

преноси на мању дуж онолико пута колико је могуће. Ако се 

остатак садржава потпуно у мањој дужи, онда је он тражена 

заједничка мера. Ако не наступи тај случај, веn преостаје нов 
• о 

остатак, онда 
, '.: 

. , -, а 

се нови остатак ~------~------~,----------~~. , 
/' . d а;;'-

преноси на прет- 0-----6~---"---. -:-б;;----<!"'-~-О -<? v' о 5"-
ходни остатак и 

све се тако по­

ступа док се не 

добије остатак 
• 

-" .. 
_ d 

--

v 

С 
• 

• . , ' " ' .' ' . . " . . 

. " • 
d о о О О : . . 

Сл. 159 
ко]и се потпуно . о 

садржава у претходном. о Тај остатак је тражена не само за­

једничка, веn и највећа 'заједничка мера за те дужи. Тако, . 

на сл. 159 преношењем дужи Ь на дуж а, видимо да се Ь са- · 

држава у а 2 пута и преостаје о остатак с. Овај се остатак . 

преноси на дуж Ь, у којој се садржава једанпут> и преостаје ' 

остатак d. Нови остатак d<Садржава се у с два пута и пре-
., о 

оста]е остатак т, КО]И се потпуно садржава у о претходном . 

остатку d два пута. Према томе, остатак т је тражена зајед­
ничка о мера за дужи а и Ь. У овом случају вредност размере 

њихових мерних бројева је или цео или разломљенброј, што 

зависи једино од тога да ли су бројеви потпуно дељивм или не .. 

З) Најзад, радеhи по горњем упутству за изналажење 

заједничке мере двеју дужи, наилазимо на случај да добијамо 
о • 

све мање и мање остатке, али никако на остатак ко]и се пот-

пуно садржава у претходном. На такав случај наилазимо на. 

пример када тражимо заједничку меру: а) за дијагоналу и 

страну једнога квадрата; Ь) за крак и основицу онога равно-, 

краког троугла чији је угао на врху ЗБО итд. У овоме случају­

дужи немају заједничке мере и зову се несамерљиве. Напро-· 

тив, дужи које имају заједничку меру, јесу самерљиве. Међу--
• 

• 



• 

· тим у строгом математичком смислу . имамо несамерљивих 

· .дужи, а . у пракси нисмо у могуhности да се уверимо о њи- . 
ховом постојању, јер радеhи по горњем упутству ' наилазимо 

ипак на такав један врло мали остатак који се садржава у 

претходном остатку два . или више пута. Може бити ' да се 

'том приликом добива нов врло мали остатак, али услед не-

· тачности инструмената с којима радимо, нисмо . у стању да 

· га запазимо. Стога у пракси за несамерљиве дужи одређује 

·-се " само" приближно заједничка мера. Вредност размере не­

· <:амерљивих дужи није ни цео ни · разломљен број, већ је и pa~ 

. ционалан број, али се она ипак претставља децималним бро­

· јем са неколико децимала, колико .ми хоћемо. Што је веhи 
-• 

број децимала, тим је вредност размере . несамерљивих дужи 
• 

• 

§ 52. Изналажење мерних бројева двеју дужи. . Најпре 
налазимо колико се пута нађена заједничка мера садржава у 

~ претходном остатку, ' а затим поступно у сваком већем рани­

јем остатку, док не добијемо резултате KOjl1- нам показују 
• •• 

'колико се пута заједничка мера садржава најпре у маЊОј, а 

. затим у већој дужи. 

Тако, код дужи а и Ь на сл. 159 имамо: 
.. d=2m; Ь c+d 5m+2m 7m; 
.. с = 2d + т 4m + т 5m; а 2Ь + с 14m + 5m 19m. 

Према овоме, мерни број дужи а је 19 а дужи Ь 7. 
Размера дужи а и Ь биhе 19: 7. 

• 

Код несамерљивих дужи мерне бројеве налазимо по 

: ис~ом поступку, пошто им претх<одно нађемо приближну за-
• 

.Једничку меру . 
• 

Напомена. Ако су величине дужи (стране код слика) дате у ме-
· трима, десиметрима, сантиметрима, милиметрима, онда је т, dm, ст, тт 

. ... .' 
њихова заЈедничка мера, а апсолутне вредности величина Јесу мерни бра-

јеви тих дужи. Тако, размера двеју дужи, чије су величине 13 ст и 5 ст, 
јесте 13: 5. 

§ 53. Пропорционалне дужи. а) За четири дужи каже 
, 

· <;:_~_-A.q . Н.. прq!Ј.QРЦI1~l;Iалне!" ако је ра,щера мерних бројева 

прв~х, ЈЬ~~јУ , . ..D.l~И je!!:~~~~ __ ~ "p~,~,!"Iep?!" ,_~:,I?_~~:'_?'p.?j~Ba дру:их 
AI:H~JY. ]ако, дуж и а, Ь, с и d (сл. 1 ба) јесу ПРОПОРЦИОНqлне, 
јер је размера дужи а и Ь 5 : З, а и размера дужиси d такође 
је 5 : З. Прве две дужи имају за зајеДНЮlКумеру дуж р, а 

,.друге две дужи q. Стога о.ве четири дужи дају пропорцију: 



. а;Ь c;d (1). 

Дуж а је прва, 

Ь друга, с тре­

: ћа, а d четврта 
пропорционала. 

Дужи а и d је­

·су спољашње, а 

.Ь и с . унутра­
.шње пропорци­

, онале. Пропор­

. 

• 75 

, 
а 

'" а о о 
• .... Ј 

Р 
о 

с 
~--~o~----~a--~~c~. ----~----__ 

d 
а о с о , 

v" 
Ј 

q 

Сл. lБО 

.ција (1) код које су сва четири члана различите веЛl1чине З0ве 
·се обична Пропорција. 

Ь) Ако је друга ' дуж Ь једнака с трећОМ с, О/iда ЩЈо-
• • 

.порција (1) има облик; а; Ь Ь ; d (2). Оваква се пропорција 

.зове непрекидна. Три дужи а, Ь и с дају једну непре!<идну 

лропорцију ако је p<lзмера мерних бројева np13e и друге дужи 
једнака с размером мерних бројева друге 11 треће ДУЖI1. Тако, 

..ако је р заједничка мера з.:iа и Ь (сл. 1 б 1), а q заједничка мера 

• • 
р 

с 

а . за Ь и с, и ако се р 
CI CI . :а с 

р р 

рб р 

• q • 

Сл. lбl 

р]Ј садржава у а 5 пута 
. а у Ь З пута, а q се 

-
• 

садржава у Ь 5 пута 
а у с ' З пута, он­

да је а; Ь 5 ; З и 

Ь ; с = 5; З, те је а ; Ь= 
= Ь. ", с. Дуж Ь З0ве 

-се средља геометриска проПорцuонала измеђУ дужи а и с; 

-дуж а З0ве се прва а дуж с трећа непрекидна пропорционала. 

с) Три и више парова дужи дају једну продужну про­

љорцију, ако је размера мерних бројева дужи првог пара јед­

нака с размером мерних бројева дужи ма ког другог пара. 

Тако, ако су дати парови дужи; а и Ь, с и d, е и ј, т и п, 

, И ако замислимо да је размера мерних бројева сваког пара 

'7 ; 4, онда је; 

а ; Ь = с ; d е ; f = т ; п. 

Напомена. По себи је јасно да све особине које се односе на 

·пропорције у алгебри важе и за све врсте пропорција дужи. Тако, И3 обичilе 

.пропорције а:Ь = c:d имамо изведене: (а ± Ь) : а = (с ± d): с; (а ± Ь) .: Ь = 
= (с ± d): d; (а + Ь): (а Ь) = (с + d) : (с d). За непрекидну пропорцију 

Ь2 ' . Ь2 • 
. а : Ь = Ь : с имамо: а = , ' Ь = У ас и с = ---

с а 
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§ 54. Теорема из пропорционалности дужи. Теорема 

73. Две паралелне трансверзале секу два зрака на пропорци-
оналне отсечке. Нека су трансверзале АВ и CD (сл. 162, 

. паралелне. Да бисмо доказали 

g и' 

;т ----- .т' 

е Ј) 

----------
т 1l 

- .7( Је --------------
Q-,-------------Q $.Ј 

з: У 

Сл. 162 

• 
да су ма КОЈа два отсечка зрака 

SX пропорционална са одгова­

рајуtшм отсечцима зрака SY,. 
• • • 

поступамо овако: наЈпре прет-

постављамо да су отсечци SC 
. и СА зрака SX самерљиви и. 

• • 
да је т њихова заједничка мера. 

Нека се т у SC садржава За 
у СА 2 пута. Ако из деоних 

тачака Е, F и О ловучемо па­

ралелне са трансверзалама, онда 

се отсечак SD зрака SY дели 
на три а отсечак DB надва јед­
нака дела величине П, који је 

• • 

заједничка мера за та два отсечка (теорема 43). Тада је: 
а) SC : СА = З : 2 и SD: DB З : 2, те је SC : СА = SD : DB; 
Ь) SA : SC 5 : З и SB : SD 5 : З, " " SA : SC SB : SD; и' 
с) SA : СА 5: 2 и SB : DB 5 : 2, " " SA : СА SB : DB. 

Н(lпомена. Ако претпоставимо да отсечци SC и СА зрака SX 
нису самерљиви и ако се нека врЈЮ мала мера р, садржава у SC потпуно­
а пута, а у СА Ь пута и преостаје КА, које је мање од р, онда, ако меру 

р пренесемо на СА још једаред (Ь + I пут), њена друга тачка пада ван 
А, на пр. у Q. Затим, ако И3 тачака К и Q повучемо паралелне са транс­
верзалом АВ, онда су отсечци: SC и СК, SC и CQ, SD и DIO, SD и DQ" 

• • 
самерљиви, те Је по ОВОЈ теореми: 

SC а SD а SC а SD а. . SC SD 
СК = Ь' DK' - ь' CQ = Ь + I и DQ' = Ь + 1" Стога Је: СК = DK' и 

SC SD 
CQ==DQ=' (1 ). 

Па како се тачка А налази између тачака К и Q, а тачка В између 
. . . -

тачака К' и Q', то је размера: 
SC SC SC а SC SC SC а . 
СА<СК или СА<Ь ИСА>СQ или СА>Ь+I' Тако исто Је: 
S D SD SD а SD SD SD а 
DB<DIO или DB< Ь и DB> DQ' или. DB> Ь + 1 .' 

SC SD 
Овим увиђамо да се вредности ирационалних размера СА и DB 

ђ • а а . 
налазе изме у вредности размера Ь и Ь + l' те су те. размере Јед-

наке. Ако најзад претпоставимо да је мера р бескрајно мала, онда се тачке­

К и Q поклапају са тачком А, а тачке к' и Q' са тачком В. У том случају 

• 
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• 

SC SD 
• 

пропорције под (1) претварају се у пропорцију СА = DS ' и тиме се до-
• 

казује да је ова теорема тачна, па били отсечци зракова SX и SY самерљиви 
• 

или несамерљиви. о 

Последица. - Свака права која је у неком троуглуповучена пара-
• о 

лелно с Једном троугловом страном, .дели друге две троуглове стране на 
, о 

пропорционалне отсечке. 

Теорема 74. Када две паралелне трансверзале сену два 
• 

эрана, онда су И отсечци трансверзала пропорционални са отсеч-

:цима ма нога зрана. Нека су . трансверзале АВ иСD (сл. 

. 163) паралелне, те је по претходној тео-

ОЈ реми SA: SCSB :SD (1). Ако из D по-
• 

. . 

с 

о вучемо DE 11 SX, и тачку В сматрамо као 
·почетну тачку зраКО.В(i BS . и ВА, а DE и 
SA као две паралелне трансверзале, онда 
је по истој теореми о SB : SD АВ : АБ, 

. или заменом АЕ са CD: 
SB : SD АВ : CD (2). 

Из пропорција (1) и (2) увиђамо да је и: 
• 

АВ : CD SA: SC, 
Сл. 163 чиме је ова теорема доказана. 

Као последица ових двеју теорема 

(73 и 74) јесте следеhа теорема, која обухвата обадве: 

Теорема 75. . Кад се сноп зрановапресече паралелним 

"рансверзалама, онда су: 1) 
ма ноја два отсечна једнога 

зрана пропорционална са од­

говарајуl1им отсечцима ма 

ног другог о зрана; Ђ отсечци 

трансверзала пропорционал-
• 

ни су са отсечцима ма ног 
о • 

зрана; и Э) о отсечци једне 

трансверзале пропорционал­

ни су са одговарајуl1им отсеч­

цима ма ноје друге транс­

верзале. Заиста је, пре-
• 

ма теореми 73 из сл. 164: 

с 

Ј 

• 

, 

""---
. (-.11 

!I 
Сл. 164 

. 

1) SA : SB : SC SA' : SB' :SC' = SA":SB":SC" 
а према теореми 74: 

2) SA : SB : SC АА' 
SA' : SB' :SC' АА' 
SA' : SB' : SC' .- А' А" 
SA" : SB" : SC" А' А" 

: ВВ' 
: ВВ' 
: В'В" 
: В'В" 

: СС', или 
: СС', или · 
: С'С", или 
.. С'С" итд. 

• 

о о 

• • • 

• 



• 

78 
• 

Из пропорција (1) и (2) увиђамо најзад да је: 

3) АА': ВВ': СС' . А/А": В'В" : С'С" итд. 
Теорема 76. Трансверзале кОје секу зракове на пропор-· 

ционалне отсечке морају бити паралелне. Нека је дато да ' су 
отсечци зракова SX и Sy пропорционални, 

• •• • 
ТЈ. да Је 

. . 

SA : SC -- SB : SD (1) . 
, 

• 
.;о" 

с ~ ;:о 
- - .[)' 

Да бисмо доказали да су трансверзале' . 
АВ и СО паралелне, . служимо . се . инди-

л 

Сл, 165 

• • • 
ректним доказом, КОЈИ се саСТОЈИ у OBOMe~ 

Најпре претпостављамо да CD ниј~ па­
ралелно са АВ, ' веn да је CD' 11 АВ. у 

том случају је, према 73 теореми: -
SA : S,C SB: SD' (2), Упоређивањем дате 
пропорције (1) са нађеном (2), нашли би­

смо да је SD .- SD', што је . нем6гуће:- пошто је SD део од SD'. 
Стога наша претпоставка да је SD' 11 АВ, као нетачна, отпада. 
Ако претпоставимо да је · SD" 11 АВ, онда би било, опет по . 

73 теореми: SA: SC ' SB: SD" (3). Упоређивањем пропор-
. . 

ција (1) и (3) нашли бисмо да је SD SD", што је опет не-
, 

могуnе, пошто је SD" део од SD. Стога и правац SD" није 
паралелан са АВ. Па како ни правац SD', ни правац СР"не 
Mo.ry бити паралелни са АВ, то једино остаје да је само CD 11 АВ. 

Последица. Када нека ' трансверзала с~че две . ТРО-
• • • 

углове стране на пропорционалне ' отсечке, онда Је она па-
о • • • 

ралелна с . трећОМ страном тога троугла. . ' . . 
Теорема 77. . Симетрала унутрашњег угла једнога троугла 

, ' ' . ' , . ' , " 

дели супротну страну на таква два отсечка да су ПРОlJорционаЈ}.НК . " , . . 
са странама које граде дотичниугао. . Нека у "I:роуглуј1ВС . 
(сл. ) бб) симе":' . . 

трала . угла I ··t <t--" 
дели супротну , \:;,,~ . " 
страну с на от- . ....., с ... ' . - -
сечке т и П, 

Ако . страну а, 

продужимо пре­

ко темена Сза 

Ь, и добивену 

тачку Е спојимо 

. са А, добијамо 

, равнокрак тро­

\ , , , , 

• 

. 

6 , , 
\8 

\ , 
• 

.л. 

· · 
\ . 

Т\Тт 
- ,:l 
:llIJ\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

"'.:IJ' ..т 

т с 

. Сл. 16б 

а 

Ј',1Ј , .... 
71 

. 

угао АСЕ, те су углови О И ,. једнаки: Угао I као ' спољашњи 
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• 

за троугао АСЕ, Једнак 
• • 

j~ збнрууг!,IOВq.. € и 6, ИЛИ је двапута 

у 6 У 2 И <r. 2' Па . веhи од ма . кога од њих. Стога је <r. € . . 

, . 

како су углови € И ~ (11) сагласни, а углови 6 и 1 (1) наиз- -

менични, то је СО 11 ЕА (теорема 8). Тада је по 73 Т Е:ореми: . 

АО : ОВ ЕС : СВ, или АО: ОВ -- АС : СВ, или т: п Ь : а. 
Теорема 78. Gиметрала спољашњег угла једнога троугла 

дели супротну страну на таква два отсечка, да су пропорционални . 

са странама које граде дотични угао. Нека у 6, АВС (сл. 167) , 
симетрала спо-

љашњег угла v 
дели супротну 

страну с на от­

сечке АО - - Р и 

ВО q. Ако из 
теме на . С пре­

несемо . на СВ 

страну Ь и до- ' 
бивену тачку Е 

спојимо са А, 

, 
• -

-

~/ '----

. 

Сл. 167 

с 

добијамо равнокрак троугао АСЕ, у коме су 
. 

6 углови и & :. 

V V 
и 6 -

2 2' 
једнаки. Како ,је 8 + S V (теорема 20), то је · е = 

'. . -

3 v . V 
Па како су углови и 2 (П) наизменични, а уг лов и е И 2 (1) ' 

сагласни, то је СО" АЕ (теорема8). Тада је по 71 теореми: 

АО : ВО СЕ : СВ, или AD: ВО АС : СВ, или р : q Ь : а .. 
• 

• , 

• § 55. - Хармониска подела једне дужи и хармониски зраци 

За једну дуж каже се да је двема тачкама подељена по хар-
• • 

МОНИСКОЈ ПрОПОрЦИЈИ ако су отсечци те .дужи створе'ни првом 
. . 

тачком пропорционални . са отсечцима . исте 
р 

Е-~~~~'~~~~;~~~~;;Л~~~~~~~~ _' 'ао о о . .... \ 

..., .. ~----------"",--------- ....:... 

Л - т с' · п Јј ~ - ./Ј 
f.J 

Сл. 168 . • , 

. 

дужи створени 

другом . тачком. 

Тако, дуж АВ 

(сл. 168) биhе 

тачкама С и О 

подељена по хар-
• •• • 

МОНИСКОЈ ПрОПОрЦИЈИ ако Је задовољена ПрОПОрЦИЈа: 

АС:ВС =АО:ВО, или m:п p:q (1). Тачке С и О зову се 
хармониске спрегнуте тачке, јер је положај једне од тих тачака. 

. ," , . . 

, 

• 
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потпуно одређен положај ем . друге тачке. Тако исто, тачке 

А и В јесу две спрегнуте хармониске тачке, јер и оне деле 

,дуж CD 110 хармониској пропорцији. Заиста, из пропорције: 

, 

с 

• 

• 

-- - ------------­, , , 

, 

Сл. 169 

" 

АС:ВС AD:BD 
или 

AC:AD BC:BD ' 
, 

имамо: , 

CA:DA = CB:BD 
•• •• 

КОја је опет јед-

на хармониска ' 
, ' 

пропорцијаТач-

ке: А, С, В и D 
зову се хармо­

ниске тачке . 
• 

Ако ма из које тачке у равни (5) повучемо зраке кроз 
хармониске тачке, онда зраци: SX, SY, SZ и SU (сл. 169) дају 

. хармонисliи сноп, и то 5У и 5U, а тако исто 5Х и 5Z, зову се 
. . 

, хармониски сирегнути зраци. Тачка 5 зове се хармониски центар. 
, Теорема 79. Симетрале унутрашњег и спољашњег угла 

код темена троугла деле супротну страну по хармониској проп'ор-
' цији, а са стра- ' . " 

.0( 

', нама тога угла / .. _ с ~/" 1.1" \ 
, граде харм они- л. '< 2 : 

Н 
• , о ,. ски сноп. ека " 'U "~о о / _ ')с, 

. CD Т", 2 оо', 
Је симетрала ~/T' ........ "~о, 

о '2 ' , унутрашњег у- ;i '-, 

, 

, гла "(, а СЕ СИ-,' "~'о 
. метрала споља-./ "',,_ 

'-__ -е_. --.. -----------:.------, -----":.t 
шњег угла v код Л .f) ,1.3 

' темена С тро-
• 

. углаАВС (сл. 
Сл. 170 

170). Тада је по 77 теореми: 
, 

, 
• 

AD: BD АС: ВС, а по 78: 
АЕ:ВЕ АС:Вс. 

, Па к.ако су Aecjie стране ових двеју пропорција једнаке, 
• • 

"то су једнаке и њихове леве стране, Тј. 

AD : BD .~ АЕ : ВЕ. 
Како је ова пропорција хармониска, то је "сноп: СА, CD, СВ 

: и СЕ хармониски,чиме је ова теорема доказана. ' 

На основу ове теореме можемо ма коју дуж поделити 

>ло хармониској пропорцији на следеhи начин: треба над том 
• • , 

• 
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. . 
.;цужи (на пр. над АЕЗ, сл. 170) конструисати ма какав разно-
.стран троугао (АВС), а затим конструисати симетрале и 

унутрашњег и спољаШfbег угла код супротног темена (С). 

Пресечне тачке D и Е ових симетрала с датом дужи АВ 
јесу .две тражене спрегнуте хармониске тачке. . . 

Напомена. - Као што је раније напоменуто, положај једне спрег- ' 

. нуте хармониске тачке зависи од положаја друге спрегнуте тачке. Тако, 

. . ако је спрегнута тачка D (сл. 170) на средини дужи АВ, овда се друга спрег­
.• нута тачка Е налази у бесконачности, јер , је тада /'; АВС равнокрак или 
l:PaBHoCTpaH, па је симетрала СЕ" АВ. Ако се спрегнута тачка D поступно 
приближује тачци В, онда се приближује истој тачци и друга спрегнута 

'тачка Е, и у тренутку, када D пада. на В, и Е лада на В. Напротив, ако 
. <Се тачка D приближује тачци А и налази се на левој половини дужи АВ, . 

,онда' се тачка Е налази на 'продужењу ове дужи, али с леве стране тачке 
.А. Приближује се овој тачци кад се и D њој приближује, а пада на 'А 

када· и D пада на ту тачку. Према овоме, увиђамо да хармониске тачке 
.Е: и . D не заузимају сталан положај на једној дужи, ве}! се положај једне 

• • 
• • • . . 

·од њих мења· када друга промени СВОЈ положаЈ. . 
~ 

_ « .... ' 

.11. Тригонометри(fке ФУНКЦИје и њихова 
на решавање правоуглог 

• ', . троугла 
, . 

§ 56. ТРИГЩ-IDметриске функције. ,. Размера страна пра-
rвoyг лог троугла АВС (сл. 171) јесу .функције ма ког оштрог 

" щ: 

\ 

Ј 
• , 

а 

• 

• 

· • 
• 

.2 
" .. угла тога ,троугла, и обрнуто, 

.... . , , , , , , , 
I га" 
9. ."", 

, ," , , . 1, _, 
· 1 , -., , "­, , , '., , ., 

• 

" "., " ., " ~\,. , ,~ , , 
.Q 

" , , , , , , • 

r"::----...:.б;-' - - .=::::....: • .!! 
-

·Сл. ;17.1 

можемо углове см.атрати као 

функције тих размера. Тако, 
а . 

разрмеру Ь сматрамокао функ- , 
• 

цију угла СЈ., јер се вредност 
, . 

те размере мења кад се угао ' 

СЈ. мења. Вредност <;ЈВе размере 

се увепава када угао СЈ. расте, 
• • • • 

а смаЊУЈе се када угао СЈ. опа-

. да. Та размера, која је размера 
. ' '. 

између супротне и налегле Ka~ 
• • 

. а' а" 
тете угла. СЈ., постаЈе ь' Ь' ' ... 

. 1" О 1 када СЈ. постаЈе СЈ., СЈ.,... на 

Iима све веnу 
I . ' . . а а' а" 

вредН0СТ растењем угла СЈ., Јер Је Ь < Ь <ь . 

Размеру Ь такође 
а 

Планиметрија 

можемо сматрати ' као 'функцију угла СЈ., 
• 
Јер 

. ' 

6 

• 
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• 

се вредност и те размере мења када се, угао (l мења, и то: 
• 

она се смањује када, угао расте, а увећава се када угао> 

ности када се угао (l мења, те су и те размере функције­

угла а. 

NД страна правоуглога троугла можемо да створимо· 

шест размера, и то': три праве и три обрнуте. Пошто је свака 
од тих размера функција ма кога оштрог угла правоуглога. 

• 

троугла, то имамо свега шест функција, које се, за разлику 

од осталих функција, зову г"()ниометриске или тригонометриске­

функције. Вредност сваке од тих размера има свој нарочити 
• 

назив, СВОЈе име, и то: 
. . . . 

1) Вредност размере и,змеђу супротне 
, . 

катете Једног' 
, 

угла и хипотенузе зове се cUHyc.(sinus) тога угла, а означава. 
се (сл: 171): 

а 
sin а=-­

с ' 
а 

• 
SIn 

ь 
~ -- . 

с 

2) Вредност размере између налег ле Ka1i'eTe једног 
• 

угла и хипотенузе зове се «ос,!нус (cosinus) тога угља,. а озна-
чава се: 

cos а =_Ь_, 
, , с ., ;, : г-.; .... . 

а cos ~ 
q 

• 
с 

З) Вредност размере између супротне и наљег.ле катете­

(tangells) тога угла, а означава се: . • 
Једног угла зове се 

Ь 
tg ~ == ~. 

а • 

, 

а tg а -- -, а 
т,:',::::":. .:- Ь 

, • 10,;, 

4) Вредност размере изм~ђу налсг ле 11 супротне' катете, 
једног угла зове се Ko!iianreHC (coti1l1gens) тога 'угла, а озна-

чава се: 

ь cotg а , 
-""'-'~'''' ' ._ .,. -.- "~ а 

""-~ ... - ... ", '7' . . ., -- .. ~.""' ..... -""",. " .. ,,--
а cotg ~ = 

а 

Ь' 

5) Вредност размере између хипотенузе и налегле ка-

тете једнога угла зове ~)e секанс (secans) тог.а угла, а озна-" 

чава се: 

• 

•• 
с 

, ,_ sec а = Ь . 
, . . , -

а sec ~, 
с' • 

а 

r 
:;< -, б) Вре.дНОсТ раз-мере' измеђ,у хипо-

, 

:' " ,тенузе и СУПрОТ!re катете ј.едног угла 

V зове се косеканс (cos:ec:-ans) тога угла, at 
• 

• 

означава се: 

, ' , , cosec а ~' ' 

• , .. ..;у.. .Ј 
, \-

с-

о " GJi 
а 
.. -. ". 

, 
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Тако код троугла АВС (сл. 172), код кога су катете а 4. 
Ь 3, а хипотенуза с ..,..... 5, вредности тригонометриских функ-
ција његових углова а. и ~ јесу: , 

sin а. = 
4 - З _ ' 3 
5 ' cotg а. 4 ' sm ~ 5 ' 

З 5 4 
cos а. _. 5' sec а. З ' cos ~ 

tg а. = 
4 
З ' 

, 
5 

cosec а. = ~-, 
4 

tg ~= 
3 
4' 

Напомена. - Из горе изложеног увиljамо: 

4 
cotg ~ = ";О'з ' 

4 
sec ~= 

5 и 

, 5 
cosec ~ =- з' 

1) да су функције: 
• 

синус И косеканс, косинус и секанс, тангенс и котангенс Једнога угла 

обрнуте функције, тј. косеканс је једнак реципрочној вредности синуса,­

секанс реципрочној вредности косинуса, а котангенс реципрочној Bpeд~ 

ности тангенса; и 2) ако су два угла комплементна (о: И ~ на - сл. 172), 
онда је синуе једнога , угла једнак коеинусу другога угла, и обрнуто; 
тангенс једнога једнак је котангенсу другога, и обрнуто, и секанс једнога 

једнак је косекансу другога, и обрнуто. Функције Cel\aHC и косеканс, које 

имају мању примену у Геометрији, не узимамо у обзир у даљем изла- , 
гању градива. ~ 

-

§ 57. Вредности ФУНКЦИја углова од 600, 300 и 450. 
, 

Ради израчунавања функција углова од 

600 и зоо, треба да кЬнструишемо најпре С 
равностран троугао, а за гим да спустим о ' 
једну његову висину. Тада у добивени.'vl. 

правоуг лим троуг лоџима оштри су уг лови . 
одБОО и ЗОО. Из t:" ADC (сл. 17З) имамо: 

aV:f . ')(, , 
2 _ аVЗ Vз 'ј 

- 2а = -2 ; cos 600 _. .;1) sin 600 = 
а 

л 

а аVЗ 
2 _2а'13_ 

tg 600= , а - {а"-
2 а 1 - - • - -- -- 2а 2 ' а 

2 -
-

а 

=vз; 60
0 ' 2 2а _ 1 _VЗ 

И cotg = ,/"i' = ,/"i' - -- - 3 . 
а r 3 2ar 3 vз 

2 

а ау"Т 

-
• 

а 

q д . 
~ . 

Сл. 173 

Ь) sirz ЗОО = 2 = а = 1 . cos ЗОО = ,-__ 2_' = аVЗ = Vз . 
а 2а 2 ' , а 2а - 2 ' 

а 

2 2а ] _. ·VЗ ' 
tg300 = t зао , а vз = 2а vз =vз - 3 ; иса g = 

-• 2 , 

аVЗ 
2 ,= 2aV:f =V:f 
а ' 2а '. . 

2 

6* , 
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с) Ради 

С 

израчунавања функција угла од 450, треба да кон-
, 

струишемо правоугли раЕнюкрак троугао, 
, 

код кога су оштри углови по 450, Из 

6. Аве (сл. 174) имамо: 

. 450 - а - I - yz . 4'50 sm - ау2 - v2 -,- -2-' cos 

а 
а --.: 1 _ ,rZ о а 

= ау2 - Vz - r..2 ; о tg 450 = а '~ 1 ; о о и 
Сл : 174 

cotg 450 = а = 1 ' 
а . 

, 

Напомена. Посматрањем , вредности функција углова од ЗаО, 450 
о и 600 увиђамо да сину си о и тангенси постају све ' ве,ли, а' косинусu Ц, 

о , 

котангенсu постају све мањи, кад , аштри угао расте. ,У тригономе-

трији улознаће се , у.;ениди опширније са растењем и опадањем три-
, ' 

гонометриских функција , не с;амо ошт.рих већ и осталих углова, а 3;1-, 

сада треб;l , да имају увиду ' ову констатацију за вредност , функција 

оштрих углова. 
, 

§ 5В. Таблица природних о вредности тригонометриских о 

ФУНКЦИја оштрих углова. Истим путем, о као у претходном 
, ' , 

, . 
параграфу, израчунали , бисмо бројне вредности тригономе-

триских функција ма ког оштрог угла, ако, знамо бројне . 

вредности страна правоуглог троугла коме тај угао припада. ' 

у тригонометрији упознаhе се ученици са елементарном метод()м 

израчунавања бројних вредности функцијаош:грих углов'ј, и 
те су вредности' прикупљене у наРОLlИте ,таблице ' зване триго-

• 

нометрискетаблице. ' Како су вредности гониометриских функ-:-

ција понајвише ирационални бројеви, ' то о су ове вредности 
• • 

утолико таЧНИЈе израчунате, уколико ИМЩУ више децимала. о 

у таблицама вредности тригонометриских функција налазе се 

само за углове који имају степене и минуте. Ако угао има, 
• 

, поред степена и минута, ЈОШ и секунде. онда , за секунде , 
• • 

израчунавамо поправку, КОЈа се код синуса и тангенса .додаЈе, 

а код косину\:а и котангенса одузима од вредности функције 

угла који има само степене и минуте. Попр~вка је количник 

измеljу производа од разлике изм~ljу вредносТи функције два 

угла који се разликују за 1" и броја секунада датог угла, који 
се производ дели са ба. 

, , 

' Упутство о томе како ћемо наhи, у таблицама вредност 

неке функције када ' нам је ' познат угао, и обрнуто: како 
ћемо наћи угао ако нам је позната , вредност неке његове 

• 
ФУНКЦИје, састоји се у овоме: 

, 

• 

• 



85 
• 

А) Изналажење вредности ' фУНКЦИје када је угао познат 

I случај. Угао има само степене и минуте. Ако угао 
. . 

има само степене и минуте, онда се вредности његових 

функција налазе непосредно у таблицама, и то у колони до­

тичне функције наспрам минута датог угла. Ако је угао мањи 
. . 

од 450, ' онда се вредност једне функције тражи у колони у 

којој ј!' та функција . горе означена; а. кад је угао веhи од, 

450, ' онда се вредност једне функције тражи одоздо навише,. 

у колони код које ' је доле 03,начена дотична функција. Ово 

је стога што · су синуси оштрих углова мањих од 450 једнаки 
са косинусима њих()вих комплементних · углова, косинуси са 

синусима, тангенси са . котангенсима, а котангенси са танген­

сима. Према томе,. синусна колона, у којој се налазе вре,дности 
синуса свију оштрих углова мањих од 450, У исто је време 

. косинусна колона, и . бројеви у тој колон'и јесу вредности коси­

нуса одговарајуhих комплементних' углова веhих од 45q; коси-
• • 

нусна у исто Је време си!tусна; тангетна колонауглова мањих 
. . 

од 450 У исто је време котангентна њихових комплементних 
• • 

углова; и котангентна у исто Је време тангентна. 

Решени примери: 
. 

1) sin 350 14' .. 0,57691 . ._ 5) tg 170 25' 0.31370 
• 

2) • 63038' ·0,8~5.97 б) tg 68015' 2,50652 SLП 

3) cos 40020' . 0,76229 7) cotglOO 50' 5,22567 
4) cos 750 17' 0,25404 8) cotg 800 5' . 0,17483 

11 случај. Угао има степене, минуте и секунде. Ако дати 

угаn има и секунде, онда, као у првом случају, налазимо Haj~ 

пре у таблицама вредност , функције 'само за степене и минуте, 

а за секунде израчунавамо поi1равку. Та се поправка, као што 
• • • • • 

Је раНИЈе казано, код вредности синуса и тангенса додаЈе, а 

код вредности ко"синуса и котангенса одузима, јер су синус 

и тангенс веhи што је угао веhи; а напротив, косииус и ко­

тангенс су мањи кад је угао веhи. 

. D·S 
Извоf;ење обра~ца за поправну Р ='--;6:;;0~ . Ако се углови 

• .. 
разликују за 1', онда се вредности неке њихове функције 

разликују за D. (јединица петог десетног места); а кад се 

S 
углови разликују за S секунада, или 60 минута, онда ће се 

• 

• 

• 

• 
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.вредност те функције 

' толико пута вепа од 

разликовати за Р. Тада је поправка Р 

диференције D, колико ' су пута вепи 

- S , . 
БО минута од 1 , ТЈ. Р: D 

S . D·S 
60 : 1. Одавде је. Р 60' 

. Решени прњt1ери: 

1) Наfш sin 380 50' 20". 

sin 380.50'0,62706 
sin 380 51' --- 0,62728 

.Р = 
0,00022·20 = 

60 0,00007; 
, 

--
D = 0,00022 

i 

. sin38OS0'20" 0,62706 + 0,00007 0,627'13 . 

Скраћен 
• 

поступак: 
. 

22·20 
sin 380 50' 0,62706, D ·22. Р 

60 . 

+7 . . 
• 

sin 38050'20" 0,62713. , . 

2) На/ш sin 560 15' 35h
• 

• 16·35 ' - • 560 ,15'-0,83147, D 16, Р sm 
60 +9 

sin 560 15' 35"= 0,83156. 

З) Наhи cos 150 15' 30". 
8·30 

cos 150 15' 0,96479,_ D 8, Р - 60 4 
cos 150 15' 30'1 0,96475. • 

. .' . 

4) Наhи cos 720 24' 40". 
2·40 -

cos '720 24' 0,30237, D 2, Р 
60 . 1 

-

• • 

72024' 40" 0,30235. 
. . 

cos 

5) Наtш tg 40038' [О". 
51 ·10 

tg 40038' 0,85811, D -51, Р 
60 • 

+9 
tg 400 38' ·10" 0,85820. 

б) Наhи tg 61 051' 25". 
131 ·25 

tg 61051' 1,86891, D 131, Р 
60 +55 . -

tg 61 051' 25" 1,86946. 

7) НаhИ cotg 360 18' 22". 
83·22 • 

cotg 360 18' 1,36134, D 83, Р 
60 30 

cotg 360 18' 22" 1,36104. 
• 

• 

7 

9 . 

4 
• 

1 

9 

55 

• 

30 



• 

8) Наhи cotg 81 038' 50". . 
30·50 cotg 8I 0 38Z --0,14707, D=30, р= 

.. 25 БО 

cotg 81 о 38' 50" =-' 0,14682 . 
• 
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25 

, 
. В) Изналажење угла нада Је позната вредност нене његове 

iфуннцИје. Да бисмо нашли угао .када је позната вредност 

неке његове функције, треба најпре да сравни мо дату вред­

;fЮСТ са вредношhу исте фунције угла од 450. Ово је потребно 
ради сазнања да ли је тражени угао веhи или мањи од 450. 
Треба, дакле, Aary вредност да сравнимо са 0,70711, који је 

број вредност функције синуса и косинуса угла од 450, " или са 
. .. 

.\, колика је вредност тангенса и кЬтангенса истог угла. 

I случај. Ако се зна вредност синуса неког угла, онда, 

,да бисмо нашли угао, треба да улоредимо дату вредност са 

бројем О, 70711. Ако је дата вредност мања од овога броја, 

значи да је тражени угао мањи од 450, јер мањем броју од­
говара мањи синус, а мањем синусу мањи угао. Напротив, 

ако је дана вредност већа · од 0,70711, значи да је тражени 
угао .. веhи од 450, јер веlюј ВреДНОСти одговара ве!ш синус, . .. 

а већем синусу веlщ угао. Тако,ако је sinx 0,52104, онда 
је sin х < sin 450, јер је 0,52104 < 0,70711,љ3. је стога х < 450 • 

. 

Према томе, непознати у.гао х треба да тражимо одозго на-. .. .. 

ниже, а његову вредност налазимо у колони где горе пише 

"sinus". Ако се дана вредност налази у тој колони, онда угао 
.х има само степене и минуте. Ако се дана вредност не на-

о. 

лази у колони, значи да угао х, поред степена и минута, има 
.. .. 

још и секунде. У овом случају налазимо у син.Усној колони 
• 

Щlјближу мању вредност датој вредности, узимамо њој одго-

варајУЋе степене и минуте, а секунде израчуна вамо када раз-
.. о. .. 

ЛИКУ између дате и приближно мање вредности (поправку р) 

помножимо најпре са БО, а затим добивени производ делимо 

табличном диференцијом, тј. разликом између приближно веће 

и приближно мање вредности дате вредности. 

Пример 1. На/ш угао х кад је sin х 0,62713. Овде 
је 0,62713 < 0,70711, те је х < 450. Стога непознати угао тра­
жимо у синусној колони одозго. Овде је приближно мања 

вредност 0,62706, а њој одговара угао од 38050'. Секунде .. 
овога угла налазимо када Р 7 помножимо са 60 и добивени 
производ поделимо са D 22, чиме добијамо 20". Тражени 
је угао х 380 50' 20" . 

• 

• 
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/Јример 2. Hti1f'lt угао х кад је sin х 0,83 1-56. OBдe~ 
је 0,83156 > 0,70711" те је х > 450. Стога непознати угао· 

тражимо у синусној колони одоздо. Овде је приближно мања_ 
вредност 0,83147, а њој одговара угао 0)1. 56015'. Секунде:' 
овога угла налазимо када Р 9 помножимо са 60 и добивени, , 
производ поделимо са D 16, ч~ме добијамо 34". Непознатњ 
је угао х 560 15' 34". 

Пример 3.- Наћи угао х кад је sin х = 
з 

4 
= 0,75000. 

Овде је 0,75000> 0,70711, те је х> 450. Приближна је мања, 
вредност 0,74992, а љој одговара угао од 480 35'. Његове се-· 

Р·60 8·60 
= 25". 

D 19 
п 

кунде о S 

Непознати угао је х о 48035' 25". о 

11 случај. Ако је дата вредност тангенса неког угла,. 

онда, да бисмо нашли угао, поступамо исто као у о претходном 
. 

случају с том разликом што дану вредност упоређујемо са 1,. 
. -. . 

који је број tg 450 и што га тражимо у тангентној колони. 

Пример 1. Наhи угао х кад је tg х 0,85820. Овде· 
• о 

је 0,85820 < 1, те х < 450. Приближно мања вредност је· 

0,85811, а њој одговара угао о од 400 38'. Његове секунде· 

Р·60 9·60 
S = D 51 10". Стога је х 400 38' 1 о". 

• 

• 

Пример 2. Наhи угао х кад је tg х 1,86945. Овде· 

је 1,86945 > 1, те је х >450. Приближно мања вредност је о 

1,86891, а њој одговара угао од 6I о 51 '. Његове секунде· 

Р·60 54·60 s= D 131 =25".СтогајеХ=бl 0 51'25". 

111 случај. Ако је дата вредност косинуса неког угла,. 
о 

онда, да бисмu нашли непознати угао, упоређујемо дату вред-

ност са 0,70711, који је број cos 450. о Ако нађемо.да је дана 

вредност веnа од овога броја, значи да је тражени угао мањи 

од 450, јер веnој вредности OДГOBap~ веnи косинус, а веnем. о 

косинусу мањи угао. Ако нађемо да је дана вредност мања 

од 0,70711, значи да је траженц угао веhи од 450, јер ма-
• 

ЊОЈ вредности одговара мањи косинус, а мањем косинусу' 

веnи угао. Ако о се дана вредност не налази у косинуснојко-· 

лони, значи да тражени угао, поред степена и минута, има. о 

још и секунде. У овоме случају, у колони за косинус, нала­

зимо најпре најближу веЋУ вредност, узимамо њој одговара­

јуnе степене и минуте, а секунде израчунавамо када разлику' 
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. . 

између приближно веhеи дане ' вредности (поправку Р) по-

множимо најпре са БО, а затим добивени производ делимо 
.. 

табличном диференцијом. 

Пример 1. Наhи угао х кад је cos х 0,9б475. Овде 

је 0,96475> 0,70711, те је х < 450. Приближно већа вред­

ност је 0,96479,' а њој OДГOBap~ угао од 150 15'. Његове се-

Р·БО 4 ·БО 
кунде S =- D ~ . . 8 30". . 

• 

. Стога је х 150 15' 30". . 
Пример 2. На/ш угао х кад је cos х 0,30236. Овде · 

. . 

је 9,30236 < 0,70711, те је х > 450. Приближно већа вред-

ност је 0,30237, а њој одговара угао од 720 24'. Његове 

. S Р· 60 1 ·60 30" С . 720 24" 30". 
секунде -- D- . 2 .- . ' тога Је х = 

. 

IV случај. Ако је дата вредност котангенса неког--

угла, онда, да бисмо нашли угао, поступамо као у трећем 

случају, само с том разликом што дану вредност упоређу- ' 

јемо са 1, колики је cotg 450, и што га тражимо у KOTaHreHTHoI, 
• 

колони. 

Пример 1. . . Наhи угао х кад је cotg х . . 1,36103. Овде·· 

је 1,36103 > 1, те је угао х < 450. Приближно вела вредност 

је 1,36134, а њој · одговара угао од 3БО 18'. Његове секунде · 
• 

Р·60 31·60 ' 
--=- 22". Стога је х 360 18'22". 

D 83 
S 

Пример 2. Наhи угао х кад је cotg х . 0,14б840-

Овде ј е 0,14684 < 1, те је угао х> 450 .. Приближно већа 

вредност је 0,14707, а њој · одговара угао од 81 038'. Његове­

Р·60 23·БО 
секунде S = D 30 = 46". Стога је х 81 о 38' 46". 

Примери за вежбу 

Нали вредност функција: 

1) sin 5025' 37" 3) cos 170 18' 20" 5) tg 280 18' 36'" 
• 

2) sin 51 О 8' 40" 4) cos 820 15'38" б) tg б60 8' 1 О"· 

7)cotg 310 б' 28" 8} cotg 690 10'15" 

Наhи углове кад је: 

1) sin х 0,52134 5) cos х = 0,78345 

2) sin х = 0,87356 
3 ' 

6) cos Х· --
5 

3) sin х = Vi 7) tg х 0,81482 
4) cos х = 0,49315 . . 8) tg х · = 1,85213 

9) tg х = 1 8 
9 

1 О) cotg х 0,51238 
] ]) cotg х = 2,81345 њ. 

• 
12) Cdtg х = 1,3 

• 

, 



• §. 59. Решавање код правоуглог троугла. Решити пра~ 

?воугли троугао значи наhи остале његове елементе ако су 

-:позната два његова елемента међу којима мора бити ' бар 
• 

једна страна. Тригонометријско. израчунавање непознатих еле~ 

мената оснива се на следеhим , веома важним теоремама. . 
. . , . 

Теорема 80. - Свака је катета једнака производу хипоте~ 

{иузе и синуса 

С 

супротног ' угла, или производу хипотенузе И · ко­

т 

а. 

I 

с 

Сл. 175 

синуса налеглог угла. Заиста је из 
• 

6. АВС (сл. 175): 
Ь 

sin ~ = --, 
а 

. Ь 
cos '1 -, 

а · 

• с 
sm '1 = -а ' 

с 

а Ь = a·sin ~ ; 

а Ь а· cos '1 ; 

а с = а· sin '1 и 
} (1) 

• 

cos . ~ = - , а с а· cos ~. 
а. ) 

• 

Георема ' 8Ј. Свака је катетаједнака производу од друге 
. 

·иаrете и тангенса супротног угла, или производу од друге катете 

'11 котангенса налеглог угла. Заиста је из Ь · АВС (сл. 175): 
Ь . с 

tg ~ '- , а Ь с· tg ~; tg '1 = --,- , 
с · Ь 

а c=-~Ь·tg'l;И 

(2) • 

• 

рачунавање JSдHCГ елемента ако . су друга 

. .два позната. Према овим једначинама, с 
• 

.из правоуглих троуглова ABD и ADC 
· (сл. 176) имамо: , 

. 

1) Р -- с· sin '1 с . cos ~ h . tg '1 ' ћ· cotg~; . 
2) q ь.. sin ~ bcos'l ћ· tg ~ ћ· cotg'l и " 

6 , . . , • 
• , 

З) h с sin ~ с· cos '1 р. tg ~ р. c'otg '1 . , 

b.siny .b·cos~ q.tg'l · q'Cotg~,Koje 

Ђам једначине пружају МОГУћНОСТ за из-
• 

рачуоовање споредних елемената: р, q и Сл. 176 

.ћ. Главних случајева решавања право~ 
• • 

.углог троугла има свега четири, кад су позната два главна 

· елемента, и то: 1) кад је позната хипотенуза и једна катета 

·(а и Ь, или а и с); 2) кад је позната хипотенуза и један оштар угао 
• 

(а и ~, или а и )"); З) кад је позната катета ' и један оштар 
. . 

угао (Ь и ~ или )", с и ~ или '1); и 4) кад су познате обе катете 

• 

, 



, 
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Решени примери: • 

. 

1) Позната је хипотенуза а 
наћИ остале елементе (сл. 176). 

12 т и катета Ь = .. 8 т; 
• • 

1) sin ~ 
а 12 

Овде је угао ~ < 450. При-

ближно мања вредност је 0,66653, а њој _ одговара угао од 

41 048'. НЬегове секунде S 
• 

Р·60 14· 60 
D 

= -= - = 38" . . 
22 

Стога јЕ-
• 

..g: ~ '= 410 48' 38". , 
2) -t: "{' 900 . ~ 480 11' 22". 
3) с a·cos~ 12·.cos41048'38"--
= 12·0,74536 8,94432 .8,9'4 т. 
4)ћ b·cos~ 8·cos41048'38"=8·0,74536= 

5,96288 5,95 т . 
. . 5) q Ь· sln ~ = 8· sin 4 о 48' 38" = 7· 0,б6667 = 

= 5,33346 . 5,33 т. , 

6) р а Q' 12 5,33 6,67 т. 
. . 

2) Позната је · хипотенузаа = 125 ст и -t: "{ = 42015'35"; 
• 

наhиостале елементе (сл. 176). 
1) -t: ~ 900 "{ 47044' 25" 2) Ь а sin ~ 125. 

sin47°44'25" 125·0,74010 92,512=:92,51 ст. 3)С·-

а· sin "{ 125· sin 420 15' 35" 125·0,67249 84,061 84,06 ст . 
. 

Остале елементе израчунавамо као у првом случају. 

4) Позната је катета Ь 8 ст и катета с 6 ст; на/ш 
остале елементе (сл. 176). 

Ь 8 4 
с 6 3 = 1,33333. 1) tg ~ 

-
. Овде је -t: ~ > 450. 

Приближно мања вредност је 1,33268, а њој одгов.ара угао 
од 530 7'. . 

Р·60 Ь5 : 60 
НЬегове секунде S = = = 48", D . 81 

-t: ~ _. 530 7' 48". 
2) -t: "{ ~OO -~ -- 360 52' 12". 

Ь 1 
3) из Ь = а sin ~ је а = sin ~' а -а 

• 

sin ~ 
ь 

1 100 
=0,099995 -0,10, аа--- 010-: 10 =10ст. 

. , 

Стога је 

0,79996 = 
8 

• 

Остале елементе израчунавамо као у првом случају, 

3) Позната је катета Ь · 22 ст u угао ~ . 35050'; наhи 
остале елементе (сл. 176). 

1) -t: "{ 900 ~ 540 1 О'. 
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92 • 

• 
. . 

• • 

2) с = Ь· tg ј = 22, 1,384R4 ::0,46648 = 30,47 ст. 

3) из Ь .- а sin ~je а = -::-Ь-,: = 22 2200000 : ' 
sin ~ 0,58543 

: 58543 = 37,57 ст. 
Остал~ елементе израчунавамо 

, 

као у npf!OM случаЈУ, 

Примери за вежliу . 
, . 

1) Решити правоуг ли троугао када су познате: а) хипо-

тенуза 237 т а једна катета 194 т; Ь) хипотенуза 150 т а 
један оштар угао 62025' 40"; с) катете 320 и 280 m;d) једна 
катета 88 т а један оштар угао 520 7' 45". 

2) Решити правоугли троугао када је: а) хипотенуза 

а 27 т а ~ : "(-- 3: 5; , Ь) катета Ь 58 т, а ~: ј 6: 7; СЈ 
хипотенуза а ' 1 О т а размера катета Ь : с ' 4 : 3; d) катета. 
Ь 80, а размера друге катете и хипотенузе 3 : 5. 

: ,j ' . , ~' . 3) Haћ~ углове ромба чије су дијагонале 16 т и 12 т' 
·,I, · , _ _ i-2 " , · '0 

11 . ;.. \,.р (.'. " ._ ~ . , ,- -- , 
• 

111. Сличност равних СЛИflа 
. 

§ 60. - О сличности равних слика уопште. - За две равне 
"'Е оо = . , 

праволиниске слике каже се да су сличне ако имаЈУ исте 

облике ;:Гр i13личiпе 'ПЩ:фШ'l;fl;lе.-:-'-К'од слi'{Чii"Их' '' ёлик.-а сухоМоло.., 
, а' ",,,, . ~-.. ___ . , • • ' . •.• - " :::-:~~~=~==::--~==_':" 

• 

t ги (одгова а и глови еднаки, :: 

. 

Сл. 177 

хомологе ст пропо Ta~ 
... ' . - ' и"JI: БГ 

' .lJ (сл. 177) биhе слични ако су им у-
. . А А' В 'В' С С' D I .гЛОВИ.и , и , _ и , и 

D', Е И' Е' једнаки ; 'а стране дају 

ПрОl10рцију: АВ : А'В' , ВС: В'С' = 
-

= CD: C'D' DE: D' Е' ЕА : Е'А'. 
'. 

Стална вредност размере ма којих 
• • 

двеЈУ хомологих страна. ' двеЈУ слич-

них слика зове се еКС170нент или модуо СJlИЧНОСТИ тих слика. 

Код сличних троуглова хомологе стране су супротне хомо­

логим угловима. Знак сличности је " " (почетно слово ла­

тинске речи similis). 
Теорема 82. Ако из ма коЈе таЧКе троуглове стране по-

вучемо паралелну с другом страном, добија се троугао сличан 
• 

датом троуглу. Нека је ЕР 11 АВ (сл. 178). Тада, сматрајуhи 

СА и СВ као два зрака, а ЕР и АВ као две паралелне транс-

верзале, биhе, према 73 и 74 теореми (§ 54): ' 

АС : СЕ ВС : СР АВ : ЕР . 
• 



• 

' . 

Па како су још уг лови А . 
и Е, Ви F једнаки као сагла­
-сни, а угао С је заједнички за 

·оба троугла Аве и Ере, то 

су ови троуглови заиста слич-
• 

НИ, пошто ИМајУ хомологе угло-
• 

ве Једнаке а хомологе Стране 

лропорционалне. 

Теорема 83. Две равне 

слике сличне су ано њихове · хо- . 

·t 

9з 

с 
• 

• 

----------

. Сл. 178 • 

. 

мологе стране (хомопога темена)депе зраке зрачнога снопа на 

пропорционалне отсечке. Нека темена петоуглова А В С D Е, 
А' В' С' D' Е'и А" В" С" D" Е" деле зраке зрачног снопа S . 
(сл. 179) на пропорционалне отсечке. Тада су хомологестране 

• 

" • 

-- ---

:/)" 

• 

Сл. 179 

• 

, 

----Т 

. 

• • • • 

• " о 
'­--

поменутих 

по треЋем 

петоуглова, према 76 теореми (§ 54), паралелне, а: 
• 

ставу 75 теореме, пропорционалне. Па како су и . , 

хомологи уг ЛОВИ ових пеТОУfлова ' Једнаки, пошто су им краци 

паралелни, то су ти петоуглови заиста слични, 

Напомена 1. - Из ове је теореме јасно . да. се ма које две сличне 
• • 

<:лике даЈУ тако положити на зраке зрдчнога снопа, да им хомолога 

1'емена леже на истом зраку и да · се тада зраци снопа деле на пропорци" 

OHa./lHe отсечке. Сличне слике стављене У овакав ' полож:ај зову . се 

лерспекти8не, или: оне се налазе У /Јерспекти8НОМ положају. Сличне 
• • • • 

слике у перспективном положаЈУ имаЈУ хомологе стране и ДИЈагонале У 
. . 

истом - или супротноме смислу паралелне, што зависи Једино од тога да · 
. . 

_ ЛИ се те две слике налазе са исте стране или на супротним странама центра 

S зрачног снопа. Центар S зове се тачка сличности перспективних слика, 
и то за ABCDE и A'B'C'D'E' спољашња а за ABCDE и A"B"C"D"EfГ - , 
унутрашња тачка сличности . . 

• 

, 

. 

· С 
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Напомена 2. Ако су тачке: A,B,C,D и Е на периФерији једнога 
круга, онда су и таЧl(е: A',B.'C',D' и Е' (A",B",C",D",E") на перифе­

. рији другога круга. Да је ова напомена тачна, доказујемо на следеl!и начин. 
AI(O претпоставимо да је тачка О центар круга који је описан око пето­
угла ABCDE, а Ta'lKa О' (О") лежи на зраку SO, онда је по треl!ем ставу 
теЬреме 75: АО : А'О' (А "О") = в.о : В'О' (В"О") = СО : С'О' (С"О") ..• 
Па како је АО = ВО = СО ... , то је и А'О' ~ В'О' = С'О' = ... (А"О" 
= В"О" = С"О" = ... ), што значи да' су и тачке: A',B',C',D' и Е' 

. (A",B",C",D",E") подједнако удаљене од тачке О' (О"), тј. да се налазе 

на периферији једнога I(pyra. 
. 

Напомена З. - Ако се ДВе сличне СЛИl(е налазе у перспективном. 

положају са исте стране или на супротним странама њихове тачкеСЈјИЧ­

ности, онда је модуо сличности ')'их слика једнак вр'едности размере . от- ', 
• 

сечака зрак ова зра<fнога снопа, или је једнак вредности размере ма 

којих двеју њихових хомолОгих дијагон'ала, 'или је једнак вредности раз­
мере полупреЧНИl(а описаних или уписаних кругова. Заиста је из сл. 179: 

АВ : А'В' (А"В") = ВС: В'С' (В"С") = CD : C'D' (C"D") = ..•. = 
SA :SA' (SA")=SB :S8' (S"8") =SC:SCI (SC") = .... = АС: А'С' (А "С"). 
= AD :' A'D' (A"D") = .... = АО : А'О' (А "О") = ВО : В'О' (В"О") = . ' ... 

Ако су перспективне слике са исте стране њихоце тачке сличности, 

онда њихов модуо сличности има позитивну вредност, а al(o су на супрот­
·ним странама, негативну вредност. Подударне слике имају МОДУО + I,a. 
симетричне-l. Даl(ле, разлика између подударних и сличних слика је . тЗ: 

• •• • 
што Је модуо код првих Једнак Јединици, а код . других различит Је OJl 
• 
Јединице . 

• 

§ 61. Сличност трОуглова. И код сличних троуглова, 

юiо код осталих сличних слика, хомологи су углови једнаки, 
• 

а хомологе стране пропорционалне. Међутим, није потребнО' 
• • 

да знамо да су углови Једнога троугла Једнаки са угловима 

~?~их ел~мената ~pyг.?гa ~роугл.а, Јер смо \ стању дадока­
жемо 'тада једнакост, односно пропорционалност, и осталих . 

• 

њихових елемената, а тиме и сличност троуглова. Отуда, као 

и за подударност троуг лова, имамо четири правила ' о слич-
• • 

ности троуг лова, и то: . . ., . 
Теорема 84. Два су троугла слична . ако су им УГЛОВIf 

једнаки (довољно по два угла . 1 пр~вило сличности). Нека 

је код троуглова Аве и А'в'е' (сл. 180) ~ А . ~ А' . и 
~ В ~ В' (онда је и ~ е ~ е' као допуна до 1800). 
Да бисмо доказали њихову сличност, треба још да докажемо, 

пропорционалност њихових хомологих страна. Тога ради 



• 

• 

. ' с :' 

, 

ЛL..' ----,----' • , . 

м " . ' ./,(.,. .",..0. __ __ "' __ .. ______ _ 
• 

' . 
• 

, 
• 

. 

Сл. 180, 

пр'еносимо страну А'С' на АС (СМ С'А') и из тачке М' . 

повлачимо MN 11 Al}. Тада је по 82 · теореми t::, MijC ,. , АВС,. 

јер имају једнаке уг лове . и пропорционалне стране, Па ' како· 

је t::, MNCo А'В ' С', јер имају по једну страну и углове-

једнаке (МС А'С',:<1: м <t А', пошто су оба једнака са: 
<):: А, и <}:: С <1:: С'), то је и t::, А' В'С', као поду даран са .. 
t::, MNC, сличан са t::, АВс. . 

• 

Последица. Два правоугла троугла биfzе слична a/{o~ 

имају само По један оштар угао једнак; сви равнострани тро­

угдови неједнаких страна !ЈИ1ИЧНИ : . .су;два равно крака троугла: 

БИће слична ако имају саЈЈрп~ један угао једнак. ' 
Теорема 85. Два су троугла слична, ако' имају по две" 

стране пропорц~оналне и захваliеН!! углове једнаке (11 правило .. 
, . 

. сличности). Нека је код троуглова Аве и А'В'С' (сл. 180): . 
АС : А'С' ВС : В'С' и <1:: С <1:: С'. Да ' бисмо доказали њи-

• 

хову сличност, преносимо опет страну А'С' на АС (СМ С' А') 

и из тачке М ПОВf1ачимо MN 11 АВ. Тада је ло 82 теореми пре--
• • • 

ђашњег параграфа t::, MNC ,- , t::, АВС, те је АС : МС ВС : NC. 
Ако ову про порцију упоредимо са даном лропорцијом, увиђамо 

. . 

да су им прва три члана једнака. Стога су им једнаки и че- · 

. тврти чланови, тј. NC -- В'С', Тада је t::, MNC " Ј t::, А'В'С', јер · 

имају по две стране и захваnене уг лове једнаке (МС А'С', . 

NC В'С', ~ С <):: С'). Стога је и t::, А'В'С', као подударан : . 
• 

са t::, MNC, ' сличан са t::, АВС, . 
. Последица. Правоугли троуглови су слични ако су ИМ ' . 

катете пропорцuоналне. . . 
Теорема 86. Два су троугла слична ако имају по две -

стране пропорционална, а углове наспрам веliих од тих страна.' 

j~ДHaKe (1II правило ' сличности). Нека је код троуглова АВС и 

А'В'С' (сл. 180) страна ВС > АС, В'С' > А'С'; АС : А'С' , 
=. ВС: В'С' и <1:: А <}::А'. Да бисмо доказали"tЬИХОВУ сличност._ 

. . 
• , 

. 
• 

• 

• 

• 

-

• 

• 

• 

• 



• 

· опет преносимо страну А'С' на АС (МС А'С') и из тачке 
• 

М повлачимо MN 11 АВ. Тада је по 82 теореМи /':,.. MNC ~ /':,. 
· АВС, те је АС : МС ВС: NC. Упоређивањем ове пропорције 
· са даном пропорцијом, увиђамо .да су . им њ.ихови четврти 

чланови NC и В'С једнаки. Тада је /':,. .MNC r .' /':,. А'В'С', јер 

· имају по две стране једнаке (МС А/С', NC В'С'), а углове 

. наспрам веhих од 1'ИХ страна једнаке (<1: м -- <1: А','ПОШТО су· 
· оба једнака с:а <1: А). Стога је и L А' В'С', као поду даран са 

/':,. MNC, сличан са /':,. АВс. 
Теорема 87. Два су ТРQугла слична ако су ' ИIY\ стране 

• 

. . пропорционалке (1 V правило сличности). Нека је код троуглова 
, 

,А ВС и А'В'С! (сл. · 180): ' . 

1) АС: А'С' ВС: В'С' и 2) АС: А'С' . АВ : А'В', 
. . 

· Ако страну А'С' пренесемо на . АС, а. страну В'С' на ВС 

,(МС , А'С' и NC В'С'), па тачке М и N спојимо,. OH)l.3 је 
. . . .. -

према првој датој пропорцији: АС ,: МС -. ВС : NC. Тада ' је 

по 76 теореми MN!I АВ, те је /':,. MNC.-.- /':,. АВС (теорема 82). 
Из сличности ов.их троуглова излазида је: АС : МС; ' . АВ : MN. 
Ако . ову пропорцију упоредимо са другом датом пропорцијом, 

• 

налазимо да су им једнаки и че"I:ВРТИ чланов1'I МNи А'В'. 

Тада су троуглови MNC и А'В'С' подударни, пошто имају 
• • 

·{;тране једнаке. Стога је и /':,. А'В'С', као подударан са /':,. MNC, 
сличан са' /':,. АВС. . . 

. Напомена. - Од горња четир~ 'правила најчешћу примену и~а прво 
. . . ;-. . 

: лравило, пошто нам је најлакше доказатиt'личност троуглова доказивањем 
. . ' 

· једнакости само два љихова : угла, nр.именом теорема о једнакости углова 
, (2, 7, 14, 15, 59, 66). . . , 

, , 
~IV. Примена правила 

, 
СЛИЧНОСТИ . троуглова 

.Л 

, .' 

. § 62. . Примена . правила сличности код самих троуглова 

Теорема 88. Код сличних троуглова ма које две хомолџге' 

с 
• 

, , , , , , , , 
I 

• 
I 

:п 
. , , , , , , 
.z; с 

. . 

• 

(" 

, 
: .. ' , , 
I 
I 

Л' -',' -;-; --::с,.-;-, -.....: 

• 

Јј 

СЛ. 181. 
• 

, 

висине пропорционалне 

су са ма којим двема 
хомологим странама. --
Нека су троуглови 

,АВС и А'В'С' (сл. 181) 
• • . слични, ТЈ. нека JI:: 

а:а' Ь:Ь' се' 
• 

, и <1: А <1: А', 
<1: В <1: , В' И , ' . . 

<1: С · С'. Ако им 
• • 

спустимо хомологе '. 

, 
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тисине CD иСD', . онда су ТРЬуглови ADC и A'D"C' слични, 
IПОШТО имају једнаке углове. Стога је: h: h' Ь : Ь'. Па како је 

Ь:Ь' а:а' с:с', то је и h:h' . а:а' и' h:h' с:с'. '-
. Теорема 89. Обими . сличних троуглова имају се ао 

,ма које две хомологе стране, или . као ма које две хомологе 
\Висине. Нека су троуглови АВС и А'В'С' (сл. 181) слични, тј. 
;нека је: а : а' Ь: Ь' с : с', а хомологи уг лови ј~днаки. Тада 

• 
:из дате продужене ПрОПОрЦИЈе имамо: 

(а + Ь + с) : (а' + Ь' + с') а: а' -~ Ь: Ь" с: с'. Заменом . 
ю+Ь+с О, а'+Ь'+с' . О', имамо: 0:0' а:а' Ь:Ь'= 

• 

= с : с'. Најзад, заменом десне размере са h: h', према . прет- . 
. :ходној TeOpeMI:I, добијамо: О: О' h :, ћ'. . . 

_ Теорема 90. Поврwине сличних троуглова имају се као 
. . " 

;нвадрати манојих двеју· хомологих страна иnи висина, Нека су 

'rrроуглови АВС иА'В'С' (сл. 181) слични, тј. нека је а:а'= 
Ь : Ь' с : с', а хомологи углови ' једнаки. Тада је и ' а2 : a~ 

= .Ь2 : b~ с2 ; c~, а ' према' теореми 88 је ' ћ: h' - с: с'. ' Ако 1 
IИ . Ш члан ·ове пропорције ломножимо са С, · а II и IV са С 1 ' . 

. . , . ' . ' .' . . -

.штосмеМ0 ЧИНИТИ,ПОШТО сепропоРциј.а не мења, ако један . ' . " . ~ 

,спољашњии ijeAaH унутрашњи члан помножимо једним истим 
.бројем онда '. добијамо про порцију сћ : с'ћ' · . \ с2. : c~. Дељењ'ем 

. . , .... chc'h' 
Ј и JI IIлана ове лропорције . са 2, добијамо: 2 .: . 2 = с2 : c~, . 

.. с h р '" с' ћ' р', . 
!или, заменом 2 са ,а 2 ' са ,имамо: 

. р: р' с2 : cf. 
Па како се десна размера ове ПРОЏОРЦJ:lје да заменити 

' ;са а2 : а'l2,или Ь2 :[1'2, . или ћ2 : h'2, то је и: · 
. . " 

. р : р' . а2. : а'2 ~ Ь2 : .Ь'2. = h2 : ћ'2 
Теорема 91. . Нод правоуглог троугла је: а) свака катета 

·средња пропорционана измеljу . целе хипотенузе и оliлижњег от-
. . 

;(Јечка; в)квадрат над хипотенузом једнак је збиру квадрата над-
. . 

.иатетама( lJитагорино правило); с) хипотенузина висина је средња 
• 

~ропорционала измеЈју отсечака хипотенузиних. а) Спуштањем 

висине AD, правоуглисе троугао АВС (сл. 182) дели на два 
.правоугла ч:юугла Апв и ADC, који су С'лични не само међу 
.собом, Beh је сваки од њих сличан са /'-, АВС. Тако, 

ЬАDВ,-../'-,АВС, јер имају углове једнаке (~ им је заједнички, 

. ..q:: D<}::A' .~OO., <}:: 11', ПОШТО имају нормалне краке, 

'или каодопуна.до1800). Стога је: а: с с: р (1). Из слич­

ности троугловаАDС и Аве ·. нашли бисмо истим путем 
. .. 

да је: а .: Ь . Ь.: lJ {2), чиме је први део ове теореме доказан. 
Ј]лаllиметрдја 7 
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• 

с 

т 

'Ј . 

" 

.lJ 

. 

Сл. 182 

'" 

Ь) Из пропорције (1) имамо: ар- с2:­

(1), а из пропорције (2) имамо: aq Ь2 (lI). 
, 

. Сабирањем једначина (I) и (11) добијамо· :: 

aq + ар . Ь2 + е2, или a(q + р) Ь2 + е2 ,. 
или а2 Ь2 + с2, чиме је доказа н и други; 

. 

део ·' ове теореме. 

е) !::,.ADB,· .'!::,.ADC, јер имају углове 
једнаке (~ ~' и '1 1', пошто су им крацњ 
нормални). Стога је: q: h h : р, чиме је 
доказан и треhи део ове теореме. 

НаЩJli!(!на. Једиачиие: 1) а2 = ' Ь2+ c2~ 

2) а : Ь = Ь. : q (или Ь' = aq), З) а:: с = с : р (илw 
с2 = ар) и 4) q : h = ћ: р (или ћ2 = pq) имају ве­
лику примену у геометрији. Помоl1у ових једна­

чииа и тригонометриских једначина из § 59 (Teo~ 
реме 80 . и 81) израчунавамо све осталеелемеите правоуглога троуглЗi 

. . , . 

ако знамо ма која два од елемената: а, Ь, с, ~ или '(, р,. q, и ћ .. 
• 

На основу ове теореме тачне су и следеhе три теореме: 

Теорема 92. Квадрат стране наспрам OWTpor угла jeд~ 
нога троугла једнак је з(iиру квадрата дpy~ .. "" (' . 

• 

гих двеју страна, мање двоструки производ 

од једне од тих страна и пројекције друге 

стране на њој. Заиста је из ·6 BCD (сл. 183): 

, 
1 , 
1h 

-

• 

ћ2 + (е m)2 (1), аиз 6 ADC: • 

1 
• 1 

1 
1 

, 

Ь2 m2 (2). Заменом у (1) ћ2 са 

Ь2 -m2,добијамо:а2 Ь2 . m2 +(е m)2, 
или а2 Ь2 m2 +. е2 . 2 е т + m2 , или 

1. 

. : С-т _l'n",,--_ _ • 

Л' .!Је 

Сл. 1183 

с 
, 
1 
1 
1 
1 

:h 
1 " 

I 
1 

· 1 
1 

Ь2 + с2 2 С т. 
. . 

Теорема 93. - Квадрат CTpaH~ наспрам тупог угла једногаl 

• • 

троугла једнак је ~иру квадрата ' 

других . двеју страна, виШе дво­

струки производ IJ.R једне од тиХ'. 
страна и npojeKtt~ie друге страН81 

. на њој. Заиста ј,е из!::,. BCD 
(сл. 184): 

а2 h2+(c+m)2~1)' а из !::,. ACD: 
. &,.,...------ h2 . Ь2 m2(2)\. -3а'меном у (l} . .l) ' m4 

h2 са Ь? m'l. добијамо: 
Сл. 184 . . а2 lr m2с + е? + 2 ein + m2~ 

. . . илиа2 1J2 +с2 + 2 ст. 
Теорема 94. Ако ма коју тачну ({ружне перифеРиlе спојИмО! - . . 

са крајњим тачкама једнога пре чни ка" онда. ie:aJ свака теТИВдI_ 
• 



средња пропорционала између 
целог пречника и љене пројек­

ције напреннику; Ь) нормала AD 
• 

(сл. 185) средња је пропорцио-
• • 

нала између обе пројеКЦИје те-

тива на пречнику. 

Везивањем перифериске 

тачке А , са крајњим тачкама 

пречника СВ и спуштањем нор­

мале AD ~ СВ добијамо право-
' . угли троугао АВС, IS.op, кога 

99 

• 

" 

(' 

Сл. 185 

. је пречник хипотенуза, тетиве катете, !l нормала AD хипо­

тенузинависина. Стога је по 91 теореми: а) ВС: АС'= 

АС: CD и ВС: АВ , АВ : BD; и' Ь) BD: AD . AD: CD. 
, 

§ 63. Примена правила сличности нод полигона. Као 
што је раније наговештено (§ 60), за два многоугла каже се 

да су слични ако имају :1rомологе углове jeAliaKe, а хомологе 

стране пропорционалне. Меljутим, као и за сличност троу-
, . 

глова, тако и за сличност многоулова, није цотребно да знамо 

да су сви углови једнога многоугла једнаки са хомологим . 

угловима другога многоугла и да су све стране првога много­

угла пропорционалне са хомологим странама другога много­

угла, па да будемо убеljени да су дотични многоуглови слични. 

Њихова сличност биhе загарантована ако ' знамо мањиброј 
. ' , 

погодбених ј~дначина за једнакост њихових углова и пропор-

ционалност њихових , страна .. Број тих погодбених једначина 
је 2п . 4, о чему се уверав.амо на следеhи начин. За поду­

дарност троуг лова потребно је било з погодбеIiе јеДIi.аЧИl-!е, 
а ' за сличност 2, дакле једна маље; за подударност четворо­

углова било је потребно 5 ПQгодбених једначина (теорема 37), 
а за њихову сличност потребно је 4, јер две хомологе дија­

гонале деле СЩlчне чеТВОРОУГJlове на по два пара сличних 

троуглова, дакле опет једна мање; за подударност петоуглова 

било је потребно 7 погодбених , једначина; а за сличност 6, 
због деобе ' петоуглова хомологим дијагоналама на по три пара 

• 

сличних троуглова, дакле опет једна мање итд. Из Ci3era 
овога види се да је за сличнос1' , многоуглова потребно увек 

• • 

једна погодбена једначина мање него што је потребно за 

њихову подударност. Па како је број погодбених једначина 

, за подударност многоуглова 2п 3, то је за љихову сличност 
потребно 2п 4 погодбених једначина.· 

• • 7* 

оо 



На основу теореме 8з (§ ба) и њених напомена, 'очевидне 
су следеhе теореме о сличности многоуглова: . . 

Теорема 95. Код сличних миогоуглова, о ма ноје две хо-
• 

1\IIологе дијагонале пропорционалне _су са ма нојим двема о хомо-

о логим странама; , 
- . - . , 

Тео рема 96. 0- Два полигон~ састављена од о истог броја 

сличних троуглова, истим редом положених, о слични су; 
о О 

О 

Теорема 97. Слични полигон и деле се хомологим дија-

троугле; гоналама на сличне 

Теорема 98. _. Правилни полигони од о истог бјјоја страна 
• 

слични су; 

Доказ. о о Ако је . вред;ност размере (модуо сличности) 
• 

двеју хомологих страна т, онда је иста вредност размере и 

ма којих других двеју ХОМQЛОГИХ страна, пошто су стране 

једнаке код сваког о правилног пqлиrОfJа ., Ла како им,ају и о јед-

наке углове, то су ти м.ногоугли слични. о 
, -. - - - . -

. Теорема99. о ' Обими сличних ilолигона имају се нао ма 
. , . . . 

ноје две хомологе стране, или нао ма ноје две хомологе .дијагонале. . ' , ' 

о С 

.л 

l 
4:0 о d 
Ј, · , , ..tJ 

с 

с 

Сл. 186 
• 

о С 

Л' 

а ,?,' 

.Ј3' 

• 

~ 
d 

• 

.. • 
Ј; ~. • • 

6' о 
с' 

, 

-

Нека су петоугл'ови о ABCDE и A'B'C'D'E' (сл. 185) слични, тј. 
. .. - . . . . 
нека су им хомологи углови једнаки, а њихове стране даЈУ про-

о о 

дужну пропорцију а:а' Ь:Ь' с:с' о d:d' о е:е'. Тада је, на 

основу Ьсобине продужних пропорција: (а + Ь + с + а + е): . 
• 

: (а' + Ь' + с' + d' + е') а: а' Ь : Ь' о с: с' о о d: d'. е: е'Ј 
или О: О' а : а' Ь : Ь' с : с' d : d' е : е'. Па како 'је о 

• 

а: а' т: т' п: П/Ј то је и О: О' т: т' П .' п', чиме је 

ова теорема доказана. . о 

о О Теорема 100. Површине полигона имају се као 

квадрати двеју хомологих страна или дијагонала. Нека су пето- , 

углови на сл. ·186 слични, тј. нека је: а: а' Ь: Ь' о с : с' = 

d:d' е:е', а хомологе углове имају једнаке. Тада су · слични 
и одговарајуhи троуглови добивени повлачењем дијагонала 

• о 
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" 

из темена А и А' (теорема97). Тада је по 90 теореми: 
, Р 1 : Р' a~ : a~ Ь2 : bi m2: mi; , Р 2 : Р 2' m2 

: mi ' с2 : ci= 
= n2 : П;; Р s : Р 3' n2 : ni d2 : d~ , е2 :е;. Из ових пропорција 

увиђамо да је: Р1 : Pt' Р2 :Р2' , РВ: Рв'· Из ове продужне 
пропорције имамо: (Р1 + Р2 + Рз): (Pt'+ Р2'+ Ps') " ' Р1 : Р/ ,=' 
=::'р'2:Р2' Рз:Рs', или F : р' Р1 : Р/ Р2 :Р2' Рз:Рз' а2 : ai = 

Ь2 : bi ... m2 :mi ... , где је F Р1 +Р2 + Рз , а р' = 

Р/ + Р2' + Рз'. 
, 

Напомена. На основу теорема 99 и 100 имамо код 
сличних правилних полигона: 

, ' 

1) 0:0' R:R'; 2) 0:0' , г:г'; З) Р:Р' R2:Ri; к 
4) Р: Р' г2 : ri, где нам О и О' .значе обиме, Р и Р' повр-
шине, R и R' полупречнике описаних, а r и г' полупречнике' 

уписаних кругова. 

§ 64. Примена правила сличности код , круга*. Теорема . 
10 1. Производ отсечака коЈе сечице повучене из неке тачке 

на круг једнак је производу отсечака ма коЈе друге сечице повучене 

из исте тачке на круг (МОћ или потенција неке тачке). а) Нека 
, , 

----

, 

/ 
то ..,---

Сл. 189 

• 

• 

• 

с 
.0 -

Сл. 190 

је тачка А (сл. 189) ван круга О, из које су повучене сечице 
АХ и АУ. Тада су отсечци прве сечице АВ и АС" а друге 

AD и АЕ. Спајањем пре- Л 

сечних тачака В и Е, за_ ' б 
тим .с и D, добијамо слич­
не троуглове АВЕ и ACD, 

• 
пошто су ' им углови Јед-

наки (ех заједнички, '(-_ & 

као перифериски углови 

над , истим луком BD). 
Стога су им хомологе стр а- ' 

Сл. 191 

,. § 64, ' 65 и бб намењени су ученицима реалке. , 
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не пропорциоиалне, тј . . АС : АЕ -- AD : АБ. Одавде је: 

АС·АБ AE·AD. Ь) Нека је тачка А у кругу О (сл. '190). 
Тада су отсечци повучених сечица AD и АЕ, затим АС и АБ. 
Спајањем тачака ' С и Е, В и D, добијамо сличне троуглове. 
АСЕ и АБD, пошто су им углови једнаки (а . ~ као унакр­
сни, а "( ~ као периферискиуглови над истим ' луком ВЕ). 
Из њихове сличности имамо пропорцију: АС : AD АЕ : АБ. 
Одавде је: АС-АБ . AE·AD. 

Напомена. - Овај сталан производ отсечака ма које сечице пову-
• • 

чене из неке тачке ван круга, на кругу или у кругу, на круг, зове се потенциЈа 

или ' МОћ те тачке. Потенција неке тачке у ствари је површина правоу­

гаоника, чија је дужина један отсечак а ширина је другиоtсечак ма које 
ачuце повучене И3 те тачке на круг. Ако су а и ' Ь отсечци неке сечице 

повучене из тачке А на неки круг О, онда је њена потенција l' = аЬ. 
Р ' Р 

Одавде је а = Ь и Ь = а' тј. ма који отсечак неке сечице добива се. 
• • • 

када i!отенци!у тачке,- одакле Је та сечица повучена, пОделимо другим 

њеним Отсечком. Тако, ако је потенција неке тачке 64 ·ст2, а један ot­
сечак неке њене сечице 16 ст, онда је други њен отсечак 

. х = б4 : 16 = 4 ст. . 

Теорема 102 . - ПотенциЈа неке тачке ван круга једнака је 
• 

квадрату тангенте повучене из исте тачке кругу, или разлици ква­

драта централне раздаљине те тачке и полупречнitка K~yгa. а) 

Нека је из тачке А (сл. 191) повучена сечица АХ, чији су отсечци 
. АС (а) и АБ (Ь), и тангента AD (t) кругу О. Ако спојимо тачке 
В и D, затим С и D, добијамо сличне троуглове ABD и ADC, 
пошто . су ' им углови једнаки (а им је заједнички, а "( ~ на 
-основу 4 последице теореме 63). Из њихове сличности имамо 

. -
iI1ропорцију: АС: AD . AD: АБ. Одавде је АС ·АБ AD2, или 
аЬ (2. Ь) Спајањем центра О са тачком А и . додирном 

тачком D, добијамо правоугли троугао ADO, у коме је цен­
трална раздаљина с хипотенуза, а полупречник круга r и тан­
гента t катете. Стога је по Питагорином правилу: Р с2 г2 , 

• • 

'Чиме Је и други део ове теореме доказан . 
. Напомена. ПQтенција неке тачке ван круга је позитивна, тачке 

ва кругу једнака је нули, а тачке у кругу је негативна. Ово се даје 
• 

увидети или из израза аЬ, или из t2 , или из с2_г2, а којима је претстав-

љена ПОТl:нција неке тачке. Али се ово УВИђа најочигледније из израза с2_г2• 

Тако, за тачку ван круга је с >Г, па је и с2>г2, те је с2 г2> О. Ако је 
'тачка на кругу, онда је с' = г, па и !=2 = г2 , те је с2 - г2 = О. Ако је -тачка 

у кругу, Оf!да је С< Г, па И с2<г2, те је с2 г2<0. Једначине: аЬ = t2 = 
= с2 г2 = Р употребљавамо при решавању рачунских задатака у којима 
су познате две од количина: Р, а, Ь, с, г и t, а траже се остале. 

• 

• 

, 

• 
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Теорема ЈО3. Код тетивногчетвороугла производ дија-
Iтонала једнак је збиру производа супротних страна, а количник ди­
.јагонала једнак је коJiичнику збирова производа оних страна че­
'твороугла које се стичу у крајеве дотичне дијагонале (Птоломејева 

теореМа). Ако <;тране тетивног че­

твороугла ABCD (сл. 192) означимо 

-са а, Ь, с и d, а дијагонале са,. х и у, 

и сnустимо ВЕ l.. DC и DF . I АВ, 

-онда · добијамо сличне правоугле тро­

углове AFD и ВЕс. Ти су троуглови Л 
• • 

·слични, пошто имају уг лове Једнаке 

-(а: т, јер су оба суплементни са "(). 
Па пошто су уг лови rx И "( . (~ и ~) 

-суплементни (3 последица 'теореме 
. . - , 

d 

а 

Сл. 192 

. ·63), то је један од њих оштар а други туп. Стога је према 

92 и 93 теореми (§ 62): у2 a2+d2 га· АР (1) и у2 Ь2+ 
. . ' 

+с2+2с·СЕ(2), а из сличности троуглова AFD и ВЕС имамо: 
AF:d . СЕ:Ь, или Ь· АР d ·СЕ (3). Овим смо ' добиЛи три .. 
једначине са три непознате: у, АР и СЕ. да бисмо избацили 

АР и СЕ, треба једначину (1) да помножимо са Ьс, а једна­
'Чину (2) са ad, чиме добијамо једначине: ; 

Ьсу2 . a2bc+bcd2 2аЬс· АР (I) и 
ady2 ab2d+ac2d+2acd· СЕ (11). 

• 

Заменом у (11) d· СЕ са Ь· АР према једначини (3), добијамо: 
ady2_-ab2d +-ас2Ь+2аЬс· АР (III). 

-Сабирањем једначина (1) и (III) добијамо: . 

(Ьс + ad) у2 а2Ьс + bcd2 + ab2d + ac2d аЬ (ас + bd) + 
+cd (ac+bd) (ac+bd) (ab+ 'cd). 

(ac+b~ (ab+cd) . 
Ь + d 

.... (р) 
с а 

Одавде је у = 

Истим путем нашли бисмо да је друга дијагонала 

Х (ас + bd) ( ad + Ьс) ( ) 
. . аЬ + cd ' . . .. q. 

Лосматрањем израза нађених вредности х и у увиђамо да је 

један чинитељ бројитеља радиканда збир производа супрот.:.. 

них страна, а други чинитељ збир производд ' страна које се 
• • • 

стичу у крщеве оне ДИЈагонале КОЈа се тражи, а именитељ 

је збир производа оних страна које се стичу у крајеве друге 
• 

Дl1Јагонале. • 
Обрасци под (р) и (q) пружају нам могуhности да израчу-

. . 

. намодијагонале тетивног четвороугла, ако знамо његове стране. 

• 
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• 

Ако ове обрасце најпрепомножимо, а затим п'оделимо-" 

добијамо: , . . 

ху = ас + bd и х __ аЬ + Ьс . 
У аЬ + cd" 

:чиме су доказана оба . дела Птоломејеве теореме. 
. 

Напомена. ~ Помоћу Птоломејеве теореме , 
с 

с 

Л 

а 

..... . -.. оО' . 

.... --л-оО о 
.. ' -" . 

може се решити задатак~ 

Наћи трећу . страну 
. 

једнога троугла ако. 

су познате две њего­

ве стране . и полу--

. пречнuк, о п и с а. НОГ' 

, круга. Нека' .су позна-
. . 

те стране а и Ь тро-

угла ,АВС (сл. 193) ~ . 
• 

. полупречник R описа'"' 

.1/ • 
. ног круга, . а тражИ' 

, се страна х .. Ако по- . 

Gл.193 Сл. 194 вучемо пречник tD и: 
- .. . " спојимо тачку /Ј са А 

:и В, добијамо тетивни четвороугао ADBC, код кога је дијагонала CD=2R ,. 
. , 

а .' друга дијагонала АВ=х. Па како су троуглови СDА ' И CDB праf!,о-

угли, то је АО = У 4 R2 - Ь2 И . BD =.У 4 R2 а2. Тада је по ПТОЈ)оме-· 
• • • • • 
.Јево) теореми: . . 

. ' 
Ако 6. АВС има такав положај да се центар О не налаз'и у yrJty којю 
граде . познате стране а и Ь (сл. 194); онда, радеlш по истом поступку, . 

.добијамо X=;R (а у 4R2 Ь2-Ь ,Y4~'- а2) • 
• 

§ 65. .' Тачке сличности ДВ", нруга*). Као што постоје-
-тачке сличности за ма КОЈе две сличне праволиниске слике: 

(теорема 83), тако ' исто постоје таЧl\е сличности за ма KOjat 
• • 

два круга, који су увек слични, сматрајуlш их као правилне · 

полигоне од бесконачно много бес коначно малих страна. · Спо-· 

љашњу тачку сличности S за кругове О и О' (сл. 195) на­

лазимо када повучемо ма која два у истом смислу пара-­

лелна полупречника ОА и О'В, па праву АБ, која спаја крајње 

тачке повучених полупречника, продужимо дотле док не сече: 

продужену централну раздаљину ОО'. Унутрашњу тачкуслич­

ности р добијамо повлачењем најпре два полупречника, у су-­

протном смислу паралелна, (ОА и О'С), (Ја спојимо њихове: 

*) За ученикереалке. 

• 
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• 

• 

• 
О 

cll ~,I , , 
, • , 

, 

, , , 

• 

• • 

о • Сл. 195 

• 

, 

у " О' , , 
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, 

крајње тачке А и С. Пресек праве АС и це1iТралне раздаљине -
ОО' биhе тражена тачка Р. " 

Отстојањатачака сличности 5 и Р од центра О и О" 
налазимо · помоhусличноститроуглова о OAS и 0'В5, затим 

ОАР .и О'СР. Ови су троуглови слични, пошто имају . углове ' 
једнаке. Ако полупречнике кругова О и О' означимо са R и г,-. 
а њихову централну о раздаљину са С, онда 

троуглова OAS и 0'В5: 
R:r . 05:Q'5(1), 

а из сличности 'гроуглова ОАР и О'СР: 
о • 

R : г ОР : О'Р (2). 

• 
Је , из сличности . . ' 

.. 

из пропорције (1) добијамо изведене пропорције: 
• 

(R - г) : R (05 0'5) : 05 и (R г): r = (05 - 0'5) : 0'5,. 
или заменом · 05 0'5 са с имамо: 

(R Т): R . с . : 05 и (R . г) : r - С: 0'5. 

r 
гс (1). 

R г 
• 

Из пропорције (2) добијамо изведене пропорције: 
(R + г) : R (ОР + О'Р) : ОР и (R + г) : r = (ОР + О'Р) : ()'Р,. о , 

. или, заменом ОР + О'Р са С, имамо: 
.-

(R + г) : R . С: ОР и (R + г) : r С : О'Р. о ' 

Одавде је: ОР 
, r 

Напомене о тачкама сличности двају кругова: 

1) Из образаца (1) и (11) увиljамо да су тачке сличности за два круга _ 

увек сталне, пошто њихова отстојања једино зависе од количина: c,R и г, 
• 

које су ' количине за два дана круга увек ненроменљиве. Стога се у споља-· 
• • 

шњој тачци сличности секу све праве које спајају крајње тачке двају у 
• 

истом смислу паралелних полупречника, а у унутраШЊОј се тачци секу све 

праве које спајају крајње тачке двају у супротноме смислу паралелних 

полупречника датих кругова. Све су те праве заједничке сечuце датих о 
, . 

кругова повучених из тачака сличности. а само су 4 од њих њихове= 
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• 

:заЈедничке TaHГ~HTe, и то: две спољашње и две унутрашње, према томе 

.,да ли Ge те тангенте секу у спољашњој или у унутрашњој тачци слич­

ности. Конструкција ових тангената да се извршити ' конструкцијЬм тан­
гената, било из спољашње, било ИЗ унутрашње тачке сличности, једноме 

· од датих кругова, а на основу теореме 65. 
2) Положај спољашње тачк'е сличности за два круга зависи од по-

· лупречника кругова R и · Г, О чему се уверавамо из образаца под (1). Код 
" . 

ових образаца је именитељ Р-Г, који може бити већи, једнак и мањи 
. . 

- од нуле. За Р-Г > О, или Р > г, OS и O'S имаће позитивну вредЈјост, те 
· Се тачка S налази на ПОЗИТИВf\ој (десној) страни центара О и 6'; ' за 
· R-r = О, или R = г, OS и O'S имају бесконачну вредност, те се тачка 

S налази у бесконачности; и најзад, За Р-Г < О, или R < г, OS и 0'5 
:имаће негативну вредност, те се тачка 5 налази на негативној (левој) 
· страни центара О и О'. . 

Из образаца под (11) увиђамо да је вредност ОТСТОјаН:а ОР и о'р 
: увек позитивна. те . се унутрашња тачка сличности увек налази између 

, центара кругова, а на - њиховој централној раздаљини. За ' R = Г ' 'биће 
СР с . cr с . . 

, ор = 2Р = 2 и · о'р = 2r = 2' ТЈ· тачка Р у овом случаЈУ , полови цен-

' тралну раздаљину. 

_ 4) Ако се кругови додирују споља, онда им је додирна тачка' исто-
. . с 

; времено њихова унутрашња тачка сличности, а ако се ДОДИРУЈУ изнутра 2' 
. ' 

· онда им Је додирна тачка истовремено спољашња тачка сличности. 
• • 

5) Ако су кругови конц~нтрични, онда се обе тачке · сличности по-. . . , ' . 
.. клапаЈУ са њиховим заЈедничким центром, пошто Је у овом случаЈУ с = о, 
· . , 

• 
' те и раздаљине тачака сличности имаЈУ вредност = О, што _ се види из 
· образаца (1) и (11). 

• 

• 

Теорема 104.' Тачке сличности за два круга деле цен-

' тралну раздаљину по пропорцији. из пропорција (l) 
· и (2) код тачака сличности за два круга, видимо да су њи­

, хове леве стране једнаке. Стога су им једнаке и њихове десне 

, стране, тј. 05: 0'5 ОР: О'Р, која пропорција задовољава . 

услове хармониске пропорције (§ 55). Да је ова пропорција 

тачна, можемо се уверити заменом њених чланова са њиховим 

, вредностима из образаца (1) и (II). 

Напомена. ' На основу ове теореме можемо неку дуж поделити 

пе хармониској пропорцији још на следећи начин: Треба конструисати 

два круга неједнаких полупречника у крајњим тачкама дате дужи, па 

, наћи њихове тачке сличности. Тада је дата дуж централна раздаљина 

кругова, а нађене тачке сличности јесу тражене конјуговане хармо-
• 

, ниске тачке. 
• 

• 

§ 66. Полови и полара*. 
-(сл. 196) поделимо тачкама С 

* За ученике реалке. 

Ако пречник АБ круга О 

и D похармониској пропор-

• 

• 



• 

• 
ЦИЈИ, па у овим тачкама' 

подигнемо на пречник нор­

малеМN И PQ, . онда се 

тачке С И D зову полови, 
.а праве PQ И MN поларе, 
и то: тачка С је пол за 

ПОЛ<1РУ PQ, а тачка D пол .Il 
за rюлару MN; И обрну­

то: права PQ је полара за 

.пол с, а права MN је по­

.лара за пол D. 'Тачке с' 
}I D зову се спрегнути 

.или конјуговани Полови. 

Из свега ' овога је јасно да 

. т 
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• 

. . 

о 

Сл.!96 
, 

је пол ван круга ако је његова полара сечица круг.а а да је 

пол у кругу ако је његова полара ван · круга. Према уза­

јамном положају хармониских тачака (напомена теореме 79, 
§ 55) изводе се ове последице: 1) СваllОМ унут рai.ПIьем долу 

,одговара само једнаспољашња полара, а сваком сПољашњем 

лолу одговара само једна унуmраШlbа полара; 2) ' Ако се пол . 
.приближује Ilружној периферији, онда се и његова ЩЈЛара 

приближује Периферији круга; а када се пол налази на самој 

.кружној периферији, онда је Поларна тангента ' круга чија је 

додирна тачка пол; З) Ако се пол приближује центру круга, 

онда се Ibегова Полара поступно удаљује од Ibега, и у тре- . 
. нуmку када се пол поклопи са центром, полара се налази у . .. . 

• 

беСllоначности. . 

Теорема 105. Полупречник круга средња је пропорцио-
.нала између раздаљина полова од центра круга. Нека су С и D 
(сл. 196) два спрегнута пола круга О. Ако просечну тачку F 
лоларе MN и круга спојимо тачкама А, ' О И В, добијамо 

лравоугли троугао АВР, код кога је <}:: ~ <}:: "(,пошто су 
им краци нормални. Па како је и <):: (Ј. <):: r (4 последица 
теореме 66), то је <}:: (Ј. -- <}::~. Тада је -6, OFD правоугли 
с правим углом Р, јер је (Ј. + ~+ Е 2 У+ Е (u + Е 90°. 
Стога је његова катета ОР, заиста средња пропорцио­

.нала измеђухипотенузе OD и оближњег отсечка ос (тео­

рема 91), тј. OD: ОР ОР : ОС, или OD: r r :0(, или 
Ј2 ОС.ОП . 

• 

На основу ове теореме можемо лако извести конструк­

цију поларе некога пола, и обрнуто, наhи пол неке дате по-

• 

, 
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• 

• 
ларе, па ма какав положаЈ заузимали полови или поларе 

према кругу. Тако, а) да бисмо нашли полару пола С· (сл. 

196), треба на пре'lНИ1СУ круга, који пролази IСроз дати пол, 
, 

Подиfш нормалу на пре'lНИКУ у иолу, а затим, у једној од 

.пресе'lНИХ та'lака ове нормале с IСружном периферијом (Р или 

Е) да конструишемо тангенту. Пресек (D) ове тангенте са 
продуженим пречником (АБ) биhе спрегнути пол датог пола, 

, ' 

а нормала на овом полу на .пречнику биhе тражена полара 

(PQ); Ь) Да бисмо нашли полdру некога пола {ЈаН IСруга (D),. 
треба из те тачке повуhи тангенте кругу, па тетива (РЕ) 

која спаја додирне тачке тангената биhе тражена полара; 
. . 

с) Да бисмо нашли Пол неке поларе која сече круг (MN) , 
треба у једној од пресечних тачака иоларе с кружном пери­

феријом да конструишемо тангенту. Пресек ове тангенте 

(D) с продуженим пречником круга, који је нормалан на по­

лари, биhе тражени пол дате поларе; d) Да бисмо нашли пол 
поларе ван круга, треба најпре да спустимо . нормалу· из­
центра круга на полару па из пресека(D) да повучема 

тангенте кругу и спојимо додирне таЧlСе (Р и Е). Пресек (С) -
тетиве (ЕР). с нормалним пречником на полари, биhе тра-

-жени пол дате поларе ван круга. 

Напомена. Како су спрегнути полови две конјуговане хармо-. 

ниске тачке, што се види из ове теореме, пошто су F В и F А симетрале 
углова' CFD и CFS· (сл. 196), то се изводи и треlш начин за поделу 

.5 

о 

, 

Сл. 197 

• 
дужи по хаРМОНИСКОЈ 

~ пропорцији: тре6а над. 
.лt: датом дужи,. као, над 

пречником, конструиса­

ти КРУГ, а затим У ма' 

којој тачци овога преч-· 

ника (С) подиfш норма-· 

лу (СР) дО пресека F с 

кружном пеРllферијом и 

У томе IIpeceKY констру­
иса ти TaнreHTY (FD). 
Пресек (D) ове TaнreH-
те с продуженим преч­

нином (АБ) 6иће друга 
• 

КОНЈугована хармониска 

тачка тачци С . 

. Теорема 106. Попаре свиЈу тачака неке дате попаре про-

лазе кроз њен поп. Нека је дата полара PQ и њен пол С 
(сл. 197). Да бисмо доказали да полара ма које њене тачке 

пролази КрО3 пол С, спајамо је са центром О и КрО3 пол С 
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повлачимо EF I ОМ. Тада су правоугли троуглови ODM и 
ONC слични, јер им је угао код О заједнички. Стога о је 

ОМ : ОС . OD : ON, или ОС ·OD ОМ· ON. Па како је по 
о О 

лређашњој теореми ОС· OD г2, то је и ОМ· ON г2 , која 

нам једначина показује да су тачке М и N два конјугована 

лола, те је EF полара тачке М. Истим путем ДOKa~yjeMO, 

кад би дата полара PQ била {;ечица круга О, а тако исто 

Qисмодоказали и обрнуту теорему: 

Полови свију nолара које iiролазе кроз неку дану тачку 

nалазе се на iiолари те тачке (Теорема 107) . 
• 

Последица. Ако се нека тачка креће по некој правој, 

,()нда се њена полара обрhе око . пола те праве; и обрнуто, ако 
.:е нека права обрhеоко једне сталне тачке на њој, онда се 

љен Пол креће по nолари те тачке. 

• V. 
ОО 

§ 67.0 
које о се О налазе 

• 
у ИСТОЈ 

равни каже о се да су хо-
о О 

мотетичне (од грчких ре-

уопште . 
.Ј) 

• 

· С 

, • 

сnике 

За две О равне слике 

, • 
• 

-чи homos сличан и Ље- .лс --
• 

.slS положен), ако праве 

спајају одговарајУћејЈ 
• 

КОЈе 

1"ачке тих слика, пролазе 

!Кроз једну утврђену тачку .л 
• 

у ИСТОЈ равни, и деле се 

том тачком на таква два 
О Сп. 198 

• 

{)тсечка чија ра:змера има сталну вредност. Тако, криве 

AD и A'D' (сл. 198 и 199) биhе хомотетичне,ако праве: 

АА', ВВ', СС', DD',... пролазе кроз исту тачку S, так() О 

• 

• 
• 

• 

С' 

.1)' 
• 

Сп. 199 • 

• 

• 
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• SA' SB' SC' SD' 
k СОП$tапs. да је SA --SB • 

SC SD • • • • 
• 

• 

с 
С' 

ј 

• • 

л 

Сл. 200 
• . . 

Троуглови АВС и А'В'С' (сл. 200 и 201) биhе хомотетични, 

ако се сnојне праве АА', ВВ', СС', ММ', ... деле тачком S на от-
" . SA' SB' SC' SM' 

сечке ЧИЈа је размера: SA SB SC. SM =-- .... const. 

Л' 

• 

-
Сл. 201 • - • 

Тачка S зове се центар хомотетије, а одговарајУће тачк~ - " . 

хомотетичних СЛИКа (А и А', В и В', ... Ј) зову се хомологе. Отсечци 
SA и SA', SB и SB', ... , зову се такође хомологи, а стална 

• • 

SA' " 
вредност ' њихове размере SA . k зове се однос (моДуо) хо-

мотетије. Сличне слике у перспективном положају (сл. 179} 
јесу хомотетичне и св\: напомене N теорему 83 за перспек-: . 
тиве слике, . важе и за хомотетичне. 

Хомотетија двеју слика је директна (сл. 198 и 200) и 
инверсна (199 и 201). Код првих је центар хомотетијеспоља . 

• • 

(са исте стране) хомотетичних слика, а кад других је тај цен-

тар изнутра, између хомотетичних слика. Однос (моду о) хо- .. , 
• • 

мотеТИје Је код првих позитиван, а код других негативан. 
, . 

Да ' БИСМQ конструисали хомотетичну слику неке дате , 

слике, треб~ да знамо центар S и модуо хомотетије К. Ак() 
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, , 

је А једна тачка дате слике, онда њену хомологу тачку у" 

хомотетичној слици налазимо када ту тачку спојимо са цен- ­

тром S, а затим у оба смисла правца AS преносимо отсечак~ 

, SA' 
SA' израчунат из SA ' + К. Код ПРilВО.iIИНИСКИХ , хомотетич--

них слика налазимо овим путем хомолога теме на : А', В', С',. .. ' , 
теменима: А, В, С,; .. , која спојена, дају хомотетичну слику 

, В' С' , , А ..... 
. , 

, Ако је р' хомотетична слика слици р, онда слика Р остаје " 
стална, а слика р' мења и величину' и положај ' ако центар· 

хомотетије мења свој положај , Исти је случај ако и модуо 

хомотетије мења своју величину. 

Подударне и симетричне слике према цеком центру си- · 

метрије S, јесу таКОljе хомотетичне слике. Код првих је модуо 
хомотетије К + 1, а код других је К ' 1. . 

§ 68. - Теореме о хомотетичним слинама 
, , 

" Теорема 108. Ако су две слине ХОМQтетичне" , ондадуж 

АВ, коЈа везује ма које две тачке прве слике и дуж А' В', која 

везује хомологе тачке друге слике, јесу паралелне, а вредност 

њихове размере једнака је модуу хомотеТИје.Нека је S центар 
а К модуо , хомотетије, АБ ' и А'В' две одговарајУће дужи 

-
.7Ј' , 

ct 
/ -, 

л I 

Л' • 

, Сл. 202 ' 
, 

• 

, 

(стране, дијагонале) хомотетичних слика. Тада су троуглови 
SAB и SA' В' слични, пошто имају по две ' стране пропорци- , 
онале и захвапене углове једнаке. (JI правило ' сличности). 

Тада су и уг лови 11. И 11.', ' ~ И ~' једнаки. Па како су ови 
углови код директних слика сагласни, ' а код инверзних на­

изменични, то су дужи АВ и А' В' паралелне, а ' њихова раз- · 
, 

, 



стране сличних троуг лова, има 
• • 

вредност Јед-· мера, као треће 
• • 

наку модуу . К, 
. А' В' SA' SB' 

ТЈ· АВ == SA = SB = .. + К. Ако је модуоК . 
~позитиван, дужи АВ и А' В' јесу директно паралелне, а ако је . 
К негативан, онда су T~ две дужи инверзно паралелне .. 

. 

На основу ове теореме јасне су последице: 

Последица 1. Хомотетична слика неке праве је права; 

• 
Последица 2. Хомотетична слика неког угла . је угао; 

Последица З. Хомотетична слика ·. неког троугла је 

, ' троугао. . . . . • . 
Теорема 109. Свака права којапролаз~ кроз центар 

· хомотетије поклапа се са својом · хомологом. Нека права АВ 

"пролази кроз центар хомотетије S. Ма какав био модуо хо­
мотетије, покретна тачка М, · 

.5 J1t.лt: Ј5 -'---~o ___ ---"::'~o ~_-=.;.-=-~ која се креће " по правој АВ, 
, 

имаhе хомологу тачку М', која 
остаје стално на правој SM, 

Сл. 202 , 

· тј· на правој АВ, чиме је ова теорема доказана. 

, , Теорема 110. , ' Ако су две слике (P'~ и (Р") хомотетичне 
, са , тре1;ом сликом (Р), хомотетичне суи међусобом. Нека су 
.А и В , две тачке слике Р, А' , и В' , ЊИХQве ХОМQлоге таЧј{е · 

.ЈЈ 
на слици . (Р'), . а" А" и В," хомологе 
тачке на слици (Р") (сл .. 203). Тада, 

, , 

према 108 теореми је А'В' 11 . АВ и 
А" В" !I АВ. Стога је и А' В' 11 А" В" 
(теоре.-.1а 5). Тада и слике (Р') и (Р") 

• 
на КОјима се налазе паралелне дужи 

. А' В' и А" В", јесу хомотетичне. 

Последица. Када су три сли-

ке (Р'), (Р") и (Р) хоМОтетичне две 

и две, и ако тачка А слике (Р) има 

хомологу тачку А' на слици ' СР'), а хамологу тачку А" на 
. ~слици (р',), онда су тачке А' и А" хомологе. 

Сл. 203 
• 

:":.< • 

Нопомена. Сличне праволиниск~ слике (троуглови, четвороуглови, 

;'полигони) стављене у перспективном положају код једног зрачног снопа , 
• • • 
Јесу хомотетичне и модуо сличности тих слика Једна,К, Је односу хо-

. 1о\отетије. Тачке сличности два круга S и Р (сл. 195) јесу центри хомоте­
-тије, однос хомотетије је R: г, а кругови О и О' јесу у хомотетичном 

, . 
• 

mоложаЈУ· 

• 
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. . 

VI. КОНСТРУКТИ8НИИ ' рачунски задаци 
из · трећег одељка 

/ 

§ 69. ОСНОВНИ конструктивни задаци. За три .. дане 
дужи а, Ь и с (сл . . 204) наtш четврту пропорционалу. 

O ...... __ -= ____ ~O 

o_-~--o 

с • ", , 

. с 

,.,::::::::::;.t;[ ---"'-' " -"' .::0,' ..<'\ G ' 

.. . Сл. 204 

.. 

.. .. 

.. 

Најпре треба конструисати угао а а затим на његове краке 
преносимо AD =-~ а, DM Ь, АЕ с. Најзад cnajaM() тачке D и 

Е, а из тачке М повлачимо MFII DЕ.Отсечак EF је тражена 
четврта пропорционалах (теорема 73, § 54), 

2) За две ' дане дужи а и Ь наhи њихову mрећу неире-

• 

• , , 
, • , 

, , 
• 

/ 

о 

• 

• 
• 

• " . ~ , , 
, . , , , 

• • • 
, , , , , 

• 
" , 

.. 

",," о " 
~' ===:::::a====Д~===~::;:~ ~~ V 

Сл . 205 

.. 

• 

о>---:с-----о 

0>---"---0 

с 
...--/ ,""". , , , , , ' , . , , , .. , . . ' 

, О : ,:ь ' \ .:8 

Сл. 206 

.. . 

.кидну ПРОПОРЦИОНQЛУ. - Овај се задатак ради као први, узи-

мајуtш да је Ь с. 

. З) За две дане дужи G И Ь НGhи њихову средњу пропор- _ 

.ционалу. а) Треба на зрак АУ (сл. 205) пренети најпре а 
а затим Ь (AD . а, DB Ь). Затим над АБ, као над пречни~ 
ком, описати .. полукруг и .. у D подиhи нормалу DC до пре­

сека са ПОЛУКРУГОЈ\:\. Нciрмала DC биhе тражена средња . про­

flорционала х (теорема 91, под с). Ь) Треба на зрак АУ (сл . . 
206) пренети из А најпре АВ а,а затим АО Ь. Над АБ, 

као над пречником, описати ilОЛУКрУГ, а у тачци D- подиhи 

нормалу DC до пресека са · полукругом. Тетива АС ?иhе тра­

жена средња пропорционала х (теорема 91, под а) .. 
.. 

Планиметрија 8 
• 

.. 

; 

.. 
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4) Дану дуж поделити 

о 

на два или ВЈ1ще деловџ по . не­

кој даној . раз-
е . 31·' мери. Да би-

• • 
• 

О 

• , , , , 
. , 

, 
• , , , , , , . , , 

• , , , , , , , 

-----'------' 
Ј 

• 

Сл. 207 

, 

смо на пр. дуж 

АВ (сл. 207) по­
делили на . три 

дела по размери 

3 : 4 : 5, . треба 
• 

најпре да пову-

чемозрак АХ, 

затим на та . 

зрак преносимо 12 (3 + 4 + 5 . 12) једнаких произвољно узе-
• 

тих делова. Најзад 12-ту деонутач!<у С спајамо са В, а из , 
3-ће (Р) ' и 7-ме ' (Е) повлачимо PQ и ЕР паралелно са СВ 

• 

~eopeMa75). . о 

5) Дану · дуж поделити на два делапо размери двеју ' 
. , о 

датих дужи. . Да бисмо дуж АВ (сл. 208) поделили на 'два 
. . '. 

дела по размери а: Ь, 

треба најпре повуhи 

зрак АХ под произ­

вољни м уг лом, а за-
• 

тим на овај зрак пре-

о 

о 

, 

. l' 
о 

, , 
, 

, 

• 

о 

Јс. ' 0 ' 

. C~-

, 

. , , , , , , , 
нети AD а и DC = . . 

= Ь. Најзад спојити 
~ 

, 
./to d 

G 
~--~. 

С са В, а из D по­

вуhи DE 11 ВС (тео:­

рема 73). 
, 

• 

, , 

Сл . 208 
• 

.. . 
• 

б) Дану дуж увеhати у размери З : 7. - Треб<l најпре 
• 

дану дуж поделити на три Једнака дела, а 
• 

затим на њено 
• 

продужење пренети још четири таква дела. • 

7) Дану дуж · ума/tJити у размери 5: З. Треба најпре .', 
о О • , . 

дану дуж подел ити на пет једнаких делова, а затим, почевши 
. 

од по.четка, узети , за умањеRУ дуж ,трИ'таква дела. , о 

.. ,8); Дану . дуж поделити по непрекuдној , Йропорцuји . 

(3ЛQтнипресек). '. Поделити једну дуж по непрекидној про- · 
• • 

ПОрЦИјИ,о или, о ПО златном .пресеку, значи лоделитЈој је на таква 

. два неједнак,а дела, да је ' веhи део средња пропорЦионала .. 
измеђУ целе дужи и . мањег дела. Да QИСМО дуж АВ ,. Р (сл. 

209) поделили . по златноР1 пресеку, треба најпре у В подиhи 

. , " о , . 

* За ученике реалке . 
• 

• 
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а 
нормалу ВО = '2 ' ~ 

затим из О описати 

полупречником ОВ 

круг и спојити А са 

О. Најзад отсечак 

АБ добивене сечице 

АР преносимо на АВ 

(АС АБ). Тада С 

дели дуж АВ по непре-
• • 

КИДНОЈ . ПрОПОрЦИЈИ. 

• 

Доказ. Пре- ,. 

• 

• 
• 

• • 

о 

I , 
: f , 

fiOО, 

-~~' 
С .fJ 

Сл. 209 

ма теореми 102 (§ 64) под а) биhе АВ2 АР·АБ . 
• 

Одавде је: АР: АВ= АВ : АБ, 

, 

, , ' 

• 

, , ' 

или (АР-АВ): АВ . (АВ АБ): АБ, ИЛИ (АР БР) :АВ = 

= ( АВ АС) : АС, или АБ: АВ ВС : АС, ' 
, 

или АС : АВ . ВС : АС, или АВ: АС = АС: ВС: 

9) Дану дуж АВ поделити ио хармонијској пропорцији, 
а по даној размери т : n. Да бисмо дуж АВ (сл. 210) по-

, 
, 

• • , . ' --- , 

. , 

.Је 

\ ----_\0.. . 
. IJ ~ , ----_ 

. ~ . , ----
, ',' ---, ----- - _. ------.. . \ ---- . --' .,----- 1. ----

~~~------~~.--~-~--~ ---.л c~ ::в-------------.---.:...-- -------~ 

Сл. 210 

делили хармониски, ' на пр. ло размери 5 : 3, треба најпре из 
, ' 

А повуhи зрак АХ и на тај зрак пренети најпре 5 а затим 3 
, , 

једнака дела. Добивену крајњу тачку Q спојИТЈ1 са В, а из 

део не тачке Р повуhи РС 11 QB. Затим из р , ка А узети 3 
дела и спојити добивену тачку М са В, а из р повуhи 

PD 11 МВ. Тачке С и ' D биhедве конјуговане хармониске 
тачке, јер је ло 73 теореми: АС : ВС АР : PQ 5. : 3, а ' 

AD: BD АР: МР 5: 3, те је: АС: ВС AD: BD. 

10) Конструисати троугао сличан неком даном троуглу. 

- Повлачење'м паралелних са странама датог троугла АВС 

(сл. 211), добијамо троуглове: A 1 B 1 C1, А2 В2 С2 , АзВзС" 
коiи су слични, јер имају углове једнаке (теорема 14 и 84) . 

• • 
8* 

, 

• 
• 

, . 
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, .J:~ , . ' 

. , 

, , , " , с ' , ' , , ' 
,С ' I f .... ' 

I Р, ,:., 
, 1.... , 

l' ., 
I I ... . .... 

I ........4. , лf------~, · "V~J 
,/л ЈЈ ", 

л,f----- ---- ---- - .---------,~ '~.) . ~ ~' 

• 

Сл. 211 

, 

Овај је задатак неод-
реljен, пошто добија-

мо више троуглова 

сличних: датом тро­

углова АВс. 

...8 11) Над датом 
Ј 

дужи АзВз (сл~ 211) 
, 

конструисатитроугао 

сличан троуглу АВс. 

- Треба код Азкон-

струисати <t А, а код Вз угао В. Добивени троугао АзВзСз ," .' 
," ,'6. Аве, пошто имају углове једнаке. Овај је задатак' одреljен, 
јер се добија само један троугао АзВsСs сличан троуглу АВс. 

12) даном троуглу АВС (сл. 212) конструисати С.[luчан 

троугао тако а) да стране даног троугла стоје према хомо­

логим странама траженог троугла као "т: п; Ь) да IbИХОВИ 

обими стоје као т: п; с) да њихове површине стоје као 

m2 : n2• а) Ако је т : п 4 : 3, онда треба сТрану АВ даног 
троугла . А В С . поделити најпре на 4 ' Q , 
једнака дела, па из 3-ће деане тачке Е \ 
повуhи EF 11 вс. Добивени 6. AEF r-... 6. с "-

• 
' АВС, а хомологе им стране, а тако исто 

и обими, стоје као 4 : 3, а површине као 
16 : 9 (теорема 89 и 90). Ь) Ако је т : п = 

4 : 5, онда треба АВ поделити опет 

на 4 једнака дела, па на њено продужење 
1 

пренети још један такав део ВР ='4 АВ , 

~ \ 
\ 
\ 
\ 
\ • \ 

Сл. 212 

а затим . из тачке Р повуhи PQ 11 вс. Тражени троугао биhе 

APQ. Хомологе стране и обими даног и добивеногтроугла 

• 

• 

стоје као 4:5, а површине као 16:25. 
13) Над даном дужи MN (сл. 213) конструисати много·' 

I Сл. 213 

I 

, , 
Q 

I .., 
I .., 

/ ,/ .., 

• • • 

угао КОЈИ Је сличан даном 

многоуглу А В С D Е. 
Најпре треба код даног , 

многоуг ла да повучемо ди­

јагонале АС и AD, а за~ 
тим на страну АВ преМо-" . 
симо MN (AF MN). По-
влачимо затим FO 11 вс, 

• 
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• 

ОН 11 CD и HL 11 пЕ, чиме добијамо многоугао AFOHL сли-
чан многоуглу ABCDE. Најзад нам МЛl треба конструисати 
MNPQR,-...J AFOHL. 1ад-а је MNPQR тражени многоугао .. 

14) Нацртај многоугар сличан даноме М/iОГОУГЛУ ABCDE 
(сл. 213) тако да се стране (обим) датог многоуглаимају 

према хомологим странама (обиму) тращеног многоугла као 

т: Гl, а Ibихове површине да се имају ј<ао m2 ; п2 • . , ' 

Ако претпоставимо да је дата размер!! 'т ; п 4 ;.3, онда 
треба најпре код датог многоугла повуlщ дијагноле АС и 

AD, а затим поделити страну АВ на 4 (т) једнака дела. Нај-:­
зад из З-hе (п-те) деоне тачке F повуhи РО 11 ВС, затим 

• 
ОН 11 CD и најзад HL IIDE. Тражени многоугао је AFOHL. 

, " 

Стране (обим) датог многоугла имају се према странама 

(обиму) добивеног као 4; З, а њихове се површине имају као 

16 : 9 (теорема 99 и 1 ОО). 

15*) На два дата круга 01 и 02 ПОf3ући заједничке тан-: 
генте (види напомену под 1 код § 65). 

, " 

'16) За три дане тачке које се налазе у истом правцу 

одредити четврту ltJима хармониску тачку. Ако су дате 

тачке А, В и С, па желимо да нађемо четврту хармониску 

тачку D (сл. 214), треба кроз тачкуС ';iајпре повуhи праву 
, , 

л :-. __ .:8 ____ ___ -_ ' ___ _________ f ----. -----------------
, ' 

• • 
Сл. 214 • 

MN, а из тачака А и В повуlш паралелне праве АМ и BN. . 
, Затим продужимо BN с друге стране и на то продужење 

• 

преносимо ВР BN. Најзад, права која спаја М и Р проду-

жена сече ' продужење од ' АВ У тачци D. која , је тражена 
четврта хармониска тачка. Заиста је из сличности троуглова 

АМС и BNC; АС; ВС АМ ; BN , (1), а из сличности тро­

углова ADM и BDP; AD ; BD , АМ; ВР (2). Из пропорција (1) 
и (2), чије су десне стране једнаке,имамо; АС ; ВС AD; BD . 

• 

* За ученике реалке. • 
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§ 70. Рачунски задаци 

1) Решити правоугли троугао (сл. 176) Kal\ се зна: ' 
. , 

1) а и Ь; 2) а и р; 3) Ь и С; 4) Ь и h 5) Ь и q; 6) h и р; 7) Р и q; 
Ь а . . 

8) а и С; 9) Ь и С; . 1.0) а и Ь + с;. 11) а и Ь с; 12) Ь и а + с; . 

13) Ь и а с; 14) а и~; 15) Ь и ~; 16) h и~; '17)q и~; 18) Р и ~. ' 
(За први пример узми а = 20 ст и Ь = 16 ст, па нађи остале количине: 

. . . 

c,h, р, q, и ~ (,), а за остале примере узми нађене вреДН9СТИ дотичних 
количина.) 

2) Код равностраног троугла је а страна, h висина, R и гполтпреч­
ници описаног и уписаног круга; из једне од тих количина нађи остале. 

3) Код равнокраког троугла је Ь крак, с основица, h основичина ви­
сина, Gt угао на основици; из две о,д;ових КОличина наljи друге ·· две. 

4) Код равностраног троугла је збир стране и висине 15 ст; нађи 
страну и висину. 

5) Код квадрата је а страна а d ' дијагонала; из једне од тих коли": 

чина нађи другу. . . . 
6) Код квадрата зна се збир (разлика) дијагонале и стране; нађи 

• 

страну и ДИЈагоналу. . 
7) Паралелне стране једиога трапезајесу 18 т и 16 т, а висина . 

9 т; колика је управна ' спуштена из пресека непаралелних ' страна на 

краћу' паралелну страну? 

8) Колика је видна даљина посмат.рачеВог ока, тј. колика је дирка 

повучена из ока једнога посматрача ка Земљи, ако се посматрач налази у . -
балону, на висини од 2000 т над Земљом, кад је полупречник Земље 6378 кт? 

9) Стране једног троугла јесу .12, 15 и 17 т, а најмања страна јед-. . 

нога њему сличног троугла је 7 т; наhи остале две стране овога троугла. 
10) Један троугао има основицу 15 ст ·а висину 9 ст, а основица 

једног њему сличног троугла је 12 ст; наhи њену висину. 
Ј 1) Основица једног троугла је 8 т, а висина му је ' 5 т; на ком 

отстојању од врха треба да повучемо праву паралелну са основицом да 

њен отсечак измеljу страна троуглових буде 3 т? 
12) Основица једнога троугла је 18 ст, а на отстојању од 14,1 ст 

• 

од основице повучена је паралелна са основицом, чији отсечак измеljу 

троуглових страна IЩноси 8,6 ст; наhи висину троугла . 
• 

13) 13ертикални предмет висине 5 т баца сенку од 8· т. Напи ви-. 

сину предмета који у исто време баца сенку од 25 т. 
14) Паралелне стране једног трапеза јесу 15 и 5 ст, а једна од 

непаралелних страна. 8 ст. За колико ст треба ПРОдУжити ову страну до 
пресека са продуженом другом непаралелном страном? . 

15) Основица једнога троугла је 24 ст, а висина му је 20 ст. у . 

овоме троуглу уписан је квадрат тако да му се једна страна поклап1/' с 

правцем основице, а да се супротна темена налазе на странама троугла. 

Наhи страну квадрата. . 
16) Дијагонале једног ромба јесу 10 и 24 т; наljи љего!! обим. . , 

17) Стране једног троугла јесу 3, 4 и 5 т; какав је овај троугао? 
18) Обим правоуглог троугла је 12,5 т, а размера љегових катета 

3:2. Нађи љегове стране. 
. , 

• 

• 

• 
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• 

19) У кругу пречника5 т повученаје тетива дужине З т; наlш 
њену централну раздаљину. . 

20) У кругу полупречника 5 т повучена је тет ива чија је централна 
раздаљина 3 т; Ilаl1и дужину тетиве. . 

21) Тетива ,ДУЖlше 10 т има централну раздаљину 4 т;' lIаћИ полу-
пречник KpYI'a. . . , 
, 22) Из тачке чија је централна раздаљина 5 т повучена је тангента . 

кругу полупречника 4 т; наl1и дужину ,тангенте. 
23) Тетива дели кружну периферију у размери 5:4; наhи перифе-

риске уг лове над том тетивом. " " 
24) Из крајње тачке једнога пречника, ,чија је дужина 8 m, повучена 

је тетива која заклапа с преЧllИКОМ угао од 30·. Наl1и дужину ове тетиве 
:s: тетиве која спаја други крај пречника ,с другом крајњом тачком по- ' , . 

вучене тетиве. , , 
25*) Две тетиве секу се у кругу. Отсечци једне тетиве, јесу 6 и 14 m, 

а отсечци друге тетиве имају се као 7:3; наћи отсечке друге тетиве. 
26) у кругу полу.пречн~ка 4!5 т повучена је из крајње тачке једнога 

пречникатетива, ЧИЈа Је ПРОЈеКЦИЈа на пречнику 0,6 т; наlш дужицу по- . 
вучене тетиве. 

27) Тет ива дужине 0,3 т нормална је на kДН9М полупречнику круга 
и дели га по размери 8:9; наћи пречник круга. 

28*) Из тачке ван круга повучене су две сечице на круг. Већи отсе- . 
чак једне сечице је 13,75 т, а њена је тетива 6,25 т; наl1и другу сечицу ' 
ако је њен спољашњи отсечак 10 тс . 

, 29*) Из тачке ван круга повучена је на круг сечица, чији је спољашњи 
{)тсечак 5,25 та тетива 7,5 т. Наhи дужину тангенте повучене ИЗ ' исте 
тачке кругу: 

30*) Из тачке ван круга повучене су кругу тангента дужине 5 т и 
сечица, чија је тетива 3,2 m; ,наћи отсеЧКе сечице. " . 

31*) Потенција неке тачкеје 100 т2, а' полупречник круга г=5т; " 
наl1и ' централну раздаЉi1Ну ове тачке и дужицу тангенте повучене из те 
тачке на круг. 

32*) Потенција неке тачке је БО т2, а тетива неке сечице повучене 
из те тачке на круг је 11 т; наliи , отсечке сечице. ' 

33*) Наl1и потенцију неке тачке идужину тангенте поучеНе из те .' 
тачке кругу, аКО је њена централна раздаљина 10 т; а полупречник Kpyra 6м. . 

34) Ст.ране једнога многоугла јесу 4,6, 7, 8 и.11 т, а најмања страна , 
jeiЦ!{)гa њему сличног многоугла је 3т; наhи остале његове стране и обим . 

.. 35) Обими два слична полигона имају се као 5:3, а једна страна , 
мањег многоугла је 4 т; наliи њену хомологу страну другог многоугла. 

. 5 ~ 
36) Стране једног троугла јесу 36 т, 2,4 in и 130 т; наhи CTpa/le ,. 

њему сличног троугла, ако је његов обим 16 т. 
37) Обими два слична равнокрака троугла јесу 31,7 и 18,2.т, а осно­

вица првог троугла је за 8,1 т веl1а од основице другога. liаl1и стране 
ових троуг лова. . 

38*) ИЗ једне тачке ван круга повучене су на дати круг дирка и 
сечица. Колики су отсечци сечице а колика дирка, ако је разлика између 
веliег, отсечка сечице и дирке 18_dm, а , збир отсечака сечице 30 dm (1 бео-
градска, 1900). ' 

39*) У неком кругу кроз средину тетиве s повучена је друга тетива 
S,; да се израчунају њени' отсечци уопште, а затим и за s = 4,2 dm и 
s, = 5,8 dm (Ниш, 1903). 

40) Пречник једнога круга је 30 ст. Тај је пречник подељен на три 
једнака дела. Наlш дужине тетива које пролазе кроз деоне тачке а нор­
малне су на пречнику (Београд, III мушка, 1923). 

41) Израчунати дијагонале ромба, кад је дата његова страна а = 5 
т, а полупречник уписаног круга у њему r = 2,4 т (Београд, Реалка 1923). · 

• 

*) За ученике реалке. • 
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, 

ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 
, ' 

јЕДНДКОСТ И ИЗРАЧУНАВАЊЕ ПОВРШИНА ПРАВОЛИНИСКИХ СЛИ-

КА, ИЗРАЧУНАВАЊЕ КОД ТЕТИВНИХ И ТАНГЕНТНИХ ПОЛИГОН А 
-

1. Једнакост ' ина , 

, l С ,---
, ...... I " •••• .r. ..... ) .. ' . ..:I . 

• •• ~ • •• оо О '! ..... 1.\. · 
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• '. ОО ; ., • • ' ••• " ••• ' ОО •• ' ...... . . ... . . _. . . . , . .............. ~ :; ....... , ... " .... . . .' ... ........ . . : ....... . : : ... ... ) .. _. 

, ,' .... l .~ -'О •••• • О, •••••• • ,_ 

,/.:; ~ .... ,;:' о',.; .::~ •• : .. .':'.:::: ~ :;;:.: Ј 
, •••••••• •• {·о. ", ....... '," 
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. - ." .~. ,~ ... 0 ' - : " ," оо ••••••••• 

,Д 

, 

-
Сл, 21 ј Сл, 216 

бисмо доказалиједнаkОСТ ромбоида ABCD и правоугаоника 
АВЕР, који имају једнаке основице и висине, треба да дока­
жемо само једнакост троуглова ADF и ВСЕ, пошто те две 

слике имају као заједничку поврuiину трапез ABED, , Тро-
, углови ADF и ВСЕ јесу једнаки, јер су подударни (АР ВЕ, 

AD ВС и <Ј: F <Ј: Е 900 . . Стога је ABCD АВЕР. 

• 

Ова је . теорема у важности не само за правоугаоник и 

ромбоид, веп и , за ма која два паралелограма једнаких осно- " 
вица и висина, што се види из сл 216, Овде су троуглови 

ADF иВСЕ подударни,јер је АР ' ВЕ, AD 8С, а <Ј: F = 
" , 

<Ј: Е као сагласни, 

Теорема 112. Сваки је троугао, по површини, половина 

од онога паралелограма с којим има једнаку основицу и висину. 

--------, 

Сл, 217 

Нека 6 АВС (сл, 217) и пара-
, , 

лелограм ABCD имају зајед-

ничку основицу АВ и заједничку 

висину СМ. Да је 6 АВС 
ABDC _ 

2 ,уверавамо се из Јед-

накости троуглова АВС и BDC. 
Ови су троуглови једнаки, јер 

, 
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, . . . ' , 

су подударни. Подударни су зато IlIТ()СУ им стране једнаке. 
Па како им збир даје паралелограм ABDC, а једнаки су, то · 
. . 
• . Је сваки од њих половинатога . паралелограма. 

, 

Теорема llЗ. . два су троугла једнаке површине, ако . 
• 

имају једнаке основице и висине. Нека троуглови. Аве и MNP 
имају једнаке основице (АВ MN) и једнаке виСине (СМ PR) . 

• 

Повлачењем CD 11 АВ, BD 11 АС, PQ 11 MN и NQ 11 МР добијамо , 

, 

С ~Q --------9 . , 
I 

I 
I 

I 
I 

---~~_.~ 

I 
I 
I 
I 
I 

!. -­
~ 

, \ 
\ , 

Сл. 218 

• 

, 
\ , 

паралелограме ABDC и MNQP, који су једнаки, пошто имају jeд~ · 

наке основице и ви сине (теорема 111). Па како је по ] 12 теореми 
ABDC MNQP f:::. АВС = 2 ,а f:::. MNP. 2 ' то су и троуглови АВС и 

" . 

MNP, као половине једнаких паралелограма, једнаки . . 
• 

На"омена. До сада смо могли доказати jeДHaKO~T троугловзсамо ' 
помоћу њихове подударности, а од сада и помоћу једнакости њихових .. , . . . . - . 
основица и висина. 

Теорема 114. Сваки је трапез по површини једнак с 
, . 

оним троуглом чија је основица једнака збиру паралелних страна 
, 

трапезових а висина му Је једнака са висином троугловом. 
./ 

(: -

.ЈЈ 

Сл. 219 

Ако страну АВ трапеза . 

ABCD (сл. 219) проду­

жимо . за ВМ тако да је 
ВМ DC а тачку М спо­
јимо са D, онда добијамо , 

троугао AMD, чија је о­

сновица једнака збиру па-

. р~лелних страна трапезо-

вих, а има исту висину DE као и трапез. Да бисмо доказали 
. једнакост овога троугла и трапеза ABCD, довољно је да. 

докажемо једнакост троуглова BMN и DCN; пошто . тро- , 

угао AMD и трапез ABCD имају као заједничку површину 

трапезоид ABND. Троуглови BMN и DCN јесу једнаки, пошто 
су , подударни (ВМ DC, <}: т <}: П и <}: р <}: Q' као на-

изменични). \ 

, 

, 
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• 

Теорема 115. . Сваки четвороугао са нормалним дијагона-
• • 

лама (квадрат, ромб, делтоид) половина је по површини одонога , . 
правоугаоника, чије су стране једнаке са дијагонала ма четворо-

угловим. Ако кроз' темена D и В делтоида ABCD (сл. 220) 
повучемо МQ.и NP паралелно са дијаго- () .' 

, налом АС, а кроз темена А и С повучемо С . .fJ 
.MN и QP паралално садијагоналом DB, 
онда добијамо правоугаоник MNPQ, 

• • • • 
' ЧИЈе су стране Једнаке са ДИЈагоналама 

делтоидовим. Да бисмо доказали да 

је делтои~ половина овога правоуга .. 
оника, служимо се теоремом 11 З, по 

:којој је: t::,. DBC DB;Q, /::, DBA = 

DBNM . 
= 2 . Стога Је: 

• 

.' 

• 

• 

• 

Л. 

Сл. 220 

DBPQ+DBNM ' ABCD MNPQ 
= 2 " или . = 2 ~ 

Теорема 116. Сваки правилан полигон једнак је по 
• • 

, површини са оним троуглом, чија је основица једнака обиму мно-

(гоугловом, а висина му је једнака ПОЈ1упречнику круга уписаног у 
• 

f МНОГОУГЛУ. Ако страну АВ правилног б-тоугла ABCDEF (сл. 221) " . 
• 

• \ . I 
\ I 

\ I 

\ 'о - -

.... . 

Сл. 221 
• • 

• • • 

iПрОДУЖИМО И С Једне и с друге стране и на њу пренесемо 

,·све остале стране б-тоугла, и крајње тачке М и N спојимо са 
:центром О уписаног круга, онда добијамо t::,. MNO, чија је 

. . . 

основица MN једнака обиму б-тоугла, а висина 05 једн.ака по-
.лупречнику r круга уписаног у б-тоуглу, Да бисмо доказали да 

. је t::,. MNO ABCDEF, треба " једино да докажемо да је и 

Ь MNO и б-тоугао ABCDEF шест пута веlш од t::,. АВО; Да је . 

• 
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то тачно увиђамо, ако тачке Р,сј и R, а тако исто и T~MeHa 
б-тоугла спојимо са центром О. Тада су троуглови:МРО, РАО, 

АВО, BQO, QRO и RNO једнаки, јер имају једнаке основице 

и заједничку висину OS т. Стога је !5. MNO шест пута .веhи 

од ма кога од тих троуглова, па и од !5. АВО. Тако исто, 

б-тоугао ABCDEF : шест пута је веhи од !:::, АВО, пошто су 
троуглови: АВО, ВСО, ' CDO, DEO, EFO и FAO као поду­
.дарни једнаки. Па како ј е и !:::, MNO и б-тоугао ABCDEF шест­
пута веhи од !5. АВО, то су те две слике · ј еднаке. Истим 

• 
путем докаЗУЈе се ова теорема, ако место правилног шесто-

• 
• • 

.угла узмемо ма КОЈИ правилан n-тоугао. 

Напомена. Како круг CMaTP;lMO као правилан многоугао од бе.с-

кона чног 'броја страна;. то је, на основу ове теореме, површина круга 
једнака површини троугла чија је основица једнака . обиму, а висина 

• • 
му Је Једнака лолупречнику круга. 

• 
• 

Теорема 117. Квадрат над једном катетом правоуглог 

троугла једнак је по површини с .оним правоугаоникомкоме Је 

једна страна једнака са хипотеНУЗ0М, а друга са хипотенузиним 

отсечком до те катете. Да бисмо доказали да је квадрат 

ABMN (сл. 222) над катетом АВ једнак правоугаонику BFED, 
коме је дужина BF једна­
ка хипотенузи ВС, а ши­

рина отсечку BD, треба 

најпре да спојимо М са С, 

затим А са F и најзад да 
• 

докажемо једнакост тро-

углова ABF и СВМ. Ти 
• • 

су ТРОУГЛОFlИ једн'lКИ, јер 

су подударни (ВС BF, 
АВ ВМ и <}:: ABF= 

<}:: СВМ 900+ ~). па 
како је по 11 З теореми 

• 

л ABF= BFED л СВМ= 
.L:l 2' и. . 

. 

с 

• 

• • 
~.' 

. t "; ',' . . ' :' :-;': '~~ '. 
о- . ' . ••• • .' ," , ·- · ~·., :· j , ,, ~ ·' I " . 

.. ,... ... ,. . ' • • ~. : ~ ••• .0:', Ј 
;" ....... ... ..... : ' . '''' . . :. -""! .•. ,.' •. ,, ::., ..• , .. , .. .... . ' 

, ........ :: .. ;:.: ~;;: . .' . .' . : :~ . ; ' .. 
.1) 

. о- .. :: .: .;.:.:.:: ~\ : : :', • : ' .'. ': .0 
",; , ... >._ ..• •. ~: : /: , ,0;. '-. . ' о·· .,' ... • . .' -: , • 

' о •••• , ' • • ••• . ' • • " , ,, • . ~. , _. о о, .. . . " .; . ~.' ••• ' " .>: ... . . ,", • , . . .• -.•.• О ' _ 
/" '.~ .. " .. ' , .• ....... , .. ,...--.. .'::::::' '(.::;' " ~ ~~ ;. 

л ?-- j3--,~~~:;~::.~ . :. . 
..... •. , .•• ..... ~ ' " . ... ,~.· ·v/Д .. .. : ..... ........ . " ... · ЈЈ 

• • ••• • • · .-.' .. . .' . . . . , . 
' •. -. . :" ј . - ' ''' ' ' ' ' '-. " ' : ~ ' -. , ~ , . . .' .. ' . . . . 
.' . .. ( . '- ' .... '\ .. ' , . ' . .....• ,_ ...... , . . ... .... . 
, .• : . ~. J .. ~ ._ .... .. . .. ; .. . .. ' .. ' .. , .. .. ..... . · . . .-. . . . . . ' . ' 
~ . . - , ......... . .. , " . ... . .• ' ... . .. _ ,- , ' о .. , ...... . ".. .... . . .. 

" ... . . .' - • ' . ' ,о ' ... ... ' • • 
_ . _ ~ ... . ... . . . , ' ,' 0 ... . · . . " .. . .... . " ' -...... ,: ~ ' ... : . " ., 
о.. .' .. . . . . , . . .. . . . . .' ' . , . . , • • • • • • • •• Ј •• • • ' •• .. ' . . " . . .. . . 

ЈУ 
. . . ........ .. . . . . . 

. · · · · · ,· Ј ··· ; ... ·• · •·• '" . .. ... . - .. . - .. _ .' Ј/С 

Сл. 222 

ABMN 
= 2 'то је и половина квадрата ABMN једнака поло-

БИНИ правоугаоника BFED. Тада су једнаке и њих()ве целине, 
тј. ABMN BFED. 

-

• 

-
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- • 

-
Теорема 118. - , 

- Квадрат над хипотену--
- . 
З0М правоуглог тро- ' 

ј "",' .=--=-=. ??"? . .:. ;'.--- _._. " -'- ' ( ":- _ ... _ . ... _._. _._-- _. - '-- ' - - - -, -, ._ , --. 
[-= :' '0 "- ' - _.- - . - - - ' ._ . _. -,- - ' _. -' - -_ .. -. - - . . _"_. . . ____ _ .. _ '-----С 

. - .- '- '- -- ~ 

. _. - -"- '_ ._- - - -._- . . _---
- - "о _ _ 

'-- ' -- , ­- - ' _. - -

Сл. 223 

угла једнак је са зби­

ром квадрата над ка­

тетама. (Питагорино 

правило) По , прет-, 
• 

ХОДНОј теореми има-

мо: ABMN BFED, 
а ACSH DEPC (сл . . 
'223). Сабирањем ових 

• • 
двеЈУ једначина до-

бијамо: ­

ABMN + ACSH , 

= BFED + DEPC. 
- или ABMN + ACSH ' вррс, , чиме је ова врло важна тео-

рема доказана: -
-'. Теор'ема 119. ' Квадрат над хипотенузином висином пра-

воуј-лог ' троугла једнак је 
-

правоугаонику, коме су стра- ' 
не једнаке са отсечцима хи­

потенузиним. Нека је ADHS 
квадрат над висино~ AD З 

(сл. 224), BKLD квадрат 
. 

над отсечком хипотену-
• 

зиним BD, ABMN квадрат 
над катетом АВ, а BFED 

• • 
правоугаоник, ЧИЈа Је ду-. -
жина једнака хипотенузи 

ВС а ширина отсечку BD. -. ј( - _ _ ----Ј 

Тада је према претходној Сл. 224 
теореми: ADHS ABMN . . . 

, 

BKLD, или, ' заменом ABMN са BFED (теорема 

ADHS BFED BKLD=KFEL, 
. -

чиме је и ова теорема доказана. 

, 

117): 
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, . ' . 

11. Израчунавање и размера 
• 

на 
• 

праволин слика 

§ 72. Површина слине. Под површином неке слике 
о 

-разумемо површину ограничену странама те слике. До вели-

чине ове површине долазимо упоређивањем те површине са 

'површином ма које о основне јединице за површину (1 т2, 1 
дт2, 1 ст2 или 1 тт2). Резултат упоређивања, који нам по-

о 

1<азује колико се пута садржава узета осиовна јединица у 

површини једне слике, даје нам величину или бројну вредност 

површине дотич'не слике. Површину слике не израчунавамо 
• 

непосредним преношењем узете јединице по ' површини слике, 

јер је тај посао тегобан и често неизводљив. То , се обично врши 

посредно, мерењем оних дужина :слике од којих зависи њена 

ловршина и помоhу Њих, применом теорема из једнакости слика, -
рачунским путем долазимо до величине површине слике. 

, 

§ 73. Површина правоуглих паралеЛограма. а) Нека 
је код правоугаоника ABCD (сл. 225) дужина АВ 5 ст, а 

, с , , . . 
! I t I 
I I • 1 I 

---+---+_._+---,+---
t • I I I 

I I I I 
I t , I 

.. [!,~"?.;;:;::+ - - - -f- - - - -+- - - - + - ,- -
.. ,,"";. .•. :;. ; ... ~ I <оо . I , 

~4cm~.. I 1 . I 
.:,,: .• <, .~ ... ,; I I . ' .. " , •. . , I . . . . ' . '-' - ,', ' - ' , ' s ·:-,· ,·····;;!:.'J I , I Ь 

Л Ј.Ј 

Сл. 225 

, 

• с ОО 

, , , , 
• , I 

--- +---+--"'--
, I 
• , I 

- , 
.-;- .-,,.--L ___ + ___ _ 

'"с . · _. -·:;Ј -
-о·., . '. I , • • , О"' • 

.":f··'.·.::_ .... ~·J I ' 

~' .. ~m '0;' I ' ........ .. ~ ·Ј I -.-, .. ' . . . '. '.', '.,'" . 
>о.' . .... . . :, __ ~~ 

Сл. 226 
, 

ширина AD = З ст. Ако из сваке деоне тачке дужине повучемо 
-

паралелне са ширином, а ј1З сваке деоне тачке ширине пову-
, 

чем о паралелне са дужином, онда се његова повр,шина дели 

на 15 квадратних сантиметара. До ове величине дошли бисмо 
множењем мерних о бројева 5 и З његове дужине и шири не . 
(5. З Ј 5 ст2). Ако су стране другога правоугаоника 10ст 

(dm, тm) и 6 ст (dm, тт), онда бисмо истим путем нашли 

да је његова површина 10·6 60 Сin 2 (dm2, тm2). Уопште, ако 

је а мерни број дужине, Ь мерни број ширине једнога пра­

воугаоника, онда је формула (образац) о за његову површину 

р а Ь (1) 
о 

Ь) Из обрасца (1) видимо да величина површине Р зависи 
• 

-
, 
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• • 

од дужине. а и шири не . Ь : УвећаваЊеМ CTpaH~ · увећава се и' 
. . 

• 

поврщина, а смаЊЩlањем стра,на смањује се и површина. 

Према томе, површина Р је функција страна а и Ь, или само 
једне од њих, ако је . друга стална . .код другога правоугаоника 
страна .а' и Ь', биhе површина: 

Р' а' · Ь' (2) ' 
Дељењем једначина (1) и (2) добијамо пропорцију: 

• 

, Р: Р' . а Ь: а'Ь' (3), . тј. • 

• 

површине два правоугаоника имаЈу - се као производи мерних 

бројева њиховихдужина и ширина. Ако је а -- а'Ј или Ь b'~ 
онда пропорција (3) добија облик: 

. 
• 

Р : Р' Ь : Ь', односно Р : Р' , . а: а'Ј тј. . 
• 

• • • • 

површине двщу правоугаоника Једнаких дужина имаЈУ се · као 
• " о . • 

и ширине, а Једнаких ширина, иМајУ се као 11 дужине. 
. ' 

с) Како је квадрат у ствари правоугаоник . код кога је 

дужина једнака са ширином (а- Ь), то је његова поВршина: 
. . . . 

Ра2 (4) . . 
Код другога квадрата стране а', 6иhе' површина Р'= а12 (5). 
Дељењем једначина (4) и (5) добијамо пропорцију: 
- Р: Р' а2 : а-12 ' (6), тј. 

површине двају квадрата имају се као квадрати мерних бро­

јева њихових страна. Из обрасца (4) увиђамо . да је повр­

ши на квадрата функција његове стране, пошто она мења своју 
• . вредност кад и страна мења СВОЈУ, вредност. ' 

• 

§ 74. Површина косоуглихПараЛелограма. - Како је пр 

111 теореми (§ 71) површина једнога ромбоида једнака с по-
• 

вршином правоугаоника Једнаке ОСНОВ!(IЦ.е . и висине, а повр-

щинасе , правоугаоника налази множењем мерних ' бројева 
• • 

његове дужине и ширине, онда Је Јасно · да се површина 

ромбоида израчунава МНQжењем мерних бројева његове осно-
• • • 

вице и висине, ПQШТО основица заступа дужину, а вис~на 

.н . 
r----

-
I 

.3cm.' 
I 

I 

I 

• 

.л 

.лt С ширину првоугаони:-: 

r-------------- ка, што C~ види из 

I I 
• , 

,Јсm I 

I I 

, 
I 

I 

, Сл. 22.7 . 
• 

• 

сл. 227. 
' Ако је м е р ни 

број основице а, а 

мерни број В,ИСllне 
• 

. h, онда је . образац 
. 

за п о в р ш и н у ром-:-

боида: 



• 

• ]2Т 

р -- аћ . ( 1 )' • 

Ь) Како се ромб сматра као ромбоид једнаких страна,. 

то се и његова површина израчунава множењем мерних бро­

јева његове основице и висине. Ако је његова страна а, а 

висина h: онда је његова површина: Р аћ (2) 
с) Ако су дата два косоугла . паралелоr'рама основица · 

• • 

а и а' и . висина h и h', онда су њихове површине Р ah к 
р' а'h'.Дељењем ових двеју једначина добијамо пропОрцију: . 

. р: р' . аћ: а'ћ' (3); тј. 

ПОВРШИllе паралелограма имају се 

јева љихових основица и висина. 

порција (3) добија облик: 
р : р' . h : ћ', односно 

као производи мерних 
• 

За а а', или h . h', 

р : Р = а : а', тј. . '. . 

. 

бро-
о 

про-

површине . Паралелограма једнаких основица имају се као -и 

мерни бројеви љихових висина, а једнаких lщеина, имају се 

као мерни бројеви њихових основица, I1З обрасца (1) увиђамо 
, " . . , 

да је површина функција о било само основице, било само ви-
, - . .. " .. - , , - , " . 

сине, или и основице и висине. 
· 

. Напомена. - Уопште, површина ма . кога паралелограма изра'ЈУ- -
о _ , _О ._ • 

нава се множењем мерних бројева његове основице и висине. Код . право-
, . '-. -

угаоника висина је заступљена ширином, а код квадрата стр.аном. Разуме 
• 

се, при израчунавању по'вршине паралелограма, а то исто важи и за, 

остале слике, треба мерни бројеви основице и висине да буду изражени 
• 

у истој јединици дужине. Ако нису, онда их ваља претходно довести 
. на исту јединицу. Тако, за а = 10 dm и . h = 7 ст, је Р = 100· '7 = 700ст2, 

или р = 10·0,7 = 7 dm~, Треба, дакле, 10 dm и 7 ст претходно претворити 
. . 

или у dm или у ст, о па ·затим вршити множење. 

§ 75. Површина троугла . . ' . џ) На OCHQBY 112 теореме 
-

(§ .71), површина троугла израчунаВilсекада се мерни бро-

јеви основице и висине помноже и добивени производ по-· 

дели са два. Тако, површину. троугла АВС (сл. 217) израчу--. , . 

АВ· СМ " . ' 
навамо по обрасцу Р . = 2 , , пошто нам производАВ· СМ 

, 

претставља површину паралелограма ABCD, који је два пута 
, 

веhи од 6. АВС. Уопште, ако су. а, Ь · и с стране јеДНOI'а 

троугла, а h(a), h(b) и h(c) њихове одг6варајуl'iе висине, . онда 
• 

Jt: површина троугла: 

р= 
1 . Ј Ј 
2 ah(a), или Р == 2 ' Ьћ(ь), . или Р ,- 2 

. . 
Из ових образаца увиђамо ' да је површина троугла функ- -

ција мерних о бројева једне ма које љегове стране и · љене ви-
• • • 

сине, или само Једне од тих количина, ако Је друга стална •. 
о • 
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Ь) Ако су дата два троугла основица с и с' и висина 

сћ . c'lz' . 
. h и ћ', онда су њихове површине Р = 2 и Р 2' Деље- . 

њем ових ' двеју једначина добијамо пропорцију: ' 

f р: р' сЬ: с'Ь' (1), тј . 
• • • 

ловршине двщу троуглова имщу се као произврди мерних 

бројева основица и висина. За с с', или h ћ', пропорција 
• 

(1) добија облик: 
р : р' = h :' Ь', односно Р: р' = с : с', тј. 

• • • • 
површине двйЈУ троуг лова Једнаких основица ИМQ]У се /fao 
љихове одговарајУће висине, а једнаких висина, као НЈихове 

, 

одговарајУће ОClfовйце . ' 

с) Како је , Р 
аћ(а) . Ьћ(Ь) 

= 2 2 
, 

сћ(с) 

2 
, 

. аћ(аЈ Ьћ(ь) сћ(с). Одавде је: 

• 

то Је 

а: Ь Ь(Ь) : Ь(а), или а: с Ь(С) : Ь(а), или Ь: с . Ь(С) :Ь(ь\, .' 
тј. две стране једнога ' троугла обрнуто су ПРО,порционалне ЩI 
одговарају1iим висинама (Теорема 120). Ова се теорема често 

примењује . при решавању рачунских задатака код троуглова. 

• 

d) Како код правоуглог fpoyrJla једна катета заступа 
• 

• • 

,основицу а друга висину, то Је површина правоуглога ' тро- " 
Ьс 

yг.~a катета Ь и с, Р = 2 ' а правоуглога равнокраког тро-

Ь2 
угла Р = - -, пошто је код њега Ь с. 

2 

§ 76. Површина трапеза. . На основу 114 ' теореме 

,(§ 71), површина једнога трапеза израчунава се када се збир 
паралелних страна помножи висином и добивени производ · 

подели са два. Тако је површина трапеза ABCD (сл. ' 2 ~ 9) = 
" ' АМ ·DE 

L AMD. Па ка'Ко је површина овога троугла. Р 2 

или заменом АМ са АВ + DC, Р 
(АВ + DC)·DE 

2 ' ,. 
, то нам 

овај образац једновремено ' претставља и површину трапеза 

ABCD. Уопште, ако су аи Ь паралелне стране једнога тра-
. , 

пеза, а h његова висина, онда је његова површмна: ' 
1 ' 

Р -- 2 (а + Ь) h . 

,Из овога обрасца УВИђамо да је ' поаршина р функција или , 

, 



• 

• 
• 

само једне паралелне стране а или 

обеју паралелних страна и ВИСИl:lе. 

Ь, или само висине ћ, или 

• 

§ 77. Површина четвороуглова са нормалним дијагоналама . . 

(квадрата, рамба II делтаида). На основу теореме 115 (§ 71), 
• 

површина свакога четвороугла са нормаЛНИМДИЈагоналама из-

рачунава се кад се производ мерних бројева његових дијагонала 

подели са два. Тако, површина делтоида ABCD (сл. 220) по­
ловина је правоугаоника MNPQ. Па како је површина овога 

правоугаоника Р MN . NP, то је његова површина Р АС· BD; 
;ако заменимо MN са BD и NP са АС. Стога је површина . . . 

1 . 
делтоида Р 2 Ас. BD. Уопште, ако су d и d' дијагонале 

• 
Ј еднога делтоида . или ромба, онда је образац за /љихову / 
ловршину: 

р . d:' (1). 

Како су код квадратадијагонале једнаке, то је ' његова ·ловр-. 
~ . ,," 

ши на Р = 2 (2). Из образаца (1) , и (2) опет увиђ~мо да. су 

површине ромба, делтоида и квадрата функције њихових 
• 

ДИЈагонала. 

§ 78. Површина многоу,гла. На ' основу 
, 

теореме 116 (§ 71), tювршина ' правилног многоугла израчу-
• 

нава се када се његов обим . помножи полупречником круга 
• • 

уписаног у многоуглу, и добивени производ подели са два. 

Ово можемо увидети и из сл. 221 , где је полигон ABCDEp · 
једнак троуглу MNO,. Па како је површина овога троугла 

" 

MN·OS 
---::2:----' или, заменом MN са О (обим полигона), а OS р= 

, о· r . 
са r (полупречник уписаног круга у полигону), Р 2' КОЈИ 

нам образац једновремено претставља површину полигона 

ABCDEF. Ако је страна правилног полигона а, број његових. 

страна П, онда је његов обим О па, 'а површина 

р "~г (1) . 

Напомена. - Код једног правилног п-тоугла, по~ршина Р није 

функција и стране а и полупречника {, већ само стране. То је зато . 
што се полупречник ( , да израчунати из правоуглог троугла АЕО (или 

Планиметрија 9 
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• ,,, 
ВЕО), ако се, зна страна а п-тоугла. У томе троуглу угао -020--, је увек 

, 
, 

, -
ј) '-

\ 

- - -

, ' .. 1800, . 3600 " 
познат, пошто је једнак п ,,= п . 

" а . ,.1800 " ' 
, Стога је r = '2' cotg , n· 

с " 
Заменом у (1) добијамо: , , 

• , 

l ' 1800 . б . 
Р ~ 4 nа2 cotg , " (2), КОЈИ нам о разац 

, cl 

,g а 
'! у 

обелодањује , тачност ове напомене. Тако, 

" , 5 " 
код правилног 5сугла је Р = 4 a2cotg 3БО~ , 

Сл. 228 

код 8-угла је Р = 2а2 cotg 220 ЗО';КОд. . -- ,. 
, ' 15 
15-угла је Р = 4 а2 cotg 120 итд. 

§ 79. Посебна израчунавања код троугла. 1) Познате 
су све Tph стране а, Ь и с једнога троугла; . наfш.' а) ltJerOBe 

висине; Ь) површину;, с) полупречник описаног круга R; d) 
полуuречник уписаног круга r; и е) дужине тежuшних (сред-
њих) линија t(B)' t(b), t(c). 

, .,) 

а) Према 92 теореми (§ 62) ' 
имамо из Ь. АВС (сл. 229): ' 

' a2~ Ь2 + с2:""'2сх, а х = Ь
2 

+;;_а
2 

. 

Тада је из Ь. ADC: h2(c) Ь2- х2 ,= 
, , 

Ь2 +с2 -а2 

=== (Ь + х) (Ь - х) = Ь + , 2с 

Ь2+ с2 а2 

Ь- 2с = 
, ' 

с 
, 

с-х 

..л , .l) 
, 

, 
, , 

Сл. 229 

(Ь2 + 2Ьс + с2 а2) (а2 -,- Ь2 + 2Ьс - ' с2) 

4с2 

(Ь+с+а) (Ь+с-а) (а+с-Ь) (a+b-с); ' 
= а 

4с2 

, 

1 " , 
2с V (а + Ь + с) (Ь + с - а) (а + с Ь) (о + Ь, -:- с) (1). 

, , 
Ако ставимо да је обим троугла ' а+Ь+с 2s, па код 

, , 
. .. . . , 

ове ]едначине и , с Једне и с друге стране , одузмемо наЈпре 

2а, затим 2Ь и најзад 2с, добијамо: ' . 
, 

ь + с а 2 (s а), а + с Ь 2 (s Ь) и а + Ь --с = 

= 2 (s с). Заменом у (1) добијамо: ' " 

2 ~' ---;-- -,-~:----::-:--:;-._--,--
h(c) =--с V s (s ' а) (s ' Ь) (s - с). 

Повлачењем ' висина h(l\) и h(l» код троугла АВС нащли 
, 

бисмо истим путем да је: . 

, 

• 
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• 

• 

ћ(а) =-~-'Y;s (Гss--=aa»)(ss =-:::-,ьБ1)I7(ss=~с~)" а h(b) 
2 

. 
Ь V-s-;-(s~~a):-:('-s ----;cb):-c(cs----;-с) • 

. 

• 
Посебни пример. За а 

- ; . б, Ь ' = 4, и с = 8 ст БИће 

2s=18, s а 3, s-b 5 и sc 1, . . 
2,г ,[ 2 , ( 3 , [ 

а h(Q) =~б;:;-V 9·3·5· 1 = v 15, h(щ = 4 v 9·3·5· 1 . 2 v 15 и 

2,( ' 3 v" 8у9.3.5.1 '4 IScm. 

Ь) Како је 
• 

површина Једнога троугла 

р ah(~) bh(b) ch(c) 
= . 2 .' 22 ' 

• 

то заменом висина ћ~a), ћ(ь ) и ћ(с) са њиховим вредн.остима, .. 
нађеним под а) добијамо: ' 

р у s- (.,--s- ---:o):-:(,-s -Ь::-:-~ -:( s-' --'--с )-:-. 

Овај се образац зове Xepo)ioa и има врло '-Iесту примену 

у рачунским задацима. Код ' горњег 

примера биће Р У9.3.5.1 ·= 
З У 15 ст2 . . 

с) Нека је полупреЧl:iИК крура 

О (сл. 230), описан око 6 Аве, R. . 
Ако кроз теме С повуче мо пречник 

СМ и тачку М веж'емо за В, доби-.. 
јамо правоугли троугао МВС, који . . . 

је сличан са 6 ADC; пошто имају 

углове једнаке (<}:: В <}:: D 90°, 

, 

• 

Сл. 230 

а <}:: А <}:: М као перифериски углови над истим луком ВС). 
ИЗ сличности ових троуглова имамо 2R : Ь . а : ћ, или-2Rh аЬ. 

Ако и једну и другу страну ове једначине помножимо са с, 
добијамо 2Rch аЬс (1) 

К . Р сћ . h 2Р 
ако Је = 2' то Је с = . 

. . 
Зам.еном у (1) добијамо: 

4RP = аЬс . Одавде је: 
• 

R 
оЬс , аЬс 

= 4Р = -:-,Г== (====0==:==' ==C=Tr== . 
4 v s (s а) (s.....,.. ЬЈ (s - . с) 

. б 4 8 1 БН~V:-::-15 
КОД горњег примера биће R " ," . . 1.5 ст. 

" 4,3{15 у'Т5 
• • 

u)Лолупречник уписаног круга О (сл. 92) израчунавамо 
на овај начин: Површина Р тр()угла Аве . је: Р . 6ВСО + 

+ 6 АСа + 6 АВО ~Г +- ~j_.~r , (а + Ь+ с) ~ 
r 

-- 2s· ---с-
2 

• 

sr. Одавде је: 
, 9* 

, 
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р ys(s - a)(s' b)(s--c) 
r =-s= s 

( a)(s Ь)(s ' ) 
-'-s _---'---'-_--'--'--_---'-c (1). 

s 
Напомена. ИСТИМ путем налаЗИ)\lО и полуllреЧ\lике спољашње 

уписаних кругова 01. 02 И О,. и то; 

. Р s (s Ь) (s - с) Р 
• Г1 = S а = s а ; Г2= S Ь 

. Р s(s -a)(s-b) 
г, = -s---c = s - с 

Множењем једначина под (1) и (2) добијамо: 

s (s - а) (s 
(s - Ь) 

(2) 

Р" Р' 
г T1T2T, = S (s . a)(s Ь) (s = с) = Р2 = Р2. 

Сабирање.\1 реципрочних вредности полупречника спољашње уписа-
них кругова добијамо: . 
1 1 1 s-a s Ь s с ' 3s-(a+b+c) 3s . 2s s 1 
++= +р+р= Р = == Г1 Г2 Г, Р rS rs г 

. '. 
Дакле, производ од сва четири полупречника уписаних кругова 

код једнога троугла једнак је квадрату његове површине, а збир ре-
• • 

ципрочних вредности полупречника спољашње уписаних кругова ЈСд-

нак је реципрочној вредности полупречника. унутрашње уписаног круга . . 

е) Нека су t{a). t(b) и t{C) средње линије троугла Аве · 
. . 

(сл. 23 1), које одговарају странаМа . • 
L ' 

а, Ь и с. Тада је И3 6, . ВСБ по 93 

в I I 
th,\ 
I 

((Сј 

, 
теореми (§ 62): 

2 (;2 . 
а2 

t{sJ + 4 + сх (1 ). 
. . . 

t ЈЗ а И3 6, АСБ по 92 теореми имамо: 

2 с2 
t{C) + 4 СХ 
, . 

Сл. 231 . (2) . 

(1) и (2) добијамо: 
• • 

Сабирањем једнацина 

с2 
а2 + Ь2 = 2t(~J + т' а одавде 

1 ,---- -----
jet{cJ = -=- 2а2 + 2Ь2 - с2• 

2 

• 

бисмо да Истим путем нашли 

1 
(и) = -,,.- 2Ь2 + 2с2- а2 и t(bJ = 

2 . 

• 
Је: 

1 
2 

2) Дата је страна paBHQctpa-. 
ног троугла ai наћu: љегову висину 
h, полупречник описаног круга R, 

- - " полуuречникуuисаног круга r и по-
ВрШllНУ Р. ' 

Како су код pqBHOCTpaHor тро- , 
угла висине једновремено и симе­

трале страна, и .симетрале углова 
• • 

и тежишне ЛИНИЈе · троугла, а ове 

с 
• 

. Сл. 232 

• 

. 

• 

• 

• 
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• 

се секу тако да је део до теме на два пута веhи од дела до 

средине стране (теорема 47), то је пресек О и _ ортоцентар, .и 
и центар уписаног круга и тежиште. 

-

тј. И3 стране а равностраног троугла налазимо: висину када 

половину стране помножимо са VЗ; полупречнuк описаног 
/Сруга, када треhину стране UОМНОЖJfМО са VЗ; а полупречнuк 
УПJfсаног круга; /Сада шестину стране" помножимо са vз: По-
вршина равностраног троугла биhе: 

. . р __ ah а . а . v3 = а2{3 . 
2 2 2 ' 4 

• 

" 

Разуме се, до истог обрасца дошли бисмо и помоhу Херо-
За . 

новог обрасца, узимајуhи да је 5 = 2 -и а Ь --., с. • 

. . 

3. Дата је основица с и крак Ь равнокраког троугла; 

наfш: висине ћ(с) и ћ(ь), полуtzречнuке описано г и уписаног 

круга R и г, и uовршuну Р. 
. Како висина основичина дели осно-

вицу на два једнака дела, то је из t:,. . BCD 

Ь2 с2 21 1(4Ь2 с2 , а (сл. 233) ћ(с) 4' = v 

површина Р с V4b2 . с2 
. 4 . . - . 

. . 

За израчунавање полупречника R и Т, 
узимамо обрасце под с) и d) И3 првог за­

датка овога параграфа, узимајуhи да је 

а ~b и:; 2Ь + с. Тада је: ' 
2 ' 

R 
аЬс Ь2с 

- • 

, 

Ь2 

4Р 4.!..V 4Ь2 с2 1/4Ь2 4 

Р ~V4Ь2 с2 . cV4b2 

, 

, 
с5 

с2 
а r 

2Ь + с . 2 (2Ь + с) . 5 

2 

с 

• 

. 

Сл. 233 

Најзад ћ(ь) 
2 . 

5 (5 r Ь)(5-Ь)(5-С) 2(5 Ь),( _ 
. v5(S с). 

ь • Ь . 
. 

• 

Теорема 121. - Површине двају троугnова којИ имају Један 
• • 

• 
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заједничкиупlO, стоје у размери као производи страна које граде 
, тај угао. . Нека троуглови АВС и MNC (сл. 234) имају $'а­

с 

једнички угао С. Ако М спо­

јимо са В, онда троуглови АВС 

и МСВ имају заједничко теме 
• 

В, те имају исту висину за , ' 

стране АС и мс. Исти је , слу-: 

чај и са троугловима ВСМ , и 

NCM, који имају за}едничко , , , 

теме М. Па како се површи'не 

Сл. 234 
двају троуглова имају као осно­

вице, ' ако имају одговарајуЬе 

висине ' једнаке (§ 75), то је: 
6 АВС :6 МСВ АС : МС (1) и 6 МСВ :6NCM ВС : МС (2). ' 
Из пропорције (1) и (2) добијамо сложену ' пропорцију: ' . 
6 АВС· 6 МСВ : 6 МСВ· 6 NCM АС· ВС : МС· NC. Скраhи-
вањем 1 и II члана ове пропорције са 6 МСВ, добијамо: 

6ABC:6MNC ·AC·BC:MC·NC, _ 
• • 

чиме Је доказана ова теорема, КОЈа има честу примену у , ра-. 
.. 

чунским задацима. 

Израчунавања код ' 
, , 

и тангентних полигон а 
, 

§ во'. - Теореме из тетив"их и тангентних полигона . ' , 

Теорема 122. У сllаком тетивном полигону с парним 

бројем страна, збир углова на непарним местима 'једнак је збиру , 

УГЛОllа на парним местима. ' Нека на сл. 235 имамо тетиван 

осмоугао ABCDEFMN. Ако његова Ј 

• 

темена спојимо са центром О, онда 

добијамо 8 равнокраких троуглова, 

'те сваки од њих има уг лове на осно-

вици једнаке, тј. а a',~' ~, 
ј ј', д' д, & . е',;' , ;, п п' 

и q>' . q>. Сабирањем ових једначина 
добијамо: 

ос + ~' + у + о' + & +~' + П + 'p~ . 

= 1.' + ~ + у' + д + е' + ~ + п' + 'р, 
или <t А + <t С + <t Е + <t м = 

• • 

=<tB+<tD+<tF+<tN. 

, 
~ / 

rS. 

, 

, , / , 
/ I , 

. а.!' ~ 

.ЈЗ 
Сл. 235 

, .. 
, ' 

- - т' 
.lJ -

" 
.. 

, 

Теорема 123. .. У сваком тангентном многоуглу с парним 
• 



• 

, 

• 

• 

. . 
. . 

бројем страна, збир страна . на 'не-
парним местим3 једнан је збиру 
страна на парним местима. Нека . ' 

је на сл, 236 тангентан6-тоугао 

•• 
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• , 

. ABCDEF, Тада · је на основу тео-
.:lJ 

d 

.f ' 

• 

реме 65: .. f 
а . а', Ь Ь', с с', d . d', е .- е' . .т-

, 
с 
, 

и f 1'· Сабирањем ових једна- а' 

чина добијамо: . .Il 
а + Ь + с + d + е + 1 а' + Ь' + 
+i'+c'+d'+e', или (а+Ь)+ 

· С 
с' 

. . . 

+(c+d)+(e+fJ (а'+I')+ 
+ (b'+c')+(d'+e'), ИЩIАВ+СD + 
+ЕР AF+BC+ED, • 

Сл, 2Зб , . 

Теорема 124.-Страна правилног тетивног шестоугла једнана је 
• нружном полупречнину.Нека је шесто­

угао ABCDEF (сл. 237) правилан. Ако 
• \ 

\ 
. I 
I 

I 

његова темена СПОЈИМО .са средиштем 

О, добијамо 6 подударних троуглова, 
С чији су углови код средишта О ПО ' 

600. Па како су углови а: и ~ једнаки, 
• • 

каи и углови наспрам Једнаких страна, 

а збир им износи 1200, то је сваки 
• 

од њих од · по 600. Стога је троугао . 
Сл. 237 АВО равностран, те је АВ АО . 

Теорема 125*). . Страна правилног десетоугла упltсаног у 
-"о • 

. кругу једнака је с ве1iим отсечном полупречнина круга подељеног 
по златном пресену. Нека је АВ :l) 

(сл. 238) страна правилног 10-тоугла 
уписаног у кругу О. Везивањем ње-

• 

них крајњих тачака са центром О, 

добијамо равнокрак троугао АВО, 
. .. 3600 . 

'1ИЈИ Је угао "( 1 О 360. Тада 

је <t а: <t ~ 720. Ако угао ~ пре-
половимо правом ВС, добијамо два 

• 

нова равнокрака троугла АСВ и ОВС, 

* За ученике реалке. 

• 

. -* . . 
О

, , -- . - . 

, 

, '-..._~ .. 

Сл. 238 

• • 

. . . 
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• 

' те је, АБ БС СО . (1). Па како су троуглови АБа и АБС 
,сличниуслед једнакости својих углова, то је: АО: АБ АБ: АС 

(2). Ова пропорција показује нам да је страна правилног о де­

сетоугла средња геометриска пропорционала између цеЛог по­

лупречника и његовог мањег дела Ас. Ако у овој пропорцији 

заменимо АБ са СО, које су дужи, npt'Ma једначини (1), jt:'AHaKe. 

онда пропорција (2) добија облик: АО : СО о СО : АС (3), која 
нам пропорција показује да заиста тачка С дели полупречник 

АО по златном пресеку, а једначина (1), да је заиста његоввеlш. 

отсечак СО једнак страни АБ уписаног 1 О-угла. 
Напомена, 1. - На овој се теореми оснива конструкција правилног 

многоугла од 5, !О, 20, 40"" страна. Треба произвољни м полупречником. 
описати круг, затим његов полупречник поделити по зла1:НОМ пресеку 

(задатак 8, § б9) , Његов ве!;и отсечак једнак је страни уписаног правилног 

!О-угла. Преноwењем овог отсечка по обиму круга, кружна се перифе­

рија дели на 10 једнаких делова. Спајањем свих деоних тачака, добијамо­
правилан !О-угао, а спајањем само парних или само непарних деоних тачака. 

добијамо правилан 5-уГао. Да љом деобом на једнаке делове добивених 
лу кова и спајањем деоних тачака, добијамо правилне полигоне од 20, 40 ... _ 
CTpalla, На сл. 238 полупре'lI!ИК АО подељен је Ta'lKOM F по златном пресеку. 

Напомена 2. - Правилан полигон од 15 страна можемо констуисати 
р р р . . 

11<1 основу јсднаЧflне б Јёј = 15 ' Треба, дакле, произвољним отвороМс 
• • 

• 
шестара описати круг и његов полупречник пренети као тетиву Једанпут, 

'IIIMe добијамо б-ти део кружне периферије. Затим треба полупречник круга 

поделити по златном пресеку и ве!;и отсечак узети за страну правилног 

Уllисаног !О-угла. Кад пренесемо овај отсечак полупре'lника као тетиву и'з, 
почетне тачке секстанта, добијамо !'О-ти деокружне периферије. Тада је 

тетива која спаја друге две тачке добивених лук-ова једнака страни уписа­

ног правилног 15-уг ла. Деобом лукова, кружна се периферија дели на 30 
j ~ днаких делова, а тиме добијамо о и.правилан ЗО-угао. Даљом деобо.\l. 
добијамо праВИЛllе полигоне од ба, 120, ... оо страна . 

.. 

§ 81. Израчунавање страна правилних полигона 

1) Зна с е страна правилног уписаног полигона Sn И по­

лупречник круга г; наћИ страну SIl йравилног описаног поли-
/!; гона од истог броја страна. Нека 

је CD страна SIl (сл. 239) једнога 

----

Сл. 239 

--
правилног уписаног многоугла o~ 

п страна, а r полупречник круга. 
Тада је АБ страна Sn правилног 
полигона од истог броја CTpaH<i­

описаног око истог круга. Па како· 

су ТРОУГЛО8И АБа и CDO слични" 
то је АБ: CD ЕО: РОЈ или 

• 

• 
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Sn : sn r : РО (1 ). Међутим, 6. СРО је правоугли, те је 

РО 
2 

г2 __ S п. Заменом у (1) добијамо: 
4 

,- - - -" 
2 rsn 

г2 _ S ~, а одавде је Sn = --;===:;С::2 , ( 1). 
г2 __ S п 

4 

-

2) Зна се страна Sn правилног уписаног полигона ОД п 

страна иполупречнИ1С круга г; на/ш сграну S2n правилног 

полигона ОД двоструког броја странауписаног у истом кругу 

- Нека jeCD страна Sn правилног уписаног полигонаод , п 

страна (сл. 239), а r полупречник круга. Тада је ЕС страна 

. правилног уписаног полигона ОД , 2п страна. Везивањем С са 

_ Р, добијамо правоугли троугао ЕСР у коме је S2n - једна ка-

- SN 
тета, ЕР -- 2г хипотенуза, а СР = 2 - висина хипотенузина . . 

Стога је по 91 теореми: 

ER: ЕС ЕС: ЕР, или 2г :S2n=S2n: (ЕО - РОЈ, 
2 

Sn . 
г2 - 4 . Одавде )е: 

• 
или 2г: S2n S2n : (г -

/ S~ 
г2 -- _ 

4 
2г (г- -(11). -

3) дат је полупречник круга г; Hahu стране lJравилног 

уписаног и описаног: а) квадрата; Ь) осмоуfла;с) lб-угла итд. _ 

Ако је АВ а страна уписа-

ног квадрата ABCD (сл. 240), . Q ;r , 
-

онда Је из правоуглог троугла 

АВС : d Vr-a--2 +--c'-Q2 .~ V2~2 ау2, 

d а ,Г 
а r -2 ;- 2 v 2. Одавде је 

2г 2rV2 
а =V2 2 '1( 2. Страна 

• 
MQ S4 2г. Тада је, на о-

снову обрасца под (Щ: 

, , 
Ј;. 

-

-

-

-
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... - . 

Према обрасцу под -(1) имамо; ' ;' 

rS8 
• г2 У2 f2 58 2г ( { [ 1 ); _ . - . 

') 

vЂ - г2 (2 
(2 

8 8 
г2 

4 4 
• 

516 
rs . 5 -- rs 

; -итд, 
" 52 ,2 S 16 

г2 
4 4 

• 

4) Дат је flолупречник круга г; наhи а) S 6 ' S 12' S2~" , . 

Ь) S6' 512' 524"" Према 124 теореми претходног пара-
графа је S6 _ . т, те је по обрасцу (II): 

2г Ј- =г. 2-УЗ;S24= 2г г -

итд. Према обрасцу под (1) имамо: 
• 

• 
г2 2г v З " S6 

, г· S 12 
56 

• • 
S1 2 -- , 

Јг2 з 
, 

2 2 . 
г2 • S 6 512 

г2 - г2 
4 4 4 I 

524 
r '524 • итд . - , 

I 2 
• 524 , ,2 , • 

4 
• 

5) Дат је полупречник круга г; наhи: а) Sfi ' 510' 520"" 

Ь) 5о , 510' 520" " Пр~ма 125 теореми претходног , пара-
, 2 

графа имамо:, : S10 5 10: (г 510) ' или 5iO + r s10 ,2 О. 

Одавде је 510 .!:.. ( у5 . 1). Како је у обрасцу (11): 
2 

, 
2, {- 2, ,-

Решењем 
, 

добијамо : ове Једначине по 55 

-, 2 

10 2V5. Тада • 2, ,2 5 I О 
S5 Ј е 520 r • - --

2 4 
• 

.85 "S5 • 
S10 

" 510 5 .-• • итд . . , , , 
2 2 

20 

,2 5 5 • ,2 ~ 10 г2 " ' s 20 
• 

4 4 4 
'. 

• 

• 

, , 



• 
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• • 

Рачунски одељка 
. 

задаци 
' . . 
из четвртог § 82. 

• 
• 

1) Терен обликаправоугаоника од 125,5 т ДУЖlIне и 65,5 т шири не 
llродаје се по 35 дин. Од' 1 т2• Наliи његову цену. . , 

2) Наћи површину равностраllОГ троугла, чија је страна 5,25 т. 
З) Основица равнокраког троугла је 6, 18сm,а крак 7,75т; наћи 

љегову површину. . . 
4) Хипотенуза правоуглог троугла је IЗ,20, а једна ' катета '7,75 т; 

наћи његову површину. 

5) Ромб стране 21 т има један оштар угао од во' ; наћи његову 

површину. 

6) Наћи већу паралелну страну трапеза, када је мања паралелна 

-страна 6,10 т, 'висина 52 т, а површина 475 т2• ' . 

7) Наћи површину равнокраког трапеза, чије су паралелне cTPilНe 
42 и 27 т, а један оштар угао 60'. 

8) о Израчунати површину правоуглог троугла, код кога су: а) хипо­

тенуза 10 т, а збир катета 14 т; о Ь) једна катета 3 т, а збир хипотенузе 
и друге катете 9 т. 

9) Решити правоугщ! троугао, чија је површина 34,19 т', а висина 
, . -

, .хипотенузина 5,2 т, --
10) Решити правоугли троугао, чији је обим 72 т, а површина 216 т': 
11) Наiш ПОВРШИIlУ квадрата, кад је збир његове стране и дијаго-

вале 24,1 т. . 
12) Наћи површину правоугаоника: а) ако му је обим 26 т' а дија­

гонала 10 т; Ь) ако му је дужина 8 т а дијагонала 10 м. 
13) Наћи дијагоналу и страну квадрата, чија је ПОВРШИliа 162 т'. 
14) Наћи површину равностраног троугла, ако је збир његове стране 

'и висине 18,65 т. . 
15) Наћи површину и висине троугла, чије су стране: 25, 19 и 36 т. 

• о 

16) Стране једнога троугла јесу 13, 14 и ,f~ т; наћи а) полупречник 
·описаног круга R; Ь) полупречни'ке уписаних круго, Г, Г" Г2 И г.; и с) . 
његове тежишне линије t(aj, t(b) 11 t(c). 'о../', о 

17) Наћl1 полупречник описаног круга око троугла . чије су стране 

,8, 9 и 11 т. 

18) Израчунати површину трапеза, кад су му познате све че­

тири стране . 
. 19) Три круга полупречника 5, 6 и 7 т, додирују се узајамно споља; 

• 

наћи површину троугла чије су стране централне раздаљине кругова. 
• о о 

20) Код једног троугла познати су полупречници спољашње упи­

·саних кругова г,=6 т, г.=3 т и г.=2 т; наћи полупречник г уписаног 

круга, површину и стране троугла. 

21) Код једнога, троугла познато је: г, = 4 т, г, = 3 и површина 

р= у9б; наћи полупречнике г и г. и страну а. 
22) Равностран троугао уписан је у кругу полупречника 2,25 т; 

наћи површину троугла. 
, 

23) Наћи површину правилног шестоугла уписаног у кругу полу-. . 

пречника 12 т. 

24) Наћи размеру површина између правилног шестоугла и равно­

страног троугла уписаних у истом кругу. 

, • 



. 

140 
• . 

25) Наћи размеру поврщина између описаног и уписаног правилног 
шестоугла код истог круга. 

. 26) Основица једног троугла је 23 т а њена висина 15 т; наћи по-
. . 

• 

вршину квадрата уписаног у троуглу . тако да му се Једна страна по 

правцу поклапа са основицом, а супротна темена се налазе на другим 

двема странама троугловим. . 
27) Доказати да је површина правилног шестоугла уписаног у јед­

номе кругу средња геометриска пропорционала између површина описаног .' 
. 

и уписа'ног равностраног троугла код истог круга. 

28) Паралелне стране једнога трапеза јесу 58 т и 34 т) и висина 
му је 25 т; наћи површину троуглова који постају повлачењем његових 

• 
ДИјагонала. 

29) Наћи основицу и висину једнога тр()уг ла, чија је пuвршина 

З 
486 т", кад се зна да је основица 4 од висине. 

30) Стране једнога троугла јесу 7, 8 и 9 т; наћи његове тежишне 
• 

ЛИНИЈе. 

31) Наћи површину правоугаоника, чији је обим 8,6 т, а разлика 
двеју страllа 1,8 т. 

32) Правоугаоник, чија је дужина 20 т а ширина 15 т, једнак је 
З . 

. другом правоугаонику, чија је' дужина 5" дужине првога. Наћи обим дру-
гога правоугаоника. 

33) Од једнога табака облика правоугаОНlIка, дужине 90 ст а ши­
рине 40 ст, желимо да начинимо квадрат. Са колико сантиметара треба 
да смањимо дужину, а са колико да увећамо . ширину табака? 

. . . 3 
34) Површина једног трапеза је 5416 т', а љегова висина 8,5 т; 

наћи његову средњу линију. 

35) Наћи површину паралелограма, чије су две стране 8 и 11 m, а 
једна дијагонала 14 т. . 

36) Наћи површину четвороугла, чије су стране 8, 7,3 и 4 т, а ди­
јагонала повуче на из темена прве и друге стране 6 т. 

37) Полупречник једног круга је 2,5 т; наћи површину: а) уписаног 
квадрата; Ь) уписаног правилног осмоугла; с) описаног правилног шест{)-

• 
угла; е)* уписано г правилног десетоугла; f)* уписаног правилног пеТоугла. 

38) Троугао Аве има основицу АВ=6 т, а површин.у 24 т". Код 
овога троугла повуче на је права БF 11 АВ, која отсеца троугао површиие ' 

9 т'. На ком је отстојању од врха повучена права БF? . 
39) Стране једног троугла јесу 5, 4 и . 8 т. Најмања страна њему 

сличног троугла је 12 т. Наћи површине ових троуглова. . . 
40) Обим једног троугла је 24 т, а једна му је страна 8 т. Њена 

хомолога страна једнога сличнога троугла је 1 т. У којој су размери по-
• 

вршине ових троуглова? 

41) Површине двају паралелограма стоје · као 15: 11. Ти паралело-

. . . з Н 
грами имаЈУ Једнаке висине, а разлика њихових основа Је З 5 т. аћи 

њихове основице. 

• 

* За ученике реалке. 

• 
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42) Збир двеју страна једнога троуrла је 124 т, а одговарајуће ви-
сине јесу 1.59 т и 50 т; на};и површину троугла. . 

43) Страна једнога квадрата је 8,75 т. На};и страну др.угОг квадрата, 
чија је површина два пута ве};а од површине првога квадрата. 

44) Полупречник једнога круга је r = 5 т; на};и површину између 
описаноги уrЈИсаног код тога круга: а) равно страног троугла; Ь) квадрата; 

с) правилног шестоугла; d)* правилног Дl'сетоугла; е)* правилног петоугла. 
45) Око круга полупречника r описан је равностран троугао АВС 

и повучена је дирка DE паралелно страни ВС. ИЗР~ЧУllати површину 
трапеза BCDE (1 београдска, 1910). . 

46) дате су две тачке А и В iш једној правој која је паралелна са 
датом правом ХУ; њихово је . отстојање АВ = 2а, а отстојање двеју па­

ралелних је Ь. Тражи се на коме се отстојању од праве АВ налази 

средиште круга који прол'ази кроз тач/(е А и В и додирује праву ХУ 

(1 београдска, 1906). . . 
. 47) У трапезу чија је велика основица 18 т, уг лови на њој су по 

450, а свака непаралелна страна по 7 · т. На};и: 1) површину трапеза и 

2) површину троугла који граде продужене непаралелне стране и мања 

паралеllllа страна (1 београдска, 1905). 
48) Троугао не мења своју површину (Р = 120 јn") ако му OCHOBllua 

порасте !l висина се у исти мах смањиза 1 т. На};и uсновицу и' ВЈ/СИНУ 
(1 београдска, 1900). 

49) Колики је полупречник . И колика је површина онога круга који 

пролази кроз три тачке, а њихове су раздаљине: од А до В 248 т, од , 

В до С 332 т, од С до А 425 т? (11 београдска, 1910) ' . ' ' 

• 

50) Основице једног трапеза су IЗО и 30, а краци оо и 80. Доказати 
• • • 

да се таЈ трапез може раставити на Један паралеllограм и Један право-
. . -. 

угли троугао и израчунати његову висину 11. површину (Београдска ре-. 
алка, 1931).' 

51) Један плац облика трапеза од З 600 т" дели једна дијагонал.а . . 

на један равностран и један ' разностран троугао: КОЛиkе су стране тог · 
. . 

земљишта, ако се површине троуг лова имају као 5: 4 (Петровград, 1925)? 
52) Површина равностраног троугла јеl00 ст'. Ако ,око троугла 

опише мо круг, а у кругу упишемо ' квадрат, онда КОlIика };е бити повр-. . 

шина тога квадрата? (Петровград, 192З) 

5З) Код раВIIокраког трапеза је а = 100 т, Ь = 40 т и крак С = 50 т . . 
. - . ' 

Одредити површину трапеза и површину троугла који се добива проду-

жењем кракова (Београдска же'нска, 1910). . . 
54) Троугао има стране а = 1 З ст, Ь = 15 ст, а површину Р = 24 ст'. 

Израчунај МУ ' тре};у страну, полупречник Onl:!CaHOf и ПQлупречник уписа-
. . 

' ногкруга (В. Кикинда, 1926). . . 
55) У правоуглом троуглу хипотеНУЗИllа висина h = 5 ст, араэлика 

. . 

отсечака хипотенузиних q - р = 2,25. Наћи полупречник уписаног Kpyra. 
(Нови Сад, Мушка, ] 931). 

56) Наhи површину правилне шестщтране звезде створене од два 
равнострана троугла уписана у кругу полупречника r = 5 т (Нови Сад ' 

Мушка, 1930). 

*) За ученике реалке. 

• 
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57) Две супротне . стране правилног осмоуг ла и две дијагонале, које' 

на ти'м ' стран'!м'! с.тОје 'норм'!лно, граде пр'!воугаоник ' Изра'Јунати полу-
• 

преч ник описаног круга и површиву ПР<lвоугаОНlIка, кад Је дата страна 

а осмоугла (Ниш, 1908), . . . .. . .. . . ' . . . . 
. 

58) Размера између висине и обе паралелне стране у трапеза је-

2 : 3 : 5, а површина му је 1 270,08 dm2. Колищје висин'! И пар~лелне 
" ' " 0 • '. .' ! ~ •• ".<. ' 

стране? (Нови Сад, Женска, 1927) , 
, ,. ' , ' . ' 

59) У равнокраком троуглу познат је полупречник уписаног круга 
. . . . , . . 

r = 2.{- dm, а ОСI~овица је а = 18 ,dm. Наlш полупречник олисавог круга, 
• 

(Пожаревац, 1933). 

мање 

обеју 

ба) у једном трапезу је Bena паралелна страна за 3 т дуж'! .0,11; 
• 

паралелне стране, а висина трапеза Је средња . аритметичка средина 

паралелних страна. Кад је површина трапеза за 7,75 т2 мања од 
. . • 

. )џ!Оструке површине квадрата над мањом паралелном страном, колике су 
паралелне стране и висина трапеза (Пожаревац, 191О)? 

б1) У равнокраком трапезу је збир основа 48 ст; дијагонала је јед.., 

нака веlюј а висин" мањој основи. Израчунати стране и површину тога, 

трапеза (Ср. Митровица, 1934). · 
б2) Дуж АБ = Ј ,8 т подељена је тачкомМ .по размери 1 : 2 на два 

отсечка. Кад се над сваким отсечком ' шiцрта равно стран троугао, а њи- .· 
~ ' . -. 

хова темена С и D вежу, добија се четвороугао АБСD. Израчунати ње-, 

гову површину (Б~оград,) женска, (922), ' , .' 
БЗ) Паралелне стране једнога трапеза јесу ' 45 т и 30 т а нецара­

лелне 17 т и 25 т. Наnи површину троугла \(ојисе добива 'продужава-'-
- , , . ' 

јући непаралелне стране до њиховог пресекаiБеоград; : Щ . мушка,1925) 
64) Трапез, чије су паралелне стране а и Ь а висина h, подељен је-

двема дужима које су паралелне са основицаМа, на три трапеза једнаКIIХ 

површина. Наћи дужине ових двеју дужи и делове ца које је њима поде­
љена висина датога трапеза (Београд, 111 мушка, 1931), . , , . ' 

65) Дате су трапезове паралелне "стране а = 18 ст, . Ь == 12 ст и. 

висина h = 9 ст: Висина је подељена на три једнака дела и кроз деоне 
тачке повучене су паралелне са основицама. У каквој размери стоје по,. 

вршице тако добцвена три трапеза (Београд, 111 мушка, 1933)? . 
. 6б) 3а два правоугла троугла, који имају хипотенузе исте дужине •. 

зна се још да се катете првог разликују за 9 ст, катете другог за 13 ст . 
и да је збир њихових површина 90 ст2 • КОЛl,ке су катете тих троуглова? 

. , 

(Београд, IVмушка,192Ј). 
. ' . " 

• , 

б7) Око две тачке чије је растојање 18 ст треба описати два • • • 
'. . 

круга тако да се они додирују споља и да је уписани квадрат у једном 

кругу једнак квадрат у уписаном у другом кругу. Колики су полупречни-
• • 

ци кругова? (Београд, ,Н .жеНска, 1924). '. ' 
б8) У кругу--чији је полуIiречник r =20 ст повуче на је тетива 

АБ = 24 CIТ/. У крајњим тачкама тетиве повуче не су тангенте које се секу 
у тачци S. На!!и централну раздаљину .:ra'lKe S, површину и обим четво-
роугла АОБS. ' 

69) Колика је висина, крак и основица једног равнокраког троугла 
површине а2, кад је збир његове основице и ВИСИllеједнак двоструком 

краку, и у KallBoj размери стоје те три КОЛИЧИllе (Бер град, 1 МУШК<\, 1923) 
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, 

, 70) Три KpYl:a се додирују , споља, ЊихОви nолуnречници стоје у 

овим односима: R1 : R2 = 0,8; R, ; R2 = 0.9; R2 + R1 = 9. Колика је nовршина 
троугла чија су темена у центрима тих кругова? (Београд, й мушка \924)' 

ПЕТИ ОДЕЉАК 

• 
Израчу код круга , и његових делова 

• 
, 

, ,§ ВЗ. Упоре1јивање кружног обима са обимима уписаних 

и описаних правилних полигона. Ако је АБ (сл. ' 241) страна 
једног уписаног правилног п-тоуг ла, CD страна описаног мно-

, , ~ 

гоугла од истог броја страна, онда CD > АЕБ > АБ. Тада, 
~ ' . 

је и п· СО > п· АЕБ > п· АБ, тј. обим ' круга мањи је од 
обима описаног, а ве/ш је ' од обима уписаног п()лигона. Ако· 

број страна и уписаног и описаног полигона у ДВОСТРУLJИМО,. 

онда се обим уписаног поли- С /ft t .AI .:/) 
гона повеliава, а обим описа-. 

• • 
ног се смаЊУЈе, али Је и тада 

обим круга мањи од обима 0-

писаног а веliи од обима упи- ' 
. .' . -

саног полигона. О томе се увера-
о - , 

вамо посматрањем сл. 241, где 
јеАЕ+ЕБ> АБ иАМ+МN+ 

, , 

+ NБ < CD. Ако продужимо 
, 

поступно удвостручавање броја 

страна и уписаног и описаног ' 
, Сл. 24\ 

• 

- . Ј , 

• 

Мlfогоугла, добијамо обиме правилних полигона од 4п, 8п, . 
1 бп, . . .. страна, и ти обими постају поступно све веliи код. 

, 
• 

тетивних а све мањи код тангентних полигона, али се ИЈедан 

и други све више приближују обиму , круга.' 

. Ако замислимо да повеliавање броја страна иде до бес-

коначности, онда се обими описаног и уписаног многоугла 

толико приближавају да се готово поклапају са обимом круга. 
Према овоме, изводимо закључак, да ' је обим круга гранична' 

вредност којој теже обими од неколико тетивних и тангентниХ' 

полигона од бесконачног броја страна. Да је овај закључак 
. - '. . 

тачан, уверавамо се из следеliе ' табеле, где су ' }!зрачхнати 

обими, од не,КОЛИКО правилних полигона, употребом образаца. 
(1) и (В) из § '81, уписаних И ', описаних код. круга ' полу~ 
пречника r 1. 

, 
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• 

Број . 
Обим уписаног полигона Обим описаног ПОЛl1гона сТр. п 

I 
, 

6 6,000000 6,928204 , 
12 ј 6,211 656 

. 

6,430780 • • 

24 6,265256 6,319320 • 

48 6,278700 • 6,292 172 • , 

96 6,282062 6,285430 
192 6,282904 . 6,283746 
384 6,283 112 6,283.324 
768 6;283 166 6,283220 

1536 6,283181 
• 

6,283194 • 

I 
. 

Из горњих вредности увиђамо да се обими описаног и 

уписаног ' правилног ПОЩlгона од · 1536 страна разликују . тек 

код 5-0Г децимала, и то за 0,000013, а та је разлика тако 

мала да се може занемарити за обична практична израчуна­

вања. Према овоме, за приближну вредност обима круга,за 

; 1, можемо узети 6,283 18 .... 

. §84. Израчунавање Лудолфова броја л 

Теорема 126. Обими два нруга имају се као њихови 
• 

полупречници, или као њихови пречници~ из теореме 99 § 63 

• 

.л -;71--<>0 (' 

• 

Сл. 242 
, 

.1l' ---"'0' 

.fJ' 

видели смо да се оби- ' 
. . 

ми сличних полигона 
• 

имаЈУ као две . хомо-

логе стране, или две 
• 

хомологе ДИЈагонале, 

а из теореме 68 и-
о 

стог параграфа, да су 

правилни полигони 
. . 

истог . броја страна 

г:лични. Да бисмо до-
. 

казали ову теорему, 
. - ' . . 

посматрамо кругове О и О' (сл. 242) У којима су уписаНI1 

~раВИЛНI1 ПОЛI1ГОНИ I1CTOr броја страна. Према 68 . теореМI1 
· . . 
· обl1МИ ових полигона имају се као две њихове ' стране. Па 

како се · стране OBI1X ПОЛl1гона имају као полупречници R: R', 
то с-е и обими полигона имају као R: R'. ПОСТУПНI1М у дво­
стручавањем ПОЛИГОНСКИХ страна, обl1МИ постају све веhи, али 

стално се имају као R: R'. Овај однос постаје I1сти 11 KqA 
. . 

• 
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{БРОј полигонских страна постане бесконачно велики, ТЈ. кад 

"обими полигона теже својим граничним вредностима О и О' 

.(обимима кругова). Стога је заиста: 
. , • 

, 

о : О' R: R', или О : 0'2R : 2R' . 
. прол~Р·ција '0: .0' , , 2R: 2R' даје се написати и у облику 

, ' , } , " ,'" , 

О 

- ,- .-
"О' ' ., '~ '- ' • 

• 

2R између 

,обима круга 11 . њ.еговог пречника , сталан број, пошто се исти "' __ ~ . ' ~ ! -о' 

!КОЛИЧl:Jикдобија)f.Й't. ~,)l9делимо оБИМ ' ма ', ког круга са ње-
говим пречником. , ај .. ,снлан количникозначавасе са л (пи) 

. . ' ~ .. .. - .. 

. а зове се ЛУДQЛФОБ. (§рој" , по имену математичаР9 Лудолфа 

.( 1539 1 б I О), који t ai је израчунао са 35 ~ецимала. Бl?ој л 
је ирационалан број;Јrа израчунат је засада ' до 'свога 5007.ог , , 

,децимала.НајЈЈз:кше његовоизрачунаi3ање ' добијамо код круга 
-." ".ј! о - " " . . полупреЧliика .г 1. Обим тога круга, , према излагању у 

, . 

~peTXOДHOM .nараграфу,је О ' о ' 6,2831853070 ... , па је л ' ~ 
6,28318SЗО:Ю 

= 3,1415926535 ... За обична израчунавања узи-
2 

, , ма се ' л 3,14. Памhење 1 О ' првих децимала броја 
, ' 

:л може се 

француске 
, ' 

;лако , извеСТИП]ј)ема " броју писмена сваке , речи 

:реченице: • 

, , 

Que j'aime а faire соппаЉе ип nombre utile 

31 4 1 5 9 2 6 5 

§ 85.'Израчунавање кружног , обима. 

аих sages. ' 

3 5 

Из једначине 

·0 
=, л имамо .0 -' 2nr, .тј. ДУЖUНУ кружногобuма доби-

2г 
" , 

јамо кадапречник круга iiомножимо бројем л. Ако су полу-

лречници двају :кругова '1 И '2' онда су њихови обими: ' 01 2г1я 
'И ' 02 21'2Л' Дељењем ових једначина добијамо: 

·01 : 02 - 2г1 ,1' : 2г2л или 01 : 02 2г1 : 2г2 , или 01 : 02 '1: '2' 
.што смо видели :И код 126 теореме претходног параграфа, 

Напомена. ИЗ.рачунавање дужине кружног обима може бити само 

'приближно тачно, пошто је број л: ирационалан број. Тачност ће бити 

.утолико већа уколико Је број л: узет са већим бројем децимала. 

1)86. ·- вање КРУЖНQГ , лука 
• 

Тео рема 127. Луци једнога круга, или кругова једнаких 

,ИМi!lY ' .сеtшо њихови средишњи углови. Нека је луI.< 
, 

.m заједничка мера лукова АБ и CD (сл. 243) и нека се т са-
, 

Планиме,рија 10 
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, . 

држава у АВ 5 пута, а у CD 3 пута. Тада је АВ 5 m, а 
CD 3 m. Стога је: 

АВ : CD 5m : 3m, или АВ: CD 5 : 3 (1) 

Па како једнаким луцима једнога круга, или кругова једнаких 

о полупречника, одговарају једнаки средишњи углови (теорема 

3), то спајањем деоних тачака л}кова АВ и CD са центром О. 

угао ех дели се на 5, а угао ~ на 3 једнака делi, веJlичине '(. 

"­
"--- "-

(Р) --

, 

- ---: 

Стога је ех 5'('и ~ 3,(, а 
. , 

ех : ~ - 5'( : 3,(, или ех : ~ 5 : 3(2). 
Из пропорције (1) и (2),код 

којих су десне стране једнаке, 

добијамо~ 
,-... ,-... 

АВ : CD = ех : ~, 
чиме је ова' теорема доказана. 

На основу ове о теореме • 
• 

сваки кружни лук има се према 

целој uериферији круга, као. 

што се има средишњи угао тога 

Сл. 243 лука IJpeMa 3600, који је ср е- .. 
""', ",., ' 

дишњu'угао кружне цериферије. 

Ако дужину једнога лука означимо са 1, његов средишњи 
угао са ех, а кружну периферију са О, онда. је према овој 

теореми: [: О ех : 3600 или о l : 2nr ос : 3600. Одавде је: 

глех 

1 =1800' 

Напомене. 1) Како је сваки лук по дужини онај део од перифе-
рије круга, који је део и његов средишњи угао од 360', то је јасно да је: 

1 
а) дужина лука над страном уписаног равностраног троугла 1 = 3 . 2гл; 

1 . гЛ 
Ь) дужина лука над cTpalloM уписаног квадрата 1 = 4' 2гл = 2; с) наД. 

1 Г1Т 
страном уписаног правилног шестоуг ла 1 = 6 • 2гл = З итд. 

ГЛf1. о • ОО • 

2) Образац 1 = 180' подесан је за логаритмовање-. а\lliИ о треба пре: 

а. . 
прелаза на логаритмов~ње претворити размеру 1800. у размеру са Једно-

именим члановима, па ту размеру претворити са истим али неимеН0ванИlW 

члановима. Тако, за г=5m и f1. = 50025'40", биће~ 
ГЛf1. 5·3,14·50'25'40" 5·3,14·181540" 5·· Зi14·I8154О. 1,57·9077 

1 =1800= 180' = 104!:ЮОО" = 1048000 - = 5240 ;: 

log 1 = log 1,57 + log 9077 log 5240 = 0,43451. а 1 = NO;4345L = 2,7196 П1l 
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З) Ако се зна дужина једнога лука 1 и његов полупречник г, а тражи 
, " 

се величина средишњег угла а, или, што је свеједно, лук у стененима, онда 

180° . 1 180° 1 
из обрасца за дуж ин у лука је а = Г1( = 1( . г' При овоме израчу-

180° 
навању корисно је знати да је 1( = 57°17'44,8" која је вредност једног 

радијанта, тј. лука који је по дужини једнак полупречникукруга (l=г). 

4) И б 1 
11(а 1 · 1(а . ' . . 

з орасца = О имамо - = ,КОја нам Једнакост пока-
.' '. .' , .J8Q. . . г 18()о 

зу је да је размера између дужине једнога лука и ' његовог полупречника 

стална (константна) за исти број степена а, па ма колико се .YBehaBa(} 
полупречник г. Ако је полупречник круга r = 1, онда се дужина лука од. 

• •• 
а степена означава са arc(f" а једнака је: 

. 1 1 1(а 
• 

18()о 
агса = г = { = 1 = 1800 (1). Одавде је = агса • (2). 

1( 1( а= 
агса·1800 

За а = 360°, 270°, 180° и 90° биhе према обрасцу (1): агс 3600 =21(, . , 

. З1( 1( 1(а 

агс 210° = 2 ' агс 1800 = 1( и аге 9()о = 2 . Међутим, 1800 не само да 

претставља дужину лука ПОЛ.упречника г = 1, Beh и угао 6) од а степена. 

који има за основну јединицу радијант, тј. угао код кога је [=г. Да је ово твр­

ђење тачно, уверавамо се по томе што је за 1 = г, по обрасцу (1), агса = I~ 
, 

, 180° 
по обрасцу ,(2) је угаона основна јединица (радијант), а = =57°18'44,8", 

1( 

. . ,. ' а а 1(а П 
а вредност 6) угла а, за јединицу .а, Је 6) = а' = 1800 = 1800' ре ма 

1( 
> ." 

овоме, 21( претставља и цео обим и пун угао, 1( половину обима и раван 
1( . З1( 

угао, 2 четвртину обима и прав угао, 2 три четвртине обима и право-

испупчени угао итд. Из свега овога изводимо закључак да се лук и љегов 

централни угао претстављају'не само истим бројем степена, када је за 

њихову јединицу узет степен, већ се претстављају истим бројем и онда 

када се за јединицу лука узме полупречник (г=1), а за јединицу угла . . . . 

узме угао чије је 1 = г. ' 
, 

§ 87. _. Површина круга. Како је круг у ствари један 

правилан многоугао од бескрајно много страна, то се, као и 

код свакога правилног полигона, а на основу t 16 теореме из , , , 

једнакости слика (§ 71), његова површина израчунава када 

се обим О помножи полупречником г и добивени производ 

подели , са 2. Стога је површина круга: 

Р ОГ 2(1['Г 
= =' , г21[ 

2 2 . 

Ако су (1 И (2 полупречници два круга, а Рl и Р2 њихове , , 

површине, онда је Рl . (~1[ И Р2 фТ. Тада је: , 
, / 

Р] : Р2 (~1[ : (~1[, или Р1 : Р2 г~ : ri, тј. 

10* 

о' 



148 

• 
површине два круга имаЈУ се Ј{ао квадрати њихових полу-

• • 
пречника, што је исти случаЈ и код свих сличних правилних 

лолигона истог броја страна . . 

§ 88- Површина кружног исечка (сектора) 

Теорема ] 28. Сектори једнога круга, или кругова једна-
• 

мих полупречника, имају се као · њихови луци, или каоњихови ср е-
дишњи углови~ Ако о сектор .АОН - Р -(сл. 243)" узмемо за 
јединицу cl;KTopa АОВ и COD, онда је АОВ 5р, а COD 3р. 

. . ' . , . 

Стогаје: АОВ: COD 5 :3(1). Па како је . из исте слике 
• • "" ,. .... -

АВ : СР . 5 : 3 (2) и а: ~ , 5 : 3 (3), то о је . из пропорције 

(1), (2) и (3): 
'"' '"' АОВ : COD-- АВ :СD · и АОВ : COD а : ~, 

• 
чиме Је ова О. теорема доказана. о • • • 

. На основу ове теореме, rщвршина кружног исечка 'Р има 
се према површиникруга Р, као што' се има ил,и лук исечка 
1 према обиму круга О, или средишњи угао а према 3600, тј.: 

а)F:Рl:О,илиF:г2rr , l , :2пtи ' 
• 

Ь) F : Р а : 3600, или F : r2rr а : 3600 . ' 
1, . . r 2rra · о • 

2 (I), а · из(Ь) Је F 03600 {Щ. 

, 

Из (а) је F 
. 

Образац - (1) употребљавамо када 
• • 

је позната дужина 

лука и лолупречник, а образац (Щ, када се Зffа лолулречник 
• • 

и средишњи угао исе'!ка или, ШТО Је свеједно, лук у степе-

нима. По себи се разуме, при употреби другог обрасца, ако 
. . 

желимо да применимо логаритме, треба претходно иа и 3600 

,'-......' 
\ 

\ 
, о , , 

. :l) о : о довести на једноимене бројеве (на 

степене, минуте или секунде), а за­

. тим на неименоване · бројеве избаци­
вањем знакова: О,', 1( • . Други обра­

зац можемо добити из првог, ако у 
• 

\ 
••• • о rrra о 

њему заменимо l са 1800 . \ 1 
\1 

\ § 89. ПОВРШlIна . кружног от-
сечка (сегмента). Да бисмо изра-

Сл. 244 чунали . површину мањег кружног 
, 

отсечка, треба најпре да израчунамо 

ловршину њему oAroBapajyher исечка, а затим да од ове 

ловршине одузмемо ловршину троугла АБО (сл. 244). Напро­
тив, ако желимо .да израчунамо површину Beher отсечка, 
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онда површини одговарајупег исечка додајемо површину' тро-

угла АВО. Ако површину троугла АБО 0значимо са Р 

P=~~ = !-. 
2 2 

S2 
(2_. -4 ' површин.У мањег 

• 

исечка са t , а површину вепег исечi<а са F 
, 

, онда је површина , мањег отсечка S = f 'Р, 

а површина вепег отсечка S' F + Р. 
Напомена. - У ра~унским задаЦ\јма, често, \јли није дат 'полу-· 

преч ник r, или тетива s, а дата је висина отсечка ОЕ = h. ' Тада, из­

правоуглог троугла АОР, у коме су РЕ и ЕО хипотенузини ()тсечци, ' а . 

s 
2 В\јсина хипотенузина, имамо пропорцију: 

s s 
. h: 2 = 2 : (2r h), 

, . 

• • • 

из које пропорције израчунавамо непознату количину потребну за даље 
рачунање. 

§ . 90. Површина кружног прстена. , , 
, . 

Површина кружног прстен а (сл , 245) 
добија се, када се од површине споља-

. . ' 

шњег, круга одузме површина унутрашњег. 

Ако нам Р претставља површину прстена, 

R лолулречник спољашњег круга, r . лолу­

лречник унутрашњег круга, а d дебљину 
лрстена (d R г), онда је: .' 

• 

Р R2л гл2 (А2 г2Ј л (А + г) (Аг) л 

• • 

Сл. 245 

. 

(А + г) dл. 
§ .91. - Рачунски задаци из петог одељка * 

(Узимај увек Jf =3,14) 
1) Наlш обим ' и површину круга, чији је полупречпик: а) 1,8m; Ь) 

2,75 т; с) 2т 3 dm 4 ст. 
2) Наћи полупречник круга, чији је обим: а) 62,8т; Ь) 31,4 dm; ' 

с) 126,6 ст. 
3) Наћи полупречник круга, чија је површина: 78,5т2; Ь) 314 т2; 

с) 706,5ст2• ' 

4) Наћи дужину лука од: а) 72"; Ь) 500 10'; с) 620 15' 25", кад му је' 

полупречник: а) 3,5 т; Ь) 7,2 dm; ' с) 3 т 2 dm 5 ст. ' 
'. . 13 . 

5) Колико степена, минута и секунада има лук: а) ако ie l = 4'\15 пr 

7 3 
а r=8m; Ь) [ = 5,25т аг=3,б.т; c)l=4 8 тиг=5 5 т? . 

6) Наћи полупречник лука: а) од 1050 а дужине 15,4 т; Ь) од 75040' . 
, а дужине 20dm; с) од 50030'50" и дужине 25 ст. 

• * Задаци означени авездицом намењени су ученицима реалке. 

. . 

, 
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7) Колико степена, минута и секунада има лук, који се има према 
f10лупречнику као: а) 4: 5; Ь) 6: 5; с) 13: 7 ? 

8) Колико степена, минута и секунада има лук, који је по дужини 
једнак полупречнику (радијант)? 

9) у кругу полупречника г = 8 т уписан је перифериски угао од 
60· 50'; наlш дужину његовог лука. 

\О) у кругу полупречника г = 4,5 т уписан је перифериски угао 

над луком дужине 1 = 6,2 т; колики је тај угао? , 
11) Обим једнога круга је 157 ет; наliИ његову површину. 
12) Површина једнога круга је 314 dm'; наћи његов обим. ' 
13) Обим једног круга је 314 ет; наliи страну квадрата, који има 

• 
Једнаку површину с кругом. . 

14) У кругу полупречника 10 т уписан је равностран троугао; наliи 
површimу једнога од"добивена три отсечка. 

15) Страна равностраног троугла је 25 ст; наliи обим и површину: 
3) описаног; Ь) уписаног круга. 

16) Наliи аге 1·, аге 1', аге 1". 
17) Колика је брзина тачке на екватору Земље услед обртања око 

осовине, ако је пречник Земље 12756 km? 
18) Фабрични точак од 4 т у полуriречнику обрне се 150 пута у 

минуту; колика 'је брзина једне тачке на његовом Обиму? 

19) Обим једнога фабричног точка је 15 т; наћи број његових обр­
тања у минуту, ако се тачке на његовом обиму креliу брјином од 20 т. 

20) њiliи полупречник точка који се обрће 80 пута у минуту, кад 
је брзина једне тачке његовог обима 20 т. 

21) Наћи полупречник круга, чији је обим 5 пута већи од обима 
круга полупре'iника 3,25 m. -" ' - . ' 

22) Наћи полупречник круга, чија је површина 3 пута мања од по..: 

вршине круга полупречника 9,45 ст. . 
23) Наliи ilОЈ1упречник круга, чији је: а) обим једнак збиру обима двају 

кругова полупречнitкii 3,5 т : il4~ т; Ь)1l0ВЈлllИна једнака збиру површинii 
двају кругова полупречника 5,25 т и 2,75 т. 

24) Два концентрична круга имају .обиме 62,8 ст и 43,96 ст; наћи 
дебљину и површину кружног прсте на. 

. , , 

25) Две вароши истог упоредника имају теографске, дужине 75· 25', 
}\ 60· 45' источно од париског меридијана; наћи отстојање ' ових вароши, 

зко је полупречник њиховог упоредника 5730 km. . 
26) Збир обима двају кругова је 125,6 т, а разлика њиховихп'олу­

пречника је 2 т; наlш њихове полупречнике. 
27) Збир површина двају кругова је 467,86 ст", а разлика њихових 

. , - . 

полупречника је 3 ст; наliи ~ихове обиме. 
• • 

28) Обими двају кругова, чији ј'е збир поЈЈупречника.l4 ст, имају се 

као 4 : З; наliи њихове површине . 
. 29), Наliи обим и површину круга, чији је полупречник једнак страни 

уписаног квадрата у кругу полупреЧlIика 5,3 m. 
ЗО) Наlш обим круга, чији је полупречник једнак страни уписано г 

paBHocTp,lНOГ троугла у кругу полупречника 3,5 т. 

• 



• 
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31) Наhи површину круга, чији је nо!!упречник једнак обиму оnиса-
lНoг правилног шестоугла око круга полупречника 0,15 т. . 

32)* Обим правил'ilбг . ·10-угла је 5 т; наhи nолуnречник оnисаног 
ЈКруга. 

33) Катете једнога nравоуглог троугла јесу 3 и 4; ,наhи nовршину 

уписаног круга. 

34) Наhи nолупречник круга, чији је обим средња геометриска про­
,nорционала између обима оnисаног и обима уnисаног равностраног тро-

угла код круга nолупречника r = 4,5 ст. . 
.30) Ако полупречник неког круга увећавамо или умањимо п пута, 

.за колико пута се увећава или смањује: а) обим, Ь) nовршина тога круга? 

36) у којој " размери стоје површине двају кругова, ако су њихови 

4 
.обими 4 15 и 3,2 т? 

37) У којој размери стоје nолупречници двају кругова,ако су њюtове 
OIlОвршине 314 т2 и 113,04 т'? ?: о. 

38) Збир nолупречника двају кругова је 16 т, а њихови се обими 
iИмају као 5:3; наhи њихове nовршине. '. 

39) Површине двају кругова имају се као 9:2, а разлика њихових nо­
.лупречника је 4,5 dm; ' наhи њихове обиме. 

40) Наlш површину кружног сектора nолупречника r = 5 ст, ако је 
. .средишњи угао: а) 650; Ь) 700 35'; с) 50· 40' 50". . ."'-

41) Површина једног сектора је 25 ст', а средишњи му је угао ЗОО· 

20'; наhи његов полу пречннк. " . . " 
42) l.<ружни нсечак има 18 ст' површине, а полупречник му је З 

. ~ 1. . " . 

.ст; наНи његоВ "'средишњи угао. . .. 
43) Колики је полупречник круга, ако је једна његова тетива s = 6 

<:т, а висина лука над том тетивом h = 2 ст? 
44) Полупречник једног круга је 6 ст; колики је полуnречник КОН­

щентричног круга који полови његову ,nовршину? . 
45) Колики је средишњи угао -кружног исечка, чија је површина · 

једнака с површином: а) уписаног равностраног троугла, Ь) уписаног 

.квадрата? . 
46) Колика је површина сегмента, ако му је тетива стран.а: а) уп и­

.сано г равностраног троугла, Ь) уписаног квадрата, с) уписаног правилног 

шестоугла, й) уnисаног правилног осмоугла,а полупречник круга је 10 ст? 
• 

47) У кругу, чиј\{ је полупречник r = 5 т, уписан је 'н око њега 

·описан: а) равностран троугао, Ь) квадрат, с) правилан шестоугао, d)* . 
.. . 

правилан десетоугао; наhи nовршину између та два полигона. 

48)* Позната је страна .nравилног десетоугла уписаног у кругу полу­

Ј1речника r = 15 ст; израчунати nовршину уписаног правилног петоугла. 
49) Три једнака круга додирују се узајамно; пзрачунај nОВРU.lИну 

• 

,слике између Њих. 
, ' .. . 

50) Израчунај површину сегмента, ЧиЈа Је тетива Једнака полу преч-
iНику круга. . . 

51) Код раВlJостраног троугла стране 7 ст описан је око једног 
љеговог темена круг троугловом висином као полуnречником; наhи nо-

• • 
.вршину де,llова на КОЈе Је троугао подељен. , 

• 
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52) Колика је површина прстенова исечка чији је среди'шњи угаа> 

500' 40', а полупречници су 7 и 5 ст? 
53) Наћи површину правоугаоника уписаiю'г у кругу полупречника, 

r = 10 т, ако му је једна страна 12 т. 
51) у квадранту f;leKor круга, чиЈи је полупречник (, уписан је круг ' , 

тако да додирује краке и лук квадранта; наћи површину круга, чији је' 

полупречник збир квадрантовог полупречника и 1I0лупречника уписаног ' 

, му круга (Одговор: 2г2л:). , .' . 
55) Над правом дужине 8 ст описан је полу круг и праiзоугаоник, . 

чије су стране дирке полукругове; наl1иповршину између праВОУ.гаоника , , 
, 

и полукруга , 

56) Круг, чији је подупречник r = 3 ст, окружен је прстеном повр-" 

шине 5,2 ст' ; наћи ширину прстена. 

57) у полукругу преуника 12 ст описани су полукрузи над полови-, 

нама пречника; на!;и површину између та три полукруга. 

58) у квадранту полупречника , r = 10 ст описан је полукруг наД.. ' 

једвим полупречником; на!;и осталу површину. ' 

59) КОЛИКИ је средишњи угао оног сектора чији је цео обим једнак. 

обиму његовог круга? 

БО) Колики је , средишњи угао оног сектора чија је површина ј ед-
, 

'вака пречниковом квацрату? . 
61)' , Стране једнога троугла јесу 13, 14 и 15 ст; ва!;и збир повр-, 

шина сегмената који се добијају ' када се око троугла опише круг. 
62) У равностраном ТРОУГ,лу , CTpaH~ Iб ст уписана су три круга, 

једнаког полупречника а који се додирују и међу собом и са странама, 

троугловим; наћи површину СЈlИке између кругова. 

б3) у кругу полупречника 20 т уписана су три јаднака круга, који 
се додирују узајамно и са даним IKpyrOM; наћи обим и површину једног' , , " 

од тих кругова. ' ' . , 

· 64) Основица неког праВОУI 'аоника једнака је са страном равностраног' 
• • 

троугла уписаног у кругу полупречника г, а висина му Ј е Једнака са страном, 

правилног шестоуг ла који је око истог круга описан; наћи обим оног ' 

круга који има с тим правоугаоником једнаку површину (Одговор: 2 r f.2,;) .. 
65) Два места на Земљи имају географску ширину 600, а њихово j~ ' 

отстојање 450 km; на!;и: а) разлику њихових географских дужина; Ь) раз­
лику њихових часовних времена, када је ПОЈЈупречник Земље б378 km .. 

б6) Наћи површину између двеју паралелних тетива, од којих је једн31 
. , . 
Једнака полупречнику ' круга, а , друга Је Једнака страни уписаног равно-, 

страног троугла, , 
67) У кругу полупречника 12 dm уписане су са једне исте стране' 

центра две паралелне тетиве. Једна је странауписаног равностраног ' 

троугла, а друга је страна уписаног правилног шеСтоугла. Колика је повр­
шина ограничена тим тетивама и кружним луцима? (11 београдска, 1912). , 

б8) Над странама једног троугла конструисани су: квадрат, равно­

стран троугао и полукруг, сви једнаких површина. Колика је површина, 

датог троугла, ако је дијагонала квадрата 15,5 dm (Петровград, 1931)?' 
69) Над странама правоуглог троугла конструисани су полукрузи; 

израчунати површину . добивених полумесеца, кад је мања катета 4 т а, 
" 

хипотенузадвапут већа од мање катете (Београд, Женска, 1914). . 

, 



70) У кругу полупречника R"= 2т повучене су с једне и 'с друге 
стране 'центра две паралелне тетиве. Једна АВ једнака је страни уписано г 

равностраног троугла, а друга СDстрани уписаног квадрата. Крајње 
тачке тих тетива јесу темена ' једнога трапез·а. Наhи површину трапеза , . , 

ABCD и поврщину отсечка ограниченог тетивом АВи луком АВ' 

(Битољ, 1931). 
71) На једној дуж и AD = 3 налази се дуж ВС = Ь. Опиши над 

АВ и АС ПОJlукругове с једне, а над BD и CD полукругове с друге 

стране. Колика је површина тако постале слике .облика брадве (т. зв. ·пе- . 
лико'ида) и како се односи ПОl!рiDина тога пеликоида · према површини . . 

круга чији је пречник AD? (Зајечар, 1932) ," 
72) На сваком углу једног квадрата, чија је страна а ·=lт, исечен 

је известан део тако да се добије правилан осмоугао, па је од исечениХ . 
• 

делова образован један кружни , прстен,чији је мањи круг описан око 

осмоугла.Колика Је дебљина тога прстена? (Зајечар, 1910) 
73) У кругу, чијнје полупречник 32 ст, уписана су два концентрична с 

. 
круга тако , да се површина унутрашњег круга има према површинама 

оба прстена као 4: 5 : 7. Колики су полупречници у ова два концентрична . 
круга? (Нови Сад, Женска 1930) 

• • 

74) Позната је разшiка т између дијагонале ,Н стране квадрата , 
уписаног у неком кругу. Израчунати површину полумесеца који се добија 

кад се на страни тога квадрата опише споља полукруг као над пречником . . 
(Пљевља, 1932) ' , 

75) У кругу полупречника r = 12ст уписан је равностран троугао, . 

а на свакој страни' тога троугла ' описан је полукруг као над пречником. 
. , 

Израчунати површину трију полумес~ца који се такодобијају (Пљевља, 1930) . . 
76) Површина правилног шестоугла је 80 т2 ; колика је страна 

шестоугла и површинаизмеђу .описаног и уписаног круга? (Ужице, 1930). 
77) Квадрат чија је површина 136 ст2 пресечен је кругом коме је 

, средиште у пресеку његових дијагонала тако да му је свака страна по- · 

дељена на три једнака дела. Израчунај површину кружних отсечака изван , 

квадрата (Скопље, Женска, 1931). 
78) Колики је обим правилног шестоугла, ако је тај шестоугао 

једнак лику омеђеном двама круговима од којих је један уписан а други 

. описан код троугла са странама а = 14, Ь = 19 и с = 23 (Загреб, 11 мушка , 

реална, 1934). . 
79) У полукругу су задане две паралелне тетиве а = 8,8 dm и 

Ь = 5,6 dm и њихова међусобна раздаљина .. h = 3 dm. Израчунај полу- · 

пречник тога кр)'га (Загреб, 11 мушка реална, 1930). 
80) Нам површину оног дела кружног np~TeHa коме одговара сре-

. дишњи угао 600, ако су полупречници дати ' једначинама: R2,+ г2 = 89, .. 
Rr = 40 (Београд, 1 женска, 1919). , 

81) Круг има пречник d = 8 dm. Над сваким полупречником (на 

том пречнику) описан је по један круг, а у празнинама између спо~ашњег ' 
, . 

и унутрашњих кругова описани су круг.ови, .који додиру}у спољашњи и 
• • 

два унутрашња круга. Израчунати површину фигуре ограllичене перифе-

ријама спољашњег и свих унутрашњих кругова (Београд, 1 женска, 1921)_. 

, 

• 

• 
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. 

82) Дата је ' површина кружног исечка р = 15,7 т2 и средишњи 

:}' гао (х = 720; израчунати површину оног кружног прстена, чији унутра­

шњи круг (р) има исти обим као · lIсечак, а ширина прстена је d = 0,07 т 
. -- -

.(Београд, I женска, 1922). , , 
, 

83) Око тачке А дуж и АВ = 4 ст описан је лук полупречником 

_АВ почев од В; иСто тако око тачке В описан је лук полупречником АВ 
лочев од А, а са исте стране дуж АВ, док не пресече први лук. Изра­

'чунати површину тако доби вене фигуре (Београд, 1 женска, 1924). " 

" 84) Два се круга додирују изнутра. , На!;и ПОВРШИIlУ ограничеllУ њи­

. .ховим периферијама, кад мањи круг дели, , пречник ве!;ег круга по раз­

љери 1 : 2, а полупречник ве!;ег круга је 3 ст (Београд, I женска, 1927). 

85) Колики је полупречник оног круга чија јеповрiџина једнака 

1Ловршини , 'једног равнокраког " троугла, ~aд Је њеt-ова основица једнака 
<страни равностраног троугла уписаllОГ у кругу полупречliика r = 15 ст, 
.а ((рак му је једнак страни правилног шестоугла описаног око истог 

, круга (Београд, РеаЈЈка 1920). . 

86) Дат је ' равностран троугао стране а. Кад се из свакиг његовог 
'темена опише лук полупречника а над супротном страном, добија се 

.криволиниски равно стран троугао. На!;и површину овога троугла (Бео­

. град, 1 V мушка, 1928). 
• , 

87) Око круга описан је равнокрак трапез чије су паралелне стране 
:2,4 drn и 0,7 drn. На!;и површину између круга 'и трапеза. ' 

88) Око темена равностраног троугла стране а описани су кругови 

" nалУпречником r = %-. ИзрачуНiПИ павршину која j~ ограничена луцима 

·сва три круга (Београд, 11 мушка, 1920). 
-- , 

--
• 

ШЕСТИ ОДЕЉАК* 
• 

--
](ОНСТРУIПИВНИ ЗАДАЦИ ПО МЕТОДИ: А) ГЕОМЕТРИСКИХ МЕСТ Д ј 

, 

В) ПОМОЋНИХ СЛИКА;С) СЛИЧНИХ СЛИКА; 

И О) АЛГЕБАРСКЕ АНАЛИЗЕ 

х ' , ' , 
, § 92. - Геометриска места. -- Под геометриским местом . .. ... ... 

• • 
разумемо такву Једну линију, праву или криву, или такву 
. . } . 

' јеДНУ површину, равну или криву, ЧИЈе све тачке одговараЈУ 

једној ист(}ј погодби. Тако, кружна периферија је једно гео­

метријско .место, пошто све њене тачке одговарају погодби: 

.да СУ' подједнако удаљене од центра круга. Површина, лопте , 

такође је једно геометријско место, јер све њене тачке ор.-

* Само за ученике реалке. 

• 
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говарају погодби: да су подједнако удаљене од центра лоПте. 

-Симетрала ' једне дуж и такође је једно геомпријско место, ' 

пошто ма која тачка те симетрале одговара погодби: да је 
• • 

nОДЈеднако удаљена од краЈЊИХ тачака дужи. 

Наhи геометријско место тачака које испуњавају једну 

:исту погодбу, значи наhи ону линију, или ону површину, чије 

,све тачке испуњавају дотичну погодбу. Тако, наhи геометриско 
•• • 

место свих тачака КОЈе су ПОДЈеднако . удаљене од двеЈУ ' пра-

вих које се секу, значи пронаhи линију чија је свака тачка 

подједнако . удаљена од датих пресечних правих. Та линија је 

симетрала угла који граде дате праве, јер је свака ,таЧКа те 
' . . 

.симетрале ПРДЈеДliаК9 удаљена од кракова угла, односно од 

датих правих·" (теорема 18, § 16). 
Најзначајнија геометријска места, која имају велику при-

• 

мену при решав'ању КОНСТРУК!FИВНИХ задатака, јесу: '.' 

, 1) Геометриско место свих 
тачака у равни, удаљених за 

дуж r од неке дане тачке О, 

јесте кружна периферија, чији 

је центар тачка О, а полупреч­

ник дата дуж r (сл. 246); 
2) Геомет.риско"Местоцен-

тара свих кругова истог полу-
, 

• 
nречника г, а КОЈИ пролазе кроз 

• 
тачку О, јесте кружна перифе-

рија, чији је центар дата тачка 

О, а полупречник r (сл. z4б); 

• 

(), -- ~ . -

, 

• Сл. 247 

, 
Сл. 246 

=_-+~ O~ · JI 
, 
,"t , , 

о !l . 

О. 

, 

З) Геометриско ' место свих ,тачака, . које су за дуж r 
удаљене. с једне стране неке дане праве, јесте права паралелна 

(; датом правом а на отстојШIJУ r (MN на сл. 247); 

• • 

• 

" 

, , 

, 

, 



, 

, 
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4) Геометриско место свих' центара кругова истог по­

лупречни/Са Т, а који с једне стране додирују не/Судану 
• 1 . . 

праву, јесте права паралелна с датом правом, а на ОТСТОЈању 
, 

т (MN, сл 247). 
5) Геометријс/Со место центара свих кругова, који доди- , 

• 

• 

, 

• 
. .- , 

Сл. 248 

• •• • 
РУЈУ дану Праву У неКОЈ њено] дано] 

, . , 

Правој у датој тачци 
, 

мална на даТОЈ 
, 

• 
ЈУ' 

• , 
• 

• 

01 

Сл, 249 
• 

• • 

• 

, 

• 
тачци, јесте права нор-

(MN, сл. 248); 

• 

• 

б) Геометриско 
• 

· место центара свих 
• , ' 

· кругова, КОЈИ доди-
, . . 

ру ју неки дани круг 

О, споља или изну-
• • 

тра, у неКОЈ дано] 

тачци С, јесте права 
, 

КОЈа пролази кроз да-

ту тачку u кроз цен­

тар круга (с.л. 249); 
7) Геометриско 

место свих тачака' 

подједнако удаљених 
• • 

од двеЈу.датих тача-
, 

ка Јесте симетрала ду_. 

жи која спqја дане 
, . 

тачке (МN,сл. 250); 

. 8) Геометриско-

место центара свих 

• 
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• 

кругова, који пролазе кроз две дане - тачке, јест е симетрала 

дужи која спаја те две тачке (MN, сл. 250); . 
9) Геометриско место свих тачака једнако удаљених од 

двеју нецаралелних правих у равни јесте симетрала угла који 
• 

граде дате праве (MN, сл. 251); . . 
10) Ге.ометриско место . центара свих кругова који до-

• 

дирују две непаралалне праве ' јесте симетрала угла који граде 

дате праве (MN, сл. 251); 

11) Геометриско ме-
. . . 

сто центара свих кругова ' 

истог полупречника г l' ко­

ји додирују дани круг ио­

лупречника Г, сйоља уЈЈи из-
. . 

нутра, јесте концетричан 

круг даноме кругу, а опи­

сан је збир ом . полуUреч­

.ника (г + г'), или разли­
ком полупречнuка (г г') 

. (сл. 252); 

12) Геометриско ме-
~ 

'сто темена правих углова 

правоуглих троуглова, ко-
• • 

ЈИ ИМGJУ дану дуж за З{1-
• • 
Једнuчку хипотенузу, Јесте 

круг описан над . датом 

.Дужи, као над пречником 

(сл. 253, 2 последица тео­
реме 66); 

• 

• • 

.... 

.-

, 
-

, 

• 

• 
• 

Сл. 250 

. .. ~ . 
13) Геометриско место темена свих троуглова КОЈИ 

• • • • • 

ЯМGJУ неку дану дуж за зајеДНИЧКУ страну, а наспрамни ЈОЈ 

углови јесу дате величине (1., јесте лук описан над датом дужи, 
. . 

као над тетивом, а чији су перифериски углови над том 
. .-

тетивом величuне датог угла (1. (сл. 254, 4 Uоследица тео-

реме 66); 
14) Геометриско место центара свих кругова једнаких 

Uолупречника, који додирују две паралелне праве, јесте права 

паралелна с датим правама, . а пролази кроз средину ОТС1'О-
• 

• • 

Јања датих правих; , 
15) Геометриско место центара свих кругова једнаких 

лолупречника, који додирују два концентрична круга, јесте круг 
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, 

концентричан . с датим круговима, а пролази кроз средину 

дебљине кружног прстена датих кругова; 

, , 

, 

O~ 

0$ 

Сл. 251 

, 

• 

16) Геометриско место додирних тачака свих танге-
. 

ната повучених из неке дане тачке ван више концентричних 

кругова на те кругове, јесте круг описан над централном раз­

даљином дате тачке, као над пречнuком (сл. 255, теорема 65) . 

. Напомена. - Посматрањем слике 255 видимо да су тангенте једнога 
круга, повучене И3 тачке А, сечице за следеhи концентрични круг и да је 

додирна тачка једнога круга средина тетиве коју отсецаследеhи круг 

од сечице, односно од тангенте претходног круга. Стога горње 'геоме-
, 

• 
триско место можемо сматрати као геометриско Mecтg средина свих тетива 

једног датог круга које он отсеца . од сечица повучених И3 'неке дане тачке 

ван круга или у т()ме , кругу. Конструиши . ово геометриско место, када 

·се дата тачка А налази: а) ван круга; Ь) у кругу; и с) на кругу. ' 

, 

§ 93. Методе решавања конструктивних задатака 

Као што је раније напоменуто, један задатак је конструк­

тиван, ако се да решити помоhу , шестара и ' лењира. Да 

бисмо могли извести решење једнога конструктивног задатка, 
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Сл. 252 

потребно је не .само М се има ДО~~/I;>~~ , бе9ј елещ~ната и\! 
- " . о о . 'W- _" ,>,_ . , 

погодаба, веn и добро познавање геомё'rр'иских теорема и,; 

дефиниција које излажу особине геометриских облика и везу · 

измеђУ њихових елемената. ' 

о 

(' • 

Сл, 253 
, 

. 

:..---__ с,. 

I 
I 
~ 

Сл, 254 

, 
, 

Све конструктивне задатке делимо на: непосредне ИЛИЈ 

основне и Йосредне. Први се решавају непосредно помоnу 

датих елемената и погодаба, а на основу теорема и особина 

геометриских слика. Код ових задатака није потребно KaKBO-~ 
нарочито размишљање, Ka~Ba нарочита анализа о начину о 

• 
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---
• 

• 

• 

Сл. 255 
• 

. . 

'решавања и проналаска нових помоhних елемената, поред 
• 

. датих, . као што смо то видели при њиховом решавању код 

параграфа: 17, 46, 47, 48, 49 и 69. Посредни задаци јесу . 
. сложенији. Код њих нису довољни . само дати елементи и 
. погодбе, већ је потребна нарочита ан.ализа, ради проналаска 

још каквих непознатих елемената, а потребних за решење 
. задатака. 

Поступак 
• 

решавања Једног простог задатка састоји се 
• • 

из ова четири дела: из анализе, Н:ОНСТРУН:ЧИје, доказа u де-
• 

терминаЦИје. . . 

Анализом налазимо начин решења задатка овако: најпре 

претпостављамо да је задатак решен и слободном . руком 
· цртамо приближну слику која· задовољава дате погодбе, .а . 

· затим код нацртане · слике тражимо везу и зависност која' 

постоји између датих · и осталих њених елемената и тиме 

. изналазимо нове помоhне елементе, потребне за решење за-
• 



. 
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• 

,;цатка. При вршењу анализе често 'ј:.(ацртану приближну слику 
.делимо на делове, које се посебице могу конструисати. 

Конструкција изводи се после анализе а помоhу датих 

~ новопронађених помоhних елемената, и то обрнутим путем 
• • 

:него што Је вршена КОНСТРУКЦИЈа привремене слике. 

ДOlЩ.10М има да се утврди да је конструисана слика 
тачна и .да одговара погодбама изложеним у задатку. · При 

• 
.доказивању служимо се познатим теоремама, КОЈе се односе · , . 

.на дотичну слику. 

Детерминацијом испитујемо погодбе под којима је ре­

'Шење МОГУћНО и да ли задатак и~аједно или ' више решења . 
. Код многих простијих задатака изостављамо покоји . од 

-ова четири дела, а особито доказ и детерминацију, ако , ~y 

11З конструкције јасни и ако се ВИД» . одређеност задатка . 
. ' Такви су задаци унети у следеhи параграф, а решавају се 

, . , 

iКao и осн()вни задаци, пошто . је и љихова КОНСТРУКЩ1ја лако 

. 11зводљива и за;снива се на особинама слика. ." 
• 

.. Има више метода којима се служи анализа при . реша-

. вању задатака, али су најважније ове: метода геометриских 

места, метода ПОМОћНИХ слика, метода сличних слика и ме­

-тода алгебарске анализе . 

. § 94. liонструктивни задаци који се решавајупомо1tу 

tOсобина равних слика. 

1) KOHCTPJlUCUTU ривнострин rpoyrao кад се зна: и) његова ви­

'сина;Ь) полупречник описаног круга; с) полупречник уписаног круга. 

2) KOlic,rpyilcaTll привоуrлu rpoyrao кад се знају: а) обе катете; 

Ь) једна катета и хипотенуэа; с) катета и један оштар угао; d) хипоте­
'iiуза и један оштар утао; е) отсечци ХИlIотенузини; f) једна катета и њена 
тежишна линија; g) .висина и један хипотенузин отсечак; h) висина и један 
,оштар угао; L) висина и једна катета; ј) катета и оближњи јој хипоте"' 

нузин отсечак. ' . 
З) к.онструщситu ровнокрико-правоуrлu iTpoyrao 'кад се зна: а) 

,катета: Ь) хипотенуэа; с) висина; d) један отсечак хипотенузин. 
4) Конс.труисити ривнокрик rpoyrao кад се зна: и) основица и 

угао на врху; Ь) основица и један угао на њој; сЈ основица и њена ви­
.сина; d) основица Иl8исина крака; е) крак иједан ма који угао; . f) крак 
'и висина основице; g) крак и његова 'висина; h) основичина висина и 
• • 
Један ма . КОЈИ угао. 

5) Кон.струисатм раЗ/lосrран Tpoyrao кад се знају: а) једна страна 
и ма која два угла; Ь) две стране и висина једне од тих страна; с) једна 

• • 

'страна, њена висина и један угао H~ тој страни; d) две стране и висина 

'треће стране;; е) једна страна, њена тежишна линија и један угао на тој 

страни; f) висина једне ,стране и ма која два угла; g) једна страна, висина 
.друге стране и угаоцаспрам ове друге стране; ћ) висина и средња линија 

П """имртnиiа 11 

. , 
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• 

једне стране и један угао на тој страни; t) две стране и тежишна линијir 
треће стране (Узми двоструку тежишну линију). 

6) Ј{онструисати трапезоид кад се зна: а) три угла' и две стране ' 

које граде четврти угао(Нађи најпре конструктивним путем четврти угао); 

Ь) три стране и обе дијаГОНilле; с) две суседне . стране, обе дијагоналеИ> 

њихов захваћени угао; d) једна страна, један угао на то} страни', обе ди­
јагонале и њихов захваћени ' угао; е) три узастопне стране и два угла нз! 

једној од тих страна , 

7) Ј{онструuсатu квадрат кад се зна: а) страна; Ь) дијаг.онала. 

8) Ј{онструисати правоугаонuк кад се знају: . а) једна страна ИЈ 

дијагонала; Ь) једна страна и ма који угао између дијагонала; а) ·дијаго- . 
налаи угао између дијагонала. 

9) Ј{онструисатu ром6 кад се знају: а) страна и један' уrщ);: Ь)странЗ! 

и висина; с) страна и једна дијагонала; d) обе дијагонале; е) , једна дија-
. .... . " . . . 

гонала и висина повучена из Једнога од темена · КОЈа СШ!Ја, позната ДИЈа-

тонала; f)jen~a дијагонала и наспрамни јој угао; g) једна дијагонала И 
један -од углова. чија темена спаја. . 

\О) Ј{онструисати ром60ид кад се знају: . а) две' суседне стране И ' 
, 

дијагонала; Ь) основица, њена висина и једна дијагонала; с) две , стране' 

и висина једне од тих страна; d) једна страна и обе висине; е)1 /lисина ' w 
· обе дијагонале. .' 

11) Ј{онструисати равнокрак траПез." кад се зltај'у:: а)- обе пара­

лелне стране и крак; Ь) обе паралелне стр~не'И' висина; и) једна' одпара:­
лелних страна, један ' угао и .висина; d) крак, д.Uјагонала и виоина: е) једна па-:­
ралелна страна крак и дијагонала; f) једна паралеЛllа ст-рана, крак и висина_ 

12) Ј{онструисати трапез кад се знају: а) доња паралелна страна, 

један угао на њој и обе непаралелне стране; Ь) разлика паралелнихстрана~ 

обе непаралелне стране и једна дијагонала; с) једна паралелна страна,. 

/lисина и обе дијагонале; d) три стране и висина; е) једна паралелна. 

страна, оба угла на њој и једна дијагонала ; ј) обе пара;Јелне стране, једна. 

непаралеn.на страна и . једна дијагонала; g) обе непара.делне стране, једна. 
• • 

• 
ДИјагонала и внсина. 

13) Ј{онструисати делтоuд кад су познате 0бе дијагонале и 

страна. 

14) Конструисати полигон под)'даран дат()м полиг.ону. 

• 
једна. 

15) КUlIструисаТII llOЛИГОН ид п страна кад су познате п-2 узастопне' 
стране и п-I угао на тим <:Tpal\aMa. 

• 

16) На naHII круг пuву ци две дирке, које Ј.'раде код свог. пресекat - . 
. ,ll;ани угао <1 (HaцpT~j Hajllpe цеllтрални угао 1800 - (1). 

• • 

17) Ван једнога круга одредити тачку, да тангенте из' те тачке г.раде 

с додирном тетивом равностран троугао (Види решење 16 задатка)' . . 
, ' . ' 18) У даном кругу повуци ·тетиву дате-дужине а, кој'а је паралелна' 

с неком датом правом. 
, 

19) Дат је круг О и права MNBaH круга,; да се на правој нађе 

тачка тако да су дирке повучене из те тачкt кругу прописане дужине m_ 
(У ма којој тачци кружне периферије нацрта} најпре дирку дужине т -
и спој крајњу тачку са центром. Овим онтојањем нацртај концетричан 

круг датом кругу. Пресеци овога . круга са Aatr.oM.i]paBQM јесу тражене . 
тачке). 



• 
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20) У даноме кругу уписати троугао кад <;е зна: а) једна страна и 

један угао на њој; Ь) два угла а И р (Конструиши најпре централни угао 

2а и тетиву овога угла, чиме се задатак своди на. задатак под а); с) две 

стране; d) једна страна и њена средња линиј;,t. . 
21) Око даног круга описати · троугао кад се зна: два угла а И ~ 

(Конструиши најпре централни угао 1800 -- а, а затим тангенте у крајњим 

тачкамаполупречника); Ь) једна страна и један угао на њој. . 
22) Конструисати тетивни четвороугао кад се зна, поред полупреч-

~ _ ' 1 

ника круга г, још: а) једна страна и два налегла угла; Ь) две супротне 

стране и један угао; с) три стране. 

23) Конструисати тангентан четвороугао кад се зна, поред полупреч­
ника круга г, још: а) две суседне стране · са заХВilПе/.IИМ углом а (Нацртај 

најпре централни угао 1800- а, па конструиши тангенте у крајњим тач­

кама полупречника); Ь) једна страна, један угао на њој и други угао код. 

једне њене суседне стране. 

24) Конструисатитроугаокад су дате дужине средњих линија. (Ако 
су АМ, BN и СР средње линије!::,. Аве, а теЖиште Q,онда повлачењем 
из М паралелне са ср до пресек а са QB (нека' је пресек Е), добија се 

• 

!::,. QME, чије су стране треliине . датих средњих линија и који се може 
према томе конструисати~ Тада је AQ = 2QM, ВЕ = QE и ВМ = МС). 

25) Конструисати троугао кад су дате средине двеју страна и' те­
жиште. 

26) Дата је једна права и две . тачке ван ње; наћи на правој тачку 
• • . , .. , 

КОја, повезана са датим тачкама, даје дужи КОЈе граде са датом правом 

. једнаке углове (Спусти И3 једне дате тачке на праву нормалу, _ продужи 

је за њену дужину и вежи љену крајњу тачку са другом датом тачком. 

Пресек ове спој не дужи са датом пра130М је тражена тачка). 

27) Дат је један угао и једна тачка у углу; кроз ОI3У тачку повуци 
дуж измеljу кракова угла, а која ће бити датом тачком преполовљена 

(Кроз дату та'lКУ ПОl3уци паралелну с једним краком дан ог угла, пренеси 

добивени отсечак другог крака на исти крак, али с друге стране пара-

• лелне праве и вежи крајњу тачку пренетог отсечка с датом тачком у углу) . 
• 

§ 95. Метода геомеТРИС}lихМеста. Ова се метода 
• • • 

примеЉУЈе КОд, оних задатака ЧИЈе решеље зависи од прона-

ласка једне или више тачака. Те тачке налазимо помоhу ' по­

годаба у задатку као пресеке двају геометриских места, кон­

струисаних према датим логодбама. Поступак решавања састоји 

се у овоме: најпре треба помоhу једне погодбе да констру­

ишемо геометрисuо место чије тачке задовољавају ту погоцбу, 

а затим помоhу друге погодбе зада~ка треба да конструишеМQ . 
друго геометриско место, чије тачке задовољавају другу по­

годбу. Тада пресеци конструисаних геометрисuих места задо.­

{30љавају и прву и другу йогодбу, Пошто се налазе на оба 

геометриска места,И те пресеке узимамо за тражене тачке, 
• 

од КОЈИХ зависи даље решење задатка. 

11* 
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с, 

, Ако добијемо два пресека конструисаних геЬметриских 
, , 
,места, ЗНаЧИ да · задатак има два решења; ако добијемо само 

један пресек, ' задатак има само једно решење; ако се, најзад, 
· . . -

геометриска меСта не секу, значи да дати елементи задатака 

'или не задовољавају какву геометриску истину (теорему), или 
, 

.су такве величине да конструисана геометриска . места . не могу 
• 

,имати заједничких тачака. 

• 

• 

/ 
; 

Ј . , 
· ~ . .. , 

~ 

\ , 
\ 

,а) Решени пример,,: 

1) Даним полуПречником описати круг, који ' додирује 

дани круг и пролази кроз дану 

. - --- _. 
/ , 

/ 
' / 

/ 

· 
. 

, 

\ , 
"- , / - / - - - -

Сл. 256 

, 

-
, . t ~, 

l.!i 
I 

I , 
" / 

, 

. . 

тачку ван круга. , , 
, . . Анализа. НеК,а је г' по:- . 
'. {f/I лупречник траженог ' круга, а 
" М љегов центар. " Како се за- " 

хтева да он додирује Kpyt . о, .. . 

чији је полупречник г, и да 
'. " . ' 

пролази кроз тачку А (сл. 256), 
. значи да његов центар М, од чи-

• 
јег проналаска зависи ре,шење 

задатка, треба да бу де удаљен 

и од периферије круга О и од 

тачке А .за г'. Па како се цен­

три с~их кругова полупречника 

Г, који додирују неки дани круг споља, ' налазе на концентрич­

номкругу описаном збиром полупречника (11 геометриско ме­
сто, § 92), то се тражени центар М налази на периферији 

круга чији је центар " О, а · полупречник r + г' (круг р). Тако. 
исто, центри свих кругова полупречника г', који прол:азе кроз 

дату тачку А, јесте кружна периферија полупречника г', а чији 
· . 

је центар дата тачка А (2 геометриско место, § 92). Стога се 
тражени центар налази и на периферији круга чији је центар 

,дата 1'ачка А, а полупречник r' (круг q). Према томе пресек . 

геометриских места (р) и (q) биhе . центар траженог круга. 

Конструкција. . Треба полупречником г + г' ' конструи-
сати концеНТРl;lчан круг датоме кругу, а затим полупречником 

г' описати око А други круг. Пресек М ових кругова биhе 
, 

· • • 
центар траженог круга. 

Доказ. Јасан је из анализе и конструкције. , 
Детерминација. Задатак nе имати: два решења, ако 

~ 

се геометриска места (р) и (q) секу, као што је случај на 

сл. 256; једно решење, ако се ова геометрИСi<а места доди-
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• • ~ • • ~ ' .. _ • о " ,'. • • ' . о •• 

РУЈУ; и наЈзад, ни Једно, ако геометрискаместа немаЈУ ни , 
о. ' -" " 

једне заједНИ4ке тачке, .КОЈИ случаЈ наступа, ако. Је дати лолу~: 
. . ОА - r . .. 

лречник г' < 2 • 

• - . .., 

2) Конструиеати троугао; кад се зна ' једна страна; љена 
- . . ' - " . . . 

ередltю линија и висина другеibене стране. " . , '. .', .... . 
. Анализа. . . Нека ' је траженитр'оугао Авс(Сл.257);КЬ)( 

кога знамо С, t(c) и h(a). Правоугли TPOYГ~O ABD да селак~ 
• о' ', _. ' : . ' - ., ••• . _., •• . , . , , ' 

коструисати, пошто му знамо 

хипотенузу 'с и катету h(ti). O~ 

стаје да одредимо још< теме С 

траженог троугла, од чијег про.'.. 
, 

наласка зависи решење ' задат~ . ' 
ка. Па како је ово теме yдa~ 

љено · од . средине Е стране с · 

, 

. . 

• 

, 

за tи, то се оно налази _на гeo~ . , . 
• 

метриском месту ЧИЈе су . тачке . 

удаљене ОД , Е за t(c) и геом. 
-- . -

· ол ·С. 

место, § 92). А како се теме С '. 
Сл. 257 . . 

налази и на ВС, то је тражено 

теме С ,пресек стране ВС и круга описаног из Е полупречником t(c). 

, Конструкција. . Треба најпре помоhу с и h(а)КОНСТРУИ~ 
сати 6. ABD, а затим . из средине стране АВ описати полу­

лречником t(C) лук који сече продужену страну BD у трећем. 

темену С траженог троугла. ' 
Доказ и детерминација. Јасни су из анализе и КОН-

• 
СТРУКЦИЈе. 

З) Из дане тачке повуhи датом кругу такву сечицу да' 
о • • _ 

• 
Је љена тетива дате дужине m. 

Анализа. Нека је дата тачка А, круг О, и тетива ду-

• 

-",. 

" . , 
" I 

I I , 01 
I 
\ \ 
\ , 
\ 

... 
\ 

\ 

I 
I 

... 
" 

Сл. 258 

I , 

жине m (сл. 258). Па како 
• 
Је геомеТРИСКQ место сре-

... . . 
, дина свих Једнаких тетива 

некога круга, њему кон­

центричан круг описан цен-
• 

I тралном раздаљином Једне 
I . " тетиве, то су средине свих 

__ ",. " тетива т датог круга О 
на концентричном кругу 

лолупречника d. Према нa~ 
, ломени код 16 геометри~ 

ског места (§ 92), средине 



, 

1 3 б -

свију тетива т налазе се и на кругу О' описаном над ОА као' 

над пречником. Према томе пресеци ових геометриских места 
М и N задовољавају обе погодбе задатка, а ма који од ових 

пресека је потребан за решење задатка. 
-

' Конструкција; , Треба најпр~ КОд,. даТ9га круга О пре-
, -

нети дану тетиву , т, а затим, централном раздаљином ове , 

тетиве коН,струисати конц~нтричан круг. Најаад ,треба , ко н­

струисати круг над ОА ка,о HCiД пречником и повући из А 
, - . . -

сечице које пролазе кроз пресечне тачке М и N. 

Детерминација. Задатак има, дНд решења СВ,е дотле 

док се тачка А налази ван концеНТРI:IЧНОГ круга Aa:ror круга 
О, тј. док је њена централна разда.1Ј>ИJ:fа Beha од " централне. 

раздаљине дате тетиве тј једно решење, ако су обе централне. 
. ' . . 

раздаљине Једнаке, а ни Једно решење, ако. Је централна pa~- , 

даљина тачке А мања од центраЛНе раздаљине TeTI:IBe т. -

4) Конструисати равно крак трапез, кад- су дате обе Па-

ралелне стране а u Ь и дијагонала d. / 
Анализа. Нека је ABCD (сл. 259) тражени трапез. Ње-

гова темена А и В јесу позната, јер је а АВ. Повлачењем 

I \ 

Сл. 259 

из В полупречником d (7 и 1 
-

из темена D паралелне са 
СВ, добијамо ' равнокрак 

троугао AED и паралело­
грам DCBE. Даље реше- ' 

• 
ње задатка Једино зависи 

од проналаска TeMeHaD. · 
Међутим ово теме је пре­

сеК симетрале дужи АЕ 

= а Ь и круга описаног 
, , 

геометриско место, § 92). 
, , 

Конструкција. , Треба на знак АХ најпре пренети доњу 
паралелну страну а АВ, а из В пренети на а горњу пара-

лелну страну Ь ВЕ, затим конструисати симетралу дужи , 
АЕ а Ь и описати лук из В полупречником d, који сече 

симетралу у D. Најзад из D повлачимо DC 11 АВ и преносимо 

Ь DC. , Тиме добијамо и четврто теме С траженог трапеза. 

Доказ. Из анализе и конструкције је јасно да је 

AD DE СВ, тј. да је ABCD равнокрак трапез. 
-

Детерминација. Задатак би _ био немогућан само онда 
ако је d < ВР. 

5) Конструисати четвороугао, кад се знају: две суседне ' 

, -



• 

• 

• 

• lб7 
• 

. 

.стране а и Ь, угао измеljу ЊИ:!f '(, и углови (1. и ~ које гради 
. . . ' ' . 

.Дијагонала из темена угла у са другим непознатим странама 

-четвороугла (Патенотов задатак). .... 
• 

Анализа. Нека је тражени четвороугао Авсп (сл. 

, 
I 
I ,­

I 

2БО), коме знамо: а, Ь, у, (1. и ~. 

Ломоhу а, Ь и у даје се . кон­
·струисати 6. АВС. Тачка М на 
;кружној линији одређује се или 

лреношењем <): ~ код А, или 

,преношењем . <}: (1. код С, _ по'" ----..,.-
!Што је <): ~ <}: САМ и <}: (1. 

. - . ' . 

I 

<): АСМ, као . перифериски 

уг лов и . над истим луком. Ре-
• 

;шење · задатка, дакле, Једино . 

:зависи од проналаска четвртог Сл.2БО 

.емена п. МеђУТ/1М, ' ова тачка . 
је пресек круга и тетиве која пролази кроз М и В. 

Конструкција и доказ јасни су из анализе. 

, Детерминација; Задатак постаје неодређен када је 

'Четвороугао Авсп тетиван; тј. када је (1.+ ~ + у 1800 . . 
б) У кружн()м . сектору уписати круг који додирује ње-

Jft . гове по.лупречнике и лук. 

=- Ј Анализа. Нека је дати сек-. , 
, : тор ОАВ (сл. 2б 1). Центар S 
', ,14 . , i' -:f уписаног . круга налази се на' 

I - . симетрали ' ОМ његовог цен- · 

1:"---' тралног угла (1 О геом. место, 

о 

Сл. 261 

§ 92). Па како се тражени круг 
S и дати' О додирују изнутра, 

• 
значи да се њихова заЈедничка 

тачка М налази на продужењу 

њихове централне разда~ине 

.05. Стога је тачка М средина лука АВ: Та тачка је средина 
;и основице ЕР равнокраког троугла ОЕР добивеног повла,.. 

-чењем дирке кроз М, а чије стране додирују тражени круг 

. .5. Стога је центар овога круга пресек симетрала углова ТРО­
угла ОЕР. Центар S траженЬг круга, дакле, је пресек симе­
.рале централног угла код О и .симетрале угла код Е, или 

угла код Р. Конструкција је јасна ~з анализе. . 

Ь) ПРИ\VIери за вежбу: 
1) Конструuсатu правоуглu троугао кад се зна: а) катета и полу-

/ . 
• 
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пречник описаног круга; Ь) катета и полупречник уписано г круг.а; с)хи­

потенуза и полупречник уписаног круга; d) хипотенуза и њена висина_ 
2) Конетруисати равнокрак троугао кад се зна: а) један угао и 

• 

полупречник уписаног круга; Ь) један угао и полупречник описаног круга;. 

с) основичина виси.на и полупречник уписаног круга; d) висина крака њ . 
• 

ма КОјИ угао. . . . 
З) Конструисати троугао кад се зна: а) једна страна, њена висина. . 

и њена средња линија; Ь) две стране и тежишна линија,једне од 1'ИЈС 
страна; с)· један угао и висине које одговарају странама тога 'угла; d), 
једна страна, њена висина и' .висина друге које стране; е). једна страна и ' 
висине других двеју страна; f) висина и средња линија једне стране и1 

. .' .. ". 'о • 

полупречник описаног круга; g) висина једне стране, један угао на ТОЈ, 
,страни и полупречник оrщсаног круга. .' 

4) Даним полупречником описати круг: а) који ће додиривати дану' 
праву у дан ој ТflЧКИ; Ь) који ће додиривати Д{lНУ праву и пролазити кроз. 

дану тачку ван ' ње; с) који ће пролазити кроз две дане тачке;· d) који ћ~ , 
додиривати две.непаралелне праве; е), који .додирује дану, праву и даlll1; . 
круг; f) који додирује дани круг у дан!,)ј. та'lКИ; g) који до.џ.ирује једну 

"",;'.-' - -, --

праву и од друге праве отсеца тетиву дУжине s. 
···· .. ·-1'·_··'· ',,_, ... '-'.,",",. _. .. _' . 

5) Описати круг ко ји: а) додирује двепаралеЛilе праве и прОЛilЗИ' 
'кроз дану тачку између тих правих;Ь):додирује две праве,' и то једну од. . 
њих у даној тачки;с),.lj,џ.џ.,l1рује три данелраве.ОД којих су две паралелне; . 

. d) додирује дану. праву и Aallll. круг у једној његовојданој тачци;. е) доди­
рује дану праву у дан ој 'тачци и пролази кроз p.a~y тачку ван праве;: 
Л додирује дани круг у дан ој тачци и пролазикроз дану тачку ван Kpyгa~ 

. . 

g)додирује три даllа круга јер:наких полупречника (центар овога круга 
• • 

идентичан је . са центром круга' описаног око троугла ЧИје су стране цен-

тралне раздаљине датих кругова); ћ) додирује дану праву и пролази кроз. 

две дане тачке ван праве једнако удаљене од те праве; i) додирује ДB~' 
праве које се секу, а тетива између додирних тачака је дате дужине S~ 
ј) додирује .две паралелне праве и дани круг између ових правих; k) до­
дирује дану праву у једној тачци и додирује дани круг . 

. 6) Дате су две тачке А и В. Повуци две праве кроз А које су 
удаљене од В за r. 

• 

7) Дата је тачка А ван дате праве MN; конструиши праву пара-
.лелну са MN, а да је удаљена од тачке А за r. 

8) у даноме кругу уписати троугао, кад се зна: а) једна СТј}ана и; 
љена висина; Ь) једна страна и висина друге стране. 

9) Око даllОГ круга описати троугао, кад се зна једна страна ш 
висина која одговара другој којој страни. 

10) у кружном квадранту уписати круг који ће додиривати обat 
долупречника и квадрантов лук . 

• 

§ 96. Метода помоt1НИХ слика. Ова се метода састоји 
у томе што се помоhу свих или једног дела датих елеме­

ната у задатку, да конструисати једна ПОМОћна СШlКа. Ову 

слику испитујемо и налазимо везу између љених' елемената и' 

елемената тражене слике. Та веза даје нам потребно упут­

ство за даљу конструкцију тражене слике. Ова 'се метода 
• 

• 
• 

, 
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највише употребљава , при решавању конструктивни х задатака: 

у којима су подаци комбиновани, тј. у којима су дати зби~­

ров и или разлике страна једне слике, збирови или разлике : 

углова ' те слике, размера страна или углова итд, 

а) Решени , примери: 

Ь) Конструисати троугао кад се зна fЬeгoB обим и два ' 

угла. ' Анализа. Нека је тражени троугао Аве (сл. 262), 
, , 

чији , је обим S, а познати углови а и ~, Ако његову страну ' 
, 

с продужимо И с Јед-

не и с друге стране, ' 

и на продужену .пре-

' несемо АМ - Ь и 

BN а, па добиве­

не тачке М и N ' спо-
јимо са теменом С, 

.. 
,\ 

\ 
\ 

\ . 
с 

, 

\ 

\ 
с 

"­ , 

, 

.... ..... . I 
а '/.. 

I 

" ..... 

I 
I 

"-

• 
-*' 

/ 
I 

I "-
I 

онда, добијамо TPO~ ' ..,.... 
\ 

угао MNC, који ће ' 
Сл. 262 ' " , ' , 

бити , помоhна слика, ' , 
пошто се да конструисати помоhу датих елемената. У њему је-' 

о 

основица MN једнака познатом обиму троугла; а .q: М -- ' ~ , 
, , . , . " -

и.q:N ~ ; јер су троуглови МАС и NBC равнокраКI1. Кон-' 
струкцијом овог помоhногтроугла, налазимо и' теме С тра-­
женог троугла. Остала два темена А и В јесу пресеци симе- , 

трала страна МС и NC са основицом , MN. 
Конструкција. ' Треба најпре помоhу познатог обима ' 

S и углова ; и ~ конструисати 6. MNC, а затим конс~руисати 
симетрале страна МС и NC, а пресеке А и В ових симетрала . 

са страном MN спојити са С. 
Доказ. ' Јасан је из анализе. 
Детерминација. Задатак биhе могућан, ако је збир ' 

познатих углова мањи од 1800. 

. ' 

2) Конструисати правоугаоник, /Сад се зна ' збир двеју 

d 

" 
/ .:, 

I'?I~ '115' 

,-

'" , 
" , 

с , 
" " -б " " ... , 

, -- -Ј".!! ~ 
8 ..11 б 

Сл. 263 М 

• 
страна, и ДИЈагонала. 

Анализа. Нека је тра­

жени правоугаоник ABCD' 
(сл. 263), чији је збир 

страна а + ь s,a дијаго­
нала d. Ако , страну АВ­

продужимо за ВМ ВС 
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• 

. и спојимо М са С, онда . !;;. АМС . биhе помоhна слика, која 
, " . . - , . . . 

·се да конструисати, пошто знамо АМ s, АС ~ d и <}:: М 450. 
Конструкцијом овог троугла налазимо темена А и С. траже.., 

ног правоугаоника, а остала два темена · В и ' D добијамо 

,спуштањем . С8 1- АМ и · повлачењем AD 11 ВС и CD 11 АМ. 

Конструкција и доказ јасни су из анализе. 

. Детермш/ација. 3адатакимаhе два, . једно или ниједно 

решење према томе . да ли лук, описан из А полулречником d, 
• 

-сече ' праву МС у двема тачкама, или је додиру.је, или ' нема 
• • • 

-са МС ни једне заједничке ' тачке . . . 
. . 

З) Конструисати ромбоид .кад се зна збир двеју страна, 

• 

d 

,At' а . 
. Сл. 264 

с 
, 

\ 
, q) 

~.., 

" ,. 

- - --

дијагонала · и . једон ' 

. угао. 
Анализа: Нека . 

је тражени ромбойд 

ABCD (сл. 264); чији -је 

збир страна a-ftb Sj 

дl:lјагонала d, . а, позна:- · . 
ти угао ~ (Кад, је по,.. 

.знат угао а, Qfща 

је . ~ __ 1800. а). Ако страну АВ продужи мо за ВМ ВС и 

-тачку М спојимо С.а С, онда !;;. АМС биhе помоhtщ слика . . 
Овај троугао да се конструиса1;'И, јер знамо Ј.1.М · . s, АС d 

' .: '. ' ' 

~И <}:: М ~, пошто је !;;. ВМС равнокрак. Конструкцијом 
-троугла АМС, добијамо темена А и С траженог ромбоида, а 

-остала два темена В и D добијамо када конструишемо си-

.метралу стране МС и када повучемо затим AD 11 ВС и 

CD 11 АМ. 
• 

Конструкција и доказ јасни су из анализе, а детермина-

. ција је истоветна као код претходног задатка. Слично се ре­

шава задатак, кад се зна: разлика двеју страна, дијагонала 

.и један угао. Код овога задатка биhе помоhна слика!;;. АМ'С 

1800 ~ 
2 . (сл. 264), а <}:: '{ 

. 

4) Конструисати трапез кад се зна: збир једне пара-
• • • 

..л елне и једне непаралелне стране, углови на ТОЈ паралеЛНf)ј 

страни и висина. . 

Анализа. Нека . је тражени . трапез ABCD (сл. 265), 
.код кога знамо збир а + с s, углове а и ~ и висину h. Ако 



• 
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.страну . АВ продужимо за ВМ =0' ВС, па тачку М спојимо са С, 
и из С спустимо 

CN -L АБ, онда 
, је помоhна <;:ЈјИ-

• 

• 

Ј) в с 
--:-. ..,.. . ....,.,..... ~-..,....-

" у h с "р , -~ 
I <' .... 

• 

;ка П Р а в о у г л и 

троугао NMC, 
:код кога знамо 

натету CN h 
и оштри угао 

'--..1. __ -= _____ .:......; о 1 ___ l~~~ 
л q; .А/ $Ј t;o .д-

М= ~ 2 
• Кон-

. Сл. 265 

• 

,струкцијом овога. троугла налазимо теМе . С траженог трапеза . . 
Остала три теменатрапеза налазt:lмона .. следеhи начин : ,теме В 
налазимо конструкцијом симетрале стране МС, теме А прено-

- . , .. ' 

шењем МА 'S, а Теме D ПОЈщачењем CD 11 МА и KOIiCTPYK-
• 

.цијом угла а. код теАј.ена А. . 
Конструкција, доказ и дет.ерми~ација ја,сни су из аналИЗе. '. 

б) Примери за· вежбу: 

1) Конструuсатu равно стран троугао кад се зна: а) ЗБИР стране 
• 

.я висине; Ь) разлика стране и висине. 

2) Конструuсати правоуглu троугао кад се зна: · а) обим и један 
()штар угао; Ь) збир (разлика) двеју катета и један оштар угао; с) збир 

{разлика) хипотенузе и једне катете и једаноштар угао; d) збир , (Разлика) 
- о о , , ' 

хипотенузе и једне катете и друга катета; е) " збир (разлика) катета, и 

хипотенуза; f) збир (разлика) катета и разлика њихових супротних углова 
о • 

(Нађи најпре углове И5 једна'lина 1% - ~ = ОЈ И 1% + ~ = 900). 
З) Конструuсати равнокрак троугао кад се зна: а) збир (раз­

.лика) основице и i<paKa и један угао (на основици или на врху); Ь) збир 
{разлика) крака и о висине основице и основица; с) збир (разлика) крака 

и основичине висине и један угао (на основици или при врху); d) осно­
'ВИ'lина висина и полупречник уnисаног круга . 

• 

4) Конструuсатu троугао кад се зна: а) једна страна, њена ви-
о • 

сина и угао измеђУ средње линије те стране и друге стране; Ь) две 
. ' . , 

<:тране и угао између средње линије једне од тих страна и друге дате · 

,стране; с) висине двеју страnа и угао наспрам једне од тих страна; d) 
.збир (разлика) двеју страна, трећа страна и угао наспрам треће стране; 

е) збир (разлика) двеју страна, и два угла; f) збир (разлика) двеју страна, 
трећа страна и један угао на трећОЈ страни; g) збир (разлика) двеју 

• • 

<:трана, висина Једне од тих страна и угао наспрам треће стране. 

5) Конструuсати ромб кад се зна: збир (разлика) стране и висине 
• 

и Један угао. 

б) Конструисатu правоугаонuк 

(разлика) Дl1јагонале и друге стране. 
кад се зна: једна страна и збир 

.. 

• 

-

-



. 
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• 

7) Конструисати ром60ид кад се зна: '!) збир (разлик<\) двеју с-трана, 
једна дијагонала и један угао: Ь) збир (разлика) дијаГOlщла, угао између 

дијагонала и једна страна; с) једна страна и обе висине. 

8) Конструисати равнокрак трапез кад се зна: а) збир (разлика) 

једне од паралелних страна и крака, један угао и дијагонала; Ь) обе 
• 

паралелне стране и полупречник описано г круга. ' 
9) Конструисати трапез кад се зна: ' а) збир (разлика) једне од . 

паралелних и једне од непаралелних страна, обе друге .<;тране и дијаго- . . , 

нала наспрам угла ових двеју страна; Ь) збир . паралелних страна,ВИ-
' • •. -" 0 - " " - -" . - , ' ,' 

син'! И оба угла · на једној паралелној страни. 
, . 

§ 97. Метода сличних слика. - ' По методи сличних слика 
, . 

. решавајУ се они конструктивни задаци код КОЈИХ се може од 
једног дела датих елемената конструисати помоftна слика ма ' 

које величине , а. која he имати исти облик као и тражена 
слика. Упутство за ' решавање задатака ло методи сличних­

слика састоји се у овоме: најпре помоhу . једног дела датих 
елемената, који су довољни за конструкцИју једне помоhне . 

слике, ма које величине, алИ која је слична траженој слици, . 
конструишемо ту помоhну слику, а затим у овој помоhној 

.слици налазимо елеменат (страну, висину, дијагqналу, збир 
оо _ 

стране u висине, збир стране и дијагонале) . који је хоМ,олог 

датом елементу тражене слине, а који није уПотребљен при 
• • • 

конструкцији Помоhне слике. Тиме наЛаЗИМО две пропорцuо-
. . . 

.налне дужи ПОМОћне и тражене слике. Помоhу ових · двеју 

Пропорционалних дужи и једне ма које друге дужи (страна, 

дијагонала, висина) помоhне слике, ноје сматрамо као трећУ 
. . 

пропорционалу, налазимоњој хомологу дуж (страну, дијагоналу, 
• 

висину ... ) тражене слике. HafyeHa четврта пропорционала пружа 
нам најзад МОГУћНОСТ за даљу конструкцију тражене слике . 

Често није нужно да цртамо ' целу помоlшу слику, већ 
• • • • 

само један њен део, разуме се, ако Је таЈ део довољан да И3 
• • 

њега одредимо један или више елемената тражене слике по-

требних за њену даљу конструкцију . 
• 

а) Решени примери: . . 

1) Конструисати троугао из два угла u средње линије · 

треће стране. Анализа.. Нека су дати углови d и ~ и 
~peдњa линија t(, ). Најпре помоhу углова (Ј. и ~ можемо КО н­

струисати ' 6 А'В'С (сл. 266), кој'и he бити сличан траже­

ном троуглу. <.:редња линија овога троугла, хомолога датој 

средњој линији, јесте CD'. Ова средња линија има се према датој 
средњој линији t(C» као што се има ма која страна помоhне 
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с 

• 

J1'_<k_' _____ ..... ___ --'--' ЈЈ' • 

'.2)' . 

о Сл. 26.6 . 

<:лике, i1ремахомологој страни тражене слике, тј. CD' : t(C) 

=А'С : х. Непознату ПРОПQрционалу х, '. која је једнака страни 
АС, налазимо када на CD' пренесемо t(c) (CD =.f(с»), а затим 

• • 

кроз D повлачимо АВ 11 А'В' . 
. Конструкција. Нацртамо најпре произвољну дуж А'В', 

.а за~им код А' преносимо . <]:: а. а код В' угао ~, и тиме до­
бијамо помоhну слику 6. А'В'С. о Повлачимо затим његову 
·средњу линију CD' и на њу преносимо . t(C) . CD а .кроз D 

• 

повлачимо АВ 11 А'В'. Тада је 6 АВС тражени. 
доказ је јасан из анализе и конструкције. 

Детерминација. Задатак је одређен, пошто се само 

један троугао може конструисати од датих елемената. 
• 

2) Конструисати равнокрак троугао, кад се зна један 

угао и збиросновuце и висине. . Анализа. . Нека су дати 

с 
--- -

.• I!' о. 

Сл. 267 

угао на основици а. и збир о основице и 

висине s. Најпре помоhу угла а. можемо 

конструисати помоhни троугао А' В' С 
(сл. 267), који је сличан о траженом тро­

углу. У њему је збир основице и висине 

. СЕ'. Овај збир има се према s, као што 
. . . 

се има страна А'С према страних тра-

женог троугла. Ову страну, .као Чel;'врту 

. пропорционалу ' налазимо када на СЕ' . 

пренесемо s ' СЕ, затим Е' спојимо оо са 
А', и из Е повлачимо ЕА 11 Е' А'. Тада 
СА биhе хамолога страни СА'. Повлаче- · 

њем, најзад, . АВ 11 А'В' добијамо тражени 

троугао Аве. 

Конструкција и доказ јасни су из аН,ализе. 

Детермuнацијi1. Задатак је одређен, пошто се може 
• 

п<онструисати помоhу датих елемената само један троугао. 
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• 

З) Конструисати правоугаоник из размере двеју страна 

и дијагонале. Анализа. Ако се ширина према дужини 
- . 

Ј)' има на пр.: као 1 :2, а дијагонала 
{. ' d, онда најпре цртамо помоhни 

правоугаоник AB'C'D' (сл. 268)" 
код кога стоје стране као 1: 2. 
Његова дијагонала АС' има се­

премда d, као шт() се има страна ' 

АВ' према хомологој страни х 

Сл. 268 

, . 

траженог правоугаоника. . Ову 
четврту пропорционалунала­

зимо када на АС' пренесемо­

d (АС d), па из С I!овлачимо, 

СВ 11 С'В'. Најзад изС Ћовлачимо CD 11 C'D' и тиме добија~о-
тражени правоугаоник ABCD. Конструкција и доказ јасни су 

из анализе, а задатак Је одређен, пошто _ се може конструи­
сати само један Ilравоугаоник помоhу . датих елемената . 

• 

Примери за вежliу: 

1) Конструuсати лравоуглu Tpoyrao кад се зна: . а) један ошта!>' 

угао и збир хипотенузе и њеие висине; Ь) један ' оштар угао и средња· 

линија хипотенузина; с) размера двеју катета и хипотенуза; d) размера. , 

двеју катета и хипотенузина висина; е) размера једне катете према обли-· 

·жњем хипотенузином отсечку и хипотенузина висина; f) размера једне-. 

катете и оближњег отсечка и други отсечак хипотенузин. 

2) Конструuсатu равнокрак троугао кад се зна: а) размера крака_ 

према основици иосновичина висина; Ь) размера крака према основици ис 

висина крака; с) један угао . и збир крака и основичине висин'е; :d) једањ 
угао и збир основице и крака. ' . 

З) Конструuсатu троугао кад се зна: а) један угао, размера њ~_· 

гових страна и средња линија треће стране; Ь) један угао, размера ње­
. гових страна и супротна страна; с) два угла и збир једне супротне стране­

и њене висине; d) два угла и симетрала треће стране; е) размера двеју 

страна, њихов захваћени угао и збир треће стране и њене висине; ј} . .. . ' 

основица, размера основице према ЈеДНОЈ ДРУГОЈ страни и угао на основици; .. 
- . . 

.g) једна страна и њене размере према другим двема cTpaHaMa; .h) једна 
страна, размера других двеју Страна и њихова разлика; i) једна страна,. 

размера других дреју страна и њихов збир. 

4) Конструuсатu лравоугаонuк кад се зна: а) размера једне стране · 

и дијагонале, и збир друге стране и дијагонале; Ь). размера двеју страна_ 

и збир дијагонале и једне стране. 

5) Конструuсатu ромбоuд кад се зна: а) размера двеју страна,. 

њихов Здхваћени угао и висина; Ь) размера двеју страна, њихов захваћени. 

угао и збир дијагонале и једне стране; с) размера двеју страна, . захваћенњ 

угао и збир дијагонала. . 

• - . 
• 
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АЛГЕБАРСКААНАЛИ3А 
- ' 

§ 9В. Степен алгебарских израза и њихово геометрисн(} · 

значење. Под степеном једног целог монома разумемо збир , 
. . ~ 

изложитеља свих чинитеља његове главне КОЛl1чнне. Тако, МО- : 

номи: 2а, ЗЬ, 4с;; .. јесу првог степена; мономи:2аЬ, За2, 5Ьс, ... јес}' 
другог степена; мономи: ЗаЬс, 4a2d, 5mп2, ... јесу трећег сте-­

пена; мономи: ЗаЬсd,5а2Ь2 , 2а3Ь, ... јесу четвртог степена итд._ 

Под степеном једног разломљеног монnма разумемо раз­

лику измРђу степенабројитеља и стеПена именитеља " тога ., 
, , 

. Т а. . 2аЬ 
монома. ако, Ь је маном нултог степена, првог степена,. 

, С 
• • 

2 а2Ьс 4а3Ь 
З mп ' другог с'Гепена, с трећег степена, итд. ' 

Под . степеном једнога полинома разумемо највише сте-­

пен једног од његових чланова. Тако, ' полиноми: а Ь + С, . 

За +2Ь 4d + 5с јесу првог степена; полиноми: Зх2 + 2х , 5 
и 4аЬ Зс2 + 5Ьс2ас јесу другог ' cTeh~Ha:; ' полином 2аЗ ' • 

-4аЬс + Зm2п + 5d3 је трећег степена; полином 2а4 За3 с +. 
+ 5Ь2с2 је четвртог степена итд . .према томе да ли су сви ' ' 
чланови полинома истог степена или-нису, полином~ делимо , 

• 

на хомогене и хетерогене'. Тако, полиноми: 2а + ЗЬ 4с,.." 

ЗаЬ 2cd 2 2 + ·З 2 4z2 2 Ь З s + 4 2Ь " С 5m' х у ,а С а ' " а Јесу хомо- , 

• 

2 З +' 4 З s ' 5Ь2 + з' 2' гени, а полиноми: х ' х и 4 а +" ",. с - . Јесу ' 

хетерогени. 

Под степеном једнога израза облика , корена разумемо · 

количник између степена радиканда и изложитеља корена.. . 

Тако, уаЬ је првог степена, Уа2+. Ь2 опет је првог степена~. 
, , 

другог степена итд. 
• 

Haf1oMeHa. Неименовани бројеви, а тако исто и посебни : 

бројеви јесу бројеви нултог степена и не утичу на степен израза. , 

Тако, За претставља дуж која је само три пута већа од дужи , 
-

а 
а; Ь' где су а и Ь дужи, има за количник неименован број, . 

• • 
па Је та] израз нултог степена. • 

Изрази, мономи или хомогени полиноми првог, другог и ; 

трећег степена имају своје значење у геометрији, док изрази . 
• 
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• 

ља ког другог степена немају никаквог значења у геометрији. 

Тако, израз 5а лретставља дуж 5 лута веЋУ од дужи ' а; . из­

. раз За 2Ь претставља опет дуж Koji;l се добива када од 

троструке дужи а одузмемо двоструку дуж Ь; израз · ЗаЬ 

: лретставља површину три лута веЋУ од ловршине правоуга­

· оника чије су стране једнаке дужима а И ' Ь; израз 2аЬс 

'.претставља запремину која је два пута већа од запремине 
• • • • 

.правоуглог паралелопипеда ЧИЈе су димеНЗИЈе .Једнаке дужима а, 

Ь и с; израз 5аВ претставља запремину која је 5 пута већа од 
'запремине коцке чија је ивица једнака дужи а; израз ЗаЬ + а2 
лретставља површину добивену када троструку површину 

лравоугаоника аЬ саберемо са двоструком површином квадрата 
.а2 ; израз 4а2Ь + 3сВ претставља запремину добивеНу . када 

· четворострукој . запремини паралелопипеда аЬ2 ' додамо тро­

,струку запремину коцке сВ итд . . М~ђутимизраз . треЋег сте- . 
о , . _ . 

ineHa: ЗаЗ + 2аЬ + 2с 5 . нема никаквог значења у геоме-
. -

трији, пошто не можемо сабирати ИЛИ . одузимати количине 

.разнородне (тело са површином и дужи). Исти .је случај са 
• 

. . мономима и полиномима (хомологим и хетерогеним) четвртог, 
.петог итд. степена. ' 

• 

§ 99. Геометриске конструкције алгебарских израза . 
. Ако су дане дужи изражен е својим мерним бројевима: а, 

. Ь, с, d, ..... , које дужи могу битИ. И стране или дијагоналне 

.код неке праволиниске слике, или тетиве, . пречници, полу-
~ 

· пречници, отсечци сечица, централне раздаљине ' КОД . круга, 

онда се и за друге дужи, које зависе од датих дужи, доби­

вају изрази који претстављају њихове величине. Тако, ако је 
• 

41 страна квадрата, онда Је израз за величину његове ди-

јагонале а{2, или V 2а2, или уа2 !. а2, тј. она је хипотенуза 
правоуглог равнокраког троугла· чија је катета а. ' КОНСТРУК-

· цијом праВОУГЛQГ равнокраког троугла катете а, добијамо 

хипотенузу х а У2. . 
• 

Конструкција дужи чија је величина х одређена неким 

· алге6арским изразом првог степена, своди се на један од ових 
• 

, главних случаЈева: 

1) х а + Ь. Овај израз значи збир или разлику по,. 
• • 

. знатих дужи а и Ь. Непозната дуж х добија се, дакле, саби-
• • 

.рањем, или одузимањем, ових двеЈУ дужи. 

аЬ . 
2) х = -'. Овај се ' израз да исписати и 

с . 

• 

. 

у . облику: 
-

, 
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• 

ех аЬ. Из ове једначине добијамо проilОрцију е : а Ь : х, 
. . 

и~ које видимо да непозната х значи четврту Flропорционалу 

за дужи' е, а и Ь, а налази се конструкцијом показаном у 
• 

првом задатку § 69. · 
а2 • 

З) х ь' Овај се израз даје написати као Ь х а2 , а 

из ове једначине имамо пропорцију Ь : а = а :х. Ова нам 

. пропорција показује да је непозната х трећа непрекидна про­
порционала за дужи Ь и а, а налази се конструкцијом изве': 

· деном у 2 задатку параграфа 69. 

4) х 1 аЬ. ()вај се израз даје претставити каох2 аЬ, 
а одавде имамо nропорцију а: х х : Ь. Ова нам пропор­

ција показује да је непозната дуж х ' средња ПР0цорционала 
за дужи а и Ь, . а налази се конструкцијом изведеном у З за­

датку § 69. 

5) х 1 а2 + Ь2 • Овај се израз даје претставити као 
х2 а! + Ь2, а из њега се види да непозната дуж х прет- . 
ставља хипотенузу правоуглог троугла чије су катете а и Ь. 

Конструкција је изведена у 2 задатку § 46. 

6) х 1 а2 Ь2 • Овај се израз даје претставити као 
х2 а2 Ь2 , а показује да је непозната дуж х катета пра- . 

• 

воуглог троугла, чија је хипотенуза а, а друга катета Ь. Кон-

струкција је изведена у 3 задатку § 46 . 
. 

Следеhи случајеви такође ' имају чешhу примену при кон-
• • 

СТРУКЦИЈИ сложеНИЈИХ израза: 

1) хЗ Овде дуж х налазимо када дуж а пренесемо 
а. узастопце З пута на један зрак . . 

• 

а Овде дуж х налазимо узимајуhи један 5-ти 
2) Х • 

5 део дуж и а, када је поделимо на 5 једнаких 
делова. . 

З) х= аl 2. Овде је х : 12а2 -= 1 а2' + а2 дијагонала ква­
драта стране а, или хипотенуза равнокрако-правоуглог тро­

угла катете а, или је, из х V 2 а· а, средња пропорционала 
између 2а 11 а. 

4) Х= ; Iз. Овде је х или висина равностраног тро-
• 

• 

• За 
.. 

УГJlа . стране а, или Је, из х 4' о, средња проп()рционала 

. За 
између 4 и а. 

п n~UUМРтnиi;:Ј 12 

• 
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" 5) х а1/ 5. Одавде је х ' 1/5а2 1/ 4а2 + а2 1/(2а)2 +а1: 
х:ипотенуза правоуглог троугла чије , су катете 2а. и а, или 

је, из х 1/ 5а· а, cpeд~a пропорцщ>нала између 5а и а • . 

' Сложенији изрази првог степена своде се на један од 
, , 

претходних ' случајева. Тако се своди: 

l)х 2а 3Ь+4с 2d (2а+4с) (3b+2d)' p-q, 
када заменимо р 2а + 4с и ' q 3Ь + 2d; 

, 

2) = аЬс аЬ с рс , ђ . аЬ . 
х df d . t . t ' кад .се на е претходно р . d' 

3) х аЬ + cd аЬ+ cd f f f ,= р + q, кад се lIађе и замени 

аЬ 
,претходно р = 

f 

, 

cd 
и q='t ; 

, 

4) х уа2 Ь2 + с2 -1- de 
кад се најпре замени и нађе т2 

1/ т2 + с2 +-d е 1/ q2 + р:! • 
а2 Ь2,затим q2 т2 + с! 

и најзад р2 de; , 

5) х = ~ (У5 1) = 
(5а2 а 

4 2 = 
' 2+ а 2 а = 
а .--::- - 2 ,2, 

р q, кад се нађе и замени р 

б) х = у2а2 -аЬ = 1/ma('22aa=-ib5) 
р=2а-Ь; 

кад се замени d а - Ь; 

, 

уар, 

а 

-=-"2 ; 

кад се замени 

', 8) х 1/ab+cd еf=ур2~I-q2-m2 уп2 т2 , кад се 
најпре нађе и замени Ь2 аЬ, q2 cd, т2 et, а затим ' 

n2 р2 + q2 ; 

9) х а 2 V2= 
а2 + а2 ауаЧ", а2 --1/ т2 . ат . у т2 . р2, кад се најпре 

-нађе и замени т2 а2 + а2, а затим р2 ат; . и . 

а2Ь + c2da2b +c2d а2Ь -+- c2d= 
е f т т I т 

10) х 

и · замени т 
а2 с2 '. , 

е - f, затим р= т' q = т и најзад s~. рЬ 

и t2 qd. 



о 

о 
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§100. Решавање КОНСТРУКТIfВНИХ . задатака ПО о методи ал-
гебарске анализе. Упутство за решавање конструктивних эа- о 
датака пр методи алгебарске анализе састоји се у овоме: најПре 

о , 

претпостављамо да је задатак решен . и цртамослику која 

одговара датим погод6ама у' задатку; затим)! тој слици озна­
чавамо са х ону дуж (страну, дијагоналу итд.) од чијег из­
наласка зависи решење задатка, потом 'налазимо везу између 

о 

• 
непознате х и осталих елемената слике,ЧИје величине означа- о 

вамо: а, Ь, · с, .... , уз ПОМОћ геометриских теорема, и ту везу 
изражавамо једном једначином; , и, најзаЈЈ., решеН;Јем ове једна-

, 

чине добијамо за непознату х алге6арскИ израз, који сводимо 

на геометриско значење и чијом конструкцијом добијамо вели-
о , 

о 

чину непознате х. , 
доkаз се оснива на о анализи и конструкцији, а детерми­

нација се одређује испитивањем израза добивеног за непознату х . 
• 

Решени • 

,О 

1) п равоугаоник претворити у квdдрат. Анализа. о , 
, 

Ако су стране датог правоугаоника о ABCD (сл. 2б9) а и Ь, 

,Д С а страну траженог 

~~' .-:'::~:::'-=---::':-:'::-::':-~::-_--..., ЈУ - , ' ,'/" " ...... 
" "-а , , , , , 

, I 
I , 

, I 
I , 

I , 
I , , , 

• I 
- : I 

I , . , 
I , 

"-

" 
х 

"-

" "-

• , 

"-
" 

, , , 
\ 
\ 
\ 
\ 

-" - . 
, ЈЈ! 

" О I 
I 

, 

квадрата означимо са 
• 

х, онда Је: 

х2 о аЬ, и ху' аЬ. 

Из ове једначине 

увиђамо да је стра­

на траженог квадра­

та геометриска сре­

дина између а иЬ. 

Конструкција. 

Треба најпре страну 

АВ продужити 'о за 

ВЕ а, а затим над АЕ, као над пречником, описати полу­

круг. Тада отсечак BF биhе страна х траженог. квадрата. 

, 
Сл. 269 

Доказ. да је заиста х2 аЬ, уверавамо се из право-

углог троугла AEF, у коме је BF х хипоте,нузина висина, 

а а и Ь отсечци хипотенузини, те је а: Х х : Ь, или о х2 аЬ. 
, 

2) Дани троугао претворити у равностран. 
, , 

Анализа. Нека је дани троугао АВС (сл. 270). Најпре 
овај троугао претварамо у равнокрак /::;. АВЕ када из средине 
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, 

Р основице АВподигнемо . РЕ.:.LАВ,а З.атим повучемоСЕII АВ 
(теорема . 1 ГЗ, § , 71)" Нека .. ' је 

• 

с 
, . тражени равнострантроугао ' . 

. MNF, који ' је . сличан са тро­
Q ' УГЛОМ ABS . конструисан над 

осноаицом АВ.Као што · се из ' 
• . 

• слике види" решеЉе. овога за-

• 
датка , зависи · од проналаска 

! . темена Р; ' односно ' од висине ' 

.. i РР . х. Ако висину равнокраког 
I ' 

, : . троугла Qзначимоса.h(РЕ--h), . ..... . 

;Лt дС:-:.-.-, --<.? - , . ,:#а . висину п6МОћНОГ . равностра-. 
. ног троугла ABS са m (SP 1]1) 

Сл. 270 
.' .' , онда је преМа 90 теореми . пара-

. .. .гр.афаб2: .... .... ... ' . ' ... " 
. 

/:,РМР: /:,SAP=x2 : т2, или /:,АРЕ: /:,SAP х2 : т2 (1) по-

што је /:, РМР /:, АРЕ . . Па како троугльви : АРЕ ' и SAP 
имају заједничкуос.новицу АР, .ТО. и~ поврwинестојеу раз~ 

• 
мери њихових висина, ТЈ. .0 ' . ' , ' 

• . . 

. .. /:, АРЕ: /:, SAP h : т (2) 
, 

х2 : т2 ћ: т, или х2 : т h : 1. , . . 

Одавде је х = 1/ тћ, тј. висина тражено г раВН9страног : тро­
угла средња 

троугла АВЕ 

је пропорционала између висине h равнокраког 
и В,исине т помо!шог равностраног троугла ABS. 

• 

Конструкција. Треба над висином ЕР, као над преч-

ником описати круг,затим у . темену S ПОДИћИ SQ .:.L ЕР и 
најзад тетиву PQ пренети " на РЕ (РР PQ). ' Најзад из F по-

. . 

вуhи РМ 11 SA и FN Н SB ~I ' продужити основицу АВ д9 ње-
. , . 

• • - о 

них пресека са овим паралелнима. -
Доказ. ' У правоуглом троуглу PQE је PQ једна ка- . 

тета, РЕ хипотенуэ-а, а PS хилотенузин отсечак оближњи ка-
тети PQ. Стога јепр~Ма91 теореми § 62 : РЕ : PQ PQ: PS, ' 

. . 

или заменом ' PQca РР: .. , . " 

РЕ : РР - РР: PS, или h : х ' х: т, ' или х -- V hm. 
о 

'.' . . -' . . 
З) Равностран троугао претворити у квидрат. ' .. 

, .. . . , . , . . '. ' . - '-' 
о .' 

Анализа. Ако је страна датог равностраног троугла 
. . . 

АВС . (сл. 271) о, 
- ,_ . ., . ". ' , , _ _ о ' о' 

а страна траженог ' квадрата х, онда је: 
. ' . '. 2 ' о' · 2 . 
а , r-з . 2 . о • • • • Q ,мз ' . . а -. а ('-3- о 
4 v = х , или ·х - ' . 4 v о Ј . - . 2 . 2 У ' . . 

• 
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из ове 
; . . 
Једначине 

, 

УВИђам'О , 
. .. -- .. - . , .. • 

, ' • 

да је страна траженог квадра.,. " 
{' 

та средња прапарцианал!i из-. - . . ' "',.' . " , -

међу палавинестране датаг тра- ' 
., ' , . .. .. .. ,' 

, .. 'а 
угла и његаве висине. 

' Конструkција. о ~ , Треба , 
о О 

, ' о 

о ," • 

• 
наЈпре прадужити висину за 

, 

; ,и HaACD ' описати .пdлукруг, д , . 
. " - "0" , 

а страну АВ прадужити да пре- , 
' . ' ", , , , 

се ка са палукругам, Тада МЕ " 
биliе једна~астра~и ' траже'на~ " 

, 

квадрата , ' . 
'о • '0, • . ' .. 

, , 
- 1..1, ., " 

, 
, / , 1 ' - . - , q, ' 

"' ,,"" 

, 

I , , 
. ~' --;' ," ..... . ' _. - . 

, Сл. 271 
о . ," 

доказ. ~ Из правоуглаг траугла DCM је: СЕ: ЕМ = , ЕМ: ED 
-' . ," . . 

(теарема 91 пад с, § 62), или .O~ О у'з : Х = х:' ; . Одавде је 

2 
а ,r-

Х=" 4 уЗ. 

4) Троугао АВС(сл. 272) поделити на више једнаких де-
о < • . • • .. ' , • 

лова правама паралелним са основицом АВ. 

Анализа. Нека :је дат 

';~:'_~~~~:~::~: С ' о , ' Д АВС (сл. 272), к()ји тре-
,/ о. ':></ ' ба паделити правама TS, 

, .J>i::'-'-',./': ~ ,'" ," 'о NR и MQ, паралелним са 
('., >...:::~. , ;т " о t:l , ' ,', АВ, на 4 једНакад~л.а. За-

' 1 ' Х , " ,. .... - • •. ' Ј . - -. , . . "-' 
, ['~,,: ", , " ~ .:f-'--- -- ~.. , " датак , биliе решен ако. зна-

,.:, ", .. : " ..#~ _____ o~ __ l\ ' , ,ма дело.ве стране Ь:СТ О Х, 
\ '... - . ~ ' 

\ " '" ~ о (' CN У и СМ оо Z. ' , 

, o ",~" .Ai-- .---- ~~ - ~ '~--~- ~' . Ове " делаве одређујемо 
. , , -. 

л с ,Ј.ј , }1З сличнасти трауг лава 

, Сл. 272 CTS,CNR, CMQ и САВ, 
• , каЈИ сх слични, пашта су 

им углави једнаки. Тада је, :на аснову 90 теареме §62; 
6. CTS: 6. CRN:6. CMQ : 6. САВ , ох2 : у2: z~: Ь2 (1). 

. .. ' - ' 

Па како. површине ових троуглава стаје као. 1,: 2 : З : 4, 
1'0 заменам ' у (1) ИМ,ама: , ,1,: 2 : З : 4 оо о х2 : у2: :i{! :Ь2 . Из аве 
nрадужне пропарције стварамо. прапарције: '" а) 1: 4 х2 : Ь2 ; 
Ь)2 : 4 о у20 :Ь2 ; ис)3: 4 z2: 62. , _ < оо • 

. '_._ .- _ Ј _: 

Ь Ь
' о 

, . r 
Тада је: из (ау х 2' из (~) у 2 }f2, а из (c)z 

,- . ~ ~ -

, Ь ' , 
Увлачењем 2 у корен добијамо: 

, 



• 

Х 

" ... ;, " 

ь 
--·Ь 
4 ' У= 

. 

2Ь '.' 
......,-·Ь иz= 4 .' 

, ! - -- • -. 

које нам једначине показују да је непозната . Х средња лро­
порционала између четврт'ине и целине стране Ь; непозната у 
средља пропорционала између половине и целине исте стране Ь; 

и непозната z срР.дња пропорционала између три четвртине и 
целине опет исте стране Ь. 

• 

КонструкцИја. Траба страну Ь поделити најпре ' на4 ' . . " 

једнака дела, затим описати · над Ь, као над. nречником, .' по;' 
пукруг, а у деоним тачкама Е, Р и F подиhи нормале: ЕЕ', 

РР' и FF' дО прес.ека са полукругом, и најзад тетИве. CF', СР' 
и СЕ' пренети луковима на Ь : . 

Доказ. . Из правоуглих троуглова: ACF', АСР' и АСЕ' 
имамо, на основу 81 теореме § 62: 

Ь 2Ь ЗЬ 
Ь : СР' = CF' : -4 ; Ь : СР' СР': 4 ; и Ь : СЕ' СЕ': 4 ' или 

Ь 2Ь · · ЗЬ 
Ь: СТ ' СТ : 4 ; Ь : CN СН: 4; и . Ь : СМ =. СМ: 4 ' или 

Ь . 2Ь ЗЬ . 
Ь : х =' Х: 4' ; Ь : у у: . '4 ; и Ь : z z: 4 ' а одавде Је; 

• 

х 
Ь 
4 ·Ь;у = 

Ь 
-:о-·Ьиz= 
2 

ЗЬ 
4 . Ь, што смо и видели 

код анализе. 

На исти начин даје се троугао АВС поделити на маколико. 

једнаких делова. Ако се .дели нап једнаких делова, онда је 

Ь 2Ь ЗЬ . . 4ь 
Х -п-. . Ь ; У ::. • Ь ; z . • Ь ; II ' ·Ь итд. 

Л П . П 

• 

§ 101. Задаци за вежбу. Конструисати изразе: 
• , 

• .. 
а2 Ь 2 • 

а2+Ь2 с2 аЬ ' 
1) 2)х З) Х • • х • .- , 

2d 
, 

З 
, 

с 

4) х (а2 Ь2 +с2 e2+d2 
; Б) х ' а(1 + .У2}; . . . . 

уа2 
· • • аЬс . 

б) х 2аЬ+Ь2+с2 d2 • 
. 

7) х 
. , • - , . 

, 

(а b)d ' 
. • 

а2 +аЬ . 

уаЬ +cd 8) х ': • 9) х е2 + pq; 
с 

, 
• . . 

10) х= 11) х= _...L~' , 
е+ 

12) Х= 
аЬс 

-
. d 

, 

.' 
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. јз) Конструисати nj5aBoYr.rifi . троугао, кад се зна: а) хипотеllуза и 
површина; Ь) хипотенуза; а једна је каТета . геометриска средина између . 
хипотенузе и друге катете; с) једна катета и збир хипотенузе и друге 

катете; d) збир l<aTeTa и висина хипотенузина; е) разлика катета и висина 
хипотенузина; 1) збирови од хипотенузе и по једне катете; g) разлике од 
хипотенузе и по једне катете; ћ) хипотенуза, а да је једна катета једна!{а 
трострукој разлици измеђ} хипотенузе и друге катете; i) обим, а да је 
једна катета два . пута Beha од друге; ј) хипотенуза, а да је висина хипо­
тенузина једнака разлици I(атета; k) хипотенуза и разлика квадрата катета; 
1) хипотенуза, а да је површина једнака квадрату над разликом tl>егових 
ка тета; т) једна катета и пројекција друге катете на хипотенузи. . 

14) Конструисати I<вадрат, l<аД , се зна: а) збир стране и дијагонале; 

Ь) раЗ.l!.ика дијагонале и стране. 

15) Квадрат претворити у ромб чији је збир дијагонала jeAHal< обиму 
I<вадрата. 

16) Конструисати правоугаОНИI<, кад се зна: а) збир и разлика двеју 
tl>егових страна; Ь) tl>eroBa дијагонала и разлика двеју страна; с) обим 

и ПОВРlUина. 
, , • • 17) Дани правоугаОНИI< претвори у правоугли троугао ЧИја .Је хи-

потенуза дане дужине. 

18) Конструисати.равнокрак троугао, l<aA се зна: а) збир основице 
, 

. и I<pal<a, и висина основице; Ь) збир основице и tl>eHe висине, и , крак; 

с) разлика основице и крака, и површина. 
19) Конструисати троугао, l<aA му је IX = 600 (300, 450), а осим тога -. 

познато је: а) ' страна а и површина Р; Ь) страна а и раЗЛИl<а I<BaApaTa 
страна Ь ис; с) збир I<вадрата страна а и Ь и раЗЛИl<а I<BaApaTa страна 
Ь и с; d) страна Ь и однос а:с = с:Ь; е) страна а и услов Ь = 3 (а с); 
ј) страна а и услов а - Ь = Ь + с. 

20) У paBHOl<pal<OM троуглу повући према основици паралелну I<oja 
• 
Је геомеТРИСl<а средина између крака и ·tI>erOBOr roptl>er отсеЧl<а. 

21) у даном е троуглу повуhи паралелну према једној страни, а I<oja 
је геометриска средина између оба отсечка једне од других двеју страна. 

22) Дуж а поделити на два отсеЧl<а Tal<O да је квадрат над једним 
отсеЧI<ОМ три пута већи од квадрата над другим отсечком. 

23) Дате су дужи а, Ь и с; да се дуж с тако подели да је . ' . 
угаОНИI< од ' Једног tl>eHOf отсеЧl<а и а, jeAHal< правоугаОНИI<У из 

отсеЧl<а и Ь. 

право­

другог 

24) У даном е троуглуriовући с једном страном паралелну I<oja he 
бити једнака с неком даном дужи. . 

. 25) Над једном страном l<aKBOf троугла I<онструисати правоугаоник 
Tal<O да tl>eroBa површина бу де jeAHal<a с правоугаОНИI<ОМ других двеју страна . . 

26) Да се у равностраном троуглу продужи висина ТОЛИI<О да је 

страна геомеТРИСl<а средина између дане и продужене висине, 

27) у равностраном троуглу Сl<ратити висину 'ТОЛИI<О да је . цела 

висина геомеТРИСl<а средина између стране и Cl<paheHe висине. 
28) Из темена даног троугла повуhи ону трансверзалу која га дели 

на троуг ле једнаl<ИХ обима. . 
• 

. 29) Конструисати равнокрак трапез l<aA се зна мања основица и 

I<paK, а обе дијагонале стоје нормално на I<рацима. 

• 

, 

• 
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. ЗО)Конструисати 
гов обим. 

. , , . 
pabhokpako-праВОУГЈ1И 

. 

троугао кад · се 'зна ње-

31) Трапез преполовити једном правом ' која је са основицом ' Шl-

ралелна. . 
. .' 

32) Дану тетиву а једнога круга продужити толико да дирка по-

вучена из крајње тачке продушка има дужину t. 
33) Кружни прстен претворити у круг. 

34) Дани круг претворити у кружни прстен дане шири не. 
35) у даноме полукругу уписати квадрат. 
36) Дани круг поделити концентричним круговима на 2, .3, .... . п 

• 

Једнаких делова. 

37) у даном е кружном . квадранту уписати квадрат. 
38) Дану дуж а продужити за х толико да је квадрат над· а + х 

пет пута веhи од правоугаооика из а и х. ' . . 
39) Од дане дужи а отсеhи са обе стране једнаке делове тако да 

је квадрат над средњим делом једнак правоугаонику ' из аи збира оба 
отсечка. 

40) Дат је круг О и тачка А у кругу или ван круга; да се 
повуче тетива (сечица) чији се отсечци имају као. 2: 3. 

кроз А 
• 
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