
РИСТА КАРЉИКОВИЂ 

I.IPHH ДЕО 

ЗА V и УI РАЗРЕД 

Онај ј!; УЏ()СIiИК 1 .;I~rl( (1)"'('11 r)j\ Г;т,lПIIОГ npO(; ~('ТIIV ;' ('<l8('1 il 

( ·1)11' 13~ ОА '-\:Н<17 11 ОАсбреli 01\ " , МI\I1I1~Т1>а IIpClCBe1' : 
О,l.nУКОМ С,ll,бр, 't1З94 од, 12-·~r lJl- 'Ю7 Ј'. 

'ГРЕЋЕ И3ДММ: 

ИЗl\ЛЊl:: КЈЬИЖЛРНI1ЈШ рлд,О'\\ИРi\ Л, ЋУ}{ <.;Ро I1 1:t, 

БЕОГРАД - Тl::Р:\ЗИЈ Е 

~ . 

HE- r;. 45 . II~~:. 



РИСТА КАРЉИКОВИЋ 
директор гимн. У пензији 

ЗА 

ПИШЕ Р А3РЕДЕ СРЕДЊИХ IIГКUЛА' 

певи ДЕО 

ЗА V и VI РАЗРЕД· 

'Овај је уџбеНИlt препоручен од Главног просветног савета 
.с.бр. 133 од 9-УIl-37 и одобрен. o~ Г. Министра пр()свете. 

одлуком С.н.бр. 27394 од 12-VШ-1937 г. 

ТРЕЋЕИЗДАЊЕ 

ЈИЗДАЊЕ КЊИЖАРНИЦЕ РАДОМИРА д. ЋУКОВИЋЈ\ 

БЕРГРАД- ТЕРАЗИЈЕ 



ШТАМПАРИЈА "ДАВИДОВИЋ", ПАВЛОВИЋА и ДРУГА 

БЕОГРАД, 1937 - ТАКОВСКА 32 



ПРЕДГОВОР 1 ИЗДАЊУ 

При изради ове Алгебре, старао сам се да . будем што 
популарнији у излагаљу градива,·. да. љена правила у више' 
случајева објасним на примери.ма; да даМШТ<;Ј веhи број ре-. 

шених примера и тиме пружим наџюј ЛОС.[lератн.qј генерацији 
. ученика што популарнији. уџбеник. УЗ важније параграфе и 

одељке додао сам велики број задатака за вежбу из разлога 
што је наша литература оскудна у алгебарским збиркама и 

што ми је била .Жеља да вреднијим ученицима пружим што 

веhи број задатака за вежбу; 

Иако су у најновијем наставном програму избачени 

одељци 1 и III (основне радље са општи м и алгебарским бро­

јевима и изразима; размере и пропорције), ја сам их и~ак 
унео у уџбеник ради његове потпуности, пошто је уџбеник 

тако у дешен да послужи ученицима учитељских школа, трго­

вачких аКqдемија, а нарочито сиромашним приватним уче-

. ницима. 
Уџбеник је подесан и з& ученике класичних гимназија, 

. само треба наставници да изоставе оне,лараграфе и одељке 

који нису предвиђени наставним програмом за те гимназије, 
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ПРЕДГОВОР 111 ИЗДАЊУ 

у овом издању исправљене су ситне штампарске гре­

шке и сведени су логаритми на пет децимала. Ово издање 

попуњено је следеhим параграфима којих није бwло у првом 

и другом издању: 

код IV одељка: Графичко решавање неједначина првог степен.а; 

"V " а) Конструкција израза Vn, где је п цео број; 
Ь) Четири рачунске радње с приближним вред­

ностима ирационалних бројева; с) Кологаритми 

и њихова примена; и d) Графичко претстав~ 

" 
VI " 

х х . 
љање функција. 1 О , log х , п и log х . 

(10) (11) 

Пребацио сам из другог дела моје алгебре. 
параграфе: <1) Графичко претстављање ква­

дратног тринома и испитивање његОВИХ про­

мена; и Ь) Графичко решавање једначина 

. другог степена с једном непознатом, који при-
падају према програму градиву VI разреда. 

Поред овога, унео сам у ово издање и приличан број матур­

ских задатака рађених код нас пре и после светског рата,за' 

домаћУ вежбу ученика. И у овом издању задржао сам одељке: 

а) Основне радње са општим и алгебарским бројевима и из:­

разимај Ь) Размере и сразмере и њихова примена, - који нису 

предвиђени наставним програмом,' јер из искуства знам да 

многи ученици при прелазу у виши течај по~ораве те радње 

које у нижем течају површно и без довољног разумевања 

прелазе. Корисностод зна\.Ьа пропорција у математици и фи­

зици толико је в.елика да се ничим не може правдати изо­

Стављање овог одељка из програма. Најзад, оба ова одељка 

предвиђена су програмима за учитељске школе и трговачке 

академије, те је ЊИХОВО уношење и у ово издање оправдано, 

пошто је овај уџбеник удешен и за те стручне школе. 

Фебруара 1937 
У Београду 

Риста Карљиковиh, 
директор гимназије у пензији 



§ 1) Иоличинё и њихОве величине. Под количиномразу':' 
мемо све оно што се може мерити или бројати, или што се' 

да увеhати и.ли смањити. Тако, дужина учионице је ке{lичина, 

јер се да метром измерити. Стадо o~aцa је такође коли-. 
чина, јер се да избројати. Имамо разних врста или родова. 
количина: дужина, површина, запремина, теЖина ИТД., али 

свака врста. количина има своју основну количину, или, 

основцу јединицу. Ова јединица у ствари је количина. која 

служи за то да 'помоhу ње измеримо ил'Ј1 'упоредимо количине 
истог рода или исте врсте. Тако, метар (т) је јединица за 

дужину, квадратни метар (т2) за површину, кубни метар 
(тВ) за запремину, литар (l)aa течност, грам (gr) за тежину, 
динар за новац, једна клупа за све клупе у разреду, један 
!јак за ђаке у разреду или школи, једно дрво за сва дрвета 

у врту или гори итд. 

Упоређивањем неке количине са њеном основном једи­

ницом сазнајемо колико је пута та количина већа или M~њa .. · 
од основне јединице, тј. сазнајемо њену величину или бројну 

вредност. Тако, акCI по дужини неке учионице преносимо 
метар и ако се он садржава у тој дужини, рецимо, десет 
пута, онда је резултат нашег мерења или упоређИВ'ања десет 

величина или бројна вредност дужине дотичне учионице. Ве-· 

личина или брОјна вредност неке количине укратко се назива 

бројем. Број је, дакле, онај резултат мереља или упоре!ји­

вања неке количине са њеном основном јединицом, који нам 

показује колико је пута та количина већа или маља од своје 

основне јединице. . 
§ 2) Именовани и неименовани броЈеви. Када кажемо 50, 

ми знамо да је то величина неке количине која је 50 пута 
већа од своје основне јединице, али није нам ПОзната врста 
или род те количине. Не знамо да ли та количина припада: . 
. Jl.ужинама, површинама, тежинама итд. Напротив, ако. ка': 

1 УВОД сами ученици понав~ају. 



б 

жемо 50 т, онда не само да знамо да је та количина 50 пута 
већа од своје основне јединице, већ знамо да је та количина -
једна дужина у којој се ОСfювна јединица, метар, садржава 
потпуно 50 пута. Отуда бројеве делимо юi именоване и не­
именоване. Први су бројеви они поред којих се помиње име 
какве основне јединице (15 т, 20 тВ, 8 т2, . 250 gr, 80 купа, 
25 клупа, ЗО села, 40 ученика, ЗОО оваца итд.), а други 

јесу бројеви поред којих се не помињу имена основних једи­

ница (5, 8, 15, 50, итд.). 
§ З) Једнородни и разнородни бројеви. Једнородни су они 

именовани бројеви који су различитог имена, али су истог 

рода или исте врсте (8 km, 28 m, 7 ст; З месеца, 8 д;iHa,. 
15 часова, З5 минута), а разнородни су бројеви не само раз­

личитих имена већ припадају количинама различитих врста 

(10 оваца, 8 m, 25 динара). . 
§ 4) Цели, разломљени и мешовити бројеви. Број је цео, 

ако нам претставља величину количине у којој се њена основна 

јединица садржава потпуно (5m, 1~gr, 70тВ, 95 динара итд.). 
Разломљени број претставља нам величину количине која је 
мања од њене основне јединице, тј. количину која је део 

основне јединице (~ m, ~ т2, 0,5 gr, 0,З5 динара итд.). Ме­
шовит број претставља нам величину оне количине која са­

држава у себи известан број целих јединица, а поред њих, 

још какав део од те јединице (2 t / 2 часа, З,8 т, 8,25 дин.). 
§ 5) Посебни и општи бројеви. За писање бројева упо­

требљавамо цифре: арапске (1, 2, З, 4, 5, б, 7, 8, 9, О) или 

римске (1, V, Х, L, С, О, М), или слова ма које азбуке (нај­

више латинске и грчке). Број означен цифрама зове се по­

себан, а означен словима општи. Посебан број одмах нам обе­
лодањује величину количине коју он претставља, тј. пока­

зује нам број основних јединица које се садржавају у до­

тичној количини. Посебни број показује нам, дакле, одређену 

множину јединица. Напротив, општи број претставља неодре­

Јјену множину јединица. Свако слово а, Ь, с, ., . Х, у, Z може 

да претставља сваку произвољну множину јединица или део 

јединице, али у једном задатку једна иста величина КОJlичине 

увек се означава једним истим словом. Тако, ако општи број 

а претставља у. ~eДHOM задатку вредност' 7, онда то слово 

у томе задатку не може у исто време да претставља какву 

другу множину јединица осим 7. У математици од веће су 
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-употребе општи бројеви, Њихово преимуhство над посебним· 

.састоји се у томе што употребом општих бројева матема­

тичке операције вршимо много брже и лакше, и што помоhу 

општих бројева добијамо математичке формуле (обрасце), које 

.се примењују за решавање свих сличних задатака. Тако, 

запремину правоуглог правог паралелопипеда' налазимо упо­

требом формуле V = аЬс, па ма које величине биле димен-' 

зије а, Ь и С. 

§ б) Упоређивање бројева. Упоређивањем два броја а и Ь 
налазимо да су они једнаки или неједНаки. Бројеви а и Ь биhе 
једнщш, ако свака јединица првог одговора свакој јединици 

другог броја. Њихову једнакост означавамо везујуhи их зна­

ком = (а = Ь), а чита се: "а једнако Ь".Оваква веза назива 
се једначином. (а је лева а Ь десна страна). 

Ако су бројеви а и Ь неједнаки, онда се њихова нејед- \ 
накост означава: 

а > Ь, ако је а веће од Ь, или 

а < Ь, ако је а мање од Ь. 

Мањи се број пише, дакле, увек при врху знака ,,<се а већИ 

при отвору. Овакв.е везе између неједнаких бројева зову се 
неједначинама, и оне имају, као и једначине, такође две ~TpaHe: 

леву а и десну Ь. 

Ако однос између два 'општа броја а и Ь не би био 
познат, а зна се само да они нису једнаки, онда се то пише 

овако: а =t= Ь, тј. а није једнако Ь, а који је од та два броја 

већИ а који мањи, то се из овога не види. 

§ 7) Рачунсие операциЈе и њихови знаци. Све целе бројеве 
природноr бројноr реда: . 

'1, 2, З, 4, 5, б'...... оо 

можемо замислити да су постали од јединице (1), додавањем 
1 сваком претходном броју. Ма који број овога реда за 1 је 
веhи од претходног а за један маљи од узастопног задњег. 
Овај је ред бескрајан. Знаi< "оо" npeTcTaBJЬa у математици 
бескрајно велики број. . . 

Међутим, све бројеве природног бројног реда можемо. 

добити не само на· горе rtоказани начин веЬ и њиховим вези­
вањем, и то на више начина. Тако, бlЈОј 6 можемо добити са­
бирањем бројева 2 и 4, или одузимањемброја, 2 од. 8, иди 
множ,ењем броја 2 и З, или дељењем. броја 12 са 2 И1;Д. 

Оваква везивања бројева зову се раЧJlнске радње- I1ЛИ оперq.;. 
- . г ' ' . " ~ 

ције, којих има седам: сабирање, одузимање, множење; дељење, 
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степеновање, кореновање и логаритмовање. За везивање бро­
јева при вршењу операција, какО са посебним бројевима тако­

и са општим, служимо се знацима за операције: знаком "више'~ 

(plus) + за сабирање, знаком "мање" (minus) - за одузимање~ . 
знаком "пута" (.)1 за множење, знаком (:) за дељење, зна­

ком V за кореновање и знакol\;'\ log за логаритм6вање. За 
степеновање немамо нарочитог знака, а да број а степену­

јемо бројем п означавамо аП • 

Напомена. Степен а" претставља производ: а . а . а ... 
(п пута). Тако а2 значи а·а; а4 ' а·а·а·а; 58 =5·5·5 = 12:), 
Дакле производ од више једнаких чинитеља пише се крат­

КОће ради тако што се напише само један чинитељ, а затим горе, 

мањом цифром, напише се број чинитеља. Такав производ" 

означен у овом другом облику, зове се степен. Код сваког сте­

пена разликујемо два дела: основу и изложитељ. Основа је 

један од чинитеља производа означен у облику степена, а 

изложитељ је део степена који нам показује колико чини,.. 

теља, као што је основа, има у производу који је степеном 

претстављен. Код степена: aS, Ь2, сп, основе су: а, ь и с, а 

изложитељи 3, 2 и п. Степеновати један број другим значи 

узети први број онолико пута као чинитељ колико други. 

број има јединица. 

Поред поменутих знакова за рачунске операције, у мате­

матици имају врло значајну улогу и заграде: мале (), средње 
[] и велике { }. Њихово је значење двојако: прво нам пока-, 

казују којим редом треба да вршимо означење рачунске опе­

рације, а друго, треба целокупну везу између бројева у загради, 

сматрати као један БР9ј. 

. § 8) Апгебарски изрази. Веза између два или више бро­
јева, рачунским знацима означена, зове се алгебарсЮf израз. 

То је у ствари скуп бројева, који могу бити посебни и општи,. 

везаних међусобно знацима, рачунских операција. 

Алгебарске изразе делимо на мономе и полиноме. У вези 

бројева који чине моном не постоје Зl-lаци + и -, а бројеви 
су везани знацима осталих рачун ских радњи. Изузетак чине 

разломци, код којих у бројитељу и именитељу може бити и 

знакова + и -, али се ипак цео разломак сматра као моном. 
Такви су изрази: 

1 Уобичајено је да се знак пута (.) не ставља између посебног и 
општег броја, нити између ОDШТИХ бројева. 
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2а, аЬс, 5аЬ, 4' 8а Ь, -бе' итд. 

Код сваког' монома разликујемо два дела: сачинитељ или' 

коефицијенат и главну количину. Коефицијенат чине CB~ чи­

нитељи монома који су посебни бројеви. Код горе наведених 

монома коефицијенти су: 2, 1, 5, ~; 8, {.,. Када је коефи­
цијенат Iiеког мо'нома 1, он' се изоставља (не пише се, НИПЈ' 
~e изговара), јер се' број не мења када се riомножи са 1 ~ 
Отуда СВ(iКИ се број: а, Ьј с, ... сматра као МОНОМ, јер' сваки 
прет::тавља производ код кога је једанчинитељ 1 а други: ' 
чинитељ је сам тај број. Главну количину чине сви чинитељи 

монома који су општи бројеви. Код горњих монома rлавнесу-

Ь 2 ' 26 а ' количине: а, аЬс, аЬ, а, а ,-. 
. с 

Мономи могу бити цели и разломљени. Моном је цео,. 

ако су му СI1И чинитељи главне количине само у бројитељу,. 
. а разломљен је, ако J:iMa чинитеља г.l1авне количине који су-

у именитеЉу. Од горе наведених монама разломљен је једино-' 
5аЬ2 "М' б' -
бе' а сви су остали це!lИ' <?номи могу ити Једноимени 

и разноимени. Пр~и су М()I:IОМИ ОНИ ко'ји имају једнаке, а други 
различите главне количине~ Тако, једноимени су мономи: 2а,. 

З . - 7 
ба и 8ај затим ЗаЬ и 5аЬ,; та2Ь, 5а2Ь и -'ga2b, и тако даље. 

Разноимени- су мономи: 4а, 5Ьс, ЗаЬ итд. , 
Мономе разликујемо и по степенима. Под степеном једног _ 

целог монома разумемо збир изложитеља свих чинитеља ње­

гове главне количине. Тако, моном За је пр.вог, ,5аЬ другог,. 

4а2Ь и 5аЬс трећег, 2а2Ьс четвртог степена итд. Лод степенОМ 

једног-разломљеног монома разумемо разлику између степена 
бројитеља и степена .именитеља његове главне количине. Тако-' 

аЬ . За2 Ь _ а2 Ь2 

МОНОј\\- 4 С је првог, 4cd такође првог, 5 --:иг другог степена 

ит д. Коефицијенат не утиче на степен монома. 

Напомена. Мономи првог степена претстављају у геоме­
трији дужи, другог степена површине, а' треЋег степена запре-­
мине. Тако, ако а претставља величину 'ђеке дуЖlf, онда МОНОМ 
За претставља дуж З пута веЋУ од дужи ај 4аЬ претставља 

површину 4 пута веЋУ од површине правоугаоника дужине (t 
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-и ширине Ь; 2а2 претставља површину 2 пута већУ од повр­

шине Кl:!адрата стране а; ЗаЗ претставља запремину З пута 

веЋУ од запремине к.оцке ивице а; 4аЬс претставља запремину 

-4 пута Behy од запремине праiзоуглог правог паралелопипеда 

димензија а, Ь и с итд. 

Под полиномом разумемо И'1раз у коме има више моно ма 

повезаних знацима сабирања и одузимања. Полиноми су изрази: 

а + Ь, а + Ь + с, З а2 
- 2 Ь2 + 4с2, 2 аЬ + З Ьс + 4 тп; 

2х2 + Зх + 5 итд. Поједини мономи у полиному зову се чла­

новима. Према броју чланова полиноме делимо на: дво­

чlIане (биноме), трочлане (триноме), четворочлане (катри­

номе), петочлане (сенкиноме), ... и на п-то члане полиноме. 

Лолиноми могу, бити хомогени и хетерогени. Хомогени су 

полин.оми они чији су сви чланови истог степена. Такви су 

-сви горе наведени полиноми, осим последњег. У хетерогеном 

лолиному сви чланови нису истог степена. Такав је полином 

2х2 +Зх+ 5. 
Полиноме, као и мономе, разликујемо и по њиховим 

-степенима. Под степеном једног хомогеног полинома разумемо 

степен ма кога његовог члана. Тако, полиноми: а +- Ь - с и 

2а - ЗЬ + 4с јесу првог, полиноми 2а2 - ЗЬ2 и 4аЬ + ЗЬс + 
+ 4cd јесу другог, полином 2аЬс + За2Ь - 2b2d је трећег сте­

:лена итд. Под степеном једног хетерогеног полинома разу­

_мемо степен оног његовог члана који има највиши степен. 

'Тако, полином 2хВ + 5х2 - Зх + 4 је трећег степена, јер ње­

гов члан 2хВ је тога степена, а сви остали његови чланови 

јесу нижег степена. Посебни број као члан у полиному сматра 

се као члан нултог степена. 

Напомена. Хомогени полиноми првог степена претстав­

.љају H:IM дужи, другог степена површине, трећег степена за­

премине. 

§ 9) Аксиоме, теореме и дефиниције у математици. Да би 

,математика постигла свој задатак, служи се, при својим испи­

тивањима аксиомама, теоремама и дефиницијама. Под акси­

омом разумемо истину која је јасна и ОЧИl'ледна, те је није 

потребно доказивати, нити се може доказат\,. Тако, следеhе 

.истине јесу аксиоме: 

1. Две количине једнаке Tpehoj, једнаке су и меЬу собом; 
2. Свака је количина сама себи једнака; 
З. Целина је Beha од ма ког свог дела или O!f више својих 

делова; итд. 
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Под теоремом разумемо истину која на први поглед 

није очигледна као аксиома, али се њена тачност да доказати. 

Тако, теорема је:Лроизвод не мења своју вредност, ако ње­

гови чинитеЈЬИ узајамно промене cf30ja места. 
Под дефиницијом разумемо исказивање битних (свој­

ствених) знакова неког појма по којима се он разликуј~ од 

.других појмова исте врсте. 

Поред теорема и аксиома у математици важну' улогу. 

имају и последице. То су правила (теореме) које се непосредно 

изводе И3 каквог претходног правила (теореМе). 

§ 1 О) Израчунавање бројних вредности алгебарсиих израза. Да -
бl1СМо нащли бројну вредност каквог алгёбарског израза-' 
манома или лолинома -'- треба најпре да изврщимо. супсти~ 

туцију (замењивање) опщтих бројева у томе изразу са њихо­
ви:\\ посебним . вреДНОСТИNJа, а затим да 'изврщимо 0значене 
рачунске радње са добивеним посебним бројевим.а. При овоме 

послу ваља се придржавати ~ледеtшх правила: 

1. Ако у алгебарском изразу нема заграда, онда, после 

.супституције, . треба најпре изврши:ти множење l:l дељење, . а 
затим сабирање и одузимање; 

2. Ако у алгебарском изразу има за града, онда, после 

.супституције~ треба наћИ најпре бројну вредност израза у за­
гради, а затим поступити по првом правилу; 

3. Ако У алгебарском изразу има разломака и заграда, 
.онда, после супституuије, најпре треба израчунати бројне 

.вредности бројитеља и именитеља,затим бројне вредности . ,' . 

.израза у заградама и наЈЗад поступити по првом правилу. 

Решени примери: НаћИ бројне вредности израза: 

1) х = аЬ - ас + Ьс, за а = 1 О, Ь = 6 и с = 3. Супститу­
цијом БИће: х=10·6-10.3+6.3=60-30+18 . 
=30+ 18=48. 

2) х=а-(Ь+с)d,за а=ЗО, Ь=4, с=2,иd=5.За­
меном БИће: х = 30-:- (4 + 2)·5 = 30 - 6·5 = 30-
-30=0 .. 

3) x=4(3a2 +b)-З (2а2 -Ь), за а=8 и Ь=5. За­

меном БИће: х=4·(3·82+5) --'3·(2·82-5)=4·(3·64 + 
+5):-.3· (2.64-5) =4· (192+5)-3·(128-5)= 
= 4· 197 --":3· 123 = 788 - 3б9 ;- 419. 

§ 11) Релативни или алгебаРС!iИ брОјеви. Положај тачке А 
на правој ХХ1 неће бити прецизно одређен, ако знамОсамо. 
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њено отстојање ОА од неке 

стоји још једна тачка А1 на 
Х1 А 1 

тачке О на истој правој, јер по­

тој правој, која има од тачке О 

О А Х 
~----~--------a~------~~----

Сл. 1 

исто отстојање. Потребно је, дакле, да се још објасни да Щf 

тачка А лежи с десне или с леве стране тачке О. 

Ако знамо само број степена неке температуре, Ьна неће 

бити потпуно одређена, ако се не објасни да ли су прочи-
тани степени изнад или испод нуле. . 

Датум неког догађаја неће бити прецизно одређен, ако· 

се зна само број година које раздвајају овај догађај од Хри­

стова рођења, јер постоје два таква датума: један пре а 

други после Христова рођења. Треба, дакле, још обја­

снити да ли се тај догађај догодио пре или ПQсле Христова 

рођења. 

Положај неког места на географском г,тюбусу, неће бити 

прецизно одреljен, ако су познати само степени његове гесЈ­

графске ширине и дужине. Потребно је да се објасни да ли . 
су степени ширине северни ИЈ.И јужни, а степени дужине 

источни или западни. 

Из горњих примера види се да има количина које се 

могу мерити и посматрати у два супротна смисла, које имају 

два супротна значеља. Такве количине зову се релативним. 

Такве су количине: супротне раздаљине од неке тачке, да­

туми пре и после Христова рођења, зарада И' губитак при 

продаји неке робе, температура изнад и испод нуле, прошло 

и будуhе време итд. При давању бројних вредности ре­

лативних количина, потребна су нам објашњења речима да 

бисмо прецизно одредили њихово значење или смисао, а 
та су објашњења често опширна. Да бисмо избегли су­

вишна објашњења, у алгебри употребљавамо зНаКе .. +{плус) 
и - (минус), а које стављамо испред бројних вредности ре­

лативних . количина. Први се знак зове позитиван а други 

негативан. Позитиван знак показује нам један смисао или 

значење једне релативне количине, а негативан знак показује 

њен супротни смисао или њено супротно значење. Остај е још 

да одредимо позитивни и негативни смисао, позитивно· и не­

гативно значење једне релативне количине. У пракси уоби­

чајено је да зараду означавамо зраком + а губитак знаком -; 
температуру изнаднуле са + а испод нуле са -; кретање 
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тачке надесно са + а налево са -; северну географску 
р..lИрину са + а јужну са -; источну географску дужину са 
+ а западну са ....,.... итд. Тако, ако + 100 означава 100 над 
нулом, онда - 100 означаваhе 100 испод нуле; ако + 5.00 го­
дина означава 500 година после Христова рођења, онда 

- 500 година означаваhе 500 година пре Христова рођења; ако 
+ 8m означава отстојање неке тачке десно. од тачке О на 

правој ХХ!, онда - 8mозначаваhе отстојање од 8m на левој 
<::трани, итд. Бројеви снабдевени знаком + зову се позитивни, 
n снабдевени .знаком - негативни. Позитивни и нега.тивнн 

бројеви једним се именом зову релативни или ал~ебарски 

бројеви. На супрот релативним· бројевима, сви бројеви без 

знакова пред њима називају се. аПСQЛУТНИ бројев". . 
Код сваког алгебарског броја водимо рачуна о знаку' 11 

о његовој апсолутној вредности Апсолутна вредност алге­

барског броја је број иза знака. Тако, апсолутна вредност 

алгебарскоr броја + 5 је '5; а апсолутна-вредност алгебар­

ског броја - 8 је 8. Два алгебарска броја једнакихапсо­
лутних вредности а различито 0значени, зову се супротни 

бројеви. Такви су бројеви + З и - З. '. 
Два алгебарска броја који су и једнаке апсолутне вред-

ности и једнако означени зову се једнаки. 

У.. алгебарске бројеве сматраМ9 и нулу, али, обично, пред 

њом не пишемо ни поз~тивни ни негативни знак. 

у пракси позитивни знак + ретко се ставља пред пози-' 
тивни број. Број без знака сматрамо увек позитивним. У 

операцијама са алгебарским бројевима стављамо ове бројеве 

у заграду. Тако, ако имамо да множимо број +.5 са бројем 
- З, 0значавамо: (+5) . (-З). 



ПРВИ ОДЕЉАК 

ОСНОВНЕ РАДЊЕ СА tJпштим и АnГЕБАРСКИМ 

БРОЈЕВИМА, МОНОМИМА И ПОnИНОМИМА I 

Ј. Сабирање и одузимаље 

§ 12) Сабирање апсолутних целих бројева и монома 
а) Сабирање је таква рачуне ка радња којом од два или 

више бројева добијамо број у к'оме има онолико јединица 
колико их има скупа у свима датим бројевима. 

Резултат сабирања зове се збир или сума, а бројеви 

које сабирамо зову се сабирци или чланови збира. Знак са­

бирања је + (плус), који је увео у XVI веку -немачки мате­

матичар Рудолф. 

б) Један посебан и један општи број, или више општих 

бројева, сабирамо када их напишемо један поред другога, а 

између њих ставимо знак сабирања. Тако, ако имамо да са­

бирамо саоирке 5 и а, онда је њихов збир 

5+ а, 
а збир од бројева: а; Ь, с и d је израз: 

a+b+c+d. 
Збир од бројева а. Ь, с, d и е да се написати и овако; 

{ [(а + Ь) + с] + d} + е 
а показује нам ред по коме треба да вршимо сабирање. Треба, 

дакле, најпре сабрати бројеве а и Ь; њиховом збиру додати 

треhи сабирак с, новом збиру до,п.ати четврти сабирак d 
итд., али се у пракси обично заграде изостављају. 

с) Збир од два или више бројева не зависи од реда по 

коме поједине бројеве сабирамо. Тако, збир од бројева: 5, 3 
и 9 је 17, а добијамо га сабирањем: 
5 -{- З + 9 = 17, или 5 + 9 + З = 17, или 9 + 5 + З = 17, итд. 

Тако исто су једнаки збирови: 

а+Ь+с = а+с+Ь = Ь+а+с = Ь+с+а = с+а+Ь = с + Ь+а, 
јер сваки збир садржи све јединице бројеВ'э. а, Ь и с. 

1 Овај одељак сами ученици обнављају. 



d) Неком броју додајемо збир од два или више бројева,,' 
када томе броју додајемо све сабирке збира ма којим редом_ . 
Тако: 8 + (3 + 4 +9) = [(8+3) + 4] +9=[(8+4) +3]+9= 
= [(8 + 9) + 3] + 4, или изостављаљем заграда: 

. 8 + (з + 4 + 9) . 8 + 3 + 4 + 9 = 24. 
Исто је: . 
а + (Ь + с + d) =а + ь +с + d =. а + d + Ь + с = 

=a+d+c+b. 
е) Збир од два или ~ише једнаких са9ирака пише се­

краЫ, када се напише само један сабирак, а пред lbим се­

стави број тих сабирака. Тако: 

а + а = 2а; Ь + Ь + Ь = 3Ь; 
аЬ + аЬ + аЬ + аЬ = 4аЬ . 

Овакви збир ови написани у dBOM другом облику нису 
ништа друго до мономи. Према овоме, један моном прет­

ставља збир од онолико једнаких сабирака, као ·што је главна 
количина, колико љегов коефицијенат има јединица. Тако: 

4а = а + а+ а + а; За2Ь = а2Ь + а2Ь + q2b . . 
На основу ОВ.ога изводимо правило о сабираљу једно­

имених монома које гласи: два или виш~ једноимених монома 

сабирамо, кад им саберемо коефицијенте, па добивеном з бирУ' , 
допишемо заједничку главну количину. На пр. 

ЗаЬ + 2аЬ = 5аЬ, јер је ЗаЬ + 2аЬ = (аЬ+ аЬ +аЬ) + 
+ (аЬ + аЬ) = аЬ + аЬ + аЬ + аЬ + аЬ = 5аЬ.· 

Исто је .тако: 

8а2Ь +а2Ь + 5а2Ь = 14а2Ь; 2аЬс + 7аЬс = 9аЬс. 
Н а п о м е н а. Два или више' разноимених монома' са­

бирамо као ма која два или више бројева, тј . . пишемо их 
један поред другога, а измвljу њих ставимо знак сабирања. 

Тако, збир монома: За, 4Ь и 7 с је: 

3а+4Ь +7с. 
f) Једнаки бројеви сабраШf -са једнаким дају једнаке ре­

зултате. Тако, ако је а = Ь и с = d, онда је: 

a+c=b+d. 
да је ово правило тачно, увиђамо И3 једначине а.+ с = 

= а + с, ако на љеној десној страни заменимо а са Ь и с са d,. 
чиме добијамо: 

т) Неједнаки бројеви сабрани са једнаким дају неједнакё' 

резултате истог знака неједнакости. Тако, ако је а> Ь и 

с = d, онда је: 
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a+c>b+d. 
Примери. 

1) За 8> 5 и 9 = 9, биhе 8 + 9> 5 + 9, или 17 > 14. 
2) За 7 < 9 и 6 = 6, биhе 6 + 7 < 9 + 6, или 13 < 15. 

§ 13) Одузимање апсолутних целих бројева и монома 

а) Одузимање је рачунска радња обрнута сабирању. Кfjд 

-одузимања је познат збир од два броја и један сабирак,а 

тражи се други сабирак. 

Познати збир зове се умаљеник, познати - сабирак ума­
литељ, а тражени сабирак, или резултат одузимања разлика 

или остатак. Умаљеник и умалитељ зову се члановима раз­

-лике. Разлика бројева а и Ь, где је а> Ь, означава се 

а-Ь 

а чита се: а минус Ь. Дакле, да бисмо извршили радњу оду­

зимања измеђУ једног посебног и једног општег броја, или -
измеljу два општа броја, треба само да их напишемо један 

поред другога а измеljу -њих да ставимv знак одузимања. 

Из деФинициIе радње одузимања јасно је да је умаљеник 

раван збиру умалитеља и разлике, тј. 

(a-Ь)+Ь=а. 

Ь) Особине разлике 

1) Из једначине: (а - Ь) + Ь = а . . . (1) 
закључујемо: број се не мења, ако му најпре одузмемо а ре­

зултату додамо један исти број, или обрнуто, ако му најпре 
додамо а затим одузмемо један исти број. На пр.: 

\8, -:- 5) + 5 = 8 и (8 + 5):- 5_ = 8. 
2) Разлика се. не мења, ако и умаљенику и умалитељу 

додамо један исти број. Тако, _ 

а - Ь = (а + т) - (Ь + т). 
Заиста, ако је а - Ь = с, то је а = Ь + е. Тада је: а + т = 
= Ь + с + т, или (а + т) = (Ь + т) +'е. Одавде је: с = (а + 
+ т) - (Ь + т), или заменом с са а - Ь: 

а - Ь = (а + т) - (Ь + т). 
3) Од једнога броја одузима се збир од два или више 

еабирака, када се од тога броја одузму еабирци један за 

другим у произвољном реду. Тако, а - (Ь + с + d) = а - Ь­
- с - d, јер сабирањем умалитеља (Ь + с + d) са разликом 
-(а - Ь - с - d) добијамо умаљеник а. На пр-

60 - (25 + 15) = (60 - 15) - 25= 20. 
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Обрнуто, два или више бројева одузимају се од некога 

.броја, кад се од тога броја одузме њихов збир. Тако, а - Ь­

-с-Ј=а-(Ь + с +Ј). 
На пр. 60-25-15=60-(25+15)=60-':"'40=20. 
4) Један се број одузима од неког збира, кад се одузме 

од ма ког његовог ctifбирка. Тоако, (а + Ь) - с = (а- с) + Ь = . 
=а +(Ь - с), јер сабираљем умэ,литеља с са разликом до..., 
бијамо умаљеник (а + Ь). Овде се претпоставља да је а> с 

и Ь > с, тј. имамо МОГУћа ОДУ'зимања. 

. 5) Једном броју додаје се ра~лик(.1, кад му се дода ума-
.љеffИК а оД)'зме умалитељ. Тако, а + (Ь - с) = а + Ь - е. 

На пр. 30+(18-10)=(30+18)-10=38. 
6) Од неког броја одузима се разлика, кад се од тога 

броја одузме умаљеник а заТИМ се дода умалитељ, или се 

томе броју најпре дода умалитељ а затим се одузме ума­

.љеник. Тако, а -(Ь -с) = (а-"- Ь) + с = (а + с) ~ Ь; јер ума­

.литељ (Ь - с) сабран са разликом· (а ~ Ь + с) даје умаљеник а. 
Пример . . 50 - (30-22) == (50 - 30) + 22 = (50 + 22)-::­

-30=42. 
с) Одузимање монома 

1 у Два једноимена монама одузимамо, када им одузмемо 
коефицијенте, па добивеној разлици допишемо заједничку 
главну количину. Тако, 5аЬ - 3аЬ = 2аЬ, јер је: 

5аЬ ~ ЗаЬ = (аЬ + аЬ + аЬ + аЬ + аЬ) - (аЬ + аЬ + аЬ) = 
= аб + аЬ + аЬ + аЬ + аЬ - аЬ - аЬ - аЬ = аЬ + аЬ = 2аЬ. 

2) Два разноuмена моно ма одузимамо, када их само на­
пишемо један. поред другога, а између њих ставимо знак оду­
.3имања. Тако, разлика између манама 5а и 3Ь је 5а - 3Ь. 

d) Особине једначина и неједначина 
1) Ако од јмнаких бројева одузмемо једнаке бројеве, до­

бијамо једнаке резултате. Тако, ако је а = Ь и с ~ Ј, онда је 
а-с . Ь-Ј. 

Да је ово правило тачно, увиђамо из једначине 

а-е=а-е 

.ако на њеној десноЈ страни заменимо а са Ь и с са Ј, чиме 

добијамо: 
а-с= Ь-Ј. 

2) Ако од неједнщих бројева одузмемо једнаке бројеве, 
добијамо неједнаке резултате истог знака неједнакости. Тако, 

.ако је а> Ь и с = Ј, онда је 
а - с > ь - d [а > с и Ь > Ј]. 

Алгебра V и VI 
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Пример. 15>9 и 5=5; 15-5>9-5. 
З) Ако од једнаких бројева одузмемо неједнаке бројеве, 

добијамо неједнаке резултате супротног знака неједнаКОСТf/. 
Тако, ако је а = Ь и с > d, онда је а - с < Ь - d. . 

Пример. 20 = 20 и 15> 10; 20 - 15 < 20 - 10. 
§ 14) Сабирање алгебарских. бројева. Сваки негативни алге­

барски број можемо сматрати као разлику, чији је умаљеник О 

(нула) а умалитељ веhи од- нуле, а добива се, када имамо да 
одузимамо веhи број од мањег. Тако, ако имамо да dдузмемо 

број 15 од броја 10, онда добијамо: 
10-15 = 10-(10+ 5) = 10-10-5 = 0-5. 

Оваква разлика пише се друкчије, када се изостави умаљеник. 

о, а оставимо знак одузимања и умалит~љ. Тако, 0-5 = - 5; . 
0-8 = - 8; О - а = - а. Изостављањем умаљеника О код 

оваквих разлика, добијамо негативан број~ Негативан број у 
ствари је онај број јединица већега броја, за колико је он :; 
веlш од мањега, а које' су остале неоду?ете, јер немамо од}. 
чега да· их одузмемо. . i 

Напротив, позитиван алгебарски број можемо сматрати;. 

као збир од два сабирка од којих је један нула а други апсо- : 
лутна вредност дотичног алгебарског броја. Тако, + 5::;:= 0+ 5; 
+ а = О + а. И овакве збир ове пишемо друкчије, када изо- ; 
ставимо сабирак о, а оставимо зндк сабирања и други сабирак. i 

Дајуhи овакво тумаqење алгебарским бр()јевима и узи- i 
мајуhи у помоh правила о додавању и одузимању збира и ~ 
разлике од два броја неком броју (§ 11 под d и § 12 под >, 

З, 5 и б тачке Ь), лако изводимо правило о сабирању алге-

, барских бројева које гласи: 
Два алгебарска једнако ОЗНачена броја сабирамо, када 

саберемо љихове апсолутне вреДНQСТИ, а добивени збир снаб­

демо заједничким знаком. Два алгебарска броја неједнако 

означена сабирамо, када маљу апсолутну вредност одузмемо 
од веnе апсолутне вредности, а добивену разлику снабдевамо 

знаком веnе апсолутне вреднО·сти. Тако, 
1) (+7)+<+5)=+12; З) <+7)+(-,-5)=+2; и 
2) (-7) + (-5) = -12; 4) (-7) + <+5) =-2. 
Доказ. 

1) (+7)+<+5)= (0+7) + (0+5) = 0+7 +0+5= 
=0+0+7+5 =(0+0)+(7+5) =0+12=+ 12; 

2) (-7)+ (-5) = (0-7) +(0- 5) =0-7 +0-5= 
= О + О -7 - 5 = (О + о) - (7 +5) =0-12' -12; 
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3) (+7)+{-5)={0+7)+(0-5)=0+7+0-5 . 
= О + 0+7 - 5 = (О + О) + (7 - 5) = О + 2 = + 2; 

4) (-7) + (+ 5) = (О -7) + (О + 5) = О - 7 +. 0+5 ~. t 
. = 0+ 0'- 7 + 5 = (О + О) - (7 - 5) = 0--"2 = -:,r.-
Последице: 1) Збир од два супротна алгебарска броја је О. 

Тако, (+5)+(-5)=0; (-5)+(+5)=0. 
2) Ако је један алгебарски број О, рнда је збир раван _ 

другом броју. Тако, (+ 6) + О -_ + 6; (- 6) + 0=-6, 
3) Збир од два алгебарска броја не зависи од реда 

, \ 

којим их сабирамо. Тако,' (+8)+(-3)=+5; (-3)+(+8)=+5. 
4) Три и више алгебарских бројева сабирамо, кад нај­

пре саберемо два, затим реЗУЛТQ1: сабирам'о с iреhим бројем, 
нови резултат с четвртим бројем итд., и то произвољним 

редом. Тако, 

(+ 4) + (- 2) + (-7) + <+ 8) + (-1) = + 2. 
Овде је (+4)+(-~)-:-+2; (+2)+(-7)=-5; 

(-5)+(+8)=+3; и (+3)+<-1)=+2. ДО истог резултаi'а до .... 
лазимо, ако их саберемо и другим редом. Тако, 

(-7)+(+4)+<+8)+(-1)+(-2)=+2; и' 
(-2)+(-7)+(-1)+<+4)+(+8)=+2 итд. 

Н а п о м е н а. При сабирању више алгебарских бројева 

можемо најпре сабрати све позитивне, а затим све нега­

тивне бројеве, па њихове збирове сабирамо. Тако, . 
(+5)+(-13)+(~8}+(+6)+(+9)+(-7)= 

=[<+5)+(+6)+(+9)]+1(-13)+(-8)+(-7»)~ 
=[+20]+[~28]=-8. 

На основу правила о сабирању два алгебарска броја 

изводимо опште обрасце, а за а>Ь: . 
. 1) (+а)+(+Ь)=+(а+Ь); 3) (+а)+(-Ь)=+(а-Ь); и 

2) (-а)+(-Ь)=-(а+Ь); 4) (-a)+(+b)=-(a~b). 

Напомена. Сабирање' алгебарских бројева врлозгрдно. 
може да се примени код прихода и расхода неког лица. 

Пошто се приходи неког .лица додају ономе што. има; а 

његови се расходи ()дузимају,'ТО' се приходи сматрају за по­
зитивне а расходи за негативне бројеве. Љще знаће стање 

своје имовине, I ако алгебарски дода своје. приходе и расходе 

CBOM~ првобитном капиталу. На пр . 
. С\.) Неко је имао у почетку свога рада 300 дин., . а за­

тим у својим кљигама записивао суме: + 70, - 40, + 120, 
- 50 динара; колико динара има у каси? 

2* 
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Пошто је имао у почетку 300 дин., и зарадио је најпре 

70 дин., то је свега имао у каси 370 дин., одузимањем 40 дин. 
расхода, остаје му у каси 330 дин., додавањем нове зараде 

од 120 дин., имаhе у каси 450 дин.; и најзад одузимајуhи 
50 дин. расхода, остају му напослетку 400 дин. До истог 

резултата долазимо применом правила о сабирању алгебар­

ских бројева, јер је: 

(+300)+(+ 70)+(-40)+( + 120)+(-50)=+400. 
Ь) Неко је имао 3000 дин. готовине, а дужан је за робу 

3500 дин .. Какво је стање његове имовине? 
Како је имао само 3000 дин. готовине,. а 3500 дуга, то 

је јасно да је посл~ обрачунавања остао још дужан 500 дин. 
До овог резултата долазимо и по правилу о сабирању алге­

барских бројева, јер је: 

(+ 3000) + (- 3500) = - 500. 
с) Неко је имао 60 динара ду-га и зарадио је 90 динара. 

Колико је имао после тога? 

Са зарађених 90 дин<!ра он је исплатио дуг од 60 дин. 
и остало му је готовине 30 дин. По правилу о сабирању ал­
гебарских бројева долазимо до истог реЗУЛ1:ата, јер је: 

(- 60) + (+90) = + 30. 
d) Неко је имао дуг 1 ОО дин., па се још задужио 50 

дин. Колико је сада дужан? 

Пошто се поред . старог ду.га од 1 ОО дин. задужио још 

50 дин., ТО му је целокупни дуг 150 дин. По правилу о са­

бирању алгебарских бројева добија~о исти резултат, јер је: 

(- 100) + (- 50) = - 150. 
Из горња четири примера види се да правило о саби­

рању позитивних Иl-lегативних бројева даје тачне резултате 

потпуно саобразне са стварношhу. 

§ 15) Одузимање алгебарских бројева. На основу правила 

да је код одузимања умаљеник једнак збиру од умалитеља 

и разлике, лако је доказати правило о одузимању алгебарских 

бројева, које гласи: 

Разлика од два алгебарска броја једнака је збиру од 

умаљеника и супротног броја умалитеља. 

Тако, ако је Ь' супротан број броју Ь, онда је а - Ь = 
= а + Ь', јер збир разлике (а + Ь') и' умалитеља Ь је а + Ь'+ 
+ Ь = а + (Ь' + Ь) = а + О = а, тј. = умаљени ку. 

Примери: 

1) (+9)-(+5)=(+9)+(-5)=+4, јер је (+4)+(+5)=+9; 
2) (+9)-(-5)=(+9)+<+5)=+14,,, " (+14)+(-5)=+9; 
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З) (-9)-Н-5)=(-9)+(-б)=-14,јерје (-]4)+<+5)=-9; и 
4) (-9)-(-5)=(-9)+(+5)=-4, " ,,(-4)+(-5)=-9. 

Све особине разлике апсолутних бројева у важности су 

и код разлике алгебарских бројева: 

Примери: 

1) (+8а)-(+За)=+5а; . 4) (-15a2b)-(-8a2b)~-7a2b; 
2) (+12ab)-(-4ab)=+16abj '5) (-4а8)-(-4а8)=0; 
3) (-10а2)_(+2а2)=-12а2 ; 6) (-20аЬс) - (+ lОаЬ'с) = 

= - ЗОаЬс. 

§ 16) Упоре1јивање алгебарских бројева. За један алгебарски 
број а каже се да је веhи од алгебарског броја Ь, ако је' 
разлика а - Ь позитиван број. Напротив, ако је разлика а - ь 
негативан број, онда је број а мањи од броја. Ь. Тако, број 

+ 8 је веhи од броја + 5, јер је (+8) - <+ 5) = + З; тј. 
од два позитивна броја ве/ш је онај који има већу апсолутну 

вредност. , 
Број + 3 је веhи ·од броја - 6, јер је (+ З) - (- 6) = + 9, 

тј. сваки позитиван број већи је од ма ког негативног броја. 
ьрој - 5 веhи је од броја - 7, јер је (-5) - (- 7) = 

+ 2, ~j. од 'Два негативна броја већи је онај који има мању 
апсолутну вредност. 

Како је (+ а) -:- О = + а и (- а) - О = - а, то 
је сваки позитиванброј већи, а сваки· негативан број мањи 

од нуле. . 
Стога се позитивни број (+ а) често означава: + а > О, 

а негативни број (- а) означава: - а <О. 

§ 17) Алгебарски збирови. Под алгебарским збиром разу­
мемо означени збир од више алгебарских бројева. Такви су 

збирови: 

(+ а) + (-Ь) + (- с) + С+ d) + С+ е); (+ За) + (- 4Ь) + 
+ с+ Зс) + (- 5d) итд. Бројеви: + а, -'Ь,- с, + d, и +е 
зову се члановима збира (сабирцима, сумандима). Сваки алге­

барски збир да се написати у облику полинома, ако изоставимо 
заграде и знак сабирања, а пишемо његове бројеве са њиховим 

~нацима. Тако, (+ а) + (- Ь) + (- с) + с+ d) + (+ е) = а­
- Ь - с + d + е, јер је, на основу правила о додавању зби-

)Ова и разлика неком броју: . 
(+а) + (-Ь) + (-с) + (+d) + (+е) = (0+ а) + 

~~-~+~-~+~+~+~+~=O+a+O-b+ 
~О-с+О+d+О+е=О+О+О+О+О+а-Ь~с+ 
i-- d + е = а -- Ь - с + d + е. 
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Обрнуто, сваки полином да се написати у облику алге­

барског збира, ако његове чланове ставимо у заграде са 

њиховим знацима, а између њих ставимо знак сабирања. 

Тако, 4аЬ - Зас + 5Ьс = (+ 4аЬ) + (- Зас) + (+ 5Ьс). 
СВОДИТИ један алгебарски збир значи сабрати му чла.:.. 

нове који су једноимени. Тако, <+7а) + (- За) + (- 4Ь) + 
+ <+ БЬ) = (+ 4а) + (+ 2Ь) = 4а + 2Ь. 

Ово свођење да се извршити и после претварања алге­

барског збира у облик полинома. Тако, с+ 7а) + (-За) + 
+ (- 4Ь) + (+ БЬ) = 7а -- За - 4Ь + 6Ь = 7 а - 3а + 6Ь -
- 4Ь = 4а + 2Ь. При свођењу једног алгебарског збира или 
полинома управљамо се, дакле, по правилу осабирању два 

алгебарска бр~ја једнако или супротно означена. 

Примери: 

1) (+ 9а) + (- 5а) +(- 2а) +- (+ ба) = + 8а, јер је 
(+ 9а) + (_. 5а) = +4а, (+ 40) + (- 2а) = + 2а, <+ 2а) + 
+ (+ 6а) = + 8а. Овај збир, написан у облику полинома 

има облик: 

9а - 5а - 2а + ба; сведен, даје вредност 8а: 'При СВО­
ђењу овога полинома изговарамо: плус· 9а и минус 5а даје 

плус 4а, плус 4а и минус 2а даје плус 2а, плус 2а и плус ба 

даје плус 8а, тј. изговарамо све чланове алгебарског збира: 

(+ 9а) + (- 5а) + (- 2а) + (+ ба), а знак сабирања изго­
варамо свезом и. 

За два алгебарска збира кажемЬ да су супротна, ако 

имају исте чланове али са супротним знацима. Такви су 

збирови: S=(+7)+(-3)+(+5)+(-6) иS'=(-7)+ 
+ ( + 3) + ( - 5) + ( + 6). Зову се супротним алгебарским 
збировима, јер су њихови резултати два супротна алгебарска 

броја. Тако, код горњих збирова је S= + 3 и S' = - З. 

Супротни су тако исто збирови (полиноми) S = а + ь - с­

- d + е и S' = - а - Ь + с + d - е, јер је S = (+ а) + 
+~~+~~+~~+~~и~=~~.+~~+ 
+ (+ с) + <+ d) + (- е). 

§ 18) Сабирање и одузимање полинома. 1) Једном изразу М, 
који може бити маном или полином, додајемо један алгебарски 

збир, када томе изразу додамо све чланове збира са њиховим 

знацима. Тако, ако ХОћемо да броју 20 додамо алгебарски 
збир S = (+ б) + ( - 2 ) + (+ 5) + (- 4), добијамо: 
20 + 6 - 2 + 5 - 4 = 25. До овога истога резултата до­
лазимо ако броју 20 додамо вредност збира S = + 5, 
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20 + 5 = 25. Тако исто, ако хоћемо изразу М да Д'одам'о' 
гебарски збир S = <+ а) +(- Ь) + .(- с) + (+ Ј) -
- Ь - с + d, добијамо: М + 8 = М + (а - Ь - с + 
- d) = М + а - Ь - с + d. 

2) Од једног израза М, који може бити мон'ом или 

'олин'ом, 'одузимам'о један алгебарски"збир, ако му додамо 

ве чланове са супр'отним знацима. Тако, ак'о хоћем'о ,од 

јроја 20 да ,Одузмем,О збир S = (+ 6) + (- 2) + (+ 5)+ (-~), 
'l.'обијам'о 20 -.6 + 2 ~ 5 + 4 == 15. Заиста, д,о 'ов'ога резултата 
бисм'о д'ошли' ак'о ,ОД БР'оја 20 'одузмем'о вредн'ост ~бира 
S = + 5 = 5, тј. 20-5 == 15, или .ак'о БР'оју 20 додаМо 
супр'отни збир' S' -.-:.. (- б) + (+ 2) + (- 5) 4- (+ 4), у ком 
случају д,Обијам'о: 20 - 6 + 2 - 5 + 4 =- 15, или 20 + 8' = . 
= (+ 20) + {-5) = + 15= 15. Так'о ист'о, ак'о xol1eM,O 'од.' 

израза М да одузмемо збир S = (+.а) + (-:- Ь) + (- с) +' 
+ (+ d) = а -- Ь - с +,d, добијам'о исти резултат К'ојиби се. 

доби'о када изразу М додамо супр'отни ЗQИР S' = (- а) + 
+(+b)+<+c)+(-d)=-a+b.+c-d. Тај је резултат: 
M..:-S = M+S' = м + (- а + Ь + с - а) = м -,. а + Ь +c~d. 

На ,Осн,Ову, Г'орња два правила (Ј' Д'oд~в.aњy или 6дузимању 

једн'ог алгебарск'ог збира, изв,Одим'о правило () ,сабирању и 
одузимању полино~а, а које гласц: . . 

а) Једном моному или полиному додајемо полином, када, 
томе 'моному, (ЩЈЛиному) додамо све 'lланdве полином~ са 
љиховим знацима; . 

Ь) Од једнога монома или полинома одузимамо полином, 
када томе моному(полиному) додамо све чланове полинома. 

са супротним знацима. 

Примери: 

1) (7а + 2Ь -'- 3с) + (4а - 6Ь + 5е) = 7а + 2Ь - Зе + 
+ 4а -'- 6Ь + 5с = 11а- 4Ь+ 2с; . 

2) (7а + 2Ь - Зе) - (4а - 6Ь + 5е) = 7а+ 2Ь- 3с -
- 4а + 6Ь -- 5с = За + 8Ь - 8с. , 

Н а п о м е н а. При сабирању и 'одузимању п'о~инома мо­
жем'о п'олиноме писати један испод друг'ога тако да су им јед­

н'оимени члан'ови један исп'од друг'ога, а ,щти~ вршим'о CB'oђeњ~, 
п,ошт,О претходно променим'о К'од ~дузимања умалитељу знаке. 

4а - 6Ь + 5с -г 4а - БЬ + 5е -
1)7а + 2Ь - Зе } Ј '2) 7. а + 2Ь - Зс } 

l1а - 4Ь + 2С. -' + ~\. 
За + 8Ь - 8с 
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н а п о м е н а. При сабирању и одузимању полинома или 

алгебарских збирова ослобођавамо се претходно од заграда. 

При ослобођавању од заграда управљамо се по овом прак:­

тичном правилу: 

Ако пред заградом постоји знак +. онда се овај знак 

и заграда изостаВЈЬају, а пишу се чланови полинома са 1tJИХО­

вим знацима; ако пред заградом постоји знак -, онда се OIюј 
знак и заграда изостаВЈЬају, а чланови се полинома пишу са 

супротним знацима. 

Ако у једном полиному и.ма више заграда, онда се осло­

бођавање врши поступно, и то најпре малих, па средњих и 

најзад великих, или обратно. 

Примери. 

1) (За - 2Ь) + (5а + ЗЬ) ~ (7а - 6Ь) = За - 2Ь + 5а + 
+ Зh -7а+6Ь = а + 7Ь; 

2) 12ab2+{5b2 -[(ЗЬ2 -7а2) - (10ab2-,-4Ь2)]} = 12аЬ2 + 
+ {5Ь2 - [ЗЬ2 -7а2 -10аЬ2+ 4Ь2]} =12аЬ2 + {5Ь2 -
- ЗЬ2 + 7а2 + 1ОаЬ2 - 4Ь2 } = 12аЬ2 + 5b:'-ЗЬ2+7а2 + 
+ 10аЬ2 - 4Ь2,= 22аЬ2 - 2Ь2 + 7 а2 • 

Обрнуто, можемо да уводимо заграде код једног поли­
нома стављајуhи његове чланове у за.(рJU)У. При овоме водимо 

рачуна да ли пред заграду стављамо знм + ИЩI -. У првом 

случају пишемо чланове полинома у загради са њихови~ зна­

цима, а у другом са супротним. Тако, а - Ь +с - d - е = 

= (а - Ь) + (с - d - е) = а - (Ь - с + d + е) = (а + с) -
- (Ь + d + е) = (а - Ь + с) - (d + е) итд. 

§ 19) Задаци за вежбу из сабирања и Dдузимања 

1) (+8)+(+5); 9) (+6а)+(-2а); 
2) (- 8) + ( - З); 10) (+ 7 Ь) + ( - 8Ь); 
З) (-7)+(+4); 11) (-7)+(-4)+(-9); 
4) (+12)+(--7); 12) (-ЗаЬ)+(-ЗаЬ)+ 

5) (+а)+(-4а); +(+9аЬ); 

6) (+2х)+(-9х); 13) (-12а)+(-8а)+ 
7) (+2а)+(+5а); +(+10а); 
8) (-9аЬ)+(-4аЬ); 

14) (-7ху) + (- 3ху) + ( + 15ху); 

15) (+ а) + (+ Ь) + (+ 4а) + (+ 5Ь) + (-7Ь); 

1 б) (+ ~ а ) + (- +а ) + (+ ~ а ) + (+ ~ а ) ; 

17) (- О,З5х) + (+ 1 ,75х)) + ( - 2,30х); 
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18) (+5)--,(+2); 22) (+ 8а) - ( - За); 
19) (+ 12) -,( - 10); 2З) (-7аЬ) ~ (- ЗаЬ); 

20) (- 7) - ( - 4); 

21) (- ~ ) - (- ~.) ; 
. 24) (+ 8а2) - (+ 4а2); 

25) (~lOa2b)-( -6a2b~; 

26) (- 25) -- [(+ 10) + (- 5) + ( - 3)Ј; 

27)( + 1,52х) - [( - 2,4х) + (-О,lх) + ( + 3,4х));' 
28) 4аЬ -18аЬ + 20аЬ -7аЬ + lЗаЬ; 
29) 10+ (+ 8 -а)+ (-2Ь +За-7) + (-8 +ЗЬ); 
30) (+80)-1(+20) - (-:-30) - (-15) - (-40) + (+5.о)Ј;. 
31) 2а-(+а-Ь+с); З2) а-(2Ь-Зс)-(8а-7Ь);:. 

33). (5х -3у - 2z) - (-7х + 4y-5z); 
34) '(7ху - Зzu) - (- 2ху + 8zu); 
35) (4а - 8Ь + 3с -7d) + (5а + 2Ь -7с + 2d); 
36) (5х2 - 8х + 3у - 5) + (15х2 + бх -7у +9); 
37) (20х - 24у + 18z - 15) - (8х - 10у - 9z.+ 25); 

38) ( За2 - 2Ь2 + -f) - ( 2а2 
- .2b~ - ~ С2) ; 

39) 2ба -'- (9а - 5Ь +бс) + (lЗа + 11Ь - 17с) ~ (4а :..­
-ЗЬ-9с)-(17Ь-l1с); 

40) (123а-147Ь) - [2~a- (17а-19Ь)- (2ЗЬ+4а) -IIЬ]; 

41) 95х2 -(57у2'+11ху) -(54ху - (3бх2-~19у2) - (37у2-

-'25х2)] - (- З2у2 + 6бху); 
42) (~2+ ~2 _Z2)+[~2 +(Х2 - ~2 + ~2)]_ [~2 ~(y2,_ 

Z2)] Z2 . 
-3 +3' 

43) (x2yz - 3Xy2z + 2Xyz2) - {7 x2yz - 5xy2z - [10xyz2-

- (x2yz + xy2z)]}; 
44) 17 (а-х)2-10 (а--х)4+ (а -х)6] -{-З (а _х)4 + 

+ 5 (а -,- х)6 -+- 9 (а - х)2Ј; 
45) Дати су полиноми: А = х5 + ХЗ - 8, В -= х4 - 5хЗ+ 

+ 6х2 +4х- 8, С =х5 -2х4 + х -2 и D=xs - 4хЗ +.4; 
да се изврше радње: A+B+C+D, A-B+C":"D, А­
-B-C+D, B-C-D-A, D-А-В-СиВ+D-С~А. 

46) Који полином треба додати полиному а2 - 2Ь -
- 3ас + 4Ь2 да би се добио полином 4аЬ - ЗЬс + 5с2 ? 

47) Полином 4а2 + 5Ь2 - ЗаЬ + 2с2 - ас - 3Ьс да се_ 
претстави као разлика чији је умаљеник: 4а2, или 4а2 - 3аЬ, 

или 5Ь2 - ЗЬс, или 2с2 - ас. 
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11. Множење 
§ 20) Множење апсолутних целих бројева и монома 

1) Множење је таква рачунска радња којом од два броја 
добијамо као резултат број који би се добио ако један од 

датих бројева узмемо као сабирак онолико пута колико други 

број има јединица. Тако, ако имамо да помножимо број 5 са 
бројем З, добијамо резултат 15, а до овога резултата дола­

зимо или УЗИМа/:ьем броја 5 као сабирак 3 пута (5 + 5 + 5 = 15), ' 
или узимањем броја 3 као сабирак 5 пута (3 + 3 + 3 + 3 + 
+ з = 15). Број који се множи зове се множеник, број ,којим 
множимо множитељ, а резултат множења производ. Множеник 
и множитељ једним се именом зову чинитељи. Према овоме, 
производ је збир једнаких сабирака. Тако, производ од чини­

теља а и Ь, који се пише а· Ь или аЬ, претставља или збир: 

'а+а+а+···· (Ь пута), или збир: Ь+Ь+Ь+···· (а пута). 
Производ од три и више чинитеља одређује се, кад се најпре 
одреди производ од два чинитеља, затим се добивени произ­
вод множи треlшм чинитељем итд. 

Тако, ако производ од чинитеља а, Ь, с и d означимо 
са т, онда је a·b·c·d = [(аЬ)с] d = abcd = т. 

Веза: abcd. заступа производ т, тј. заступа резултат 
множења, или вредност производа. Знак множења (Х или .) 
обично се не ставља између једног посебног и једног опште г 

броја, нити између општих бројева, нити пред заградом; Тако, 

5· а· Ь пише се 5аЬ и изговара се "пет а бе"; З· (а + Ь) пише 
се 3 (а+Ь) а изговара се "три помноженоса збиром а плус 

Ь", али се тај знак мора стављати између посебних броје'ва, 

на пр. З Х 5, 4 Х 173 итд., јер 'би се добили сасвим други 

бројеви: 35, 4173 итд. кад се он не би ставио. 
2) Производ се не мења, ако његови чинитељи узајамно 

промене своја места. 

Тако, 2·3·5 = 3·2·5 = 2·5·3 = 3·5·2 =5·2·3 = 5·3·2 = 30. 
Тако исто: а·Ь·с = асЬ = Ьас = Ьса = саЬ = сЬа. 

3) пјЈОИ3lЮД од 1 и од ма ког другог чинитеља једнак 
је другом чинитељу. Тако, , 
1·4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4; 1· а = 1 + 1 + 1 + 1 + .. . (а пута)= 

=а; 5·1=1·5=1+1+1+1+1=5. 
4) Производ од О и од ма ког другог чинитеља једнак је о. 
Тако, 0·5 ==0 + 0+0+0+0=0; О·а = О + 0+ О + .... 
... (а пута) = О; 4.0=-0·4=0+0+0+0=0. 
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, 
5) Производ множимо неким бројем, ако му помножимо 

ма Koilf од, његових чинитеља. Тако, 

(2·3·5)·4 = (2.4)·3·5 = 2 ·(3 .4).5 = 2 ·3·(5 .4) = 120; 
(abc)·d = (ad) Ьс= а (Ь4) с =аЬ (cd)=abcd. / 

б) Бројмножимо П[iОИЗВОДОм,ако га најпре ПОМIЮЖИМО 
једним чинитељем, затим добивени резултат другим '1ини~ 

тељем, нови резултат' треhим чинитељем итд. Тако, 

5.(2·3·4) _(5.2)·3·4 = (10·3)·4=30·4= 120; 
а· (bcde) = {[(ab)c]d}e--.:.. abCde. 

7) Степене једнаких основа множимо када, заједни~ку , 
()СНОВУ степенујемо збиром из.qожитеља. 

Тако, а3 ·а2 ·а4 = а9 , јер је: 

а3 .а2 ·а4 = а.а·а.а.а.а:а.а.а = а9 ; ат.аn = ат+n • 

Напомена. Степене различних OC~OBa множимо као ма 
која два општа броја, тј. треба их написати један поред дру- -
гога, а између љих ставити или не ставити знак множења. 

~ • '. ј ," L • ~ , 

Тако, а3 • Ь4 = а3 Ь4 ; ат. ЬN = ат ЬN • ' 

8) На оснев.у горњи.Ј<: lIРЩIИЛа, ,изводи се правило о мно­
жењу МОflОМ<!. које г.lаси: Моном се множи мономом, када се 

производу коефицијената до пише производ главних количина. 

Тако, 2а·3Ь=баЬ; 7ху·8zu~5бхуzu. 

3аЬ·4аЬс = 12а2 Ь2 с, јер је по б правилу: 

3аЬ.4аЬс=({[(ЗаЬ)4]а}Ь)с, а по 5пра:вилу је: ,. 
ЗаЬ·4= 12аЬ, затим '12ађ·а== 12а~Ь,затим 12а2Ь·Ь = 12a2ЬZ, , 

и најзад 12а2 Ь2 . С = 12а2Ь2с. 

Примери: 

1) 4џ2ЬС'5аЬ2с = 20аВЬ3с2 ; 

2) ~ab.~-a2b = ~aBb2 
4' 7 28" 

3) 5ат bn с· 2,а2 ЬВ cd = 'lОат + 2 ЬN + Вс2 d. 

9) Збир се множи неким бројем, кад мусе најпре по­
множе тим бројем сви сабирци, а затим се резултати ~аберу. 

Тако: (а + Ь + с + d)·3 =3а+ 3Ь + 3с + 3d, јер је:' . 
(а + Ь + с + d) . 3 = (а + Ь + с + d) + (а + Ь + с + d) + 
+~+b+c+~=a+b+c+d+a+b+~+d+ 
+a+b+c+d=a+a+a+b+b~b+c+ 

с + с + d + d + d = 3а + 3Ь + 3с + 3d.\ 
10) Разли.ка се множинеким бројем, кад јој се помн,Ожи, 

тим -бројем и умаљеник и умалитељ, па сс., добивеН1!' резул­
тати одузму. Тако: 



28 

(а - Ь) . 3 = За - 3Ь, јер је: 

(а-Ь) . 3 = (а- Ь) + (а - Ь) + (а - Ь) = u-,u+-a--Uc4."a-i';> 

=a+a+a-b~ Ь - Ь=3а~ЗЬ, 

§ 21) Множење алгебарских брОјева. Два алгеб, 
множимо, када помножимо њихове апсолутне 

пред flРОИЗВОД ставимо пози1'иван знак (+), ако 

једнако означени, тј. ако су 06а' позитивна 'И,[lИ' 
тивна, а негативан знак (-), ако су различито и.э'пl ... .,.." 
ако је један позитиван а други негативан, и' 0,6 

Тако: 

,1) (+ 5)·(+ 4) =-=- + 20; 3) 
2) (-5)·(+4)=-20; 4) 
Доказ: ' . ; , 
1) (+5). (+4)=(0+5) .4=4·0+5· 4=0+ 20=+20 (§ " 

или: (+5). <+4)=(+5).4=(+5)+(+5)+ 
+<+5)=+20; , " 

2) (-5)·(+4)=(0-5)·4=(0.4)--,-(5·4) , 0720' 
(§ 19 т. 10), или: (- 5) .(+ 4) = (- 5) '.,4 ~-; 

+ (-5) + (- 5) + (--5)=-20; ,. 
З) (+5)·(-4) = (-4)-(+5) = (0- 4)·5 == (0~5):""': 

= О - 2() = - 20 (§ 19 т. 10), или: <+ 5) . '~'~lir",~ 
= (-4)· (+5)= (-4)·5= (-4}+(-4)+" 

+(-4)+(-4)=-20; " 
4) (- 5)·(- 4) = (о - 5)·(- 4) = [0.(-' 4)]­

= [О] ~ [- 20] = О + 20 = + 20 (§ 19т. 

Ако имамо да множимо више алгебаРСК/1Х 

најпре множимо два, резултат множимо треhим 

резултат четвр!им итд. Резултат производа б 

ако је број негативних чинитеља rrapaH,a н rПТIURПi 
број ових чинитеља непаран. Тако: , 

1) (+2)·(-3)·(+4).(-5)=+120, јер је <+2) 
(-6)·(+4) = - 24; (-~4)·(- 5) = + 1 

2) <+2)·(-3)·(-4)·(-5)=-120, јер је < 
(- б)·(-- 4) = + 24; <+ 24).(- 5) = ~1 

Према томе потребно је при множењу еб~iDс:ки~~t 
\ева претходно утврдити' знак производа и' њега 
потом множити бројеве као да су апсолутни. 

Примери: 

1) (- За)· (+ 4Ь)·(- 2аЬ) = + 24а2Ь2 ; 
2) (+ 5аЬ) . (- За2Ь) . (- баЬ2с)·(- 2Ьс2) 
З) (- 2x2yz) . (- 3xy2z) . (+ "5xyz2) = ~'C]U""" 
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§ 22) Степен алгебарског броја. 1) Позитиван број степе­
Јан ма којим бројем даје ПОЗИТИВЩЈ резултат. Тако, 

(+4)8= + 64, јер је (+4)З:-{+4)·(+4)·(+4)= +64; 
(+ 4)4=+256, " ,,(+4)4'''':''(+4).(+4).(+4).(+4)-:-~256; 
Уопште је . 

<+а)2п=+а2П и <+а)2П±1=+а2П±1 
: нам израз 2л.претставља увек паран at.израз 2л±1 непаран 
)ј, па био л паран или непаран .број. 

2) Негативан број степенован ма којим парним бројем 

е позитиван резултат. Тако, 
3)2=(-3)· (-3)=+9; (-,-3)4=(-3)· (-3)· (-3). (-3)=+81 . 

. Уопште је (- а)2п = + а2п 
3) Негативан број степенован ма којим непарним бројем . 

~ негативан' резултат. Та[{о, 

(- 5)8 = (-- 5).(- 5). (- 5) = -125; 
(-3)5 = (- 3)·(- з)· (- 3)·(:- 3) .(- 3) = -243; 
Уопште је 

Примери: 

1) (+ 4аЬ)8 = + 64q8b8
; 3) (+ 5аЬ2с)4 = + 625а4Ь8с4 ; 

2) (- 2а2Ь)4 = + 16а8Ь4 ; 4) (...:- 2а2Ь2)3 =~~\~.8a6b6. 
, § 23) Множење полинома 

1. Полином се множи мономом, иада се сваf{Й члан по­
ама помножи мономом. Та[{о, 

(а - Ь + с - d) т = ат - Ьт + ст - dm. 
аз: (а-Ь + c-d) т = (a-b+c-d) + (a~ Ь +c-d) + 
2 - Ь + с - d) + .... (т пута) =а + а + а + ..... (т 
1) ~ Ь -- Ь - Ь - .... .ст пута) + с + с + с + .... (т 
1) - d - d - d - .... (т пута) = ат - Ьт + ст - dm. 
Примери: . 

4а4Ь - 3а2-Ь2 - 8а2ЬЗ + 5аЬ4) • 2а2Ь3 = 8а6Ь4 -;-. 6а5Ь5 -

- 16а4Ь6 + 10аВЬ7 ; 

5а3Ь + 2а2Ь2 -7аЬ8).(- 5аЬ) = '- 30а4Ь2 -10аВЬВ + 35а2Ь4 • 
2. Полином се множи полиномом, када се сваки члан једнога 
тома п'омножи са сваf{ИМ чланом другога полинома~ Тако, 

Ь-с) . (т-л+р)=-~ат+Ьт-ст-ал-Ьл+сл+ар+ЬР-ср. 
аз. Нека је вредност полинома т -:-- л + Р = А. Тада је 

- Ь - с) . (т - л + р) = (а + ь - с) . А = Аа + АЬ - Ас. 

еном А са т - л + р у Аа + АЬ - Ас добијамо: (т ---'-П + 
)а +(т -л + p)b-(т - л + р)с=(ат - ал +ар)+ 
Ьт - Ьл+Ьр) - (ст-сл+ср) = ат -ал + ар+ 
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+ Ьт - Ьп + Ьр - ст + сп - ср. Када. упоредимо овај ре­
зултат са резултатом добивеним радеtш по правилу, видимо 

да 'су идентични, чиме се доказује ово правило. 

Примери: 

а) (5аВЬ + 2а2Ь2 - 4аЬВ) (3аВ -.-.: 2а2Ь + 5аЬ2) = 15а6Ь + 6а5Ь2 -
- 12а4ЬВ - 10а5Ь2 - 4а4Ы + 8аВЬ4 + 25а4ЬВ + 10аВЬ 4 

-

- 20а2Ь5 = 15а6Ь - 4а5Ь2 + 9а4ЬВ + 18аВЬ4 -·20а2Ь5 • 
! 

Ь) (х2 + 7х - 5) (х2 - Зх + 7) = х4 + 7хВ - 5x2-3хВ- 21х2 + 
+ 15х + 7х2 + 49x'~ 35 = х'4 + 4хВ -19х2 + 64х- 35 . 

. ( х х2 хВ ) ( Х х2 хВ 
) Х х2 

с) 1 + 2 + з + .г 1 - 2 + з-- 4- = 1 + 2 +:2 + 
~ х ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ---.---- -- -+-+-+-+----4 2 4 б 8 3 б 9 12 4 

х4 х5 х6 5х2 5х4 х6 

-------= 1 +-------. 
8 12- 1 б 12 Зб 1 ~ . 

н а п о м е на. За један полином каже се да је ypeljeH, 
ако је уређен било по опадајуhим, било по растуhим изложи­

тељима једног писмена главних количина његових чланова. 

Такав је полином: 5а4 - ЗаSЬ2 + 4а2Ь2 + 6аЬ В - 2Ь". Два 

уређена полинома можемо лакше и брже множити још на 

следеhи начин. - Пишемо други полином испод првог И 

повлачимо испод црту да бисмо испод ње писаЈIИ производ по­

линома. Најпре множимо све чланове првог полинома првим 

чланом другога полинома и резултат пишемо испод црте; 

затим множимо све чланове првога полинома другим чланом 

другога полинома и резултат пишемо испод претходног резул­

тата тако да једноимени чланови дођу један испод. другога. 

Овај поступак настаВљамо и даље све дотле док не помножимо 

све чланове првога полинома са последњим чланом другога 

полинома. Када све ово свршимо, повлачимо другу црту испод 

које пишемо сведени производ. Тако, горњи примери под а) 

и Ь) решен и према овом упутству изгледају: 

а) 1 пол. 5аВЬ + 2а2Ь2 - 4аЬЗ 

11 пол. ЗаВ - 2а2 Ь + 5аЬ2 

Производ са За~: 15а6Ь + 6a~b2- 12а4ЬВ 

Производ са - 2а2Ь: -:- 10а5Ь2 - 4а4ЬВ + 8аВЬ4 

Производ са 5аЬ2 ; + 25а4ЬВ + 1 ОаВЬ4 - 20а2Ь"., 

Сведени производ; 15а6Ь - 4а5Ь2 + 9а4ЬВ + 18аВЬ4 - 20а2Ь5 • 



Ь) 1 полином 
II полином 

Производ са х2 : 

Производ са - Зх: 

Производ са 7 : 

Сведени производ: 

х2 + 7х -- 5 
х2 

- Зх + 7 
х4 + 7хЗ ~5x2 

-- ЗхS - 21х2 + 15.х 
+ 7х2 +49х-З5 

.х4 + 4х' - 19х2.+ 64х - З5. 

Зl 

II Н а п о м е н а: Производ од, два полинома увек је по­

лином, јер ако први полином има т а други п чланова, онда 

би требало дау производу има mп чланова, што није увек', 

случај, а особитq код уређених полинома, услед свођења једно­

имених чланова пРоизвода. Међутим, 'број члановапроизвода и 
уређенихполинома мора бити најмање' ДlЩ, јер први и' по- , 
следњи члан производа немају своје једноимене чланове. 

§ 24) Особени случајеви множења полимона 

1) (а + Ь)2 = Са + b)(q + Ь) --:- а2 + аЬ + аЬ + Ь2 
---.: 

= а2 + 2аЬ + Ь2, тј. квадрат бинона облика збира једнак је 
квадрату првог члана, више двоструки производ првог и, 

другог члана и више квадрат другога члана. 

Примери: 

а) (За + 4Ь)2 = 9а2 + 24аЬ + 16Ь2 ; 
, , 

Ь) (4х2у + 5)2 = 16х4у2 + 40х2 У +25. 

2) (а - Ь)2 = (а - Ь) (а - Ь) = а2 - аЬ - аЬ + Ь2 
-

= а2 - 2аЬ + Ь2, тј. квадрат бинома облика разлике раван је 

квадрату првог члана, мање двоструки производ првог и дру­

гог члана и више квадрат другог члана. 

Примери: 

а) (4а2 - 3Ьс) 2 = 16а4 - 24а2Ьс + 9Ь2с2 ; 

Ь) (7х - 5у) 2 = 49х2 - 70ху + 25у2. 

3) (а'+Ь- c-d)2=(a +Ь -c-d)(a+ Ь- с -d)= 

=~+~~ш-~+~+~-~-М-ш~~+~+ 
+ cd - ad - bd + cd + d2 = 

= а2 + Ь2 + с2 + d2 + 2аЬ - 2ас,- 2ad - 2Ьс - 2bd + 
+ 2cd, тј. квадрат полинома добијамо, када збиру квадрата 

свих.његових чланова додамо са љиховим знацима најпре дво­

струке производе од ПРВОГ' члана и свих осталих чланова, 

затим двоструке производе од друг()га члана и свих осталих 

даљих чланова итд. док се још не дода двоструки производ 

од претпоследњег и последњег члана. 
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Пример. 
(За - 2Ь - 4с - 5d +е)2 = 9а2 +4Ь2 + 16с2 + 25d2+e2-

- 12аЬ - 24ас - 30ad. + 6ае + 16Ьс + 20bd - 4Ье + 40cd -
-8ce-10de. 

Напомена. Први и други случај обухваhени су треhим. 

4) (а+Ь)З = (а + Ь) (а+Ь) (а+Ь)=(а2+2аЬ+Ь2) (а + Ь)= 
=а3 + 2а2Ь + аЬ2 + а2Ь + 2аЬ2 + Ь3 = а3 + 3а2Ь + 3аЬ2 + Ь3, 
тј. бином облика збира на куб једнак је кубу првог члана, 

више троструки квадрат првог члана помножен другим чла­

ном, више троструки први члан помножен квадратом другог 

. члана и више К)lб другог члана. 

Пример. 

(3аЬ + 5)3 = 27aSb3t+ 135а2Ь2 + 225аЬ + 125, 
5) (а - Ь)З = (а - Ь)2 (а -Ь)· (а2 - 2аЬ + Ь2) (а - Ь) = 

= аЗ _ 2а2Ь + аЬ2 --'- а2Ь + 2аЬ2 - Ь3 =а3 - 3а2Ь + 3аЬ2 
- tP, 

тј. куб бинома облика разлике једнак је: кубу првог члана, 

мање троструки квадрат првог члана помножен другим чла~ 

ном, више троструки први члан помножен квадратом другог 
члана и мање куб другог члана. 

Пример. 

(2аЬ - 3ху)8 = 8а3Ь3 - 3ба2Ь2,:iу + 54аЬх2у2 - 27хЗуВ. 

6) (а + Ь) (а- Ь) = а2 + ab-аЬ-Ь2 =а2 _ Ь2, тј. про­

извод од збира и разлике два иста броја једнак је разлици 

квадрата тих бројева. 

Примери: 

а) (9а + 5) (9а - 5) = 81а2 
- 25; 

Ь) (3аЬ - 4х) (3аЬ + 4х) = 9а2Ь2 - 16х.2 • 

§ 25 Задаци за вежбу из множења 

Помножити: 

1) а са Ь; 

2) 5 са а; 
З) аЬс са тп; 

4) а2Ь са cd; 
5) 4а2ЬЗ са аЬ; 

8) 1,3аЬ2х са 2,56x2z; 

Извршити означено множење: 

9) (+ 7ab)·(-3а); 13) (0,4ах)·(+1,7Ьх); 
10) (+4abx)·(-5ху); 14) 7a2bc.(-4аЬ2с); 

11) (--17а2Ьх)·(+5аЬ2ху); 15) (-0,3ах )·(-0,4аХ ); 
12) (+8ab2z). (_3/4а2Ьх); . 
16) (-2аХ - 2ьу - 1). (_3a X- 1 ЬУ-3); 



17) 2а2Ь· (-3аЬ2). 4а2с· (-8Ь2с); 

18 (_5аш+в bP+S
). (+ 2аш-." bP- S

) ( , 

Извршити означено множење; V 
19) (2х2-3у+5)·6; .' 
20) (~2ab)· (2a2-ЗаЬof4Ь2); . . , 

21) (-:5аЬ). (-2а2Ь+ 12ab2~ 15а2Ь2); . 

- 22) (7а"- ЗаП ":' 1 Ь+5аП':" 2Ь З) (-5а1 - 11 (2)ј 
"2З) 5аГ Ь . (_4а' Ь2+7а5ЬВ+2ЬР ); 
ИЗВРШI1ТИ означене радње: . ' 

~3 

24) 15:а2Ьс -7аЬ (4щ2Ь - Зас) ~ 5ас (7Ьс --'- 4(2)ј 

25) 5х2 {3х5 -- 2 (4х2 - 5х) + 7] + 3х [5хЗ +.4 (3;2 -7) + 
+Пх]; .' 

26) 5а +(2Ь + с) 5'-- 9 (2а-ЗЬ+ 4с) +5 (а+ 2b~5c)'; 
27) 3х (4у ~ z) + 7х{Зz-у) + 5i(4y -~/3x) ~.2YZj: : 
28) [3а2 - (4а2 

- ЗЬ) +8а2 - '5ЬЗ (2а + ь2»).4аЗЬ2; 
29) {Ва4 Ь2- [2а2 (Ь2 -.:.а2) ~ l/~ЬЗ (2а2 Ь.;с..,.За ?2)]} .52/~a5i~s; 
ИЗВРШllтиозначено множење' полинома :\'" ·}C:~;.~; \' " 
ЗО) (2а-3Ь)(а-'Ь)ј' ' .. t},' 
З1} (5а- 2а) (6а+ 3Ь); . ", 
32). (8m - 5п + Зр) (2m +'6л,,~'7р)~ 
3З) (х2 - ху + у2) (х +У)ј 

34) (4 - 2х+ 5х2 + 3х3) (2+ 6х - 7х2 + 8хЗ); 
35) (05+ а2+ а +1)'(а-:-;-1)ј " 
3б) 't7x.,--5у)(ЗХ+~У)-(6х+7у)(2Х-'-3У)ј' . 
37) (5х --: 7у) (Зх-,&у) (9х - 4у)-(8х - 3у) (7х +,9У)ј 

~ ~-~+~~+~-~+~+~~~~~ 
-3y-5z); . 

39) (Зх + 4у)2; 42) (а - Ь + с)2 ј' 
40) (2а2 - 4Ь2)2 ; 43) ( 1 + х + х2)2 ј' ( 

41) (7a2bz+5x2y)2; 44) (l+х-х2)2 ј 

45) (5а2 - 7а - 4)2; 
46) (4а3 -7а2Ь + 5аЬ2 - 8ЬЗ)2 ј 

47). (9a~x + 5а2у + 4az- 8)2. 
ПОДИћИ на куб полиноме: 

48) (х+Ь)З; . 51) (3a2:x~5b2y2)~; 
49) (3х - 2у)5; ,52) . (а + Ь + с)З ј 

5Q) (2а2 х2 + 4Ь2 у2)3; . 5З) (а2,- Ь2 +. с2)5; 
Изврши краћИМ путем MHO~Keњe: 

54) (За+2Ь)(3а-2Ь)ј 

5.5) (5ах - 7Ьу) (5ах + 7ЬУ)ј 
56) (а2 + Ь2) (/12 _ Ь2); 

Алгебра V и VI 
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57) (За + 4Ь - 6с) (За + 4Ь + 6с); 
58) (4х - 5у + З~) (4х - 5у - 3z); 
59) (2а + 3Ь)'"(2а' - 3Ь) (4а2 + 9Ь2); 
60) (5а - 1) (5а + 1) (25а2 +. 1); 
61) (2а + Ь) (2а -Ь) (4а2 + Ь2); 
62) (а+ Ь-с - d) (а+ Ь + C+d). 
Провери да ли су добре јсдначине: 

6З) х (х + 1) (х + 2) (х + 3) + 1 = (х2 + 3х + 1)2; 
64) (х2 + ху - у2)2 - (х2 - ху - у2)2 = 4ху (х + у) (х-у); 
65) (х2 + ху + у2)2 _ (х2 _ ху + у2)2 = 4ху (х2 +у2); 

66) (а - Ь? + 3 (а - Ь)2 (а + Ь) + 3 (а - Ь) (а + Ь)2 + 
+ (а + Ь)В --: 8а3 • 

ш. Дељење 

§ 26) Дељење апсолутних целих бројева и манама 

Дељење је рачунска радња изведена из множења. Де­

љењем се из производа од два чинитеља и једног од чини­

теља, добија други чинитељ. Познати производ зове се де-· 
љени", познати чинитељ делитељ, а тражени чинитељ ко­

ЛИЧНИХ. Тако, за 

аЬ = с, биhе а = с : Ь, и Ь = с : а. 

1) Количник од једног посебног и једног општег броја,. 
или измеf)у два олшта броја, означава се, када те бројеве' 

напишемо један поред другога, а измеljу њих ставимо знак 

дељења, или кад их напишемо један испод другога, а измеf)у 

њих ставимо црту. Тако, количник између бројева т и 11 је 

т : 11 или т; количник између бројева 5 и а је 5 : а, или ~-. 
п а 

2) Према дефиницији дељења јасно је да је производ од 

количника и делитеља једнак дељенИl(У. Тако, ако количник 

бројева т и п помножимо са п, добијамо п1. То се означава~ 

т 
-·п=m. 
п 

Ово се правило примењује ради провере да ли је ко­

.r1И'Iник тачан. 

Напомена. Горње показује и супротност радње МНО­

жења и дељења, јер се један број не мења ако се истовре­

мено и помножи'и подели једним истим бројем. 
По дефиницији дељења такође су јасна правила: 

З) Сваки број подељен самим собом даје Ј за количник. 
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Тако, 5 : 5 = 1, а: а = 1, Ь: Ь = итд. 

. а Ь ст 
Отуда Је: а = ь = СЈn- = ... 1, тј. > 

Количници једнаких бројева јесу једнаки. 
Количнuк измеlyу неког броја и Ј је сам тај број. ;-', 

, 5 а Ь 

Тако, т = 5, Т = а, т = Ь. 

4) Производ' делимо неким 'бројем, ако му поде.ШМО 

само један, ма који, чинttТељ тим бројем., 
Тако, (6·9·12) : 3 ---:(6:3).9.12 ' 6.,9:3).12-'- 6.9·(12:3)=216. 

Примери: ' ' 

а) 15аЬс: 5 = 3аЬс; Ь) 15аЬс: а ; , 15ЬС. '" 
То се правило ир<оришhује у' случају кад је један (>Д ~и~ 

нитеља дељив оним делитељем. Тада се он' и пО'делињиМе а' 
добијени; I{олиqник измножи са осталим чинитељима. 

Пример: " 
(9.· 16·25) : 8 = (16·: 8)· 9· 25 ---: 2 .. 9·25 ,', • 450.~ , ; 

5) Број ,c~ дели производом, кад се поступно по...дели 

свима ЧИНl1теЉl1ма производа. 

Тако, 150 : (2.3.5) =, [(150 : 2) : 3ј: 5 =-5. Даје ово'. 
правило тачно,увиђамо по томе што долазимо до истог 
реЗУЛlГата, ако најпре означени производ' у заградама извр,: 

шимо па резултатом поделимо дељеник 150. Биl1е, дакле: 

150,: (2.3·5) = 150 : 30 = 5. 
6) Степене једнаких основа делимо, када 'заједни'чку 

основу степенујемо разликом изложитеља. Тако, аО : аЗ = а2, 

јер је аО : аЗ = а·а·а·а·а : а·а·а = а.а ' а2 • 

Примери: 
а). а7 : а4 == аБ; Ь) х9 : хо -;.., х4 ; с)- ат: аН -.:.. a tl1 - n 

Напомена. Степене неједнзких основа делимо, када их 

поделимо као два општа броја, тј. пишемо их један испод 

другога а између њих стављамо црту. Тако, количник између 
Б ' , 

8 Ь2 ' а 
степена а и Jt Ьй • 

7) На основу горњих правила изводимо правило о де­

љењу монома, које гласи: Моном делимо мономом, када ко­

личнику њихових коефицијената допишемо количник, главних 
количина. Тако, 

а) 15a2ЬScx: 5аЬх = ЗаЬ2с, јер је по 6 ,.правилу: 
15а2ЬБсх: 5 аЬх = {[(15а2Ь8сх: 5) : а}:Ь!: Х, а по 5 пр а:' 
вилу је: 15а2Ь8сх: 5 ' 3а293СХ, затим За2ЬSсх:а" ' 

З* 
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= 3аЬ3сх, затим 3аЬЗсх: Ь=3аЬ2сх и најзад 3аЬ2сх: Х= 

= 3аЬ2с. 

5 
Ь) 5а5Ь2с: 3а3Ьс = -а2Ь; с) 5mЗn4 : 4т2n2 = 1,25mn2• 

3 
Примери: 

а) 60а5Ь4сЗ : 15а2Ь3 с = 4а3Ьс2 ; 

Ь) 24а4х3у: 4а2х2 = 6а2ху; 

5аЬх 
с) ЗОа2Ь3х: 6ab2yz = __ О • 

yz 
§ 27) Дељење с нулом. При дељењу с нулом имамо ова 

три случаја: . 
а) Ако је дељеНIIК нула а делитељ ма који број а, онда 

je:~='O, јер је О·а = О; дакле, количник изме!ју нуле и ма 
а • 

КОГ броја је нула. 

Ь) Ако је делитељ нула, а дељеник ма који број а, онда 

. а О . 
Је количник О . вакав количнИI{ Је на први ·поглед немо-

ГУћан, јер по дефиницији дељења не постоји', ниједан број 
помножен нулом да даје за производ дељеник а. 

с) Ако је и дељеник и делитељ нула, онда количник 

• А О . 
може имати ма КОЈУ вредност и да се написати: О =а, -где Је 

а неодређен број, јер је а· О = О, па ма какву вредност 

О 
имао број а. Стога се израз О зове неодре!јен. 

а 
Изразу О можемо дати значење да нам он претставља 

бесконачно велики број оо, из следеhег разлога. - Ако по­

сматрамо ред бројева: 

1 Ј. 1 1 1 (') 
, 2' 3' 4' 5'" оо I 

чији су бројеви реципрочне вредности бројева природног 

бројног реда: 1, 2, 3, 4, 5, ... оо (2), видимо да ти бројеви 

поступно опадају и приближују се поступно нули, кад им 

именитељи расту. Као што број оо сматрамо за бес коначно 

велики број, веhи од ма ког замишљеног великог броја реда 
. 1 

(2), тако и број оо сматрамо за бесконачно мали број, који је 

мањи од ма ког малог замишљеног броја, а који се од нуле 

1 
бес коначно мало разликује. Док је оо граница реда (2),­

оо 
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је граница реда (1). Како и нулу сматрамо као границу реда 
(1У, то узимамо да је 

1 
оо =0 .. 

3 · . 1., а 1 "6 . а . . 
амеЊУ1УпИ нулу у изразу О саоо до ИЈамо: о ~ (1: 1)= 

. 
1 . '. 

= а: - . а· оо = оо. Према ОВОЈ претпоставци, можемо реnи да 
оо - .... . 

ма каји број подељен нулом даје за количник бесконачно ве- . 
лики број. .,. 

\. 

К · а О' а О' . ако Је из О , оо,а .' оо· ,ТОЈе.и оо. ==, ТЈ· ма КОЈИ ,_ 

коначан број подељен бесконачна великим бројем даје, за. ,. 
количник нулу. 

. а .\ 
Н а п о м е н а. Израз О,. = ОО, или а = QO' О, претста.в~а 

привидно неодређени израз; о коме nе се ученици упознати 
детаљније у вишој Математици. . 

§ 28) Дељење алгебарских бројева. Два алгебарскq. броја 
делимо, када им поделимо .њиховеапсолУтне вредности, па 

пред добивени количffик ставимо позитивни(знак, (/ко су бро~ 
јеви једнако означени, тј. ако су оба позитив4а, или оба· о.­
негативна, а негативни знак,. ако су бројеви различито озна., . 
чени, тј. ако је један позитиван а други негативан, и обр-
нуто. Тако, ' 

1) (+12):(+4)=+3,јер је <+3)·<+4)=+12; 
2) (+12):(-4)=-3 " ,,(-3)·(-4)='+12; 
3)(~12):{+4)=---3 " ,,(-,.--3):(+4)=-12; 
4) (-i2) :(-4)=+3 " ,,(+3).(-::-4}.=-12: 
Примери: 

а) (+ 15а) : <+ 3а) = + 5; Ь). (-18аЬ) :'(+ 6Ь)= - 3а; 
с) <+24а2Ь3с): (-3аЬ2)=-8аЬс; 
d) (- 40аВх4у2) : (--,- 8а2ху) == + 5ахЗу. 

§ 29) Дељење полинома 
1) Полином делимо мономом, када сваки члан полинома 

поделимо мономом. Тако, 

(3а3х + 5а2х2 - 4ахВ) : ах . 3а2 + 5ах - 4х2 , јер је: 
.(3а2 + 5ах - 4х2). ах . 3a(~ + 5а2х2 - 4ах8• " 

'Ако поједини или сви чланови у ПОЛИНОiУ нису дељиви 
мономом, онда се дељење и не врши, веn се само означава,' 

и то у облику разломКа. Пример: . " 
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а-Ь+с 
(а - Ь + с) : 3а = - За 

Напомена. Познато је да је производ . од два полинома. 

полином са најмање два члана.· Према томе, није. могУ4е .", 
наhи полином који помножен полиномом за. резулта~_ даје 
моном. Отуда је јасно да је неМОГУћНО дељење монома са 
полиномом. Овакво дељење само се оз-начайа у облику раз­

ломка. Тако, количник измеђУ монома 3аЬ и ПОЛИlfома 

a~b+c-d је 
ЗаЬ 

a-b+c-d 
2) Полином делимо полиномом по истом поступку по 

коме делимо два посебна броја. Тако, ако имамо да делимо 
на пр. број 9512 са 27, онда је поступак дељења: 

дељеник делитељ I(ОЛИЧНЯК 

9612 . .27 - 356 
-81 ~ (27· З) 

ост. 151 

-135 ~ (27·5) 

II ост. 162 

162 ~ (27 ·6) 

. III ост. 0-
Истим поступком делимо полиноме; 46а4Ь5 - 22а5Ь4 + 

+ 15а6ЬВ + 7а2Ь 7 - 30аВЬ6 и 7а2Ь4 - За4Ь2 - 2аЭЬ3 , ·само их 
треба пре дељења уредити или по опадајуhим или ло ра­

стуhим изложитељима једнога од чиннтеља њихових главних 

){оличина. Т ако, ако ова два полинома уредимо пооладајуhим 

изложитељима чинитеља а и затим делимо, добијамо: 

(15а6ЬВ - 22а5Ь4 + 46а4Ь5 - 30а3Ь6 + 7а2Ь7) : (3а4Ь2 _ 2аВЬ3 + 
(15а6ЬВ 

- lOa5b4 + Ј5а 4Ь5 + 7а2Ь4) = 5а2Ь - 4аЬ2 + ЬВ 

+ . 
- 12а5Ь4 + l1а4Ь5 - 30аВЬ6 

- 12а5Ь4 + 8а4Ь5 - 28аВЬ6 

+ + 
3а4Ь5 

- 2а вьв + 7а2Ь7 

3а4Ь5 
- 2аВЬ6 + 7а2Ь7 

+-
о 

Дакле, поступак дељења два полинома састоји се у овоме: 
Најпре оба полинома уређујемо било по Ьп~дајуhим, било по 
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растуhим изложитељима једног чинитеља њихових главних 

количина, а затим делимо 1 члан дељеника са 1 чланом дели­
·те.ља и тиме добијамо 1 члан КОЛJ:fчНика. Множимо затим све 
-чланове делитеља првим чланом КОлич1iика и добивени про~ 
извод одузимамо од дељеника, чиме добијамо први. QCTaTaH: 

Први члан остатка поново делимо са првим чланом дешцеља, 

-чиме добијамо други члан количника: 'Овим ЧЈЩНОМ МножиJ.:rо 
.опет све чланове делитеља и добивени производ одузимамq 

.од' првог остатка, чиме добијамо други остатак. Пр~и члан 
друrог остатка делимо опет са првим чланом делитеЈРа и 

тиме добијамо треhи члан количника итд. Овај се !lОступак , 
наставља све дотле док не добијемо или остатак нулу, или 
,остатак чији први члан није дељив првим чланом деЛИ'Г€фG . 
. У првом су случају дати полиноми потпуно дељивиа у. дРу_' 

гом нису. У овом другом случају дељеник није једнак про'йз:­
воду од количника и делитеља,веh је' једнак проиiводу од 

• ---" - I -

А{оличника и делитеља коме се додаје последњи остатак са 

.својим знаком. .... '. 
Тумачење. Познато је да се при множењу два уређена 

f10линома највиши члан производа добив.а множењем највиших 

чл'анова множеника и множитеља. Стога; ако поделимо Нај-. 
виши члан дељеника са највишим члан ом делитеља, добијамо 
liајвиши члан колич~ика. Код Ha!ller је примера:' . 

15а6Ь3 : За4Ь2 = 5а2Ь 

При множењу два полинома, множимо сваки члан једнога 
lолинома са сваким чланом другога полинома, ~обивени ре­

ултат сводимо и тиме добијамо тражени производ. Стога, 

од дељења полинома, нађеним првим чланом количника мно­

(Имо све чланове делцтеља и добивени производ одузимамо 

д дељеника, да бисмо добили прiш остатак, који је у ствари 
роизвод од делитеља и осталих чланова количника. 

Судеhи на исти начин, лако је разумети да је највиши 
Јан првог остатка добијен множењем највишег члана . дели­
~љa са' другим чланом количника. Стога,да бисмо добили 
'уг и члан количника, делимо први члан првог остатка с:Ј, 

.вим чланом делитеља.· Код нашег је примера: 

- 12а5Ь4 :За4Ь2 = - 4аЬ2 • 

Идуhи ИСТИl\i путем добијам-о треhи, четврти итд .. ' члан 
пичника, док не добијемо остатак нулу, који нам· nоказује .. 

је' дељење завршена. 
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1 Н а п о м е н а. При д.обијању остатака треба да сп у 

штамо све· остале чланове дељеника, али се у пракси ти чла- . 
нови спуштају поступно, и то се спуштају само они чланови 

који су потребни, као што је рађено код нашег примера. 

I( Н а п о м е н а. Ако при дељењу два полинома не до­
бијамо за последњи остатак нулу, веп остатак чији први члаli 

није дељив с првим чланом делитеља, значи да дати полиноми 

нису потпуно дељиви. У овом случају; као што смо раније 

поменули, дељеник није производ од два полинома (делитеља 

11 количника), већ је збир од, производа делитеља и колич­

ника и поеледњег остатка. У овом случају, последњи се оста­

так дод.аје количнику у облику разломка, чији је бројитељ 

поеледњи остатак а именитељ делитељ, или се дељење датих 

полинома само означава у облику обичног разломка, и тај се 

рэзломак зове алгебарски. 

Пример: 

.... (бх4 - ЗхS + 2х2 - 5х+4) : (Зх3_Зх2 + Х - 2)= 2х + 1 + 
бх4 -бхЗ +2xz-4x Зх2 - 2х+б . 

...;. + + Зх3_Зх2+х-2' 
Iост. 3хВ - х+4 

зхи -'- Зх2 + Х - 2 

-+ + 
11 оет. Зх2 - 2х + б 

. ЈЈI Н а п о м е н а. Знаци по којима познајемо да нису 

дра полинома деЉИВi1 јесу следе!ш: 

1) Ако највиши члан дељеника није дељив са највишим 

чланом делитеља, а тако исто најнижи члан дељеника са нај­

нижим чланом делитеља; 

2) Ако у главним количинама делитеља има чинитеља 

којих нема код дељеника; 

3) Када је дељеник моном а делитељ полином; и 
4) Када наилазимо на остатак чији први члан није дељив 

првим чланом делитеља .. 

§ЗО) Особени Gлучајеви дељења полинома~ У вези особе-

них случајева множења полинома (§ 24) имамо: 

1) (а! ± 2аЬ + Ь2) : (а ± Ь) = а ± Ь; 
2) (02 - Ь2) : (а ± Ь) = а +, Ь; . 
З) (аЗ ± За2Ь + ЗаЬ2 ± ЬЗ) : (а ± Ь) = а2 ± 2аЬ + Ь2 ; 
4) 'аЗ ± За2Ь + ЗаЬ2 ± Ь3) : (а2 ± 2аЬ + Ь2) • а ± Ь; 
5) Као нарочито особени случај дељења треба запазити 



дељење бинома ат ± Ьт са а:± Ь, где је изложитељ nz цео, 

позитиван број. Овде наступају ови ПОТСЛУЧЭЈеви: 
а) ат - Ьт увек је дељив са (Ј -'- Ь, па био т паран, 

или непараtI број, и добијамо за Количник полином чији r:y­
сви чланови позитивни, а уређен је по - опадајуfiим ИЗ)]ОЖИТе-, 
љима од а [почиње од (т-Ј)] а по растуiшм изложите-­
љима q)!. Ь. 

Примери;' 

1) (а4 - Ь 4) : (а -'р) = аВ +а2Ь + аЬ2 + Ь3; • 

2) (а5 
- Ь5) : (а - Ь)== а4 +а3Ь + а2Ь2 + аЬЗ + Ь4; 

3) (х6 ___ 1): (X-l}=х5 +Х4 +хЗ,+х2 +Х+l. 
, Ь) ат - Ьт деdbИВ је са а + Ь, само ако је т паран;i 

број и добијамо за количник полином, наизменично' уређен, 
по опадајуfiим изложитељимард а, а по растyhим изложите--

љима од Ь. ' 
Примери: ' ... f 

1) (а6 - Ь6): (а + Ь) = аБ - а4Ь +аВЬ2 -..:., а2ЬЗ +aD4_b5j 
2) (а4 -1):(а+l)=а3 ,-а2 +а-:-l. ' 
с) ат + ь'т није дељив са а - Ь,шiбиоброј т паран. 

или непаран.-~ 

d) ат + Ьт дељивУса а +Ь само ако је т непарањ 
број, а добија се за ко.IIИЧНIdК полiшом, уређен наизменичнО,.. 
по опадајуfiим изл6житељи~а од д, а по растуfiим изложите-:-

љима од Ь.' ' 

Примери: • 
1) (а5 + Ь5): (а + Ь) = а4 - аЗЬ + а2Ь2 _ аЬ3 + Ь4 ј 
2) (аЗ - 1) : (а + 1) = а2 - а + 1. 

§ 31) Задаци за вежбу из дељења 
Изврши дељења монома: 

1) l~a: 4ј 

2) 

3) 
4) 
5) 

11) 
12) 
13) 
14) 
15} 
16) 

J8cd : беј 7) 

25х2у2 : 5ХУј 8) 
3бхSухЗ : 18x2z2 j 9) 
4,95а2ЬВ : 1,1 аЬ2 ј 1 О) 
(- 84а2хЗу) : (+ 7ах2у); 
( _ 24а4ЬЗс2) : (- ба~Ьс2); 

, 6Ь2сВ : 3c2d; 
,8х2у3 : 4х3 у5; 
(+ 40аВЬ) : (- 8а2Ь);, 

(_ 18a4b6c~x5) : (_'3аВЬ4сх5)ј 

(+ 9аХЬУ) : (_ 3aX-2ЬУ-3); 

4х2у2 (1 - а)5 : - 2х(1 -,- а)3; 

(- 16аЬсЗ) : (- Sa2bSc); 



.1 Т). - (L: О;5х2т уЗ) : 25хm )l2; 
1~) . а" bS 

: (- а2Ь 5). 
Извршити 0значено дељење: 

19) (25аНх2 + 6а2х3 - 25ХУ,2 _.- ЗОах4) : 5х; 

20) (12а4Ь2 - 32а3ЬВ + 4aQ 5) ; (- 4аЬ2); 
21) (6хр+Ј уР + 3хР+2уР+1 .-,- 9хр+Зур+2) : (..:..- 3хР уР ); 
22) (3а3Ь2 

- 6а2Ь4 + 12аЬ6с) : 3аЬ2 ; 
23) (3бх5у4 - 18х4у5 - 15х3у6): (- 3х3у4); 

24) (- 1 ба4Ь·3х + 12а2Ь4х2 - 4Ь,6х3) : (- 4Ьх); 

25) (25хЗу2 - ~ ху + : х2у -7ху2) : (- 8ху); 
26) (6х4 -19хЗ +5х2 +17х-4):(}х2 -5х+1); 

27) (3ах5 
- 15а2х4 + 6аЗх3) : (х4 - 5ах3 + 2а2х2); 

28) (х2 + 4ах + 4а2) : (х + 2а); 
'29) (х3 + уЗ) : (х2 - ху + у2); 

30) (а4 - 4аЗЬ + ба2Ь2 - 4аЬ З + Ь 4 ) : (а2 - 2аЬ + Ь2); 

31) ta4 + а2Ь2 + Ь4) : (а2 - оЬ + Ь2); 
32) (хВ + уЗ + Z3 - 3xyz) : (х + у + z); , 
33) (х7 - 9х5у2 + 7х4у2'+13хЗу4 _ 19х2у5 + 8ху6 _ у7) : 

: (х4 - 7х2у2 + 6хуВ _ у4); 

34) (х12 _ у12) : (х4 _,х3у + ху3 _ у4); 

.35) _(а2 - 2 + а6) : (а2 + 2 + а4); 
36) (1 + а8 + а4) : (а6 + а5 

- аВ + а + 1); 
37) [2х2 +(2а+Ь+2)х+2а+Ь]: (2х+2а+Ь); 
38) (х4 _]): (х- Ј); 42) (х4 _]): (х+ 1); 
39) (а6 -1): (а-1); 43) (06-]): (а+ Ј); 
40) (а5 +х5):(а+х); 44) (а5 -Х"):(а-х); 
41) (а7 +]):(а+]); 43) (х8 _)l8):(х_у). 

Које riолиноме треба поделити да' бв се дЬбили' КО-

_личници: 

46) х2 + Х + 1 ; 50) а4 + аЗ + а2 + а + ] ; 
47) а2 +аЬ+Ь2 ; 5.) x5-х4+хЗ~х2+Х-l; 
48) х2 - х2 + Х - 1; 52) а2 - аЬ + Ь2 ; . 

49) xB -ах2 +а2 х"-аЗ ; 53) у5+ у4+ уВ+у2+ у +I 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

ДЕЉИВОСТ БРОЈЕВА И АЛГЕ,БАPhКИХ 'ИЭР, ~A, ~A 
, И ОПЕРАЦИЈЕ СА РАзломцИмАс-,'с ' 

§ 32) Прости и сложени бројеви и израз". За једанБРоf 
или изра~ каже' се да је проџ, ако је' дељив c~~o caMIiM' 
собом и јединицоМ. Такви' су бројеви "',изрази: 2,'3, '5, 7, 
11; 13,17,19,23,'" а, Ь, с., d, (a+.b),(a'~b+c), (ах+Ьу+ 
+ cz), итд. ,", , 

, За један број I1ли израз Iшке 'се даје сложе.н, аК9 је 
дељив не само самим собом,и јединицом већ' и :n'РУГИ!>i некиМ 
~P9jeM. Такви су бројеви иизращ:' 4,6,·8,9,10,12,14,15,' .'. 
аЬ, аЬс, 3ху, а2 - ЬЗ, а3 +bB~ a5~bB, аЬ + ас- ad Итд.- ," 

Сваки сложен, број илм сложен израЗНJ-Iје ништа друго 
до један производ од два или више простих чинитеЈьа. 'Тако, 

4 = 2·2; 6 =2 ·3; 15= 3·5; 24 = 2·2;2·3; зо -= 2·3.5'; 30ЗО = 
= 3 ·а·а·Ь; а2 - Ьа = (а + Ь) ·(а -Ь); (аВ + ЬВ) = (a+P)·(a2-:- ' 

-аЬ + Ь2), итд ... , ' , " ' ,/ 

Раставити један сложен број ИЩI сложен израз на пррст,е 

чинитеље" значи пронаhи све оне просте бројеве (изразе) ,који 
помно жени међу собом дају за производ дотични сложен број. 
или сложен израз. ' ' , , " ',', 

§ 33) Дељивост декаДflИХ ,брџјева. Ради растављања, по-­
себних сложених броје,ва на просте ЧИ!:lитеље, потре'БНQ 'је да 
се упознамо са условима дељивости декадних бројева са '2, .З,' ' 
5, и 11. Ти су услови следеhи: 

1) Број је дељив са 2, ако му је ЦИФРа. на месту једи-
ница дељива са 2. • . , ' 

Доказ. CBaKI:I декадан број N није ништа друго до један 

полином, уређен по опадајуhим изложитељимаброја 10, а ко­
ефицијентису му цифре декадног броја. Тако, 

57564= 50000+7 000 + 500+6й+ 4 =. 
= 5.10000+7·1000+5.100+6·10+ 4 = 5.104+7.108+ 

+ 5· 102 + 6· 1 0+ 4. " " ',,',", 
Стога једаА декадан број биhе дељив са 2" ако је -љегов 

~олином дељив са 2. Па ,како су, .осим поСледњ;ег., сви '()стали . 
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чланови полинома декаднога броја увек дељиви са 2, то де­
љивоr;т полинома са 2 зависи само од његовог последње~ 

члана, односно од цифре јединица декаднога _ броја. 

2) Број је деЉИ8 са З, . ако му је збир цифара дељив са З. 
Доказ а) Број 5238 је дељив са 3, јер његов полином-

5· 1 O~ + 2· 102 + З . 10 + 8 да се написати (5·999+5)+(2· 99+ 
+2) + (3·9 + 3) +8=5·999 +2·99+ 3·9 + (5+2 +3 + 8), 
а овај полином биhе дељив са 3 само ако му је члан (5+2+ 
+ 3 + 8), тј. збир цифара декадног броја, деЉИЈЈ са 3, 
пошто су му остали бројеви дељиви са 3. 

Ь) Број 36241 није дељив са 3, јер последњи члан његовог 
полинома: 3·9 999 + 6·999 + 2 . 99 + 4,9 + (3 + 6 + 2 + 4+ 1) I 

није дељив са 3. 

3) Број је дељив са 5, ако му је цифра на месту једи­
ница О или 5. 

. Доказ је истоветан са докаЗ0М о дељивости једног БР9ја . 
са 2, јер су сви чланови, осим последњег ПОЛl-iнома дека.дног· _ 
броја увек дељиви са 5, а цео ЛОЛИI:iОМ биће дељив са 5, ако 
му је само последњи члан дељив са 5, а тај члан биће дељив 
са 5, само ако је О или 5. 

4) Број је дељив са 11, ако му је разлика између збира 
цифара на непарним местима и збира цифара на парним ме-

стима дељива са 11. . 

Доказ: Број 64735 дељив је са 11, јер је разлика између 

збира цифара на непарним местима (5 + 7 + 6) и збира 

цифара на парним (3 + 4) дељива са 11, што опет увиђамо 
из његовог полинома 6·104+4.103+7.102+3·10+5 који 
се да написати у облику: 

5 + (11 ·3 - 3) + (99.7 + 7) + (1 001 ·4- 4) + (9 999·6 + д) = 
= 11·3 + 99·7 + 1001.~+9 999·6'+ [(5 + 7 + 6) - (3 + 4)]: 

Овај полином биhе дељив са 11, само ако му је последњи 
члан [(5 + 7 + 6) - (3 + 4)] дељив са 1 t.. 

Н а п о м е н а. Правила о дељивости бројева са осталим­

простим бројевима: 7, 13, 17,'" не наводе се, јер су заметна 

и пре долазимо, до сазнања о дељивости бројева овим про­

стим бројевима пробом, него по праgи.'IУ. Правила о дељивости 

бројева сложеним бројевима: 4, 6, 8, 9, 15, 25, 125,'" иако 

нам нису потребна при растављању сложених бројева на 
просте чинитеље, ипак их наводимо, јер се често примењују 

при скраhивању разломака. Та су правила: 
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1) Број је дељив са 4 или са 25, ако му је двоцифрени 
завршетак дељив са 4 или са 25, 

Тако, са 4 су дељиsи ,бројеви 2~З 400, 253 404, 253 408" . 
253412,253416,'" а са 25 су дељиви: 53400, 3525,78350, 
234.00,' . . ..' 

2) Са 8 или са 125 дељив је број чији је троцифрен 
завршетак дељнв са 8 или са 125. ,Тако са 8 деЉИВIi су бро­
јеви: 25 000, 34008, 52 088, 521 б8, 3481 б,' ; " а са 125 су дс:-
ЉИВИ :'38000, 4595 125, 38250, 4500,'; . . ' , ',) , 

3) Број је дељив са 9, ако му је збир цифара ,дељив са9. 
Тако, .цеЉиви су са 9 бројеВl1: 4212, 576, 3.0042, 8757,·~· 

4) На ОСНОВУ правила .да је један број .дељив, Щ)ОИ3-
водом, ако је дељив ca-СВlIма чинитељима тога производ'а; 
изводимо правила: а) Са 6 једеiьив број који је'~д~љив И, са 
2 и са 3: Ь) са 12, који је' дељив !f саЗ ir са 4, .иЈщ,и са 2 
и са б: с) са 15, који ј'е дељив i1. са.3 и са 5; /1) ca2!,fCojff 
је дељив и са.з 11 са 7; итд.. '" " " 

'5) Број]е дељивса 10, аiш.иманазавршетКу б.ар једну 
нулу, са 100 бар две нуле" СЁЈ 1000 бар трц нуле, I1Тf1., , 
§ 34) PaCTaB~aњe сложених бројева и израза на просте ~иниl'еље 

а) Растављање на просте ЧИНllтеље Пl?себних броје~а. 
Треба с десне стране датог БРоЈа повућИ усправну црту и 
делити га најпре са 2 све доче док наила'зимона количнике 
дељиве са 2" зат'им настављамо дељењеСiЭ. 3" заТI1f\~, 'са 5,,7 
итд., док не наиђемо 'На КОЛl1ЧНИК који је про~т број икоји 
је \ељив само самим собом. Делитеље увек ,пишемо с десне 
стране, а добивене количнике с леве стране.' усправне црте 
један испод другога, Делитељи: с десне стране црте, јесу тра-
жени прости' чинитељи датог броја. ' 

Примери: 

1) 1202 
б02 
302 
153 
55 
1 

2) 144\2 3) 49012 4) З60Р 
722 245,5 ' ,1802 
3б 2 4917 902 
182 717 453 
93 1\ .1513 
33 55 
1 1 

Ь) Растављање целих монама на просте ЧИНИТ('Љf!. Треба 

им раставити на просте чинитеље само кЬефицИјентt;., :шо су 
сложени бројеви, а главну количину не растављамо )~a чини­
теље, јер се на први поглед види од којих је простих чини.-

теља она састављена, 
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Примери: 

1) 3ба2Ьс =2·2·3·3· а· а· Ь· с; 
2) 70аЬ2сх=2·5·7,·а·Ь·Ь·с·х; 

З) 50а3Ь2 = 2·5·5·а·а·а·Ь·Ь; 
4) БОаЬ3с2 (:х+у)=2.2·З·5·а·Ь·Ь·Ь·с.с· (х+у). 

с) Растављање полинома на просте чинитеље 

Сложен/! полином I{оји се раставља на чинитеље или је 

производ од jeДHOГ~ полинома и једнога монама, ,или је про­

извод од два или више полинол:tа, или је производ .од једнога 

монома и два или више полинома. Према овоме, раставити 

један сложен полином на просте чинитеље значи наhи онај 

полином и моном, или оне полиноме, или маном и полиноме, 

који помножени дају за производ дотични iюлином. Да бисмо 

лакше савладали партију о растављању полинома на просте 

чинитеље, а та је партија необично важна, јер наилазимо 

непрестано на љену примену у алгебри, поделиhемо све сложене 

полиноме на групе и дати посебна упутства за растављање 

полинома ТИХ група. 

1 група. У ову групу спадају ПОЛffffОМИ чији сви ,'1ла~ 
нови имају један или ВИIЈЈе заједничких чiшитеља. Такав је по­
лином ЗаЬ - бас + 15ad, код кога су заједнички чинитељи 

3 и а. Ове полиноме растављамо на просте чинитеље, када 

пред заграду ставимо производ заЈедничких чинитеља, а у 

заграду ставимо I<ОЛИЧНИI{ добивен дељењем датог полi1нома 

производом з~једничких Чинитеља. ~ 
Примери: . . 

1) ЗаЬ - бас + 15ad = За (Ь - 2с + 5d); 
2) 12а2Ь 3х - 4аВЬ2х2 = 4а2Ь2х (ЗЬ - ах); 

З) 4ат + 1 _ 2аm + ба"l - 1 = 2аm - 1 (2а2 ~ а + З). 
II група. ;у ову групу спадају по.7иноии код којих поје­

дини чланови имају заједничке чинитеље. Такав је полином 

ат - Ьт -+- ап - Ьп. Ове полиноме растављамо на чинитеље: 

кад извлачимо пред заградама заједничке чинитеље само из 

чланова који имају те чинитеље, и на тај начин ствараll\О 

rюлиноме са мањим бројем чланова, али који спадају у прву 
групу полинома. Најзад поступамо по упуtстiзу за ПОЛИНQМС 

прве групе: 

Примери: 

1) ат - Ьm + ап - Ьп ~ т (а - Ь)+ п (а - Ь) = 
= (а - Ь) (т + п); 

2) аЬ - ас - Ь + с = а( Ь - с) - (Ь - с) = (Ь - с) (а-1); 



3) а2Ь 3 + аЬс2сЈ + ab2cd + с3 d2 = аЬ(аЬ2 + с2 ([) + 
+ ссЈ(аЬ2 + с2сЈ) = (аЬ2 + c2d) (аЬ + ссЈ). 

Ш група. У ову .групу спадају БИliОМИ који су разлике' 

квадрата од два броја. Такав је бином 9а2 - 25, чији је први 
члан квадрат од За а други од 5. Ови биномц' имају свега 
два чинитеља: јез.ан је збира други је . разлика бројеџа ~ . 
4ији су квадрати чланови бинома: 

Примери: 

1) 9а2 .. - 25 = (За + 5) (За ~'5); 
2) х2 ._ у2 -:- (х + у) (х - )1); 
3) lба2Ь4 - 9х4у2 = (4qb2 + 3х2.у) (4аЬ2 -'- Зх2.У).' . 
JV група. У ову групу спада1У триноми добивеНI1 од би~, 

нама подцгнутих на квадрат. Знаци по којима . познајемо д.а 

.\ 

ли су ти триноми постали од бинома подигнутих на квадрат' . 
јесу следеhи: ти .трин.оми имају два 4ланаi који су квадрати . '. 
од два броја, а један је 4лан њиховдвоструки производ. 

Ови триноми имају свега ДВ~'једtIака чинитеља"И то су: збир-' . 
или разлика бројева од којих 'су она два члана тринома ква-' 
драти. Биhе збир, ако је њихов двоструки производ позити-, 
ван, а разлика, ако је тај производ йегативан.···· ; . 

Пример~ : , . 
1)а2 + 2аЬ + Ь2 . (а'+ь) (а+Ь) =(а +Ь)2,;; 
2) а2 - 2аЬ + Ь2 = (а - Ь) (а- Ь) = (а -,- Ь)2; . 
З) 9а2 ± 24аЬ + 16Ь2 -:- (За± 4Ь) (За ± 4Ь) -;::- (За ±, 4/;7)2. 
V група. У' ову групу .СПадају 'б/шоми шЈјЈi су збир,ОВИ' 

степена са једнаКИ.~1 НеНарнu.м и:iДоЖитељима. Такви су' би:..­
номи: аЗ + ЬЗ , а5 + Ь5, а3 + 8, односно' а3 +2З • ОВИ биноми~ 
имају c~eгa два чинитеља: .један је збир основа, а други је 
полином, уређен· наизменично, по опадајуtнiм; Изложитељима., 
прве основе, а по растуhим изложитељима друге основе. 

Примери: 

1) аЗ + ьз = (а + Ь) (а2 - аЬ + Ь2); 
2) (а5+З2) = (а5+25) = (а+2) (а4-2а3 + 4а2-,- 8а + 16);' 

. З) (х7 + 1) = (х + 1 )(х6 
- х5 + х4 - х3 + х2 - Х + 1) . 

. VI. група. У ову групу спадају биноми који су разлике 
, степена са једнаким неНарнu.м. иЗложитељима. Такви су би­
ном и: аЗ _Ь3, а5 -' Ь5 , а3 --,-13. О.ви ()иноми TaKorye имају два, 

4инитеља: један је разлика основа, а ~руi-и је полином чи'ј и 
су сви чланови позитивни, а уређен је по опадајуhим' изло'-· \ 
житељима прве основе, а порастуhим изложитељима друге, 

. I 
основе. 
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Примери: 

1) а5 
- ЬВ = (а - Ь) (а2 + аЬ + Ь2); 

2) а5 
- х5 -= (а - х) (а4 + аВх + а2х2 + ахВ + х4); 

З) х5 
- 1 '(х - 1) (х4 + ха + х2 + Х + 1). 

VП група. У ову групу спадају триноми ~~j-~>~t!~y:.:" 
;лостали од бинома подигнутих H~ квадрат, али Koj~C{}I.aji' ", 
·свести у полиноме друге групе, растављањем другога !iщц.i~', ""~ 

,на таква два члана чији је збир други члан, а riроизв~Д.~Й;/~:;;,:.: 
, ., хових коефицијената раван. је коефицијенту, тре}Јег, ,~MH~.'>,:.:.,: 
Када ове триноме ()вим наЧl1НОМ претворимо у" пол~нqМ'~"С:,~' 

• • . ! • .' О' /.~ , 

. друге групе, онда их растављамо на чинитеље по улутству, 3g' . 

. полиноме ApYI-е груле. 
r ' ,,',~', 

1) х2 - 8х + 15 =х2 -Зх- 5х +15 = х (х-'-3) - 5 (x·~\" 
-3)= (Х-З)(х-5); , ' 

... 
2) х2 

- 5х - 24 = х2 
- 8х + 3х --24 = х (x-8)+3(x~8) -.-: " ," 

= (х - 8)(х + З); " 

З) х2 + 8х - 20 = х2 + 10:Х - 2х - 20 =х(х +'I(»~" 
- 2 (х + 1 О) = (х + lО)(х - 2). '. , 

VЩ група. У ову групу спадају полиноми од четири члан'~ 
"(катриноми), који су постали од бинома подигнутих на КУО: 
ТО су полиноми облика а8 + За2Ь +3аЬ2, + Ь8, тј. имају два 
члана који су кубови од два броја, једа« члан је троструки 

"производ од квадрата првог броја помножен другим бројем, 

,а други је члан троструки производ од првог броја помно­

жен квадратом другог броја. Ови катриноми имају три јед-

нака чинитеља, и то збир или разлику основа она два члана 

:који су кубови. Биhе збир ако су сви Llланови катринома по­

,зитивни, а разлика, ако је овај к8.трином наизменично уређен. 

Примери: 

1) а3 + 3а2Ь + 3аЬ2 + Ь8 = (а + Ь) (а + ь) (а + Ь) = 
=(а + ь)з; 

2) а8 - 3а2Ь + 3аЬ2 - Ь8 = (а _ Ь)8; 

З) х8 + Зх2 + 3х + 1 = (х + ])8. 

На'помена. Сви остали сложени полиноми углавном су 

комбинације полинома поменутих осам група, а paCTaBљajy~. 

,се на чинитеље ло упутствима тих група. 

Решени примери. . 

1) аб - Ь6 = (а8 + Ь3) (а3 
- Ь8 ) = (а + Ь) (а2 - аЬ +Ь2} ,';;, , 

(1II) (У) (УЈ) (а - Ь) (а2 + р.Ь + ,b2J.;:,,):'~, 

:~ . 

'/. 



:2) а6 + Ь6 = (а2)З + (Ь2)З = (а2 + Ь2) (а4 ~а2Ь2 + Ь4); 
(V) 

:3) ,3у2 + 18у + 27 = 3 (у2 + 6у + 9) = 3 (у + 3)2; 
(1) (IV) 

4) 45х4у2.....,... 120х2у2 + 80у2 = 5у2 (9х4 - 24х2 + 16) = 
= 5у2 (3х2 - 4)2; 

49 

:5) а2 - Ь2 + с2 + 2ас = а2 + 2ас + с2 - Ь2 = (а + с)2 ~ , 
. - Ь2 =(а + с + Ь) (а + с -Ь); оо , 
б) а2 - Ь2 - с2 + 2Ьс = а2 - (Ь2-;-:-2Ьс+с2) = а2 ..,.- (b~c)2 " 

= (а + Ь - с) (а"'-::" Ь + с); 
"7) х1О _ ,1 == (х5 + 1) (х5 ·-1) = (х +'1) (x~ - хВ + х2 -

- Х +.1) (х - 1) (х4 + х3 + х2 + Х + 1); 
:8) х!2 ~ у12 == (х6 + у6) (х6 .....:.. у6) = [(х2? + (у2)3Ј (хВ + уЗ) 

(xB'-уЗ) = (х2 +у2) (х4 _х2у2+ у4)(х+у) (х2_ху+.у2) 
(х -- у)(х2 + ху + у2). ' 

Примери за вежбу 

!I)5а+5р; 2) 2х-2у;' З) abx"':"'-.аСх; ,4) ,·rs--...,r;, 
.5) ab-ac+ad; 6) ax+bx-сх; 7) ,a(x-y)~b(.x---:-y); 
8) Ь(х+у)'-х-у; 9) ab'-:Ьс+а-=с; 10) bG-Ь+с~1; 

111) 4аЬ - 6cd - 4Ьс + 6ad; 12) . 4х2 + 10х -8Ху.....,... 20у; 
n3) 30ab-З4Ьс-15а+,17с; 14) x4_x3y-=-xyB+Y4~. 
И) аЗ - 5а2 - 9а + 45; 16) а;х:3 -Ьх2у - axy~ +ЬуЗ; 
а 7) 2ах + ЗЬх + 4сх - 2ау - 3Ьу - 4су; 

18) 2ах - 3Ьх-- 4сх - 2ау + 3Ьу + 4су; 
19) (За,+ Ь)(р -q) + (4а -7q) (р .....:.. q) + (8 +.а)(р ~ q); 
:20) {4х'- 5у + 6z) (Зх -2у - 5z) - (4х - 5у + 6z) (2х+ Зу~ 

--4z) + (4.х -5у + 6z) (5х -6у - 7z) - (4х - 5у + 6z) 
(5х - 9)1 -11z);, 

21) ,а2-,1; 22) l-х2 ; 23) 9а2 -4Ь2 ; 24) 24а2 --'-54Ь2 ; 
25) ,3бх2у2 -- 49а2Ь2с2 ; 26) (2х - 3у)2 _,4у2; , 
27) !:Ј;(5г-4р)2-64а2 ; 28) -ii2'+6i '+2a7;:::::-'c2; 
29) 4Ь2с2 - .(Ь2,+ с2 - а2)2; 30) 9а2 -,... 6аЬ + Ь2 - с2 ; 

31) 4х2 +20ху + 25у2; 32) 36а2 -108аЬ +.81Ь2 ; 
.33) a2lJ2- 14t':lb+ 49Ь2 ; 34) аЗ, + 3аЬ2 - 3а2Ь - ЬЗ ; 
35) :27aB -27а2Ь+9аЬ2 -Ь3 ; 36) 16х4 -81 у4;' 
.37) а6 +6аАЬ+ 12а2Ь2 ,+8ЬЗ ; 38) x9 ,-9х6уВ + 27хВу6"':""'27у9; 

,39) 8хЗ + 27уЗ; 40) 64аВ + 27ЬЗ ; 41) а9 - Ь9 ; 

42) ~x2 + 8х + 15; ,43) а2 - 6а + 8; 44)а2 -7а - 60;' , 
45) а2 +2а-35; . 46) a2-a~12; 47) а2 +а-12; 

-48)х2- 5ху - бу2 .;49) а2 - 3аЬ -lОЬ2 ; 50) х2+ 19ху+9'Оу2 ј 
Алгебра У и Уl 
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51) Ь (ЬВ + а3) + аЬ (Ь2 - а2) + а9 (Ь + а); 
52) Ь(ьВ-аЗ) + аЬ (Ь2 -а2) + аЗ(Ь-а); 
5З) (а + Ь + с)В -а9 

- Ь3 - сЗ . Одг. З (а +ЬНа +с)(Ь + с). 
§!? зд) Највеtш заједничка мера. Под мером jeAHOI:'~ броја 

или ~a~a разумемо други број (израз) који без остатка 
дели први број. Тако, број 2 је мера за броЈ 10.; израз Зх је. 
мера за израз бах; израз а + Ь је мера за израз а2 - b2~ 

итд. Под заједничком мером за два или више бројева или' 

израз~ рааумемо број или ИЗр'аз који дели све те. бројеве' 

(изразе) без остатка. Тако, број 5 је заједничка мера за 10 и 
] 5; број 7 је заједничка мера за 14, 21 и З5; израз а - Ь је' 

. заједничка мера за изразе а2 - Ь2 и аЗ - ЬВ итд. Дешава се­

да дати бројеви немају само једне заје-дничке мере, већ две­

и више. Тако, бројеви 12 и ]8 имају као заје:п.ничке мере: 

бројеве 2, З и б; ]5а2Ьх и 18аЬ2у имају као· заједни:чке Mepe~ 

З, За, ЗЬ и ЗаЬ. Под највеlюм заједничком ~epQIМ за два или 

више бројева или израза разумемо највeftи број (израз) од 

свију бројева (израза) који могу бити 3а дате број.еве (изразе} 

заједничка мера. Тако; код преljашњих примера је број б нај­

већа заједничка мера за бројеве 1.2 и 18, а израз ЗаЬ је нај. 
зајед. мера за ]5а2Ьх и Ј8аЬ2у. 

За два или више бројева или израз.а каже се да су ме:..,. 
Ijусобно прости или релатщЈНО прости,. ако осим ] немају 

. друге заједничке мере. Такви су бројеви: 8 и 15; 3.аЬх, 5асУ' 
и 7bdz; а9 

- Ь·З и а3 + ЬВ итд . 
. Главна правила која се односе на мере бројева и израза 

јесу следеhа: 

Ј) 'Заједничка мера два броја је истовремено. мера и њи­

ховог збира и разлике. 

Доказ. Ако је т заједничка мера за бројеве а' и Ь, и ако, 

. а Ь.. +Ь 
Је - = р и - = q, онда Је а = mр и Ь = mq. Тада, је а _ = 

т т . 
= mр + mq. Па како је израз mр + mq дељив са т, то је и. 

а + Ь, који је једнак са mр + mq, де-љив са m. У(,)Пште,. 

ако је т заједничка мера за а, Ь, с и d, онда је т мера и. 

за а + Ь + с + d. 
2) Мера неког броја је ИСТQвремено' мера сваког произ­

вода од тога броја и неког другог БРQј,а. 

Доказ. - Нека је т мера броја а и нека је .!!:..... = р. Тада. 
т .. 

је а = mр. Ако ову једначину помножимо, ма којим: бројем,. 
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на пр. бројем п, добијамо ап = mпр. Како је т мера затпр, 
то је т мера и за ап, који је израз једнак изразу' тпр. 

З) Ако је неки сложен број , мера неког броја, онда су 
мере за тај број и сви његови прости чинитељи:, ' , 

, доказ: - Нека је т = pqr мера за број а и нека је 

!!.- =- s. Тада је а = ms == pqrs. ЈЈа ~a~o је pqrs АеЉi1В и са 
т -, . 'ј , 

р и са q и са г, то је и а, који је -једнак са pqrs; д'ељив. са 
тим бројевима. .:. 

.' . . 
4) БјЈој који је ~аједничка мера дељеника и деЛf/теЈЫ!, ' 

мера је и љиховог деоног остатка. 

Доказ. ---'- Нека је а дељеник, Ь делитеЉ .. q њи/хов КО"­
личник, d деони остатак, а т заједничка l',Jepa за а Ц ь: Тада, 

је ': = q + : ' а одавде је d '" а -:- bq. Па како је израз 
а - bq дељив, са т, јер су а и Ь дељиви са m, "то је и d, који' 
је једнак са р ~ bq, дељив са m. ,.,~. 

5) Број који је зiIједНич.ка мера делите/м и oCTdi'Ka, мера, 
је и дељеника. . . ' " 

Доказ. Ако је т зај. мера За Ь и d, онда из једначиiiе 

~ = q + : имамо а = bq + d. Па како је т ~epa за bq j-d, 

то је т мера и за .zi.ељеник~, који је једнак са bq +д., 
Последица 4 и 5 правила jeCT~ следеhе правило: Највећа 

заједничка мера за .делитељ и :деО/ЈИ ос'tатiш, је истовремено 
највећа заједничка мера за дељеник и делитељ .. Ово се пра­
вило често примењује при тражењу највеће, заједничке мере 
за д'ва полинома.. ' , , 

§ з6.) УПУТСТВО за изналажење HajBelie заједничке мере' 
НајвећУ зајеДНI:IЧКУ меру за два или више -бр~в'а или 

и'!раза налазимо на два начина: растављщье,м на, просте чи­

нитеље и верижним дељељем. 

а) Растављањем lfa просте чинитеље. Треба дате бро-
\ .." 

јеве или изразе раставити: најпре на просте чинитеље, а затим 

помножити све њихове заједничке чинитеље. Добивен~ про­
извод биhе тражена највећа заједничка" мера. 

12 2 
62 
3 3 

Примери: 
1) Наhи највећУ заједничку меру за 12 и 18. 

18 2 ,Подвучени прости чинитељи ~Ha десним 
9 З странама усправних .црта јесу заједнички 
3 3 чинитељи бројева 12.и 18~ њихоl3 Је про,.. 

1 извод 2· 3 ~6~ Прем~ томе је број' 6' нај-
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већа заједничка мера за бројеве 12 и 18. Заиста, не постоји 
веhи број од б а да дели једновремено и 12 и 18. 

2) Наhи нај. зај. меру за 15а2Ьх и]8аЬ2у. Овде је 

15a2bx=3·5·a·a·b·x и 18аЬ2у=2·3·3·а·Ь·Ь.у, а заједнички 
чинитељи јесу: 3, а и Ь. Њихов производ је 3аЬ и он је тра­

жена нај. зај. мера. 

. 3) Наhи нај. зај. меру за 18хЗ - 2ху2 и уl + буЗх + 9,х2у2. 

Овде је: 

18 хЗ - 2 ху2 = 2 х (9 х2 - у2) = 2 х (Зх + у) (Зх - у) и 

у4 + бхуЗ + 9х2у2 = у2 (у2 + бху + 9х2) = у2 (у + Зх)2, те је 
највећа ,заједничка мера у + 3х, јер је само тај чинитељ, 

заједнички. 

Ь) Верижним дељењем. За два броја или иараза нала- • 
зимо највећу заједничку меру верижним дељењем на след~hи 

начин. Треба најпре вепи број поделити мањим. Ако .се мањи 

број потпуно садржава у већем, онда је мањи број тражена 

највећа заједничка мера. Ако' не наступи тај случај,' већ прео­
стаје остатак, онда мањи број делимо остатком, затим делимо 

први остатак другим QCTaTKoM, и тако поступамо док не наи­

ђемо на остатак који се потпуносадржава у претходном 

остатку. Тај остатак БИће тражена највећа заједничка мера. 

За три броја налазимо највећу зај меру, када најпре нађемо 
нај. зај. меру за пр'ва два броја, а затим верижним дељењем 
налазимо' нај. зај. меру за треhи број и за нај. зај. меру од 

прва два брqја. Ако су дата четири броја, онда налазимо нај. 

зај. меру за прва два, а затим за друга два, и најзад за на­

ђене заједничке мере. Овај се поступак заснива на последици 4 
и 5 правила из § 34. 

Напомена. Истим путем налазимо нај. зај. меру и за по­

линоме. Ако се десиtлучај да први члан дељеника није дељив 

са првим чланом делитеља, онда, на основу другог правила 

из § 34, или дељени/{ множимоили делитељ делцмо таквим 

једним најмањим бројем, да омогуhимо дељење првих чланова. 

Примери: 

]) Одредити нај. зај. меру за 558 и 504. 
Рад: 558 : 504 = 1 а остатак 54; 

504: 54 = 9" " 18; 
54: ]8 = 3" " О. 

Према томе је 18 тражена нај. зај. мера за дате бројеве. 
Нађи нај. зај. меру за дате бројеве растављањем на чинитеље! 



2) Одредити нај. зај. меру за 336, 700 и 640. 
Најпре налазимо Н. 3. М. за 336 и 700. 
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700 : 336 = 2 а остатак 28} 
336: 28 = 12 а О,статак О 28 је Н. 3. М. ~a 336 и 700. 

3атим за 28 и 640: 

28 : 24 = 1 а остатак 4 4 је Н. 3. М. за све дате 
640 : 28 = 22 а oCTaTaI,< 24. } 

24: 4 = 6 а остатак О бројеве. I 

3) Нађи нај. зај. l'i\epy за полиноме: хВ - 9х2 + 27х - 27 
и х2 +х-12. 

Рад: - а) ГI.pBO дељење: . 
(хВ - 9х2 + 27 х - 27) : (х2 + х .-:. 12) = х - 1 О ,(!{оличник) 
х3 + х2 - 12x ' 

+" 
- 10х2 + З9х- 27 
-'- 10х2 - 10х + 120 
+ + 

4~x-147 (деони остатак). 

Ь) ДРУГО дељење: 

(х2 + х - 12) : (49х -:- 147), или дељењем остатка са 49, 
према горњој напомени, добијамо: 

(х2 + х - 12) : (х - З) = х + 4 
х2 -3х 

-+ 
4х- 12 
4х _ 12 Према томе Н. З, М. за дате полиноме је х - 3. 

+ 
О 

4) НаtiИ Н. З. М.,'за лолиноме: 8x~-36x2+54x-27, 

4хВ - 20х2 + 33х,- 18 и 4х2 - 12x + 9. 
Најпре на)fJ1азимо Н. З, М. за прва два. 

(8х3 - 36х2 + 54х - 27) : (4xB-,20х2+33х-'-18)=2 (количник) 

. 8хВ - 40х2 + 6бх - 39 
+ +. 

4х2 - 12х + 9 (I остатак) 
(4хВ - 20х2 + 33х - 18) : (4х2 -12х + 9) = х - 2 
4хВ - 12х2 + 9х 

+ 
-8х2 + 24х - 18 
- 8х2 + 24х-18 
+ + 

О 

Према томе 4х2 - 12х + 9 је 
Н. З, М. за прва два полинома. Па 

како је треlш дати rюлином ист,И, 

то је ова Mepa!i. 3. М. за сва три 
дата поЛинС>ма., 

-_.~ 
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§ 37) Примери за вежбу 
Растављањем на просте -чинитеље нађи највеЬу заједничку 

меру за: 

4) З6аЗЬх2у4 и 84а2f)ЗхВу2; 1) 
2) 
З) 

7) 
8) 
9) 

10) 
11 ) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 

..Ј 9) 
20) 

" 21) 

ЗО, 75 и 120; 
216, 240 и 512; 5) 9ас, 12Ь2с и 24ас2 ; 

4аЬх, 8асх и 18adx; 6) 14а2Ьс2 и 7abcd; 
ба3а2с, 12а2Ьс3 и 18а4Ь3с2 ; 
72х6 у6, 1 080х5 у5 z3, 90х7 у9 z8; 
ббхm+г yn+s, 44хm+г - 1 yn+s+2, lЗ2хт+г+1уn+s-2; 
15x2y2z2u2, 45уЗц4, 90X4y4Z 4u4 и 180хбуSц5; 

4 (т + ';)2 И 6 (т + п); 
аВ - а2р и арЗn; 

а2Ь - аЬ2 и а2Ь - ЬЗ ; 

24а2 + З6аЬ - 48ас и ЗаВ + 45а2Ь - 60а2с; 
18 (х2 ~ у2) И 27 (х _ у)2; 

аб - Ь5 и аЗ - Ь3 ; 

а2 - 1 и а2 + 4а + З; 
х4 + 2а2х2 + а4 + ах3 +. а3х и х4 

- а4 ; 
4а2 - 9Ь2, (2а + 3Ь)2"и 8аВ + 27ЬЗ ; 

x2 -7х+lO, х2 -4х-5-и х2 -8Х+15ј 
аЗ - а2х - ах2 + хЗ , аЗ - 3ах2 - 2хЗ и аЗ + 2а2х­
- ах2 - 2ах2 - 2хЗ • 

Верижним дељењем нађи највеnу заједничку меру за: 

22) 8хЗ 
- 6х + 2 и 8х3 + 16х2 - 5; 

23) х3 + 2х2 + 2х + I и х3 - 2х - ] ; 
24) 3х5 - х4 

- 3х + 1 и 3х4 + х3 + х2 + Х - 2; 
25) х2 

- 2а2 
- ах, х2 

- ба2 + ах и х2 + 2ах - 8а2 ; 
26) х2 -3х+2, х2 +х-2 и х2 -х-2; 
27) х3 - 4х2у + Зху2, х2у + 2ху2 - 3у3, х3у -х2у2_2хуЗ. 

§ 38) Најмањи заједнички садржатељ. Под садржатељем 

неког броја разумемо број у коме се дати број садржава 

без остатка. Тако, б је садржитељ за 3; 4аЬ је садржитељ за а; 
а2 _ Ь2 је садржатељ за а + Ь итд. Под заједничким саДрЖа­
тељем за два или више бројева или .израза разумемо број 

(израз) који је дељив свима датим бројевима (изразима). Тако, 

12 j~ заједнички садржатељ за 2, 3, 4 и 6; 15аЬ је заједнички 
садржатељ за 3, 5, а, Ь, За, ЗЬ, 5а, ~b, 3аЬ, 5аЬ и аЬ; сР - ь2 

је заједнички садржатељ за а + ь и а - Ь итд. 

Међутим, дати бројеви немају само један заједнички 

садржатељ, веn бескрајно много. Тако, бројеви 3 и 4 имају 
каЬ заједничке садржатеље: 12, 24, 36, 48, БО, 72, 84, ... ; бро­
јеви а и Ь имају као зај. садржатеље: аЬ, 2аЬ, 3аЬ, 4аЬ, ..• mаЬ итд. 



Међу бројевим~ који, мог.у бити заједнички С.адржатељи 

за дате бројеве један је најмањи и он се, зоне цајмац.иза--. 

једнички садржат.ељ (Н. З. ,~.). дакле, ПQД најмањимзајед­
RИЧКИМ садржатељем :разумемо најмањиброј (израз) од свију 
бројева (израза) који могу бити за дате бр,оје'1.е садржатељ.it. 

Најмањи заједнички ,садржатељи з.а д'ане бројеве: и~и. 

\Изразе нала:щмо, као и највећУ' заједничку меру,' на дБ,а на­
'Уина~ а)растављањем на чини~еље и Ь)помоЬу !fajB,e~e зајед':' 
ничке мере., ./ . ',. 

а) PaCTa~љaњeM на чинит е"!' е .' 

Ако су дати брЬјiви пјюстиили релативно ,прости, он!}а 
је њихов производ најмањи заједни.чки садржатељ; ако.. су :дати 

юројеви таквид'а MefJjJ њима постоји један У' коме се сви 

дати бројеви садржавају, онда је он најмањи заједнички са­
држатељ; aK~ су дати бројеви такви да н(/спадају'НИ у 
први ни у други случај, OH,lJ,a. I1x. рштављамо.најпре liа'просте 
чинитеље, а затим множимо' све различите чинитеље и' то 

I;ваки се од њих 'узима као ЧИНИТI;Љ онолико пута колико 

I;e ма у ком датом броју' највише пута јавља' као Чинитељ. 
добивени производ биће, траяrени најмањи ,заједнички садр:,· 

ЖQтељ датих бројева и израза. . 

Решени примери: ' 

1) На!ш Н. З,' С. зА ,3, Б и 7 .. 
Овде су дати бројеви прости, те је Н. З. С. = 3 ;5.-7 =105. 
2) Наhи Н, З. С. за 8 и ]5. 
Овде су дати бројеви релативно прости,' те је Н. З. С. == 

= 8·15 = 120. 
З) Наhи Н. З. С. за: Зас, 5аЬ,4а2Ьс и 60а2Ьс. 

. Овде се сви дати бројеви . садржавају у БОа2Ьс, те је тра::' 
жени H~ 3. С. = 60а2Ьс. 

4) Наћи Н. З. С. за 560, 660 и 480. 

Растављањем Ових бројева на просте чинитеље добија~о: 

560'12 660 2 480 2 Овде су различити чинитељи: 
2802 ЗЗО 2' 24022, 3, 5, 7 и 11, и 1'6 2 се јавља 
1402 . 165 З 1202 - највише пет пута (код IIl), а сви 
702 55 5 602 остали највише по једанпут. Стога 

355 1111 302 јеН.З.С.=2·2·2.2·2·3·5·7·1J=, 
77 1 153 =36960. 
1 55 

\. 
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1 Напомена. За посебне бројеве Н. З. С. налазимо На1 

следеhи скраhени начин: 

560, 6БО и 480 2 Треба све дате 'бројеве написати. 

280 3ЗО 240 2 у хоризонталном реду} ла с десне­

стране nQвуhи усправну црту. Затим .. 
делимо дате бројеве. са 2, ако међу' 
љима. постоји ма и један број који 

је дељив' са 2, колl1'чнике пишемО> 

испод датих бројева а делитељ 2 
с десне ·стране. Бројеве који нису де­

Љ~БИ са 2 спуштамо у ред колични-

140 
70 
35 
35 
35 

7 . 

165 
165 
165 
165 
55 
11 
11 

120 2 
.. 60 2 

30 2 
153 
5 5 
1 7 

11 

. дотле док наилазимо 

. ка. Дељење са 2 продужава C~ све 
на количнике дељиве са 2. Затим, као· 

са 2, делимо редове КОЛИ4ника са 3, 5, 7, 11, 13 итд. док год. 
на дну сваког стуба не добијемо количник једаfl. Множење:v" 

бројева с десне стране црте добијамо tражени Н. З. С. 

II Напомена. Ако међу· датим бројевима има бројева 
који се садржавају у неком другом датом броју, онда се ти: 

бројеви изостављају при тражељу Н. З. С.' Тако, ако се тражи 
Н. З. С. за 18,35, 3б и 70, онда бројеве 18и 35 изостављамо,. 
јер се први садржава у 3б а други у 70; тражимо Н. З. С .. 
само за 36 и 70, јер је очевидно да је број дељив са 36· 
дељив и са 18, а број дељив са 70, дељив је и са 35. 

5) Наhи Н. З. С. за: 

4, 12, 28, 3б, 25, 70 и 100'2 
14 18 35 502 
7 9 35 ЋЗ 
7 3 35 253 
7 1 35 255 
7 7 55 
7 7 17 
1 1 

Н.З.С. 

Овде је 

2·2·3·3·5·5·7 
=6300. 

б) Нађи Н З. С. за: 12а2 Ь3 , 15аЬ2с, 21а3с2 и 28ab~c. Овде 

је за коефицијенте Н. З. С. = 2·2·3·5·7 = 420, а за главне' 

12 15 21 и 2812 КОЈ1Ичине аЗЬ3с2 , те је Н. З. С .. 
б 13 21 1412 за дате мономе: 420ааЬ3с 2 • 
3 15 21 73 
1 5 7 75 

1 7 77 
1 1 

7) Наhи Н. З. С. за: хЗ-2х2+х,2ах2-2а и 5х2+ I ОхЗ+5х'1А­

Када ове полиноме раставимо на чинитеље, добијамо: 

х3 - 2x~ + х = х (х2 - 2х + 1) = х (х - 1)2;. 
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2ах2 - 2а = 2а (х2 - 1) = 2а (х + 1)'(х - 1); и 
5х2 + 10хВ + 5х5 = 5х2 (1 + 2х + х2) = 5х2 (1 + х)2. 
Овде су различити чинитељи: 2, 5, а, х,(х + 1) 11 (x-l)~ 

Узимајуlш сваки од њих у производу онолико пута колико.. 
се пута највише јавља, налазимо да је Н.З.С. 10ах2 (I+x)2.(1--:x)2;-

8) Најмањи заједнички с-адржатељ за полиноме: 
xB+x2-Х-l =х2(х+ 1 )-(х+ 1 )=(х+ 1 )(х2-1)_(Х+ 1 )2(х-l); 
х2-3х+2=х2-х-2х+2=х (х-l) ---'-2 (x-l) = (х-l) (x~2)'; 11: 

xB-2х2-х+2=х2 (х-2) - (х-2) = (х-'-2) (х2-1) =. 
~ (Х-2) (x+l)(x-l) је: (Х+1)2 (х-l)(х-2). 

Ь) ПОМОћУ йајвсhе заједничке мере 
Најмаљи заједнички садржатељ за два цела броја (из-· 

раза) раван је љиховом производу подељеном љихоВом најве-

пом заједничком мером. ... . 
Доказ. - Нека је D највећа заједничка мера за А и В:. 

. А В. Т .. 
и нека Је D = т и D = п. ада Је: 

А· ·DmиВ=Dп·· .(1). 

Одавде је: АВ = D2mn и A~ = Dmn (2). Па како jeDmrr 

најмањи заједнички садржатељ за Dm и Dn, односно за А 

, и В(1), то је ~, који је jeДH~K са Dmn' (2), најмањи заједнич-
ки садржатељ за А и В. Ако је D = 1, то је најмањи 

заједнички садржатељ за А и В њихов производ. У овом. 

случају А и В су' релативно прости бројеви (изрази). OBa~ 
начин изналажења Н. З. С. примењује се онда када су бро~ 

јеви (изрази) велики и незгодни за растављање на чинитеље. _ 
ПРJiмеря: 
1) Нађи Н.З.С. за бх3+t3х2 + 15х---":'25 и 2xS+4x2+4x-IО_ 

Највепа заједничка мера за дате полиноме је: 

(бхЗ + 13x2 + 15х - 25): (2х8 + 4х2 + 4х, - 10) =3 
бх3 + 12х2 + 12х - 30 .' 

+ 
х2 + 3х + 5 (1 остатак) 

(2хЗ +4х2 + 4х - 1 О) : (х2 + 3х + 5) = 2х - :2 
2х3 + бх2 + 10х 

-2х2 - бх-1О 
_ 2х2 _ бх _ 1 О 'Н. З, М. = х2 + 3х -t 5', ~ 

+ + + 
о 
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н а п о м е н а. Најмањи заједнички садржатељ за три и 

.више бројева (израза) налазимо када најпре нађемо Н. 3. С. за 
прва два броја, затим за нађени Н. З. С. и треhи број (израз), за­

тим за други нађени Н. 3. С. и четврти број (израз) итд. док 

.не добијемо Н. 3. С. од претпоследњег Н. 3. С. и последњег 

.броја (израза). 

§ 39) Примери за вежОу.· Наhи наiмањи ,заједнички садр-
. :.жатељ растављањем на чинитеље: 

1) 80, 120 и 150; З) 2а, ЗаЬ, 4аЬm и 15а2Ь; 

2) 5,7,15,21 и БО; - 4)8а,12аЬс,32а2си36аЬ2с; 

5) 4а, (а - 2}, 8 (а + 2),16 (а2 - 4) и 32 (а +2)2; 
6) 3а2 - 3аЬ, 6аЬ - 6Ь2 и 12а2Ь2 ; 

7) 8ас5 , 64а4сЗ (а + х)2 И 4аЗс (а _х)з; 

8) 26а4хn , 9аЗх2n и 3ба2хЗП ; 

9) ах + ау, х2 + ху, а2Ьх - аЬ2у и аЬх + Ь2у; 
ЈО) у2 -16 и уЗ - 64; 
1 1) а2 - 15а + 36 и а2 - 9а - 36; 
:12) а2+ 8а + 15 и а2 + 1Qa + 25; 
13) 27хЗ + 64 и 9х2 - 12х + 16; 
:14) (а+Ь), (а-Ь) II а2 -Ь2 ; 

Ј5) а2 - Ь2 , (а - Ь)2 и а + 6; 
.16) аЬ + ас, bd - cd " Ь2 е - с2 е; 
17) х+у, 3х-3у, 6ху+6у2 I1 х-у; 

18) а - 1, а2 + а + 1 и (/З - 1 ; 
19) а2 + Ь2, (а - Ь)2, (/2 - Ь2 , (а+ Ь)2; . 

:20) х2 - у2, Х - у, хз - уЗ, Х + У и хз + уЗ; 
21) х- у,х2 +ху+ у2,хЗ - уЗ, х+ у, х2 - ху+у2 ихЗ+у5; 
22) 2а5 - 8а4 + 8аЗ , 3а5 - 6а4 и 8аЗ - 32; 
:23) х3 - 2х2 - Х + 2 и хВ + 2х2 - 9х - 18. 
Наhи Н. 3. С. помоhу нај. зај. мере: 

24) 561 и 1530; 25) 81 б, 765 и 697 . 
. 26) aff -49a-120 и а2 + 10а+25; 
27) а4 + ЗаЗ + (Ја2+ 5а + 3 и аЗ + 2а2 + 2а + 1; 
28) 4х2 +4х-,-З и 6х2 -7х+2; 
29) хз - 4х2 у+Зху2, х2у+2ху2 - 3уЗ и хЗу - х2у2 -2ху3; 

:ЗО)'2Iх3 +20х2 ,--3Х-2, 6х3 -11х2 -12х+5 и 

3х3 - 10х2 - 9х+ 4. 
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§ 40) Разломци. Ако једну целину узмемо за јединицу па 
је поделимо на нек,олико јеДН,аких делова, онда ·се сваки 

такав део зове разлрмљенајеДШ;IИца. Збир од-две -ющ више 

разломљених јединица зове се разломак или разломљен број. 

Тако, ако јединицу под.елимо на б једнаких делова, онда је 

1. 2 З 5 
б разломљена Јединица, а б' б' б разло~ци. Код разлом:, 

ка разликујемо два дела: бројитељ и именитељ. Имени­

l'ељ показује на колико је једнаких делрва подељена једи:­

ница, а бројитељ колико смо таквих делова узели. Код раз-

ломка ~ именитељ -је Ь а _ бројитељ~. -Рззломак ће би;'и l!paB, 

ако -j~ брОјитељ мањи од именитеља, 'анеправ, ако је бројитељ о 
веhи од именитеља. Цели и разломљени бројеви једним- -се 
ЈЈменом зову рационални. Општи облиk рационалних бројева 

, ' 
. ., ап 
Је разломак, Јер Је а = п'" те, су правила за рачун ск е опе-

-рације и целих и разломљених бројева иста. 

Ако су А и В цели рационални изрази и ако А није де-
/ ,А-

љиво са В, то се количник В зове разломљен израз или ра-

о - 5х2 + Зх - 1 .' -
.ционалан разломак. Тако, х2 _ l' Је рационалан разло-' 

маК. Раци~)Налан -разломак j~ прав, ако је,. степен бројитеља 
.мањи од степена именитеља,) а неправако је степен броји­
теља једщl.К степену именитеља, или је степен бројитеља веhи 

,ОД степена именитеља. 

Сваки неправ разлdмак да се претставити као збир од 

једног Цf:ЛОf и једног разломљеног броја (израза): Тако, -

хз + 9х2 + 12х - 16 = х + 7 + х + 5 
х2 + 2х - 3 х2 + 2х - 3 . 

§ 41) Особине разломака 

а) ,Сваки је разлома,к једно означено дељење. Тако, Ђ-= а: Ь, 

јер подешiти а са Ь· значи поделити поступно сваку јединицу 
. З - 1 о 1 1 

бро)ааса Ь. ТаКО'2=З :2=(1 + 1 + 1):2=2 + 2' + 2-'~ 
Ла како Ь-ти део од 1 је -}, то је Ь-ТI1' део ОД а јединица \ 

. t." 1 _ а - -
.а пута вели ОД Ь ,или разломак Ь' АКЈ:> при деоби једног броја.,: _, . 
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с другим бројем ДОбијамо количник - и деони остатак," онда 
се остатак означава као разломак чији је бројитељ ОСтатак 

, 3 
а именитељ делитељ. Тако, 35 : ,8 = 4 + "8; ако делимо а са 

,­
Ь; па добllјемо КОЛИЧник q и остатак г, то је а: Ь = q + ь' 
Одавде је. а = (q + ~) Ь = bq + г:= Ь q + г. 

Ь) Ниједан раЗЛОМак не мења' своју вредност ако и бројитељ 
и именитељ ПОМНОЖИмо или поделимо једним истим бројем. 

Доказ. - Како је сваки разломак једно означено де­
љење, чији је дељеник бројитељ а делитељ J-ЈмеНЈ-Јтељ, а по­
знато је да се КОЛИЧник не мења, ако и дељеник и делитељ 
ПОМН0ЖИМО или поделимо једним истим бројем, то се ово· 

правило за количник Два броја примењује за вредност раз~· 
ломка. Тако, . 

а ат а а: т 

Ь=ЬтИЬ=Ь:m 
6 
8 С 

А' .-·-I-·-i---I-:--I-·-l-~-I-.-l-._. в 
~,------~~------~ 

Сл. 2 

О овом се уверавамо и из­

сл. 2. Ако дуж АВ подели­
мо на 8 једнаких делова, ·па 
узмемо таквих делова 6, онда 
отсечак АС. претставља раз-

6 . 
ломак 8' Међутим исти ова]: 

з 12 
отсечаk претставља разломаК"4 и разломак 16' добивени од 

6 . 8 дељењем (множењем) и БРОЈитеља б и именитеља 8 са 2," 

јер ако исту дуж АВ поделимо са 4, односно са 16, па узмемо· 
З (12) таквих делова, добијемо опет њен отсечаk АС. Исте­
особине важе и за рационалне разломке. 

§ 42) (}краћивање разломака и њихово дово1јење на зајед­
нички именитељ. 

а) Снраfiuвање Рuзломана. Скратити један разломак значк 
роделити му Ј-Ј бројИl'ељ и именитељ једним !'Iстим бројем. 
Ово скраhивање врши се да бисмо добили разломак чији су 
бројитељ и именитељ најмањи релативно прости ~ројеви 
(изрази), а вредност Се разломка не мења на основу правила 
под Ь) § 40. При СКРctfiИвању разломака делимо бројитељ и 
именитељ ЊИ'Ховом HctjBehOM заједничком мером. Ако броји-' 
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тељ и именитељ разломка нису мономи, већ полиноми, онда' 
их пре скраhивања растављамо на просте чинитеље, па Ьесе 

Qдмах видети. једнаки чинитељи у бројитељу и именитељу 

]{оји~а се разломак може скратити. 

Решени примери.~ 

, 25а2Ьх . ". . ' 
1. Скратиl'И разломак 40аЬ2х. Овде Је за БРОIи!ељ и име-

нитељ Н. 3. М. = 5аЬх. Ако поделимо и БРОјi1тељ и именитељ 

б . ~ 5а 
с овом мером, до ИЈамо скралени разломак 8Ь. 

2ах-а+ JOXc-5. . ' 
2. Скратити раэломак, 5 + 5 . Акораставимо 

а-ах- х ,,' 
, . (2х - 1) (а+,' 5) 

на чинитеље бројитељ и именитељ добијамо: ' 
(1 ~,x) (а + 5)" 

. 2х-1 
Скраlшвањем са (а + 5) доБИЈамо. Ј'::- х· 

, ' , х2 +3ху+2у2, 
3. Скратити разлома,1\ х2+ бху + 5у2.;Ако бројитељ и 

(х +у) (х +2у) ",' 
именитељ раставимо на чинитеље, добијамо: (х + у) (х + 5у)· 
, , х+2у • 
Скраhивањем са (х +, у) добијамо , +-5 . 

" х, у 

Напомена. При одређивању бројне вредности једног 

рационалног разломка за неке посебне ~редности општих 
, ' о' 

бројева, често наилазимо на неодређену вредност ()' ако 

супституцију извршимо пре скраhивања разломака. да ,бисмо 

нашли праву вредност дотичног разломка, треба. супститу" 

. ' ,х2+5х-lб 
ЦИЈУ да извршимо после скраhивања разломка. Тако, х2+5х-24 

за х = - 8 имаhе пре скраlшвања привидну неодређену вред­

ност -~, а праву његову вредност наhи ћемо, ако бројитељ и 

именитељ раставимо 

,. . х-2 
њем доБИЈамо: --3 

х-

. (х+8) (х-2) ., ' 
на чинитеље. (х+8)(х _ 4) па скраhива-

. '-8-2 - 10 10 
а СУПСТИТУЦИЈОМ ' , = -- '= -, -8-3 - 11 ,р. 

Ь) Довођење разломака на заједнички имените~ 

Два или више разломака различитих именитеља дово­

димо на заједнички именитељ, на основу правила, под Ь) § 40, 
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ако и бројитељ и именитељ свакога разломка помножимо 

таквим једним бројем, да добијемо разломке једн.1КИХ име­

нитеља. Број којим треба да множимо и бројитељ и име­

нитељ сваког разломка је количник између заједничког садр­

жатеља именитеља свих датих разломака и именитеља дотич­

ног разломка. Обично овим количником множимо само бројитељ 

а не и именитељ разл6мка, јер је производ. од именитеља 

разломка и количника најмањи заједнички садржатељ. 

Примери: 

. 4 3 7 5 7 
1) Доведи на за]. именитељ: "5' 4" ' 8' 12 и 18 . 

Овде је најмањи зај. садржатељ за именитеље 360. Стога 
бројитељ Ј разломка множимо са 72 (количник између 360 и 
5), 11 разломка са 90 (з60 : 4 = 90), щ разломка са 45, IV 
разломка са зо, а V разломка са 20. Именитеље~тих разло­

мака не множимо поменутим количницима, јер унапред знамо 

да ћемо добијати свуда именитељ 350. Овим поступком да-

_ 288 270, 315 150 140 
БИјамо разломке: 350 ' 360 ,.' 350' 360 и 350 . . , ' 

2) Доведи на заједнички именитељ разломке: 
а+l а2 +2а3а а2 -1 
-- --и---
а-l' а2 -1 'а+l а2 +1 

Овде се (а - 1) и (а + 1) садржавају у а2 - 1, а за а2-1 
и а2 + 1, који су'релативно прости изрази, заЈеднички је име­
нитељ њихов производ а4 - 1, или (а + 1) (а - 1) (а2 + 1). 
Стога бројитељ Ј разломка множимо са (а + 1) (а2 + 1), Il 
разломка са (а2 + 1), III са (а - 1) (а2 + 1), а JV са (а2 - 1). 
Тиме добија.мо разломке: 

(а+ 1)2(а2 + 1) (а2 + 2а)(а2 + 1) 3a(a-l)(a2+l) (а2-1)2 
а4 -1 ' а4 -1 ' а4_1 и а4 _1-

§ 43) Задаци за вежбу 

а) Скрати разломке: 

5аЬ2 2) 18ах2у _ 3) 39a~b5(a+b) 
1) 7аЬс' 30аху2' 55аЬЗ(а+Ь)2 

а5 -а2Ь 
4) аЬ2 _ ЬВ ; 

а2+2аЬ+Ь2 _ 10ху - 25у2 
5) а2 _ Ь2 6) 9x2~30xy+25y2 

50а5 - 72аЬ2 . 
7) 25a2-50аЬ+З6Ь2 ' 

8) 23аЗЬ2с5+45а5Ь6 _ 9) ap+bq+bp+aq . 10) Ь2-5Ь-Ьс+5с. 
45а5Ь2с5+92а5Ь6' 2ap-bq-bp+2aq' Ь2-3Ь-Ьс+3с', 

11) tu + tv . а2 - Ь2 . х5+5х2 _ 8а - 5Ь 
и2 _ v2' 12) аЗ _ Ь5 ' 13) х2-25 ,14) 27Ь2-48а2 ; 



в) Доведи на заједнички именитељ р~зломке: 

а с ' ' ь d 2а2 3Ь2 5аЬ 
1)' Т и 7; 2) За Ji gc; 3)7' fi2 и 7; 

5а 2Ь2 ЬВ а2 

4)~, 7ЈС и аЗе; 5) ь и ~-; 

7 ЬЗс аВ Ь4 5Ь5сВ а Ь2 аЗ 

б) и· 7) -' -' - и 
24a4d6

' 18с5х 3ба8d 12 " ,,'a~b' a~+ab a2b-:-ЬЗ " 
За 2х 5а' I 

8) 2 ' +' 2-~ 'и З+ 2 2 xB-ах ' _ х а х. ах -2а х 

а2 х2 

x2(x2~a2) \и аЗ(х~а) 
А В 

1 О) 9аЗ -,-,9а2 Ь ' ' • ба4ЬЗ + 6аЗ 'Ь4 ' 
В 

(b~a)(b-c)' 

с 

18Ь(а2 - 2аЬ + Ь2)' 
С 

(с-а)(с-Ь) 

§ 44) Сабирање и одузимање разломака 
а) Два или више разломака једнаких именитеља саби­

рамо, када им, саберемо само БРо1итеље, а заједнички имеl-ЈИ-
тељ потписујемо. Тако, ,1 

~+~+~=a+b+c. 
т т т т '. 

Ь) Два или више рааломака различитих именитељ а са-, 

бирамо, када их претходно доведемо на зајеД/fИЧКИ именитељ,. 

а затим поступамо [10 првом случају, тј. саби.рамо бројитеље 

а заједнички именитељ потписујемо. Тако, 

~+~+ m,=adn + Ьсп + bdm=adn+bcn + bdm. 
Ь ,d п bdn bdn bdn bdn - . 
с) Два разilOмка једнаких именитеља' одузимамо,kада' 

бројитељ умалитељеводузмемо од бројицља' ума.љенищJi.Щ -/ 
а заједнички именитељ потписујемо. TaKO~ . 



а Ь а-Ь а Ь с а-Ь-с 
т -т =-т' т'-т -т = т 

d) Два разломка различитих именитеља одузимамо, када 
-их претходно доведемо на заједнички именитељ, а затим 

бројитељ умалитељев одузимамо од бројитеља умаљеникова,' 

·а зајеДНИЧl!И именитељ потписујемо. Тако, 

а с ad Ьс ad - Ьс 
ь-([-- bd-:-bd=-~; 

а с р adq-bcq- bdp 
b-(f-(j= bdq 

НаМОМеЈЩ. Ако имамо дасабирамо (одузимамо) цео 

'број с разломком, или обрнуто,' разломак с целим бројем, 

онда најпре цео број множимо И делимо именитељем, чиме 

.Добијамо да сабирамо (6дузимамо) два разломка једнаких 

.именитеља, а затим поступамо као под а) или под с). Тако, 

1) а+.Е.=ас+!:..=ас+Ј'. 2) а _.E.=ac_.E.=ac-Ь; 
. с с с с'· с с с с 

.З) ~ + с = ~ + Ье = а + Ьс .·а а' Ьс а - Ьс 
Ь Ь Ь Ь' 4)ь- С=ь-ь=-ь-' 

Овде у ствари имамо да сабирамо (одузимамо) два раз­

.ломка различитих именитеља, јер цео број можемо сматрати 

као разломак чији је именитељ 1. Увек се, дакле, множи цео 

·број са именитељем, и добивеном прои;зводу додаје се бројитељ 
разломка (са својим знаком); све то узимамо за бројитељ ре­

.зултата а именитељ потписујемо. 

Примери за вежбу: 

а Ь х у 
1) Т + тј 2) т - т ; 

ху yz 4) ____ о 
п п' 

5) Зх_2х+~. 6)Зх+5х_12х. 
т т т' п п п' 

а Ь 
8)--х- т~; 

9) ~+~. 10)~_L. 
т п' п q' 

2Ь 7с 12) ./аП + ьт + те " 11) 9а4 - 6аЬ2ј 

1 З) За _ 5а + 4d. 
Ьс bd Ьј' 

15) 

Л) с + d _ с --:- d . 
. Зс 4с' 

acxn ' 

ЗЬ а 8с 
14) 5a2 -БЬ2 -ТSаЬ ; 

16) а t Ь + а . Ь Ь ј 
. 2а-зь+за-2Ь 

18) 4 5; 



19) Зх - 2у _ 4у + 2х + 22у - 9х о 
З 5 15' 

20) 20а2Ь + с2 + 2 Ь2 __ ~ о 
10аЗЬ2 а 2аЬ' 

21) 6с + 5Ь + За-5Ь _ a-~_ 4с-:-5Ь + ~o 
6Ьс 15аЬ 12ас " 2аЬс 4а' 

22) (а - Ь)2 + 1 о 2З) 1 _ а2 - Ь2 - с2 о 
4аЬ' 2Ьс ' 

4хВ - 4х2 '+ х' Ь а 
24) x-.l- 4х2 +4Х+l; 25) а-Ь+ а+Ь; 

х х . а- Ь . а2 + Ь2 о 
26) 1 _ а2 - а2 +1; 27) 2(а+Ь) + а2 _ Ь2' 

28) '2а + Зх 2а - 3х 29) _a_+~_ 2аЬ 
2а-Зх Зх- 2а' а-Ь а+Ь а2 -Ь2 

ЗО) ~ + з 2а ~ ЗЬ 1 2 l' 
а Ь-2а 4а2 - 62; Зl) х+ 1-х+2 + х+З;. 

5 24 о 
32) 2а+2 -10а-l0 10а+15 ' 

а+Ь а-Ь а2 -Ь2 о 
3З) а _ Ь + а + Ь - а2 + Ь2 ' 

34) 1 + а-З +За-2а2 

а - З , а2 + За + 9 аЗ - 27 ; 

х+у х-у 2 о 
35) х2 + ху+ у2+ х2 _ ху + у2 + х4+х2у2+у4' 
36) а + 2х Зе - а + а2 

- сх о 
За - Зх - 2а - 2е а2 - ае + ех - ах ' 

'. 1 2а 1 
37) а2 + За + 2 + а2 + 4а +3 + а2 + 5а + 6. ; 

38) (a+b)2- с2 +а-Ь-с а+Ь+с о 
а2 -.Ь2 + 2Ье- с2 а + Ь - е - а - Ь + с ' 

39 1 + . 1 + 1 о' 
) (т - п) (m- р) (п - т) (п - р) (р - т) (р --'-'- п) , 

40) __ а_+' а2 +а-l + a2-a~1 
а2 -1 ' ад - а2 + а - 1 аЗ + а2 + (l + 1 - а4 . 1 ; 

- 7х+.Зу Зх-4у 5х2 -Зху ху-2у2 
41) 6ху _ 2у2. . 9х2 + Зху + 27xS-Зху2 -i8x2y-2y2 t 

§ 45Р "Множење разnомакао Разломак се множи. рi1злом~ 

Алгебра V .Н .УЈ 5 



ком, кад се помножи бројитељ бројитељем а именитељ име· 

нитељем. T~KO, 

а С' ас 

Ь' ([ = bd . 

Када имамо цео број да множимо разломком, или обр­

нуто, разломак с целим бројем, онда' замишљајуhи да је цео 

број разломак, чији је именитељ 1, поступамо по горљем 

правилу, тј. множимО цео број бројитељем а именитељ пот­

писујемо. Тако, 

Ь а Ь аЬ а а С ас 
а,([==т· ([=([; Ь' С=Ь' Т=Ь" 

Доказ. Како је а = ~ ~ Ь и с = ~ . d, то множењем ?вих 

двеју једн-ачина добијамо: 

ас = ~. ~. bd _ (јер производ левих страна мора бити. 
раван производу десних).-

Ако и леву и десну страну ове једначине поделимо са. 

d б · ас а С - б а -с ас 
Ь , до ИЈеМО: Ьd = Ь' ([' или о рнуто ь' ,{ = bd' чиме-

је горње праВИЛI) доказано. 

Примери за вежбу: 

1) ~ . С' 2) 4а
2 

• 3Ь2с3 ,' 
Ь' Ь2 

4х2у2 
З) 15р4Ь9 • 45p 2q2; 

5а2Ь 4Ь2с 9 c2d 
8) Зсd' 15а2 'lБЬS; 

1805 (a-х)Вс п - 2 
10) d4 ' • 

2х бz 7у 
11) 3 у' 35 х' 8z' 5х; 

х2 - у2 Зх. 
1 З) х2 + у2 • Х _ У '. 

хВ+уВ х+у. 
15) х _ у . хз_ уЗ ' 

Зс 
ЬР (Х-l)" - :!' 

9a2bR -2 2cdm+ q 

7) сЗdm - р • - ЗаБЬ2 ; 

9) 3Ьх2 б ( + )2 4 З. 
8(х + у)4сЗ' - Х У с х , 

5а2 

9c R - 4 (а-х)5 ; 

а (с + а) 

12) а+-.!. ~. 
ь а2-1 ' 

14) аЬ + ас. аЬ -ас. 
bd ~ cd bd + cd ' 

а2 + аЬ аЗ 
- ЬЗ 

16) a2-b2~-ab(a~b) Ј-

17) Ь(а- С) 
a Z + 2ас +,с2 а2 -2ас + с2 ' 



. х2 + ху + у2 х2 _ у2 . 
18) хз + Зху (х + у) + уЗ' xB'~ уЗ . 

19 а2 - 2аЬ+ Ь2 • аЗ +ЬЗ 

) а2 - аЬ + ь2 а - Ь '. 

20) х2 + (а + Ь) х + аЬ '. х2 
- с2 

х2 -(а-с)х-ас х2 _а2 ' 

21) (a+b)(~+~); 22) (~+~)(~-b); 2з)(~2_а}(с_~); 
. ' ~ 

24) ~- . (!!.-_~). 25)(1+a+b)(2_~)' 
а + ь ь а' а - Ь " а + Ь' 

26) ~2+xy . (~ __ y_). 
х2 + у2 х-у х+у'" 

27) е:+ ~:- :-~ + 1 )(~ - ~); 
28) (х ~ у + у ~ х). ; t i2 ; 29) (1 + а ~ ~2 t ~) (1 --еа2-); 

. ,. 

3b)(;;+~~ ~)e+;~l); 3f) ~+~'~+::;(Г+I~ а); 
32) (~ ___ 3_" ) (х + у _ х _ у). 

5х х+ у 5х" ' 

33) (;z - :у - ;у ~ ~) . (1 - Х +2;+ z); 
34) ( 4ху _ 1) (1- 2х ). 

Z2 - х2 - у2 + 2ху .. х + у -.ј,. z ' 

35 х2 
- 2х + 1 . х2 + 3х + 2 . х2 

- ~ • 
) х2 + 2х + 1 х2 - 3х + 2 . х2 -:- 1 • 

36) а6 
- Ь6 

• а2 + Ь2 
• аВ + ЬЗ • 

а4 + 2а2Ь2 + Ь4 а2 -.: аЬ + Ь2 аВ - ђа 

§ 46) Дељење разломака 
"Разломак делимо разломком,' каД(l ПQдеJlИМО "БРQјJrlтељ 

бројитељем а именитељ именитt!љем, ако је то Moryhe, а ако 
је то немогуће, онда најпре бројитељџрвог раЗЛQмка МНОЖИМQ 
именитељем другога, затим именитељ првог множимо броји­
тељем другог разломка, па први fIРQИЗВОД узимамо за броји-
тељ, а други за именитељ резултата (количника). Тако, . 

а) ах. ~=ax: х =!!.-. Ь)!!..:. .!!!:...=:!п 
Ьу'у Ьу:у Ь' Ь"п Ьm' 

а т а п ап 
На краlш начин: ь: п = 7i . т;=:; Ьm' тј.' први. р~зло-

мак множимо са реципрочном вредношhу ДРУГQГРЩIЛQМIЏ\ •. 

5* 
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Да је ово правило тачно, уверавамо ct', и код првог и 
код другога примера, множењем количника делитељем, чиме 

добијамо у оба случаја дељеник. 
Н а п о м е н а. Када имамо да делимо цео број разломком, 

или обрнуто, разломак целим бројем, щща опет поступамо 
по горњем правилу, јер замишљамо да је цео број разломак, 
чији је именитељ јединица. Тако, 

.ь . а Ь а с ас . а а с а 1 а 
а) а:с=у:с=т.ь=ь; Ь)ь:С=ь:т=ь'с=Ьс' 

Добро упамти: када делиш разломак целим бројем, увек 
само множи целим бројем именитељ разломка. 

Примери за вежбу: 
а а2 

1) ь: а; 2) а3 :с; 

1 аЬ 
5) ь: а; б) cd: аЬс; 

9) -аь : -ь1 i 10) ~: ба~ . 
с С' 

29) 

30) 

31) 

х 
З) -: Zi 

у 

7) 9тЗn2 : 8n 2 • 
8pq , 

11)24ху .!~. 
7аЬ . 9аЬ' 

4) x:Li ' 
Z 

-7х2у2 
8) 49х2у3: --' 

11pq' 

12) 7аЬ . 5рЬ. 
Зтп' 1lху' 

аЗn-2 аn+2 

14) bmQ+1 : b~т+mn; 



32) (Х2 + у2): (.2-. + ~)~ . 
у ~ у х, 

(а- Ь Ь - а) (1 1 ) 
33) 5а62" + lOа26 : 10а2Ь - 5аЬ2 ; 

34} 

37) 

40) 

43) 

46) 

49) 

51) 

52) 

53) 

!!.+~ 
т т 

с 

т 

~ , 

а, Ь 

х2 -;:У. 
с 

ху2 

, 

ь с 
-~-
п п 

а' 
35) 

п 

а с 

ху + у2 
38) , Ь 

х2у 

39) 

36) 
---
х у 

тп 

т+m+п. 
тп ' 

т-т+п 

l_---Е_ ~.l_x-y, 2-п п+2 

х+у. 41) х-у х+у. 42) 2+л п-2 

1+-У-
, 

х - у + ~-=f- у , 2+п п -2' 
х-у х+у х-у 2-п п+2 

т+п т2+п2 т+ п тз+пз 1 
m2_п2 т-п -mз-пз 1+--

т-п 45) а+l 
тЗ-пЗ~' 

44)----'· 
1-----.!-

; 
т-п, т~n т2+п2 ' 
m+-п тз+п· 

--+----
т +п т2_п2 а+l 

2 Ь2 

-~--y 1--- а---

х+2. 47) а+Ь. 
~~) 

х-у 

2 
, 

а2 
, 

у2 

1+-- Ь--'-- х---, х-2 а+Ь х-у 

1 1 
р+2--- х---

1 р+2. У 50) 
Р 

, 
z y(xyz + х +z) 

р+2 + --- х+---
р+2 yz+l 

а-l Ь-l с-l 
-а- + -ь- +,-с-, 3аЬс 

_1 +_1 __ 1 ~, 

а Ь с 

bc+ac-аЬ 

1 1 ' 

а + ь +с ( b2+c2-a~. 
1 l' ~ 1 + 2Ьс -) , 
а--Ь+с 

а 

1 + 2а2 
l+а+-­

l-а 

1 
54) 1; 

2---
1+_1 

а 

; 

. :'-.' 
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55) 

58) 

1 ' 
а+--Ј-· 
а+­

а 

аЗ - ЬВ 

2+ хЗ 

а -
а 

56) 1----.......... -
х 

а+-----:::-­
+х_-_2а 
х-а 

2а3 аВ + ЬВ 

5~ аЬ ~ + ~ 
2а+ a~ b~ а+Ь a-ь+ а _ ь 

t t t 

60) 1 + а + 1 + а. + t а . 
1---~ а _11_ 

l+а 1-а 1+а 

§ 47) Израчунавање бројних вредности разnомљених израза 

При одређивању бројних вредности разломљених израза 

супституцијом општих· бројева ЊИХQВИМ посебним вредностима 
О О т ОО 

врло ';IecTo наилазимо на симболе облика: т' О' О и оо' Код 

§ 26 видели. смо да је ~ = о;gпретставља неодређен израз, 
т 

јер може да претставља ма који број: а, Ь, с, .. . ј 0= ОО; а 

код разломака јавља се и неодређени израз ::' који може 

имати једну одређену вредност. Да бисмо нзбегли добивање 

О оо 
неодређених израза О и ОО код разломака, треба претходно 

да извршим6 скраhивање, ако је' оно могуће, или треба да их 
доведемо на такав облик дасупституцијом општихбројева 

љиховим посебним вредностима избегнемо добивање неодре-

О ОО 
ђених вредности О и ОО • 

Примери: 

1) Нађи вредност израза х
2 -4х+4 

2 4 за х = 2. Акоизвр-
Х -

шимо супституцију, пре скраlшвања, добијамо неодређен израз 

О х-2 
о· Међутим, скраhивањем датог разломка добијам.о х + 2' а 

О 
супституцијом LГ =.0. Његова је, дакле, бројна вредност О 



:за х=2. 
x2~a2 

2) Hahl1 вредно.ст и?р;а~.а а2 _ Зах + 2х2 ~q. х-; 4:. f[p.e 

<Ск,Рдhивања до.биi-амо. супепп'уцијо.м ~ ,а ако. Щ!~IЩIJ\;l.о. .ирет.". 
4, б' х + а , 2а 2 

:хо.дно. скраливање, до. ИЈамо. 2х .. о' СУПСТИТУЦИЈо.м.~ =.' 

. . 5х+4. 24 
3) За х = 4 вредно.ст разло.мка Х _ 4 Је О = ОО. 

3х2 

4) За х = оо вредно.ст разло.мка 4~9 пре скраhивања је 

- о. 
оо' 

по.сле скраhивања до.бијамо. разло.мак:х, чија. је вред-
3 

за х == ОО, - = о. 
оо 

!Но.ст, 

х2 -1 
5) Наhи вреДIЮСТ раЗЛQМIЏј. 2 +.. 2 за х == оо. " . ' х х-

Ако. изврши~о. о.дмах супсти:гуцију, до.бијаМ,о.~,з,ра;Ј:, 
.али ако. И· бројитељ . И именитељ евога раЗЛQмка ,подеnимо 

I-...!.. 
х2 

nретхо.дно. са х2, до.бијамо. извршимо. супсти-1 2' па 
1 +х-- х2 

1 
1--

. б' ср 1 -.о. .1 
~УЦIlЈУ, до. ИЈамо. 1 2 = 1 -1- О - О = - = 1. 

1 +----
оо оо 

Примери аа вежбу: 

х2 -6х+ 9 _. 
~) 2 ,О -+ 1'5 За х -3, 

х -",Х: 

а? -З[1Ь + 4Ь2 . 

З) а2 + аЬ -2Ь2 зд а -== Ь; 
Х2-2х+ 1 

.5) х2 -5х+4 за Х= 1; 

х9 _х2 _х+ 1 
7) , 'за х= l' 

. х2 -2х+ 1 ' 

x!!.~ (12 
2) - .. -, --2 ,ЗД .Х ==.а ; 

ах-.(Ј 

г2 + 2rs + S2 _. 
4).. (2' ~ $2 - ,~,~ r - s" 

2 1 
6) -2--1---1 за a~ 1; 
а- а-

3.а-.3 .8). " за й= 90; 
2а2-2а 

а х+а хВ+х' 
1}) х2 _ а2 : х9 _ аЗ за х = а; 10) х9 +1 за Х = оо. 

§ 48) Лретварање обичних разломака у децималне, И'QЦРН,У'fO 

а) Обичан разломак, прав или неправ, претварамо у де­

.сетан, ако му бројитељ поделимо имените.1!>ем. 
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Примери: 

3 
1) 4=3:4=0,75; 

7 
2) 5 = 7 : 5 = 1,4; 

17 
3) 20 =17: 20=0,85; 

113 
4) ~ ....:.. 113 : 25 = 4,52: 

2 . . 
5) ·з- = 2: 3 = 0,666 ... = 0,6; 

5 ~ ---
6) 7 = 5: 7 = 0,71428.:>714285 ... = 0,714285; 

37 - 13 . 
7) П = 37: 11 = 3,3636 ... = 3,36; 8) 9 =13:9=1 ,44 ... = 1,4; 

5 . 
9) б = 5 : 6 = 0,833 ... = 0,83; 

26 . 
10)-5 = 26: 15 = 1,73. . 1 

Из горњих примера се види да при претварању обич­

них разломака у десетне наилазимо на тројаке десетые раз­

ломке, и то: 1) на коначне, тј. на разломке са ограниченим 

бројем децимала; 2) на чисто периодичне, тј. на ра~ломке код. 

којих се један или више децимала непрестано понављају (јдмах 

после десетне запете; и 3) на нечисто периодичне, тј .. на раз­
ломке, код којих се цифра или цифре, које се понављају, по­

чињу да се понављају после једног, два или више децимала. 

у примени врло важно је знати, пре претварања обичног 

разломка у десетан, да ли ћемо добити као резултат коначан 

или периодичан разломак. Коначан десетан раЗЛQмак добијамо 

само онда, ако је именитељ 2, 5, или такав сложен број 

чији су прости чинитељи или само двојке, или само петице .. 
или двојюе и петице једновремено. У сваком другом случају 

добијамо периодичан десетан разломак, и то: чист, ако је име­

нитељ ма који прост број, осим 2 и 5, или сложен број којн. 

нема простих чинитеља 2 и 5, а 'Нечист, ако је именитељ сло­

жен број који има, поред других, још простих чинитеља 2 и 5,. 
или 2 и 5 једновремено. Код горњих примера: коначни су 1,. 
2, 3, и 4; чисто периодични: 5, 6, 7 и 8, а нечисто периодич~ 

9 и 10. 
Ь) Коначни десетан разломак претварамо у обичан, када' 

децимале узмемо за бројитељ, а за именитељ 10, 1'00, 1000, ... ,.. 
што зависи од броја децимала. Ако је један децимал, узимамо· 

10, два децимала 100, три децимала 1000 итд. 

Примери: 

75 3 
1) 0,75-= 100 =4; 2) 

4 2 7 
1,4=110=15=5;' 

85 17 
З) 0,85 = 1 ОО = 20 ; 4) 

52 13 
4,52 = 4 100 = 425 ;. 
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:;) 09518 9518 4759 
v , == 10000 = 5000; 

525 21 
6) 5,525 =51000 = 5 40 . 

с) Чист периодичан разломак претвС!рамо у обичан, ако ци-· 

фру или цифре, које се понављају, узмемо за бројитељ, а за име-­

нитељ УЗИllfамо онолико деветица колико има децимала који' 

се понављају. 

Примери: 

6- 2 
1) 0,6 = 9 = з; 

- 6З 7 
2) 0,63 = 99 = п; 

9 3 37 143 

---- 714285 79365 26455 715 5 
3) О, 714285 = 999999 = ттпп = 37037 = 1001 = 7 ; 

-- 492 164 
4) 5, 492 = 5 999 = 5 333 . 

Доказ. ~ а) За први пример: 

Ако 0,6 
деJlИМО са 9, 

0,6- 1 
""'6=9 или 

поделимо са 6, . добијамо 0,1111 ... , а 
добијамо исти КОЛИЧIIИК 0,111 .. . 

. 1 6 
0,6=6· 9=9' 

Ь) За други пример: 

ако 1 по­
Стога је:. 

Ако 0,63 поделимо са 63, добијамо 0,010101"., а ако· 

поделимо са 99, добијамо исти количник 0,010101 

С . О, 63 1 . -о 63 63 
тога Је БЗ = 99' а одавде Је , -= 99 ' 

НЗ. Ово правило не важи за 0,9, јер ~ = 1, а не 0,9, 

d) Нечисто периодичан десетСЈН разломак претварамо у 

обичан, када за бројитељ узмемо разлику измеђУ целог деци­
малног дела и броја од цифара Које.се не понављају, а за­
именитељ узимамо онолико девеТЈща колико имq децимала­

који се понављају и онолико нула колико има децимала који­

се не понављају: 

7539 -75 7464 622 
1) 0,7539 = 9900 = 9900 = 825 . 

Дvказ: Ако 0,7539 најпре помножимо са 100, добијамо чис. 

периодичан разломак 75,39, који кад \:е претвори у обичан,.. 

_. 7539 -7464 ' , 
ДООИЈамо 99 = 99' а затим кад поделимо оваЈ резултат 

7464 622 
са 100, добијамо 9900 -;- 825' 
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f1 

2) 26384 = 2 6384- 6 = 2 ?378 = 2 1063 
" 9990 9990 1665 ' 

Доказ је истоветан, само што се овај децималан број 
шајпре множи са 10, да би се добио чист пеРИОДИ4ан, ааа­
'тим се његов обичан разломак дели са ]0. 

8 

3) О 29074 = 29074 --:- ~90 = 28784 = 3598 
, 99000 99000] 2375 . 

Примери за вежбу: 

Претвори дате обичне разломке у десетне: 

1) 
7 

2) 
17 

3) 
15 

4) 
117 

5) 
43 

15' '9' 16' ]25 ' 50 ' 

6) 
23 

7) 
125 

8) 
143 , 9) 

356 
10) 

80 
ТЈ' 33' 37 

, 
51 

и 
Ы:Ј • 

Претвори дате децималне разломке у обllчне: 

'11) 0,65; 12) 1,75: 13) 25,354; 14) 0,056; 15) 1,05; 

10) 235,502; 17) 0,00045; 18) 2,0506; 19)0,54 i 20)2,396; 

~21) 25,056; 22) ]8,504; 23) 1,7236; 24) 0,458; 

_22) 15,3851; 26) 17,352891; 27) 0,3895; 28) 2,4516. 

_ ТРЕЋИ ОДЕЉАК*) 

РАЗМЕРЕ, СРАЗМЕРЕ И ЊИХОВА 'ПРИМЕНА 

1. Размера. 
§ 49) ВрсiП! размера. Од.НОС између два броја М{tже 9:ип.l 

...Двојак. ИЛИJiaМ он l'Iокзэ-уЗ.е га КОЛИКQ Је јед.ан ,бiP~јв.е>ћи ШI.И 

-мзљи од APyrQra, иди показује КОJ.IИК(f) је пут.а ;f1:РВИ б,р~ј веhи 

или мањи од другога. Такав однос (веза) између два ,б,рој.а, 80ве 

·..се размера. Ако нам однос показује аа колико је један број веhи 

или мањи од друг.QГЗ, онда имамо аритметичку размеру, а 

. ако однос показује колико је пута Ј.еданброј веhи ИЈ.Щ мањи 

од другога, онда имамо геометриску размеру. Тако, 8 - 5 је 
једна аритметичка, а 1 О : 5 једна геометриска размера. Прва је 
.у ствари једно означено одузимање, а ДРУI"О, означено дељење. 

>1< За ученике трговачких и учитељских школа. 
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qројеви или нарази, који дај:у било арюгметичку било 
гсометриску размеру, 'зову ,се.LJЈ!.ановима" ,Ј1 ТОL1(РВ-И gеб:Р6)ј 
први члан, а други - други члан. 

Ако бројеви 9 и 4 дају једну аритметичку размеру, онда 
се оыацретставља: 9 - 4, ,а ЧИ'l'а ·се ,.9 лрема4". KQД ње је 

умаљен.и.к ЦРIШ' а:умаJlитељ други члан, .а знак од~'зимања 

изговара .се "према". 

Под вр.едношf1:у једне .а,р.ит.метичке pa3M~pepaayм.eM0 

разлику добивену одуз-имањем др.уг.ога члана ОД чрвог. Тако., 

код размере 9 - 3 вредност је 6, а код размере 13 - 10 ;вред­
ност је 3. 

'Особине -аритмеl'ичке размере -су ист.Ов'етнеса ·особи­

нама разлике. Те су .особине: 

,а) Вредност се размере не Mefb.a, ако и први и друг.и 

члан увећамо ИЛИ JlмаfbИМО једним истимбро}ем. Тако, раз­

мера 15 -8 има вредност. 7. Ако оба 'њена члана увећамо .са 
4, добијамо размеру 19. - ,12, чија је&редно-с;г 0ле;г 7; .акооеа 
љена члана умањимо са 5, добијамо размеру 10 - 3, чиј~.је 

BpeДHO~T опет 7. 
Ь) Вредност се размере увећава за онолико за, -колико 

и увећава први или CMGfbyje други члан. Тако, ~реДНОСТ'раз­
мере 15 - 1 О увећавасе за 4, аК0 увећавамо љен први или 

<::мањујемо њен други члан тим бројем. У првом случају .имамо 

размеру 19 - 1 О а у другом. 15 - 6. 
с) Вредност се размере cMafby]e заонQ.1lИКО за КОЛИКо. 

·се cMafbyje први или увећава други члан. Тако, вреДНОСТ,раз­
њер'е 10 - б -смањујесе за 2,ако умањимо први ,или увећамо 

Деруги члан ти"v1 .бројем. У црвом-сл.Учају имамо рааме;р.у.8 -6, 
а .~ дР'угом Јй - В. 

- l1римена . арит.ме(ГИIiКИХ РЗ3'мера .ума;гема:nици је не­

знатна, ДОК је џримена \геометриских.в,рло 'LLecrгa" те .се .(;T-or:a 
бавимо искључиво геомет!риским ·pa3Mt;paMa . 

. §.5С» ,f..воМ&l\рисие ,раЭillЩре. .Знак дељеља КОД ню:метри­

ских (као ·и 'Код а:ритмет,ичких .размера) .иаr;ов,\рэ., ,се "цр.ем.а". 

а /'\"~ '. 
Тако размеру а:Ь и~и 7i ИЗГОВ'арамо: ;,а имз' се рр-ема Ь", 

или краће: па према Ь". Геометриске :размере делимо на РВ­
.стуће иопадајуће.Растуhа је она код.. које је први члан мањи 
од другог. Такве су размере: 3 :,6, 4 :12, 5: 20 итд. Раз~ 

мера је опадајућа, ако јој је први члан веhи од другог. Такве 

су размере: јО:2, ·15:5,18:3 итд. 
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Под вредношhу једне размере разумемо количник до­
бивен дељењем првог члана другим. Тако, вредност размере 

10 : 5 је 2, размере 2 : б је +, размере (а2 - Ь2) : (а + Ь) је 
а - Ь итд. Вредност опадајуhе размере је увек већа од ], 
а раступе мања од 1. Кад С6 зна вредност једне размере и 

ма који њен члан, у стању смо да нађемо други. Тако, први 

се члан налази, када се вредност помножи другим чланом. 

а други се налази, када се први ~rлан подели вредношhу. 

Примери: 

1) из х :4=5 имамо х=5·4=20; 

. 2) " х: (а - Ь) = а + ь" х = (а + Ь) (а- Ь) = а2 
- Ь2 ; 

З) " ЗО: х = б " х = ЗО : 6 = 5; 
4) " (aB--·Ь3):х = а - Ь" х = (аЗ_ЬЗ) : (а-Ь) = а2+аЬ+Ь2• 

Чланови размере морају бити или неименовани бројеви, 

или, ако су именовани, треба да буду исте врсте, па били 

једноимени или разноимени. Ако су р"азноимени или_ "више­

именовани бројеви, онда их 1."реба свести на истоимене. Сваку 

размеру, чији су чланови именовани бројеви истога имена,. 

претварамо у р,азмеру од истих чланова, али као неимено­

ваних бројева, јер обе ове размере имају исту вредност. Тако. 

размера' 12 т: 4 т да се заменити размером 12 : 4, јер обе ове 

размере имају неименован количник (вредност) З. 

Примери: 

]) 2т 45ст: 7 drn 2 ст 5 тт = 2450 тm: 725 r'nm= 2450 : 725 = 

= 98: 29. 
Код овога примера налазимо да су 2т и 45ст ОНОЛИКQ 

. пута веhи од 7 dm 2 ст и 5mт, колико је пута веће 98 од 29. 
2) 8m2 28dm2 : 12m2 =828dm2 : 1200dm2=828: 12000=69: 100. 

Код овога примера увиђамо да су 8m2 и 28 dm2 онолико· 

пута мањи од 12т2, колико је пута 69 мање од 100. 
Главна особина сваке размере је ова: 

Вредност· размере се не меНЈа, ако оба НЈена члана по­

множимо или поделимо једним истим бројем. Тако, вред­

ност размере 20: 1 О је опет 2, ако оба њена члана помно­

жимо или поделимо са 5, или ма којим другим бројем. У 

првом случају имамо размеру 100: 50, а у другом 4 : 2. 
На основу ове особине, можемо размеру са разломљеним 

члановима претворити у размеру са целим члановима, а да јој се 
вредност не промени. Да бисмо ово постигли, множимо оба члана 
њиховим заједничким именитељем. Тако исто, ако су чланови 
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велики бројеви, а притом самерљиви, доводимо их на мање бро­
јеве дељењем оба члана њиховом највећОМ заједничком мером. 

Примери: ~ 
3 3 

1)5: 4=5.4 :4·4 = 20 :3; 

'6 7 6 15 6 15 
2) 7 : 18 = 7 : 8 = 7 ·56 : 8 ·56 = 48 : 105 = 16 : 35; 

3) 0,75 : 0,625 = 0,75 ·1000: 0,625 ·1000 = 750: 625 = 6: 5; 
а Ь а Ь 

4) -Ь : ~'=-b ·аЬ: -. аЬ = а2 : Ь2 ; 
а а· 

5) (1 +.~) : (1 + : ) = а t Ь : а ~ Ь = 

= atb ·аЬ: а:- Ь. аЬ = (а + Ь) а : (а+ Ь) Ь = а: Ь. 
За две размере каже се да су једнаке, ако имају јед­

наке вредности. Тако, размере: 8: 4, 14: 7,- 30: 15 јесу јед­
наке, јер свака има вредност 2. Размере 5: 15 и 4: 12 такође 

. " 1 
су Једнаке, пошто имаЈУ исту вредност З . 

По себи је јасно да једна растућа размера не може 

бити једнака с једном o~дajyћOM размером,јер прва има 
вредност мшьу од Ј а друга Behy·f)!f од Ј. 

Од две или више размера стварамо. сложену размеру, 
ако све прве, а тако исто и' све друге члан6ве, помножимо 
међусобно. Тако, а) из размера: а: Ь, с: d и .т: п стварамо 
сложену асm: bdn; Ь) И3 размера: 10 :5, (ј: 2 и 12: 3 добива 
се сложена 720: 30; с) И3 размера: 2: 10,20 :4, 8: 2 и 2: 6 
Доt}ија се сложен а 640 : 480. 

Вредност једне сложене размере једнака је производу 

вредности размера од којих је она постала. 

Ако чланови једне размере узајамно промене своја места, 

онда .се добивена размера З0ве обрнута или реципрочна. На­

супрот њој, прва се размера зове права. Тако ако је а': Ь 
права, Ь: а је њена обрнута размера. 

§ 51) Примери за вежбу . 
Нађи . вредност размера, пошто претходно доведеш чла-

нове на најмање целе бројеве (изразе): . 
1) 50: 15; . 2) 5: 32/5; 3) 1,25: 0,625; 4) 2,3: 0;245; 
5) (а2 - Ь2) : (а + Ь); 6) (aS + 1) : (а + 1); 

m2 
- 4 . т - 2 . pS + 27 . Р + 3 . 

7) m2 + 4 . т + 2 ' 8) pS _ 27 . р-з ' 
а+Ь+х а-Ь+х 

9) 8(a+b)c:12(a+b)d; 10) .' :...;. 
а+ Ь-х а- b~x 
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( Г S).r-s. 
11). s---'- . s-r' 12) (а + 2аЬ ).:.(Ь _ 2аЬ ); 

а-Ь ~= а-Ь 

lЗ) Зm 5mm: lm 2dm 8сm; 14) 90 ЗО' 20": 140 15' ЗО"; 
15) З год. 8 мее.: 2 год. З мес. 5 дана; 
16) Плац је дугачак 2З,7m а широк 7,9m. Напи размеру ње­

гове дужине и ширине. 

17) Напи размеру цовршина два квадрата чије су стране 

2,5сm и 7,Есm. 

18) Напи размеру брзина два тела, ако прво прелази у се­

кунди 85 т а друго З4 m. 
19) Напи размеру а) обима, Ь) површина два круга, ако су им 

полупречници 2,З dm и 1,25 dm. 
20) Напи размеру површина два правоугаоника, ако су димен­

зије једнога 15m и 20m а другога 25m и 12m. 

21) Полупречник Месеца је lЗl полупречника Земље, а полу­
пречник Сунца је 108 пута вепи од полупречника Земље; 

напи размеру полупречника Месеца и Сунца. 

22) Вредност размере двеју дужина је 4,З. Ако је npI;la ду­

жина 7,Зlm, колика је друга дужина? 

11. Сразмере - пропорције 

§ 52) Дефиниција. Две једнаке размере везане знаком 

једнакости дају сразмеру или пропорцнју. ПРОПQрција је, дакле, 

једначина двеју једнаких размера. Такве су пропорције: 

1) 8: 4 = 1 О : 5; 2) З: 9 =- 6 : 18; 
З) (а - Ь)2 : (а2 - Ь2) = (а2 - Ь2) : (а + Ь)2. 

Код сваке пропорције разликујемо четири члана. Знак 

једнакости код пропорције изговара се: "као што се има", 

или кратко "као". Ако је а: Ь = q и с: d = q, тада ове две 

размере дају про порцију : 
а: Ь = с: d, 

која се изговара: "а према Ь као с према d". Члан.овlLt а и d 
зову се спољаШfbИ, а Ь и с унутраШfbИ. Пропорција код које 

су унутрашњи чланови једнаки, зове се непрекидна. Такве су 

пропорције: 

1) 8: 4 = 4: 2; 2) 20: 10 = 10: 5; З) а6 : а4 = а4 : а2 итд. 

Код једне непрекидне пропорције имамо.свега три раз­

личита члана. Њен први члан зове се прва непрекидна про­

порционала, други, односно трепи члан, зове се среДfbа про-



порционала или геометриска средина, а четврти чџан треnа· 

Нlшрекидна пропорционала. Код пропорције 20: 10 = 10: 5, 
прва непрекидна је 20, средња пропорционала 10, а трећа. 

непрекидна 5 . 

. § 53) Особине пРопоРциЈе. 1) Прва особина је ова: Про-­
извод спољаШIbИХ чланова једнак је с производом унутраШIb1fХ. 

Доказ. . Ако је а: Ь = с : d једна пропорција, онда се 

она да написати и у оБЛI1КУ ~ = ~. Па како једнаКе КQличине-­

помножене једним истим бројем дају једнаке резултате, то ћемо 

а с 
добити једнаке резултате, ако једнаке количине 7i и -([ по-· 

а с 
множимо са bd. Биhе, дакле, ь' bd = ([: bd или 

ad = Ьс, 

чиме је ова особина доказан.а. 

Користи од ове особине једне пропорције јесу следеhе: 

1) Ако су цо<mата три ма која члана једне пропорције,. 

можемо наnи и, четврти непознати члан, и~ то: ма који спо.­

љаШIbИ налазимо када производ унутраШIbИХ чланова поде­

лимо познатим спољаШIbИМ чланом, а ма који унутраШIbИ­

налазимо када ПРОИЗfJОД спољаШIbИХ чланова поделимо по-· 

знатим унутраШIbИМ чланом. 

Примери: 

а) из 3,75: 4,8 =- 0,5 : х је х = 4,8·0,5 = о 64' 
3,75 " 

31/ 1 10 1 . 
1 1. a'6~' 6 10·9 1 

Ь) из 31/s :х=19: Б Јех= li.-= ~ =з.-6.нј=2;: 
9 9 

с) ИЗ х ;\аЬс = а: ~ је Х= a2bc:~ = а2с2 ј и 
(аЗ+ЬЗ) (а-Ь) 

d) из (аЗ + ЬЗ): (а2 - Ь2)=х: (а-Ь)јех= --2-Ь2-=­а-

= а2 
- аЬ+ Ь2 • 

Н а п о м е н а. Код непрекидне пропорције, прву непре­
кидну налазимо, кад квадратсред-ње пропорционале поде-· 

лимо трећом непрекидном; средњу непрекидну налазимо, када. 
извучемо квадратни корен из производа прве и треЬе непре-­
кидне; а трећу непрекидну налазимо, када квадрат средњес 
пропорционале поделимо С првом непрекидном. 

Примери: . 
. 42 16 

а) из х : 4 = 4 : 2 Је х = 2 = 2 = 8; 
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Ь) И3 20: Х = Х : 5 је х2 -= 20'5, а Х = V 1 ОО = 1 О; и 
. 102 100 

с) иа 20: 10 = 10; Х Је Х = W = 2() = 5. 

2) Од чинитеља двају једнаких производа склапамо про­
_ порцију, узимајуhи чинитеље једнога за спољаЩfЬе, а чинитеље 
,другога за унутраШfЬе чланове. 

Примери: 

а) иа 4·5 = 10·2 имамо проiюрцију 10: 4 = 5: 2; 
Ь) И3 (а + Ь) (а - Ь)2 = (а - Ь) (а2 - Ь2) имамо пропор­

. цију (а + Ь) : (а - Ь) = (а2 - Ь2) : (а _ Ь)2; 

И3 овога је јасно да су четири броја само онда про­

\порционални, тј. дају пропорцију, ако је произвqд од два броја 

_ једнак производу од остала два. 
З) Члановима пропорције можемо мењати места. То ме­

.њање места чланова може да се изврши само на следеhа три 

начина: 

а) Могу спољашfЬИ чланови узајамно да промене своја ме­

.ста; Ь) могу унутрашfЬИ чланови узајамно да промене своја ме­

~Ta; И с) могу оба спољаШfЬа да заузму места унутрашfЬИХ а 

'унутрашfЬИ места спољашfЬИХ чланова. Тако, пропорцију 10: 5== 
= 12: б можемо написати још: Ј.9.: 12 = 5 : б; й5 = 12 : 10; 

tft-: 12 = 5 : 10; !5-7+е-=-6-:+2; ~: 6 - 1~; ~0-..... (} :-5; 
и .1-2~-=+(} :-§- . 

Оваквом променом места члановима можемо од једне 

пропорције створити још седам, дакле, свега осам, које су, у 

.ствари,једна иста пропорција, -са истим члановима, али на 

,различитим местима. 

II) Друга особина је ова: Пропорција не MefЬa своју 

вредност, ако ма који спољашfЬИ И ма који унутрашfЬИ члан 

помножимо или поделимо једним истим бројем. 

Доказ. - И3 а : Ь = с : d имамо: 
1) am:bm=c:d; 2) am:b=cm:d; 
З) а: Ьт = с: dm; и 4) а: Ь = ст : dm. 

Код сваке tlоводобивене пропорције је adm = Ьсm, или, 

,дељењем са m, ad = Ьс, што је случај са датом пропорцијом. 
Исто nе бити, ако ма који Сl10љашњи и ма који унутра­

шњи члан пропорције а : Ь = с : d поделимо бројем л. У том 
-случају добијамо једну од пропорција: 

аЬ а с Ь d cd 
:l)-:-=c:d; 2)-:b=-:d; З)а:-=с:-и4)а:Ь=-:-. 

п п п п п п ПП 
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'" . ad ,[је 
Код сваке од ових проп<{рција, је 'n' .-п Ј или ~ножењем 

са п, ad = Ьс. 

Из. ове особине извлачимо ту корист, шт() сваку про­

порцију са разло~љеним члащ>вима можемо претворити у про­

порцију са целим члановима: Ово постижемо множеhи један 
спољашНЈИ и. једанунутрашНЈИ члан НЈихов.и,м .зајеДни.чким 

имените.ibем. 

Примери: 

. 3 5 7 70 
1) ПреТВ9РИ про ПОРЦИјУ 4: 6 = ""9 : 81 у прщюрцију са 

целим члановима. . 
. Ако' ПРВII И ;други члан ПОМНОжимо њиХовим 'заједничким 

именитељем 12, а треhи и четврти њиховим заједничким име-

. 3 . 5 7 70 . 
НИl'ељем 81, доБИЈемо: '4.12: 6·.12 = 9·81 : 81 ·81, или 

g: 10=63 :70. 

2)Лретвори пропорцију 8 : ~ = 9 : ~ .. ~ у пропорцију са це­
лим члановима. 

Ако други и четврти, дакле јеДЩI. спољашњи и један 

унутрашњи члан, помножимо њиховим заједничким именитељем 

48, добијамо: 
5 . 15 

8:6·48=9:)0·48, или 8:40=9:45. 

Тако исто, ако су чланови пропорције сложеНI:\ бројеви 

или изрази, а при том самерљиви, онда можемо један спо­

љашњи и један унутрашњи члан поделити љиховом највеЋОМ 

заједничком мером,чИ\~е д::>бајамо ПРЈпорu.ију са мањим 

члановима. 

IlI) ТреЋа особина једне ЩЈОпорu;ије јесте ова: 
Пропорција се не меНЈа, ако. све НЈене чланове степену­

јемо или корену јем о једним .истим бројем. 

доказ. - Акоје дата пропорција ~ = ~, онда је: 

(!!...-)m _ (~)m а) Ь - d' 
ат ст 

или Ьm = dm ; 

" п п п 

Ь) y~= l/~- ,: или Уа v с -,,-=,-,-. 
V7i (d 

Алгебра V и Vl б 
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§ 54) Изведене пропорције. Из сваке обичне пропорци 

могу се извести још следеће пропорције, јер је код сваке: 
1) Збир 1 и П члана има се према 1, као што се им 

збир ЈП и JV члана према JlI. 

Доказ. - Ако дату пропорцију ~ = ~ напишемо у облик 

-~- = ~ па левој и десној страни додамо 1, добијамо: 
а с' 

_~ + 1 = ~ + 1 или Ь + а = d + с 
а с' а с ' 
или (а + Ь) : а = (с + d) : с ... (1) 

Посебни пример. - Из 28: 4 = 42: 6 имамо (28 + 4) 
: 28 = (42 + 6) : 42, или 32: 28 = 48 : 42, која је тачна, јер јЕ 

производ спољашњих чланова раван прои.зводу унутрашњих. 

2) Збир 1 и и члана има се према ll, као што се има 
збир ЈJl и JV члана према JV. 

Доказ.- Ако и лев.ој и десној страни пропорције 

а с 71 = d д<?дамо 1, добијамо: 

а с а+Ь c+d 
71+1 =([+ 1, или -(1 = -Ь-' 
или (а + Ь) : Ь = (с + d) : d .. " . (2) 

Посебни примери: Из 20 : 5 = 16: 4 имамо: 
(20 + 5) : 5= (16 + 4) : 4, или 25: 5 = 20: 4. 
З) Разлика Ј и II члана има се према Ј, као што 

разлика JfI и JV члана према Jll. 
се има 

\ Д А . а с . 
оказ. - ко дату ПрОПОрЦИЈУ 71 = tf;( најпре напишемо 

Ь d 
У облику - = -, па затим и од леве и од десне стране 

а с 

одузмемо 1, добијамо: 
Ь d Ь-а d-c _ 1 
'а- 1 = с- 1, или -а-=--с-' Множењ~са до-

. а-Ь c-d 
БИјамо: --=-- или (а - Ь) : а = (с- d): с··· ·(3) 

а с' 
Посебни пример. - Из 18: б = 12 : 4 имамо: 

(18 - 6) : 18 =-= (12 - 4) : 12, или 12: 18 = 8: 12. 
4) Разлика 1 и II члана има се према П, као што се 

има разлика ЈП и IV члана према JV. 
Доказ. - Ако и од леве и од десне стране дате про-

. а с 1 б' 
ПОрЦИЈе Ь = d одузмемо ,до ИЈамо: 



(l с а-Ь c-d 
--1=-- Ј или--=---
Ь d' Ь d' 
или (а-Ь) : Ь = (е - d) : d· ... ·(4). 

Посебни пример. - Из 25: 5 = 15 :3 ИМ<tМО: 
(25 - 5) : 5 = (15 - З) : 3, или 20 :5 = Ј2 : З. 
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5) Збир Ј и Il члана има се према љихово ј разлици,. као 
што се има збир ЈП и JV члана према разлици ових чланова.-

Д А . . а с 
оказ. - ко Је дата ПрОПОрЦИЈа Ь = -([, онда имамо 

. . . а+Ь c+d 
према ДРУГОЈ изведено] ПрОПОрЦИЈИ -Ь-'-:' -' d ' " а према 

. а-Ь с- d ,,-
четврто] -, -Ь- = --г· Ако унутрашњим члановима QВИХ 

пророрција променимо места, добијамо: 

а+Ь Ь а-Ь Ь . 
---=- и --=- па Је стога 
c+d' d J c-d d'-

а+Ь а-Ь . 
с + d = с _ d' или, променом места унутрашњим ЧЛ<tновима: 

(а + Ь) : (а -, Ь) = (е + d) : (е - d) . .... (5) 
Посебни пример. - Из 30: 6 = 15 : 3 имамо: 

(30+6):(30-6)=(15+3):(15-3), или 36:24, 18:Ј2. 

Напомена. Примена изведених пропорција у матем.а­
тици је врло честа. У алгебри примењују се при решавању 
једначина да.тих у облику пропорција, ако се' неПОЗfщта lfe 
налази caMd у једном члану. • _ -

Примери: 

1) На/iИ вредност за х у пропор:.щји: (18 - х) : х-= 2 : Ј. 
Ако применимо II IIзведену пропорцију, добијамо: 
(J8-х+х):х=3:Ј, или 18:х=3:1, а одавде х=6. 

2) На/ш вредност за х у пропорцији: (7+х):(7 - х) = 2:1, 
Применом V изведене пропорције имамо: 
(7 + х + 7 - х) : (7 + х -7 + х) = 3: Ј, или 14: 2х --.:. 3: 1, 
или дељељем 1 и II члана са 2 имамо: 7: х = 3 : 1. 

О . 7 2 1 
давде Је х= 3= 3' 

3) Наhи вредност за х и у, кад је х : у = 2 : 5 а х + у = 70. 
Ако применимо 1 и II изведену про порцију, добијамо: 

а) (х + }') : х = 7 : 2 и Ь) (х + у) : у = 7 .r-:5. 
3аменол.t У овим пропорцијама х + у са 70 добијамо: 

- а)70:х=7:2иЬ)70:у=7:5. 
Одавде је х = 20 а у = 50. 

б* 
":''''. 
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4) Наhивредност за х и у, кад је (х-у): х=-1 :5, а х+5у=200. 
Када применимо JV изведену пропорцију, добијамо: . 

(х - у - х) : х = - 4 : 5, или ....:... у : х . - 4 : 5.' 

Ако .сада 1 и Ш члан ове пропорције помножимо са - 5, 
добијамо: 5у : х = 20: 5 .. Тада по 11 изведеној пропорцији имамо: 
(5у + х) : х = 25 : 5. Заменом у овој пропорцији 5у + х са 200 
им~мо: 200: х = 25 : 5, а одавде је х = 40. Најзад заменом 
х са 40у пропорцији у : х = 4: 5 имамо у : 40 = 4: 5, одакле 
је у =32. 

§ 55) Продужне пропорције. . Више. једнаких размера· ве­
заних знацима једнакости дају продужну пропорцију. Таква 

је пропорција: 

1 О : 2 = Ј 5 : 3 = 25 : 5' 30: 6 =.40 : 8. 

Код једне продужне пропорције разликујемо само прве 

и друге чланове. Први су чланови први чланови размера од 

којих је пропорција постала, а др~ги чланови су други чла­

нови истих размера. 

Свака продужна пропорција пише се још и тако да су 

сви њени први чланови с леве стране, а ,-ви други с десне 

стране знака једнакости. Тако пропорција: 

а: Ь = с : d = е: f = т : п да се написати и у облику: 

а : с : е : т = Ь : d : t : п. 
Главна особина С?аке продужне пропорције јесте ова: 

Алгебарски збир првих чланова има се према алгебарском 

збиру других, као што се има ма који први према свом дру­

гом члану. 

Доказ: Нека је дата продужна 'пропорција: 

а с е m р 
-=-=-=-=~ 

Ь d f п q 
Ако је вредност њених размера Г, онда је а = Ьг, с = dr, 

е = tr, m = ПГ и р = qr. 

а) 

Сабирањем и одузимањем ових једнакости добијамо: 

а + с + е + т + р = r (Ь + d + t + п + q), или 

а + с + е + т + р =г=!!...=~=~= т +К. 
b+d+f+n+q Ь d f п q 

Посебни пример. Из 18 : 6 = 9: 3 = 12 : 4 = 15 : 5 имамо: 
(18+9+12+15):(6+3+4+5) =18:6 
--- ----.. --' ..----" = 9: 3 

54 18' = 12 :4 
= 15:5 
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1s'-""9-+~-12--1-'5' 18 912 15 

Ь) 6-;3+ 4 - ,5, 6=3=4=5; 
'-----...------

12 
.---.--"-----.. 
18-9-12 + 15 

с) 
6-.з~ 4+ 5 ,.. 

4 

30 ,--____ 'о.л,.''--.;...---'-, 

d) '18+9-12+,1518 .g 12, ~5 
б+З ~ 4+ ;5=6=3=4=5' 
\. I 

10 

Примери: 
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1) Наtш х, у И z,' кад је х; у ; z = 2 : З : 5 их+у+z=60. 
Из пропорције имамо: (х + у + z): 10 = х: 2 

Заменом х + у + z са 60 добијамо: 

--':у: з 

=z: 5 

а) 60 : 10 ,Х: 2,Ь) б{ј: 10 = У : З и с) 60: 10 = z : 5: 
Одавде је х = 12, У = 18 и z = ЗА. 
2) Наћи а: Ь : с : d : е, кад је а: Ь = 2: З, Ь: с ,4: 9, 

с : d = 3 : 5 и d : е = З : 8. 
Ако У3М!=lАО да је а = 1, онда је из прве пропорције 

Ь = ~. Када Ь у другој пропорцији заменимо са' ~ ~, онда је 
" 27 З 27" . 

из те ПрОПОрЦИЈе с . В' аменом с са '8 у трено] пропор-

б . ··d 45 Н' d 45 цији, дО ИЈ<iМО из ње да је = '8 . аЈзад заменом са 8 
у четвртој пропорцији, добијамо из ње да је. е = 15. Тада је: 

З 27 45 
а: Ь : с: d : е = 1 : '2 : '8 : '8 : 15, или, множењем размерних 

бројева њиховим заједничким именитељем 8, добијамо: 
а : Ь : с : d : е --: 8 : 12 : 27 ; 45 : 120. 

З) Углови једнога петоугла имају се као 2: З : 4: 4: 5 ; 
Колики су ти углови? 

Ако је 1 = х, 11 = у, ш = Z, ЈУ = и, V = v, онда' је: 

х : у : z : u : v = 2 : З : 4: 4: 5. Тада је применом особине про­
дужне пропорције: (х + у + z + u + v) : 18 = Х: 2 = У : З = 
= z ; 4 = u : 4 = v : 5. Заменом х + у + z + u + v = 5400, ко­
лико износи збир углова петоугла, добијамо: 

;. 
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а) 5400 :18=х:2, Ь)5400 :18=у:3, с) 540°: 18=z:4, 
d) 540° : 18 = u : 4 и е) 540° : 18 = v : 5. 

Одавде је х = 60°, У = 909, Z = ]20°, u = 1200 и v = 150°. 

§ 56) Сложена пропорција. Од две или више обичних про­
порција ствара се сложена, када се помноже међу собом одго­

варајуhи чланови датих пропорција. Тако, а) Из пропорција 

а: Ь = е: d, т: п = р: q и г: s = t: u имамосложену атГ: bns= 
= ept: dqu; Ь) Из пропорција 8: 4= 6: 3 и 10: 2 = 15: 3 добија 
се сложена: 8· 1 О : 4·2 = б· 15 : 3·3, или 80: 8= 90 : 9. 

§ 57) 3адациза вежбу. Провери тачност пропорција: 
1) а : Ь = 2а : 2 Ь; 2) 5а.: IОЬ = 2а : 4Ь; 
З) (а2 - Ь2) : (а + Ь)2 = (а - Ь) : (а + Ь); 
4) (а8 + Ь3) : (а2 - аЬ + Ь2) = (Ь2 - а2) : (Ь - а). 

Наhи вредност за х у пропорцијама: 

2 . З. 8 б 
5) 6 3 а2 Ь3 

: 5аЬ2 = х: 4а2Ь4 ; 6) Х:"7 а2Ь3 = 3 а5 ЬВ 
: "7 а8Ь2 ; 

7) х: (4а2 + 12аЬ + 9Ь2) = (За - 4Ь) : ·(2а + 3Ь); 
8) (г + s) : (г2 + rs +S2) . х : (гз - sз); 

9) (Ь - а ~ Ь) : х = а2Ь2 : (а + а аЬ Ь) ; 

a(b-а) Ь(а+Ь) 
10) (Ь+а)2 : аЬ=х: (Ь-а)2 

Састави лропорцију од чинитеља ових једнаких производа: 

11) 4·12 =6·8; 12) mп = pq; 13) 2х =3у; 
14) ay-а=mЬ; 15) (а+Ь)2=зm; 
16) a3 -Ь8 =(а-Ь)·(а2 +аЬ+ Ь2); 

17) Са - Ь) (аЗ + Ь8) = (а2 - Ь2) (а2 - аЬ + Ь2); 
18) а3 + Ь8 = (а + Ь) (а2 - аЬ + Ь2). 

Наhи четврту пропорционалу за: 
4_ З 1 1 1 

19) З, 4 и 6; .(ј0) 31/з, 3-4 и 51/з; 21) -, - и -; 
а Ь е 

а-Ь (а- Ь)2 а 

22) а + Ь' (а + Ь)2 и Ь . 
Наhи трећУ непрекидну пропорпионалу за: 

23) 9 и 6; . 24) 25 и 15; 25) г и s; 
а2 _Ь2 а-Ь 

26) и --. 
г r 

Наhи rеометриску средину за: 

27) 4 и 9; 28) 5 и 3 ~; 29) 4 ~ и 24/5; За) ~b и a~ . 

Применом изведених пропорција удеси следеhе пропор-
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ције тако да 'се х као члан налази на једном месту 11 то само, 

и затим на:ђи. вредност за х. 

З1)а:Ь=(с-х):,х; 32) а: Ь=(Х+С):Х; 
,а 

ЗЗ) а: Ь = х : (с + х); 34) 'ь = ~ : (с -::- х); 

а с+х 36) а+х __ а-х. 37) х+а __ х,+ Ь ,.' 
З5) -Ь = с -- х ; Ь . с ' х х-Ь 

З8) а - х = Ь - х. 39) а - х = _Х_', 40) х + а = ~_ . 
х Ь+Х' - х b~x х х+Ь 

Применом извеД~НI:fХ ПРPl10рција, а с обз~ром на дате зби-

. рове и разлике непознатих.х иу, 'наии њиховувредност, кад је: 

41) х:у=5:4 их-у=8; 42) Х:У=31/2:2~ИХ+У 371/2; 
43) х : у = (а + Ь) : (а - Ь) и х - у = 2Ь; . 
44) х: у = (а2 + Ь2) : 2аЬ и х - у = а ~b; 
45) х: у = (а2 + Ь2) : 2аЬ и х +у = а +Ь; 
46) х : у = (а + Ь)2 : (а - Ь)2 и Х -у = 2аЬ: 

Састави продужне ПРОПОр'ције из проп~рција: 

47) a~: Ь = 6 : 5 и а : с = 9 : 7 (а: Ь : с == ?); 
48) а: Ь = 4: 3, а: с = 6: 5 иа: d= 8: 7; 
49) с : а = 3 : 4, Ь : d = 1 : 2 и d: и = 3: 2; 
50) а : Ь = 2 : З, Ь: с == 4: 5, с : d = б .: 7 и d: е = 8 : 9. 

Применом особине продужних пропорција н'ађи вредности 
.непознатих, кад је: 

51) x:y:z=2:3:5 и х+у+z=ЗО; 
52) х : у : z : u = 3 : 4 : 5: 6 и х + у + z' + u = 9. 
53) х : у : z = З: '5 : 7 а 5х + 2у + 3z = 506; 
54) x:y:z:u.=2:3:4:5 а 3х+5у-.2z+7u=240;и 
55) х : у = 7 : 8, z : u = 9 : 1 О, У : u = 4 .: 5 а х - 3у - 5z + 

+ 7u = 16. -

Ш. Примена пропорција 
§ 58) Просто тројно правипо . . Код задатака из простог тројног. пра­

'Вила имамо две врсте количина, а у свакој врсти по две једнородне ко­

..личине. Од тих количина увек су три познате а -четврта се тражи .. Ту 
неПОЗНIIТУ количину сматрамо за четврту lJропорционалу за остале три 

.познате количине. 

Вредност непознате КОЛЈ-iчине налазимо фОРМl1рањем пропорције. 

Ради тога стварамо најпре од датих и непознату количину два реда: по­

годбенu (условнu) и УПUТНU, У коме се налази·непозната количина. Пре 

-l:тварања пропорције приморани смо да сазнамо .ИЗ погодаба у задатку 

..ца ли је непозната већа или мања од КОЛL!чине. изнад ње. После тога при-
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ступа се стварањУ пропорције узимајући за први члан непознату х, за 

други члан количину изнад ње, чиме добијамо леву размеру тражене 

пропорције. Ако је ова разм~ра опадајУћа, онда за трећи члан узимамо 

већу, а за~~тврти-мању o~ осталихдвеlу _КОJIИЧИ~JiI. Напроти!l, ~~[)~: 
лев.гра::ЗМ·еР1!·Р_llстућq, Q!JAa за трећИ~}lан уз!!.д:шмо мању, a_~~_ четврти 
Већу·од 'остаЛИХ.ДI~еју количина, .. пошто обе размере пропоР~иiе M.()Pi!j1: 
бити или опадајуће или растуће, да би била цропорција-·Тl\~!lа. 

Примери: 

1) 30 радника зарадили зу 800 дин. за извесно време; 50 радника 
под истим условима, за исто време, колико ће зарадити? 

Погодб. ред: 30 радника зарађују 800 дин. 
Уп. ред: . 50 х " 
Из погодаба у задатку лако увиђамо да је количина Х > 800, јер 

кад 30 радника зарађују 806 дин., јасно је да ће 50 радника, под истим 
условима, за исто време, зарадити више. Према горњем упутству биће. 
дакле, 

х : 800 = 50 : за, 
800·50 l 

а х = --зо- = 1 З33з дин. 
2) 50 т неке робе вреде 450 дин.; колико ће вредети 18 т исте 

робе? 

Погд. ред: 50 т вреде 450· дин. 
Уп. ред: 18" . х 

Код овог је примера јасно да је х < 450, јер мањи број метара 

исте робе мање вреди. Стога. је, 

х : 450 = 18: 50, 
450·18 

a.t =~= 162 дин. 

ПримеРll за вежбу: 

З) Кад 18 kg кафе стају 900 динара; колико ће стати 13 kg 
исте кафе? 

4) Кад ЗОО 1 пшенице вреде 1200 дин.; колико ће вредети 450 1 исте 
пшенице? 

5) Када 2,5 hl неког вина вреде 2000 дин.; КОЛИКtће вредети 185 l 
истог вина? 

6) Када 5000 дин. за 3 месеца дају известан интерес; колико је вре­
мена потребно да 4000 дин. донесу исти интерес? 

§ ~ Спожено правипо ТРОЈНО. Код задаТа/Ш из сложен ог тројног пра­
вила имамо три и више врста количина, а у свакој врсти опет по две 

једнородне l<Оличине. Од тих парова количина, само једна .количина неке 

врсте је непозната, а све остале су познате. Да бисмо нашли ту непо­

знату количину применом пропорација, радимо по следећем упутству. 

чију таЧIIОСТ доказујемо код дољег· примера. - Као и код простог трај­
ног правила, најпре стварамо погодбенн и упитни ред, а затим свану 

врсту количина упоређујемо са оном врстом у којој се налази непозната. 

независно од осталих врста количина. Тиме стварамо онолико пропорција 

колико у задатку има врста количина мање једну. Све те пропорције 
имају леве стране једнаке (та лева страна је. размера непознате х према 

количини изнад ње). Затим све ове пропорције пишемо једну исnод. 
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ције, а на десној страни пишемо десне размере свих пропорција заједно· 
са зпацима једнакости. Најзад, непознату х налазимо кад производ свих., 

унутрашњихчланова поделимо нроизводом спољашњих. 

Прцмер. . 
1) 40 радника радећи дневно по 10 час. за 150 дана'са дневницом од 

60 дин. зарадили су 360000 дин.; колико ће зарадити 25 радника' ра­
дећи по 8 часова дневно, са дневницомод 50 дин. за 240 дана? 

i 11 111 ЈУ V 
Пог. ред: 40 рад. 10 час. 60 дин. Надн. за 150 дана зарађују 360000 ДИН •• 
Унит. ред: 25 ,," 8" 50. • 240, • "Х " 

Унuређујући, V врсту са сваком врстом, незаВ/iСНО од осталих врста,. 
стварамо пропорције; 

х : 3БОООО = 25: 40 (упоређењем Ј и У) 
х : 360000 = 8: tO ( , ,11 • У) 
х : 360000 = 50: 60 ( 11/" У) 
х : 3БОООО = 240 : 150 ( ј, /.У ,~ У) 

Према горњем упутству добивене' пропорције' пишемо: 
х : ЗБОООО = 25: 40 

- 8:.10 
= 50: 60 
=240,: 1'50 

"360000·25.8·50.240 ' 
Одавде је х = 40.10.60.150 '= 2~CO. 
Овај поступак рада оснива се на добивању сложеllе пропорције из­

више обичних пропорција. Овај задатак, као и сваки други задатак' из­
сложеног праВИJlа тр6јног, да се раставити на оноликр задатака из про­
стог правила' тројног колико има врста КОЛИ'lина мање један. Тако, први.; 
задатак би био: ' 

. 40 радника зарађују 3БОЬоО дин. 
25 " у. (мање) 

те је у: 3БОООО = 25 : 40 (1) 
. 360000 . 25 . 

а одавде Је у = 40' = 225000. 

Други би био: 
Ако раде дневно по 10 часова, зарађују у дин. 

8 -" " z" (мање), 
те је z : у = 8 : 10· . ·(2), 

. 8у 8·225000 
а, одавде Је z = 10 = --10-- = 180000 дин. 

Треhи би бwо: 

Радећи са над,ницом од 60 дин. зарађују ,z дин. 
" " " 50" (" ц (мање), 

те је и :'z = 50: 60·· ·(3), 

а одавде је ц' = 5: = ~. :000 = 1~0000 'дин. 
Четврти би био: 

Ако раде 150 дана, зарађују и дин: 
240 Х " (више), .-<' • 

. ,"'" 

:r:.. .. ' 
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, те је х: и = 240 :150· .. (4), 
240и 2<10, 150(00 

<1 одавде је х = Т50 = --' -I~- = 24(СОЈ ДIIН. 

Уместо овог постушюг рсшаВ~ЈЬа ЛЮI'ЛlI смо добllвсне четири про­

,.порције да напише.\IО једну IIСПОД дpyг~ 11 Д~ ОД ЊIIХ СТВОРИМО сложену 

· пропорцију. TaKu, .имамо: 
1) у: 36001)0 = 25: 40, 
2} z: у = 8: 10, 
3) и: z = 50: 60 и 
4) х: и = 240 : 150. 

Стварајуhи сложеllУ про порцију добијамо: 

, yzux: 360QOОуzи = 25·8·50·240: 40·10·60·150 
или х: 360000= 25 ·8·50·240: 40·10·60·150. 

360000·25·8·50·240 
Одавде је х = 40.1 0.60.150 = 240СОО дин. 
Задаци за вежбу 

2) 56 ткача израде за 5 недеља 560 комада чохе дужине 32 т, ши­
'. рине 125 ст; колико' би комада израдило 80 TKat!!i за II недеља исте чохе 
· дужине 27,5 т а ширине 110 ст? 

3) Један зид од 3,5 т висине,75 ст деБЉИllе н 40 т дужине израде 
, за 22 дана 16 зидара радеlш .дневно по 10 часова; за колико дана могу 10 
· зидара, који дневно раде 12 часова, озидати знд 4,5 т висине, 90 ст де-
бљине и 20 т дужине? ' 

4) За патосање једне учионице дужине 18 т, ширине iO Пl потреб­
, но је 150 комада Aacal\a дужине 6 т а ширине 20 ст; колико треба 

· дасака дужине ,:'1 т а ширине 15 ст за исту толику, учионицу? 
5) 120 зидара свршавају неки посао за 12 lIедеља, ако на дан раде 

по 8 часова; колико би требало зидара више узети, па да исти посао 

сврше за 10 недеља, а да на дан раде по 6 часова? 
6) Једна парна машина ИЗВ.~ачи за 6 минута 15 hl воде из дубине 

· од 180 т; за које ће време та машина IIзвући 20 hl воде из дубине 
од 120 т? 

§ 60) Процентни раlУН. Овај рачу", који се примељује при израчуна­
вању добити или шгете, при IIзрачу"авању одбитака и трошкова, .. ри 
израчунавању вредности робе и друго, у ствари је специјалан случај пра­

вила тројног. Код овог рачуна јављају се ове l(олl1чине: проценат, глав­

ница 11 проценТlГU "принос. Под ПРОЦСIlТОМ '(р '1.) разумемо број јединица 
добитка, гуБИТl(а, комисиона или провизиона, ажије, дисажије, порезе, 

сконта, рабата 11 др. које треба рачунати ла 100 јединица исте врсте. 

Тако, кад се каже да се пореза рачуна 2"/0, значи да се на сваких 100 
,ДИН. од вредности имања плаhа lIа име порезе 2 динара, Главница (Г) је 
она количина од које рачунамо процентни принос. Процентнu принос (П) 
је целокупни добитак, губитак, провизион, пореза, дара и др. израчунат 

на целу главницу, према датом проценту. 

Кад год су познате две од ових количина, у стању смо да нађемо 

трећу помоhу пропорција, сматрајућll је за четврту пропорционалу за 

познате две количине JI 100. 

1. Израчунавање процентног приноса 
1) Колико износи тара неке робе, ако се она рачуна 5"/0, а· бруто 

. тежинаробе износи 2300 kg? 
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Пог. ред: lIаlОО kg рачуна се тара 5 kg 
Упит. ред: ,,2300 " П. " (више). 

Стога је П: 5 = 2300 : IСО, а одавде је 
2300·5 

п= 115 kg 
\ОО 

.2) Колико износи тара неке робе, ако се она раЧУН1ј 5%, а њена 
је нето тежина 2185 kg? 
ПОг. ред: 95 kg нето теж. остају (од 100 kg) ако је тара 5"10 
Уп. ред: _2_1_85 __ ~ __ ~ __ ~ __ ~ ______ __ " ,,'П .(већа) 

2185·5 
Стога је П: 5 = 2185 : 95, а одавде П = 95 = 115 kg. 

3) Нека роба заједно са 5% :грdШl(ова ИЗНОСИ 2415 дин.; колики 

су трошкови? . 
Пог. ред: 115 дин. постају (од 100· дин.), ако.су трошкови. 5% 
Уп. ред: -2185 .'!" . п (Щllџе), 

. 2415 . 5 
Стога је П : 5 = 2415 : 105, аодадве је П = ~ = 115 ДИН. 

ИЗ горњих се примера ВИДИ да главница при израчунавању про­

центнога приноса може бити чиста, Y1'tlaIbeHa и увећан·а. 
f!роценти принос. uзра.,чунаврмо у првом случаЈу када главницу 

(чџсту) множимо процентом и производ делимо са 100; у другом, глав­
ницу (умањену) множимо опет процентом, али до6ивец производ де­
лимо са (100 - р); а у трелем случају главницу (увелану) опет мно­

жимо са процентом, а добивени производ делимо са (100 + р). 
Према овоме имамо три врсте процентног рачуна. 

а) од О/о, ако је главница .датачиста; 

Ь) на .0/.. "" " "увећана;. 
с) у О/О. " " " умањена. 
Обрасци за израчунавање процентног приноса П јесу: 

Г:р 
а) П = -т-оо-, ако је главница дата чиста; 

Г·р 
Ь)П = 100+ р 

Г·р 

,,, " 

с) П = --о ----
. 100-р ." " 

увећана; И 

умањена . 

Напомена. Чисте су главнице: куповна цена робе; вредност имања; 

бруто 'fежина робе; прошлогодишња производња; прошлогодишњи увоз 

или извоз; садашњи број становника неке вароши; плата чиновника итд. 

Увећане су главнице: цена робе с трошковима; продај на цена ·робе, ако 

је она продата с добитком; крајњи износ неке фрактуре коме је додан 
комисион; повећани број становника неког места; повећана производља; 

повећани извоз или увоз; имовина радње која је порасла итд. Умањене 

су главнице: нето тежина робе; цена робе плаћена у готову по одбитку 
сконта; продајна цена робе, ако је она продата с губитком; цена ро'бе 

по одбитку рабатај смањена количина увоза, извоза, производње; сма" 
љени број популације итд. 

11. Израчунавање чисrе главнице 
1) Код llроцентног рачуна од % чисту главницу налазимо цз 
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г.р 100·П 
обрасца П = -]00 . Из овога је обрасца Г = ---о 

р 

Примери: 

а) Колико износи бруто тежина неке робе, када тара износи 72 
kg, а рачуна се 3'/,0;.? 

. ]00·72 100·72 ]00·72·3 
Овде ЈеГ=з'7;-=-~= 10. =2]60 kg. 

З 
1 

Ь) Комисион рачунат т%' износи 8,67 динара; колика је сума од 
које је рачунат комисион? 

]00·8,67 
Г = ] = ]00·8,67·6 = 5202 дин. 

(; 
2) Код процентног рачуна на "10 чисту главницу израчунавамо, када 

предходно нађемо процентни принос (ако није дат) по обрасцу 
Г·р .. 

п = 100 + Р , а затим нађени процентни принос одузимамv од по-

знате увећане г лавнице. 

Примери: 

а) Цена некој акцији ·скочила је за 2"10 и данас се котира на берзи 
867 дин;; колика је била љена ранија цена? . 

867·2 
П = -':-102 =]7 дин. Ранија је цена = 867 - ]7 = 850 дин. 

Ь) Прuдајућll робу за ]485 дин. трговац заради 101/0; колико је дао 
за робу? 

]485·10 
П = --IЮ- = 135 дин.; за робу је дао 1485-135 = ]350 дин. 

3) Код процентног рачуна У"!О чисту главницу израчунавамо, када 
. Г·р 

претходно израчунамо процентни принос упо требом обрасца П = 100 _ р' 

а затим нађени процентни принос додајемо познато ј умаЊf!НО ј главници. 

Примери: 

а) Колика је вредност робе, кад је за љу по одбитку 3"10 t:KOHTa 

плаћено у готову 6062,50 дин.? 
6062,50·3 

П = 97 = ]87,50 дин .. Вредност робе = 606?,50 + 187,50 = 

= 6250 дин. 
Ь) Продајући робу за 6]25 дин. трговац изгуби 2"10; шта га стаје роба? 

6]25·2 f} 
П = -gs-- = 125. "оба стаје 6125 + 125 = 6250 дин. 

111. Израчунавање процента 

1) Код процентног рачуна од О/о проценат р израчунавамо из 

Гр 100 П 
обрасца П = -100 . Из овога је обрасца р = -Г-О 

Примери: 

а) Колико је од 100 рачунато провизије, кад је од 6250 дин. узето 
на име провизије 250 дин.? 
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100·250 
Р = б250 = 40;.. 

Ь) Неко је уложио 4175 дин. у хартије од вредности. Кад му оне 

доносе годишње прихода 250,50 дин., колико му процената од 100 HOCIf 

његов капитал? 
1 ОО . 250,50 25050' . 

. р = ---Т175-- = 41.75 = БО/о • 
2) Код процентног рачуна на "10 проценат р израчунавамо, када 

прпходно израчунамо чисту главницу одузимаљем процеНТJlОТ приноса 

од увећане главнице, а затим примењујемо горњиобразац 
• lСОП 

Примери: 
Р = Г (чиста)' 

а) Продајући .робу за 17550 динара трговац заради 1300 дин.; ко­

ликn је о;. зарадио? 
ICO·13CO 

Чиста главница Г = 17550 -'-1300 дин., а р = 16250 = ьо;.. 

Ь) Станарина је повећана за 2б дин. и сада се плаhа 28б дин.; ко­
лико је од 100 повећана? 

Чиста главница Г = 286 ---; 2б :::=: 260 дин., 
100·2б 

а p=~=IO%. 

3) Код процентног рачуна у О/о проценат р израчунавамо, . када 
претходно нађемо чисту главницу додавањем процентног приноса ума-
- .. . 100·П 

љеној глdвници, а затим примењујемо ·горњи образац р = г (чиста) . 

Примери: 

а) ЛО одбитку рабата дин. 126,90, купац је платио дин. 719,10; ко­
лико му је процента попуштено? 

Чиста главница Г = 719,10 + ]26,90 = 846, 
]00·126,90 

а р = ----в46- = 15"10. 

Ь) Нето тежина износи kg 11250, дара kg 1250; колико јео;. 
рачуната тара? 

Чиста главница (бруто) Г = 11250 + 1250 = 12500 кг, 
100·1250 1250 

а р = 12500 =~ = ЮО/о • 
Примери за вежбу: 

1) Колико износи провизион IЩ дин. 862,75, ако се он рачуна б'/4 %? 
2) Колико износи бруто тежи.~а неке робе, ако тара износи 250 kg 

а рачуна се 40;.? 
3) Буре шпиритуса тежило је, према рачуну, при одашиљању kg 

386,50, а на месту испоруке измерено тежило је ЗП kg колико је од 
100 изгубило буре у тежини услед транспорта? 

4) Извоз једне робе попео се lIа 49387 тона, а ИЗIIОСИО је пређе 

42928 тона; "олико је од 100 повећан? 
5) Крајњи износ јеДllе фактуре са 2,5"10 комисиона износи дин. 

4264; колики је к6мисион? 
б) увоз lIеке робе порастао је за 400;. и износи kg 1845300; за 

КОЛИКО је kg повеhан? 
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7) Једна партија вуне УЈшла је 2,50/0 воде и тежи сада kg 17681,25; 
колико кг воде има у овој вуни? 

8) Продајуlш робу за дин. 7775 трговац заради 450 дин.; колико је 
од 100 зарадио? 

9) Цена акцији скочила је за 29 дин. 11 данас се котира 754 дин.; 
колико је од 100 скочила 'цеЈЈа? 

10) Једна партија зеитина претрпела је 7,5"10 кало (исцурење) и сада 
мери 3015,15 литара; колико је литара исцурило приликом преноса? 

11) Коликд је вредност робе кад је за љу по одбl1ТКУ 50/0 сконта 
плаhено у готову 8725 дин.? 

12)' По одбитку провизије 170 дин. комисионар је послао комитенту 
8303 дин.; колико је од 100 рачунао себи ПРОВИЗИОЈЈ? 

§ 61) Прост интересни рачун. Покретна или непокретна имовина која 
доноси сопственику известан приход зове се капитал. Приход од 100 ди­
нара ЈЈекога капитала за годину дана, зоае се проценат. Приход од целог 
капитала за неко извесно време зове се интерес. Ако се годишњи инте­

рес не придодаје капиталу у почетку идуhе године, да с њим вуче инте­

рес, већ и даље само уложени капитал вуче интерес, онда је капитад дат 

под прост интерес. Напротив, аКО.се интерес придодаје капиталу у по­
четку сваке наредне године (или семестра), да и он с капиталом и инте­

ресима ранијих година заједно вуку интерес, онда се каже да је капитал 

дат под сложен интерес, или 'Лод интерес на интерес. 

Задатке из простог интересног рачуна решавамо као оне из сло­

женог правила тројног, па било да се траж'И интерес, било капитал, про­

ценат или време. При упоређивању врста количина имамо да водимо ра­

чуна: 1) да је интерес веhи, кад је капитал веhи, проценат веhи, време 

дуже, и обрнуто; 2) да је капитал већи, ако је интерес веhи, проценат 

мањи, а време крапе, и обрнуто; 3) да је проценат веhи, ако је интерес 

веlш, капитал мањи, а време краће, и обрнуто; и 4) да је време дуже, 

ако је интерес веlш, капитал мањи и проценат мањи, и обрнуто. 

1) Израчунавање интереса 

1) Напи интерес од 5683,85 дин. по 4,5% за 8 година. 

Пог. ред: 100 дин. за 1 годину дају 4,5 дин. интереса 
Уп. ред: 5683,85" ,,8 година " i 

Поступајуhи као код сложеног правила трајног добијамо: 

ј : 4,5 = 5683,85 : 1 ОО 
= 8 : 1 

5783,85·4,5·8 
Одавде је i = 100 = 2082,186 = 2082,19 дин. 

2) Наlш интерес од 5436 дин. по 8% за 4 год. и 3 месеца. 

Пог. ред: 100 дин. за 1 год. дају 8 дин. интереса 

Уп. ред: 5436 " 41/. " "" 
~дe је i : 8 = 5436 : 100 

= 4'/. : 1 Одавде је = 
5436·8·4,25 

• 100 = 1848,24 д. 

3) Наlш интерес од 6432 дин. по 6"10 за 7 месеци. 
Пог. ред: 100 дин. за 12 мес. дају 6 дин. интереса. 
Уп. ред: 6432 7 " 



Тада је ј : 6 = 6432 : 100 

= 7 : 12 Одавде је ј = 6432·6·7 
1200 = 225,12 дин •. 

4) Наћи интерес од 6432' дин. по 6% за 4 год., 1 мес. и 4 дана. 
Пог. ред: 100 ДИН, за 360 дана дају 6 дин. интереса. 
Уп. ред: 6432 " ,,1'4.74 " "" 
Тада је ј : 6 = 6432 : 100 

. , ,'6432·6·1474 ' = 1374": 360 Одавде Је 1 = 36000 = 1580,12 д., 

Из горњих задатака увиђамо да је увек интерес 

. К·р·[' . К·р·М . K·p·D 
I = ~OO ,.или I = 1200 ' или I = 30000' 

где нам К значи 'капитал, р проценат, Г' време у годинама, М време у' 

месецима и D време у данима. 
11) Израчунавањ.е капитала. ИЗ образаца за израчунавање и.Нтереса. 

налазимо да је: 

100·; 1200·; 36000·; 
К = р.г илц К= р.м или К = ---Р:О--" 

Пример. Који капитал по 50/0 за'2 год. 3 мес. и 20 дана AOHOCI1;J 

4ЈО дин. И/јТ.? 
36000·400 ' 

к = 5.830 = 3469,88 дин. 

Ш) Израчунавање процентц. Изобразаца за интерес налазимо да јс:: 

'100·; ,1200·; 36000·; 
Р = К.У' или р = к. м' или р = ---К-:Ј)' 

Пример. Под којим процентом 10000 дин. за 11 мес. дају 550 дин 
интереса? 

1200·550 
Р = 10000.11 = 60/0' , 

Ј.У) Израчунавање времена. Из обращща за интерес налазимо да, 

12fJO·; 100·; 
је: а) време у годинама Г = ---к-:р-, Ь) време у Месецима м = к-:р , 

с.} време у данима D = 

Примери: 

36000·; 
К·р 

За које време капитал од 8000 дин. по 50/0 даје 1600 дин. интереса?' 
10О·ј 100·1600 ' 

Г = к-:;Ј = 8000.5 = 4 год. 

У) Случај када је капитал дат заЈедно с интересом 

Ако са S означимо суму која претставља капитал и интерес уједно, . 
онда је: 

ђГ ~M ђD 
S = к + Тоо ' или S = к + 1200 ' или S = к + 36000' 

_ к (100+РГ) _ K(120~+ РМl_ К (36000+pD) ) 
или S - 100 - 1200 -_ 36000 .. ·(1 
Из'овог обрасца налазимо да је чист капитал: 

1008 1200 S 36000 S ~ 

К = 100 + рГ = 1200+ рМ = 36000 + рО" ·(2) 

Када су капитал и интерес уједно, интерес израЧУllавамо по обрасцу' 
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.. _ _ 100 S 100 S + SpT - 100 S SpT 
, - S - к - S - 100 + Г = 100 + Г = 100 + Г' или .р. р р 

. _SpM . SpD 
, - 1200 + рМ' или, =36000 + рп ... (3). 

Напомена. Чист капитал К J\I0же,IЮ, AaKlIe, наlш ИJlИ непосредно 
:употребом обрасца под (2), или претходно израчунавамо и'нтерес i упо­

требом обрасца под (3), па се нађени интерес одузме од увећаног капи­
·тала. Проценат р и време (Г, /1'1, D) налазимо, када претходно нађемо 
'чист капитал, а затим из 

100 . i 1200 . i 36000i 
Р = КГ = КМ- = кп налазимо проценат р, а из 

Г _ 100 i М _ llO~i D _ 360ао i 
- кр' - Кр' - кр налазимо време у годи-

.. нама, или месецима, или данима. 
Примери: 

(1) На коју вредност нарасте капитал од 5200 дин. по 6% за 2 rCl)(. и 
.5 месеци? 

.овде' s _ к (1200 + рМ) _ 5200· (1200+ 6·29) _ 5200 . 1374 _ _ 
Је - Кр - 1200 - 1200 - 59::>4. 

2) Који капитал за 150 дана по 6% постаје са интересом 5000 дин.? . 
36000 S 36000 . 5000 

К =:= 36000 + pD = 36000 + 6 . 150 = 4878,04 дин. 
3) Под којим процентом 3000 дин. за . 90 дана постају с интересом 

.3037,50 дин. ? . 
i = S - к = 3037,5Q - 3000 = 37,50; 

36000 . 37,50 
Р = ЗОШ. 90 = 5% 

4) За које време 8000 дин. по 6% постану с интересом lООООдин.? 

i = S - к = 10000 - 8000 = 2СОО. 
100 . i 100 . 2000 

Г = к-:-Р = 8000. 6 = 4 ГОД. и 2 месеца. 

Задаци за вежбање 

1) Колики је интерес од 10000 дин. по 9% за 5 год., 4 мес. и 20 дана? 
2) Колики је интерес од 15СООО дИН по 12% од 7·Ј до 15-ХI исте 

:године? 
З) Два капитала од 20000 дин. 11 18000 Дин. дати су под интерес, и 

'то први по 8% за 2 год. 3 мес., а други по 10% за 1 год., 9 мес. и 25 
дана; наhи суму њихових интереса. 

4) Који капитал по 12% за 8 година и 3 месеца ;:аје 3750 динара 

IIHTepeca? 
5) Капитал од 55000 дин, ДЈје за 3 ГОД. 13000 дин. интереса; под 

.којим је процентом дат под интерес? 

6) Нека кућа купљена је за 300000 дин. а доноси годишњу кирију 

3БООО дин., колики је проценат добиТ/ш кад се за оправке, одбије 2000 
.Дин. и кад се на кућу плаhа пореза 5"1о? 

7) За које време капитал од 20000 дин. по 7'/2"10 доноси 6000 дин . 
• интереса? 

8) Ког је дана позајмљен капитал од 12000 дин., кад је 20 октобра 
,1926 године примљен интерес 2750 дин. рачунајуhи по 9"1о? 
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9) Кад се 40000 дин. позајме за 5 год. и 4 мес. по 10%, колику 
своту треба вратити после тог времена? 

\ОЈ За дуг, који је ",мао да се исплати после 5 година, плаhено је' 
одмах 50000 дин.; колики је био дуг кад је есконтованса \O"Io? 

11) Дужни/< је вратио после 90 дана заједџо са 8% иртереса дин. 

6987; колико је динара интерес и колика је позајмљсна сума} 
12) На основу једног тестамента неко је у нраву да после 6 месеци 

потражује дин. 100000. Ако му се ово потраживање исплати OAMi;lx по 
одбитку 101/0 интереса, колико ће му се исплатити? 

13) Згодитак од дин. 40000, који треба да се исплати после 6 ме­

сеци, дисконтован је за 8"10 .. Колика је саДilШf!,а вредност овог ЗЈ'одитка? 
14) Капитал са интересом од Z9/IV-31/X износи дин. 4217,50, а сам, 

интерес износи 59,50 дин.; колики је проценат? 
15) Дуг ДИН. 3283 И.\Iа да се исплати после 1 год., 3 мес. и 14 дана; 

колика је садашња вредност, кад се интерес рачуна по 5% гsдишње? 

§ 62) Друштвени рачун - пропорционална подела 

1) Прост друштвени рачун. Да бисмо дани број А поделили на више 
делова по РЈзмери т : п : р : q., . ,. служимо се особиџом продужних про­
порција. Тако, ако деону суму А делимо на четири дела по размери 

т: п.: р: q и ако ставимо да је'тражени Ј део = х, 11 = У, Н.I = z и 'У=и, 
онда је: 

х : у : z : и = т : п .: р : q' 
или' х : т = У : л == z : р = и : q. 

Применом особина продужних пропорщlj!i имамо: 

(х + У+ z+ и) : (т + п + р + q) = х: т = У : п = z : р = и : q, 
или А: (т + п + 'р + q) = х : т, 

А : (т + п +, р + q) = у :п, 
А : (т + п + р + q) = z : р, 
А : (т + п + р + q) = и : q. 

Одавде је: 

х = ---~--- . т' у. - =>г:-~-_. п; 
m+n+p+q , -m-j!-n+p+q 

А А 
z = iп +п +р + q' Р: и и = т +-n-.~+-p-+~·'-q .q. 

- Дакле, да бисмо нашли сразмерне делове, треба деону СУМУ да 
подели мо збиром размеРНZIХ бројева II добивени колuчник да помно­
жимо одговарајУћUМ размернuм бројем. 

Ако раЗ,мерни бројеви нису цели, онда, ради олаКllIице у раду, пре-. 

тварамо их у целе бројеве, множењем свакога размерног !5роја њиховим 
заједничким именитеље.\I. 

Н а п о м е н а. Зарада или губитак у једн{)м трго~ачком предузеhу 

дели се према уложеним капиталима ортака или акционара, ако је пре­

дузеhе акционарско. Овде је зарада или губитак деона сума, а уложеНIf 
капитали размерни бројеви. . 

Примери: 

1) Подели број 1440 на три дела по размери 2: 3 -: 4. 
Ако је први део х, други У и треhи z, онда је 

х : У : z =' 2 : 3 : 4, па је 
1440 1440 . 

х =--g ·.2 = 160·2 = 320; у=т' 3=480; и 

Алгебра V и У' 7 
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1440 
z = -9-·4 = 640. 

Проба: х + у + z = 320 + 480 + 640 = 1440. 
1 3 

2) Поделити број 1290 на три ;цела по размер и 4 : 56' : 84 . 

3 
Акојеl,део=х, II=уи lII=z, онда је x:y:z=4:51/.:84 > 

или множењем размерних бројева њиховим заједничким именитењем 12. 

х: y:z = 48: 62: 105. Тада је: 
1290 1290 ' 

х = 215 ·48'= 6·48 = 288; у = 215 ·62 = 6·62= 372; и 

1290 
z =215 ·105 = 630. 

Проба: 288 + 372 + 630 ~ 1290. 

3) Поделити 96000 дин. на три ;ица тако да други 'има + дела. 
7 . 

првога, а треhи 8' збира првог и другога. 
\ 

. 3 
Ако је део првог лица 1, онда је део другог лица '5' , а део тре.;. 

7' ( 3) 7 8 7 
ћег лица 8' од 1 +. 5 ' тј. 8' од 5' ШТО ЧИIIИ 5' Онда се тражени делова 

3 7 96000 
х, у и z узимају као 1: 5: 5 или 5 :3':7. Стога је х = ·-ПГ· 5 = 

96000 96000, 
= 6400·5 = 32000; У =\'5.3= 19200 и z = 19200 15-,7 =44800. 

3 
4) Поделити 5348 дин. на три лица тако да други има "5 дела. 

првога више 300 дин., а трећи добија -} дела другога мање 50' дин. 
. 3 

Ако прво лице добија 1, онда друго доБИЈа '5' + 300, а треће' 

2 (3 ) 2 2 З 5 +::;00 - 50 = 5 + 200 - 50 ='5 + 150, Ако се .lI.а,дакле, 11 лицу 

300 и iи 150 дин., остаје да се подели 5348 - (300 + 150) = 4898 дин. ва 
3 2 

три дела по р~змери 1 : 5: 5' ,или 5: З :'2. 

4898 4898 
Тада 1 лице прима 10·5 = 2449; JI. лице = 10;·3=1469,4+.300:;::: 

, 4898 
= 1769,40; и Ш лице = 10' 2 = 979,6+ 150 = 1129,60. 

Проба: 2449 + 1769,40 + 1129,60 = 5348 дин. 
5) Поделити 172'12 дин. на' четири дела таКО да се 1: Il = 2: 3" 

Н: Ш = 8 : 9 и III : IV = 12 : 7. 
Ако је '=х, 11= у, Ш=zиIУ=u;ондајех:у=2:3, y:z=8:g. 

. 3 ~ Ы 
и z : и = 12: 7. Тада Је за х = 1 у = 2' z = тб и и = 64' 

3 27 63 . 
а х: у : z : и = 1 : 2 : тб : 64 = 64 : 96 :,108: 63. 
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. 17212 17212 
Стога Је х = 331·64 = 3328; У = 331 : 96 = 4992; 

17212 17212 
z = ЗЗt·IО8 = 5616; и u = 331·63 = 3276. 

6) Три општине граде на некој реци мост чији је предрачун 98000 
дин. Колико која uпштина треба да плати,ако је прва удаљена од места 
где се мост гради 5 km, друга 8 km; треliа'12 km? 

Овде треба предрачунску суму поделити обрнуто пропорционално 

даљинама општина од места граЈјења моста. 'Дакле, ако прва општина 

има да плати х дин., друга у дин. и Tpeha·,z дин,; онда је 
11 1 ' 

х : у : z = "'5 : 8 : 12' или х : у : z =: 24 : 15 : 10. 

, . 98000 98000 
Јада Је х = 4!Г . 24 = 48000; У = 49- ·15 = 30000, и, 

98000 ' 
z = ~-.IO = 20000. 

11) Сложени друштвени рачун. 'Ако се деона сума.А дели не само 

према размерним бројевима а: Ь : с, већ и ~peMa riz : п. : р, и према q:s:t, 
онда рачун спада у сло(Кени друштвени рачун. АКО,са х, у и z ОЗН,ачимо 
тражене делове, онда 

је ,Х : у : z== а: Ь : с }; , " " 

:.m .: п .;Р_или' Х: у : ,z = ап:щ: bns :,cpt. 
- q. s. t .' ". , 

. А А ' , 
Тада Је: х = amq + bns +-cpl' amq; у =amq + bns +~cp! ".bns; 

А ' . 
и z = aniq + bns ТCPi . cpt. 

Пример 

Три ортака удруже се у нек'ом послу овако: А уложи 80000 дин. 
за 5 месеци, В 40000 дин. за 6 месеци и С 20000 дин. за 8 месеци. Посао 
донесе чисте добити 4600О дин.; колико добитка припада сваком ортаку? 

Ако је А = х, В = уиС= z; онда је 
х :'у: z = 80000 : 40000:20000 

= 5 : 6 : 8 " или 
Х : у : z = 400000 : 240000 : 160000, или 

скраlшвањем размерних бројева 

Тада је х : у : i = 5 : 3 : 2. 
46000 ; 

х= 10-·5 = 23000;. У =4600·3 =13800; z = 4600 '.2=9200 дин.' 

Примери за вежбање: 

, 1) Поделити број 12673 обрнуто пропорционално бројевима' 
364 

48' 27 И 1п· 
2) Наследство од 266500 дин. треба да поделе 4 сина обрнутО про­

порционаiшоiьиховим годинама: Колико 'је кuји добио, кад су њихове 

године 24,21, 18 и 15? 
3) Три ортака унели су у заједничко предузеliе 40000, 30000 и..::7ОООО 

дин.; како су поделили зараДУ од 14000 дин.? 
4) Дин. 5000 треба' поделити' на петорицу тако да сваки доцнији 

прими увек 180 дин .. више од претходног; колико сваки добива? 

\ 7* 
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I I З 
5) За куповину неке·куће улqжио је A 4 ,B5 ,Cs иDv>€Тonак 

;износу 105000 дин. Колико је сваки уложио и пошто је купљена Kyba~ 
6) А, В, С и D поделе 35805 дин. тако да В добије 2 пута 'roJliИ!Њ( 

. 2 
:колико А, С половину онога што добију А и В заједно и От. FJJY"FI1 1'0-

"лико колико С добија. Колико добија сваки? 
7) А, В и С подигну некуциглану. А уложи 150000 ДИН., Б t80(01) 

.дин. и С 270000 дин. Циглана је прве године донела на сваких 100 дин. 
уложених 15,!Ю динара добити. Колико ће од те добити пасти на. свакога, 

;ако С као деловођа радње добија на име плате 4 дин. од сваких 100 ди­
нара чисте добити? 

8) Њих тројица уложе у зајеДНИЧI(О предузеће, и то: А 58000, В' 
1 

7()(Ю() дин. и С 120;:ЮО дин. Чиста добит износи 8" целокупног 'Улога. Од 

. 1 "'П те добити доБИЈа А 10 као деловоljа радње, а В дугуј~адњи 1860 ДИН.; 

колико сваки добија? 

9) Наслеljе од 90000 дин. тре.ба да поделе 4 наследника тако да А 
11 1 

добије З' В 4' С"5 а D остатак. Али пре поделе умре В, а оста"!а 

тројица поделе меljУ собом његов део по размери својих делова. Колико 
је који добио? 

10) Три групе раДНИКа примили су за известан посао Дlfн.257500. 

Ову суму треба да поделе меljУ собом сразмерно броју радника и вре­

мену рада. Прва група имала је 26 радника, који су радили I!} дана по 

10 часова дневно; друга група имала је 30 радника, а радили су 18 дана 
по 12 часова дневно; а трећа група имала 40 радника за 12 дсща по 13 
часова дневно. Колико. ће добити свака група? 

11) А почне радњу са 16000 дин.; после три месеца придружи му 

се В са 70000 дин., после даља 2 месеца придође С са 90000 дин .. 9 ме­
сеци после ступања С закључени су рачуни са чистом зарадом 21500 
ДИН. КОЛИЈ<О добија сваки? 

§ 63) Верижно правило. Када однос имеljу двеју количина није не­
посредно дат, већ га треба одређивати из читавог низа познатог односа, 

онда се примењује верижно или Розово правило. 

Упутство за решавање задатака по овом правилу заснива се на прави­

лу: да једнаке количине помножене једнаким, дају једнаке !резулта·ге. На 

основу овога правила, од датих количина у задатку, чији се однос тражи, 
или је дат, стварамо онолико једнакости КОЛИКО има количина истог 

имена, а затим стављамо да је производ њихових левих страна ра­

ван производу десних. Тражена се количина онда јавља као чини­

тељ,обично у првом производу, и та се количина добија када се произ­

вод чинитеља с десне стране подели производом од осталихчинитеља 

с леве стране. 

Примери: 

1) Килико динара сребра има. у 125 турских гроша, када се зна, ~ 
да у 100 турских гроша има 22,73 динара З.lата и да се ажија на злато 
рачуна 40/ 0 ? . 



Решење: У х дин. сребра има = 125 т. гроша, 

" 100 т. гроша = 22.73 злат. динара, 
" 100 ЗЛ. динара " = 104 сребр. динара. 

Изостављаiуhи имена и множеhи добијамо: 

IOO·IOO·x= 125·23,7З.\04, 
125·23,73·104 

а &давде је х = 100.100 = 29,59 сребр. Affll'apa. 
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2) КОJlИКО има метара у IОЗ турских аршина, кад у 61 тур. аршину 

има 65 руских аршина, а у 9 руских аршина има 7 енглеских јарда и 
кад у 35 јарда има 32 метра? " ~ 

Решење: х мет. = 100 т. арш. 
61 Т. арш. == 65 р. арш. 

9 р; арш. = 7 еиг л; јарда 
35 енгл. јар. = 32 метра. 

Стога је: 61·.~·~5·x-lOO·65.7.32, 
100·65·7·32 

а одавдејех= 61.9.35 =75,77411'1: 

Лрактични ~оступак. Из решења горњих задатака изводимо овакав 
Ј1рактичан поступак при' реиiзвању .задатака верижног рачуна: 

1) Знаци једнакости замењуј,у се усправном цртом; 
2) С леве стране ~P:Te FIишесе непоаната х са својим именом, а с 

десне стране њој једнака задата коЛй\{ина., Йспод њихпишу се све по­
средне, количине тако да се увек п0Ч''Йње лен-ос ОНОМ К'()ЛИЧ'ИIfОМ 'к(!)Јl.lје 
С' преТЈ{ОДRОМ ~eCH~' йс'Р'о'г' имена,. а десно се ставља н:юј ј'еднака коЛ'Ичина. 
Ово се продужава све дотле док не д{)~ијемо десну 'КОЛИ"fину ИСТ0Г 

имена са х, и 

3) Најзад riроизвод'свих неименованих бројева с десне стране црте 
делимо производом СВИJl: неим~нованих бројева с леве стране испод х. 
Добивени колични-к ј,е тражена непозната количина х. 

Пример. . 
Претвори. 10 дана орања у хектаре, кад се зна да 1600 квадратних 

хвати износе 1 дан ораЊ:l, 1 квадратни хват и:'<\а 3б квадраТIJИХ стопа, а 

1 Jn2 иМа \0;0093 r квадратних стопа. 
Реl11ење: 

х'хект" 10 д. ор. 
1 Д. ор. 1600 КВ.ХВ. 
1 КВ. ХВ. 36 КВ. ст. 

10,00931 КВ. ст. 1 m2 
10·1600.·36 

х :;;о, 10,0О9З1' .10000 = 5,854ha· 
10009 m2 1; хектар 

Примери за вежбу: 

1) Колико дИ1lара стаје 1 11'1 тканине од које 10 јарда у ЛОНД0НУ 

стају фуната 1,25 кад 1 јарда чини 0,914 т, а 1 ф.унта вреди на берзи 
253,70 дин? 

2) Колико динара' стаје 1 kg неке робе,кад 1 тона стаје 900· круна, 
а 1 круна вреди 1,12 динара? 

"3) А добија 2158 kg' бруто еспапа, са ]0/0 таре, а 1 kg нето кошта 
85 динара; колико динара има свега да плати? 

4)К<;lмад сребра финоhе 0,720 тежи 14,5 kg; шта стаје тај комад, 
кад 1 kg чистог сребра вреди 2500 динара? 

5) Колико марака у злату чине 1'40 златних динара, када 17222/. ди­
нарасадрже 500 gr чистог злата, а 100 gr чистог злата стају 2790 марака ~ 

/ 
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6) 3најући да се 5 говеди могу р'CI'3:lIN'Я'iпи за 3' коња;.. ПfI коња, 31 

210 оваца, 7 оваца за 88 kg кафе, а 6 kg, кафе за 200' динарs;. тражи се 
колико ће динара вредети једно говече? 

§ 64) ДИGКОНТНН или есиоlПНИ рачуll. ПО;lli дискон'Гом или е-сконтом' ра­

зумемо ону суму коју поверилац даје дужыику зато ШЋ0 је ова~GДУЖИ0'СВО: 
дуг пре уговореног рока. Тај дисконт у ствари је ј-едцакинтересу од 
зајмљене суме од дана када се она одужује до кра,ја УГОШ>јЈ)Е!НОГ р@ка. 
Ако дисконт означимо са D, вредност дуга €a ШI,тересоМ со!! S" а, Bpeд~ 
ност позајмљене суме К, процен'ат са р, а вре-ме у FOAJilHaMa' «а t,. онда' је: 

S 
- к D - К Kpt _ lOOK +Kpt_ КООО+ођ' 
- + - + 100 - 100 -,' 100 .. 

, l00S' 
Одавде је К = '100+ pt 

Позајмљена сума К зове се почетна или садашња ВJjlе:дt!oст капи~ 

тала, капитал с интересом S зове се Крајњаи.IJИ' будуhа' BpeJЏIOCT КШlи:rаilIа" 
Примери: ' 
1) Меница од 5626,30 дин'ара' дисконтује се 2 месеца пре PQкa: (/.а, 

4%; 'а) колики је диско нт, Ь) колико треба купац да плати? 
Вредност менице 2 месеца пре рока је: 

100 S ' 100·5626,30' 
К = \ОО + pt ,= , 2 = 5589,04 дШII., 

. 100+ 4 "]:;ј, 
а дисконт D = 5626,30 - 5589,04= 37,26 А.ИН. 

2) Неко има да плати после 9 месеци 3600 дин.; кад ~ :х:оће· да 

плати 5 месеци пре рока, колики је диско нт, ~aд .се рачуна &ј",? 

100·S 100·3600 1200·3600 
К = 100 + pt = . 5 = 1200+6.5 = 3512,Ю дин. 

10О+6Ћ 
Стога је дисконт D = 3600 - 3512,20 = 87,80 дин. 
Н а п о м е н а. Овако израчунат дисконт будуће . вредности капи­

тала зове се прави, или математички прави дисконт. Међутим, у трго' 

вачком и берзанском животу, дисконт једног дуга' (менице) налази се по 

Spt . 
обрасцу D = 100 Ј узимаЈући крајњу вредност дуга S као садашњу. Ово 

се ради зато што је лакше делити са 100 и што је време .t обично мање 
од 3 месеца. Овакав дисконт није тачан и већи је од матема:гичког. 

Тако, код првог горњег примера је трговачки дисконт 
2 

5626,30.4'12 
D == 100 == 

5626,30·4·2 
= 37,51; дакл.е, за 0,25 дин. већи, а код 1200 

3600·6·5 
другог примера је D = 1200 = 90 дин.; дакле, за 2,20 дин. већи од 

математичког. 

Примери за вежбу 

1) 2/УII есконтована је меница од дин. 6215,60 чији је рок 8 недеља 
доцније; наћи њену вредност и дисконт, ако се дисконт рачуна 120/0' 

2) Есконтована је меница l1/Х од дин. 6500, чији је рок 18/ХII исте 

године са 10% диско нт а; наnи дисконт. . 
3) Дисконтоване су 4/Х са 8"10 менице: дин. 3200, заI4/ХII; дин. 

8000, за 21/ХIl; и дин. 15000, за 2(1 идуће год.; наћи за коју су суму 

дисконтоване и колики је целокупни дисконт. 



ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 

1 ЈЕДНАЧИНЕ И НЕЈЕДНАЧИНЕ ПРВОГ СТЕПЕНА 
И ЊИХОВАПРИМЕНА 

10З 

§ 65) О једначинама уопште. Два једнака Јизраза, монома 
или полинома, везана, знаком једнакости, зову се једначина. ' 
у свакој једначини имамо две CTpalte: леву и десн.у.'Њрази 
који дају једначину, јесу стране једначине. 

Једначине се деле на .две главне групе: на идентичн,.е 

(истоветне) и погодбене. Идентична 'је она једначина код ~oje 
<:е на први поглед ви~и да је заиста њена лева страна j~д­

нака са десном. Код ове једначине израз је изједначен са са­

мим собом или са својим преображајем у неком,'ДРУГОМ облику. 

Тако, идентичне су једначине: 

1) а=а; 2) (а+Ь)2=аЧ2аЬ+Ь2 ; и З) a2-Ь2=(а+Ь) (а-Ь). 
СваlШ образац за математичке операције је идентична 

'једначина. Она је тачна з.а ма коју произвољну посебну вред­

ност општи х бројева који у њој постоје. 

Погодбена, је она једначина у којој, поред познатих ко­

личина, постоји једна или више непознатих количина и, само 
за извес.не вредности тих количина,' лева је стј:>анаједнака 
с десном. Тако, једначина 5х - 8 = Зх је погодбе на, а тачна 

је, тј. њена лева· страна једнака је с десном само ако х има 
вредност 4. За сваку другу вrедност за Х, њена лева страна 
није једнака са десном. Оне вр.едности непознатих количина 

у једној погодбеној једначини које чине да је њена лева 

страна једнака с десном, или које задовољавају једначину, као 

-што се обично каже, зову се корени или решења једначине. 

Решити једну погодбену једначину' значи одредити оне вред­

ности непознатих количИlЩ за које j~ једначина . задовољеца, 
, тј. наlш њене корене. 

§ 66) Врсте погодбених једначина. Погодбене једначине 

деле се такође на две глщ!Не групе: на алгебарске и TP\lBC­
цендентне. 

Алгебарска је она погодбена једначина у којој је непо­

зната количина везана са осталим количинама само знацима 

сабирања, одузимања, множења и дељења. 

у овој једначини непозната 6е јавља само као основа 
каквог степена. Такве су једначине: 

1) ах-5а2 = 15ab-ЗЬх; 2)Зх+7у=З6; 3) х2 :-4х=21ј 
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5 4 б 
4}-X+-Y--Z 20; 5) v'Зх2+9= 2; 

б) х4 - 4х2 = 45 итд. 
За једну алгебарску једначину кажемо. да је уређена, ако 

јој је десна страна О (нула), а лева јој је страна ПОЈјИНОМ уре­
ђен nl) опадајуhим степенима јцне од непознатих количина, 

а чији први члан има коефицијенат + ~. Такве су једначине: 

1) х4 
- 2хЗ + 2х2 - 2х + 1 = О и 2) х2 + 9х + 5 = О. 

Према броју непозщlТИХ количина у алгебарској једна­
чини, ове јеДНачине делимо на једначине с једном, две, три 

и више непо?натих КЩlИчина, а према њиховом степену, на 

једначине првог, ДРУI'ОГ, треЬег итд. степена. Тако, једначина: 

. 1) ах - Ь = О је 1 степе«а с једном непознатом; 
2) ах + Ьу = с" I " с две непознате; . 
З) 5х2 + 13х + 17 = О је II степена с једном, непознатом; 
4) хз - уЗ = а је III степена с две непозна те; 
5) бх4 - 11 х2 -:- 35 је IV степена с једном непознатом; 

б) хз + уЗ + Z3 = 90 је III степена с три непознате итд. 
Једначина, у којој су познати бројеви посебни, зОве се 

бројна, а ако су ти бројеЮ:I само опщти, или општи и посебни, 

онда се З0ве општа. Тако, једначина 4х - 3 = 21 је бројна, 

. l-х 1 +х 1 - х . 
а Једначина 1-а - 1 + а + 1 +2а+ а2 = О Је општа. 

т рансцендентне једначине су оне у којима непознате 

количине заузимају места једног изложитеља, степена или ко­

рена, или се налазе под логаритамским знаком, или се налазе 

под неким од тригонометриских знакова. Према томе Tpa~c­

цендентне једначине .делима на: 1) изложитељне, 2) логари­
тамске и З) гониометриске _или тригонометриске. Са свима 

трансцендентним једначинама ученици Ье се упознати у VI 
и VH разреду. 

§ 67) Алгебарске једначине првог степена с једном непо-­
знатом. Да бисмо нашли решење једне алгебарске једначине 

првог степена с једном непознатом количином, тј. да бисмо 

нашли ону вредност непознате количине за коју је једначина 

задовољена, служимо се главном особином сваке једначине, 

која гласи: ВредносШ неuознаШе колuчuне у једначини се не 

. мења, ако и на једној 11 на другој њеној страни извршим о 

подједнаке промене, а то значи: 

1) Вредност непознате· се не ме1Ьа, ако и једној и дру­

гој страни једначине додамо један исти број. Тако, код јед-
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начине 3х- 8 = 7 вредност за х је 5. Ова се вредност Не­

меља, ако и једној и другој страни додамо ма који број. Ако.· 

додамо број 8, добијамо једначину: 3х - 8 + 8 ~ 7 + 8, ИЛII. 
3х = 7 +8, или 3х = 15,која се задОвољава опет за х = 5. 

2) Вредност непознате се не Metьa,aKo и од једне и од 
друге стране једначине одузмемо један исти број. Тако, КОД, 

једначине 4х + б = 18 вредност за х је З; Ова се вредност' 

не меља, ако и од једне и од дрјге страflё одузимамомз. 
који број. Ако одузмемо број 6,добиј'амо једначину: 

4х + б - б = 18...:.- 6, или 4,х= 18 - б; или 4х = 12, кој11:. 
се задовољава опет само за х = 3. 

Н а li о м е н а. - На ОСНОВУ'1 мо Q особине једне једна­
чине можемо вршити пребацивање -љених чланова ; с Једне на. ' 
другу љену страну. Требq. Щ'Џ8, пребаче.аом чizdНу да пРоме­

нимо знак. На основу. истих d'С.Обина .~збаl:I.ујемо оне ЧЛ3fюве­
јеДН'ачине који се налазе на обема страАама,а- једнаЮ! су и: 

једнако озНачени. Тако из х-а = f} иМамо х =0 + а. а из. 

ах + ь = с + ь имамо' ах = c~ 
3) Вредност непознате се не Metьa, ако обе страйе јед-­

начине помножимо једним истим бројем. Тако, код ј-ед:н:ачин:е-

5х - 2 = 8 вредност за х је 2. Ова се вредност неће пром·е-· 
нити, ако обе стране једначине помножимо ма којим бројем_ 

Ако их Iiомножимо са 3, добијамо једначину 15х - б ± 24,. 
која се задовољава опет само за х = 2. 

На основу ав'е особине можемо једначину ослободити 
љених разломљених' чланова, ако обе ЉёHeCTpa~e помножимQ.. 
заједничким именитељ ем разломљеНI1Х чланова. Тако, ако .. 
. 13 5 8 13 
Једначику -х ~ 2 = х - - + - х - .-' ломножимо са БО". 

10 12 _ 1-5 б . 
који је заједнички именитељ разломљених чланова, добијамо, 

једначи.ну 78х - 120 = БОх - 25 + 32х - 130. 
4) Вредност непознате се не меља, ако обе стране јед-­

начине поделимо једним истим бројем. Тако, код једначине 

9х - 24 = 21 вредност за х је 5. Ако обе љене стране поде­

лима са З, добијамо једначину Зх --:: 8: 7, која се задово-­
љава опет само за х = 5. 

На основу ове особине можемо свести коефицијенат уз­

непознату количину на + 1, дељељем обеју страна једначине 

тим коефицијентом. Тако, ако једначину 5х + 10 = ~5 поде­
лимо са 5, добијамо једначину х -.t 2 = 9. 

На основу горе изложених особина једне једн~чине, И8ВО-
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· димо овакав поступаl<за решавзње једнаЧlIна првог степеl 

с једном непознатом количином: 

1) Ако У једначини има разломака, онда, да бисмо 
ослободили раЗломљених чланова, "-1f!ОЖИМО обе стране једн 
чине њиховим заједничким именитељем (радња ослобођавш 
именитеља); . 

2) Ако У једначини има заграђених израза, онда, ) 
бисмо се ,ослободили заiрада, извршујемо означенераЧУНСl 

· радње ИЗ,међу заграда (радња ослобођавање загрqда); 
З) Чланове с непознатом количином пр е бацу јем о на јеДЕ 

(најчешће на леву), а независне чланове на другу стрш 

(радња пребсщивањечланова)ј 

4) После пребацивања. чланова ВРIЩfМО свођење ;eдНl 
имених чланова и на једној и на другој ,страни једначИl 

(раДНЈа cBof)eltJa); и 
5) Најзад делимо обе стране једначине са коефицијеl 

том уз непознату количину, да бисмо свели њен коефицијеНQ 

на + 1 (раДНЈа ослобоf)авање коефицијента). 
Употребом горе Изложених.: пет радња, можемо свак 

· једначину првог степена нај,:ложнијег облика свести на обли 

х = а, где нам а претставља тражени корен или решење дат 

једначине. Од примера зависи да ли ћемо узимати у поступа 

свих пет изложених радња да бисмо једначину решили, ил 

је њихов број мањи. 

Н а п о м е н а. За Две једначине каже се да су еквивСЈ 

лентне, ако имају једно исто решење (корен), тј .. када' корен 
једне једначине задовољавају другу једначину. УпотреБОl 

горе наведених раДltJа при решавању једне једначине, наила 

зимо само на еквивалентне једначине које имају различит 

,облике, али исто решење. 

1 пример 
. З З - 4х + 5 6 - 5х + 8х2 Ако об 

Решити ]едначину 4х - -2'- Зх = 4х 

њене стране помножимо заједничким именитељем 12х, доби 

јамо једначину: 
9-(З-4х). 6х+20 =(6_5х+8х2). З. 

\ 

Ако У овој једначини извршимо 0зна4ено множење, доби 

јамо једначину: ' 
9 -18х + 24х2 + 20 = 18 - 15х + 24х2 • 

Избацивањем најпре чланова 24х2 и на левој и на десно 

'Gтрани, пошто су и једнаКИ и једнако означени, а затим пре 

,бацивањем чланова добијамо једначину: 
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9 + 20 - 18 = 18х - 15+ 
Сввђењем и на левој и на десној страни, ове једначине, 

добијамоједначин,У-: 
11--;-Зх, IIЛИ ЗХ -;--:-, 11, 

Најзад дељељем ове једначине коефицијеНТGМ 'З'У3 х 

добијамо: 

,11 3 2" 
х з = 3-' 

2 пример,РеШИТJI једначину:~';'~ 

а2(х - а)' Ь ( , 2)' _ Ь2 (х - а) , "(" i >Ь')" -'----,,--'-- х- а ------а х-а- . 
Ь а, ., 

Множењем обеју страна заједничким именитељем аЬ до-

l5ијамо једначину: , ' 
аБ (х - а) - аЬ2 (х - 2а) = ЬБ (х - а) - а2Ь (х - а - Ь). 

Извршујуhи 0значено множење добијамо једначину: 

аВх - а4 --:- аЬ2х + 2а2Ь2 -.::. ЬВх ~аЬВ - а2Ьх + аЗЬ4-)а2Ь2. 
Пребаццвањем чл,аНQва добијамо једначину.: ,с"' , 

а9х -аЬ2х - ЬВх + а2Ьх = а4 
- 2а2Ь2 - аЬБ + аБЬ +'а2Ь2. 

Своl)ењем једноимених' члан'ова добијамо: ' 
аБх + аЊх - аЬ2х - ЬБх ,= а4 + аБЬ- а2Ь2 _qЬБ . 

Извлачењем х пред заграду, .п.а бисмо јасније видели 

љегов коефицијенат; добијамо: 

х(аВ + а2Ь - аЬ2 - ЬБ) = а4 + аВЬ - а2Ь2 -'аЬВ • 
дељењем коефицијентом У3 х добијамо: 

, а4 + аВЬ - а2 Ь2 -аЬВ а (а3 '+ а2Ь,- аЬ2'_ЬВ) 
х = аБ + а2Ь _ ab2~ ЬВ = , а2 + а2Ь _ аЬ2 _ ЬБ = а. 

З пример. Решити једначину: 

V 4х2 + 12х-Зl =2х-7. 
Ако обе стране једначине степенујемо са 2, добијамо: 

4х2 + 12х-Зl =4х2 -28х+49. 
'" 

Избацивањем чланова 4х2, пошто су једнаки и једнако 

0значени, а налаз~ се на супротним странама, и пребацива­

њем, чланова добијамо: 

12х+28х=Зl +49. 
Свођењем добијамо: 

40х=о 80. 
Дељењем са коефицијентом 40 У3 Х добијамо: 

х=2. 

§ 68) Случај немогуhности и неодре1јености решења једна­

чина првог степена с једном непознатом. Једначина првог сте,.. 
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пена с једном непознатом -има чланова с непознатим и чла­

нова без непознате, или тако званих независних чланова. Ако 

извршимо пребацивање чланова с непознатом на једну а' не­

зависних на другу страну, па извршимо запiм свођење, онда 

сваку једначину првог степен·а с једном ненознатом сводимо 

на облик: 
ахо-.= Ь····· ·(1) 

где нам а и Ь претстављају два позната броја . 
. При даљем решавању једначине (1) могу наступити два 

случаЈа, оба зависна од тога да ли је а једнако или разли­
чито од О (нуле). 

1 случај. - Ако је а различито од О, онда обе стране 

једначине (1) могу се поделити са а, чиме добијамо једначину 
х = ~ ..... (2) , "~о 

Једначина (2) биhе тада задовољена, ако се у њој х за­

Ь 
мени вредношhу -, која вредност може бити позитивна, нега-

а 

тивна, или равна нули. једначина (1) има тада исти корен 

~, као и једначина (2), и ниједан више. Према овоме, једна­
а 

чина (1), за случај а =F О, има корен' истоветан с кореном 

једначине (2). 
2 случај. Ако је а = О, престаје наше право да обе 

стране једначине (1) делимо са а. једначина (1) постаје: 
О,х = Ь···· .(3) 

Ако претпоставимо да Ь =F о и да има вредност рецимо 
5, једначина (3) постаје: 

Решити ов}' једначину значи тражити онај број који по­

множен са О, даје производ 5. Како сваки број помножен са 
нулом даје за производ О. значи да једначина (3) нема ре­

шења. Каже се онда да је једначина (3) немогућна . 
. Ако пак претпоставимо да је и Ь = О, онда једначина (3) 

добија облик: 

о·х=о··· ·(4) 
Тада је једначина (4) задовољена за све могуће вредно­

сти од Х. Она, дакле, може имати бескрајно много' решења. у 
том случају каже се да је једначина неодре!јена. 

Из свега овога закључујемо да свака једначина првог 

степена с једном непознатом има само једно једино решеlbе, 

осим у случају када је она немогућна или неодре!јена. 
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Примери: 

1. Ре~ити једначину: 5: -- 2 = 7х + ~ - 12. 

Када ову једначину доведемо на облик ах = Ь, добијамо 

. 100 31 
69х = 100, а одавде је х = 69 = 169' 

Дана једначина има, дакле, само једно решење. 

.. 3х 5х 5х 2х 
2. Решити једначину: ·4--Т2·~ gc +6,- 9' 

Ако ову једначину доведемо на облик ах = Ь, добијамо: 

0·х=216 . 
. Стога је ова једнаЧИl-Jа немогуlша: 

. 2х 29х 4 Зх 44 
3. Решити једначину.: 7-8=28+5-4-5' 
Ако ову једначину довед.емо на Qблик ах -.Ь; добија1\1:0: 

О·х=О 
Дата једначина· је, .дакле, неодређена, пошто има бе-

скрајно много решења. 

§ 69) Примери за вежбу· 
Решити следеhе једначине: 

1) х + а"= Ь. 2) х - Ь = е. 3) nх = а. 
х 

4) d = Ь. 5) а - х = Ь. 

а . 
6) - = n. 7) ах - Ь = О. 

х 
8) l?ех-4х=5сх. 

9)"(а+Ь)х+ь=а. 10) ах=l+nх. 11) х-m=рх. 
12) ах + Ь = ех + d. 13) рх+ СЈ-.р + qx. 
14) 6n+х=Зm-2х. 15) n2 -nх=р2_ рх. 

16) а - Ь + бех = 5а -: 6dx+ 3Ь. 
17) 02х +Ь2 - 3Ь2х = 02 + 2аЬх - 4Ь2х. 

П l-а2 

18) о--=Ь. 19) а+-· -= 1. 
х ·х 

20) a2 +ab+.b2=;=::a
B

-Ј!... 21) ЗаЈ-Х_7=~. 
х х х 

п х 
23) х-·-=--n. 

а а . 
сп аn 

22) ~+a:::::: -+ е. 
х х 

х х 

:4) О+-;;=Ь+7)' 25) -~-a= 2~ - ~ . 

10 1 1 1 
26) -=----+-. 

ах х а 10 
'х х х 

27) 1 - За = ба +с-: 
2i 1 1 х 

28) -+-=--+~-. 
аЬ 2а Ь а2 

ах а 1 х 
29) Ь2n - Ь8 = Ь2 + аn . 
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30) 2а-(а+ 1)х=(а-1) х. 

31) 2ас - (Ь + с) х = (с - Ь) х + 2Ьх. 
32) (2а -;- Ь) х - 2аЬ = а2 + (а - 2Ь) х + Ь2 • 

33) 2(2n - 1) _ х+а = ~=~: 
Х Х , 

34) а (х - 12) . Ь (х ---.,. 12) -:- 2 (а - Ь). 

35) 3 (а + 2х) - 11 (а - 2Ь) = 2 (х - 3Ь). 

36) а (х - а2) - Ь (х - Ь2) = О. 

37) а (х + а) - 2а (х - 2а) = а (3х + а)., , 

38) 8Ь - (S; - 6Ь) = _ х. 39) х = а2 (а - х) + 1. 
1-а 

40) 51 - (7-3х)х =(11 +3x)~-3 (X,=15)~ 
5 5, ' 

41) а (а - nх) + х + Ј -= Ьn -, 1 .х. 
. аЬ аЬ 

42) ~4,08 + _1 0,04 (х + 0,9) = 241,2 (х = 0,1). 
х х 

43) аН (х - а) + ЬВ (х+Ь) = _ аЬх, ,(х=а- .ь). 
а+Ь а+Ь 

44) ЗХ~? _ 2Х-;5 = 7 ~~ (х=37). 

(х= 7). 
7х-З х-5 . 

45) 
6 

- --=7,16 
4 

З-2х 5 . 
46) 

3 = тх+ 0,26 (х, ~). 
47) Зх - 7 _ 2(х - 5) = 1 _ ~ 

12 27 18 (х ~). 
48) 7 + 5 (~ х + ~) = 3х - 2 (~ --.: 9 ) - 7 , ··4 3 " , 2 ." 

, 2х - а _ 7 х + 11 а 1 50) ах _ а(х2+с2) bd (_ ас) 
49) х - 5х -. с - ех - х- bd . 

х-1 2n2 (1-х) 2x~1 1~x ( З) 
51) п -=т + n4 _ 1 = l-n4 - 1 + п х = '4 . 

52) С х Ь - е 1 d): (п - q) = (d 1 е - Ь х а): (q - п) 

(Х= а-Ь). e-d 
53) ас2 +х = ax+~ 

е Ь 

а-Ьх Ь-ах 
54) а Ь = а- Ь 
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55) 1- ах = Ьх-l +2 (х = _1_). 
Ьх ах а + Ь 

56) !!...- = 5agx+ Ьс _ 18а- х. 
. ag acg с 

57) ~-1 = ~ _ а2 +х (х = а2п+а2). 
а2 а2п а2п2 . п - 1 

55)Ь-;Х=I_ ~ + C(Xa~b) (х=а-Ь). 

59) 1 = ~ (1 - ~)+ ~ (1 - ~) (х=а+Ь). 
I х 

Х-I2" l1х-З 1 9-2" 
БО) -16- - 18 +5 20 = -З-О 

З ~x +~ З 
бl) __ 4 4 "4 З ( 1 ) 

4 ~ + х ~ + х. 4 х = .2' .. 
1 

1 .....,... а2 
62) 1 - ;(1_ ~) =-аг· 
БЗ) _1_ _ Ьс б4) _~ _ ~~ _ _ 2Ьх 

а-сх - а2+ас-Ьс2 а - Ь а + Ь - а2-Ь2 ·" 

а с сх (а ) б5)БХ+ь- bx~a =0 Х=Ь-_с· 

б6) ~ + _а_ = a(b+c)+,dx . 
d Ь+с bd+cd 

. 7 1 15 
67) бх + ЗА + 9х _ 45 = 2X'k-50· (х = 10). 

б8) а + Ь + ~= 1 + Ь(Ь-х) (х =-.!!_). 
. а + 2Ь. Ь q2+2ab Ь + Ь . 

а2 + 4а . а 1 
б9) х2 + х _ а2 + а - х + а ~ х -..: а + 1 

70) х + 1 . ~ 1".. + а 1 (х ~ . а2) " . 
а3 - хВ . ах2 -х.3 х4 + ах3 + а2х2 ="- х2 - 2 

71) (х+ 1)2=[ll1-(I-х)]х-80 (х= ~). 

72) (а+Ь) (а-х)-(а-х) (х-Ь)-(х-Ь) (Ь+х)= О (х = ать) ;_ 
(х=а+1). 

(Х=а+Ь)." 
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'76) х - 2n + 2х2 
- 1 Зn2 

= З 
х + Зn х2 - 9n2 . 

77) _~ + х - 1 __ Зх + З 
х2 -1 2х2+2х - 2х2- 2х 

78) .!.. а - х = За + 4х. 79) а+Ьх2 = а2+ЗЬх2 

а + х 5а - 4х 5х - З 15х- За 

.80) хВ + х2 + Х + 1 _ хз- х2+х-l = 1,5х -2 
х+l х-l х2 -1 

.81) а (х-а) + ь (х-Ь) = + ь 
а+2Ь 2а+Ь а . 

82) а t- а - Ь а + Ь Ь 
" ас + Ьс - '2Ьх = 2JiC - ах + Ьх 

а2 + х а2 - х 4аЬх+ 'la2 - 2Ь2 

83) Ь2 _ х - Ь2 + Х = Ь4 _ х2 
а2 + ах + х2 а3 

- а2х + ах2 1 
·.84) аВ + а2х + ах2 + хВ - а4 + 2а2х2 + х4 = а + х . 
.:85) 3х+7а + 4х+ 5а= a2-2ах+Зх2 (х=_а_) 

а2х2+ аВ (2х+а) аВх + х4 a4x-аЗх2+а2хS' 4 . 

. 86) х+Ь + х-Ь = ь+х _ х- Ь + 2х. 
а+Ь а-Ь а2 +2аЬ+Ь2 ' а2 - Ь2 а 

.87) -.4х-{5х-[6х-(7х-(8х-9»]}=-10 (х= ~) . 

. 88) - 4 - 4 {4 - 4 [4 - 4 (4 - х)]} = 44 (х = 4). 

:89) {{-}[+({-(Х+2) +4) + 6] +- В} = 1 (х= 1). 

~O) ~ {+[ ~ ( +( ~ - 1) - 1) - 1] - 1} - 1 = О (х=36З). 

Н. Алгебарске једначине првог степена 

са две непознате 

§ 70) Одређене и неодређене једначине. Једна једначина 
ма ког степена може бити одреЬена или неодреЬена. Она је 

одређена, ако за сваку непознату даје само један корен Оедно 
решење), или ограничен БРQј реш ења. Тако, једначана 3х-4= 11 
је одређена, јер има caMc;i једно решење, и то х = 5. За~ваку 
другу вредност од х ј~дначина није ~aДOBoљeHa. Једначина 
л.3 - 3х2 = 10х такође j~ одређена, јер постоје само три корена, и 

'та х = О, х = 5 и х ~ - 2, који задовољавају ту једначину. 
Једначина је неодређена, ако она за сваку непознату 
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.Даје бескрајно много корена (решења). Тако, једначина 

2х 29х 4 3х 44 . . . 
- - 8 = -- + - - - - -- КОЈа се своди на О· х = О Је 7 28 5 45 ' , 
:неодређена, пошто се задовољава.за сваку позитивну или не- ' 
iГативну, целу или раЗЛi)мљену вредност од х. 

, Једначина у - 3х = 20 такође је неодређена, јер постоји 
\бескрајно много позитивних, негативних, 'целих и разломљених 

:nap'oBa решења за х' и у која задовољавају ту једначину, Те 
:парове· решења добијамо, ако дату једначину решимо по једној 

-од непознатих, количина, па узимајуhи за другу непознату 
;разне произвољне вредности и замењујуhи ту непознату овим 
Iвредностима, добијамо за сваку од тих вредности по једну 

-одређену вредност' прве непознате. Тако, ако дату једначину 

јрешимо по у, добијамо:' , 
у=3х+ 20. 

Тада за вредности: 

х = О, .1, ~ 1, 2, --;- 2, 3, - 3, ..... ДООИЈамо 
у = 20, 23, 17, 26, 14, 29, 11 ..... . 

Из овога примера је јасно да је свака' једначина са две 

!Непознате неодређена. За једну непознату може се узимати 
.ма која произвољна вредност па, замењујуhи у једначини, до­

-бијамо и вредност за другу, непознату. 

';> Неодреljености код једне једначине првог степена са две 
непознате неће бити, ако поред' ове једначине постоји још 
једна једначина са истим непознатим количинама, а поред, 

'тога и погодба, да се за обе непознате одреде само оне вред­

ности које' једновремено задовољавају обе једначине, Обе јед­
начине тада Чl1не један систем једначина, а ПОД решењем јед­

;нога таквога систе~а раЗУi>\емо оне вредности непознатих 

lКoje задовољавају обе' једначине једновремено. Обе те Bpe.l\­
,ности дају један спрег (пар) корена. 

Да бисмо решили један систем од 'две једначине, ста­

раМО се да једну 'непознату згодним начином йзбаццмо (ели­

.минрјемо) , тако да од две· дате једначине добијемо једну 

'трећу, тако звану елu.мUllаqUОIlУ једнuчuну, у којој изба­

чена непозната не постоји. Рещавањемове елиминационе јед­

начине налазимо вредност једне непознате, па заменом те 

вредности у једној, ма којој од датих једначина, налазимо и 

Jlреднаст друге (избачене) непознате. 

. Ради стварања елиминационе једначине постоје четири 
.методе, и то: улоре6иiюња или компарације, замене или' суп-

Алг.ебраV и УI 8 
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ституције, једнаких коефицијената и Безутова .метода илИ" 

.метода неодреЬенuх коефuцuјената. 

§ 71. Методе елиминовања (избацивања) 

А) Метода упоређивања. Ова се метода састоји у 

овоме: налазимо најпре и из једне и из друге једначине из­

разе који претстављају вредност једне исте непознате. ТИ" 

изрази могу бити различитог облика, али су једнаки, пошто 

претстављају једну исту непознату. Везивањем тих израза 

знаком једнакости добијамо тражену елиминациону једна­

чину коју решавамо као једначину првог степена с једном 

непознатом, ради добијања вредности њене непознате коли­
чине. Најзад заменом ове вредности у једној од једначина 

датог система добијамо једначину из које налазимо и вред-

ност непознате коју смо били елиминовали. . 
1 пример. Решити систем једначина: 

Ј) 7х-2у= 11. 
2) 2х + Зу = 21. 

Ахо елиминујемо у, онда имамо из (1) 
7х - 11. 21 - 2х . 

У = 2 ,а из- друге у = -.-з-- . 
т ада је елиминациона једначина: 

7х - 11 21-2х 
~-=-З~ 

Решавањем ове једначине добијамо да је х = З. 

Заменом ове вредности у (2) добијамо: 
6+Зу=21, а одавде је у=5. 

2 пример. Решиту систем једначина: 
1) ах + у = аВ , 
2) х + ау = 1. 

аЗ-у 
Елиминујуhи х, добијамо из (1) х = --, а из (2)х=l-ау. 

а 

Тада је елиминациона једначина: 

а3 -у 
-~-= l-ау. 

а 

Решавањем ове једначине добијамо да је у = - а. 

Заме:fpм у (1) или (2) добијамо да је х = 1 + а2 • 

В) Метода замене. - Одређујемо из ма које од датих 
једначина једну непознату - одређујемо израз који прет­

ставља њену вредност - а затим ту непознату замењујемо 

у другој једначини њеним изразом, чиме добијамо тражену 

елиминациону једначину. Даљи је рад истоветан као код прет-
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ходне методе. Ако је коефицијенат једне непознате = 1, онда је 
најбоље да ту непознату елиминујемо, пошто је њен израз цео. 

1 пример. Решити Gистем једначина: 
-1) 3х+4у=4, 
2) 12х-6у=5. 

\ . ' . (1) 4 -4у } ко желимо да елимину]емо х, онда]е из х -- ----тз----::-- . 
• 

4~4 Заменом у (2) х са - З У добијамо елиминациону je.g,-, 

4--4у 
начину: 12·--з--бу=5. . 

• 

f>ешењем ове једначине добијамо да' је у =о ~ • 

Заменом ове вредности за у у (2) добијамо: 

12х-З=5. Ођде је х= ~ . 

2 пример. Решити систем једначина: 

1)x~y=a, 
2) ах- Ьу = а2 +Ь2. 

Из (1) имамо х а-+ у. Заменом х са а + у у (2) до-
бијамо елиминациону једначину: 

а (а + у) - Ьу = а2 + Ь2 • 
b~ 

Из ове је једначине у _ ---ь. Заменом у (1) добијамо; 
а-, 

__ Ь2 a2~ab+b2 
х=а+--ь =- . Ь . 

а- ,а-

С) Метода једнаких коефиЦијената. Треба претходно 
обе једначине довести на облик ах + Ьу = с; Затим ако ко­
ефицијенти' непознате коју желимо -да елиминујемо нису јед­
наки, множимо само једну или обе једна чине таквим броје­

вима, да бисмо створили уз ту непознату једнаке коефици­

јенте,. и то њихов најмањи заједнички садржатељ. Најзад ново 

добијене једна чине Сr;Iбирамо или ОДУЗI-fмамо, према томе, да 

ли СУ једнаки коефицијенти уз непознату нџмењену за ели­

миновање различитих или једнаких знакова. Овим се добива 
тражена елиминаЩlОна једначина, па је даљи рад као У прет-

ходним методама. 

1 пример. Решити систем једначина: 
1) 7х-2у = 11, 1·31 
2) 2х+ Зу = 21. 1·21 

Ако желимо да елиминујемо непознату 'у, онда тр'еба 

прву једначину. да помножимо са З, а другу са 2, пошто' је 

&* 
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најмањи заједнички 

добијамо: 

садржатељ 3(,1. коефицијенте уз у 

1) 21x-бу=З3 и 
.2) 4х + бу = 42 . 

б. Тиме 

'Сабирањем 
начину: 

ових једначина добијамо елиминациону јед-, 

25х = 75. 
Из ње је х = З, а заменом х са З у једнаЧИНII (2) добија се: 

6+3y=2t. Одавде је у=-5. 
2 пример. Решити систем једначина : 

1) x-ау=аЬ, /.ы� 

2) ,ех + аьу =- а!. 
Ако желимо да елиминујемо у, онда треба само прву 

једначину да помножимо са Ь. Тиме добијамо ,: 
t) Ьх - аЬу = аЬ2 и 

2) ех + аЬу = а! . 
Сабирањем ових једначина добијамо елиминациону јед-

начину: ах + ех = аЬ2 + а! -
аЬ2 +а! 

из које је х = Ь + с . Замено~ х у првој једначи':lИ овом 

вредношhу, добијамо једначину: 

аЬ2 +а! 
Ь+с -ау=аЬ, 

или скраlшвањем са а добијамо: 

Ь2 + f . Ь2 + f f - Ье 
Ь + с - у = Ь. Одавде је у = Ь + с - Ь = Ь +с . 
§ 72) Gлучајеви немогућности и неодређености рещења јед-

начина првог. степена са две непознате 

Ако једначине система 
1) ах + Ьу = с и 
2) а'х + Ь'у = с' 

реши мо по ма којој од метода И3 претходног параграфа, до-

бијамо да је: Ь'е-Ьс' ас'- а'с 
х = ab'-а'Ь и у = ab'--""а'Ь 

Испитивањем 'ове вредности лако 'се уверавамо да има 

случајева када обе' једначине система нису у складу и да 

може наступити случај немогуhности или неодређености. 

а) Случај немогуlшоети. - Овај случај се јавља када 

су именитељи ових вредности једнаки нули, а њихови броји­

тељи различити од нуле, тј. када је аЬ' , а'Ь, а Ь'е ~ Ьс' и 
ас' ~ а'с. Тада је, за Ь'е - Ье' = А и ас' - а'е = В, 

А "В 
х=о и у=о 
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које су вредности немогућне, нити' имају смисла, јер се ове 

једна чине могу написати у облику: 

О·х ' А и О·у=В, 
И3 кога се оБЛl1ка најбоље да увидети ова немогућност, по­
што не по<;тоји. ни једа'н број помножен нулом-да даје вред: 
ност'А, односно В. .. . . 

Овај случај увек наступа када су једначине система једна 

другој противречне или супротне. Јер; '.акО се у првој јед­
начини· стави а = a'tn, биће, из·аЬ'-'- а'Ь, или а'тЬ'''':'' а'Ь, и 
Ь = Ь'm, те дате једначине добијају о'б.iшк: 

1) а'тх + Ь'ту.:-.- с и 
2) а'х + Ь'у = с'. 

Акодругу једначину помножимо 'са т, па је упоредимо 
са првом, добили бисмо -да је 

- с'т = с. 
, Ова једначина обелодањује нам противречност(супрот~ 

ност), пошто по претпостав~и треба да је 

Ьс' ~ Ь'с, или Ь'тс' ~b'c, или те' ~ С, . 
I 

Пример. Решити систем једначина: 
. 1) 4х-lОу = 13, 

2) 6х-15у = 2. 

Ако радимо методом замене, онда имамо И3 (1) х 

па је елиминациона једначина: 

6. 1З+10у -15у = 2 
4 

која, када се упрости, добија облик 

О·у = 35. 
Па како је ова једначина немогућна, то је немогућан и 

систем датих једначина. 

Напомена. - Најбоље у~иl}aмо немогуlшост овог система _ 
једначина, ако га решавамо методом једнаких коефицијената. 

Тако, ако прву једначину помножимо са3 а другу са 2, до-' 

бијамо једначине: 1) 12х - 30у = 39 и 

2) 12х -.:... зоу = 4, 
чије ,СУ леве стране Једнаке а десне нису, што је немогуће. 

Ь) Случај неодређености. - Овај случај се јавља, када 

су не само именитељи веn и бројитељи вредности од х и 

од у јеДl-jаки ~ули, тј. када је аЬ'. а'Ь, Ь'с = Ьс' и ас' = а'с. 
Тада је: О 'о . 

_ х . О и у = о или о· х = О и о: у -:- О, 
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које нам једначине најбрље обелодањују случај неодређе­

ности, пошто постоје бесконачна многе вредности од х и' од у, 
које помножене са нулом, дају за производ нулу~ 

Овај случај наступа свагда када је једна једначина 

-система зависна од друге његове једна чине, или када су оне 

у ствари идентнчне. Јер, ако се стави да је а =,а'т, онда из 
аЬ' = а'Ь излази даје Ь = Ь'т, ,а из ас' = а'с, излази да је 

(; = с'т, те дате једначине система имаh'е облик: 
1) а'тх + Ь'ту = с'т и 
2) а'х + Ь'у = с', . 

које, нам показују да су једна од друге зависне, или да су 

идентичне, јер је прilа постала од друге множењем ове са т. 

Па како је из ових једначина: 

dm Ь'т с'т а Ь с 
-a--,-=~=c,-=т, или а'=7]=7= т, 

то изводимо закључак да ће једначине система бити зависне 

једна од друге, ако су љихови коефицијенти а, Ь, с и d, Ь', с I 
лропорционални. 

Пример. Решити систем једначина: 

1) 12х + 21 У = 9 и 
2) 28х + 49у = 21. 

9-21у 
Радеlш методом замене добијамо из (1) х = -12-' па 

је елиминациона једначи.на: 

9-21у 
28. -12- + 49у = 21, 

која, када се упрости, добија облик О . У = О. Па како је ова 

једначина неодређена, то је неодређен и систем датих јед­

'начина. 

Ако овај' систем решимо методом једнаких коефиције­
ната, па, да бисмо елиминовали х, помножимо прву 'са 7 а 
другу са 3, добијамо две иде'kтичне једначине облика 84х + 
+ 147у = 63. Зависност ових двеју једначина датог сист.ема 

увиђа се и из пропорционалности њихових коефицијената.· 
Закључак. - Систем од две једна чине првог степена 

са две непознате допушта један спрег одређених решеља, 

када нису љегове једначине нити iiроiiiивречне (суЙро.рне), 

нити зависне (иденiiiичне); не допушта никакво решење, ако 

су љегове једначине йр оШивре чне; допушта бескрајно много 

решења, ако су његове јеДllачине зависне (иденiiiичне); 

§ 73) Решавање алгебарских једначина првог. степена са 
три и више непознатих количина. Да бисмо решилИ' један систем 
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једначина од.· п неПОЗНCiтих,треба да . имамо у систему оно· 

.лико једначина колико и непознатих и све те једначинетреба 

да буду једне од других· независне и да једна другој нису 

·супротне (противречИе). 
Поступак за решавање система одп једнаЧl1на је СJiедеlш: 

Треба избацити (елиминова'Fи), УПО1'ребом јмне Ьд на­
ЈЈедених метода, из сваке две задате једначине једну исrу 

яепознату.· Овим ћемо СТВ6рИти п ~ 1 нових једначина са 
.n - 1 непознатих. Поступајуhи исто тако, избацујемо из 

·сваке две од п - 1 једнаЧ}1на једну исту неПОЗјЈаТУ и тиме 

стварамо п - 2 нове једначине са п - 2 непознате. Овај 
лоступак наставфамо св!! дотле док не добијемо једну јед­

начину с једном непознатом. Реше1Ьем ове једначине нала­

.зимо вредност 1Ьене непознате. Заменом ове вредilOСТИ у 
једној од претходних двеју једначина налазимо и вредност 

друге непознате. Заменом вредности обеју нађених непозна­

тих количина у једној од' претходних трију једначина, нала­

.зимо и вредност треће непознате. Овакав се поступак на­
став:Љил све дотле док не буду одређене вредности свију 

яепознатих количина. 

Напомена. - Ако је дато у систему мање једначина но 

.што има непоCtнатих, онда је систем једначина неодре!јен, 

јер радеhи по горњем упутству, наилазимо најзад H~ једну 

једначину са две неriознате, која је -јнеодређена и која тиме 

ЧИНII систем неодређеним. Ако је дато више једначина но 

,непознатих, онда је систем неМОГУћан, јер нађене ~редности 

;непознатих од п - 1 једначина не задовољавају п-ту јед­

;начину тога система. Ако у систему једначине нису потпуне,. 

тј. свака једначина не садржава све непознате, 'онда се једна 

:непозната избацује само из једначина у којима она посТ()ји, 

чиме се горњи поступак за решавање Сl1стема од п једначина 

.са п непознатих само упрошhава. 

Пример 1 .. Решити систем једначина: 
/ 

1) 3х + 2у"":'- z = 12, 
2) 5x-4y+3z= 16, 
3) 2х + 3у + 2z ~ 35. 
Избацујуhи z из (1) и (2) једначинё по 'методи једнаких 

:коефицијената добијамо: 

1) 3х+2у- Z=12\ .3\1) 9Х+БУ -'3Z=36}+ 
2) 5х - 4у + 3z = 16 :г) 5х - 4у + 3z = 16 

1) 14х+2у =52, или 1) 7х+у=26. 
, , 
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Тако исто, избацујуlш z из (1) и (З) једначине, по истој 
методи, добијаlylО : . ". 

о Зх+2у-:-- Z=12.j '2/1) БХ+4У-'-2Z~24} . 
2) 2х+Зу+2z =З5 2) 2х + Зу + 2z,= ~5 + 

II) 8х + 7 У ~ 59 . . -
Ако сада из (1) и (11) избацимо у методом замене, ОНДа! 

имамо из (Ј) у = 26 - 7х, а зам~ном у (II) имамо :. 
8х + 7 (2б - 7х) = 59 . 

Из ове једначине налазимо да је х = З. Заменом у (Ј) 

добијамо: 21 + У = 2б, а у = 5. Заменом х и у у (I) доби-· 
јамо: 9 + 10 - Z = 12, а z = 7 , 

Пример 2. Решити систем једначин"l : 
. 1) Зх+4у-2z+5u=25, 

2) 5х - Зу + 2z - би = - 19, 
З) 2x-7у+Зz+4и= lЗ, 

. 4) 8х - 9у - 5г + Зи = -IЗ. 
Ако избацимо Z по методи једнаких коефицијената нај--

пре из (1) и (2) : . 

1) Зх + 4 У - 2z + 5и = 25 } 
2) 5х - З У + 2z - би = -19 + 

1) 8х + У - u = б ; 
затим из (2) и (З) : 

2) 5Х-ЗУ+2Z-.6и=:-19 I'-З! 2) -15x+9y-6z+18u=57) +. 
) 2x-7у+Зz + 4и = lЗ· 2 З) 4х- 14y+6z+8u=26) 

II) - llx-5у+26и=8З; и најзад. 
из (З) и (4): 
З) 2X-7У +ЗZ+4и=IЗ!.5! З) 1OX-З5У+15Z+20и=65} 
4) 8x-9у-5z+Зи=-lЗ .зl 4) 24х-27у-15г+9и=--39 + 

III) З4х-62у+29и=26. 
Ако сада избацимо и из (1), (н) и (III) методом замене,. 

онда је из (1) II = 8х + У - 6, а заменом најпре у (щ, а за­

тим у (Ш) добијамо: 
а) -11х - 5у + 26 (8х + у - ЕЈ) = 83 и 
{б) З4х - 62у + 29 (8х + У - 6) =26, или 
а) 197 х + 21 У = 2З9 и 
Ь) 266х - ЗЗу = 200. 

, Избацујуlшу из (а) и (Ь) по методи једнаких коефици-­
јената добијамо: 
а) 197Х+21 У =2З9 1

1 ·11! а) 2167Х+2З1У =2б29} + 
Ь) 2б6х - ЗЗу = 200 . 7 Ь) 1862х - 2Зlу = 1400 

d) 4029х = 4029, или х = 1. 



Тада је заменом у (а): 

а)- 191+21y=239, а у=2; 
заменом х и у у (1): 

1) 8 + 2- u = 6, а u -;- 4;- и 
заменом х, у и u у «) : ' \ , ' 

.Il) 5-6+2z-24=-19, а z=3 . 
. Пример З. Реш~ти систем једначина: 

1) ?х, - 9z=19 
2) 4х-3у . 7 
3) '2y+3z = 9: 

Ако избацимо z из (1) и (3), добијамо: 

1) 7x--9z=19 I I 1) 7X-9Z.= 19} + 
3) 2у + 3z = 9 ·3 З) бу + 9z = 27 ' 

1) 7х + 6у = 46. 

1211:. 

Ако истом методом избацимо у из (2) и (1) добијамо :: 

2) 4х-Зу= 7102/ 2) 8Х"':"-6У =14}+ ' 
1) 7х+6у=46 1) 7х+бх=46 

Щ 15х=60, а х = 4. 
Тада је заменом х у (1) : 28 - 9z -:- 19, а z = 1, а за- . 

меном у (2): 16 - Зу = 7,{у = 3. ._ 

§ 74 Упрошl1ено реша"вање једначина првог степена са више, 
непознатих 

11\) Ако једна непозната има за коефицијенат јединицу,. 

почиње се са избацивањем ове непознате, за коју се добива .. 
израз без именитеља. Ако неке од једнаЧИl1а система не са­
држе све. непознате, почиње се са избацивањем оне непо-· 

знате која се најмање јавља у је;а.начинама, да би замењивање" 

било мање. , 
П риме р 1. Решити систем једначина: 

1) 2x-5y+z =-5, 
2) 2х + u 7, 
3) 3х -Зи + 5t = 8, 
4) 7y+2z 20 и 
5) х- У +2f= 7. 

Почињемо са избацивањем непознате и, која се' јавља -
само у (2) и (3) једначини. 

Из (2) је: /l = 7 - 2х, а заменом у (3) добијамо: 
1) 9х+ 5t = 29. 

Из (1) је: z = 5у - 2х - 5, а заменом у (4) добијамО:­
II) '17у - 4х = ЗА. 
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. 7-х+у 
Из· (5) је: t = 2 ,а заменом у (1) добијамо: 

111) 1 Зх + 5 У = 23. 
Решењем једначина (11) и (111) добијамо х = 1 и У = 2. 

'Т .. t 7 - 1 + 2 4 З 5 ада Је. = 2 =, z= 10-2-5= и и=7-2= . 

Ь) Ако се једна непозната налази само у једној једна­

'чини система, онда се та једначина решава напослетку. 

Пример 2. Решити Систем једначина: 

1) Зу +5у =26, 
::!) 2х+ и= 9, 
З) У - х = 2, 
4) 2t +5у =26, 
5) u +2z = 7 I! 

6) 2и +Зv =28. 

Непознате t, z и v јављају се само у трима последњим 

једначинама, те се стога бавимо најпре рещавањем прет­

ходних једначина. 

Избацивањем у из (1) и (3) добијамо 1) 8х = 16, а х = 2. 
Тада је, заменом х· у (3): јЈ - 2 = 2, а у = 4; заменом 

.У (2): 4 + u = 9, а u =5. Најзад из једначине (4) налазимо 
26 - 5у 26 - 20. . 7 - u 

t = 2 = :2 = 3;·ИЗ 'Једначине (5)имамо: z = -2-= 

7-5. 28-2и 28-10 
=-2-= l,и ИЗЈедначине(б)нмамо: v =--3-=-З--=6. 

с) Ако једначине система претстављају извесну симе­

-трију, не служимо се познатим методама за њихово решавање, 

.већ се употребљавају извесни Допуштени краhи поступци који 

.убрзавају решење. 

Пример з. Решити систем јсдначина: 

1) x+y+z=a, 
2) у + z + t = Ь, 

3) t + z + х= с и 
4) t+x+y=d. 

Сабирањем датих једначина система добијамо: 

З (х + у + z + t) = а + ь + с + d, или 

1) х + у + z + t = а + ь t с + d. 

Одузимајуhи свак.уједна~ину система од једначине (1) 
-добијамо: 
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i ::;= а + Ь t с + d а= b+e-t;d-2a; Х = а + Ь t с + d Ь = 

_ а + с + d - 2Ь . У _ а + Ь + с + d _ с' ~g + Ь + d - 2е. и 
- '3 '-3 - 3 ' 

Z=a+b +е'+ d -d= а+ b+e-2d 
З 3' 

, Пример 4. Решити систем једначина: 

Ј) , Х + У t z = а, ' , , 

2) y+xtZ=b, 

З) Z+X+ у. = е. 
2 " 

Ослобођавајуhи се име!iитеља код једначина система 

.Добијамо: 
4) 2х + У + Z = 2а, 
5) 2у + Х + Z = 2Ь, 
6) 2z + Х + У == 2с. 

Сабирањем 'ових једначина добијамо: 
, ' а+Ь+е 

,4(х + У + z) = 2(а + Ь + с), или 1) Х + У + z = 2 " 

Ако ову једначину одузмемо редом од једначина (4), (5) 
Ћ~M~~: ' 

За-Ь-е ЗЬ-а-е Зе-а-,-Ь 
Х= 2' 'У=--2-' и z= 2' 

Пример 5. Решиси систем једначина: 
111, 111 

1) -- + - + -:-=а, З) - +--.:.+- = с, 
Х у ~ Z t ~ , 

2)'!-+~+~=b, 4)~+~+~ =d. 
У Z t ,t Х У 

Сабирањем овцх једначина ДОбиЈамо: 

3 (~+...!-.+~+~t) =a+b+e+d, или 
Х у Z. 

1) ~+~+~+~=a+b+e+d. 
Х У Z t З, 

Одузимајуhи од једначине (1) једна~ине система добијамо: 

х 
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3 3 3 
х = -:-b-7+~c-;-+-d-2a' у = a+c+~d --=-2ЬС- , 

z = --. ----- и 

a+b+d-2c 

t= З. 
a+b+c-2d 

н а п о м е н а. У овом и СЛИLIНИМ примерима не траже се 

одмах вредности за непознате, већ за њихове реЦИПРОLIне 

вредности, @..-кад се о·ве нађу, из ~их се ЩIКО налазе и вред-

ности самих непознатих. 

Пример 6. Решити систем једнаLIина: 
1) x:y:z:t=a:b:c:d, 
2) х+ у +z +t = т. 

Применом особина продужених пропорција имамо из (I} 
(Х + У + z + t) : (а + Ь + с + d)= Х : а = у : Ь = z : с = t : d, 

или т : (а + Ь + с + d) = х: а = у: Ь =-~ z : с = t : d. 
Одавде је: 

ат Ьт ст dm 
Х= -a+~b-+"---C·+d'y= a+b+c+d'z= a+b+c+d и t= а+ b+c+d" 

Пример 7. Решити систем једнаLIина: 

1) х+у = а, 
,х у 

xz 
2)-+. =Ь, 

Х z 

З) -.l:~_ = с. 
y+z 

Једначине овога система могу се написати и у облику: 

I 1 1 
1) -Х+у=а' 

1 1 1 
2) -X+-Z=b' 

Даљи је рад као код 

5 примера. 

З) ~+~=~. 
у z с 

Пример 8. Решити систем једначи~а: 
1 1· 

1) Х _ У + Х + у- т, 

1 1 
2) Х-У -х+у =П. 

3 
1 1 б .. 

аменом -- = u и -+ = v до ИЈамо: 
Х-У х·у 

1) u + v = т и 
2) u-v =П. 
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Најпре сабирањем а затим одузимањем ових двеју јед­

!Начина ,n.обијамо: 
т+n т-п 

и=-2- и v =-2-' 
Тада је: 

1 т+n 1 т-п 
х-у=-.-2- и х+у=-2-' или 

,-2 2 
Х-У =-'--+ и х+ у.-=-+ . 

т п т п 

Ако ове две' једЮiчине најпре саберемо.а 'затим оду­

:змемо, добијамо: 
2т 2n 

Х = fn2J= n2 и у = m2 =- n2 • 

Пример 9. Решити систем једначина: 

Ј) 14 =б, 2) З ~. ==8, З) ~5 =б. 
5х У Х 2х . Зу z 

Како су једначине система у облику пропорција,. то их 

:можемо написати и у облику: . 

1)5x+4y=~ 2)Зх+2z -и З) ЗУ+,5z .~ или 
ху б 'xz . 8 . yz . б ' 

541 З 21; З 5 l' 
1) y+X-=б' 2)Z+Х=8'~3)Z+У=б' 

3 1 1 1. 'б .. б . аменом у= и, х -:- v и z = t, Једначине до ИЈаЈУ р ЈЈИК: 
1 . l' 1 

1) 5и + 4v. б' 2) 3t + 2v = -8' 3) 3t + 5и = -6' 
:Из ових једначина имамо: 

1 l t 1 . 48 б З .и = БО' V = 48 и = 3б' те Је Х= ,у = о и z = б. 

Пример 10. Решити систем једначина: 
1 1 Х У 

1) Х-+у=5, 2) 2+т=2ху. 
Када друrу једнаЧИJ:IУ најпре ослободимо именитеља, а затим 

лоделимо са ху, добија~блик: 
3) ~+~= 12. 

х У 
Радеhи најзад као код претходног примера добијамо из (1) 

1 . 1 
:и (З) да је Х = 3 и у =. 2 . 

Пример 11. Решити систем једначина: 
1) ху + xz + yz = 9xJlzJ 
2) 5yz + 4xz + 3ху = lOxyz, 
3) 5yz - 3xz - 4)IZ = 3xyz. 
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Ако сваку једначину система поделимо са xyz, добијамо~ 
11.1 543 534 1) -Z-+у+Х-=9, 2) X-+-y-Z-=-= 10, 3) z--y--x-=3 .. 
Даљи је рад као код 9 задатка. 
§ 75) Случајеви решавања једначина првог степена у којима: 

брОј непознатих није једнак броју једначина 

а) Број једначина' веliи је од броја непознатих. Ако 
претпоставимо да је дат један систем од три једначине са. 

две непознате ~ и у, онда решавамо' ма које две ј~дначине 

тога система и тиме налазимо оне вредности за х и за у 

које задовољавају те две једначине. Да би дати систем био­

МОГУћан, треба нађене вредности х-а и у-а да задовољавају и 

трећУ једначину. 

Пример 1. Решити систем једначина: 
1) '2х - 5у = 2, 2) 3х + 4у = 26 и 3) 7х - 2у = 38· 

Ако (2) и (3) једначину решимо по методи једнаких ко­

ефицијената, налазимо да је х = 6 и У = 2. 
Па K~lКO ове вредности х-а и у-а задовољавају и једна­

чину (1), то је дати систем могућан. 

ПриМер 2. Решити систем једначина: 
1) 3х-у=20, 2) 4х+3у=31, 3) 5х-2у=24: 

Овај сист(м је неМОГУћан, јер решењем (ЈЈ и (2) једна-· 
чине добијамо х . 7 и У = 1, а ове вредности не задовоља­

вају трећУ једначину. 

Уопште, ако имамо у систему (т + п) једначина са т 

непознатих, решавамо само т једначина, чиме налазимо вред­

ности од т непознатих. Да би систем био могуnан, треба 
нађене вредности да задовољавају и осталих п једначина тога 

система. У противном случају дати систем је н·емогућан. 

Н а п О м е н а. - Ако су једначине система опште, онда. 

можемо наhи оне услове који су потребни да буду испуњени 
па да систем буде могућан. 

Тако, ако је дат систем: 

1) х+у=а, 2) Х-У = Ь и 3) 2х-у=а"'::"-Ь,. 
. а+Ь а-Ь 

онда решењем (1) и (2) једначине доБИЈамо х = -2-И У =-~- .. 

Ако заменимо ове непознате њиховим вредностима у 

трећој једначини, добијамо: 

а-Ь 
a+b--2-=а-Ь, или а=5Ь····(4). 

Једначина (4) даје нам тражену погодбу, која треба да 
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буде испуљена, па да дати систем буде могућан. Ако а =1= 5Ь,.. 
систем nе бити немогућан. 

Ь) Број непознатих веhи је ОД броја једначина. Ако­

претпоставимо да имамо да решавамо један систем од две­

једначине са три непознате: 

1) х +.У + 2z = 18, 
2) х ---,- У -- z = 5, 

онда, решавајуhи' ове једначине по х и у, добијамо: 
23 -z 13-3z 

х= 2 ~y= 2 

Ако сада дајемо p~3He вредности - z-y, добијамо' за­
сваку од тих BpeAHocTI1 по једну вредност за х и по једну за 
у. Према томе, дати систем претставља један неодређен бес-­

коначно велики број решења. Стога је он H~oдpeђeH. 

ш. 'Функције и графичко решавање алгебарских 

једначина првог степена 

§ 7&) Пра80УГЛ~ИООРДИl:!атни систем. П~ДlJравоуглимко": 
ординатним системом разумемо две праве сталног правца, а_ 

које стоје нормално једна на другој (сл. 3). Права XX~, која, 
обично заузима хоризонталан положај, зове се апсцисна осо­

вина, а права уу' која је на аllсцисној осови.ни нормална,.' 
зове се ординатна осовина. Обе праве једним се именом зову 

координатне осовине, а њихов. пресек О зове се ко ординатни с 
почетак. Правоугли координатни систем дели раван на четири 

једнака дела, на четири квадр:шта. Као први узима се 

квадрант .хоу, као други уох', као треhи х'оу', а као че-­

тврти У'ОХ. 

Мерни број отстојања ма које тачке у равни до орди-· 

натне осовине зове се апсц1tса те тачке, а мерни број њеног 

отстојања до апсцисне осовине ордината. Тако тачка А (сл. 3)­
има апсцису AQ или ОР, а ординату АР. Апсциса неке тачке· 
означава се са х, а ордината са у. Апсциса и ордината неке', 

тачке једним оо се именом зову координате те тачке. Израз оо 

(х,у) претставља тачку чија је апсциса х а ордината у. Тако,_ 

(4,5) претставља тачку чија је аllсциса 4 а ордината 5. . 
Положај неке тачке у равни одређен је, ако знамо њене ко­

ординате. Треба најпре на апсцисној осовини, почевши од ко-­

ординатног почетка, да пренесемо њену апсцису, а затим у 

крајњој тачки пренете апсцисе подижемо нормалу на коју пре--
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Q А(4,5) 
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у; 

Сл. З 

х 

носимо ОрДl1нату да· 

те тачке. Тада нам 

крајња тачка ордина­

тина претставља тра­

жену тачку. Међутим, 

у сваком квадранту 

постоји по једна тач­

ка која има истовет­

не координате као 

друге три тачке у о­

сталим квадрантима. 

Стога, ако знамо са­

мо апсолутне вред­

ности координата не-

ке тачке, нисмо .у 

· могуlшости да прецизно одредимо у коме се Кtlадранту 

налази дотична тачкэ. Да би сеИЗQегла забуна, координате 

· тачака снабдевене су знацима ,,+" и ,,-". Утврђена је ова 

норма: Све тачке изнад' апсцисне осовине, тј. тачке Ј и II 
квадранта, имају ординате позитивне, а испод апсцисне осо­

вине, тј. тачке IIJ и JV квадранта, имају ординате негативне; 
~ све тачке с десне стране ординатне осовине, тј. тачке Ј и JV 
квадранта, имају апсцисе позитивне, а с леве стране ове осо­

вине, тј. тачке II и J!I квадранта, имају апсцисе негативне. Тако 
на сл. 3 имају координате: тачка А (4,5), тачка В (- 3,4), 
·С (-5, -б), D (З, -5), Е (-3,0), Р (4,0), s (0,3), F (0,-4) и 
О (0,0). Све тачке на апсцисној осови ни имају ординате =-= О, 

· а све тачке на ординатној осовини имају апсцисе = О. Ко-

· ординатни почетак, као пресек тих осовина, има нулу и апс­
цису и ординату (0,0). 

За вежбу. Наhи тачку чије су координате: (-З,4), (5,-2), 
(-71 -З), (8,-б), (0,-7), (8,0), (-5,0), (-З, -8), (5, -2). 

§ 77) О функцијама уопште. Видели- смо код § б9 да је 
једначина ах+Ьу= с неодређена, јер има бесконачно много 

вредности х-а и у-а које је задовољавају. Ако непо<Sнатој х 
дајемо разне стварне вредности, позитивне или негативне, 

б . '. с-ах 
онда за сваку вредност х-а до ИЈамо из Једначине у = Ь 

П? једну вредност у-а. Вредност у-а зависи од вредности х-а, 

'те променљиву у сматрамо као зависну количину променљиве Х. 
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'Тако исто, можемо непознатој у давати разне вредности; па 

лемо из једначине х = с - Ьу добити за свакувредност у-а по 
а 

једну вредност х-а. У овом случају, промещьиву х' сматрамо 
као зависну количину променљиве у. Она променљива коли- k 
чин а којој ми дајемо разне вредности, зове се независно, про­

менљива, ,а променљива КО/lИчина чија вредност зависи, од , 
вредности независно променљиве, ,зове се зависно променљива 

или функција. Познате КОJiичине у једначини сматрају се као 

сталне. Веза између функције и независно променљиве коли-- ' 
чине изражава се једначином. Тако, уједначини у + З.f_: 15'; 
ако у сматрамо као функцију х-а, имамо за:' 

х , 1, 2, з'···· -: 1, - 2,---.:. з,, ... 
х --..: 12, 9, 6'·'··: 18, 21, 24'.··· 

Запремину лопте, сматрамо као функцију њеног полу~ 

пречника, јер се запреми'на' увећава или смањује" ако се 
полупречник увећава ~и Смањује. Њихова је веза дата јед-

V 4",8 Об ' . t; ф' 
начином = -' -з-о им круга тако.Је сматрамо као УНКЦИЈУ 

љеговог полупречник.3., јер се и он M~њa, када полупречник: 

расте или опада. Ширење тела сматрамо као функцију, то"' 

плоте итд. Ако је дата веза између: двеју ПРОМf:НЉИВИХ ко­

личина, тј. ,ако је дат5 једначи:на у којој постоје те две не­
познате КОЈiичине, пор~Д других познатих I@личина, у теорији 

је све' једно коју лемо од променљивих КОЛИ'lиfIа У;iети за 
функцију, а коју за независну промеНљиву. Али се у прак-

. си обично узима за функцију она' променљива до чије вред­
ности брже и лакше долазимо дајуhи различите вредности' 
независно променљивој. TaKQ, у горњој једначини у +'Зх -:... 15, 
боље је сматрати у. као функцију х-а него обрнуто. Боље, је 

сматрати запремину коцке као функцију ивице, него ивицу 

као функцију запремине, јер из једначине V = а8 много лакше 

и брже налазимо вредности за V, него што налазимо вред-

ности за а 'из једначине а = rV, ако а сматрамо као функ­
цију запремине V. ' 

Дешава се да једна функција зависи не од једне неп 

од две и више независно променљивих количина. Тако, пут 

s код јц.наког кретања зависи и од брзhне с којом се креће 
једно тело, а тако исто и од времена кретања t. Њих~)Ва. ја 

веза дата једначином s = с· t. Запремина паралелопипеда V 
зависи, тј. функција је и од дужине а, и ОДШI,фине Ь и од 

Алгебра V и V~ 9 
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висине с. Њихова је веза дата једначином V = аЬс. Дакле. 

под функцијом разумемо такву једну променљиву количину 

чија вредност зависи од вредности једне или више промен­

љивих количина, а са којима стоји у вези исказаној једном 

једначином. И функције, као и једна чине, делимо на алгебар­

ске и трансцендентне, према томе да ли је веза између функ­

ције и независно променљивих изражена алгебарском или 

трансцендентном једначином. . 
§ 78) Графичко пре:тстављање једначина првог степена са 

једном или две непознате 

I> Ако решимо једначину mх + nу = с по у, добијамо: 

у= -~x+~=ax+b, 
п п 

. т Ь с . 
где Је а = - п и = п' а КОЈе се количине зову сталне, за 
разлику од променљивих х и у. 

Ако сада посматрамо промене функције у = ах + Ь да­
јуhи независно променљивој количини х произвољне вредно­

сти, наилазимо на следеhе случајеве: 

1) а је позитиван број. За пример узимамо функцију 

у=3х-5. Тада је за: 

х = ..... - 4, - . 3, - 2, - 1, О, 1, 2, 3, 4,' ..... 
у=·····-17,-14,-11,-8,-5,-2, 1'4'7'.··.·· 
Увиђамо, дакле, да кад независно променљива х расте 

(опада), онда функција у расте (опада). Независно променљива 

х и функција у у овоме 'случају мењају се у истом односу .. 
За такву функцију каже се да је растућа. 

2) а је негативан број. За пример узимамо функцију 

у = -2х + 3. Тада је за: 
х = ..... - 4, - 3, - 2, - 1, О, 1, 2, 3, 4,' ... . 
у= ..... 11, 9, 7, 5'3'1'-1'-3'-5' ... .. 
Увиђамо, дакле, да кад независно променљива х расте 

(опада), онда функција у опада (расте). У овоме случају каже 

се да се независно променљива х и функција у мењају у су­

протном односу. За такву функцију каже се да је опадајућа. 

3) а = о. Кад је а = о, онда се функција у = ах + {) 
своди на у = ± Ь. Овде функција у не зависи од х, те је она 
стална, пошто нити расте нити опада. 

II) Промене функције у код горњих примера јасније уви­
ђамо ако их графички претставимо. 

Тако, ако код функције у = 3х - 5 сматрамо спрегове 
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решења: (- 2, -11), (- 1, - 8), (О, - 5), (1, -2), (2, ,1), (3,4), i 
(4, 7) као координате тачака у равни, па све те тачке ко н­

струишемо и најзад спојимо, добијамо правуМN (сл. 4) као 
геометриски претставник једначине у = 3х - 5. Ако код функ­
ције у = - 2х + 3 сматрамо спрегове решења: (- 4, 11),· 
(- 3,9), (-2,7), (-1,5); (О, 3), (1, 1), (2, - 1), (3,-3), 
(4, - 5) као координате' тачака у равни, па све те тачке 
најпре конструишемо, а затим спојимо, добијамо праву ЕР 

(сл. 4). Ако најзад конструишемо сталне 'функције: а) у = б и 
Ь) у= - 7, које у ствари' претстављају праве чије' су све 

тачке удаљене од апсцисне осовине ХХ' за б, односно за -7, 
добијамо праве PQ и RS паралелне са апсцисном осовином. 

Према овоме, стална функција у == О тада претставља апсцисну 
осовину ХХ'. . 

р Q 

Је 

R s 

Сл. 4 

Из ових се примера види да функција (једначина) у = 
== ах + Ь претставља у геометрији праву линију, и зато се 

9';< 
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ова функција ~OBe линеарна функција, а њен бином ах + ь 
зове себином линеарне функције. Ова констатација, до које смо 

дошли из горњих примера, да се увидети на следеhи начин: 

-1) Нека је Ь = о. у овоме случају функција у = ах + ь 
има облик у = ах. Тада је за: 

х = ... - З, - 2, - 1, о, 1, 2, З, ... 
у = ... -3а, - 2а, - а, о, а, 2а, За,··· 

Ако добивене спрегове решеља (- 3, - За), (-~, - 2а), 

(- 1, - а), (о ,о), О, а), (2, 2а), (3, За), сматрамо као коорди'нате 
тачака у равни, онда конструкцијом добијамо тачке А, В, С, 

О, О, Е, F (сл. 5:). да ове тачке заиста леже на правој М N, 
увиђамо из сличности правоуглих троуглова ОАА', 088', ОСС', 
ООО', ОЕЕ' и OFF'. Ти ,су троуглови слични, јер имају углове 

. АА' ВВ' СС' ОО' ЕЕ' FF' 
једнаке. Стога је ОА' = ОВ' = ОС' = ОО' = ОЕ' = OF' = а. 

Х, А' 
1-3 
I 
I 
I 
I 
I 

I-за. 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

АI 
У, 

Сл. 5 

Одавде увиђамо да је: <r.AOA' = <r.80B' = <t,COC' ==fDOD' = 
= <r.EOE' = <r.FOF', те су ОА, 08, ОС, ОО, ОЕ, ор делови једне 
исте праве, а која пролази КрО3 координатни почетак о. Ако 

је а позитиван број, права прола~и КрО3 Ш и 1 квадрант, а 
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ако је а негативан број, онда права пролази кроз 11 и IV 
квадрант. У случају у = ах, функција је растуlщ а за у == - ах, 

функција је опадајуh.а. Исти је стучај и са њеном линијом. У 

првом случају она се пење, а у друг6м силази, када х расте, 
;,Э) Нека а Ф О и Ь Ф О. Тада је функција у = ах +- Ь 

потпуна, тј. има све своје чланове. Ако посматрамо једновре­

мено и дату функцију у' = ах, онда је за: 

х = - З, - 2, -,- 1, О, 1, 2, З, , 
У 4-- За+- Ь, -20+ b,-а+Ь, Ь,а+Ь,2а+ Ь,3а+Ь, и 
у' = - За, - 2а, ----, а, О, а, 2а, За. 

Из овога закључујемо да је разлика ордината двеју та­
чака исте апсцисе,· а од којих једна лежи на линији прве 

функције, а друга на линији друге функције, стална и -..; Ь. 
Ово нам показује да су линије функција у = ах+ ь (PQ, сл. б) 
и у' = ах (MN, сл. б) паралелне, те је и линија функције у=ах+Ь 
права. Када х расте,онда се линија функције. у = ах + Ь 
пење, ако је а > О. Напротив, она силази ако је а < О. 

Сл. 6 

З) Нека је а=О а ЬфО. У овоме се случају функција у=ах±Ь . 
своди на у = ± Ь, која нам показује да је у стална количина и 
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независна од х-а. Све тачке линије у = ± ь једнако су уда­

љене од апсцисне осовине ХХ', те је у = ь (MN, сл. 7), и 

У = - ь (PQ) права паралелна са апсцисном осовином на от,;, 

стојању + Ь. Овде је функција у стална, јер нити расте нити 

опада. Исти је случај и са њеном линијом: нити силази нити 

у 

'fE t;>S 
11 

М " /о( у=Ь N "< 

ь 

х, -с !ос х 

-Ь 

Р y:.,~ а 

F т 
У, 

Сл. 7 

се пење, и остаје подједнако удаљена од осе ХХ'. Једначина 
х = О претставља ординатну осовину. 

IП) Графичко претстављање јеДl!ачине првог степена с 

једном непознатом 

Свака једначина првог степена с једном непознатом да 
.' ь 

се довести на облик ах + Ь.= О, а одавде је х = - - или 
. а 

. Ь Ј х = с, ако Је - - = с. едначина х = с претставља нам 
а . 

праву чије су апсцисе сталне, тј. праву чије све тачке имају 

исту апсцису с, а то је права паралелна с ординатном ос 0-

вином УУ'. Ако је с позитиван број, права ST (сл. 7) лежи 

<; десне стране, а ако је с негативан број, права БР лежи с 

леве стране ординатне осовине. Једначина х = О претставља 

ординатну осовину. 

§ 79) Графичко решавање једначина првог стеl1ена с једном 
и две непознате 

1) Решити једначину ах + ь = О значи наhи ону вред­

ност х-а за коју функција у = ах + Ь постаје равна нули. 

Па како у = о претставља апсцисну· осовину, а ах + ь = О, 
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Ь 
или х == - {i претставља праву паралелну с ординатном 

()совином, то т~чка (- :' о) лежи и на правој х = - : и на 
.апсцисној осовини, тј. ова је тачка њихов пресек. 

ах+Ь=О Према томе, ,корен или. решење јеДНqЧИН~ 
ь 

није ништа друго до апсциса пресечне тачке праве х =-{i 

са апсцисном осовином. Решити једначину 'ах + Ь ~ О,' значи 
наhи апсци'су пресечне тачке њене праве' са апсцщ:ном оса':' 

вином. Конструкцијом праве ах + Ь = О, налазимо пресек са 

.апсциСном осовином. Његова апсциса биhе решење дате јед-
начине. 

.Х, м s (В-О) Х 

р 

А 

Сл. 8 

Пример. Решити једначину 0,9х = 5А графичким путем. 
Ова се једначина своди на 9х = 54, или х = 6, а претставља 

праву PQ (сл. 8)~ Апсциса њеног пресека S са апсцис;:ном 

осовином је 6, и то је решење задате једначине. 
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2) Решити један систем од две једна чине првог ст 
пена са две непознате графичким путем, значи наnи 01 

вредности х-а и у-а које задовољавају обе једначине. Па Ka~ 

свака једначина претставља по једну праву линију, то једин 

координате њиховог пресека могу задовољавати и j~ДHY 

другу једначину, пошто се она налази и на једној и на друге 

правој. Према томе, решење једног система од две једна 

чине са две непознате графичким путем своди се на то да с( 

пр~нађу координате пресечне тачке њихових правих. Paд~ 
тога треба познатим путем конструисати и једну и друг)' 

праву, . па измери ти координате њихове пресечне тачке. При 

конструкцији правих ах + Ьу = с и а'х + Ь'у = с' датог си­
стема, довољно је наhи само по два ма која спрега решења 

(х1 , Yt) и (х2 , У2) за сваку једначину, пошто је права у равни 

потпуно одређена двема својим тачкама. 

Пример: 

Графички решитисистем: 

1) 2х - У = 2, 2) 5х - У = - 11. 
Ако ове једначине решимо по у, добијамо: 

1) У = 2х - 2 и ~) У = 5х + 11. 
Тада је из (1) за х = ], 2, У = О, 2, а из .(2) за 

х=-l, -2, у =6,]. 
Конструкцијом и спајањем тачака, (1,0) и (2,2) добијамо 

праву АБ (сл. 8) првеједначине а КОНСТР.УI<цијом и спајањем. 



тачака' (-1,6) и (-2,1) добијамо праву ЕР друге једначине.:. 

Координате њиховог пресека С јесу корени или решења датоГ' 

система. 

. 1 
.Мерењем налазимо да је. апсциса пресека х = ОМ=-43, 

2 
а ординат~ у = СМ = "- 10 З' које вредности мбијамо' ж 

решењем задати х једначина ма којом другом методом. 

Напомена}. Ако при решавању система графl:lЧКИМ путем_ 
добијамолара;1Ј}~лне праве, значи даје дати C.I1CTeM немогућан •. 
пошто' праве немају пресека. Ако се пак об'е праве ј~дначина." 
система поклапају, зНачи да претстављају једну исту праву __ 
те је у овом случаЈу дати систем неодређен. 

Напомена 11. A~o је. jeДHa~~a~pBOГ степена с једном. 

непо:щатом сложенијег облика,."'онК'је не .доводиМо у оБЛИIL' 
ах - Ь =О,већ стављамо 'да су обе њене стране = у, чиме· 
добијамо један ~исtем од две једначине првог' степена._ .' 
Колструкцијом правих . које одговарају једначинама овог си-­
стема; добијамо љихов пресек. Апсциса тога пресека би.hе­
тражено решење, јер кроз овај пресек пролази и права. 

паралелна . са ординатном осовином, а чија је апсциса пре­

сека са апсцисном осовином истоветна са апсцисом пресека... 

правих једначина система. " 
Пример 1. Решити графичким путем једна.чину: 

2 _ 5).) - 7 = _ Зх + 12. 
3 4 . 

Ако ставимо да су обе њене стране = у, онда- добијамо систем:: 
,~ , . 5х - 7 5 1 З 8 

1) у=2--·-з-=-зх+з, 1) Х1 = 1, Уl ='3 

Зх + 12 3· 
2) у=- 4- =-ЈГ Х-3. 

Xz = 2, Yz = 1 
2) Х1 - О, У! =-3 

xz =4, У2 =-6 

Конструкцијом и спајањем тачака (1, ~) и (2, 1) доби~· 
јамо праву АБ прве једначине, а конструкцијом и спајањем. 

тачака (О, - 3) и (4, - 6) добијамо праву CD (сл. 9) друге­
'једначине. Њихов пресек Е има апсцису 8, и то Ј: решење 
дате једначине. 

Пример 2. Решити ГРi;}фИЧКИ једначину 0,8х + 1,2 = 3,б.­
Ову једначину множењем са 10 сводимо најпре на облик: 

8х + 12 = 36, а дељењем са 4 сводимо на облик 
. 2х+3=9 
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Сл •. ЈО 

в ф' 

[) 

"Стављајуhи да су обе стране = у добијамо: 

1) у=2х+З и 2) у =9. 
Тада је' иа (1) једначине: 

за х = О и 1, У = З и 5. 
Конструкцијом И спајањем тачака (О, З) и (1, 5) добијамо 

lЊeHY праву АБ (сл. 1 О). Права једначине у = 9 је CD пара­
-.1!елна са апсцисном осовином ХХ'. Њихов пресек' М има 

апсцису З, и ТО је решење дате једначине. Ова апсциса једнака 

је са апсцисом пресека Р праве мр 11 УУ'. 

Пример З. Решити графички праву х + 4 == О. 
Стављајуhи да су обе стране = у, добијамо систем: 

1) у=х+4 и 2) у=О. 
Тада је иа (1) аа х=-5 и -6, у=-1 и -2. Ко н­

,струкцијом И спајањем тачака (-5, -1) и (-6, -2), доби­
јамо њену праву SH. Права у = о претставља апсцисну осо­
.вину ХХ' (сл. 10). Њихов пр~сек N има апсцису -4, и то је' 

;решење аадате једначине, која претставља праву NQ 11 УУ'. 
§ 8е) Задаци за вежбу . 

1. Системи' од две једначине са две непознате 
1) {у - х = а, 2) {Зх + ау . 5а2, З) ( 10х - Зу = 25, 

х + У = Ь. Зх - ау = а2• 5х - 9у = - 25 . 

. 4) {пх - ау = О, 5) ( 12х + 15у = 8, 6) {ах + Ьу = q, 
n2x-ai=an. 16х+9у=7 ·cx+dy=h. 

'.7) {bt;X + ау = ас, { У З 2 {х + У = а, 
Ь 8) 2- х. 9) х . асх- у=Ьс_ -=п. 

у= 14х. . у 
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10) {ау = Ьх, , 
, а+у=Ь+х. , ! а Ь 
12) ь+у=за+х' 

ах+2Ьу= Ь2 • 

14)Jn~x=n~ny' 
}n (у + 1) ::- х. 

11) {х+ау + 1 =0, 
У+С(Х+l)=О. 
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'/x t, 1 +0,3 (у-2)+1=0, ,]1 аУ =хn ; , " 
1~ " 1n - . 

у-3 _ 4х+9 + Р/ =9 у+ а' n=_" а_(х+у). 
, 4 20 2' П а + п ' 

f {Ь -:-, с, ,,2,С х- У x==O,I(y-'--а)+аЬ, " b~-ab=-a-' 

18) ty ~, 1,5(b - ха) Ь + а. /' 19) :у (х+2) ~ Ј. 

!
(Х+l) (у+7) =ху+12Ј /2" !(X+2>fY--:'З) +29,';' (х-I) (у-2) 

20) ~(x-3)-~Y=0: 21) Х+з У _' 1 х 
5 8 . ' ,2; =45з+6" 

22) {(Х--':"3)(Х-5)-х2--:15+У, 23) {(Х-2).(У+6) , xy+13'~i 
(2x-t-3)(x.3)+3y=2x2-9. ,(у-2) (х+4) ==ху-1З.-

{

X+C_d=X_d 
y-c-d У-С' 

24) d С 
x-c=y-d' 

j
Y-6 ~_...;,y+6 
х-4 + x2~16 - х+4' 

26) 5 3 10 
"~о 'х2-Зх -ху-Зу =-ху . 

28) Јп ~- 1 = ~ ~ ; 
у х-l, 

n,l=n+l' 

{

x+y_x-y=i 
, 2 "2а ' 

ЗО) а(х-у) ' Х::-У = 1 
2 . 2а' 

1 

n+l , n-l 
25) Х+,У+I=Х- У +l 

х-у-l_х+у+l 
l-а ,--: l+а 

\

2 {х+3 [у-2 (х-l)]} = 5, 

27) 5 {6 [~(x + 1) -Y]~X}=6. 

( 

а2+Ь2 , 
29) ах = Ьу +-2- , 

, а (х --у) - Ь (х+ У)::-Р; , 

8с 12d ,"< {
X-tl+ Х-- У=I, ~ , 

З 1) 4С,+ 6d + 4с ~'6d =;:"i':~';" . 
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!-'-+~ ~ а, {-'-+-'-~ 2~ , 
32) х У 33) 

х У б 
1 1 . 1 1 1 
---=Ь. --У-Х-=б' х у 

!~+-"-~5' га - 2с ='1, 

34) ;гE~-2~ 35) 
х У . 

l~ -;у= ~. 
ја Ь . {"! 1 _ а у 1.~ О; -·--=h, 

~ 

3б) 
х У 37) 
Ьх 
-+9х=с . --=Ь. 

. у х-у 

{Х ах Ь \Х_9 12у-3 

38) 
а-Ь- ау -, Ьу=у' 

39) 
х-4= 12у + 4' 

1 У _Ь-а . 2x+3(lOy -l)=21/ . 

й-аЬ-Ьх' 34 2 

{ 2 - б ! 2п 1 -----=11 х+nу-х-nу= 1, 
40) 

х-у х+у " 41) 

х 4 у-х{у=о,l. 10n 3 I 

Х + nу + х - пу = 1. 

11. Системи са три и више непознатих ~ 

{Х + у + z = б, '{х + У + z = а, 
42) х + у - z =-"< 1 О, 43) У - х + z = Ь, 

x-у+z=О, z-y+x=c. 

{
4У - 2х + z = 9, f ах + Ьу - cz = 2аЬ. 

44) 3z+x+3y=31, 45) 1b)'+cz-ax=2bc •. 
2x-4z-2y =-8. lcz+ax- Ьу =2ас. 

{ах + 2Ьу - 3cz = О,' {х + у + z = О, 
4б) 4ах-5Ьу + бсz = 5, 47) z- У = 1, 

8Ьу + 9cz - 7 ах = 10. z - х = 2. 

{
У = 4х- 8z + 1, [ах+ Ьу+ cz=3. 

48) бх-. + 7у -'10 = О, '49) 5ах - 3cz = 2, 
2y+4z=3. 2by-cz= 1. 

{ 

а2х - ау + 4z ....:. О, I ~ + у = а, 
50) ах+у=2а2, 51) x+z' Ь, 

а2х - 10z = аЗ. у + z=c. 



, 'јХ+ У 
_ а, 52)' x-z-b, 

Х=с. z _ 

ас + аЬ= Ьс' ' , '[Х 'z 1 

56) х +.--!.+, Х = а + Ь 
с 'а ас' 

taz = с - Ьу. 

21x+y~5 
2z+5 - , 
7х-3 

58) 0,5 (5 -3z) == 5, 

5х-0,833·· . 
5, 

t Х-У 

1 1 1 -+---' =2, 
,х У z 
111 

60) -х+ z -у= 8, 

1 1 1 
-+---= 14. 
,У z х 

ri+ ~ + ~ =3'. 

62) 1 ~ + ~ - ; -, 1, 
2а Ь с 
---;---=0. 

t х 'У z 

f
ЗХ- 2y=z- а, 

64) 2а - 3~'-}' =-}, 
1з(У-а) . ;-2. 

~ 
I 

i +' L== а'+ с 
4' 3 6', -

55) а- 2у = 3 
c+z ' 
Х+3У=3. '; 
y-2z ,', 

(5х' У 3z,! " 16+3-2 ' -1~. 
57) ,{5У -05z " -1 

12 ' ' '. 

5(у + 1)-4х= -1; 

(х+у а 
~-y=c' 

59) С С, zY-aZ
z'=I, ' 

..!.. ~~x+ у-Ј 
а3 + ас2 - с2 ! ~ 

61) 17 ++ r -:' 
','1 ј ~' -+-=с. 

, 'о ",У z 

'10+~_~= i49 
х У z "'. 

63) 2.+~_1.= 104 
х у z • , 
4 3 2 ' 
-X- y ,+z--;2.9. 

, 11 , з(х+ y+z) =1, 

4 а ' 

65) 1--, -, = О) х у 

, 5z -:- b~ = О. 
, . xz' , 
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66) 

(a-ь)х-;-(а+Ь)У=2, [x+y+z=o, . 

ах - Ьу + z = 2 67) ах + Ьу + cz = о, 
а2 ' 

bx-ay+z. bcx+acy+abz = 1. 
= 2. (а-Ь (а-с) (Ь-с) 

ad 

68) 

х z Ь-у 

Ьс - аЬ=ас 
Ьх-су _ 1 _~ 

а2 - а' 

ay-bz 
х=с-----. 

l с 

Ь+с_ а +.а 
-х--'у z' 

70) z - У = (Ь - с) yz, . 

ху +xz.+ yz 
(yz= а+Ь+с. 

_ху _ -= 2а. 
х+у 
хг 

72) x_z=-a, 

1 
xyz = З (ху - xz + yz). 

l 

ј 
х + у + z + v = 8, 

74) x+y+z--:-v= 1, 
x+y-z+v =З, 
x-y+z+ v= 5. 

ј
2Х+ЗУ=З9, 

76) 4У+ЗZ'41, 
7z-5x=-II, 
Зv-2у=2. 

I-у 
а(х - z) = -а-' 

1 
69) ЬУ+ь(х-l)=Ьz, 

1 z 
. сх-с= су-с· 

[x~y= 1, 

xz 
71) 1---= 1, .2z-2x 

4 4 
---=1. 
У z 

ј
5Х -- 6у + Зz - v = 4, 

75) Зх+Зу-2z+v=5, 
- х + у + 2z - v = 6, 
x+y+z+v =7. 

ј
l0Х- У + Зz =.5, 

77) 4v -5х- 6, 
2у +Зz= 1, 
Зу +2v= 4. 

ј
Х + у + z....:.. За + Ь + с, IХ + у + z - v = а, 

78) х+у+v=а+ЗЬ+с, 79) Зх-ау-z+аv=а2, 
х - z - v = а + Ь + с, . 6х + За2у - 2z~ a2v = аЗ , 
у + z - v = За- Ь - с. 12-ЗаSу-4z+2а9v =а4• 



/. 
I 

(2 1 2 а 
-----------=-1 
х-у y-z z-v V+X 1 

1 2 
~ _)! + у _ z 2, . 

1
~+a-.2b=a-b . 
y-z z-v I 

2: +: _у а z - ~ ~ - v ~ х.= О. 

80) 

Матурски задаци: 

Ј
а - Ь а + Ь а -~ _ 1 (х - ау + a~z . а3; 
х + х + у + х + у +z -, I х - Ьу + b2.z = Ь3, 

81) 133 Ь3_ аВ_Ь8+ 2a2~-2ab2=0 82) х...,- су + c2z= сВ. 

I 
х х+у x+y+z ' l<ОДГ. х ,аЬс, 

а2_Ь2 _ а2+аь+. Ь2 _ ~ . у=аь+ас .. + Ьс,. 
l х х + у - а + Ь . . . z=a+b+c). 
(Одг. x=a~b, у=2Ь, z=-2a.) . 

. ј x+y+z+a (х+у) + а2х = аВ, Одг. х ~ а + Ь + с, 
83) . x+y+z+b (х+у) +Ь2х = ЬЗ ; y=-(аЬ+ас+Ьс+а+Ь+с) .. 

x+y+z+c (х+у) + с2х = сЗ. z=abc+ab+ac+bc. 
Упутство. Заменом х +У + z = ц и х + у + v своди се­

на 82. 

III. Наћи праве чије. су једначине: 
81) у = 2Хј88) У = - 2х. 

85) У = 2х + 1; 89) У = 2х - 1; 
86) У ~= - 2х + 1; 90) х = - 2х - 1; 
87) х+у=О; 91) 3у-2Х=5; 

IV. Решити графички ове једначине: 

92) у=3х-5; 
93) У = -3х-5;· 

х У 
94) З+2 = 1 .. 

95) х+5 =8, 96) ·3х= 15, 

97) 45 -= 15:' 
4х ' 98) 18 + 5х = 8х. 

__ 2х+ I. 3х-l 
99) х - 1 - -3- ,-о . 1002 1 + х = -2- .. 

101)'~~З + х-4==х-5 +~ +1. 
4 3 2 8' 

102) 3х --::Ј. _ 5х - 4 _ 21. _ ~ 
4 20 - 4' 5' 

.. 
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У. Решити графички ове системе: 

10З) х+у=5, 104) x-у=З 105) х+9у=2З, 
2х + Зу = 1 з. 5х + 4у = зз. 9х - у = зз. 

106) 2х - У = 2. ЈОј) 7х -- 2у = 24. 
5x-y=~ 11. Зх-2у=8. 

~§ 81) Примена једначина првог степена 
Под проблемом разумемо. задатак исказан реЧИl\:iа, а који 

·се решава помоhу погодбених једначина. Поступак при ре­

.шавању једног проблема углавном је тројак: 1) постављање 
једначине између датих и непознатих количина; 2) решавање 
постављених једначина; и з) дискусија на~ених израза за не­

.познате количине. 

Поставити једначину једног проблема, значи изразити 

-алгебарским изразима и знацима све везе (релације) дате у 

.задатку између познатих и тражених количина. За постав­

.љање једначине проблема нема утврђених општи х правила, 

нити је МОГУће дати каква праВИJiа.Овај се посао да ола­

.кшати једино вежбањем. Па ипак, као једно мало упутство, 

може послужити ово правило:, најпре треба врло пажљиво 

.прочитати проблем и словима х, у, z· .. заменити тражене 

количине. Везивањем датих и непознатих количина алгебар­

·ским знацима према погодбама исказаним у. проблему, доби­

јамо за једну исту количину по два израза различитог облика, . 
·али једнаке вредности. ВезиваНЈем ових израза знаком једна­

.кости добијамо тражену једначину. 

Дискусија се уопште врши само онда када је задатак 

·Оl1штег значаја, или када је решење негативно. Ако је једна­

'Чина проблема општа, онда дискусијом налазимо онај однос 

. између општих бројева који треба да буде испуњен па да 

:проблем буде могућан. 

1. Проблеми с једном непознатом 

а) Простији проблеми за однос, између бројева 

1) На/;и онај број чији збир од његове половине и треhине, смањен 
. 5 

'за 600, даЈе 7' разлике између траженог броја и овога збира. 
Решење. Ако је тражени број Х, онда је збир његове hоловине и 

х х 
'тре/;ине -"2 + З' а разлика између траженог броја и овога збира: 

:х - (; + ;). Тражена једначина проблема биће: 



145 

Х, Х ) 5 [' (Х' 'Х)'] "2 + 3" - 600 = 1" Х - т+3" ._, 

Решењем ове једначине добијамо да је Х,= 840. 
2) А има три пута више оваца не,го В ј ако А ,да В-у 5 6ji1llца, "онДа 

би он имао само 2 пута више него В. Колико сваки од, ЊИХ-11~,-..?в.'аца?, 
РеiЩ!ње. Према првој погодби у задатку, ако ~ има xOB~aN>HAa 

А има Зх. Ако А да B~y 5 оваца, OH,цaЊ~MY остаЈУ Зх -'- 5, а В iЭjа 
има х + 5. Према другој погодби у задатку биhе тада: ' 

3Х -,--5 = 2 (Х +5). 
, , ' 

, Овде је х = 15. Дакле В има 15 а А45 оваца. 
З) Разлика два броја је 40. Ако' оба броја увећамо са 7, онда riрви 

постаје 3 пута веhи од другога. Који су ти бројеви? ' 
Решење. Ако је мањи број х, онда је' веliи х + 40. 'Увеhани 'ти 

бројеви са 7, постају х + 7 И. х + 47. Тада је према другој погодби 'у 
проблему: ' , , 

х + 41 =3 (х + 1). 
Решењем ове једначине добијамо х' = 13. C~oгa су ~ражени БРQ-' 

јеви 53 и 13. 
4) Неки играч у првој игри губи полщ!Ину свога ,новца маље 5 ди­

нара; у другој игри он губи петину свога остаТКа више: 7 дин.;,у трећоЈ ДО"' 
обија три пута више не,ГО што је имао после друге игре мање' 8 дин. После 
-треће игре одустао је од дцег играња са једним добитком од' 40 динара. 
КОЛИКо је он имао у почетку играња?, ' 

Решење. Има~ је х дин. По'сле прве 'иг~е он губи ~' -5: тему j~ 

(Х) х ух,·у , 
<Qстало'х- 2-5 'ИЛИ2+5дин.УДРУГОјигригуБИ'5\2~5.; + 7, 

IИJlИ ;0 +,~, те му, је ост~ло после дру:ге игре (~ + 5) ~ (~ + "8) I;IЛИ 
2х У Ii' б • 3 /?:.х ), ,6х 5" - 3. тре ОЈ игри до ИЈа . \. 5-:-3 ~ 8, или 5 '-:- 17. Пр~ма послед-

љој погодби у ПР9блему биhе; , 

е; -3)+('; ~ 11)=X+40~ 
Решењем ове једначине добијамо х = 100. 
5) Који је оно двоцифрен број чији је збир цифара, 10, а кад му 

цифре промене места, добија се, број који је ~a 54 веhи од' траженог? 
Решење. Ако јединице траженог броја означимо са ~, онда су ње­

!Гове десетице према првој рогодби IO~ х, а тражени је број IO(IO-х)+ 
+ х. (Нпр. 34:;:: 10·3 + 4). Ако цифре узајамно промене своја места, онда 
-су х десети це а 10 - х јединице, те .је изврнути број \ОХ + (10 - х). 
Тада је према другој погодби у за~атку: . 

1{) (10 - х) + х + 54 = 10х + (10 - Х). 

Одавде је х = 8, те су јединице 8, десетице 2, а тражени број 28. 
б) Од два брата један је сада '6 година старији од млађега,а пре ' 

две године био је три пута старији од млађег; Колико година ~масвцки?' 
Алгерба V и VJ '10 : -

, ., 
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Решење. Ако млађи сада има х година, онда према првој погодби 
у задатку, старији има сада х + 6. Пре две године старији је имао х+4 
године, а млађи х - 2. Тада је према другој погодби у задатку: 

х + 4 = 3 (х - 2). ' 
Овде је х = 5. Према томе млађи брат има пет година и старији 11. 
7) Има један број који кад се помножи са ,2, па се резултату с 

десне стране допише цифра 5, добивени број подели са 11, а добивени 
количник повећа за 1, онда је тако постали број 2, пута веhи од зами­
шљеног. Који је тај број? 

Решење. Нека је тражени број х. Помножен са 2, добијамо 2х. Кад 
овоме резултату допишемо с десне стране цифру 5, добијамо број 2х,·IO+ 
+ 5 или 20х+5.(Нпр. Броју 36 дописати 5, добија се 365, или 36· 10+5=360+ 

. 20х+5 
+5=365). Када овај број поделимо са 11, добијамо количник ј 1 
Тада је по последљој погодби у задатку: 

20х + 5 . 
11 + Ј =2х. 

Овде је х = 8. 
8) Коме броју треба додати 25 да би се добио број 81? (56) 
9) Којим бројем треба увећати 318 да би се добио број 513 (195) 
10) Који број треба одузети од 718 да би се добио број 397? (321} 

• 11) Који број помножен са 51/2 даје производ 33? (6) ',«; 
12) Којим б'ројем ТРеба поделиТ1f 518 да би се добио колични.к 74? (т} 
13) Наћи број који најпре сабран са бројем 3 пута већим, од њtга~ 

а затим додаваљем 8, даје збир који је 6 пута веhи од тражено!' 

броја. (4) 
14) Наћи онај број чији је збир од љегове половине' и троструко!' 

1 ' 
вевег броја 102' (З) 

15) Наћи број чији је збир од љегове трећине и петине 16. (ЗО) 
16) Ако један бр.ој умаљимО са 125, а добивеној разлици додамо 

шести део тога броја, онда се добија број који је за 19 маЉ\{ од поло,: 
вине траженог броја. Који је тај број? (159) 

17) Наћи број који, најпре умаљен са 1'7, а добивена разлика по­
множена са 2, производ подељен са 5, даје количник 3 пута маљи од 
тога броја. (102) 

18) Ако се један број помножи са 2, производу дода 5, добивени 
збир пuмножи са 6, нови производ увећа са '11, а добивени резултат нај­
зад подели са 7,. добија се количник који би.се добио ако се тај број 
ЈIOМНОЖИ са 4 и од добивеног производа одузме 1. Који је тај број? (З) 

19) Један путник треба за три дана да пређе 70 Кт. Првог дана 

прешао је известан цут, другог двапута веhи пут, а трећег дана је пре­

шио 25 Кт. Колики је пут прешао првог дана? (15) 
20) За избор једног народног посланика гласало је 5000 гласача., 

Је,;:,;!н кандидат је добио 314 гласова више од свога противника. Колико. 

је гласова добио сваки кандидат? (234З; 2657) 
21) А и В купили заједнички 80 kg робе за 1500 дин. А је купио· 

]0 kg маље од В. Колико је динара сваки платио за робу? (600; 9(0) 
22) А и В купили заједнички 12 kg робе за 500 дин. А је платио 

]20 дин. више од В. Колико је килограма купио сваки? (А = 7,44; В = 4,56). 
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23) Подели 800 дин. на три лица тако да' друго лице ii.;(Шј~~;~ 

више од пр~ог, а, треће ,lq ,(I.ин. мање ОД првог. (~f?O; 21)0; 25D) '::'.с ":"JJ~: 
24) Обим једног троугла је 134 т. Његова основица је 6 т ду.жа 

од једне а 11 т краћа од друге стране. Наhи дужину сваке, стране::'(43; 
37; 54) ~, ' , '.' 

\ 25) један гарцизон одпешадије, коњице и аРТИЈЬеј>Ије има,,16000 
војника. у пешадији је било 3500 војника више, 'а у артиљерији дваЈута 
мање војника ,него у коњици. Колико је било' војникаусв~коме роду? 
(К = 5 QOO; П= 8500; А = 2,500) '.' 

26) Четири брата тРеба да поделе имање, ОД :250000 дин. Оба'ста­
рија брата примају једнаке суме; а одмлађ~х; због .њиховог школоjl~lIl;а, 
један прима 15000, а други 20 ОООдин~ ВИЦlе ОД ?rap"~jHx; К?Ј!Иј{9 J~ Р~"~Ii,л 

,', . добио? (I и J.I по. 53750; 111 = 68150; ЈУ = 73750) , " ", ,'." \ ,:у 
27)"Три најДуже, реке у Евррпи: Волг,а, Дунав и ,Дњепар,Џј\\аЈУ 

. . . ' ' ' .. , . , i " оо' •• ..' • :)..<~- .; 

укупну дужинуl154 географскемиље., ~олга јеЗfj 1~4.reQ,Гp. м,·!tрз1щ 

-', од Дунава иДњеnра, зајеДНОi~а Ду~iiiв' је ;'за: Iifб ,'АIИ~а-:краhи ,од'У.ц~Qје'Не, 
'дужине:Дње.пр~. Наhи дужине ;их.рекcif' (ДJ'6~270;ДY:H: d:;з.14;В}==$IОј 
,,28) ,Један отац је 4 пута старији од старијег 'сина, а oBajje2rQ­

,:':,'iцине старији од ~лађег брата. Укупносвц имају 64 године. Колико го- ; 
,.Дина ИЩIСВаки. (9; 11; 44) .' . ' ,.,', " . -

; . \;"';'\' 29) Од трц.БУрета прво ,захвата зry~пута:Вl1шеличра ОДдРугог 
, a2Y~4hYTa више од трећеГ. Ако се из ПУНО~ ЬРвог'буретанацуне :црУга. 

два,праЗЩI,i1реостц,ј:t;У ПР.lюм jo~}9 литар~. IS~Ч)И,К9,хвата ~BaKO ~ype?:o 
(35; \О; 15) '" ' .. х , . " -,;;JY~:,'~ i.;....., ,,:" ,,',:, 
" ' 30) поделиб'i2:,ј1а.:tакџа ~че(~р'И дела д,i је друг!" Д~6~5':vt;а ilehJf,'~ , 
од првог, треhи 2 пута веhи'о.l\,;'ДРу,гог, а чет~рти 31/2, ПУТЦ1!f1hlt~од TP~- , 
ћег. (12; БО;. 120; 420) , , ,,' ,'~'~ 

31) Два радника примили су noдједнако што су извршили': неки, 
посцо~Да јепр,!!И:l}римио~7 дин. више ,а други 5 дин. мање,ОЦДЦ би први, 
пру~и(уЗ пу:та виili~;1ин:а~а од дрУг.оГ: J{OJJ~IЏJ 'j~'~BaK~ ~~б~о ?:,~.п,6:IЈ~ A~#1:' 
и .. ..:32)А. има, ~aдa 58 ~ В 26 година. '1) ПОСЛ,е i{ОЛЦКО h~ГОДИН.fl,бити 

А :д~апута 'Старији од,В? 2) 'Пре колико је го;цинабио А трипута ,ста-
ријиiод В? (1) 6; 2) IОЈ. ,,' " . 

" 3З) У једном разреду има.клупапоДје,цнаке,дУжине, 'Ако се ст~ви, 
ЦО б уче!lifка У клупу, ОGтаје:последњаклупа: са3 ученика; ако. пак седну' 
по 5 ученица у клупу, онда 4 ученика:остају, без ·места. Колико јебило 
клупа и ученика,'у разр~)I,у? (7 кл.; 39 уч.) , '~ " 

34) Једно ДРУЏЈтво људи жели да СКУПИ,i!fКУ суму за известан циљ., 
Ако. сваки M\'jjo~ 5, Дl;1Н., jaBJЬ<;l' се вишаk, од 20 дин.; ако пак да',свак», 
по..4,5 ДИН., ЈавЉа се недостатак од 12 дин.' :Колики је број чланова тога 
друштва и коју су ,му желе да скупе? (64 чл,; зоо дин.) , 

}Ј' 

35) Који број треба додати бројитељу И, именитељу, разломка 15 

да би се добио разломак,:? (5) " 
о, ' " " ','. ,,' 9 1:" 

36) ,Ако се увећају бројитељ и именитељ разломка ТЈ једни~ Ji3Bf:-;. 
сним бројем, добија се разломак једнак разломку који се ДОБИ'Ј1{;Јйi'Ј!~е' 

исти број одузме и ~д бројитеља и ~д ~мени;еља,раЈ~Q~~,~;i},':с~~Цii,ј~ "" с' 
тај број? ,(3) , ".;\:',i, :,'J,~:~'lit:"~,Y~'~~tjj1:l~~ 
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37) У једном кавезу. било је зечева и фазана укупно 35 глава а 
ногу 98. Колико је било зечева а КОЛИI}О фазана? (Зечева 14, фазана 21) 

V 38) У неком д,руштву било је 40 лица: људи, жена и деце; Број 
- 3 

жена износио је 5. броја људи, а број деце био је ; броја људи и жена 
укупно. Одреди њихов број. (Људи 15, жена 9, деце 16). 

• Ь) Проблеми из процентног и интересног рачуна 
Г. Р {г = чиста г лавница 

Образац за процентни рачун: П = 100' Р = проценат 
. _ fI = процентни принос. 

~.... Kpt (. КрМ KpD' . 
Образац за интереСНИУЈ = 100 Ј = 1200 = 3б 000)' где Је К капитал, 
р годишњи проценат, t време у годинама, М време у месецима и D 
време у данима. . 

39) Један књижар купио је известан број књига за 3600 динара. 
Рачунајући себи за зараду 331/ s0/ 0 продаје сваку књигу по 24 дин. Колико .. 
је књига купио и колико зарађује на једној књизи? 

Решење. Ако је купио х књига, онда једна књига њега стаје 

3600 
3600 . --. 331/з 
-Х- дин .• а зарада (процентни принос) на једној књизи је _Х--;= __ 

3600 100 100 
-х-'З 1200 

= -~-- = -Х- ДИН. Тада је једначина: 

3600 1200 
--х- + --х- = 24 . 

Одавде је х = 200. Купио је, дакле, 2ьо књига, а зарадио 6 дин. 
на једној КЊИIlИ. 

40) Који капитал, дат по 50/0 под прост интерес, за 31/2 године на-
расте на 62 275 дин. с интересом? . 

Решење. Ако је капитал х, онда је љегов интерес за 31/2 године 
х·3,5·5 17,5х 

по 50/0 = ---wo- = ]00' Тада је једначина: 
17,5х 

х + 100 = 6227~. 
Одавде је х = 53000 дин. 
41) Један трговац 'продао је извесну робу за 1 620 дин. са 8"10 за­

раде. Колико њега стаје роба и колика му је зарада? (1500; 120). 
42) Трговац прода 150 kg неке робе, по 6,40 дин. kg, са 4"10 гу­

битка. Колико је дао за ту количину робе и колики му је губитак? 
(1000; 40). 

43) Једна роба купљена је за 6500 дин. а продата је за 6955 дин. 
Колика је од "10 зарада? (7"10). 

44) Један трговац купи за 6300 дин. неколико боца ликера. При 
преносу изломљено је 24 боце. Да би зарадио 200;., продаје боцу по 60 
дин. Колико је боца купио? (150 боца). . 

45) Нето' тежина неке робе је 573 kg, а тара се рачуна 4,5"10; ко­
лика је бруто тежина те робе? (Тару рачунај на бруто тежину!) (600 kg) 

46) Становништво неке вароши увећало се у току једне године са 

1'/з"10 и број на крају године је 20976 становника. Колико је било ста­
новника у почетку године? (20700) 
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47) Срачунрто је з'а зидање једне зграде 71 000 комада ,цигала. 
Колико цигала треба спремити, ако се при раду ломе и не улазе у по­

сао 51/.% цигала? (75000) 
48) При куповини неке робе рачунато је трошкова 12%. Та је роба 

продаТi\за 128,10 дин. са 8,5% губитка. ЏlTa стаје роба без трошкова? (125)' 
49) Цена некој. .акцији скЬчила је за 5% и сада се котира на берзи 

са 2100 дин. Колика је била њена ранија цена? (2000) . 
50) Продајући робу за дин. 6625 трговац заради 375 дин.; колико 

је од 100 зарадио? (6%) 
, 51) Станарина је повећана за 26,дин. и сада се плаћа 286 дин. rЗа 

колико је од 100 повећана? (10%> ' ' 
52)' Имовина неке радње смањена је због 140/0 губитка и данас је 

дин. 15050; колика је била првобитна имовина? .(17500)' , 
53) По одбитку провизије 170 дин., комисионар је послао, комитенту 

8330 динара; колико је од 100 рачуt!a-о себи, провизије? (2%) 
54) Који-капитал за 5 година са 4,5% .~оноси' 1350 динара инте­

реса? (6 000) 
55) По колико од % треба дати капитал од 17 250 дин. да за З ГОА. 

и З месеца 'донесе 4485 дин. интереса? (8%)'" " 
56)3а које време капитал од 850 дин. са 311.% доноси 165,75 дин. 

интереса? (5 год. 10 мес. 6 дана) , , / 
57) За које време ма који капитал са 4% постаје два пута већи? (25 год.) 
58) Са којим процентом треба дати ма који капитал за 30 година 

на прост интерес, да би он постао трипута већи? (са 6"1.%) " 
59) Један је поделио свој капитал на З једнака дела. Прџи је део 

дао по 4%, други по 41/8%' а трећи по 4,5%. Од целокупног капитала 
прима годишње на име интереса 9779 дин, Колико износи његов капитал?" ' 
(228600 динара) , 

60) Два капитала, чија је укупна сума 14700 динара, дати су под 

интерес, и то први по 32/.% а др уги ПО 41/2%' Њихови су годишњи интереси 
једнаки. Колико износи сваки капитал? (8 100; 6600) 

1 ] 
61) Један је дао "5 свога капитала по 41/4%, З по 4% а, остатак по 

3·/4%' После три године његов капитал 'цноси 33540 динара. Колико 'је 

износио његов првобитни капитал? (30 000) 
62) Један је поделио свој капитал на два дела у размери 3 : 4., Ако 

да први дe~ по 4% а други по 5%, рнда му је годишњи интерес за 75 
дин. већи од годишњег интереса који би добио, ако први део др по 5% 
а други по 40f0.Колика износи сваки део капитала? (1 = 22500; JI ~ 30000) 

63) Једна облигација исплаћена је са дин. 3600 једну годину пре 
рока са сконтом 40f0. Наћи љену номиналну вредност? (3 750) 

64) Известан рачун исцлаt.ен је са 301,78 дин.· }1/2 годину раније са 
сконтом од 14,22 дин. Колики је шконт од 100? (3%) 

65) Једна I)блигација од 3800 динара исплаћена је са 3733,50 дин: 
са интересом од 31/2%' Колико' је времена, пре рока _била исплаће'"а? 

С године) I " ' 

66) Једно лице купило ,је кућу за 220000 ДАН. под условом-~ да је 

исплати целу после 2'/2 године са' 4% интереса. Којом' cy1o\0M-, БJL' МОГllЧ,\,' 
данас да' исплати кућу? (200 000) 
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67) једно лице имало је да прими 170250 дин. после извесног вре­

мена. један банкар нуди му одмах 150 000 дин. рачунајуlш 4IМ/., коју је 

понуду лице одбацило. После ког ће времена примити .своје прво при­
мање? (3 год.) 

с) Проблеми из терминског (рочног) рачуна 
Ови се проблеми решавају на принципу да је збир интереса 

појединих дужних сума за њихове рокове раван интересу целокупног 

дуга за средљи рок. 

Ако су К1, К2, Кз. " поједине дужне суме које треба исплатити 

после t1> t2• tз, ... времена са pOfo. К целокупни рјг (К = К1+К.+Кз + " .), 
K 1pt! K.pt. K.pt. Крх 

а х тражени средњи рок, онда је: 100 + !оо + !оо ~ ... , = 100' 

Р 
или дељењем са 100 : 

К1 t1 + K2t~ + K'.ts + .... = Кх. 
68) један трговац треба да исплати 4500 дин. после 3 месец'; а 

6 000 дин. после 10 месеци. После колико месеци може исплатити цело­

купни дуг, да не изгуби нити он нити зајмодавац? 

. Решеље: после х месеци. Тада је: 
4500·3 + 6000·10 = 10500·х 

Одавде је х = 7 месеци. 
69) Један трговац купио је робе за 18000 дин. под условом да ову 

суму исплати после 1 О месеци. У место ()вога он плати одмах 6000. дин. 
и оба веже се да ће остатак исплатити у три једнака рока једнаким де­

ловима остатка дуга. Када пада први рок? 

Решеље. После х месеци. Тада је једначина проблема: 

18000·10 = 6 000·0 + 4000·х + 4 ООО·2х + 4000.3х, или 
180 = 4х + 8х + 12х. 

Одавде је х = 71/2 месеци. Дакле, рок је за прву своту остатка 

дуга 7'/. месеци, за другу 15 месеци, а за трећу 22'/2 месеца. 
70) један је дужан да исплати 1610 дин. после 3 месеца, 3800 дин. 

после 7 месеци и 6200 динара после 8 месеци. Када може да исплати 

целокупан дуг? (6 месеци и 29 дана) 
71) један трговац дужан је да плати 1/. свога дуга после 5 месеци, 

2/. после 10 месеци, а остатак дуга после 13 месеци. После колико ме­
сеци може да исплати целокупни дуг? (9 месеци) 

72) један треба да исплати 5000 дин. после 9 месеци. ОН је платио 
3500 дин. после б месеци. Пита се после колико месеЦ2Стреба да исплати 
остатак дуга? (16 месеци) 

73) један треба да исплати 12000 дин. после 8 месеци. Међутим 

он је платио 5 200 дин. после 3 месеца, а З 000 дин. после 4 месеца. 

После колико месеца ':Р~ба да исплати остатак дуга? (18 месеци) . 
74) Неко је био дужан да исплати три суме, и то: дин. I 800 после 

5 месеци, дин. 2700 после 8 месеци и једну трећу суму после 10 месеци. 
Колико динара је била трећа сума, када може он целокупан дуг да 

исплати после 71/з ' месеци? (900) 
75) Неко је био дужан да плати 7000 дин. одмах, 350Ј дин. после 

9 месеци и I 500 дин. после 11 месеци. Он жели да целокупан дуг исплати 
одједном. После колико месеци мuже то да учини? (4 месеца) 
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76) Неко је био дужан да исплати одмах 1 600 дин., после 4 месеца, 
1400 дин. и после 5 месеци 600 дин. Уместо тога он исплати 2200 дин. 
после два месеца. Колико месеци може он задржати оста,так дуга? 

(3 месеца), 
77) Један предузимач погодио се да храни 400 радница за .14 дана, 

Али је у почетку ступило на рад само 150 радника, после 4 дана 50 рад- ' , 
ника, а после 7 Д&llа остатак од 200 раденика. Пошто је протекло 14· 
дана, колико још дана треба да храни предузимач Рliднике, да би испунио--
своју обавезу? (4 дана) . ! ' 

d) ПроБJlеми из друштвеног рачуна 

1) Прост друштвени рачун 
Ако је S деонасума, 'm, п, р,'" ра'змерни бројеви по којима се' 

деона сума дели, х, у, Z," • тражени деЛ08И, онда је 

Sm , Sn. 
х = -m--'r-t--n---'+-p-+:. ..' у f m + п + ~ :+- ... 

Sp I 

z= т+п+р+ .... 
2) Сложени друштвени рачун 
Ако је S деона сума т.:.n: р : ',' '. првц ред размерних број7на, 

</ : s : t : ... други ред, а: Ь : с : ... тре~и ред, Х, у, Z,' .• тражени делови," 
QHoЦa је: 

.' S.amq, S·bns '. , 
х = amq + bns + срЏ у = amq + bns +. cpt ' 

'S.cpt 
z = amq + bns + cpt· 

78) Губитак од 6450 дин. поделити сразмерно улозима: А је уложио' 
дин. 24000, В дин .. 36000 и С дин. 60000. 

Решење. Ol;loЦe' је S = 6450; т: п : р = 24000 : 3б 000 : БО 000, или 
скраl'iИвањем са 12000, т : п : р = 2 : 3 : 5. ' . 

6450·2 6450·3 
Стога је А = -1-0- = 1290 дин., В = --то- = 1935 ДИН., 

6450·5 
С = ---то = 3225. 

79) А, В"и С закупили су неку пашу за 435 динара. Колико треба 
сваки да плати, ако се зна да су 15 крава А-а пасле 20 дана, 18 крава 
В-а пасле 24 дана и 12 крава C~a пасле 26 дана? .' 

Решење. Овде је s = 435; т: п,: р = 15: 18 : 12, q : s : t = 20 : 24: 26, 
а mq : ns: pt = 15·20: 18·24: 12.26, или скраћивањем размерних бројева 

25: 36: 26. Стога: 
435·25 ' 435·36 435·26 

А плаћа = 87 = 125 дин., В =87 = 180. и С = 87 = 130 дин. 

80) Четири трговца предузела су заједнички један посао и уложили 
су дин. 24000. При подели добити од дин. 6400 добио је А 2000 дин., 
В 1500 ДИН., С 1800 и D остатак. Колико је сваки уложио? 

(А = 7500; В = 5625; С = 6750; D ~ 4125) 
1 1 3 

81) Која је _ то добит Ьд које је А добио з' В б' С'8 и D 

<)статак- који износ,И дин. 51ОО? (40800) 
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82) Динара 5000 треба поделити на петорицу тако да сваки доц­

нији прими увек 100 дин. више од претходног; колико добива сваки 

од њих? 

(1 = 800; 11 = 900; III = 1000; IV = 1100; V = 1200). 
83) Кс:)Лико има становника у јагодини,' Крагујевцу и Нишу, кад се 

2 
зна да у јагодини има 1000 становника више од 19 становника у сва три 

3 
града, број становника i Крагујевцу је за. 1750 мањи од "8 броја у сва 

три града и број становника у Нишу веhи је за 1500 од половине ста-· 

новника у сва три града? (Ј = 5000; К = 12500; Н = 20500). 
е) Проблеми из мешања и смесе 

а) За мешавuну: Ако су: ai, а., ав, •. ; узети килограми (литри} 
. појединих врста; сl, с., св, .•. ЊИХОве цене; а тежина (запремина) меша­
вине (а = аl + а2 + аз + ... ); с цена једног килограма (литра) мешавине. 
онда је једначина проблема: 

atC I + а2с. + авс. + .... = ас. \ 
Ь) За смесу: Ако су ql' q2' qs, .... узети килограми (грамови) 

појединих сребрних (златних) смеса, 11' 1., Is' ... њихове финоhе, q це­
локупна тежина нове, смесе (q = ql + q. + q~ + ... ), а 1 финоhа нове 
смесе, онда је једначина проблема: 

qlfl + q2f2 + qBfB + .... = q • f· 
Напомена. Под -финоhом једне среБРНе или златне смесе разумемо· 

КОЈIИЧИНУ племенитог метала (чистог сребра, злата) у једном килограму 
или граму те смесе. Тако, ако у једној сребрној смеси има 15gr чистог сре­
бра и 5 gr бакра, или ма којег другог неплеменитог метала, онда је њена 

15 
финоћа 1 = 20 = 0,750, а зна,чи да у 1 gr те смесе јесу 750 милиграма 

чистог сребра а 250 милиграма неплеменитог метала. Ако је q тежина пле:" 
менитог метала у једној смеси, Q њена целокупна тежина, f финоћа, онда je~ 

f = ~, одавде је q =Q·f. 
једначина q = Q. 1 показује нам да треба да помножимо апсолутну 

те'жину неке сребрне (златне), .смесе са њеном финоћОМ, ако желимо да 

сазнамо колика је тежина племенитог метала у тој смеси. 

84) Винар помеша 14 л. вина од 15 дин. литар са 26 л. вина: од 9 дин. 
литар. Шта стаје један литар мешавине? 

Решење. Ако I л. мешавине стаје х дин., онда је једначина проблема~ 
14·15+26·9 = 40·х 

Овде је х = 11,10 дин. 
85) Један има 360 л. вина по 11 дин. литар. Колико литара воде 

треба да сипа у вино, да би био литар мешавltна 9 дин.? 
Решење. Треба да сипа х л. воде. Тада. је једначина проблема: 

360·11 + х·о = (360 + х)·9 
Одавде Је х = 80 л. 
Напомена. Вредност воде према вину узима се да је нула. 
89) Један златар смеш ао је два сребра од 0,760 и 0,475 финоhе и 

добио је сребро 380 gr финоhе 0,610. По колико је грама узео од сваког 
сребра? 
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Решење. Ако је узео од Ј-ог сребра х gr, онда је из П-ог сребра: 
узео (380 - х) gr. Тада је једначина прuблема: 

х·О,760+ (380 - x)·0,.{l5 = 380·0,610 
Читај: Чисто сребро у х gr и чисто среБQО у (380 -х) gr,= чисто~ 

сребру у новој смеси. Одавде је х = 180 gr. Дакле, узео је од Ј-ог сребра 
180 gr, а од Н-ог 200 gr~ , ", ' .,'.,' , ' 

87) Винар помеша 20 л. ,вина GД 14 дин, 1 л. са ,5 л. воде. Колико. 
, стаје 1 л. мешавине7 (11,20) , . 

88) Винар има две врст!!' ракије, од 17 и 12 дин. ли~ар.! Жели '6д, 
ових врста да начини. мешавину чија је цена )5 ДИН. ор: литра. 'Ако је-' 

узео од Ј-ве врсте 10 л., колико је узео од Н-ге врсте? (6; л.)'"Ј 
89) Кафеџија i!О~еша 220 л. вина од 20 дин. "1 л. са 2ВО' Л.од Ј5.. 

дин. 1 л. Колико литара воде треба да сипа у тумеШ~QИНУ,! ако жели 
да 1 л. нове мешавине продаје по Ј6 дин.? (;37,5 л.)" _ . 

90) Трговац~'помеиiа 30 kg кафе од 14 дин. 11 kg са!{афQМ ~д 1:С 
дин, 1 kg. При пржењу кафа губи од своје тежине 15"/0' Коликоkg­

треба да узме од дрУ,ге врсте кафе, ако жели да 1 kg пр*ене кафе-
продаје по 16 дин. 1 kg? (7,5 kg) , 
. . 91) Трговац ина 75-riРl;щентног щnиритуса у који j~ сипао 12 {Ј., 
воде и тиме добио шпиритус 51-Процентни. Колико је литара шпиритУса. 

, имао у почетку? (25,5 л.) '" " , 
92) Један је помешао 60 л. рума од 72% са 70 л. алкохола од 96%­

Колико литара воде треба да сипа у ову мешавину, ако жели да 'дОбије­
рум од 460/01 (110 л.) I 

93) Златар жели од 28 gr чистог злата да начини смесу фИНО/1е-
0,875. Колико gr бакра треба да .стави? (4 gr) 

Наџомена. Вредно.ст бакра према злату је нула. 

94) Један златар има 5 kg златне смесе финоће 0,940, пахоће да. 
дода злато финоће '0,750', да би добио смесу чија, је финоljа 0,800. Колико­
kg злата треба да узме од злата финоће 0,7501(11,20 kg) 

f) Проблеми за одређивање, времена заједничког рада 
95) Три цеви пуне један басен. Сама прва цев пуни га За 12 ча-· 

сова, друга за 15 часова, а тРећа з~· 18 ,часова, За које,'време се басен:. 
пуни, ако су отворене све три цеви? ' 

Решење. Нека све три цеви пуне басен за х часова. 

1 , 
Сама Ј-ва цев ПУНИ за час т2 од басена, 

1 

" 
Н-га " " " . 15 н 

I 

" 
III-ћа " " " Ј' 18" 

Све.три цеви пуне 
1 I 1 
12 +15 + 18 ад басе!lа. 

Како за х часова пуне цео басен, то је једначина проБЛема~ 

( Ј Ј Ј ) 
12 + 15 + 18 ·х = Ј. . ' 

32 
Одавде је х = 4 37 часа. 
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96) Једно корито ,се пуни кроз две цеви. Прва га пуни за 3 часа а 

.дpy~a за 5. За које га време пуне обе цеви заједно? ( 1 ~ ч.) 
97) Једно корито се пуни кроз две цеви. Једна га пуни сама за 20 

часова, а обе заједно за 12 часова. За које време пуни корито сама Н-га 
цев? (30 ч.) 

98) Три радника врше известан посао. Први радник може да сврши 
тај посао сам за 12 дана, други за 10 дана, а треlш за 15 дана. За које 

време сва три радника заједно свршавају тај посао? (4 дана) 

99) Три преписивача треба да препишу 5б81,4,<::рана. Први може да 
преците за 1 час 11/. стране, други за З часа 4 стране, а трећи за 5 
часова 6 страна. За које време' сва три преписивача могу свршити 

nреписивање, ако сва три почну посао једновремеНо? (15 ч.) 

g) Проблеми из кретања 
1(0) Отстојање места А и В је 78 KТ1l< Трамвај полази из А и В 

и прелази 9 Кт ва час; после 1,5 часа полаве из В за А поштанска кола 
која прелазе за 3 ,часа 16 Кт. После колико часова од поласка трамвај а 
има да се, c,:ycp#,'r~y? 

РеUЙН:е>:А.Ко је време путовања трамваја до сусрета t1 = х часова, 
онда је-Време путовања кола до сусрета t 2 = (х-I,5) часова. Тада је 

, ]6 ' 
пут трамваја 81 = C1t1 = 9х Кт, а пут кола 82 = c.t2 = З (х - ],5) Кт. 

Ла како је 81+ 82 = 78, то је 
. 16 

9 х + 3" (х - 1,5) = 78 

Одавде је х = 6 часова. 
10]) Два пријатеља А и В желе да пређу известан пут заједно. 

у слеД, изненадног посла А је пошао на пут 6 дана доцније од дана пола­
ска В. Ако В прелази дневно 2,5 миље, а А 4 миље дневно, после колико 
Ђе дана А стићи В? (10 дана) 

102) После једног курира који дневно прелази 12 миља, пошао је 

дРУГИ курир за њим са дневном брзином од 15 миља и стиже r1PBor ку­
рира после 20 дана од свога поласка. Пре колико дана је пошао на пут, 

први курир? (5 дана) 
103) Два пријатеља пошла су једновремено из два места А и В, 

чије је отстојање 70 миља, један другоме у с·усрет. После колико дана 
има да се сусретну, ако први прелази дневно 31/. миље а други 51/2 
миља? (8 дана) 

104) Из Београда полази лађа за Панчево у 4 ч. и 16 мин. по подне, 
а из Панчева за Београд пошла је у 4 час. по подне. Обе лађе прелазе 

овај пут за 50 минута. Када се лађе сусрећу? (у 4 ч. и 33 мин.) 
105) Лисица је удаљена од неког хрта који је гони 60 скокова. 

Она учини 9 скокова за исто време за које хрт учини 6, али 3 скока 
хрта вреде колико 7 скокова лисице. Колико је скокова потребно хрту 

да учини па да стигне лисицу? (72 скока) 

Решење. Нека хрт учини х скокова док стигне лисицу. Па како 

, 7 
З скока хрта износе 7 скокова лисице, то је један скок хрта Једнак са 3 
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.7. 
скока лисице, његових 6 скокова чине 6· З = 14 скокова лисичиних, а.х 

h ' . 
његових скокова чине З скокова л.исичиних. Ако лисица учини у скокова, 

h . . ,~ 

док је хрт стигне, онда је: "3 : у = 14: 9, а одавде ј;е у =''2': '!."ражена 

7х3х . 
једначина биће: "3 - "2 = 60, а одаljде је х = 72. 

106) И_еста А и В, чије је отстојање 12, миљ~" излазе два пут-. 
ника једновремено ,и иду истим 'правцем и смислом. Предњи прелазњ 
дневно 31/2 миље, а задњи 5 миља. После колико дана ће се сустићи? (В даюi) . 

107) Из места А и В, чије је отстојање 540 Кт, полазе 'једновре- ' 
мено два путника један другоме у . сусрет и cpeTHy~e после 71/2 дана. 
ЊИXiове се брзине имају као с'\ : 4. По колико Кт прелазе дневно? (С1 == 40 
Кт, С2 = 32 Кт) ," ' 

IОВ) Из Београда полази лађа у 7' часова изјутра за Смедерево ',и 
прелази тај пут за 70 минута. Тога јутра полази из Смедерева лађа .за 

Београд у 7 часо!!а и 10 мин. И прелази тај пут за 80 lI1инута. У ко-
лико сати има да се лађе сретну? '(У 7 ч. и42 мин:);' ' 

109) MefTo В се налази ua путу из А за С. Отстојање АВ износи 

'БВ Кт. Из А полази П'утник за С и прелази дневно' 20 Кт. Три дана ра­
није пошао је из В други путник такође за С и прелази дневно I.В Кт. 

После колико дана од поласка из А путник IIМа да стигне путника из В 
.и на ком отстојању од А (61 дан; 1220 Кт) . ' , 

110) Два' тела удаљена 105 m крећу се истим правцем и смислоМ. 

Брзина предњег тела које се креће 3 секунде раније од задњег, има' се 
према брзини задњег тела као З : 5. Наћи брзине тих тела када се зна 

.да се суст.ижу после 8 секунада? (С1 = 75; С2 = 45)' 
,-' 111) Са станице А полази теретни воз који прелази ЗКin за 4 

минута. После 7 'минута из В полази за 'А поштански 'BO~, који прелази 
,6 Кт за 5 минута. Наћи отстојање АВ, кад се зна да су се возови срели 

тачно на средини пута. r 2В Кт = АБ] 
112) Једџн пође из једног места на пут и прелази дневно 3 ми-,?е. 

После три дана је пошао за њим други путник из истог места и стигао 

првог путника после 7 дана од свога поласка. Колики пут дневно прелази 
2 

.други путник? (47 миље) 

, 113) Место В, које је између места А и С, удаљено је од А 20 Кт 
а од С 24 Кт. Из В полази 'путник за С и' прелази 16 Кт за 3 часа. 
у исто време полази из А за С други путник и стиже у С један час 

доцније него путник, из В. Колико Кт з<l час прелази други ,путник? 

(В Кт) 

114) Једна л~ђа полази из А за -в и прелази 6 Кт за 25 минута; 
после 1В минута полази друга лађа из А за В и прелази за 21/4 Кт за 
10 минута. Ако је прва лађа стигла у В 21 мину.т раније' од друге, онда 
колико је отстојање АВ и за које време, свака лађа' прелази пут АВ? 
-(АБ = 10..8 Кт; 11 = 45, t2 = 48) ,., 

115) Два тела крећу се из тачака А и В, чије је ~з>т.ојаiье 62 т,. 
.истим правцем и смислом. Брзина предњег тела је з,!,3:nf:у (јекуliдимања 
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од брзине задњег тела, а задње тело почиње да се креће 3 секунде ра­
није. Ако се оба тела сустигну после 7 секун;(да од поласка предњег 
тела, онда колике су брзине тих тела?'(СЈ = 132fs; С2 = 10% т) 

. 116) Два тела крећу се једновремено из два места једно другоме 
у сусрет. Отстојање полазних места је 96 т. Једно се тело креће брзи­

ном од 7 т а друго од 5 т у секунди. После колико секунада тела ће. 

бити удаљена З6 т? (5 сек.) 

117) Обим задњег точка 'неких кола је оо ст већи од обима пред­
њег точка. Наћи обиме оба точка, кад се зна да преДЊИ"точак учини 5· 
обртања док задњи учини 4. (240; ЗаО) 

118) На једном путовању предњи је точак начинио 2800 обртања. 
више него задњи. Обим предњег точка је 1,8 т а задњег 2,5 m. Колики 
су пут прешла кола? (18 Кт) 

119) КолИl{о времена протекне од једног до другог поклапања ска­
. заљака једног часовника? (655/11) 

Р . . О О. О 
( ачунај да је минутна брзина велике сказаљке 60' а мале 720' где је 

обим круга.) 

120) у 9 часова сказаљке часовника дају прав. угао. После ког вре­
мена сказаљке поново дају такав угао, а после ког времена дају угао O~. 

ОО"? (328/11; 273/11) 

( 
3000 3600) 

Овде рачунај минутну брзину велике сказаљке оо ' а мале 720 . 

ћ) Проблеми из геометрије 

121) у једном правоугльм троуглу једна је ]{атет? 15 ст а друга 
је за З ст мања од хипотенузе. Колика је хипотенуза? (39 ст) 

122) Обим једног правоуглог троугла је 120 ст. Једна му је катета. 
40 ст. Нaljи дужину друге катете. (30 ст) 

12З) Хипотенузина висина једног правоуглог троугла је за 12 ст­
већа од једног отсечка, а за Ј(ј мдња од другог отсечка хипотенузиног:. 
Колика је висина? (48 ст) . 

124) Колика је једна катета правоуглог троугла, кад се зна да је­

она за 4 ст мања од хипотенузе, а за. З ст већа од њене пројекције на . 
. хипотенузи (од оближњег отсечка хипотенузиног)? (12 ст) 

125) Разлика катета једног правоуглог троугла је 7 ст. Ако се 
једна катета смањи за 1 ст, а друга повећа за 3 ст, онда је површина. 
новог правоуглог троугла за 17 ст2 већа од површине ранијег троугла .. 
Наћи дужине катета. (22 ст; 29 ст) 

126) Обим једног равнокраког троугла је 130 ст. Размера крака и 
основице је 3 : 4. Наћи основицу. (52 ст) 

127) Обим равнокраког троугла је 256. ст, основичина висина 80 ст .. 
Наћи његове стране. (о = 78; k = 89). • 

128) Стране једнога троугла, чија је површина 72 ст2, имају се 
као 9: 10 : 17. Наћи те стране. (QY2; 10У2; 17YZ). 

129) Стране 'једног правоугаоника имају се као 3 : 5. Ако се мања. 

страна смањи са 1 ст а већа увећа за 2 ст, површина правоугаоника. 
увећава се за 5 сm2• Наћи његове стране. (21 ст; З5 ст.) 

130). Површина једн,ога ромба, чије се дијагонале разликују за 8 ст,. 
не мења се, ако мању дијагоналу увећамо за 3 Ст а већу смањимо' за. 
4 ст. Наћи дијагонале. (12 ст и 20 ст.) 

/ 
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131) Код једног трапеза је висина 13 ст а површина 208 ст2• Наhи 
његове паралелне стране, ако је: 

а) љихова разлика 6 ст; 
а) [13 сm- иl9 ст), 

Ь) љихова размера 5 : 3. 
Ь) [12 ст и 20 ст]. 

132) У једном р,авнокраком трапезу је висина 20 ст, а разлика па­
ралелних страна је 16 ст. Наhи површину овога трапеза, када је, љегова 

дијаrонала једнака већој паралелној страни. (420 crп2). ' 

133) Једна од паралелних страна трапезових је 24 сm,' а средља му 
линија износи 2/8 друге паралелне стране. Колика је ова dаралелна страна? 
(72 ст); 

Н. Проблеми са две и вище непознатих 

а) Реwени 'примери: 
1) Један басен пуни се кроз три цеви. Прва и друга цев пуне га 
554 

за 5 23 часова, прва и. трећа за 57' - а друга и трећа за 87 чаСРВI!' 
Пита се за колико би се часова напунио басен са сваком цеви понаособ? 

Ре11Iење. Нека га I цев пуни за х часова, II за јт часова, а Ш за z 
часова. Тада: 

цев за 1 час пуни 

II " ,,.. " 

1 
х деJlа од басена, 

1 
у 

1 
l' " 

" " " z 

час пуне ~ +..!. t и II за 
х у 

" 

" " 
1 l' 
y+z НиШ " " " " 
1 1 

'x+z ..... I и Ш " 
5 12(} 

Како 1 и Ii цев пуне цео басен за 523' или за 2з часова, онда за 
120 23 . 

час пуне ове две цеви 1 : 2з = 120 дела од басена; Н и Ш за 1 час 

4 ' 7 5 7 
пуне 1 :87' или 60 дела од басена; и IиШ за.lчаспуне 1 :57' ПЛИ4(} 

дела од басена. 

Стога су једначине проблема: 

1) ~ + ~ = I~ol Одавде је'; х = 8ч., у = 15'1. И Z = 20ч .• Дакле, 
1 1 7 

2) х + z = 4(} прва цев 'пуни басен за 8ч., друга 3'а 15ч., и 

1 1 7 трећа за 20ч .• 
3) y+z=60 . 

2) Наhи онај четворiщпфрени број код кога је: 
а) збир љегових цифара 25, Ь) да је цифра десетица једнака с 

збиром цифара стотина и "хиљада, с) да је двострука цифра десетица 

једнака С' збиром цифара јединица и стотина и d) .да је број од 'Истих 

цифара али у обрнутом реду веhи од траженог броiа за 8082 .. 

, .... ' 

" ",-.,{ 
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Решење. Ако су х јединице, у десетице, z стотине и t хиљаде, 
онда имамо, према погодбама у проблему, ове једначине: 

1) х + У + z + t = 25, . 
2) у = z + t, 
З) 2у=х + z, 
4) IOOOt + 100z + 1Оу + х + 8082 = l000х + ]ООу + 10z + t. 
Решењем овог система добијамо: х = 9, У = 8, z = 7, и t = ]. 

према томе тражени је број 1 789. -
-» З) Једно друштво nд људи и жена, чији је број 40, скупили су 350 

дин. за неки добротворни циљ .. Колико је било људи а колико жена у 

томе друштву, ако се зна да је сваки човек дао по 10 динара, а свака 

жена по 5 динара? 
Решење. Ако је број људи х а број жена у, онда су једначине 

проблема према његовим погодбама: 

]) х+ у=40, 
2) IOх + 5у = 350. 
Решењем овог система добијамо х = ЗО и у = 10. 
4) Ако један двоцифрен број поделимо збиром његових цифара, 

добијамо за количник 4; ако број од истих цифара али у обрнуто м реду 
поделимо збиром његових цифара више ], добијамо за КОЛИЧiШК 6. Нађи 
тај број. 

Решење. Ако су јединице х, а десетине у, онда су једначине про­

блема према његовим подацима: 

10у + х ]) х + у =4, илн 2у-х=0, 

IOх + У 
2) х+у +1 = 6, или 4х-5у = 6. 

Одавде је х = 4, у = 2, те је тражени број 24. 
5) Једна лађа прелази за 1] часова ]68 Кт низ воду и 48 Кт уз 

воду; другипут иста лађа пређе за 11 часова 144 Кт низ воду и 60 Кт 
уз воду. Колико Кт-пр-елази лађа за један час само снагом машине, а 

колико Кт само снагом текуће воде? 

Решење. Ако лађа прелази за један час само снагом машине х Кт 

а само снагом воде у Кт, онда она прелази за један час низ воду (х + у) 
Кт ауз воду (х- у) Кт. Стога пут од 168 Кт низ воду лађа прелази 

168 - . 48 
за -+ у часова а пут уз воду од 48 Кт прелази за -- часова. Тако 

х х-у 

]44 
исто, пут од 144 Кт низ воду прелази за х + у часова, а пут 'l:>д ба Кт 

ба 
уз воду прелази за х- у часова. Према томе, једначине проблема јесу: 

]68 48 
1) х + У + х _ у = ] 1. 

~+~~=]] 2) х+у х-у . 

Решење ових једна чин а, 
1 

пошто претходно заме.нимо х+ у = z и 
] . 

х- у = v, доБИЈамо х = 18Кт и у=6Кт. 
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б) Број ученика Ј-ог разреда једне троразредне школе био је за 

35 мањи од целокупног броја ученика Н-ог и Ш-ег разреда. После испита 
прешло је у Н-ги разред З4 ученика, у Ш-ћи ЗО ученика, а свршио је 

lП-hи разред ЗI ученик. Понављају разред: у Ј раэреду З пута више уче­
ника него у И, а 2 пута мање него у Ш. Колико је ученика било по раз­
редима пре испита? 

Решење. Ако је број ученика у 1 разреду х, у Н У а У Ш z, онда 
су једначине проблема према његовим погодбама: . 

1) x+35=y+z, 2) х-34=(у-ЗО).3, З) (х-З4)2=z-:-Зl. 

Решењем овога c\lcTeMa добијам о: х = 40, у = З2, z = 4З. 
7) Разлика површина од два квадрата је' 99 ст2• Ако страну' првога 

квадрата увећамо са 5 ст, а страну другога умањимо са 5 ст, онда је 
разлика површина нових квадрата 429 cт~. Наћи стране тих квадрата. 

Решење. Ако је страна већег квадрата х.а мањег у, онда су јед­

начине проблема: 
-1) х2 _у2=99 

2) (х + 5)2 - (у - 5)2 = 429, 
,или Jl3 - JI' + IОх + 1Оу = 429. 

Ако (1) одузмемо од (2), добијамо (1) х + З = ЗЗ.Тада је прва, 

(х+ у) (х - у) = 99, или ЗЗ (х --: у) = 99, или х - у = З (11). 'tаБЩЈањеми 
одузимањем једначина (1) и (11), добијамо х = 18 ст, х";' 15 ст. 

8) Два капитала износе заједно 24600 дин. Наћи 'ове 'юiПlпале .K-аJl, 
се зна да први капитал за 8 ~есеци са БО/о доноси онолико интереса 

, колико други доноси интереса за 10 месеци по 7,5"/0. 
Реlllење; Ако j~ први капитал х динара а други Ј' динара, онда су 

једначине проблема: 

I)х + у = 24600, 
(-*.6.8 у·7,5.1O 

2) 1200 = 1200 ,или 16 х = 25у. 
Решењем овог система добијамо х = 15000 и у = 9БОО. 

9) Круна сиракускога краља' Хиерона тежила је 10 kg., а пото­

пљена у води губила је од своје тежине 0,625 kg. Колико је kg злата. 
1 

а колико kg сребра било у тој круни, ако злато губи у води 19 а сре-
'. 1 

бро 10 од своје тежине? ~ . 

Решење. Ако је у круни било х kg зЛата и у kg -сребра, онда су 
једначине проблема према његовим погодбама: 

х у. 

1) х -1- у = 10, 2) 19 + 10 = 0,625. 

. 11 1 
Одавде Је х = 7i2kg и у = 212. kg. 

10) Од двеју. станица А и' В, чије је отстрјање ЗОО ,Кт полазе два. 
воза један другоме у сусрет. Ако' први пође 4 часа раније, онда сусрет 
возова биће после 4 часа и З5 минута од поласка другог воза; ако дру_. 

ги воз пође 5 часова раније него; први, онда сусрет возова биће чосле З· 
часа и 20· минута од поласка првог. Колике су часовне брзине ових 
возова? . 

Реlllење. Ако је брзина првог 80;la х Кт а другог у Кт, рнда j~ . 
према првој погодби:.' , 
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7 7 
1) 8 12 x+4i2 У = ЗОО, а према другој 

1 1 
2) З зХ+8зу = ЗОО 

. 7 
'пошто до сусрета по првој погодби воз из А ПУ~Ује 8 -12 часова а воз 

7. . 1 1 
-из В 412 ч., а по ДРУГОЈ погодби воз из А ПУТУЈе ЗЗ ч., а из В 8т ч. 

Решењем једначина овог система добијамо х = 20 Кт а у=28 Кт. 

Ь) Примери за решавање 

1.1) Трговац купи за 1280 дин. оваца и коза. 3а сваку Је овцу пла­
'Тио 120 дин. а за сваку козу 140 динара. Колико је купио оваца а колико 
коза,. кад је њихов укупан број 1 О? (о = 6; к = 4) 

12) Збир два броја' је 42. Први је број 21/2 пута веlш од другога . 
. Који су ти бројеви? (ЗО и 12) 

1З) Разлика два броја је 28 а њихова аритм~тичка средина 19; који 
еу ти бројеви? (5 и ЗЗ) 

14) Ако и бројитељ и именитељ једнога разломка увеliамо са З, 

б . 6 . . 
до ИЈамо разломак 7; напротив, ако и бро)итељ и именитељ смањимо 

са З, добијамО-разломак +. Који јетај разломак? С91) 
15) Два броја ~Majy се као 5: 6. Ако први· број увеliамо са 5 а 

други са 8, онда добијамо бројеве који се имају као З : 4. Који су то бро­
јеви? (10 и 12) 

Ј6) Један број подељен дRУГИМ бројем даје 9 за ·количник и 5 за 
остатак. Ако збир ових бројева поделимо мањим бројем увеhаним прет­
ходно са 2, добијамо 8 за количн·ик и З за остатак. Који су то бројеви? 

(68 и 7) 
17) "Ако ми Д!Ј.Ш 2 динара", каже неко Лlще своме пријатељу, "онда 

ћу имати два пута више новаца од тебе." "Дај ти мени 4 динара", одго­
вори, пријатељ, "па ћемо онда обојица имати подједнако новаца." Колико 
динара има сваки од њих? (22; 14) 

18) За две њиве плаhено је, З6ООО динара .• Кад би прва њива била 
јевтинија 500 дин., онда би биле подједнаке цене: Колико је динар·а пла~ 
ће»о за сваку њиву? (18250; 17750) . 

19) Један сељак може да исплати свој дуг од 1470 динара или са 
·650 kg пшенице и 250 kg кукуруза, или пак са З40 kg пшенице и 715 
kg кукуруза. Шта стаје hl пшенице а шта. кукуруза? (Ј hl пшенице 
= Ј80 дин. а кукуруза Ј20 дин.) 

20) Ако променимо место цифрама једног двоцифреног БРоЈа, до­
бијамо број за Ј8 мањи од првог броја. Ако пак дати број поделимо 

збиром његових цифа·ра, добијамо 6 за количник и 1 за остатак. Који је 
тај број? (97) . 

2Ј) Ако променимо места цифрама једног двоцифреног броја, до­

бијамо број Ј,75 пута веhи од датог. Производ цифара је 22fвпута веhи 
од.њиховог збира. Који је тај број? (48) 

22) Наhи она два броја чији је производ З3/4 пута веlш од њиховог 
.збира, а тај збир је 4 пута веhи од разлике ·бројева (1 = 10; 1/ = 6) 
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23) Ваhи она два броја чији је збир 16,' ~ разлика њихових' ква­
.Др'ата 32? (9 и 7) 

24) Наhи два двоцифрена броја са оваквим условима: ако први број 
.1Iапишемо испред другог, па тако добивени четвороцифрениброј поде­
.лимо другим бројем, добијамо количцик 121; ако пак други број напи­
шема испред првог и добивени број поделимо првим бројем, онда~добијамо 
.за количник 84 а за остатак L4.(42; 35) , 

25) Једно је юще дало један 'део свога каЩlТала по 5% а други 
.Део по 4"10 и добија годишње интерес 1270 дин. Кад би АЦО t1Р/lИ део п6 
,40/0 а други по 5"/0, онда би добио 70 дин. IJJiше интереса.,#а&и та двц 
дела његовог капитала. (11000; 18000) ,- . . '. ',"'" 

26) Један капитал дат' под интер~с за 10 месеци постаје 83~ ДИН., 
.а за 15 месеци 8450 дин. Колики k био тај капитал и са којим је прсiЦен'::' 
том био дат под интерес? (Капитал 8000 дин.,' проценат 4,5%)' . 

27) У jeд~o предузеhе уложили су А и ВЗilјеДI!ИЧКИ:, 10 000 дин., и '. 
то А за 3 а В за 5 месе.ци. При деоби добити добили/су оБОЈица' nод-' 
једнаке суме., Ваћи њихове уложене капитале. (А = 6250; В == 3750). '" 

. 28) А и В уложили су у некр' предузеће IЗ8ОО дин., и то А за 7',;! 
В за ЈО месеци. Добит износи 2"10 'месечно. ПРi:f деоби ,!\обити В је добио' 
'618 дин. више него А. Наћи. љихове уложене капитаJiе. (А ;". б827,77;' 
В = 6972,23) , '. " , , ,: 

29) Једно лице је било дужна да исплати ЈООО динара после ((ме- . 
. сеци, али се спораз'умео са својим кредитором да му један део да~ф~Jiе' ' 
-4 а други после 9 месеци. Наћи веЛИЧИIiУ сваког дела овог дуга. (600; 400) 

ЗО) Трговац купи за З750 дин. две врсте кафе од 24 и 18 ДИl'нiра~ 
При пржењу прва је кафа изгубила 14% а друга 16"10 од своје тежине • 
. kg прве кафе ПРQДавао је по 30 дин. а друге 'по 25 ,дин. и зарадио је 405 
.дин.· По колико jekg купио од сваке врсте? (100; 75) . 

ЗI) Трговац има две врсте кафе. AKQ помеша:, обе' врсте ПО,раз­

.мери З·: 5, онда 1 kg мешавине стаје 26 '!\ИН.I ако помеща по: размери 
7: 3, онда 1 kg мешавине кошта 31,20 дИн. Штажошта 1 kg сваке врсте? 
(З6; 20) 

З2) Трговац има две врсте шпиритуса. 'Ако помеша: 13 л. од прве 
:врсте са 7 л. од друге, добија шпиритус од 63%' Ако помеша 21 л. од 
'ilpBe са 19 л. од друге врсте,добија шпиритус од '60,5%' Колико проце­
'ната алкохола садржи свака врста шпиритуса? (70"10; 50"/0) , 

ЗЗ) Златар има 14 и 21,5 каратнозлато и жели да начини злато од 
100 gr а од 18 карата. Колико ·gr треба да узме рд сваке врсте злата? 

,(462/. gr; 531/. gr») . 
34) Злата р има две врсте злата. Ако смеши од 136 gr од прве врсте. 

,са 68 gr од друге врсте, добија 14-токаратно злато. Ако пак дода јciщ 
204 gr од друге врсте, добија 16-ТОкараТI:!О зл'!то. Од колико 'карата,'је 
,свака врста злата? (12; 18) . ' 

35) Два тела чија је раздаљина 42 т крећу се једновремено и стал- , 
ном брзином .. Она ће се срести после 6 сек. ако се крећу једно другоме " 
,у сусрет, а стижу се после Ј4 сек. ако се крећуједно за. ДРУГИМ. ~аћи. 
љихове брзине. (5m; 2 т) . 

36) Два тела крећу се изтачака А и В, чије је отстојање· 117 т.,' 
'Тело из В креће се 5 сеК. раније од теда А. Ако се из тела крећу 'jeДH~ за 

Алгебра V и Vl 11 



другим, сустижу се после 27 сек. (од поласка тела из А); ако се крећу јед­
но другоме у сусрет, сретну се после 3 сек. Наћи брзину сваког тела. 

(15 т; 9 т) 
37) Два тела крећу се по обиму круга дужине 380 т из исте тачке. 

Сустижу се сваких 76 сек. ако се крећу једно за другим, а после 20 сек_ 

ако се крећу једно другоме у сусрет. Наhи љихове брзине. (12 т; 7 т)-
38 Два тела крену се по обиму круга дужине .600 т, а почињу 

кретаље из исте Ta'lKe једно за другим. с1рво, које има мању брзину, 
почиње да се креће 6 сек. раније. Ако се првипут СУСТИГНУ после 16 сек. 
од поласка другог тела, а по други пут после 3 мин. и 20 сек., какве 

су љихове брзине? (8 т; 11 т) . 
39) Из места А и В полазе два тела једно другоме у сусрет и 

Kpehy се брзинама од 11 и 7 т у се~унди. Ако тело из В почиње покрет 
неколико секунди раније, онда би се тела срела после 12 сек. од поласка 
тела "IЗ А; напротив, ако тело из В почиље покрет исто толико секунада 

доцније, онда би се срела после 19 секунада. Нађи отстојаље А В и Kd­

лик о секунада би требало тело из В да почне покрет раније или доцније? 

(9 сек.; А В = 279 т) 
40) Један суд који хвата 132 л. 'пуни се са две цеви. Ако се прва. 

цев отвори 4 а друга 3 минута, онда у суд уђе течности 74 л. Ако се пак 
остави отворена прва пев 4,5 а друга 5 минута, онда у суд уђе течности 
93 л. Колико литара те'lНОСТИ пролази кроз· сваку цев за 1 минут и ко--

. лико је минута потребiю да обе це-ви, једновремено отворене, пуне цео-
суд? (14 л; 6 л.; 6,6 мин.) , 

41) Један басен може да се напуни кроз две цеви на два на'lина: 

или ако су отворене обе цеви 6 часова, или ако се остави отворена прва_ 
цев 7 '!асова и друга 4 часа. За које време свака цев сама пуни басен? 

(9 Ч.; 18 ч.) 

42) Два радника могу да сврше известан посао за 7,5 дана. Први је· 
11 

радник радио 2,5 дана, а други 4 дана и извршили су 24 од целог посла. 3а_ 
колико даljа може да сврши сваки радник тај посао? (20 Д.; 12 д.) 

43) Два радника могу да сврше известан посао за 12 дана. После­
заједничког рада од 5 дана, један се радник разболи, те је други сам 
продужио посао и заВРШI:IО га је после 17,5 дана. За колико дана може 
да сврши тај посао сваки радник? (20 Д.; 30 д.) 

44) Ако основу правоугаоника YBehaMo са 2 т а висину смаЊI:IМО 

са 5 т, онда му се површина смањује са 39 m2 ; ако пак основу увећамо .. 
са 5 т а ВI:IСИНУ смањимо са 2 т, онда се површина YBehaBa за 12 m2 • 

Hahl:l стране тога правоугаоника. (9 т; 8 т) 
45) Висина једног трапеза је 6 т и површина му је 96 m2• Једна од. 

паралелних страна је за 4 т Beha од друге. Нађи паралелне стране тога 
трапеза. (18 т, 14 т) 

46) Обим правоуглог троугла је 36 ст, а једна од катета 12 ст._ 
Наhи Хl:Iпотенузу 1:1 другу катету. (15 ст; 9 ст). 

47) Једна од катета правоуглог троугла је 9 ст, а хипотенуза му 
је за 1 ст Beha од друге катете. Наljl:l хипотенузу 1:1 другу катету. (41 
ст; 40 ст) 

48) Две тетиве једног круга дужине 26 и 30 ст секу се тако да је 
збир маљих њихових делова 14 ст. Наћl:l те љихове делове. (6 и 8 ст)-
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49) Две тетиве једног круга секу се тако да су им већи делови 12: 
и 8 ст а збир мањих делова 5 ст . . Нађи дужине ових тетива. (14 cт~ 
11 ст) . 

50) Дужине двајуправоугаоника имају се као 7: 9а ширине као 
3 : 4. Површина другога правоугаоника је за 25 т2 већа од површине лр­

вога: Наћи површину сваког правоугаоник.а. (35 т2 ; 60 т2) 

51) Збир трију бројева је 36. Троструки први број је за 4 мањи од 
збира друга два, а други број је за 6веtщ' од разлике трећег и првог 

-броја. Наћи та три броја. (8; 13; 15)' . 
52) Један трговац има три врсте кафе. 2 kg од прве, 5 kg од друге 

и 10 kg од треће стају 230 дин; 3 kg од прве; 4 kg од друге и б kg 
од треће стају 181 дин.; 4 kg од прве, 3 kg од друге и 1 kg од треће 

стају 120 дин.; колико динара стаје један kg од сваке врсте? (15; 16; 12). 
~) Збир трију бројева износи 81. Ако се подели други број првим, до­

бија се 3 за количник и 2: .за остатак; ако се трећи број подели другим~ 
добија се 2 за количник и 8 за остатак. Наћи та три броја. (7; 23-; 54). 

54) Један суд од 3БО л. пуни се кроз три цеви. Ако се остави отво­
рена прва цев 15 мин., друга 12 мин. и трећа 8 мин., онда у суд уljе теч· 
ности 259 ло Ако се остави отворена прва цев 6 мин:, друга 5 Мин. а 
трећа 3 мин., онда уђе течносТи' 103 л. Ако се најзад остави отворена 
прва цев З мин., друга 7 мин. и трећа 4 мид., онд? уђе течности 115 л. 
Колико литара течности прртиче кроз сваку цев за један !"'инут и за ко-. 

лико се минута пуни суд кроз {:ве три цеви заједно? (5 л.; 8 л.; 11 л,; 

15 мин.) 
55) Два курир,! п-утују једањ другоме у сусрет из места А и В. Ку­

рир из В полази 1/2·Ч' раније од КУЈ)ира из А и сретну се после 4 ч 
(од п~ласка курира из А). Ако курир из' В полази 1'/2 ч; доцније (уместо' 
раније), срели би се после 51/. ч. (од. поласка курира из А). Ако би no~ 
шли једновремено, али с тим да. сваки прелази 1,5 Кт више на час, .они би 
се срели после 31/2 ч. Нађи отстојање АБ и часовне брзине курира.· (4,2; 
8,4; АБ = 54,6 Кт) 

56) Три ортака поделили су годишњу добит. тако, да су други и 
треhи добили заједно Зlб од добити qPBOr; разлика делова првог и трећег 
Је за 200 већа од удвојеног дела другога; збир 'делова првог 'и другог је 
за 400 дин. веhи од шестоструког дела трећег. Колико је сваки добио? 

(9000; 3400; 2000) -
57) .збир цифара једног троцифреног броја је 12. Ако томе броју 

додамо 297, добијамо нов троцифрени број од истих цифара али у обрну­
том реду. Наћи тај број, кад се зна да је цифра стотина за 3 'већа од. 

цифре десетица. (417) 
58) Отац, кhи и СЩI имају укупно 78 година. Пре5 година збир го­

дина оца и сина био је 8 пута веhи од година кћери; после 5 година • 
. збир година кћери и {:ина биhе за 9 година мањи од година очевих. Ко.:.. 
лико година' има сваки? (-ј16; 20; )2) 

11* . 
\ -. 
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ЈП. Матурски проблеми из једначина првог степена 
(За домаће вежбање ученика) 

1) Једно лице' купило је ливаду, виноград и њиву. За ливаду је 
2 . . 

платило З. виноградове цене мање 119 динара. Њивина цена је за 500 ди-

нара већа од виноградове. Пщ:ле неког времена прода ливаду и заради 
. 1 . 2 

на ЊОј 7" њене куповне цене; прода, затим и њиву и заради на ЊОј 25 њене ку-

повне цене. Ове две добити су једнаке. Колико вреди сваки комад земље? 

(београд, Н мушка, 1907)' . , 
2) Из два места, која су удаљена 81 Кт,' полазе два пријатеља А 

и В један другом у сусрет. Ако А пође 3 часа раније него В, тада ће се 
,срести после 7 час ова од поласка. лица В. Ако В пође 3 часа ран'ије, они 

. ће се сусрести ПQС,1е 8 часова од поласка лица А. Колико ј{ил~метара пре­
лази на час сваки од њих? (Ниш, 1905) 

3) Три зидара- А, В и С имају да озидају зид У. А и В радећи 

заједно свршили би зид за ј2 дана, В и С заједно би били готови за 20 
дана, и најзад, кад би А и С на њему радили, изидали би га за 15 дана' 
За колико би дана сваки посебице озидао тај зид, и за КОЛИКО у друштву? 
(Крушевац, 1898) 

4) Деца наслеђују по o'leBoj смрти,имовину овако: прво дете узима 
1 . . ,,~ 1 

300 динара и 1 О остатка, друго' узима 600 дина и ЈО новог остатка, треће 
1 . 

узима за овим 900 динара и 10 новог остатка итд. узима свако и добија 
1 

увек по 300 динара више и 10 новог остатка. Сва су. ,деца добила на тај 

начин једнаке делове. Колика је била имови на, колики је број деце. и ко­

лики је део сваког детета? (Београд, 1 мушка, 1908) 
5) Два тела А и В крећу се из тачке М у супротним правцима. 

Тело В прелази за свака три секунда 2 т више но тело А, и ма да се за 
2 минута доцннје почело да креће од тела А, ипак је после 10 минута 
од свог поласка прешло пут за 160 л1 дужи од пута који' је прешло 

тело А. ,с којом се брзином крећу оба тела? (Београд, 1 мушка, 1912) 
6) Базен цилиндричног облика пуни се кроз једну цев за 2 часа. 

Пун базен, кад не протиче' вода; испразни се кроз лулу на дну за 4 часа, 
а до пола би се испразнио за 5'/2 часова кроз лулу која се налази у сре­
дини. За које ће се време напунити празан базен, кад су отворене обе 

лу ле? (Београд, lI1 мушка, 1911) 
7) По периферији једног круга крећу се два тела која се мимои­

лазе сваких 30 секунада ако се крећу у истом смислу, а сретају се 

{;ваких ЈО секунада ако се крећу у супротном смислу. Ако су У друтом 

случају још и 30 т удаљена једно. од другога, то ће после 3 секунде бити. 
поново 30 л1 удаљена. Колике су брзине тих тела,.а колика периферија 

кружна? (Крагујевац, 1895) 
8) Неки је троцифрен број такав да, кад се напише други број 

његовим цифрама обрнутим редом, добија се број за 198 већи од њега, 
а уз то разлика између цифре јединица и десетица чини 2, <1 збир ци­

фара стотина и десетица једнак је цифри јединица. Који је тај број? (Кра­
l'ујевац, 1904)·' ' . 
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9) Збир' цифара једног четвороцифреног броја износи 18. Цифра 
јединица чини половину збира осталих цифара, а цифра хиљада је поло­
вина цифре јединица. Најпосле, кад се томе броју дода 3087 добива се 
број коме су цифре обрцутог реда према цифрама тражецог броја. Који 

, је то број? (КJi1агујевац, 1911) • 
10) Два дечака трче за опкладу од места А ка месту,' В и почињу 

трчање у исто време. Први прелази 2,5 т а други 2,1 т у секунди. Први. 
пошто брже трчи, стигне пре у В и одмах се враЬа, трчеhи ,истом бр­
зином у ком Ье се случају срести:с другим дечак9hi. После КОд ИКО Ье се 
секунди срести оба дечака, кад' се 'време рачуна од поласка из А и кад 

су оба места удаљена 253 метра? (Београд, Реалка, 1905) . 
11) LeAaH ек'оцом спремио је хране' својојс~оци за неко време. Кад 

би продао 75 волова, храна би му трајала 20 дана дуже; а кад би до­

купио 100 волова, храна би нестала 15 дана 'раније. Колико је било грла, 
и за колико је дана била xpaH~ спремљена?(Београд, 1 мушка 1992) 

12) ЈеАпом велосипедисту, коЈи прелази' 96 Кт дневно,' покваРИј се 
точак, те пешице доврши свој пут, прелазеhи по 32 Кт дневно. Да је 
ишао само на точку, прешао би 384 Кт више, а да је само пешачио, 
прешао би 576 Кт мање. Пита се, колико је дана путовао и колико је 
километара прешао? (Београд, 1 мушка 1906) . 

13) Неко се задужи.и купи имање мислеfiи да, Ье га О'дужити за 

4 године приходом ,са самог имања .. Доцније му се учини да му треба' 
,6 година па да приходом одужи fI.yr. Стварни је пак приход 1/5 оба пред­
виhена прихода. За које Ье време одужити дуг (прост интерес по 3"1о)? 

(Београд, 111 мушка, 1907) 
14) Једно лице' узме на зајам 21000 дин. з'а 2 године. Дуг је ис­

платио у два маха по 12]00 дин., на крају прве и на крају друге године. 
, Израчунати проценат. (Београд, 111 женска, 1932) . ' 

, 15) У трошку од ]5ЬОдин. СУДlщују тројица, и то: према платама 
(управно!), према броју деце (Обрнутоi) и према старости (Обрну~о!). Ко­
лико пада трошак на свакога ако је: а) пла,а А = 4000, В = 3000, 
С = 1800; в) деца А = 4. В = 5, С ~ 2; с) године старости А = 35, В = 4(} 
и С = 30. (Карловац, 1933) 

16) 3б,ИР цифара четвороциФреног броја је 20. Цифра јединица 
2 . Ф чини з збира осталих цифара, а цифра десетица ТР~lПут Је веЬа од ци ре 

тисуhице; кад се траженом броју дода 6174, дОбија се број' коме су 
цифре у обрнутом реду. Који је то број? (Загреб, 11 мушка, 1932) 

17) Ако се хоЬе да поређа известан број, сребрних динара један д~ 
другога у облику KBaApartl, онда недостаје 25 KOMaAIl, а ако се страна 
квадратова смањи са два комада, онда претиче 3] комад. Колико је било 

динара? (Београд, 1 женска, 1923) 
18) Места А и В, удаљена су 4в Кт. Из А пође у В један пешак 

у исто време када и један коњаник и, В у А. Они се сретну HIl три часа 

после поласка, а када је коњаНI;IК стигао у А, пешак је имао да путује 
још 8' часова дО В. Колико километара Је прелазио на сат коњаник, а 
колико пешак? (Београд, 111 мушка, 1929) , 

19)')едан 'баштован има имање од 1000 воЬака. 'Ако воЬке 'сади у 
редове тако,да у сва~и ред ,lI;oQe по 37 воЬака, тада му преостаје 8 воЬака; , 
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.ако сади тако да у сваки ред дође по 43 воlже, тада му преостаје 11 
воliака. Колико је воћака имао? (Нови Сад, Мушка, 1929) 

20) Из два места која су једно од другог удаљена 2 Кт крену 
бициклисти А и В истим смислом; ако крену истовремено, А достигне 

В-а након 50 минута, а ако В крене' 5 минута ран'ије, достигне га А те/( 
након 75 минута (рачунајуliи од поласка А). Које' су минутне брзине 'би-
циклиста? (Карловац, IУ30) . 

~. Неједначине ЦРIЩГ степена 

§ 82. Особине неједначина. Под неједначином раз\мемо 
два израза везана знаком > или <. Тако, А > В или В < А 
јесу неједначине. и код неједначине, као и код једначине, 

разликујемо леву и десну Cl'paHY. Изрази који дај у неЈедна­

чину јесу њене стране. Неједначине делимо на условне и 

безусловне. Безусловна је она неједначина која је очевидна 

сама по себи, ,а тачна је за ма коју посебну вред,ност љенИ,х 
.општих бројева. Такве су неједначине: 

1) 8 > 5; 2) З < 7; и З) а2 + Ь2 > а2_ - Ь2. 
Условна (погодбена) нејадначина тачна је само :Ја из­

весне вредности општих бројева~ који се налазе у љој. Тако, 
Зх + 2 > 8 - х је условна неједначина, јер је тачна само' 

тада ако х има' вредност већУ од 11/2' O~a неједначина није 
тачна ако х има вредност 1,5 или мању од 1,5. 

Погодбене неједначине, као и једначине, могу бити, с 

обзиром на број непознатих, са једном, две, три и више 'не­

познатих количина, а с обзиром на степен непознатих, 1-01', 
2-01', З-ег и вишег степена. Две погодбене неједначинебиhе 

еквивалентне, ако имају ИСте непознате количине и иста 

решеља. 

Свака неједначина остаје опет неједначина, ако се на 

.обема љеним странама изврше исте рачунске операције, на 

.основу аксиоме: кад се на неједнаким КОJluчuнама изврше исШе 

.ћромене, биhе и реЗ)'Jliiiаiiiи неједщLКU. 

То значи да неједначина остаје опет неједначина, ако 

обема странама додамо исти број (израз); ако од обеју страна 

одузмемо исти број; ако обе стране помножимо или поделимо 

истим бројем; ако обе стране степенуј~мо или коренујемо јед­
ним истим бројем. При вршењу ових операција у веhини. слу­
чајева наилазимо на неједначину истог смисла неједнакости, 

тј. на еквивалентну неједначи~у. Али, има ~лучаје'ва, осо-' 
бито при операцији с негативним бројевима, када, добијамо 
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неједнакост СУIIРОТНОГ знака неједнакости. Ове особине flе,:­

једначина исказане су овим правилима: 

1) Ако обема странама, једне йеједначине. додамо, или. 

од обеју страна одузмемо, један исти број (щраз), добијаll-fQ 

.еквивалентну неједначину истог знака Неје.Днакосtи. Заиста, 
ако имамо неједначину: . 

А > Њ·· ·(1) 
11 ако њеним странима додамо С, ици, од обеју страна одуз:­

.мемо С, добијемо неједначину: 

А + С > В + С···· (2) 
која је еквивалентна с неједнаЧI1НОМ (1), јер су и н еједн.аЧИl:fa, 

{1) и неједначина (2) е,/iвивалентне с неједнаЧИНОМ,А - В >0'­
Из неједначине (1) ово' јеочевидно; а из Неј'едначине(2)· 0'80 
УВИqамо када ту неједнаЧИffУ наПl1шемо у облику: 

А +с - (В + С) > О или А + С - В +С > О, или А ~ В > О. 
На основу ове особ11не једне неје.l(l-i~чине, МQже сема 

:који њен члан пребацити с једке стране 'на ДРУГУ"кад ,му се 

промени caMQ знак. 

Тако, из неједначине 5:х - 2> х + 4 иМамо 5:х -'Х> 
2 + 4, или 4х > 6. . 

2) Ако обе стране једне неједначине' помножимо Или по­
делимо једним истим uозuiiiUвнuм бројем, добијамо еквива­

.лентну неједначину истог зНака неједнакости. 

Заиста, ако имамо неједначину А > В, или А L В > 0(1), 
ла ако обе њене стране flOМНОЖИМО са т; добијамо: . 

т (А "":"'В) > О·· ·(2), 
која је еквивалентна с дa~OM нејед;;';чином (1), јер су и т и 
А - В позитивни, .те је ':f 'њихов производ позитиван. Тако " 
.исто, ако неједначину (1) поделимолозит.Ивним бројем п, до­
бијамо еквивалентну неједначину 

А-В 
п >0·· .(3), 

јер су и А - В и п позитивни, те је и њихов количник по­

зитиван и као такав већи од нуле. 

3) Ако обе стране једне неједначине помножимо или по­
делимо једним истим негаiЛивнпм' бројем, добијамо неједна­

чину супротног ~HaKa неједнакости. 

Заист~, ако имамо неједначину А> в; или"А - В>0(1), 
ла ако обе њене стране помножимо негатУЈВНИМ бројем р, до­

бијамо неједначину: 
р (А - В) < О· .. (2) 

која је СУПрОТНОГ знака неједнакости из тога разлога што су 

'. 
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чинитељи р и А - В сулротнога знака, па је њихов производ. 

негативан, тј. мањи од нуле. Тако исто, ако обе стране не­

једначине (1) поделимо негативнимбројем р, добијамо нејед-

начину А-В < о· .. (3), јер је А-В позитиван ар негативаНr 
р 

. А-В ." 
па Је њихов количник -- негативан, ТЈ. мањи од нуле. 

р 

На основу друге и треће особине једне неједначинеr 
можемо се ослободити њених разломљених чланова, ако обе­

њене стране помножимо ЊИ,ховим заједн~чким именитељем .. 
Тако исто, можемо се ослободи:ги коефицијента уз непознату 

количину, ако обе :.:.стране неједначине поделимо тим коефИ-

. Т . 5 2 +5 б' ЦИЈентом. ако из неједначине х - З > х -7 ' до Ијамо, 

множењем страна са 21, неједначину: . 
1 Q5x - 14> 21 х + 15, 

која нема разломљених чланова. Тако исто, неједначину 5х>1() 
претварамо у неједначину х>2, ако обе стране поделимо са 5. 

Напомена. О степеновању и кореновању неједначина 
биhе говора у наредном одељку. 

§ 83) Решавање неједначина првог степена с једном непо­
знатом. Да. бисмо решили једну неједначину првог степена с 

једном непознатом, тј. да бисмо одредили границе вредностlt 

непознате количине до које може она доhи, да би била нејед-· 

начина задовољена, поступамо као и код решавања једначина. 

И овде се, на основу правила из претходног параграфа, нај­

пре ослобоЬавамо раЗЛОМЈЬених чланова, затим заграда, потом 

вршимо пребацивање познатих чланова на једну а непознатих 

на другу страну, вршимо своЬење јеДflоимених чланова и нај­

зад ослобоЬавамо се коефицијента уз непознату. 
Разуме се,- еве ове' радље вршимо код најсложенијих слу­

чајева. Код простијих примера број ових радња је мањи. 

Примери: Зх _ 1 3 (х-2) _ 1 > ~ - 3х ~ 
1) Решити неједначину 4 8 2 

Множењем заједничким именитељем 8 добијамо 
2 (3х -'- 1) - 3 (х - 2) - 8 > 4 (5 - 3х). 

Ако на обема странама извршимо означене радње, доби­
јамо неједначину: 

6х -2 -3х + 6-8 > 20-12х. 
Пребацивањем члаНQва добијамо: 

6х -'- Зх + 12х > 20 + 2 - 6 + 8 , 
а свођењем 15х > 24. Дељељем са 15 добијамо: 

24 З 
х > 15' илих> 15' 
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Дакле, неједначина биле само ,тада задовољена, ако ~ има-. 

сваку вредност већУ од Р/б' Ова неједнаЧИН,а биhе нетаЧН<L 
, З-З 

ако је х = 15 илих < 15' 
. " х "ј ,1' х 

2) Решити неједначину 2х - З + 2> Зх - З + б' 
Ослобођавањем именитеља добијамо: 

12x-2х+З> 18х-2+х, 
пребацивањем ч:лановадобијамо: 

, 12x-:-2x-'--1~x-x>-3-2, 
CBoђeЊ~M добијамо: 

-9x>~5. 

Множењем са -1 добијамо: 

'9х<5, 

а ослобођавањем коефицијента, 9 имамо 
_ 5 
X~:>9' 

Напомена. Ако се непозната налази у именитељу и знак:' 
заједничког именитеља је неизвестан; онда не смемо се осло­

бођавати именитеља множењем обеју страна неједначине зct-· 
једничким именитељем, већ у овоме случају доводимо све­

чланове неједначине најпре на заједнички именитељ, а' затим, 
их све пребацујемо на леву страну. Тиме неједначину дово--, 

димо на облик ~ > О, или ~ < О .. " (~). 
Ма какав био знак именитељ а В, његов квадрат (В2), -

биле позитиван. Множењем неједначине (1) са В2, на основу­

другог правила претходн'ог параграфа, ;доБИјамо еквивалентну' 

неје дначину 
АВ> О, или АВ <О. 

3) Р . 2х 2+ 3 -
ешитй неједщЈ.ЧИНУ х + 1 > х + 1 . 

ДOBoђeњe~ свих чланова ()ве неједначине на заједничкИi 

именитељ добијамо . 
2х· '-. 2х+ 2 з 
Х+l./ Х+1 +x-f1' 

АК(Ј све ове чланове пребацимо на леву страну и извр-, 

шимо свођење, добијамо 
2х-2х-2-З . - 5 .' 5 

. . х + 1 > О, или х + 5 > О, или' Х + 1 <О " 
Ако ову неједначину помножимо са (х + 1)2, добијамо. 

еКВИЩlЛентну неједначину 

5(Х+1)<О, или х+l <О,а одавде х<-l; 
" 
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Дакле, дата неједначиоа би!1е тачна само тада, ако х има 

;'Вредност мању од - 1, тј. ако је х = - 2, - З, - 4, итд. 

Примери за вежбщье: 

а) Реши неједначине:' 
1) х+З>2-Зх; 2) 4(х-1»2+7х;' 

х 7х 
З) 5х+З>Зх-7;. 4)2+ 1-r::: з - 8 ; 

5) (X-l)(х-2)«Х+l)(Х+З); 
6) (х - 1) (х- 2) (х - Q)- х2 (х - 6) > О; , 

7)ЗХ_~<4х_з' 8) З7-2Х+ 9 <Зх-8_ х · 
2 5' З 4' 

'9) (х-1)2+7>{Х+4)2; 10) 7 26X+12<8Xil_lOX. 

. 11) Наhи целе вредности х-а које задовољавају једыо­

-времено неједначине: 

5 3 
Зх + 21 < 2х + 1 и 4х + '2 > 2х - 7. 

Наhи вредности х-а које задовољавају једновремено не­

једначине: 
2 2 1 Зх- 14 

12) 5х --'Т > з х + 9 и 2 (х - 4) ~ --2 - ; 

15х 5х 3 1 З) 8х ~ 5 > -- - 4 и 2х - 3 > - ___ о • 

2 2 8' 
5 . З' 

14) 6х + 'i > 4х + 7 и 4х + '2? 2х + 25 ; 

15) 15X-~->2(X+l) и 4(х-4}<Зх-14; 
Ь) За које ће вредности х-а бити позитивни ови изрази: 

16) 2х - 16 ; ] 7) 5 - Зх ; 18) ~x - 4 ; 

1 9) ~-=_x + 3_+ 2х . 12 + х х 
8 4' 20) -4 -- - 5' - 1 ; 

21) 2х 2 з- 4х + 2 ; 22).6х 5.2-~~З. 
с) За које ће вредности х-а бити негативни ови изрази: 

2З)ЗХ+15; 24)7-14х; 25)5--;~X; 

28) ~ 6 5х + ~ з 4х - 5 . 
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§84) Везе између једначина и неједначИна. Ове везе могу 
-бити између двеју неједначина, или између једне једначине .и 
једне неједначине. Као и код ј~дначина, тако и код нејеДЮl­
чина, можемо да вршимо њихово сабираlfе, одузимање, мно:" 

жење и дељење. 

а) Везе I!змёЬу јеl{nачunа u nеједНачunа . . OB~ везе иска­
зане су помоhу следеhа четири . правила, која се оснивају на 

лравилим~ § 82. - . 
1) Ако се странама'/едне н~једначинеДDДаду или оДУЗМУ 

једноимене стране ,једне јед-начине, добијамо неједначину 

.истог смисла неједнакости. 

Тако, сабирањем неједначине a~ Ь с једначин()м с = d; 

добијамо: + >- ь + d а С<;: • ; 

одузимањем једначине с= dод liеједначине. a.-;i Ь, добијамо': 
a-c~b-d. 

ПосеБНI1 примери: 1). Из 1(}> 7'И ;}5= 15 имамо са­
-бирањем: 1 О + 15 > 7 + И, или 25 > 22; одузимажем: 10-
;- 15 > 7 -;- 15, или -.,,- 5> - 8. 2) Из 5 < 8 и 12=12 ИМ;,I.мо 
.сабирањем: 5 + 12 < 8 + 12, или 17 < 20; одузимањем:!)­
- 12 -< 8 ~ 12, или- '7 < - 4. 

2) Ако стране једне неједначине поJtfНОЖ/:fМО. ИЛ/:f поде­

.лимо једноименим странама једне једначшiе, добијамо нејед­
начину истог знака неједнакости. 

Тако, из а ~ Ь и с. = d, имамо множеlЧем: ас ~ bd., а 
. а Ь 

дељењем: c~d' 

Посебни примери: - 1) из 15> 10 и 5 = 5, добијаМQ 

множењем: 75> 50, а дељењем: 8> 2. 2) Из 18 < 24 и 6= 6 
.имамо множењем: 108 < 144, а дељењем: 3< 4. 

Напомена. Ако су обе стране једначине негативне, онда 

:их претходно претварамо у позитивне множењем са - 1. 
3) Ако стране једне једначине саберемо или помножимо 

једноименим странама једне. нејеДl;laчине, добијамо неједна­
чину' истог смисла неједнакости. 

Тако, из а = Ь и с ~ d, имамо сабирањем: а + с ~ Ь + d, 
а множењем: ас ~ bd. 

Посебни примери. - 1) Из 8 = 8 и 18> 12 имамо саби­
рањем: 26> 20, а множењем: 144> 96. 2) Из 10 -:-- 10, и 
·6 < 9, имамо сабирањем: 16 < 19, амножењем:' 60 < 90. 

4) Ако од страна једне једначине. ОДУЗ"1е},fO једноимеifе 
~Tpaнe једне неједначине, или стране "једначине поделиМо јед,. 



172 

ноименим странама неједначине, добијамо неједначину су­

протног знака неједнакости. 

Тако, из а = Ь и с ~ d, имамо одузимањем: 
- а Ь 

а-с :;b-d, а дељењем: с :;([, 

Посебни примери. - 1) Из 10= 10 и 15> 12, имамо 

одузимањем: 10 - 15 < 10 - 12, или -5 < -2, а дељењем 
10 10 2 5 -
15 < 12' или 5 < 6' 2) Из 10 = 1.0 и 4 < 6, имамо одузи-

10 - 10 
мањем: 10-4>10-6, или 6>4, а дељењем 4>6' или 

2>2. 
2 3 

Ь) Везе из.ме6у са.мих неједначuна. Ове везе можемо ис­
казати помоhу следеhа четири правила: 

1) Сабирањем двеју неједначина истог смисла добијамо' 
неједначину истог смисла неједнакости. 

Тако, из а> Ь и с> d биhе а + с> Ь + d, јер је из 
прве неједначине разлика а -.,- Ь > О (тј. _ позитивна), а из 

друге неједначине такође је с - d > О, па и њихов збир' 

(а - Ь) + (с - d) је позитиван, тј. а -Ь + с - d > О, или 

a+c>b+d. 
Тако исто, из а < Ь и с < d риhе а + с < Ь + d, јер су 

у овом случају разлике а - Ь и с - d негативне, па и њихов 

збир (а + Ь) + (с - d) је негативан, тј. а - Ь + с - d < О,. 
миа+с<Ь+~ -

Посебни примери: 

1) 8> 5} + 
15> 7 
23> 12 

2) 12 < 15 } + . 
4< 7 

16 < 22 

3) - 3>-5}+ 
8> 6 

----::5;-:"> 1 

4) - 8 < -'- 5} + 
-12 <-7 
-20<-12 

2) За сабирање неједначина различитог смисла и за оду­
зимање неједначина истог смисла не постоји одређено пра­

вило, већ то зависи од самих примера. 

Посебни примери 
1) За сабирање: 

1) 8 < 15} + 2) 8 < 12 } + 
4> 23>-1 ----
12<17 11=11 

4) =~~=~}+ 5) =~~+~}+ 
--':9>-10 -9<~б \ 
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11) За одузимање: 

1)8>6}_ 2)12>7}_ з)10>7}_ 
5>3 4>1 ,6>1' 
3.-3 8>6 '4<6 

4) 1~ ~ Ig} ~ 5) 1~; ~,} ~" 
з >~4 '-:"7<.1' \,- . 

3) Множењем jeД'HouмeHиx страна двеју неједначина и-, 
{, .. 

.стог смисла, али чије сустран.е цозитиВ/tе, добuјамо'Нiф!д-, 

llачину истог смисла неједнакости. Тако и'з ,а:> ь ,ис-> d" 
Qиhе ас > bd, а из т <.п и р < q биhеmр « nq, јер су КОд- , 
првих' неједиачина разлике а -'-- Ь и с - d пqзитивнеј а КОД, 

,.п.{'угих су разлике т -л и р - q негативне.;тесу ЊИХQВИ 
производи ПОЗИТИВНИ,, Разлика ас ~bd неједtlачине ас> bd , 
пећа је од нуле, тј. она је позитивна, јер се да нали'сати:' 

ac~M(a""":"'b) с +(с- d) Ь. ' .. ' ,1 

Па како су разлике а - Ьи ' с -д позитивне, а Си'б' 
позитивни бројеви, то је (a~b) с+ (c--:d) Ь> [ј, или ас ~ Ьс+ 
-+ Ьс - bd > О или ас - bd>O, или ac>'bd. 

Разлика· mр -:- nq неједначине mр <nq је нег~тивна, јер 
.се да написати: 

mр - nq = (т -п) р+{р -,-q) п. 
Па како су у .овом случају разлике in ~n 'и ~-"-q нега-

, тивне, а р и п позитивни .бројеви, \то је (т -л) р::;}- (р - q) П, 
< О, или mр -:- пр + 1)Р ,- ng <О; ИЛИ'flJF-,пq <О; или 
mр< nq. ,- , ', 

Напомена. За множење неједначина разлwштог смисла, 
не постоји одреljено правило, већ резултат зависи од самих 

примера. , 
Примери: 

5'> З} 
1) 8 < 12 '. 

40> 46 

5> ,3} 
2)~< 15 . 

, 

4> "2} 
3) 5 < 10 . 

.. 20 ' '20 40 < 45 

8 < _10
8

},. 
4) -3> 

--'----

5) 1~;: _ 1~}. 
-2~ >-80 40>-75 

, 4) Дељењем неједначина супротног смисла, а чије су 

с.тране позџтивне, добијамо· неједначину оног с'мисла нејед­

наи;ости ког је смисла дељеник. Тако дељењем а> Ьи c<d, 
-'. 'а Ь " "". а 'Ь ,. 

доБИЈамо c>.d' а дељеЊ,.ем а<Ь и ,с> d, ДО!?ИЈ амо ' 7 <;:'d' ' 
(Зашто?) \ , . -_., 



174 

Посебни примери: 

15> 8} 
1) ~<;~ : 

5>2 

15 < 24} 
2). 5>~ : 

3 < 8 
HailOMeliG. За дељење неједначина истог смисла не по­

стоји одређено правило, већ резултат зависи од самих примера. 

Примери: 

8>6} 
1) 4>1 : 

4 < 12} 
2) 2 < 6 : 

2=2 2= 2 

18> 10} 
4) 2> - ~ : 

9>- 2 

12 < 15} 
3)~~ : 

4> 3 

-18 < Ја},. 
5) - 3< 5 . 

б> 2 
§ 85) Графичко решавање неједначина. првог степена са: 

једном и две непознате 

а) Видели смо код § 78 да једначине првог степена било< 
са једном, било са две непознате (ах + с = О, Ьу + с = О И_ 
ах + Ьј + с = О) претстављају у геометрији увек праве ли­

није, и то: 

1) једначина ах + с = О претставља праву паралелну са, 

ординатном ос6вином, а у случају х = Ј саму ординатну осо": 
вину; 2) једначина Ьу + с = О претставља праву паралелну са 
апсцисном осовином, а у случају у = О саму апсцисну осо­
вину; и 3) једначина ах + Ьу + с = О претставља праву која 

сече обе КООР.l\инатНе осовине и пролази кроз три квадранта, 
. осим у случају с = О, када пролази само кроз два квадранта, 

пошто сече координатне осовине у координатном почетку. 

Ь) Неједначине: ах + с ~ О и Ьу + с zo не претстављају 
у геометрији паралелне праве са ординатном, односно .са апсци­

сном осовином, већ једино делове ових. осовина које се на­

лазе с леве или десне стране праве чија је једначина ах + с = о, 

или с горње или с доње стране праве чија је једначина 

Ьу + с = о, о чему се лако уверавамо иЗ следеlшх примера·. 

Пример 1. Неједначина х + 2> о, или х> -2, прет.с. 
ставља део апсцисне осовине с десне стране праве MN (сл. 11), 
чија је једначина х + 2 =0, јер само координате тачака дела 
АХ, осим координате тачке А, задовољавају неједначину х+2> о, 

или х> -2. Координате дела апцисне осовине АХ! не задо­
вољавају ову неједначину, пошто -~y све апсцисе овог дела 

мање а не веће од - 2. 
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lL Б W Т Р lJ 

:х; 12 ј) 
х 

-7 -ft -5 -4 -.Ј -2 -1 2 3 ~ S 6 7 

V F W S R Н 

у, 

Сл. 11 

Пример 2. Неједначина х-з> О" или х> З, прет--' 
" . 1 

ставља део апсцисне осовине опет С деСН,е cTpaHt праве PR' 
(сл. 11), чија је једначина' х~З=О, или х=З; јер само, 
координате тачака дела ВХ, осим координате тачке В,' задо­

вољавају дату неједна:чину, 
• ' 5 

П риме р З. Неједначина 2х + 5 < О, или х < - 2" ' пр,ет-

ставља део апсцисне осовине с леве стране 'праве ЕР; чија је­

једначина 2х + 5 = О, јер само КООРДИflате тачака дела QX 1> 

осим координате тачке Q, задовољавају дату неједначину. 

Пример 4. НеједнаЧИflЗ 2х - З < о, или 1 < ;,' прет--' 
ставља део апсцисне осовине такође с леве стране праве TS 
(сл. 11), чија .је једн,ачина 2х-З =0, јер само координате, 

тачака деЛ,а КХ1 , осим координате тачке К, задовољавају 

дату неједначину, 

Напомена. Ако је дат, један систем одвише неједначина, 

исте непознате х,п,,! се тражи њеГОВО,решење, ОН4а налазимо­
најпре понаособ решења свих неједначина система, а затим 

узимамо за решења система само координате тачака оног дела, 

апсциснеосовине које задовољавају CB~ неједначине си~тема. 

Тако, за систем х + 5 > О и х -:- 5 < О је х> - 5 и х < 5, 
или - 5 < х < 5. Тада координате 'Гачака дела CD, између' 

правих LV и ин (сл. 11), чије СУ једначинех=-5 и х-:--5, 
задовољаваЈУ обе наједначине датог си,стема. ' 

, . 5 
Пример !ј. Неједначина Зу + 5> О, или у > - з- ,прет--

, i / 
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-<Ставља део .ординатне осовине изнад праве PQ (сл. 12), чије 

је једначина Зу + 5 = О, јер само координате тачака дела АУ 
. осим координате тачке А, задовољавају дату неједначину. 

у 

6 

5 
Е 4- F 

х, 

р 

Пример б. 

.в 3 

2 
1 

х 

А -1 

-г Q 
-.1 

-4-

-5 

У, 

Сл. 12 

7 
Неједначина 2у -7.< о, или у < 2' прет-

'ставља део ординатне осовине испод праве БР (сл. 12), чија 

је једначина 2у -7 = О, јер само координате тачака дела ВУ!, . 
осим координате тачке В, задовољавају дату неједначину. 

Координате тачака дела АВ (сл. "12), осим координата 
крајњих тачака А и В, задовољавају обе lIеједначине система: 
Зу + 5> О и 2х - 7 < О, те су те тачке решења овог система. , 

с) Међутим, неједначине првог степена са две непознате 

облика: ах + Ьу + с ~ О, или их + Ьу ~ о 
ни у ком случају не претстављају у геометрији праве линије. 

Непознате х и у у тим неједначинама јесу координате тачака 

једне од двеју области равни не, десне или леве, које ствара 

права ах + Ьу + с = О, односно права ах + Ьу = О, ,о чему 'се 
уверавамо из следеlшх . примера. 

Пример 7. Нека је дата неједначина х - Зу +6> о. Тада 
једначина х - Зу + 6 = О претставља праву АВ (сл. 13) .која 
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у 

М(о, 4) 

л 
В(О,2) , 

.~ х 

1 
У1 N(O,-r,-} 

Сл. 13 

.дели равнину на области 1 и п: Полином ове једначине x-3y+ti 
имаhе вредност једнаку нули, ако, х l! У заменимо координа­
-тама ма које тачке на пра~ој АБ. Вредност овог полинома 

·биhе позитивна, ако х и у заменимо координатама ма које 

тачке у области 1 (пробај за тачку.О или N),.a негативна ако 
х и у замеНИј\;\О крординатама· ма, које тачке -у области 11 
(пробај за тачку М). Па како само координате тачака у обла­

,сти 1 задовољавају дату неј~дначину, а тачке 11 области и 
тачке на правој АБ је не задовољавају, то дата" неједначина 
претставља ма коју тачку 1 области. 

Пример 8. ·Нека је дата Jiеједначина 3х -,- 2у - 6 < О. 
Тада једначина ,3х - 2у - 6 = О . претставља праву CD (сл. 14), 

у 

л 

Сл. 14 

која дели равнину на области 1 и П. 
:или дате неједначине; 3х- 2у - 6 

Алгебра V и УЬ 

х 

Полином ове једначине, _/' 
имаhе вредност jeAHhKY '-

12 
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нули, ако х и у заме~имо координатама ма које тачке на 

правој CD (пробај за тачкуС или D). Вредност овог поли­

нома биhе позитивна, ако х и у з:}.менимо ма које тачке у 

области 1 (пробај за тачку Р), а негативна ако х и у заме­

нимо координатама ма кој.е тачке у области 11 (пробај за 

тачку О). Па како само координате тачака Il области задово­
љавају дату неједначину, то дата неједначина претставља ма 

коју тачку Il оБЛАСТИ. 
Пример 9. Нека је дата неједначина Зх-5у> О. Тада 

једначина . Зх - 5у = О претставља праву MN (сл. 15) која 

дели равнину на области 1 и 11. Њен полином Зх - 5у имаhе 
вредност позитивну, ако х и у заменимо координатама ма 

.У 

л 

х 

Ј)($,О) 

1 

Сл. 15 

које тачке 1 области (ПРDбај за тачку В), а негативну ако х и у 
заменимо Кdординатама ма које тачке 11 области (проб~ј за 
тачку С), а. i?:ДfI.э"JfУ ну,лl1", ако х 11" У ~аМеНИМ9 КQординатама 
ма које тачке на правој NM (пробај за тачку О или А). Па 
кзко само координате тачака 1 области задовољавају дату не­
јtдначину, то дата неједначина претставља ма коју тачку 

1 области. 
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ПЕТИ ОДЕЉАК 

СТЕПЕНОВАЊЕ, КОРЕНОВАЊЕ и ~ОГАРИТМОВАЊЕ 

(. Степеновање 
А) Степеhовање I;:a целим nО3ИТИ811ИМ бројевима .. 
§ 86) Основна и главна правила tтепеновања 
Видели смо раније (§ 7) да под степеном разумемо један 

производ од више једнаких чинитеЈЬа. Тако, 59 значи 5·5·5; 

а4=а. а. а· а; (~)2' !!l. !!l итд. Код једнога, степена разли-
п п п '. . 

кујемо основу и изложиТељ. Основа је један од tJинитеља ~. 
производа који је степеном преrстављен, а изложитељ је део 

степена који нам показује КОЛi1КО ЧИНl1теЉа" '. као што је 
основа, има у томе производу. 'Код, tорњих 'степена основе 

т .. 
су: 5; а и п' а изложитељи: З, 4 и ,2.Степеновати један , 

број (израз) другим бројем значи узети први број (израз) , 
онолико пута КQо''1иниrељ коликодругй"БРОј има јединица. 
Тако ако cT~neflyjeMo 4 са З, добијамо ij,i!.=. 4 . 4 , ~ = 64. 
Под вредношhу једног стеnензрззумемо реЗУJlтатко}J.t се 

'­добl1ва кад се степеновање изврши. Тако, вредност Cte-\А.(l-t", 

( а)з. а8 
• • ( а )8 11 а а а8 

Ь Је Ь8 ,ЈеР'Је Ь =b'b'b=ЬS' 

Найомена. Овакво тумачење .степена има смисла само 
онда, ако је изложитељ по~итиван цео број. Сваки се .број 

или израз сматра као степен чији је изложитељ 1. Так{), 

а =а1 , а + ь - с =(а + ь - с)!, !!l = (!!l)1 итд. 
П .п 

На основу. дефиниције степеновања изводимо следеfia 

правила: 

а) Основна правила: 

1 .. Број I сшеiiенован .ма који.м бројем даје вре/fносЛi 1. 
Тако, 12 = 1·1 == 1; 18= 1·1·1 ,1; 1" = 1·1 ·1 . ; . (п пута) = 1. 

2) Нула сшеiiенована MdttQjUM броје.м ~aje вредносш нулу. 
Тако, 08 = 0·.0·0 = О; О" = 0·0·0·0.,,; (п пута) = О. 

3) Н егашиваll број сшеuенован ћарни.м иалоЖиmеље,.м даје 
iiоаишиВJlУ вредносШ. . 
Тако, (-З)2.=(-З)·(-З)=9;(-5)4=(-5).(-5).{-5),(-5)=б25; 

. уопште: (- a)2n = а211 • ' 

4) Негашиваи број сшеiiено~ан неиарни.м иаложиШеље.м 
даје негашивну вредносШ. 

12* 
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Тако, (-2)5=(-2) .(-2). (-2)=-8; 
(-3)5=(-3)· (-3). (~3)· (-3. (-3)=-243. 

Уопште: (-apn± 1 = -;- a'2n± 1. 

Наиомена. Израз 2п претставља увек иаран, а израз 
2п + 1 или 2п - 1 увек неиаран број, па био п паран или не­
паран број. Тако, за п= 1, "1, 3, 4,' .. биће 2п = 2, 4, 6, 8,' . '. 

Ь) Главна правила ' ,"" 
1) Сшејјене једнаких основа, множuмо, када заједничку 

основу сшејјенујемо збиром изложиiiiеља. 

Тако, 1) ,а5 . а2 = а5 , јер је а8 • а2 = а· а-· а· а· а=а5 ; , 
2) (а-Ь)·(а-Ь)5=(а-Ь)4, јер је (а-Ь)·(а-Ь)5= 

= (а-Ь)(р-Ь)(а-Ь)(а-Ь)= (а-Ь)4; 3)( ~ У . ( ~ у= (~y. 
, ",Уопште је ат. an. aP=am + n + p • 

. На· основу овога правила, један се број (израз) стеиенује 
збиром, кад се C'TeueHljje са сваким сабuрк'Ом, иа се добивене 
вредности помноже. Тако 1) а т + п = аШ • аП ; 2) 57 == 55·54, 
или = 52·55, или =' 52 ·52 .5 З , или = 52·52·52·5 = 78125. 

2) Сшейене једнаких основа I!елимо, када заједничку ~CHOBY 
сшејјенујемо разликом изJiожиiiiеља. Тако, 

1) а5 : аЗ = а2, јер је аО : а8 = а· а· а· а· а : а· а· а = а· а = а2 ; 

2) (а+ Ь)7 :,(0* Ь)4 = (0+ Ь)З; (~y: (~Y= (~y. 
Уопште је: ат: аП = ат-п . 

. Hq основу овога правила, број се степену је рqзликом, 

кад се најпре стеценује умаљеником, затим умалитељем, па 

се добивене вредности поделе. 
Тако, 1) a~q -:- аР: aq ; 2) aX-У = аХ : аУ. ' 

3) Производ сшејјенујемо неким бројем, када му најјјре 

сшејјенујемо шим бројем сваки чuн'!iiiељ, јја заiiiим добивеие 

вредносШи. мно;нсu.ио. 

Тако, 1) (2аЬ)5=8аВЬВ , јер је (2аЬ)5=2аа.2аЬ.2аЬ=8а5ЬЗ ; 

2) [4а(m+п)]4=256а4(m+п)4; 3) [2аЬс(т-п)]5=32а5Ь5с 5(m-п)5. 

Уопште је: (аьс)т=ат Ьт ст. 

На основу овога правила, сшејјене једнаких иЗJlожиiiiеља 

множимо, када ·вм најјјре iiомножи.ио основе, а заiiiим доби­

вени резулiiiаiiiCiiiеiiенујемо зајr!Дничклм изложиiiiељем. Тако, 
1) 23.55=(2.5)8= 108= 1000; 
2) 252·42= (25·4)2= 1002= 10000; 
3) (а + Ь)8. (а -- Ь)8, [(а + Ь) (а - Ь)]В = [а2_ Ь2]З; 

4 (а2 :-::: Ь2)т. (с + d)m. (с -d)m [(а2_ Ь2) (с + d) (с - d)]m 
) c2 -d2 а-Ь а+ Ь (c2 -'-'-d2) (а-Ь) (а+Ь) 

= l т = 1. 
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4) Разломак сшеие"ујемо "еким. бројем, када му сшеие~ 

"ујемо шим бројем и бројишељ и име"ишељ, иа добиве"е вред­

"осши iiоделимо. Тако, 

( а )8 aS
• • ( а .)8 а а а . а8 

1) Ь =Ь9,јер]е Ь =ь'ь'Ь=Ь8 ; 

(
3)4 34 81 

2) 5 =54=625; 

3) (-1 ;У=(_. ~Y=·_( ~Y -~: . _2з~=-7~~. ' 
~, ' . 

Уопште је: 

, На основу овога правила, сшеiiе"е јед"ани~:i/эложишеља 
делимо, када им "ајире iiоделимо 'ос"ове, . а зашим добиве"u 
резулшаш сшеuе"ујемо зајед"ичким изложqШељем. Тако, 

(
6 5 '. 

1) 65:35=,з)=25.32;. 

2) (-3 ~y: (-1 ~y . (~158Y~(_ ~Y=34 '.81; 

3) (х2 _ у2)m : (х _ у)m ' (Х2 

- у2')m = (х + у)m.· 
х-у 

Н а п о м е на.' При степеНОВ~..У.....!!Е..авЬг разломка пози,:, 

тивним целим БРОјем~ доб!!i~,f~.Љ.Р"'М!!Q9..I..уве!f"_~~~ 
разломка, што- се-да увидети И3 ових по'себних примера: 
;.-------:(-1 )2' Ј2 1 . . (1)8 1 8 .. 1 

1) '3' = 32=9;. 2) '3 ""':'38=27; 

( 
1)4 14 1 ( 2 )8 23 8 

3) 3 = 34=81; '4) 5'" = 58=125" 

Вредност правог разл·омка постаје све мања, ако се сте­
пенује све са веhим и веhим позитивним бројем, што увиђамо 

И3 примера под 1), 2) и 3) .. 
Вредност степена разломка, чији су бројитељ и имени­

тељ рt:лативно прости бројеви, увек је разломак чији су бро-, 

јитељ и именитељ такође релативно прости бројеви, јер су 
степени од два релативно проста броја такођ~~релативно про­

сти бројеви. Тако, 

1) (~y f;5; (
8)2 64 

2) 9 =81; 
... 

(
10)8 1000 

3) "7 = '343 ; итд. 

5) Сшеие" сшеiiе"ујемо неким бројем када ос"ову сше­

ие"ујемо iiроизводом изложиШеља. Тако, 
1) (а2)В= а6 , јер је (а2)В=а2 • а2 • а2 =а6 ; 2) (а4)5=а2 ): 
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Уопште је: 
[(аm)п ЈР = аmпр. 

На основу овога правила, број се сшеиенује iiроизводом, 

када се најйре сшеiiенује једним чинишељем, добивени резул­

таш се стеиенује заШи." другим чинишељем иШд. док се не 

сшеiiенује iiрешiiослеДlЬи резулшаш iiослеДlЬим чиниШељем. 

Тако, 1) 26 = (22)3 = 43 = 64; или 26 = (23)2 ,= 82 = 64; 
2) атвр = 1 (аlJl)В]Р, или = [(аВ )m]p , 

Примери за вежбу 

1) (+2)4; 2) (+5)3; 
4) (±100)4; 5) (_1)211; 
7) (5·7·3)2; 8) (аЬс)4; 

10) (: У; 11) (- ~ У; 

43) 

3) (+10)d; 
6) (2·3)3; 
9) (- cd)6; 

12) (-0,2)5; 

41) аБХ : а3Х ; 

хп+Ь+с 

44) ха-Ь+с 
ар+1 Ьч- I 

45) aP-ь- 46) (а4г - 1): (аГ 
- 1); 

а5х -бу. а7х--8у a12x-13y (4ХГ+1)Р (125yS-1)1'. 
47) а~Х-9У.аIОх-liY • aI4x-15y' 48) 5у" . 8хГ--' 

(7 - С)4, (5 - d)6,. 
49) d-5 7-с 

_ (8 - а)4 (х _ у)З. ' 
~O) х-у . а-8 ' 

51) (a2=~~)5. (Х4 _ у4)7. 52 [а+Ь)Х. (d(a-ь»)у. (~_)Z. 
х4 - у4 Ь2 -а2 ' ) \ с е (а+Ь) а-Ь ' 
§ 87) Квадрат полинома и .посебliИХ бројева 

. а) Начин подизања једног полинома на квадрат познат 

нам је и[раније (§ 23 т. 1, 2 и 3). Ради потсеhања наводимо 
примере: \' 
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1) (а + Ь -- с-- d + т)2= а2+Ь2+с2 + d2 + т2 + 2ab-­
-- 2ас -- 2ad + 2ат -- 2Ьс -- 2bd + 2Ьт + 2cd - 2ст - 2dm. 

2) (6хВ 
- 5х2 + 4х -- 3)2 = 36х6 + 25х4 + 16х2+9-60х5+ ' 

+ 48х4 - З6х3 -- 40хВ + ЗОх2 -- 24х~36х6~60х5+1Зх4_76хS+ 
+ 46х2 ~ 24х + 9. ' 

Међутим, ПЩIИноме можемо ПОДИћИ на K'Iia:ApaT и по овом 
упутству: liодижемо на квадрат само Први члdН, йа добивеном 

квадрату додајемо: а:) ДВОСТРУКЙ liРОЙ3ВОД од ир80Г члiiйd 
сабран најйре С другим, а затимf10множе'tf G другим чланом; , 
Ь) дВОСТРУКИ liроизвод од йрва два члана tdбјiан најпр~ с 
треlшм, 'а затим liомножен С треhим чланом; ит'jf,' наСтављамо 

оваЈ йостуйак, док не додамо двоструки liроизвбд од СВИЈУ 
претходних чланова (осиМ liоследњег) сdб ран Hajii:jie С liосле д­
љим, а затим iiомножен' с tidследfьим чJiан6м. ' . . , 

Тако, 

1) (а+ Ь)2 == а2'+ (26+ Ь) Ь.;::.: а2 -t 2аЬ+ Ь2} 
2) (а - Ь)'Ј " . еР + (2а--:-'"' Ь }:'(- б) d::::eP' ~ 2'ЁЉ + Ь2; 

ЗУ (а+ ь' -с -'-'"-d' + м)'/.==а2 +, (2а -"F~:Ь'+ (2a+'2~ -­
- с)· (- с)+ (2а+2Ђ~2с--d')· (-- a)'+~~2a +2Ь -"-"- 2с' ~ 'Ј{ј +' 
+ т) т = а2 + 2аЬ +_Ь2 

-- ~ac'~ Zbt+~.2'"";,,,2ad'-'2b"d+2cd+ 
+ d2 + 2ат + 2ыfl- 2Сl'n-- 2dm + m2 ., 

Ь) Подизање ма- кога целог бfюја:д-еw~дног система оснива 

се на горњем упутству, пошто је ма који' број овога система 

у ствари цолином уређен' по опадајуfi'им степенима основе 1 О, 
Тако, 

1) З56 = 300, + 50+ 6 = 3· 102 + 5'· 10 + 6; 
2) 52378 = 50000+ 2000 + 300 + 70+ 8= 5.104+ 

+ 2· 108 + З· 102 + 7· 10 + 8. 
Да бисмо, дакле, декадни цео број иодигли на квадрат, 

треба да га претходно напишемо у облику полинома, а затим да 
се послужимо упутством'о подизању полиноманаквадр'ат. Тако, 

34172 = (ЗООО + 400 + 1 0+ 7)2 = 30002 + (2·3000+400)·400+ 
+ [2 . (3000 + 400) + )0] . 10 +[2,' (3000+400+10)+ 7] . 7:;:= 
== 9000000 + 2560000 + 68100 + 47789 = 11675889. 

Међутим, овај поступак подизања декадних бројева на 

квадрат је заметан, особито ако је дати број' вишецифрен. 

Да бисмо избегл,И овај КОМПЩ1Кован рад, практично поступамо 

овако: Подижемо најпре прву цифру на квадрат, а испод 

њеног квадрата, за два места удесно, пишемо бројдобивен, 

када се прва цифра помножи са 2, с десне странедопишс 

друга цифра и помножи овом цифром; затим испод' овога 
\ 

.' 
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броја пишемо, опет за два места удесно, број добивен, када 

двоструком производу од првих двеју цифара ДОПl1шемо с 

десне стране трећУ цифру, а затим помножимо овом Цl1фРОМ, 

итд. Овај поступак настављамо док не напишемо испод рани­

јих бројева, за два места удесно, број добивен, када се дво­

струком производу од свију пре.тходних цифара (осим по­
следње) допише последња цифра а затим помножи том по­

следњом цифром. Најзад овако написане бројеве сабирамо. 

Ако горе израђени пример изради мо по овом практичном 

упутству, добијамо: ' 
34172 . 32 = 9· . 
64·4 - 256·· 
681·1 - 681·· 
6827·7 - 47789 

Резултат. 11675889. 
До овога резултата дошли бисмо, када сабирке збира: 

9000000 + 256000+ 68100 +47789 
добивеног подизањем 3417 на квадрат по упутству за поди­

зање полинома на квадрат,' напишемо један испод другога, 

па сабирање извршимо. Тако, овај збир је: ' 
а) с нулама: Ь) без нула: 

9000000 • 9 
2560000 256 

'+681"00 + 681 
47789 47789 

116758i39 11675889 
Из овога примера је јасно да се практично упутство за 

подизање декадних целих бројева на квадрат оснива на пра­

вилу о подизању полинома на квадрат. Овде се само сабирци 

пишу један испод другог, а нуле се изостављају. 

с) Обичне разломке иодижемо на квадрат када им ио­
дигнемо на квадрат и бројитељ и именитељ. 

Примери: 

(
5)2 52 25 

1) б = 62= 36; ( 
72 \2 722 5184 

2) 543) = 5432 = 294849 . 

d) Мешовите ,бројеве иодижемо на квадрат, када их 
претходно иретворимо у неираве разломке, а затим иодижеМQ 

на квадрат и бројитељ и именитељ. 

Примери: 

1) (~2~)2= (_~)2=(~)2=~= 169 = 6 19. 
5 5 5 52 25 25 ' 
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2) (5 ~)2=(~)2= 212 = 441 =27 ~ 
4 4 42 16 16 . 

е) Десетне разломке (децималне бројеве) liодйжемо на 

квадрат као и целе бројеве, само у резултату, с десне стране 

улево, одвајамо десетном заliетом дваиут више децимала 

него шт,о ИХ има у датом разломку. 

ПримеРГ1 : 

1) 3,52 = 9·· 
65.5··= 325 

-(35)2 352 1225 
Доказ. 3,52= 10 =102- _ 100 = 12,25. 

12,25 
2) 0,5232 -

102'2··0.= 

1043·3· 0''''-

25 .. 
204· . 

3129 / 

0,273529-

1 .• 
69-

н,аио.мена. Ако је десетан разломак чисто или нечиста 
liериодичан, подиже ~e на К'вадрат, пошто се преТХОДIfО пре­

твори у обичан разломак. 

Примери: 

. (3 )2 ( 1)2 ( 7 )2 49 -- 4 1) 2,32= 29 = 2з = 3 =9=59; 

2) 0,372 _ (~~y ~~~~~; 
. (235 - 23 )2 (212)2 ( 53)2 2809 

3) 0,2352 = ---000-- = 900 = 225 :;= 50625; 

4) 4 562=(4~)2~~ (4.!2)2< (137)2= 18769 = 20 76~. 
, 90 30 - 30 900 900 

Примери за вежбу 

1) (Х; + :sy; 2) (за2Ь-3~Ь2У; 3) (1 ~ аЬ3с- :3~Y; 
4) (а + 2Ь + 3с)2; 5) (5х2 + 3х - 1)2; 6) (аЗ -2а2 + ; у ;. 
7) (; + ~ + ~ У;. 8) (9Х + ~ у - ~ У; 
9) (2ахЗ + 3а2х2 

- 4а3 х)2; 10) 2an - 3an -1 + аО -2)2; 

11) (1 +2х+3х2 +4хЗ)2; Ј2) (; +2Ь-2с+ -~-y; 
13) (8а4 - 4аЗ + 2а2 - а)2; 

14) (-}-хп - 1 ~ хп + 1 + 2хп + 2 )\ 

15) (4х4 - 2х3 - 3х2 + 5х + 7)2. 
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Подигни на квадрат ове бројеве: 
\ 

16) 89; 69;. У7; 270. 17) 6,5; 0,27; 0,56; 0,032. 
18) 162; 541; 308; 1260. 19) 2,47; 67,3; 0,0312; 0,0504. 

57 417 3 13 7 _.'. -
20) 113; 43; lТ4; 2 506 . 21) 2,37; 0,037; 2,552. 

§ 88) Куб полинома и посебних бројева 
а) Начин подизања бинома на куб показан је раније 

.(§ 23 т. 4 и 5), а остале цолиноме подижемо на куб, када 

их употребом .заграда претходно доведемо на облик бинома, 

а затим ВРШ'1мо подизање на куб, или непосредно на следеhи 

начин: Подиже се на куб први члан, а од сваког следеhег члана 

:стварају се три сабирка, и то: Први је утројен - троструки -
квадрат збира свију чланова Пред њuм Помножен TUМ чланом; 

други је троструки збир свију чланова Пред њим Помножен 
квадратом тога члана; и најзад трећи је сабирак куб дотич­

ног члана. 

Пример 1. Подиhи на ку6. полином (а - Ь + с - d). 
а) ПретваРШtJем у бином: 

[(а - Ь) + (с - d)]3 = (а --- Ь)3 + 3 (а - Ь)2 (с .,...,- d) + 
+ з (а-Ь) (c-d)2 + (с - d)S = а3 ~ За2Ь + ЗаЬ2 - Ь З + За2с­
- 6аЬс + 3Ь2 с - 3a2d +6abd - 3b2d + 3ас2 - 3Ьс2 - 6acd + 

+ БЬсd + 3ad2 - ЗЬd2 + с3 - 3c2d + 3cd2 - d3. 
Ь) Непосредно: 

Са - Ь + c-d)З = a~ + 3а2 (- Ь) + За'(- Ь)2 + (- Ь)3 + 3 (а­
- Ь)2с + 3 (а-Б) с2+с3+3 (а-Ь+с)2 (-d)+~ (а-Ь+с) (-d)2+ 
+ (-d)3 = аЗ 

- За2Ь + ЗаЬ2- ЬЗ+ За2с - 6аЬе + ЗЬ2с + Зас2 -

- 3Ьс2 + с3 - 3a2d-ЗЬ2d-Зс2d + 6abd -6acd+6bcd + 
+ 3ad2 - ЗЬd2 + Зсd2 - dЗ • 

Пример 2. (х2 -3ху + 2у2)3=х6_9х5у +27х4у2_27хЗуS+' 
+ 3 (х2 - Зху)2. 2у2 + 3 (х2 - Зху) . 4у4 + 8у6 = х6 - 9х·у + 
З3х4у2 - 63х3у3 + 66х2у4 - З6ху5 + 8у6. 

Ь) Декадне 'целе бројеве подижемо на куб По горњем 
упутству за Подизаfbе Полинома (непосредни начин), само што' 

добивене сабирке, ради олакшице у раду, f1ишемо један исПод 

другога. Пошто се нуле изостављају, Пишемо поједине сабирке 

тако да ПослеДfbа цифра сваког сабирка заузме једно место 

даље удесно. Децималне бројеве f10дижемо на ,куб као Ц целе 

бројеве, само у реЗJlлтату одвајамо заf1етом с десна улево 
трипут више дец·имала него што их има у датом броју. 

Периодичне десетне разломке подижемо на ку6, када их прет­
ходно претворимо у 06ичне, а затим подижемо па куб и 6ро­

јитељ и именитељ. 
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Примери: 

353 = 42875 
38 = 27. 

1) 3·32.5 = 135. 
3·3·52 = 225. 

59 = 125 

2,313 = 12,326391 
23=8. 

3·22·3 = 36. 
3·2·32 = 54. 

2) 33 =27. 
3 . 232 . 1 = 1587. 
3·23·}2 = 69. 

доказ 

(
231\9 

2,319= 100)' 
2318 , 
1009 
12326391 

1000000 

ЈВ,= 1 1= 12,326391 

( -3)11 ( 1')9 (7)11 343" 'Ј9 2- -= 2- = - =-=12-. 
9 3 3' 27 27 

З) 2,38 = 

4) 3,1378 = (3 127-:-12 )~= (з115)9=(з ~),9='( 563 )'3 ' 
.900 90(')',' 18'С} '" 180, ' 

, 178453547, = 30 3493547 . 
5832000 . 5832000 

,11р:имери за вежliу _ 
Ј) (За + Ыј)8; (а2 + Ь2)3;, (2х -Зу' + 4\z)3; \ 

, 2) (a+b+c)9_(a+b-с)3 ~(a-b-c)B-(b+.c-a)~: / 
3) (а + Ь + с)3 + (а - Ь - с)3 + (Ь - а'- с)В + (с-а":"ь)в . .. 
4) (a+b+c)9-З(аЬ+ас+Ьс} (a+-b+~:); 
5) (a+b+c+d)9; (a-b+c-':'d)3; (х3 +х2 _х_1)а. 
Одреди к.уб бројева: 

6) 43; 125; 2,60; 0,097; 3,756. 
Израчунати: 

7) 60009: 609; 8) 1,81289: 0,45329;. 
9) 1353 - 1352; 10) 1144 - 1189. 

В) Степеновање са ну-лом и негативним целим 

бројевима / 
§ 89) Тумачење 
а) Степеновити један број или' израз који је различит 

од нуле с нулом, значи степеновати га оном разликом код 

које су и умаљеник и умалитељ једнаки. Тако, , 

1) аО = ат-т = ат: ат = 1; Ј.ј (~Y= ~:=+,=1. 
Из ових примера увиђамо да је сваки број llJIU израз, 

који је различит од нуле, на нултом uзложитељу једнак-Ј. 
", 

Примери: 

З) 50 = 5" - п = 5" : 5" =' 1; 4) (аЬс)О= аО ЬО со = 1 . 1 . 1 '1 ; 

5 (~+~)о=(а+Ь)О=(а+ь)q-q=(а+ь)q :(a+b)q=~=I;" 
.) c-d (c+d)O (c-d)Р Р (c+d)P : (c-d)Р 1 . 

.1 
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[ или (а + Ь)О = (а+ Ь)Ш - ш. (а+ Ь)Ш: (а+ Ь)Ш = 1]. 
c-d c-d c-d c-d 

Напомена. Израз ОО је неодређен, јер је оо=ош-m = 

О 
= От : От = О : о, ИЛИО. 

Ь) Степеновати један број или израз негативним бројем, 

значи степеновати га оном разликом код које је умаљеник 

нула, а умалиjfељ апсолутна вредност негативног броја. Тако, 

m' 1 ( 1 )Ш 1) a-Ш=аО-m =аО : аШ = 1: а = аШ= а ; 

2) (~)-P = ~=:= а; = :: =(~y. 
БР 

Из ових примера изводимо правило: да се број или 

израз степену је негативним бројем кад се реципрочна вред­

ност тога броја (израза) степену је истим, али позитивним 

бројем. 

Примери 

3) 5-2=50~2=50 :52=1 :25=2~; 4) a-4 =(+Y=a14 • 

Напомена. Израз 0- m = оо, јер је О - ш . (~)Ш =olm . 

1 
= 0= оо. Стога се нула (о) не узима за основу код степоно-
вања с негативним бројевима. 

с) На основу правила о стеllеновању с негативним бро­

јевима, у стању смо: 1) да сваки израз ослободимо негативних. 
изложитеља; 2) да изразе облика разломака претворимо у целе 
изразе; и 3) да израз у целом облику претворимо у изра.з. 

облика разломака. Ово успевамо само мењањем знака изложи-· 

теља оног чинитеља који се из бројитеља пребацује у име­

нитељ, или обрнуто, из именитеља у бројитељ. 

Примери: 

Ослободи следеhе изразе негативних изложитеља: 

3х8 1 Зх& 
1) ЗхЗу-2 = - Ј·ер Ј·е 3x8y-2=ЗхЗ .-=-. 

у2 ' у2 у2 

2аЗ.~ 2аЗ 

2а2Ь -8 2а2с4 . . 2а2Ь -8 Ь8 Ь8 2а2с4 

2) Зс -4 зБS-' Јер Је зс-=т= 1 з= ЗЬS . 
3·-

с4 с 4 



189 , 
Претвори следеhе разломљене изразе у целе: 

5х 3а2х-2 2а8х2 . 
1) _=5ху-l; 2) --= 3a2bx-2. 3) -' --=2a8b-1x2y8z-2. 

у Ь-1 - 'by-Sz2 
Претвори 3аЬс у разломљен израз: 

3аЬ 3а . з.с . 3Ьс 
3аЬс = с-1 ' и.ли b-1 c-I ' .или а-1 Ь-1 ' или а -1 итд. 

Сва правила степеновања са целим и позитивним бро-:­
јевима важе и за степеновање са негативним бројевима. 

. ' 

Примери: 

1) (_3)-2=(- ~Y=-i-;2) (-5)-8=(- ~Y~-li5; '. 

3) 1 - 5 = (+У = }5 = 1 ; . 

(125)-8 (1 )-8 
4) 0,125- s = 1000. = 8 = 88 = 512 ; 

5) а5 ·а-8 =а5+(-Зј - а2 ; 

'б) а-7 : а-9 = d- 7+9 ...:... а2 ; 

с 1 
7) (х-2) 3 = х-б = х6 ; 8) (3х2 - 2х--=)2 .. 9х4 --,-.1 2 + 4х-4 .; 

(
2 )-2 . ( 2 )-2 1 

9) 5 -2'5 = 5'-g- .. =2 -:- 2=4; 

10) 10 -4: 5 -4 = (10)-4= 2-4 = -.!.... 
. 5 . lб 

Примери за вежбу . . Ослободити следеhе И-gразе негативних 
IИзложитеља и нуле: . 

1) х-о; 2) а4 ·ао ; 

5) ОХ • ОХ ; 

21х-4 у-В Z-5 
lб) . 

35х-6 у-5 Z-1 , 

18 (а-1 + Ь-1)-2. (а-2 + ь -2)-З . 
) а-2-с 2 • а-4-Ь-4 ' 

СJlедеће изразе напиши у целом облику: 

19) ~; 20) a~; 21) (~y; 22) ( 4а)з; 23) a~ ·ат ; 24) a~b; 
, 2·· 

27) _ 0,5a(X-l) (I.-X)· 

а4 Ь5 а 25) ___ О 2б) . 
аГ bS ' X-2 (а8_Х)4-П' 

Изврши 0значене радње: 
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28) Ь-8 ·Ь4 ; 29) aO ·a-3 .а5 ; 30) xOy5.x- 3у-4; 

31) хп • х-т. х-211 ; 32) ЬЗ ',ь-за ; 33) (-a)-~; 
34) (_а)-2.(_а)-З; 35) (_Ь)-211. (_b)-2n+l; 
36) (Ь-4 -,-Ь-3 +Ь-2 -Ь-1 + Ь) (-Ь)-4; 
37) (2а+5а-1) (2а-5а-1) 38) (;)-:-3. (_ ;)-5; 
39) (х-1 - 2.х-2 + 3х-3) (хО + Х-1 - х-2) ; 

"40) а-! . Ь-1 ; 41) (0,2а) -1. (0,5Ь)-1 ; 
42) (m2_ n2)-6. (n2 - m2)-О ; 43) (3а4 _4)-5. (4 - 3аЗ)-5; 

(5х-
1 - 3у -2)-3. (4а -8 _ 9b-l~ -3. 

44) 2а 4 + зь ;'; 25х ~_ 9у-4) , 

45) [(5х)2]-2; 46) [(- 1 )-1]-2; 47) (а-1 . Ь2)-2 ; 
48) (х- 3 • у-5)В ; ,49)' (-гХ : S~y)-2X ; 

(a
O b-2)-З. _ (а-1 b~2)-1 

50) :>1) --- • 
сЗd-4 Ј с-з d-4' , 

54) а-9 : а-7 ; 

5а-" 
56) _ 3а-3 ; 

58) (a~4 )-3; (~=-: )-3. 

55) (а+ b)-r-s: (а + b)-r+s; 

57) (а- Ј4 _Ь-8): (а- 7 + Ь-4); 

Израчунај бројне вредности израза: 

52)' (0,25)-2.1000; 
100 

60) (-1)-3; 61) 1 : 0,125-8; - б3) (~)-\ C~)-2 ; 
65) (~ )-2: (~ )-\ 6~ (0,3)-1: (0,3)-4. 

§ 90) Графичио претстављање функција' у = x ll "и У = а ' . 
'Вредност једног степена зависи и од основе и од изло-, 

житеља тога степена. Тако, вредност степена х3 , постаје све 

већа, ако је х > 1, а све мања, ако је х < 1. 
за х = 2, '3, 4, 5, .. вредност постаје 8, 27, 64, 125, .. 

1111 1111 
за х=т' 3' 4" 5'·· " 8' 27' 64' 125"· 

2 2 2 2 8 8 8 8 
за Х=3' 4' 5' 6'·'" "27' 64' 12'5' 216'·' 

Вредност степена 2Х постаје све већа за х> О, а мања 

за х < о. Тако, 



за х = О, 1, 2, 3, 4, . .. вредност постаје 
• 

за х = - 1,-2,-3,-.4:,-5, ... 
" " 

19Ј 

1, 2, 4, 8, 16' .... 
1 1 1 1 1 

T'4'8-tl 6'32" . ',: 
Према овоме вредност једног степена сматрамо као Функ­

цију било основе, би:'lО изложитеља тога степена,riошто се 

она Metьa прОменОМ основе и изложитеља степена. Ако вред­
ност степена означимо са у, онда је 

у = хn (у . - х, у = х2, У = хВ, У = х4 • •• ) рлгебарска функција, .а 
у --:-: аХ (у = 2Х, У = зх, У = 4", .. :.) изложитељна функција. 

Да бuсмо :графички прётставили' било алгебарску функ­

цију у -:- ХN ,- ил~ ИЗЛQжитељну у = аХ, треба за независну про­

менљиву КОЛИ'llfНУ х узети неколико ПРО\1ЗВОЉНИХ вредности 

и за сваку такву вредност х-а наћи из. једначине одговара­

јуЬу вредност функције у-а.' Сматрајуlш одговарqјуhевред-
. .- . \ .' ',':' . - .: 

ности х-а и у-а као координате тачака у равни, онда, кон-

струкцијом и везивањем тих тачака, добијамо геОМ,етр,иски 
претставник (линију) дЬтичне функције. . . 

1 _ --

Прнмери: 

1) Наhигеометрискцпрет-
ставник фун~ција у =х2• . 'у 

Ако независно променљи-

вој' дамо вреДI:I<~С:ГИ х- - 4, '- ,.4.'(4-,16) 

-3, ---:-2, -1, О, Ј ,2, 3, 4, ... . 
добијамо да је функција у = ... . 
16, 9, 4, 1, О, '1, 4, 9, 16, ... . 
Овде су парови решења: .... . 
(-4, 16), (-3, 9), (-2, 4), 
(-1, 1), (О, О), (1, 1), (2, 4), (3, 
9), (4, 16)' ..... 

_Сматрајуhи ове спрегове 
решења као координате тачака, 

онда њиховом конструкцијом и 

спајањем добијамо криву АОА' 

(сл. 16), која је геометриски прет­
ставник једнаЧИiiе у = х2 , а 

која се зове парабола.' ОВа 

крива :;шузима симетричан по­

ложај лрем~ ординатној осови-

ни, пролази кроз координатни 

Сп. 16 

почетак, њене обе гране пружају се до бесконачности, а\уда- . 
љују се поступно од ордина'Ј'не осовине. 
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За вежбу. Конструишифункције: 1)у=-х2 ; 2)у=+2х2 ; 

З) у = + Зх2 ; 4) У = + ХЗ ; 5) У = + 2хЗ ; 6) У = + 3хЗ ; 7) У = 
=2х2 +3; 8) у=3х2 -5. 

2) На/ш геометриски l!ретставник функције У = 2х • 

Ако независно прйменљивој дамо вредности х = - 4, 

-3, -2, -1, 0,.1, 2, 3, 4, добијамо да је функција у = /6' ~ , 

1 l' (. 1)( 1) 4' 2' 1,2,4,8,16. Овде су парови решења:-4, 16' --'--3'8' 

(- 2, ~ ), (- 1, 1), (О, 1») (1, 2), (2, 4), (3, 8), (4, 16), ..... 

Сматрајуlш ове парове решења као координате тачака и кон­

струкцијом И спајањем тих тачака, добијамо криву АК 

(сл. 17), која је геометрисюi претставник изложитељне функ­
ције у = 2'. Ова крива сечеОРДI:1натну осовину у тачки (0,1) 
и све се више приближује негативном смислу апсцисне осо­

вине, али је не сече, пошто не прелази на њену. доњу страну. 

Прелаз на доњу страну апсцисне осовине је HeMoryhaH, 
јер за негативне вредности х-а, добијамо увек позитивне 

вредности за у, које постаје 

у к (~,f6) 

N 

Сл. 17 

све мање, како х по апсолутној 

вредности' расте. Апцисна осо­

вина Х'Х за ову криву <l9B.e ~e 
асимтота. Тако се зове свака 

права коЈој се ;нека крива по­

ступно приближује, али немас 
њом HI:1 једне· заједничке тачке. 

Напомена. Све криве функ­

ције у = аХ, где. основа а мо­

же имати ма коју целу или раз­

ломљену вредност, пролази 

кроз тачку (0,1), јер је за х = О, 

У = аО= 1. Ако је а = 1, онда 
је за M~ коју вредност х-а, 

. у = 1. lеднач~на у = Ј прет­
ставља ПраВу паралелну с апсци­

сном осовином, а на отетојању 

у = + 1 (MN, на сл. 17). Ова 
права зове се "крива првога степена", што се може казати 

и за сваку другу праву. 

За вежбу. Конструиши функције: 

2)" (3)Х а) у = ЗХ ; Ь) У = 4Х 
;. с) У = (з ; d) у = 5 · 
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11. Кореновање 
А. Кореновање са целим позитивним бројевима 

§ 91) Тумачење. Под кореновањем разумемо ону рачун­
<ску радњу којом се од познате' вредности једног степена_ и 

љеговог изложитељатражи непозната основа. Према томе,' 

:кореновање је супротна радња степенtlВања. Дата ~peДHo.CT 

,степена код кореновања 'зове се радиканд, дати излоЖитељ 

Ј<оренов изложит~љ, а тражена основа корен. Код rJ25' '~, 
125 је радиканд, 3 коренов изложитељ, а' 5 корен. К орено­

вати један број другим значи, дакле, наhи-- треhи 'б/ЈОј који 
.степенован с другим, даје за вредност први БРој. Тако, ако 

. .' 4' 

. ,имамо да коренујемо 81 са 4, онда се то оЗна~ава У81, а ре.; 
. , п 

:зултат је 3, јер је 34 = 81. ИСТО тако је Уа она:ј број који, сте-. , , 

.nенован изложите.1Q.ем П, даје за вредност радиканд а. 

Напомена. Други корен некога броја назива', се ква­

дратни корен, а треhи кубни корен .. Изложитељ 2 обично се 

не пише,веh само коренов знак y~ Овај је знак .. увео Хри­
.стифор Рудолф (1525 год.), а ,означава почетно слово латин­
.ске речи radix (корен). 

§ 92) Основна правила кореновања 

1.) Кад се корен степенује својим изложитељем, добија 
п 

.се радиканд. (VU)n = а. 
Нпр. 1)- (У4)2 = 4, јер (У4)2 =22,= 4; 2) (V27)8 = 27. 
2) Кад се степен корену је ,својим изложитељем, добија 

п , 

t:e основа. VаП = а. 
4 5 

Нћр. 1) У32=3, јер У32 = У9= 3; 2) У24 =2; 3) У35 =3. 
3) Први корен неког броја је сам број. Тако; 

] , 

, 'Vli а, јера1 = а. 
4) Број 1 коренован ма којим бројем, даје KopeHJ~TaKOJ' 

п 

Уl--1, јер' 1 П = 1. 
5) Нула, корен.ована ма којим позитивним бројем, даје 

.за резултат О. Тако, 
п , 

Уо=о, јер оп=о; 
Напомена. На основу првог I!, другог основног праВliла 

јасно је, да се број не мен;>а, ако се најпре коренуЈе, а затим 
Алгебра у и УЈ iз 

'. ,. ';-
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степену је, или обрнуто, ако се најпре степену је а затим. 
корену је једним истим бројем. Тако, 

п П 

(Va)n = Va П = а. Па како је на основу овога 
п 

р--

211 3п V п .. . 

а = V а211 = V аВП . аР, то изводимо правило: да' се вредност 
корена не мења, ако се коренов и радикандов изложитељ· 

помноже или поделе истим бројем. 

§ ·93) Ирационални изрази и бррјеви. При извлачењу п-тог 

корена из .једног позитивног целог броја а, могу наступити 

. ова два случаја: а) .lI.а је број а п-ти степен од некога по-
11 11 

зитивног целог броја на пр. а = qn . Тада је га = v q" = . q, 
једнак је, дакле, позитивном целом броју, Ь) да је број а 

такав цео позитиван број који се налази између два n-та. 

степена двају узастопних целих бројева природног а бројнога. 
п 

реда. У овом случају га је број који се налази између она 
п 

узастоiша цела броја бројнога реда, те према томе Va ниј~ 
цео број. Тако, ~ gs = ~ 125 = 5, а v' 68 = ~21 б =6, а 3-ћК 
корен свакога целог броја већег од 125 а мањегод 216, на­

лази се измеhу 5 и 6, те и није цео број. Такви су корени 
. . п 

f150, V'203, ~ThT итд. Међутим, у овом случају va не прет-
. п_ р 

ставља ни разломак, јер ако претпоставимо да је va =Сј ~ 

где су р и q два релати~но проста броја, онда би требало да. 

буде (~ у = а, тј. раван једном целом броју, што се косњ 
с правилом: да је стеПен разломка оПет разломак а не цео 

п • 

број (Види напомену § 86, Ь, 4). Према томе, уа,у овом 

другом случају, нити је цео број, нити је разломак.Он није, 
дакле, рационални број, већ је ирационалан, тј. он је бес­

.крајан децималанброј у коме има бесконачно много деци­

мала, који се не понављају, као код периодичних десетних. 

разломака. Ти се бројеви називају ирационалним., супротно 

целим и разломљеним бројевима, који су рационални бројеви. 

Рачунати с ирационалним бројевима значи· уопште рачунати с 
њиховим приближним вредностима. Резултати биhе утолИl{(} 

тачнији, уколико узимамо више децимала у поступак. Па како 

су ови резултати рационални бројеви, то сва правила за ра­

чунање с рационалним бројевима, вреде и за ирационалне~ 
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За један израз каже се да је ирационалан, .ако је он n~ти 

корен од једнога радиканда који није п-ти степен некога 

рационалног израза. Такви су изрази: V а Ь, v' а2 + Ь2 
-. с2 

И тако даље .. 
НаЙомена. Ваља разлик-овати ирационалан . израз од 

. ирационалног броја. Тако, ирационалан израз ~ ат Ь, за а ~ 5 

и Ь = З, не претставља и ираццоналан број, јер је ~5+ З = 
=r~ = 2, који је рационалан број. ИраЦИОliiщан израз може. 
дакле, да прет'ставља и ирациоНа.щ\Н и рационалан 'број,' што 
зависи једино од бројних вредности општих бројева ~y , ра­
диканду. 

§ 94) Главна правила кореновања 
1) Производ се корену је неким бројем када се сваки чи­

нитељ корену је тим бројем, јја се резултати iiомнОже. 

п п п п 

у аЬс = Га· (Ь. Гс· 

(П п n)n п п )1 

Доказ. - га· (Ь. {с = 1/ аП • fli'l. (сп =аЬс. 
Примери: 

5 

1) VЗ2а5Бб = 2аЬ; 2) ~!9. 25·49 = З· 5 ·7 = 105; 

З) r27a5 b5 = ЗаЬ . 
На основу овога правила, корене једнаких изложитеља . 

множимо када iiроизвоД љихових радиканада коренујемо за­

једничким изложитељем. 
п п п п 

Уа . УЬ. Vc . = V аЬс . 
Примери: 

1) V 8' . \/2= VIб = 4 ; 

2) 6 Vб. 5 У2 == ЗО 1/12= зо V 4 . З = ЗО . 2 VЗ = 60 уз ; 
З) VЗ + V5 ·Vз - V5 =V9-5 =V4=2; 

4) V~~' V~~=V2~~~=V287= ~. 
НаЙомена. - Ако у радиканду има чинитеља из којих 

се корен даје извуhи, онда се ти чинитељи корену ју делимично,: . 
- њихови се резултати стављају као чинитељи пред корен, а 

у радиканду остављају се само чинитеЉЈ1 од којих се корен 

не може извуhи. Тако исто, чинитељ пред кореном даје се· 

увуhи у корен, ако се претходно степену је кореновим изложи-

I ' тељем. а затим напише као чинитељ радиканда. 

13· 
'"ј 
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Примери: 
п п 

1) Van b2n cd=ab2 Vcd; 2) tf 25a2 bc2 d=5acYbd; 
п п 

З) аУЬ=УапЬ'; 4) abVCd=~aSbScd. V 2) Разломак се корену је неким бројем кад се тим бројем 
корену је и бројитеЈЬ и именитеЈЬ, [Га се Први корен дели другим. 

(П)" П Va = (Га)п =!!.-
11 П Ь • 
Vb (УЬ) п 

На основу овога правила, корене једнаких изложитеЈЬа 

делимо када количник из радиканда деЈЬеникова и ради канда 

делитеЈЬева коренујемо заједничким изложитеЈЬем. 

Примери: 

1) Va :.Vb= V~; 2) У75: УЗ=V25=5; 
Х х х 

З) Уа2-Ь2 : Уа.Г--Ь=Уа+Ь; 4) Va3X+2
: Va2X+2 =VaX -.а. 

З) Степен се корену је неким бројем, када се изложи­

теЈЬ степена подели изложитеЈЬем корена. 

п., q q qn 

VaQ = аП , јер (a l1 )n = а" = aq • 

Примери: 
m 5 

1) vamx=aX; 2) Уа85=а7; 
m+п m+п 

З) V хnт+nll = V xatm+l1) = ха ; 4) Уа5 • Уа =Va6 =aS• 

5 

у
а5ХI0 ах2, 

6) Ь5уl0 = ЬуЗ. 5) 
3 3 3 

V а7 • у а5 = V а12 = а4 ; 

4) Корен се корену је неким бројем кад се радиканд коре-
нује производом коренових изложитеЈЬа. 

1) 

m 
rп- тп . (тп)т ПIП п 

V га =vo, јер yq = УаШ = уа: 
Пример.;; : 

3 
./-.. - 311 

V {а=Уа; 
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8 

У5 . 40 Н)' 
З) y-au _ VQl2 ~~V aB~ 

На основу овога правила~број коренујемо производом 
кад се поступно корену је појединим чинитељима' ма којим 
редом. Тако, . 7.' 

VVV<i, иnи = VvVй." 'VVv{'.тд. тпр 

Уа= 
степену је Hel(JfM '~fJоје~?кадамусеили ра-. 

диканд степену је тим бројем, илй с-е изложитељ корена по-
дели THM~ бројем.';:" ":',': 

5) Корен се 

Тако," .>~;",c\o;;!: ':t i 

6 6 ' " " ,,6'. :" ,·,f·:' , 
З) (Va)3 =;= VaS = Уа, или (УаУ Уа' 'уа; 
§ 95) ДовоЈјење корена назајеДНИ'i!tи ИЗЛlIжитеЉ .. На о­

снову правила: да корен. и~ Me1bqcBajy вре,4,!lOст,ако и ко­
ренов и радикандов излОжцте.lbТIOМНОЖИМО 'или:подеЛИМQ 
једним истим - бројем' (наlI<?l\iеН~'-§i 9Ј),';к:dрене;рirэличитиi' , 
изложитеља доводимо на 'зајеДkичкии#()житељ;' кџа прет­
ходно за изложитеље корена, Н,ађемо 'ЊЩСОВ најмањи '. зајед­
нички садржатељ, а затим делимо нађени нај .. зај: садржатељ 
са изложи!ељем свакога' кор'ена -, А' ':добйвени:М': \{ЬЛИЧНИКОМ 
множимо и изложитељ корена и изложитељ сва'Ког' чинитеља. 

радиканда ДОТИЧНОF корена. ТаКО, ако имамо да доводимо ко-
5'" ' : .' 

рене: Уа, V"lј2и ~' сВ на заједниqки изложитељ, ~Hдa је наЈ, 
зај. садржатељ за коренове .ИЗЈ\ожитеље ЗО. Стога изложи­

тељ корена и изложитељ радиканда првог корена множимо 

са 15, другог са 10 и трећег са б, чиме добијамо: " 
30 30 30 

. У а15 , У Ь2О И IТ с 18 • 

Ако имамо да помножимо или да делимо корене разли'­
читих изложитеља, треба Их претходно 'јЏЈвџти на зајед­
нички изложитељ, а затим вршимо мilожење и дељеље по 

r и 2 правилу' из претходног":' параграфа, тј; множимо 
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(делимо) радиканде и добивени производ (количник) корену­

јем о заједничким изложитељем. 

Примери: 

4) 

В. Кореновање са целим негативним бројевима 
§ 96) Тумачење. Број се кореН'ује негативним бројем када 

се његова реципрочна вредност корену је истим али позитив-

ним бројем.: ' 

-'п llV- 1 '. 
Тако, га = ~ = п- 1 јер ако и изложитељ. корена' и 

. , га . 
изложитељ радиканда помножимо са - 1, добијамо: 

Va~l= V ~ = )-. 

га 
Обично се негативни изложитељи корена уклањају, кад 

се негативност пренесе на изложитељ радиканда. Тако: 

-п -3 3 -т m 

1) ~ а = ~Г а-1 ; 2) Va2 =Va-2ј 1)Vb- n =ff. 

С) Степеновање и кореновање са разломљеним бројеВИМI 

§97) Довођење корена на облик степена и обрнуто. Н 

основу правила да се корен неће. променити, ако изложитеЈ 

корена и изложитељ радиканда поделимо једним истим бројеN 
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можемо корен довести на облик степена, ако радиканд сте"". 

nенујемо количником између изложитеља радиканда и изло­

житеља КОРЕна. 

r q 

Тако, Ya<I = а " јер дељењем са r изложитеља корена 
1 

·И изложитеља радиканда, добијамо (a~ = a-'t. Да је правиЈЮ 
-тачно, увиђамо и по томе што_добијамо радиканд a q ,ако 

~ q ~ 

резултат а r степенујемо са r [(ат)г = аГ = aq I~ 

Примери: 
3 

_,1 "V4_1 1.3 4 
1) Va~~Ti 2) ЬТ =ЬТ'Т=ЬК; 

3 1 2 1 

З) ~'a2b = (а2Ь) 11 =а 11 Ь '3.' 
Обрнуто, степен с разломљеним изложитељем доводимо 

на облик корена, aKoocH0l!Y степену јем о бројите.трем .а : крре .. 
нујемо именитељ ем, или најпре коренујемо именитеЈРем,' а 
.затим степену јем о бројитељем .. 

m п . п 

Тако, а" = Уаm ; или = (Га)m. 
Примери: 

3 4 25 1 4 

1) Ь 4" = I ЬЗ ; 2) аО,25 = а тuu = а т = у а i 
3 7 ,7 7 

З) (а2ЬЗс)Т= V (а2ЬВс)В /Ya6b9c~ =Ь I а6Ь2сВ • 
На горњим се правилима оснивају правила '0 степено-

. ВЮрУ И КОреновању са ра:;lЛомљеним изложитељима.' Ако је, 

дакле, коренов изложите.љ разломак, треба само корен пре­

творити у степен, или кореновати бројитељем а сте,пеновати 

ЈlМенитељем. Ако је изложитељ степена разломак, треба сте­

пен довести на облик корена. 

Примери: 
5 б I 

1) аб = I аб; 2) 25Т = У25 =5; 
5 6 6 

З) 64б=У645 =(Уб4)5"':"' 25 =З2. 
3 ' 

Т _ l'.!.. ~ 3_ 3 __ . 3_ 

4) V 5=5 ,·4=53=V54=V5S.5=5Y5; 

I~ ~ 
1,75 4 4, 17 7 ' 

5) У 128 = y~ у 128 . '.У 1284 = (у 128 )4 =24=16; 
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1 
0,25 Т 1 ' 

6) V~ =v ~ = Y(~Y= 116; 
4 2 

0,4 то 5 

7) У9 =У9 = V9 = (у-9)5 = 35 = 243. 
Напомена. Сваки број или израз коренован нулом даје 

степен са бесконачним изложитељем, а основа му је тај број 
(израз). Тако, 

о . 1 О 

1) га = а о-= аОО ; 2) 1(5"= 5 ОО = оо; 

3) УО,5 . (0,5)00= (~)OO = ~ = О; 
о 

4) V(~) , (-~_)~ = (:)00. 

Сва правила, која су 8редела за степеновањеи корено­
вање са целим бројевима, вреде и за степеновање и корено­
вање саразломљеним бројевима. 

Примери: 

~ .!.. ~ ~+2...+~ 12 
1) 5".52.56 =53 6 =56=52=2~; 

1 1 1 

2) аТ. Ь3=(dь)з=rаЬ; 
m п m п т2 _п2 

3) аО:аШ=а П Ш=а~-' 
1 п 

4) (хll)П=Х П=х; 

5) (а-{)-} =a~=a{ =Va ; 
-3 

6) Va i а -{ =-4-1-. 

Va 
1 1 1 

7. (4.25)2 = 4~.252=Y4· V25 = 2·5 = 10. 
§ 98) Корени с алгебарским радикандима. Видели смо код 

степеновања да добијамо позитивну вредност, ако степену­
јемо: а) позитиван број било ларним, било непарним бројем; 

и Ь) када степенујемо негативан број ларним бројем, а да 

добијемо негативну вредност, ако степенујемо негативан број 

непарним изложитељем. Било је, дакле, 

1) (+ аРП = + р; 2) '(+ 6)'1n+1 + q; 3) (_6)2n+l~ - q, 
где р и q претстављају ,доби!Зене вредности степена. Како је 
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кореновање супротна радњастепеновању, онда се' из горњих~ 

трију једначина добија: 
2n 2п+l 

4) V+p=+aj 5) V+q=+b; и 
ИЗ којих једначина изводимо ,закључак: 

2п+1 

6) V -q=-b; 

1) Да сваки паран корен из . позитивног радцканда има 
по две једнаке али супротно означене стварне вредности; 

2) Да сваЈ(И непаран корен из ПОЗИТИВНQГ радик.анда има-' 
само једну позитивну стварну BP~ДHOCT; и 

З) Да сваки непаран корен из негат'ивног радиканда има' 
само јеДf!у стварну негативну вредност. 

, Остаје нам да испитамо случај кад имамо да извлачимо" 
, 2п 

паран корен из негативног радиканда, тј. случај V а. Уовом. 

случају апсолутно је неМОГУће добити једну стварну, позитивну­

ИЈIИ негативну, вредност, јер не постоји ни једна таква вред..., 

ност, било цела, разломљена или ирацио'нална, која, 'степено­
вана са парним изложитељем' 2п, даје за- вредност негативнw. 

2п '-

радиканд - а. Стога израз V. а није стваран. Он Је уобра-

жен (имагинаран). Из свега овога изводимо још правило:, 

4) Сваки паран корен из 'Негативна радиканда нема: 

стварне вредности. 
2п 

Израз V - а је само један алгебарски обележај, који је' 

задржан у алгебри само у ци.тьу геНералисања. Израз га зове­
се уображен (имагинаран) број другог степена. Такви су бро­

јеви V -9, V 25 итд. Па какоподизањем на квадрат 

једног имагинарног броја Н-гог степена, добијамо њег()в 'стварни­

радиканд [(V -а )2 = -:; аЈ,' значи да за све И~а!Ћнарне бројеве­
II степена вреди основно правило из кореновања: да корен ... 
степенован кореновим изложитељем, даје за резултат свој' 

радиканд. 

" § 99) Примери за вежбу 
а) Вапи корене: 

п r п 7 

1) V а2ПХ ; . 2) V(x-b)nr; З) VапхЬ-РfI ;4)V а14 (Ь 1 _с7)1Х; 
п. , 

5) y~~:; 
6 

1/ 
а12 Ь -24 св 

б) 64 п18 х -42 ; 

2П-.с.,3 __ ~_---=-_ 

V а 17п-'-10п
2 -з 

1 {) b(4n-6)2c15t§· 
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Ь) Стави пред корен чинитеље радиканда који се могу 

кореновати: 
4 6 

12) V12; 13) V'72; 14) {r192; 15) V 576; 16) V2l8б; 
4 4 

17) V б х4; 18) V 16x4y2z5; ј9) l' 81а6 Ь2 ; 20) 4 V72rSs4 ; 

3 

:21) VX~z+l; 22) {r4Х~Z-~; 2З).V' ба9Ь2с4; 24) У125Х2 . 
. 216 у4 , 

7 8~~~~ . 
. 25) Va2x2-Ь2хS+с2х4; 2б) l' - a1611b511; 27) V а8Ь24с17 d4Uпh35п ; 

х ___ _ 

У
а1 - 2xb-3Х 

ЗО)· ----. - . 
с -оХ -7 ' 

с) Уведи чинитеље пред кореном .У корен: 
5 

~З4) 5 V7; З5) З {rз; З6) З V2; 37) aV2; 
6 

.З8) с I 6d; З9) - а YS; 40) - r V':-К-; 
4 

5 

-41) ХВ V:Y14 C1S ; 42) !.-1/512а . 8 49' 

-44) (а + Ь) V а2 1 Ь2 ; 

-4б) (V10+Vб) 1/4-[15; 

d) Следеhе корене претвори у степене: 
п 3 5 

·48) V аР; 49) V 5а2 ; 50) VaSb4c5 ; 

15 3 

51) V X Sy5z 12 ; 5З) Va6x-1
• 

е) Следеhе степене претвори У корене: 
х 1 _.Е.. 1 

54) а п ; 55) а q; 56) с 12 ; 57) т-Т; 

.58) (_а_) ~ ; 59) _~_ . 
Х - 1 (а-х)-0,6 ' 

f) Нађи вредност степена: 

~1) (2 ~)+; 125+; 
1 

З2Т; 

рх ·1 
БО) a~n- 411' 

·0,01-0,5 ј 
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2 

-62) 10003; 0,lб1 ,5; 
2 5 1 -1,5 

2430,6 ; (~)-3 ; б4 
-"6 

; С7);, 
3 2 ~ 3 

133) 0,001 б 4; 0,064 3 ;. (- 0,Об4) 3; (- 0,oq032);; . 

,)доведи на најмањи заједнички изложитељ корене: 
4, ~. 9 34' 6 

«4) ут и V 3; б5) v5 и ~ 10;, бб)Vб, vy, и Y15~ 
5, 6 18 3 4 

1 f2 V5 1 f7 б8) lla4 иVаS ;, 
137) V з' б и V s ј 

11 5 3 4r 8 

·б9) у. '~, va , V аВ ј 
Ь2 Ь Ь2 

- 70) V а2, V аВ и V аР • 

ј) Сабери и ОДУЗМИ корене: 

"71) ЗУ-5 + 2(5; 72) 2V"З"- БVЗ + 4VЗ; 
:ј 3 3 5 5 '5 

73)' 5(4+ 2V'32 - V' 108 ; 74) зџ'2 + 4У2.:...с. ~'64; , 

'75) 3~a-' ~ Y~-I: Va;' 7б) {Y"27c4"--~+'125c~; 
"77) 3~/12бхSу2 + У V 20хВ -.--: У500хВу2 ~ Х f 45ху 2; , 

п п ;:z z 

"78) V а"+1 + Va; 79).Yab~+1 + Ь Va<+lb. 
k) ПОМНОЖИ корене: 

.во) y~ VЗ2; 81) {rЗ:-{r9ј' 82)~6· .~ 3бј 
,83) VI0 .У15ј 84) (зVs+vТЈ+V50-2 ~'72). У2ј 
,85) (2У20-7 У8- З VS +з V 18).4 УlО; 

4 4 

.8б) (5 - 2 ~ з) (б + 5 VЗ); 87) (зf5 +{7) (3 (5-(7) ; 

.88) V5+{1S. У5-5УI5; 89) Уб+2(5 . Уб-2V5; 
'90) зуа. 4{Ьј 91) хfБZ·YV'24zS ј . 

z z 4 4" 4, 

'92)Ya2<-s.Уаs-z,; 93) Y(a+b)8.Ya2--Ь2.У(а Ь)З; 

94) (а - Ьус)2 ј 95) (а ГУ + Ь П)4. ј 
>95) (а{Ь + Ь У ај (а {ь - Ь (d) ј .97) уз. V'5:; 

5 3 3 4' '4' 

'98) V~ . Y~j 99) y~ Y~j 100) 3 уГ2Х.5У2х2 ј 

101) Vafa2' V~~Va2{Гar; ( 3' 5 )2 
102) fG5 -Га +yaS • 

1) Подели корене:' 
4 4 

10З) v'6З: УТ; 104) V80: V5j / 

105Ј Vi: V~ ; . З' "у:з 
10б) 15: 5-:; 

',... · 
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3 3 

107) (у24- fi8 + у'12) : уЗ; 

109) V ~ : v: ; 110) ~: Га- V~:: t/~; 
111) (а -с- Ь) : (Га-Vb); 112) (а- 1) : ({а -1) ; 

4 

11З) (х -1): (Ух+ 1); 114) (а2+а+1); (а+ Уа + 1);:, 

4 

115) У72 : V 64; 

4 

117) УЬ: УЬ; 118) хВ : V х; 

119) Vac~4. ila:':\lac~\~; 120) (~: - УН: (y~: - i~). 
т) Изврши означено кореновање са негативним изло-

житељима: 
-2 

121) УТб; 

-2 

122) уа; 

3 -7 

-2 . -3 -5 

V1 . 
16'.- Уб4ј V24З; 

-3 '-~3_ 
ух·' !!..... , Ь' 

. -4 

l~ 
У Ь1О • 

3 -3 -2 
12~) Уа7 УЬ3 ; Уаг : Уа; усз . 

-4 -1 -3 1-3 
124) Ya- 14 

; уа. v аб; \ V 216-2. 

п) Изврши степеновање корена:· 
3 4 

125) (У а5)2; СУ Ь2)9 ј (У сЗ)4. 

VСб: 

126) (V~: (ifг.;)~ (1/ У";'';;'25 ): 
127) (~аь)з . (Y~': ь1сУ· (y~: . ~=;y 

.6 ~ r , 3 3 

128) (";(a2-Ь2)4)З ј (";(Х2_у2)2Г )s; (";12 - ";18)2;. 
3 3 

129) (_f5)6 j (-уЗ аЬ Вс)2; (_Yr2s4)S. 

р) Изврши кореновање корена: 
3 . 6 5 

1ЗО) V.;as; VJx; VJa6 ; VJY:j 
4 6 12 10 

1З1) fб4ј V8I;fiб; vЗ2 а 5 ; 



134) 

135) 

3 

VаЬ2Vа3Б; 
9 3 

У5- У-Ј 5 3 
-{БП . fb19: fb; 
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q) Изврши 0значене Р<tдње са степенима чији су изло-

Ж,итељи разломљени: 

2 2 

136) а -:З+3а"3; 

1 1 

1 ~ " -~ 
-а 3+4а 3, 
2 ' 

2 1 1 "1 1 1 

139) (Ь-С)?:' (6+с)2; (хТ +х3 У Т +у 2) (хТ_у 4); 

D) Преображај ирационаЛIJИХ корена 

§ 1 ОО) Рационаљење именитеља. Често се јавља потреба 

за претварање једнога разломка, чији је именитељ ирацио­

налан, у разломак с"а" рационалним именитељем., а да му ,се 

вредност не промени. Овај се посао назива" рационаље1Ье име­
Itитеља, а врши се на основу особине разломка' да се ње­

гова вредност не мења, ако му и бројитељ и именитељ по­
мнощимо једним истим бројем. Разломак' са ирационалним 

именитељем може имати један од ових облика: 

ь 
а)т-

Van 

Ь)' . с 
mУа + п Vb и 

с 
с) m m 

VaP + V bq , 

од 'којих случајеве под а), и Ь), као најчешhе испитујемо. . ,,':;.> 
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ь 
а) Да бисмо рационалили именитељ расломка n'_, где-

. уа" 

је т > П, треба да помножимо и бројитељ и именитељ. с([ 
m 

Yam - l1
• Тако, 

ш 

.ь ь lаШ =-П: 
--=---
Пl п1 m m 

~ Га;: . V~·-n yam 

Н а п о м е н а. Најчешlш је случај из овога облика, када_ 

је т = 2 а п = 1, тј. кад је -именитељ облика уа. у овом 
. случају' мно'жимо и бројитељ и именитељ са уа. 

Решени примери: 

2 2{2 2{2 
1) (2=СI2)2=-2-={2; 
2) б+vТz (6+уЋ)VЗ БVЗ+VЗБ 6у3з-+6=2VЗ+2; 
7з = (VЗ)2 = 3 

5 5 10 10 . 

у. а = уй·уаз5 а" = уй·п= ya ll =ауа =~~ а; З) 5 5 а а а l' 
уа2 ]fU2.yaв 

4) ~; у2 = (х2 (Я У7У = (х2 - У2+> ух +У = (х-у) ух+ у; 
l' х+у х + у ,Х у 

4 4 4 

5) ~x ~5a = Зх15~ V(2af -Зх 12::2'8аз = Зх ~a5 = 

2 12а 2.(У2а)4 
4 4 

Зах V260a Зх у200а 
4а --4--' 

Ь) Да бисмо рационалили именитељ разломка облика 

с с б б' --:-ГЕ" или ,~ ,{' тре а и рОЈитељ и именитељ да по-
a+vb mva.+ nv Ь . . 
множимо са а + fb, односно mГа + пl Ь. Тада је: 

с с (a+Vb) с (a+ffl 
1) а+:{Ь = (a+Vb) (а+ VЂ)= а2-Ь ; 

2) с _ c(mГa+nVb) _с (mГa+nVb). 
mГа +nfb- (mГа+ пfБ) (mуа+ nfb)- m2 a-п2 Ь' 

Изра~ени примери: 

1) Г~ =_V2(2 +y2)_=i2 \2+V2) = 212+2 =V2+ 1 2-V2 (2-ј/2) (2 + v2> 4-2 2 . 
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2) _~_~=m(аVЬ-Ь{t1). 
aVb"+bГa а2 Ь -Ь2а ' 

3) l-i2+VЗ = (I-V2+V3)(I+V2+V3)= 
1+V2-VЗ (1+f2)2-3' 

(I-V2 +fЗ) (1+V2 +V3) (I-V2 +V3) (I+V2 +fЗ) V2 
= 212 = 4 ' 

4) vтo .=: vтo ·V2 уз = {iO 'V2 -уз. (2=FY35 
]/2 .УЗ 2-V3 4--3 

= Y20-lOV3 (2+vз . 
. § 101) Ирационалне једначине. ИрациоН,алне су једначине­

оне у којима се непозната количина, сама или. са другим: 

количинама, налази у радиканду,-који се не може потпуно· 

кореновати. Такв<Ј, је једначина VI0 + 3 у2х + 1 = 5. При ре:' 
шавању ирационалних јВдначина старамо се најпре да једна-' 
чине ослободимо Kopeiia у 'чијим серадикандима јавља l!~­
позната количина. Ради тога једначину најпре преобража;'" 

вамо тако да чланове~. коренима у чијим се радиканди~а.. 

налази и непозната остављамо. на· једној, а остале чланов~­

пребацујемо на другу њену страну, па затим степенујемо обе·" 

њене CTpaH~ кореновим изложитељем. Тиме .добијамо једна-· 
чину без. корена, коју даље решавамо по ранијим упутствима_ 

Ако степеновањем не успемо да се свију корена под којима. 

се налази . у радиканду ин~поз~ата ослободимо, онда. опе~ 
добивену једначину претходно преображавамо тако да буду­

њени чланови с коренима .под којима је непозната С једне, а. 

све остале чланове с друге стране, па наново вршимо степе-

новање. 11) 
Примери:' РеШИТ1f једна,!ину. V4x2 + 8х- 11 - 2х = 1. 
Најпре ову једначину доводимо. на облик: 

V4x2 +8x-l1 = 1 + 2х, 
а затим степеновањем са 2, добијамо: 

4х2 + 8х - 11 = 1 + 4х + 4х2• 
Одавде је х = 3. . 

2) Решити једначину V 16+3 V 2х+ ( 5. 
Степеновањем са 2 добијамо: 

16 + 3 V2x+i = 25, или З У2х+l = 9, или V2x+1 --:-3_ 
Поновним степеновањем са 2 добијамо: 2х+ 1 . 9, а одавде је х=4_ 

3) Решити једнач'ину V х+а2 - V х 2аЬ - . а. 

,.-
( 
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Степеновањем са 2 добијамо: 

х+а2-2 V (х+а2) (x-2аЬ) + х - 2аЬ = а2, или 2х --..:.. 2аЬ = 
= 2 V (x+a2)(x~2ab), или х - аЬ = \( (х+а2) (x-2аЬ)· 

Поновним степеновањем са 2 добијамо: 
. х2 - 2аЬх + а2Ь2 = (х + а2) (х - 2аЬ), а одавде је х = Ь (Ь+2а). 

Напомена. Често се дешава да неко добивено ре­

шење не задовољава дату једначину, иако смо сасвим пра­

вилно радили. У том случају решење за.ll.овољава једначину 

од истих чланова, само са супротним знаком пред парним· 

кореном у чијем је радиканду непозната.· Ово се оснива на 

. теореми: Једначина Ат=вт(1), где су А и В зависне коли­

чине од х, еквивалентна је с једначином А = В (2), ако је т 
непаран број, а еквивалентна је с једначинама А = В и А =.-В, 
ако је т паран број. Заиста, 

1) Ако је т непаран број, онда А и В имају исте знаке 
-као и Ат и вт, те је за Ат = Вт и А = Вј 2) ако је т паран 
.број, онда за Аш = Вт, јер и А = В и А = - В, јер је (-:-А)т = 
= (_В)т= (+А)m= (+В)Ш= Аm= Вт. 

§ 102) Задаци за вежбу 
а) Рационали имените~е разломака: 

Ь х х т u u .v а 
1) 1Г:;-; S-; ~-; -5-' 2) п-ј -п--; п ; Va' 

r а .уа V а2 V а2 Уа Van - 1 Уа211-m 
х2 . хВ • хЈ!У. Хуху 

.3) V х 'v х/ v ху • ~ zy . 

11· 2 б 

4) 4+УI4; 2+У5·; УЗ-1 ј Y7~2 
1 12 1 vw 

5) V б + V 5 ; V 11 - V 5; У. 7 - V 3 ; 2 V 5 + V 1 О 
а-Ь аГа+Ь Га+уь 

б) га +vъj Гa+fb; Уа-У ь . 
1 +У2а-l Гх+Т+Гх-l Гa+fb 

7) l-У2а - Ь ; vx + l-ух 1; а+Ь+ (iiБ 
Ђ) Решити ове ирационалне једначине: 

9) v'2x = 4ј 2 ух = 3ј 4 У3х- 2,7. 

10) 3V5х-З = 0,2ј у5х- 17=Y3x+iТ 

, rт:::; ,г.;:-;:. • f Ь - ах 
11) а v Ьх = Ь; Ь v х - а = а ; V а + Ь = а - Ь . 

:12) Гх-+ 5 = 12; 13 - гх = 8; 



20) {ffx-fЗY = 3, 
зУ х -+ГУ=7{2. 
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Е) Примена степеновања и кореновања на решавање 
изложитељних једначина 

§ 103) Врста изложитељних једначина које серешавају без 
:употреоелогаритама . .' 

Видели смо раније да је иЗложитељна она једначина . 
чија се непозната, сама или са другим количинама, налази у 

Ј1зложитељу неког степена или корена. Такве су једначине: 
х 

а"= Ь и Vt =d. 
Решавање изложитељних једначина врши се уопште упо­

'требом логаритама. Међутим, постоји једна врста изложи­
тељних једначина које се решавају без употребелогаритама. 

То су оне изложитељне једначине чије стране можемо довести 

.на степене с једнаким. основама, тј. које можемо довести 

.на облик: 
ат =а". 

Па како су тада стране једначине једнаки степени с јед­

наким основама, то је јасно да су им и изложитељи једнаки, 
тј. т = п. Према томе упутство .за решаван;е изложитељних 
једначина које се решавају без употребе логаритама, састоји 

се у овоме: треба најпре обе стране једначиiiе довести' на 
једнаке степене с једнаким основама применом правила из 

.степеновања и кореновања. Затим изостављамо основе, а став.,. 

Ал[ебра V и УЈ \<\ 

\ 
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љамо да су изложитељи једнаки, чиме добијамо обичну алге­

барску једначину коју најзад решавамо по ранијим упутствима .. 

Решени примери: 

1) Решити једначину аХ + 1. а3Х - 4=аХ • а7х - 11. 

Када извршимо означено множење на обема странама,. 

добијамо: 
а4х - s = а8Х - 11. 

Одавде је 4х-З=8х-11,а х=2. 

2) Решити једначину ( 
З5 )зх -11 __ (.з5.)3.-7Х 

Како десну страну ове једначине можемо написати као-

(~)7X -: 3 . (l.-)ЗХ - 11 = (l.-)7X - 3 • 
5 ' то Је 5 5 . 

Стога је Зх - 11 = 7х - З, а х = - 2. 

З) Решити једначину З" + з х - 2 = 270. 
Растављањем на чинитеље леве стране, добијамо: 

з·-2 (З2 + 1) = 270, или ЗХ-2. 10 = 270, или Зх-2 = 27, илИ! 

зх-2 = з3. Одавде је х -:- 2 = З, а х = 5. 
4) Реши ти систем једначина: 

a4X-У: aY-Х = а, аХ+ У: а8х-2у = 1. 
Ако извршимо означено дељење на левим странама, а. 

заменимо са аО, добијамо: . 
1). а5х-2у = а1 , и 2) а3у-7х = аО. 

из (1) имамо: 5х - 2у = 1, а из (2): Зу - 7х = о. Ре­
шењем ових једначина добијамо: х = З, У = 7. 

5) Реши ти једначину V 2 Х+1 = Vo,51-4X. 

Ако коренё на обема· странама доведемо на облик сте-
пена, добијамо: • •. 

х+1 1-4х х-l (1 )1-4Х х+1 4х-l 
2""2 0,5-Г; или 2"2 "2 -г; или i"2'-2---Т: 

. х+ 1 4х-1 • 
Одавде Је -2-= -7-' а х=9.· 

Примери за вежбу: 

6) 4Х = 64; 
1 8) 12х - 1З =_. 

144 ' 

( 4)~ 64 
10) "5 5 = 125; 

12) хХ = х; 

7) 3~-5 = 81 ; 

9) (~)-X= 4096 ; 

11) 1 50,4" = 16. , 81 ) 

1З) 2Х = З" ; 
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2х ,,+2 
14) У64 = 2; 

. -5 

15) l( 5 ~-3x =~. 
v 25 '_ 

а 

16) 42(Х+l) . У16 15 ...:х 17) 100·102"-1 =v 10007; 
18) 43"+1 = 64. 22х+\ ; 

20) (5 Х )3 = 25; 

22) ( ~ У-7 = 64; 

21) (27)l1Х-15 _ (19)7~-:3 
19 - 27 ' 

26) (aX -3)2Х = (а2Х)1+Х; • 
28) 0,2523 = V'45X - 3·O, 1256;; 

19) 2Х = З2; 
1 . 

21) 49~X = З43; 

( 
4 )4Х-7 (З )2-3Х. 

2З) _. - - , . з - 4 

(2a)X-l_(3Ь)2Х-3. 25) ЗЬ - 2а ' 
х+2 х+3 

27) V а4х -17 = V а4(Х - 5); 

,,+2 4 "+3 
29) 648х-5 = VO,5 'V2X+24 ; 

ЗО) 7Х + 7х-1 = 8" ; . Зl) 2"~1 - 2"'-3 = зх-2 - З"-3; 

4 

32) {а"-l. {Уа211+1 . yГa'l-3J< = 1; 
4 6 

ЗЗ) tr а2-х • V а4-х • V а5х + I = 1 ; 

( I)Х 27 
З4) 0,75 = 64; З5) зх+1 - 3" = 2; 

36) 8·ЗХ + З,,+1 = 891; З7)22х ·з" '144; 

38) 5"+1 + 5" = 750; 39) 7 ·3х+1 _ 5"+2 = 3"Н - 5"+3; 

, ~)I аХ+У : а8х - 2у = Ј, 

22>:-3 ·25-3у = 0,5. 

42) I 
{ 

3 { 3х ; 2у 1 . 11 mх4 11 inY-З = 1, -va: п -..: - , 
44) 4 . 3 __ 3 45) х,4 уа 4у 

11 (m"-l? . v m5Y
-

I= 11 m23. fF2 = Ь13уьЗ • V Ь7 • 

& Квадратни и кубни корен из полинома 'и посебних броје!Ш 
§ 104) I{вадратни корен· из полинома. Како је извлачење 

квадраrног корена обрнута радња подизању полинома на 
квадрат, то се поступак за извлачење квадратнога корена 

састоји у овоме: 
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Најпре из Првог члана уреljеног радиканда извлачимо 

квадратни корен, и добивени корен је први члан резултата. 

Квадрат овог Првог члана одузимамо од радиканда, чиме до­

бијамо остатак од осталих чланова радиканда. Затим· Први 

члан остатка делимо двоструким Производом 'й.рвог члана ре­

зултата, и добивени количникдод,ајемо и резултату и дели­
тељу. Овако увеhани делитељ множимо додатим количником, 

и добивени Производ одузимамо од Првог остатка радикандовог. 

Први члан новог остатка оПет делимо Првим чланом двостру­

ког бинома од Првог и другог члана резултата, и нови ко­

личнИI{ додајемо ,и резултату I:l новом делитељу. Овако увеhани 
нови делитељ множимо новим количником и Производ оду зи­

мамо од другог остатка радикандовог. Овако радимо све дотле 

док не добијемо за остатак нулу. 

Ако радимо по горњем упутству, па не добијемо остатак 

нулу веn полином чији први члан није дељив с првим чланом 
двоструког резултата, значи .да дати радиканд ~ије квадрат 

неког' полинома. 

Решени примери,' 

1) Vlба6--24~+25а4--20аS+l0а2--4а +1 = 4аВ -- 3а2 + 2а ~1. 
lба6 

24а5+25а4--20а3 +10а2--4а+ 1 : (8а3 - За2) • (--За2) 
24а5+ 9а4 ' 

+ ~ 1 ба4--20а3+ 1 Оа2--Уа + 1 : (8а3 - ба2 + 2а)· 2а 
1 ба4--12а8+ 4а2 

+ 
-- 8а8 + ба2 -- 4а + r ': (8а8 

- ба2 + 
.. - 8аВ + ба2 -- 4а + 1 + 4а - 1). (- 1) 

+ + 
о 

2) v 9a2--12аЬ+4Ь2+ 18ас+9с2-12Ьс -t 2а+ЗЬ-2с=3а-2Ь+3с. 
-9а2 

~ 12ab+4b2+18ac+9c2--12Ьс+2а+ЗЬ-2с: (ба-
-- 12аЬ+4Ь2 -2Ь) . (-2Ь) 

+ 
18ас+9с~--]2Ьс+2а+ЗЬ-2с : (ба--
18ас+9с2-12Ьс ~4Ь+Зс)·Зс 

+ 
2а + 3Ь - 2с (остатак). 
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Код овога је примера радикаliД раван: (За - 2Ь + 2с)2 + 
+ 2а + ЗЬ ~ 2с. " ' ' 
'--" х' х2 хВ ' ' 

~) {1 +х= 1 +2-8+ 10-;-····' о •• 

,'-1', , (, х) х, 
х: 2+2 '2 

х2 , х+­
.4 

_ ~2 : (2 + х ~ ~2), .' ( _ ~2) 
,х2 хВ х4 

-4-8+64 

+ -+-'---

5х4 х5 .х6 ' 
64 + 64 - 256 ИТД: 

Примери за вежбу: 

1) {81а2 + 72аЬ,+ 15Ь2 ; 2) {81х2у2 _'54xy2z + 9y2z2; 

У 
l' 1 

З) 24' аВ 
- lOаВЬ2 + II"rg---:b4; 

4) {49a4,-42аВЬ+З7а2Ь2-'::"12аЬВ + 4Ь4 ; 

5) {4х2 + ?Оху + 12xz + 25у2 + ЗОуz+ 9z2; 
. уа2 аЬ ,2ас, Ь4 Ьс Ь2 
6) ~'-:-З-15+4-'5+2З ;, 

'7) {16a2 + 4О'аЬ + 25Ь2 + 16а.с + 2О'Ьс + 4с2 ; 
8) {16а4 +216а2Ь2 + 81Ь4 - 96аВЬ "-216аЬВ ; 

4 
9) {2=5::-::6:--:1-=-2-=-8О'=-а-+-;--;2::-:4=О'О-=-а-;:. 2--=-2-=-О'О'=О'О-а-;;-В + 625а4 ; , 

8 

10') {1 - 8а + 28а2 -'- 56аВ + 70а4 - 56а5 + 28а6 - 8а7 + аВ• 
Одреди пет чланова квадратног корена: 

11) {I+а; 12) {1-а; lЗ) {х2+а; 14) {U2--=t; . 
15) {х2 +Х+l; 16) {х2 -х+l; 1]) {х4 +х2+1. 

§ 10'5) Квадратни корен посебних брОјева 
а) Радиканд' је квадрат неког целог броја. ( , 
Упутство. - ДаТlI радиканд најпре се дели, идуhи на-



214 

лево, на одељке од По две цифре, тако да последљи одељак 

може имати и једну цифру. Затим се из Првог одељка на 

левој страни извлачи квадратни корен, и то приближно мањи, 

ако се не може извуhи' Потпун корен. Наljени корен је прва 
цифра траженог корена. Затим се квадрат ове цифре оду­

зима од првог радикандовог одељка, а добивеном се остатку 

дописује следеhи радикандов одељак. Овоме се броју .привре­

мено издвајаПосщдња цифра, па се остали део овога бррја 

дели двоструком првом цифром траженог к()рена. Добивени 

количник је друга цифра траженог корена. Ова цифра доПи­

сује се траженом корену и делитељу, Па се тако допуљен 
.делитељ множи другом цифром корена, а Производ се oдy~, 

зима од дељеника, коме сада рачунамо и раније издвојену 

цифру. Новодобивеном се остатку дописује следе/ш одељак, 
радикандов (треhи), па се гuрљи поступак продужава све 
дотле док се не употреби и последљи радикандов одељак. 

Примери: 

1) y=53=19=91;:::-3 1=10-:-74 = 7348. 

~919 : 143·3 

703~: 1464·4 

11750li.: 14688·8 

О 

2) У3195185108116 = 19896. 
291~ :29·9 

348ј5 : 388·8 

381018 : 3969·9 

2387116 : 39786 . 6 

. 0-
Ь) Радиканд је квадрат неког децuмалног броја. 
Из децималног броја извлачи се квадратни корен као из 

целог броја само с том разликом' што се децимални број дели 
на одељке, почевши од десетне зап~те. и. Аадесно и налево, 

тако да се може десити да' последњи одељак на левој страни 
бу де једноцифрен, а тако исто и последњи одељак на десној 
страни, у ком се случају попуњава овај на десној страни до­
писивањем једне нуле. (Ово се јавља када радиканд' није 
квадрат неког децималног броја). У резултату (корену) ставља 
се десетна запета пре него што се спусти први одељак из 

децималнога дела радикандовога. 

Примери: 

1) Y:-::l0=17=2--=-,6=218=0101 = 32,751 

1713..: 62·2 

486Е: 647·7 

333810 : 6~45 ·5 

6550~: 65501 . 1 

О 

2) У 47,4721 = 6,89 
11417: 128·8 

" 123211 : 1369·9 

О 
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с) Радиканд је квадрат неког обичног разломка. 
У овоме случају извлачи се KBaдpaTH~ корен и из бро­

јитеља и из именитеља. 

Примери: , 

,У144 1/ 144 12 
1) 169, 1/ 169 = 13 ј У

625 25 
2) 2209= 47' 

d) Из~лачење квадратногкорена, из ,целог или децuмал-
ЈЮГ броја који није квадрат другог броја. I 

У овоме случају И3lIлачимЪква:п'р'атни корен по упут­
<:TB~Ma за целе и децималне бројеве, само што је добивени 
.корен приближно, тачан. о.џај корен џиhе утолико тачнији, у-
.коЛикci '}јма више "Децимала:. :,' ј, о • - :'; о, " ",' 

Примери: 

1) V2,OOl00100 = 1,4142 .. , 
1010:24·4 

2) V 3,70100100 = 1,9235 ... 
2710: 29·9 " 

40]~; 281·1 

119010 : 2824·4 

60401~: 28282·2 

3836 
итд. 

90!0 :382·2 

1 3601~ : 3843·3 

2071010 : 38465·5 

'14775 
итд. 

3) 1/0,00102170= 0,0164: .. 
, 17јО: 26·6 

_==-.. .', \. 

14010 ;'324·4 

104 

итд. 

Напомена. Ако извлачимо квадратни корен из обичнога 

разnомка чији бројитељ или именитељ,ИЛИ оба, нису ква­

драти других бројева, онда је најпрактичније да' се дати 
разломак претходно претвори у десет ан, па да се' приступи 

извлачењу корена. При извлачењу квадратнога корена и~ пе­
риодичних десетих разломака, спуштамо уместо по две нуле 

(пошто исцрпемо спуштање постојеhих одељака радиканда)ј­
ло два од њихових понављајуhих децимала.. о 

'~~;~';' .• j~.Jj . 

Примери: 

1') • (З' _ . (2i = V2Т = 4,5826 ... '- О 65465 ' V 7 - V 72 7 7 -, ..... , или 
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~/; = JfO,(4218517l) = 0,65465 .... 2) 110;00103173=0'0193 .... 

68Е: 125·5 27~:29.9 

607~: 1304·4 127~:383.3 

855412 : 13086·6 124 

70268Е: 130925·5 итд. 

48060 

итд. 

Примери за вежбу: 

Одреди квадратни корен иа бројева: 

196; 576; 729; 841; 916"; 1225; 2304; 3025; 9604; 8100; 
61009; 56169; 90601; 65536; 516976; 207936; 630436; 9084196; 
250109011881. 

Одреди четврти корен иа бројева: 

3418801, 1874161; 30237384321. 
Одреди осми корен иа бројева: 
214358881; 25600000Э00. 
Одреди квадратни корен иа бројева: 

0,1369; 0,2209; 13,69; 0,09; 0,0001; 0,00000324;" 0;66581')6; 
0,00047524; 444,619396. 

Одреди квадратни корен са три деци мала иа: 

5 1 12 1 3 1 15 7 53 
31,8; 0,318; 0,0318; 3,18; т; 6т ; 7Ј! 2173; 849; 8; 121; 

80; 170; 401; 2501; 10004; 1603; 89997. 
§ 1U6) Конструкција израза уп; где је п цео број 
а) Ако је број п такав да се може претставити као збир квадрата од 

два цела броја, онда !Је, према Питагорином правилу, уп претс'гављати 
ХИпотенузу правоуглог троугла КОд ко'га су ти бројеви катете. Тако 

v5 даје се претставити као У4 + 1 или У22 + 12, те је у5" хипотенуза 
ПРавоуг лог троуг ла код кога су катете 2 и 1. Ако су катете 2 ст и 1 ст, 
Онда "ће хипотенуза у5" 'изнети приближно 2;~З ст, о чему се конструк­
ЦИјом т'роугла и M~pёњeM хипотенузе уверавамо. 

Тако исто vlб = У9 + 1 = УЗ2 "+1 претставља хипотенузу право-
Углог троугла чије су катете З и 1. . . 

. Ь) Ако је број' п такав да се може претставити као разлика ква-· 

'драта од два цела броја, онда нам у'п претставља катету правоуглог 
, тр,оуг ла код кога је веhи број хипотенуза а мањи друга катета. Тако, 

У5' даје се пр ет ставити као у9 --=-'4 = VF- 22; Te."jI5. претставља ка­
тету правоуглог троугла чија је хипотенуза З а друга катета 2. Тако.исто 

Vf2 == V 16 4 = V 42 22 претс;авља катету правоуглог троугла чија j~ 
хипотенуза 4 а друга катета 2. .. . 

с) Ако је број п такав да се не може претставити нити као збир 
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квадрата, нити као разлика квадрата од два цела броја, онда опет по-­

стуцамо као у случајевима под а) или Ь), старајући се да број п прет­

ставимо као збир квадрата, или каС? разлику квадрата од једног Ц~ЛQГ 

и једног ирационалног"броја, или од два ирационална број!!, па' је даљи_ 
рад као у претходним случајевима, што се види из следећих примера. 

Пример 1. Број V7даје се претставит~ као V4+З или У2Ч (VЗ)2. 
Па како је уз =р У4-1 = У22-!2, то је VЗ ка:rета правоуглог троугла. 
чија ·је хипотенуза 2 а друга катета' С Конст'рукцијом овог правоу­
глог троугла налазимо ту катету, чију величину означавамо са х. Тада.. 

11 22 + (Vз)2 = У22+х2 претставља хипотенуsу правоуглог ТРQугла чија. . 
је једна катета 2 а друга Х. . 

. Пример 2. Број VТ4 даје се претставити као у 16 2 =' V 42_ (V2)2 :, , 
Међутим, у2 даје се претст~вити као VТ+Т = V\ЧЈ2, те нам прет­
ставља хипотенузу равнокрако-правоуглог троугла чија је каТЕ<та 1. Ако. 
величину ове хипотенузе, коју конструкцијом троугла налазимо, ознаЧИ~(r 

са у, онда V4'-(Y2 )2= У42 . уЗ претставља катету правоуглог троугла.. 
чија је хипотенуза 4 а друга катета у. -

Примери за веж6у: V7; VП; YI7; У27; у'з7; у;ю. 

§ 107) Кубни корен ИЗ полинома. Пошто је ИЗБJlачење 

кубногкорена из полино'ма обрнута радља њиховом подизању:' 
на куб, то се поступак за извлачење I<убног корена- ослања 

на образац: 

(а+ Ь + с + d)B= аВ +За2Ь + ЗаЬ2 + ЬВ +3 (а + Ь)2 с +3 (а + 
+ Ь) с2 + сВ + З (а + ь + с)2 d + 3 (а + Ь + с) d2 +ds а састоји: 

се у овоме: 

. Треба извуhи кубни корен из првог члана р,адиканда аЗ,. 
чиме добијамо први члан а корена; одузимамо - куб првог 
члана корена од радиканда и тиме добијамо први љегов 
остатак; први члан овога остатка делимо са троструким ква-· 

дратом првога члана корена 3а2,чиме., д.об~Iјамо други члан Ь 

корена; одузимамо затим од првьг~ ()CTaT~a радикандовог 
." . • О." • 

. збир: 3д2[г+ 3аЬ2 + ЬВ, чиме доБИЈамо други остатак ради-
канда; први члан овога остатка делимо са З (а + Ь)2 и тиме· 
добијамо треhи члан с Kop~Ha;' .одузимаМо затим од другог 
остатка радикандовог збир: 3 (а + Ь)2 С + 3 (а + Ь) с2 + сВ И 
тиме добијамо треhи остатак радиканда; најзад, први члан. 

овога остатка деЛИМО,аа 3'('«'+ Ь + f!J2: и тиме' добијамо и че­
тврти члан d корена; па се: ЛЬСтуriаковај . наставља све дотле 
док се за остатак не добије нула>" 

Ако дати полином није куб Jt.pyror riолинома, не добија 
се. остатак нула, ма колико да се; продужи извлачење к)'бно • 
корена. 

. -- " 
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Примери: 

1) 1У64а3 
- 240а2Ь + 300аЬ2 -,.125ЬЗ = 4а - 5Ь 

-б4аS 

- 24иа2Ь + 300аЬ2 - 125Ь3 : 3· (4а)2 (= 48а2) 

-240 2Ь+3·00 Ь2-125ЬЗ 3·(4а)2(-5Ь)+3.4а. 
а а 1- .(_ 5Ь)2+ (_ 5Ь)З 

+ + 
о 

V'1 +х= 1+~_x2+ 2) 3 9 .... 

1 
х : 3·12 

х2 х3 

Х+ З + 27 

: 3 (1 + ~ )2 = (3 + 2х + -;-) 

Примери за вежбу. Одреди кубни корен .из полинома: 

~ .5) 8аЗ + 3ба2Ь + 54аЬ2 + 27ЬЗ ; 

'1 6) 27х6 - 108х5 + 171х4 - 136хВ + 57х2 - 12х + 1; 

J::f) 343а3Ь3 
- 441а2ЬВс + 189аЬВс2 - 27ЬВс3 ј 

, ~) 27 аВ 
- 54а2Ь + 39аЬ2 - 8ЬН + 27аВс - ЗбаЬс + 12Ь2с+9аС2-

- БЬс2 +'СЗј 

Одреди 4 члана ·кубног корена из 

Y~ l-х; аЗ +хSјоЗ+lј а9 -1; и а3 -а2 +1. 

§ 108) Иубни корен из посебних бројева. Поступак· за из­

влачење кубног корена из посебних бројева сличан је по­

ступку за извлачење кубног корена из полинома, а узимајуhи 

у обзир подизање на куб посебних бројева (§ 88). Овде ра­
диканде делимо на одељке од по 3 цифре идуhи улево код 

цеЛI1Х бројева, а улево и десно од запете код децималних бројева. 



Решени примери: 

3 

1) v34010681392 = 698 

98 

3 ·692·8 --+ 
3.69 ·82--+ 

- 216; -

124016~: 3·62 или 108 
'912=--Л : 
.1;!~81 
. 729' 

1~i59~192-: З. ~92 или 
114264 

3 

.13248 
512 

о , 

2) . V 4-=-:1"'-:,IQ=6=316=2-=-5 = 3,45 

- 27 

140163: 3·32 или 27 
З ·32 . 4 --+ 108 

144 
64 

1: 

"N '. ' 

14283 

17596125 : 3·342 или 3468 

3·342·5 --+ 17340 
3·34 ·52--+ 2550 

. 58--+ 125 
----;0::--

З) ~2,OOOOOO = .1,25 ... 
1 . 

1OIO(): З· ]2 или 3 

3-. ]2·2 6 
3·1·2212 

28 8 

2720100 : 3 . 122 или 432 

3·122·5 2160 
3·12·52 900 

58 125 

46875 итд. 

Примери за вежбу: 

Нађикубни корен И3 бројева: 

'. 219 
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4) 5832; 5) 3375; 6) 32768; 7) 287496; 
8) 804357; 9) lЗ67631; 10) 32157432; 

11) 438976000000; 12) 2,197; 13) 0,000512; 
14) 0,004913; 15) 24,389; 16) 0,000778688; 
17) 0,000010648. 

Одреди кубни корен са 3 децимала -из бројева: 
4; 3; 13; 565; 0,45; 612;800; 

317, 81; 1.5,41; 1,083. 

ОдреДI1 шести корен И3 бројева: 

10; 100; 1000; 10000; 100000. 
Одреди кУбни коре'н из: 

512 2197 303 1000 2 ( ) з ( ) 
729; 3375; 6ы2 ; 2197; з 3 дец. ; 4 3 дец. ~ 

\r \ Ј) Имагинарни и комплекс"и бројеви 

§ 109) Рачунске радње са· имагинарни м бројевима другог 

степена. Видели смо раније (§ 98) да се израз y-=U зове 
имагинаран број другог степена. Квадрат овог имагинарно г 

броја је стваран негативан број, јер је (у а)2 = - а. Па. 
2п 

како је сваки имагинарни израз V - а у ствари п-ти корен' 
2п п 

имагинарног броја у- а, јер је v-=-a = ~ а , 

(

4 6 3 10 . 5 ) 

v-a=ff- а, v - а = v1f=a, V=a=vv а итд. , 
то ћемо испитати рачунске операције само имагинарних бро­

јева другог степена, које ћемо отсад помињати само као· 

имагинарне бројеве. -
Сваки имагинаран број једнак је ПРОИЗВОДУ од једног ствар­

ног броја и имагинарног броја У'-I, који. се. назива имаги­

нарна јединица, а бележи се са i~ Тако, у - а = уа (- 1) = 
=Га· y=I= Ы, ако је уа=Ь. 

Примери: 

1) y-16=+4i, јер је V=1б=УIб.(-I)=VТ6·FI=+4i;~ 
2) V-25=+5i; 3) y-8=+2iy'"2; 4) у=3=+ју'3;. 

5) у-=й2 = + ai. . 
Пре вршења ма које .операције са имагинарним броје­

вима, доводимо ове бројеве увек на облик Ы, а осим .овога. 

треба увек имати у виду да је ј2 = (-V=-n2 = - 1. 
а) Сабираfbе и одуЗимање. Ако имамо да саберемо или 

одузмемо имагинарне' бројеве ai иЬi, оннда је њихов збир: 

ai + Ы = (а + Ь)ј. 
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.а. разлика: 

ai - ы= (а -:- Ь) i. 
Према овоме, збир од два имагинарна броја је такође 

lIмагинаран, а тако исто је имагинарна и њихова разлика. 

Примери: 

1)Y-4+.у=9+У 16. 2i+3i+4i=9i; 
2) 2 г- З6 -у -100' '12i - 10i = 2ј; 

З) V . а2Ь + V аЬ2"= ајП ~. Ы га = (а {ь + Ь vb Га)ј. 
Ь) Множење. Ако имамо да множимо имагинарни број 

ај са стварним бројем Ь, онда је њихов производ: 

ај·Ь = аЫ 

Ако имамо пак да множимо два имагинарна броја ai и Ы, 
'(јнда је њихов производ: ' 

ај . Ы = аЫ2 = аЬ . (-'- 1) = -,. аЬ . 
Из овога увиђамо да је производ од једног стварног и 

и једног имагинарно г броја. имагинаран, а производ од два 

lIмагинарна бројаЕ!~аран број .. 

Примери: 

1) V . ]б·5-:-4i·5=20i; 2) 7,У~З=7.iVЗ" 7iуЗ; 

З)у 9.У 16=3i·4i=]2i2 =-12; 
4) V х2 • V у2 = хј . уј = хуј2 ~ - ху . 

с) Деље/1Је. Ако имамо да делимо имагинарни број ај са 
стварним бројем Ь, онда је њихов количник: 

. ај а" " а 
ь=ь 1 . ml, заь=m. 

дакле, количник измеђУ једног имагинариог и једног 

стварног броја је имагинаран. Међутим, ако имамо да делимо 

имагинарне бројеве ај и Ы, онда је њихов количник: 
. ai а 

Ы=Ь' 
• ј 

ДоБИЈа~о, дакле, у овом случају реалан количник: 

Примери: 

1) F 25 : 5 = 5i : 5 = i ; 2) y~ 64 : 2 = 8ј : 2 = 4ј ; 

) ,~ 8 4" 2 2ј 2ј 2: 3 8: v -1б= : 1=~=""2=--1=- {; 
1 1 -

4) Г-Зб: Y~9 =6ё: 3i=2. 

d) Степеновање. При степеновању имагинарних бројева 
добијамо или стварне или имаl'инарне вредности. То једино 

зависи од степена имагинарне јединице; јер та јединица сте-
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пенована парним бројем даје стварну, а степенована непарним 

бројем, даје имагинарну ~peДHOCT. 

Тако, i1 =i; i2=({-1)2=_1; iS =i2 ·i=-1·i=-i; 
i4 = iЧ2 =(-1)'(-;1)=+ 1 ;, i7 =i8.i4 =-i·1 = - ј; ј 1В = 
= р2. i = i4 • i4 • i4 • i = 1 . 1 . 1 . i = i итд .. 

Уопште је: 

i4n = + 1 ; i4n + 1 = + i; i 4n + 2 = _ 1; и i4n + 3 = - i . 

дакле, да бисмо сазнали да је неки степен јп једнак 

. ј, - i, + 1, или - 1, треба изложитељ стеиена п да поде­

лимо са 4, Па ако је остатак нула, онда је ји = + 1; ако је 

остатак 1, онда је ј" = ј; ако је остатак 2, онда је јп = -1; 
и најзад, ако је остатак З, онда је iU = ~ ј. Према овоме 

п-ти с-rепен од i слаже се с.а степенима: i4, i9, i2 И ј. 

Ако имамо да степенујемо имагинарни број ai са п. 

онда је:_ 
(ai)n = а" in • 

Да ли је добивенавредност а" in стварна или имагинарна, 
зависи од iП , а сазнајемо по горњем упутству. 

Примери: 

'1)-[(1/ - 9)9 = (3i)3 = 27ј3 = - 27i ; 

2) (y~a2b4)9 = (ab2i)9 = a9b18i9 = а9а18 ј ; 

3) (v= 25)4 = (51)4 = 625ј4 = 625 ; 

4) (V 5)6 = (i У5)6= ј6 . '{5'ii = - 125. 

Напомена. 1) Кад имагинаран број коренујемо ма којим 
стварним бројем, добијамо за резултат имагинаран израз. Тако, 

3 6 4 8 m 2т 

1)Уу 16=у 16; 2)УГ-9=F9; 3)УУ-а=у а: 
2) При множењу, дељењу и подизању на квадрат и куб 

полинома чији су сви или поједини чланови имагинарни при­
др жавамо се ранијих правила о тим радњама с полиномима 

и правила И3 овога параграфа о операцијама са имагинарним 

бројевима. 

Примери: 

1) (1Г-а+у-Ь) ({ а-у-Ь)=(у а)2_(у Ь)2 = 

=-а+Ь; 

2) (у аЬ+{ ас):у а=(ivаЬ+iуас):iVа=Vb+Vё-; 
3) (2 - { 2)2 = (2 - i У2)2 = 22 - 4ј {2 + 2ј2 = 4 -

-4ј V2-2=2-4iV2. ' 
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§ 11 О) Иомпленсни бројеви. Кад се један стваран и један 
имагинаран број, оба различита од нуле, вежу или знаком 

сабирања, или знаком одузимања, онда се добива нов бројни 

израз, који ~o облику није ни стваран ни имагинэран број. Ова-

_ кав се и"раз зове комплексан број. Комплексан је број, дакле,. 

збир или разлика од једног стварног и једног имагинарно г 

броја. Такви су бројеви а + Ы и а - Ы;- Код сваког ком­
плексног броја облика а + Ы разликујемо два дела: стварни 

део а и имагинарни Ы. Два комплексна броја облика а + Ы 

- стваран 

број 

,а!Ы - конплекса.н 
број 

Сл. 18 

и а - bi зову се KOlbyrOBaHO (спрегнуто) комплексни. Израз:. 
а + bi је општи облик 3-&, све стварне и имагинарне бројеве,. 

јер претставља нулу за а =,0 и Ь =-= О; претставља стваран 

број за Ь = О а а Ф О; и најзад, претставља све имагинарне· 

бројеве за а = О а Ь Ф О. Слика 18, звана стабло бројева, 

даје нам јасан преглед. свих врста стварних и имагинарних: 

бројева. 

Комплексни број а + bi претставља: 
1) за Ь = О а а> О позитиван стваран број, који може­

бити цео, разломљен и ирационалан (нпр. 5, 2/8 И VЗ); 
2) За Ь = О а а < О негаТИdан стваран број (цео, раз-

ЛОJ\:iљен и ~рационалан,~пр. - З, :' и - -У2); 
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3) За а = О а Ь > О позитиван имагинаран број (цео; 

,разломљен и ирационалан, нпр. 2ј, ~- i и i vз); 
4) За а = О и Ь < О негативан имагинаран, број (цео, 

,разломљен и ирационалан, нпр.-4ј, - ; i и i у7); и најзад 
5) За а = О и Ь = О претставља нулу, 
Према ОВ.оме, стварна и имагинарна бројна област имају 

·само нулу заједничку. 

При сабирању, одузимању, множењу и дељењу и сте­

пеновању комплексних бројева придржавамо се правила о 

операцијама с ПОJIИНОМИМ~. Пре сваке операције потребно је 
довести имагинарни део комплексног броја на облик Ы, а 
притом треба 'водити рачуна да је i2 = - 1. У свима опера­
цијама с комплексним бројевима добијамо за резултате опет 

,комплексне бројеве облика А + Bi, осим при саБИРа/ЬУ и мно­
жељу два комплексна коњугована броја, када добијамо за ре­
.зултате стварне бројеве 

[(а + Ы) + (а - Ы)=-2а; (а + Ы) . (а - Ы) = а2 + Ь2 ]. 
Примери: 

1) (1 - у-4)+ (3 -V=25) -(2-у-64)= 1-2i+3-5i­
-2+8ј=2+ј; 

2) (3 + 2ј) (3 - 2i) = 32 - (2 i)2 = 9 - 4 ј2 = 9 - 4 . (- 1) = 
=9+4=13; . 

3) (2 - З i)2 = 4 - 12 i + 9 ј 2 = 4 - 12 i - 9 = - 5 - 12 i ; 

4) (5 + 2ђ8= 125 + 150ј + 60Р+ 8i 3 = 125+ 150ј-60-
- 8 i = 65 + 142 i ; 

5) _~ = 5 (3 + 2 ј) = 15 + 10 i _ ~_+ 1 О i 
З - 2 i 32 __ (2 ј):! 9 + 4 - 13 . 

§ 111) Графичко претстављање бројева 
Тумаче/и сл. 19. 1) Права ХХ' зове се стварна бројна 

линија, јер све њене тачке лретстављају све стварне: целе, 
разломљене, ирационалне позитивне и негативне бројеве, и 
то: на делу ОХ налазе се позитивне, а на делу ОХ' нега­
тивне. Тачке на тој правој (управо њихова отстојања од, 
координатног почетка О), које су лодједнако удаљене једна од '. 
друге лретстављају целе бројеве; тачке између ових тачака ~ 
претстављају разломљене бројеве' и најзад тачке између Ta-~ 
чака које претстављају разломљене бројеве а служе за то дa~1 
створе везу тачака ради добивања праве линије, лретстављајУ:~ 
.ирационалне бројеве. 
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2) Права уу' зове се имагинарна бројна линија, јер све 
њене тачке претстављају све имагинарне: целе, раSЛОМЈЪ.ене 

и ирационалне бројеве, и то: на делу ОУ налаsе се позитивни, 

а на делу ОУ' негатl1вни. Тачке на овој правој, које су под­
једнако удаљене једна од друге (на истом отстојању као и 

у 

I 

(-6,5+5,5,':') 
0----------_ I , 
I ј 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-/0 -Э:-8 -7:-6 -5;-4::-3 -г ~I -.. 2 з .. ; G 1i.7 8:910 
I I I ?;. i : : 

• I " '-Зi- : ' " (-В-Зt-}О- _ -- - _ .L ____ - - 1. 

: -4i I ј I 

1 =-S~-----г--Ь(6-~,.s:i) 
" -6... I 

: -11-: : 
~(:'t.:.8i:1. __ -8i: ' : 

-9i.- I I 

, -10;':.: 1, ________ 0('t--10ij I , 

bt~:!'_"L ____ __ =щ:~-- ---- ---.,- ;'-0(8,5 ~0,5vЈ 

цели стварни бројСIJИ на ~TBapHoj правој), .претстављају цеlIе 

имагинарне бројеве; тачке између ових тачака, претстављају 
имагинарне разломљене (јројевеј и најзад, тачке на овој праВQј 
између тачака које претстављају раsломљене бројеве,. а слуще 

за то да"' створе везу за добивање праве линије, претстаnљају 

ирационалне имагинарне бројеве; . 
З) Тачке у 1 квадранту (.ХОУ)· претстављају комплексне 

бројеве чији су и стварни и имагинарни делови ·позитивни. 

4) Тачке у Il квадранту (УОХ') претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни делови негативни а имагинарни делови 
позитивни. 

Аnгебра V и ,VJ 15 
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5) Тачке у III квадранту (Х'ОУ') претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни и имагинарни делови негативни; 

6) Тачке у ТУ 'квадранту (У'ОХ) претстављају комплексне 
бројеве чији су стварни делови .позитивни а имагинарни не­

гативни. 

Из свега овога излази да свака тачка у равни прет­

ставља по један број. Пресечна тачка О стварне праве ХХ' 

и имагинарне уу' претставља нулу. Ова је тачка и једина 
заједничка тачка стварних и имагинарних бројних области. 

§ 1 Љ .. ) Задаци за вежбу 
а) Довести на облик Ы: 

444 

1) У'=9; У-16; У-64; У-121; V х4 ; У-16; У-81; V-256; 
4 8 

2) Y-а2Г ; У=а4ЬЗ; У-9а2х; V ~16a8; У-256; 4У-72а4• 
Ь) Колика је вредност степена имагинарне јединице: 

3) (У-l)2; (У_l)2; (У-l)5; (У-1)12; (V-l)43; i51 ; i9 ; i1S• 

с) Изврши означене радње: 
4 4 

4) 8FТ2+5F80-6У 3+3v 405; 

5) У _(а_г)2 - у -(г-2а)"I. + у -4а2 г2 - yГ---4~(a-г=)2-; 

6) у=г-. V Т; 7) i V 28 -:i V -32; 8) i У -.хг; 

9) уа-ь. УЬ-а; 10) (5-бi) (4+3i); 

11) (V -3 + у- 2) . v· -6; 12) (2х + 3i) (3y-8i); 

13) (-&- V"З+2i) (--}VЗ+2i); 14) V5+4i·V5-4i; 

15) (1 + Y"2-3iV5-2i) (1 +V2+3i Y5+2i); 

16) (3 + 2i У"2)2; 

17) (7 + i У5)2 + (7 - i'(5)2 + ( - 7 + i У5)2 + ( - 7 - i V 5)2 ; 
18) У=25: -V-3б; 19) х: у х; 40) V у"Ј.: V у. 

d) Рационалl.k.tkменитељи разломака: 
2 . 46 50 12 

1 + / 7 +2 У - 5; 3 - 4i; V 2 - iV 3 ; 

22) У.а - V. Ь; 23) у-=а + У=Ь. 
Уа +~'-b У-а- V-b 

~) Одредити вредност израза: 

24) 23-21 • 23+2ј ; 25) 55-51: 55-51; 26) (22+2ј)2-ј; 

27) (33ј)-21; 28) (4-51) 1; 29) (23Ј )4Ј. 



227 

§ 113. Четири рачунеке радње с приliПижним ередностима ирационацних 

ЙРОјева 
Код § 93 казато је за ирационалне бројеве да се могу сматрати 

као децимални бројеви са бесконачно много д~цимала без периодног по~ 

нављања и дарачунске радње са тим бројевима вршимо само са њиховим 

приближним вредностима. Резултати ће бити УТОЛl1Ко тачнији, уколико 

узимамо у поступак више децимала. 3а обичну употребу при рачунању 

са ирационалним бројевима узимамо по 3, а за тачнију по 5 и 6 деци­
мала; а остале децимале изостављамо. При свођењу ирационал~их бројева 
на децималне бројеве од 3, 4 и 5 децимала пазимо увек на први изо­

стављени децимал ирационалног броја. Ако је тај децимал: Ој 1, 2,3.и 4, 
онда се o~' и сви остали даљи децимали изостављају. Ако је тај децимал: 
5, 6, 7, 8 и 9, онда се он и сви остали децимали опет изостављају, али 

се у овом случају последњи децимал добивеног децималног броја повећава 
за 1. Тако, ирационалне бројеве: 

2'35142 ..... ' 3'91562 ..... ' 25'89371 .... ' 
сводимо на љихове приближне децималне бројеве од три деuимала: 

2,351, 3,916 и 25,894. 
Тада је 2,351 приближно мањи, а 3,916' и 25,894 су приближно Behu бро­
јеви од датих ирациоиалних бројева. 

Под грешком при свођењу ирационалног броја. у децималан број 

разумемо разлику између ирационалног и приближно мањег децималног 

броја, или разлику између чриближно већег децималног и ирационалног 

'броја. Ова је разлика увек мања од 0'001'0'0001'0'00001' .... при свођењу 
ирационалних бројева на децималне бројеве од 3, 4, 5' .... децимала. 
Тако, код предњих примера грешка је мања од ~,001, јер је: 

а)_2,35142.... Ь)_3,916 с>_25,894 

.2,351 3,91562. . . . 25,89371 .. '0 

0,00042 . . . . 0,00038 . . . . 0,00029 .•.. 

1) Сабирање ирационалних бројева 

Нека имамо да саберемо ирационалне бројеве: 

8'5938168 .... ' 5'3412834.... и 3'8145419 ...• 
. Тада је њихов приближни збир: 

а) са три децимала: . 
8,594 

+ 5,341 
3,815 

17,750 

с) са пет децимала: 
8,59382 

+ 5,34128 
3,81454 

Ь) са четири децимала: 

8,5938 
. + 5,3413 
3 814g 

}7,7496 

d) са шест децимала: 
8,593817 

+ 5,341283 
3,814542 

17,74964 17,749642 

Из добивених збирова увиђамо да c~ они приближно једнаки, јер 
ако извршимо лоправке код збирова пед Ь), с) и d) и сведемо их на три 

децимала, добијамо збир под а). 

15* 
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ll) Одузимаље ирационалних бројева 

Нека имамо да одузмемо ирационалан број 57,2814521 .... од ира­
ционалног броја 92,5407852 ... Тада је њихова приближна разлика: 

а) са 3 децимала: Ь) са 4 децимала: с) са 5 децимала: 
92,541 _ 92,5408 92,54079 
57,281 57,2815 57,28145 
35,260 35,2593 35,25934 

и овде увиljамо да је грешка у сва три случаја добивених разлика 

мања од 0,001, што није значајно за обичну употребу. ' 

ЈП) Множење ирационалних бројева - Угтредова скраћена метода 

Нека имамо број 25'481752 .... да множимо са бројем 34'819456 .... 
Ако желимо да добијемо приближни производ са четири децимала, онда 

сводимо најпре дате бројеве на децималне са по два Децимала 34,82 и 
25,48, приступамо њиховом множењу, чиме добијамо приближни произ­
вод 887,2136. 

Међутим, овај начин множења је недовољно тачан и дуготрајан, 

те се при множењу ирационалних бројева, или децималних бројева са 

великим бројем децимала, служимо Угтредовом методом (Енглез Уг­
тред 1573-1660), којом се множење у многоме упрошћава. Ова метода 

састоји се у овоме: треба најпре множuтељ, ако већ није, свести на деци- . 
малан број чија је целина једноцифрена делеlш га са 10, 100, 1000" ... 
Због овога, да . се не би променио производ, множенuк множимо са 10, 
100, \000' .... (Код наших бројева множеник 35'481725 .... претварамо у 
254'81725 .... а множитељ 34'819456 .... у 3,4819456 .... ) 

Затим множитељ .пишемо испод множеника тако да његова цифра 

јединица дође испод оне децималне цифре множеника (2-ге, 3-liе, 4-те, .... ) 
са колико децимала желимо да израчунамо тражени производ (са 2, 3, 
4, .... децимцла), а све остале цифре множитеља пишемо испод множе­
ника у Обрнуt6м· реду. Тако, да бисмо добили производ' са 4 децима.l!а. 
наше дате бројеве пишемо: 

254,81725 .... 
65491843 

НајзадriрисtуiIаМо множењу које ~ршимо на следећи начин: мно­
жимо најпре са 3 све цифре множеника, почевши од 5, ·али производ од 

251-,81725 ... , 
65491843 
7644518 
1019269 
203854 

2548 
2293 

102 
13 

= 887,2598 

3 и 5, звани поправка, не пишемо испод 

црте.множења, већ га додајемо производу од 

цифре 3 и цифре изнад ње, 2. Затим на­

стављамо редом множење са осталим ци­

фрама множитеља, множећи најпре цифру 

множеника за једно место удесно од цифре 

множитеља са којом множимо. Овај про­

извод (поправка) додаје се увек производу 
од цифре множитеља и цифре множеника 

изнад ње. Ако је поправка од О до 4, не 
додајемо следећем производу ништа, ако 

је та поправка од 5 до !4, додајемо 1, ако 
је од 15 до 24 додајемо 2, од 25 до 34 до-
дајемо 3 итд. 
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Доби вене делимичне производе од свих цифара множитеља пишемо ' 
један испод другога не померајући их за једно место улево, 'као што 
радимо код множења. Сабирањем најзад свих делимичних производа' до­
бијамо тражени производ, у коме одвајамо запетом с деСНа улево ОНР­
лико децимала са колико и желимо да 1:Iзрачунамо производ. 

Производ датих бројева са 4 деци мала добивен по lfrTpeAQBoj ме­
тоди је 887,2598, а раЗJiliкује се од правог производа Д!јТИХ' бројева: 

887,259002441 БОО " 
тек у шестом децималном месту. 

Пр'имер 2. Нека имамо да миожимо децималнебројеве 0,923415671 
и 151,58415 и желимо да нађемо производ са 3 децимала. Померањем З:l' 

пете за два места добијамо: 

92,3415671 ·1,5158415, 
а пишуlЦi бројеве један испод другога и њиховим множењеAi ПО Угтре­
Довој методи добијамо: 

92,3415(671) 
(51)485151 

92342 
, 46171 

923 
462 

74 
4 

Код овог примера цифре, множеника 

671 и цифре множитеља 51, као из-
лишне, изостављамо. . , ' 

= 139,976 (Потпун: 139,97517958521465). 
Пример q. Нека ИМаМО да МНОЖИМQ децималне бројеве (Џ)Q~174 и 

0,28135 и желимо да нађемо производ са 5 деЩlма~а. Померщрем з~nете 
за ј,едно место' код множеНИ,ка удево, а \<!Јд ~нощ.итељij. удес!'!о, доби~ 

јамо 0,0008174 и 2,8135, а пишући бројеве јемн испод другога", ЈЫЈ/ЩВIIМ 
множењем по Угтредовој методи добијамо: ' 

0,QQ0817(4) 
(53)18Z 

163 
65 

Код овог примера цифру множеиика 4 и цифре 
множитеља 53,к!ю излишне, ~ЗQрављамQ. 

0,00229 (потпун: 0,00229975490) 
Примери за Вежбу. Изврши множење са онолико деци'мала колико 

је означено у загради: 

1) 27,5671·13,45601(3) 5) 0,056234.0,081493(5), 
2) 925,81072·5,381896 (4), 6) 250,35678·0,084562(4), 
3) 25,893456·0,002731(5), 7) 26,89354·56,1234(2), 
4) 519,819435·56,2371(2), 8) 15,48193·897,456(4). 

JV) Дељење ирационалних бројева: - Гијоваскраћена метод'! 
Дељење вишецифрених бројева по Гијовој методи (Ги, ФР<!Нl,\уски 

официр из ХIХ века:) састоји се у овоме: 

а) Ако унапред није условљен број децимала у КО.11ичнику, онда, као 

и у обичном дељењу, делитељ претварамо најпр-е у цео број, а затим 
приступамо оf\ичиом дељењу све док не спустимо последњу дељенuкову, 

цифру. После овога да:љим остацима не додаје се нула (не спуштамо 
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нулу), веli се поступно иЗбацује по једна делитељева цифра с десне 

стране, па се дељење даље врши, узимајуliи у обзир увек и поправку са 

избаченом цифром. 

Пример 1. Нека имамо да делимо број 428,5213456 са 75,89145. 
Тада је: 42852134,56: 7 e.1~ @. ~!i е. = 5,64650346 

49064095 

35292256 

4935676 

382189 

2732 

355 

52 

Објашљеље. Дељеник је дељен до краја и 
тиме добијамо део количника 5,64, а затим оста­
так 4935676 дели се делитељем 758914, јер се ње­
гова цифра 5 избацује, али се узима у обзир 

поправка ове цифре у наступајуliем делимичном > 

производу. Нови остатак 382189 дели се са 75891 
итд. 

Добивени количник разликује се од правог тек у седмом децималном 

месту. 

Пример 2. 0,876: 0,325 =~76 : 313. е. = 2,69 

226 

31 

2 
Код овог примера добивени количник разликује се од правог у треliем 
децималном месту. 

в) Гијова метода нарочито се примењује при дељењу ирационалних 
бројева или де цималних бројева са великим бројем деци мала, када је уна-
пред условљен број децимала у количнику. . 

У овом случају не узимамо у поступак све цифре дељеника и дели­

теља, веli само онолико колико је потребно да се добије количник са 

УТВРђеним бројем ·децимала. Разуме се, врло је важно да се претходно, 

одреди и целина траженог количника. Та се целина 'лакО oдpeђyj~ из 
целина дељеника и делитеља, као што се види из следеliих решених при­

мера. Ако је делитељ десетан разломак, онда га претходно множимо" 

са 10, 100. 1000' .... да бисмо добили децималан број са једноцифреном 
целином, а са толико исто множимо И дељеник да се не би количник 
променио. Ако нађемо да liе целина количника бити на пр. двоцифрена, 
а тражи се количник са три децимала, онда делимо само 5 или 6 првих 
цифара дељеника и 5 цифара делитеља, што зависи од тога да ли је 
прва цифра дељеника веliа или мања од прве цифре делитеља. О шестој 
цифри деJIитеља ипак водимо рачуна ради израчунавања поправке ове 

цифре; та се поправка додаје првом делимичном производу. 

Пример з. 428;5213456 ..... : 75, 89145 ... (3 децимала). 
Код овога примера целина траженог количника биliе једноцифрена, 

јер је она количник измеђУ 428 и 75. Па како је условљено да тражени ко­
личник има три децимала, то по Гијовој методи делимо само од де,ъеника 

42852 са делитељем 7589(1), а остале њихове цифре као излишне зане­

марујемо. Биliе дакле: 

42852 : 7589(1) = 5,646 
4906 

353 

50 
5 

Упореди овај пример са првим! 
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Пример 4. 0,875: 0,325 (4 децимала). 
Множимо најпре и дељеник и делитељ са 10, чиме добијамо 8,75: 3,25, 

"Те увиђамо да ће целина количника бити једноцифрена, а цео количник 
петоцифрен. Да бисмо добили тражени количник, делимо овде: 

87500 : 32500 = 2,6923 

22500 

3000 

75 

10 
О 

Упореди овај ПРИ/liер са другим! 

Прави количник је 2'692307 ..... 

Приме/" 5. 6,8234781 : 58,35126 (4 децимала). -
O~дe увиђамо да ће бити целина траженог количника О. Па како 

.су нам потребна четири његова децимала, то по Гијовој методи делимо 

.само: 

6823: 5835(1) = 0,1169 

988 
404 Обично делећи дате бројеве добијамо 0,11693 .•... 

54 
2 

Пример 6. 0,5817345: 42,53812 (5 децимала). 
Овде увиђамо да је први део количника 0,01. Па како нам је по­

-гребно 5 децнмала, то:децимални део количника, осим О, налазимо делеци 
по Гијовој методи бројеве: 

5817 : 4253(8) = 0,01367 

1563 
287 Обично деле!;и дате бројеве добијамо 0'0136756 ....• 

32 

3 
Примери за вежбу. Поделити са онолико децимала колико је озиа-

чено у загради: 

1) 52,84231 : 8,214561 (3), 6) 35,4281 : 0,098134 (2), 
2) 584,105623: 24,81093 (3), 7) 0,06583 ~ 65,9841 (6), 
3) 8,503794: 2З5,42{)7 (4), 
4) 0,0893145: 0;527134 (5), 

8) 54,782534 : 0,00098356 (4), 
9) 8,9154: 0,6835 (3), 

5) 18,598431 : 0,7562 (3), 10) 0,8: 3,52134 (5). 

III. Логаритмовање 

§ 114) Појам и особине nогоритама. Логоритмовање,к~о. 
и кореновање, је рачунска радња која стоји у тесној В,ези са 
<:тепеновањем. Код ове радње зна се вредност 'степена и 
његова основа, а тражи се' изложитељ. Тако, из 53= 125, 
логаритам од 125 за основу 5 је 3. Код логоритмовањ~ дата 
вредност степена зове се логарuтманд (нумерус или антuло­
гарuтам), дата основа ЛQгаритамска основа, а тражени изло-
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житељ логарuтам. Дакле, uод логарuтмом неког броја за неку 

дату основу разумемо онај изложитељ којим треба стеuено­

вати основу да би се добила вредност једнака датом броју. 

Тако, 
логоритам од 8 за основу 2 је 3, јер 23 = 8; 

" 
1 1_ 

2 " 2' " 22" = V 2; " -{2" " 
" "81,, " 3" 4, " 34 = 81 ; 
" ,,216 " " 6" 3, " 63 = 216. 

Ако је, дакле, bn = а, онда је п ЛQГQритам броја а за 

основу Ь. Ова се означава 

log а(Ь) = п, 

а чита се: "логаритам од а за основу Ь је п". 

Напомена. Да бисмо са сигурнОЈ.irnу одредили логари­
там неког броја за дану основу, замишљамонајпре да је 

тражени логаритам х, а затим стављамо да је х-ти степен 

основе једнак нумерусу. Најзад добивену изложитељну јед­

начину решавамо, ДоврД(,:lщ oQe ff>eH~ стране 1ia f:тепене с 

једнаким основама, тј. доводеhи их на облик Ь" -:- ъn . Одавде 
је х= п. 

Примери: 

1) log 729(3)= х. Тада је 3 Х = 729, или ЗХ = 36. Одавде 

је х = 6, Ц,IЩ log 729(з) = 6; 

625 . (2)Х 625 ( 5 )4 ( 2 )-4 
2) Zog16(-}) =х. Тада Је .5 =16= 2 = 5 . 

Одавде је х = - 4, или log ~~5 (f) = -4. 

На осно,ву Д~финиције ДQгаритма лако је решити једна-

чине: 

1) за Zog Х(4) =-3, је х -:- 43 = 64; 
4 

2) за Zog 256(х) = 4, је х4 = 256, а х = V 256 = 4. 
Примери за вежбу: 

1) Наhи логаритме за основу 2 бројевима: 2,4,64,8, 32.·· 
1 1 1 1 1 1 

128, 16, 4' 2' 16'64' 42' 128 и 1. 

2) Наhи логаритме за основу 3 бројевима: 3, 9, 81, 27. 
1 1 1 1 

1, 243, ЗП , 729, -9' 27' 8т и 243· 

З) Наhи логаритме за осн(шу - 4 бројевима: 16, - 64. 
- 1024 и 256. 
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4) НilЋИ логаритмеза oCl10BY - 5 бројевима: - 5, 25, 
- 125 и 625. 

5) Hanl!: log 36(6); 10g 49(7); lоg21б(6); 1,0S 81 (9);,.zOg 64(-8); 
1 1 ' 

10S 343(7); log 256(4); log729(9); log 512(8); log g( ~); 10S 27(.-i-) ; 

1 1 1 1 
log 24З('{} log 81 (i} log 729 (-~y log 2(4);logS(4);log 27(9); 

16 . 125 27 25 • 121,' 
log 25( :); log 21~( :У log 51 2( :); loS 9( :); log зв( ~I)' 

6) Израчунати х из једначина: 
log Х(9) = 2; log Х(4) = 3; log Х(7) = 1; log Х(2) = 3; 
log 121(х) = 2; log 196(х) = 2; log 34З(х) = 3 и 
log 625(1;.)=4. -

l' п Ь 

7) I1аЋИ: log Tt;); log Гг(г); log a~; и log VOS(8); 
-ь' -1 1 1 

log а (а); log Ща); log а(а!; и loS а2(а) • 

§ 115) Основна џраВИlJ!1 логаIJJfТЈУЈDlщц.а. Правила која се 
ДОКqgyју н.ё!. q,СffЩ~у ca~e деФи.ницијелогаРИТ1\ЈQваff>а јесу: 

1) Кад' се основа степену је логаритмом,добија 'се ло~ 
гqр!1тманд. 

, КЩ<О је log 64(4) =3, то је заис;та 48 -:- 64. 
2) Логцритам неЩЈГ броја за ()СНОВУ једнаку с тим бро-

јем j~ 1. Тако, ~ 

а) log !5(~) = 1, јер је 51 = 5; 
Ь) log а(а) = 1, јер је а1 =а. 

3) Логаритам од ј за ма коју основу је О. 
а) log 1 (аЈ = О, јер аО = 1 ; 
Ь) log 1(10)-:-О' јер 1ОО=). 
4) ЛргаР!1там степена за OCfloBY једнаку са стеПeJf()ВОМ 

основом једнак је изложиreљу степена. 

а) log a8(~) = 3, јер (аР = аВ,; 

Ь) log 104(10) = 4, јер (10)4 --..: 104 = 1.0000. 
5) Логаритам од нуле за основу> 1 је - оо, а за 

основу < 1 је + оо. 
.. 1 1 О ( . > 1)' а) log О(а) = - оо, Јер Је а-ОО = ",= - =. ако Је а ; 

а оо 

Ь) log О(а) = + оо, јер је а"" = О (ако је а < 1). 
6) Једнаким бројевима (изразима) за исту позитивну 

и од нуле разли'читу основу, одговарају једнаки логаритМИ. 

и обрнуто. 
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Доказ. - а), Нека је број М = броју N, а основа а > О. 

Ако претпоставимо да је log М(а) = т и log N(a) = п, онда 
је М = ат и N = аП • Па како је М = N, то је и ат = аП • 

Одавде је т = п или log М(а) = log N(a)' 

Ь) Нека је log М(а) = log N(a), а основа а > О. Ако 

претпоставимо да је log М(а) = т, а log N(a) = П, онда 
ат = М и аП = N. Па како је т = П, то је и ат ' а n , па 

и M=N. 
7) За основу> 1 већем броју одговара већи логаРlfтам, 

и обрнуто. 

Доказ. - Нека је број М веhи од броја N. а основа 

а > 1. Ако претпоставимо да је log М(а) = т и log N(a) = п, 

онда је М = ат и N = аЛ . Па како је по претпоставци М > N, 
то је и ат > аП • Пошто су ови степени неједнаки, а имају 

једнаке основе, и то веће од 1, то је очевидно да је изло­

житељ т степена на левој страни ове неједначине веnи од 

изложитеља П, тј. т > п, или 
log М(а) > log N(a). 

8) За основу < 1, веliемброју одговара мањuлогаритам, 
и обрнуто. 

Доказ. - Нек~је,број М веnи од броја N, а основа 

а < 1. Ако претпоставимо да је log М(а) = т иlоg N(a) , = П, 

то је М = ат и N = аП 
• Па како је М > N, то је и ат >аП 

, 

Степени ове неједначине су неједнаки, а .основе су им једна­

ке, али мање од 1, тј. они су прави разломци. Стога 

изложитељ т мора бити мањи од изложитеља П, пошто је 

разломак вепи кад му је изложитељ мањи. Дакле је: т < п, 
или log М(а) < log N(a). 

9) Логаритам негативног броја за позитивну основу је 

uмагинаран (уображен) број. Тако, log (-8)(2) није ни + З, ни 
- 3, Тј. није стваран број, јер је 23 = 8 и 2-3 ~ + а не - 8. 

Да је ово правило тачно, уверавамо. се и по томе што 

је негативан број мањи од О (нуле), па би требао његов. 

логаrитам, на основу 5 и 7 основ. правила, да буде мањи 

и од - ОО, а то је немогуће. 

10) За основу> 1, log ОО је ОО. 

Заиста је, за а > 1, log ОО(а) = ОО, јер је а'" = оо. 

11) За основу> 1, логаритми позитивних бројева веlzи~; 
од 1 јесу позитивни, а позитивних бројева мањих од 1 jeCy~', 

негативни. 
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Како је за основу> 1, log 0=- оо, а log 1 ~ О, то, 
на основу 1 основног правила, бројеви веhи од 1 имају ло­
гаритме веће од нуле, тј. они су позитивни, а бројеви мањи 

од 1 а веhи од О, им<tjу Jlогаритме мање од О а веЬе од - ОО, 

тј. њихови су логаритми негативни. 

Н а П о м е н а: Број 1, нула (О) и негативни бројеви не 
узимају се При логаритмовању .за основе, Пошто је ма који 
стеПен од 1 једнак 1; што су стеПеnи .ад. О једнаКи пули, ми 
itеодре~еnи, а попе кад и nемогуhnи; а степеии- негативии~ 
бројева нису увек i10зитдвии. Из овога разлога за логаритам­
еке основе узимају се само позитивни цели или разломљени 
бројеви. За овакву основу сваЈ{ОМ IПОЗИТИВНОМ стварном броју 
одговара само једаn стваран логаритам. 

§ 11 б) Главна правила за логаритмовање израза f 

1) Логаритам i1роизвода јед.nак је зб.uру логаритама и0је':" 

диних љегових чинитеља. . 
~ Образац: log MNP = log М + log N + log Р. 

Доказ. - Ако претпостав'имо да је log М(а) = т, log N(a) = п 
и log Р(а) = р, онда је М = а'П, N. = аl\ и Р = аl1 . Множењем 
ових једначина 'добијамо 

MNP=am+ n+р. 
Тада је, на основу б и 4 рсновног правила: 

log MNP(Q} = log aт+lI~)+ r = т + п + р, 
log MNP = log М +.log N +log Р. 

_. . ! 

или 

. Примери: 
э) log 3ab(x2- y2)=log3 + loga+logb+log(x+ у)+ log(x-y); 
Ь) log ЗО=lоg(2.З~5). lQg2+10gЗ+lоg5. 

2) Логаритам разломка (количника) једнак је разлици 
изме~у логаритма бројитеља (дељеника) и логаритма име­

нитеља (делитеља). 

М 
Образац: log N == log М -Iog N. 

Дока, - Ако претпоставимо да је log М(а). т и 
log N(a) = П, онда је М = аl11 и !v = аП • Дељењем ових једна­
чина добијамо 

м 
N =ат - п 

.. 

Тада је, на основу б и 4 осн. правила: 
М т-п 

log - = log а (вј = т - fI, или 
N(aj 

М . 
log N = log М - log N. 
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Примери: 

5аЬ 
а) log 7с(х+у) = log 5аЬ -log 7с(х + у) 

~ (log 5 + Log а + log Ь) - [log 7 + log с + Log (х + у)Ј 
= log 5 + log а + log Ь - log 7 -log с - log (х + у). 

а(х2- у2) 
Ь) log Ьс loga+log(x+y) +log(x-y)_logb-logc. 

З) Логарlfтам . степена једнак је производу од изложи­
теља степена и логаритма основе . 

. Образац: log МЧ = q·log М. 
Доказ. - Ако претпоставимо да је log М{а) = т, онда 

је М = ат. Ако ОВУ једначину CTe~eHyjeMO са q, добијамо:. 
МQ=ачm . 

Тада је, на основу 6 и 4 основног правила: 

log М(;) = lQg а ~~ = qm, IIЛИ 

log МЧ = q·log М. 
ПРl!мери: 

а) log аХ ЬУ = х log а + у log Ь; 
За4Ь2 d 

Ь) log 5csd = Log 3 + 4 log а + 2 log b-log 5 - 3 log c-1og .-

4) Логаритам корена једнак је количнику 1fзмеlJу лога­

ритма радиканда и изложитеља корена. 

Образац: log ум = log М =.i. . log М. 
р р 

Доказ. - Ако претпоставимо да је log М(а) = т, онда је: 
М = ат. Ако ову једнаЧИI-IУ коренујемо са р, добијамо: 

р р 111 

I м = l(aПi = а 11 . 
Тада је, на основу 6 и 4 основног правила? , . 

р ,. m т 

log V М(а) = log а (;,) = р' или 

log V М = log М . 
Р 

Примери: 

V а2ЬВс 1 
а) log -dx =- (2 log а + 3 Log Ь + log с - х log. d -m· q 

-log m)ј 5 

V
-аsЬС2 1 

Ь) log У-=-5 {3Ioga+logb+2Iogc­
х2 __ 

у
2 

1 • - 2(log (х + у) + log (х - у»)}. 
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19). Vab; 
а 4 

22) 7i уех ; 

5 

V'a·Vif· 
4 25) 

" ух 
8 

<.УЬ57 
28) .а' x2y~; 

Х 
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23) (аЬ VXy)6; 

3 

26) 27) V' )fYб; 
Х 

29) 30) VaV~Гc; 
4 

Vv~; 32) 
33) 

m· т' У 
3 

ymn~; 31) 

34) 

37) 

5 

а4уЬ2е 
-3-

X2Vyz4 

аn! -
п 

Vbf е 
m 

35) 
п 

2 v(~х-+-х-)-з 

3 

36) a-ьVх+ у ј . 
c-d Х-У 

'1 38) -111-'-----

~апГъ 
/-,,- 10. __ _ 

V а ~. 40) 4а2 У(й - 2Ь)бе7 

39) п, ЬВ . 5 __ 
.(-'1- , v7х2уЗ 
JI ЬуаХ 

\ 

§ 117) Антиnогаритмовање. Радња којом се тражи израз 

чији је логаритам познат, зове се антилогаритмова1Ье. Њен је' 

, правац рада супротан радњи логаритмовања израза, а ослања 
се на правила из претходног параграфа. Ако су сl3и чланови 
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познатог логаритма позитивни, значи да је тражени израз 

моном у целом облику; ако у том логаритму има и негативних 

чланова,значи да је тражени израз разломљен. 

1) log х = 3 log а + 2log Ь - 5log с -log d; х =? 
. аЗ Ь2 • аЗЬ2 

3 log а + 2 log Ь - 5 log с - log d = log с5(i' те је х = c5d • 

2) log z = 2 log (х - у) - ~ [log (х+у) + log (х2_ху+у2)1; z=? 

2 log (х - у) - ~ [log (х + у) + log (х2 - ху + у 2)} = 

(х - у)2 . (х- у)2 
= log ,( з + В' те је z =,г::::st+ З' 

'у Х У ух-!Гу 

·21 З 
3) log х= 310g а-5 log Ь - 4[ogc - 3 log d +4 log ј; х =? 

21' 3 
~;~lоgа-510gЬ-410gс-з [ogd+ 41og!= 

. 4 4 

аЗ·ff аЗ v/З 

= log 5 .. ' те је х = -5 --4 - • 

v Ь2 • Гс· dЗ dSfb2 {с 
Примери за вежбу. Наlш антилогаритме логаритмима: 

1) log а + log Ь -log С; 2) 5 log а+б log b-21og c-3log d; 
3) log a+log b-log (а+Ь); 4) 5 log а -log Ь + log 5; 

1 
5) 3 log а + zlog b-log С; б) 410g а - (log Ь + log с); 

7) -} log с-З log d-log 4ј 8) -}- [3 log а - (2 log Ь+2 log с)Ј. 
1 2 

9) 5(41og а -Tlog С + log 4); 

10) log а + ~ log С -log Ь - + (log п + log Х)ј 
ЈЈ) ploga+qlogb- ~ (qloga-rlogn)-log,2j 

1 3 
12) 2" [log (а - х) + log (а + х)] -log С -5 log ај 

З 
13) п log (а + Ь) + т log С -log (с + d) - 4 log d; 

n-1 
14) - (log 3+ log а - 210g Ь + -3- log с); 

5 1 
15) -6 [log а + 7 log х + z (log Ь -log z)]; 

16) ~lоgх-~lОgа-(~lоgЬ+~lОg с); 
r х п х 

1 I 5 .' 
17) log а + z [log Ь + Т log (c-d)Ј - 4 (log n-log х) -log 5; 
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1 1. 1 f 
18) 4 [log 3 + 5 log а + 5" log (а-Ь) - 2" (log,x + у)]; . 

1 1 (. 1 
flCS:/19) loga + а {log а + а [log а + а- (Iog а + а loga)]}; 

1 s . h 
20) - (т loga+ -log Ь - (р log c'+-log d)]. 

r п q 
§ 118 Логвритамске системе. Као што је раније казато 

(напомена § 115), сваки позитиван цео илиразломљен број 
може се узети за логаритамску осноЈзу и за сваку такву 'Основу 

одгов'Ора само п'О један стваран логаритам св.аком броју при­

родног БРQјн'Ог реда. Скуп свију' л'Огаритама свијуброј~ва 
природног а бројнога реда за неку позитивну и ОД 1 разли­
читу основу, зове се логарuтамска система. Пошто се сваки 

позитиван и од 1 различити број Ј\}оже узети за л'Огаритамску 
'Осн'Ову. то бисмо имали бескрајно много тих логаритам.ских 

система. Међутим, у математlщи употребљавају се само две; 
и то: обична, Бригава или ДЕцимална система за 'Основу 10,' 
и l1рироДна или Неl1ејюва система за J-;lраци'Оналну осн'Ову 

2,718281828· ... " који се број добија сабираљем чланова 
бескрајног реда:. 

1 1 1 1 1 
.1 +т + т.2 + Г2--:З + 1·2·З~ + \·2 .. 3.4.5 + .... 

а која се бележи словом е. 

Бригова или децимална система је, дакле, C'{Yl1 логарu-
. тама свију бројева l1рироднога бројног реда, израчунdтux за 
основу 10, а Hel1epOBa је CKyl1 логаритама истиХ ~pojeвa из­
рачунатux за основу е = 2,718281828· ..... Таблице у којима 
се налазе израчунати логаритми било БРИI'ове бил'О Непер'Ове 

системе, з'Ову се логаритамске таблице .. У уп'Отреби су у­

г лавн'Оме Бригови логаритми, к'Ојизад'Овоља.вају све.tJ'О;гребе 
у практiщи, а Неперови се л'Огаритми уп'Отребљавају у В.ишој 
математици. Од логаритама БРиrове системе можемо добити 

логаритме Неперове системе, и обрнуто, помоћу теореме 

која гласи: 

Количник .лОl'аритама исто, броја за две различuillе основе 

увек је стадан u једнак рециl1рочној вреДн()СТИ''ЛОl''аритма-једне 
основе израчунат за другу основу. 

доказ. - Ако претпоставимо' да је log N(a) --: п, онда 
је аn = N. Тада је по б основном правилу: log аn (Ь) = log 
N\b), или п .log Щь) = log N 1b), или log N(a}. log "а(ь) = log N(b). 

. log N(Q) 1 .' 1 
Овде Је 1 N = -,_'_' или log N(Q) = log N(b) (1) 

og (Ь) og а(ь} log а(ь} 



240 

примери: 

logI8(4) [~ = ~ = ~]; 
2 

2) log 64(2) = 
log 64(8) 

_ 1 [~ _ ~-з]. з)lоg 81(91 _ 
- log 2(8) 2 - ~ - , log 81(з) -

1 [2 1 ] 
log 9(з) 4" = 2" . 

Помоhу једначине (1) можемо добити логаритме за 

основу а из. логаритма за основу Ь, ако ове логаритме 

1 1 
ломножимоса . Израз зове се модуо. Модуо 

log а(ь) log Щь) 

Бригове сист~ме према Нелеровој је 1 110 = 0,4342945· .. " 
I og (е) 

Н Б · . 1 
а модуо еперове према РИГОВОј Је 1 -

og e(IO) 

1 1 
log 2,718281828"(Ји) -:- 0,4342945 = 2,302585. 

Дакле, да бисмо добил'и Бригове логаритме из Непе­

рових, треба ове flомножитиса 0'4342945 .... а Неперове до­
бијамо из Бригових, ако ове flомножимо са 2,302585. 

§ 119) Бригови nогаритми. То су логаритми свију бројева 
десетног система израчунати за основу 10. Особине Бриго­
ви~ логаритама исказане су помоhу ова три правила: 1, Сви 
бројеви десетног система који су степени од ЈО, т.ј. бројеви 
Ј, ЈО, ЈОО, 1000, ... 0,1, 0,01, 0,001, ... имају за бригове лога­

ритме целе рационалне бројеве, и то: позитиВНе, ако је изло­

житељ од 10 flозитиван, а негативне ако је тај uзложиtеЈЬ 

негативан. 

Тако, log 1 -== О, 'јер 100 = 1; 
log 10= 1, " 

101= 10; 
log 100=2, 

" 
102= 100; 

log 1000 = 3, 
" 

105 == 1000; 
log 10000= '4, 

" 
104= 10000; 

- - -",-, --:-- -- ---
----- ----

-1 1 
log 0,1 -1, јер 10= 

10 
=0,1 ; 

-2 1 
log 0,01 -2, 

" 
10 ......: 

100 
=0,01 ; 

-:1 1 
log 0,001 -3, 

" 10= 
1000 

= 0,001; 

-4 1 
log 0,0001 -4, 

" 10 = 10000 =0,0001; 
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-5 1 
log 0,00001 = - 5, јер 10 = 100000 = 0,00001; 

п -п 

Уопште је log 10 = п и log 10 = - п. 

2) Сви бројеви (цели или разломљени) који нису сте­

лени од 10, имају за Бригове логаритме ирацuоналне бројеве, 
и то: позитивне, ако су ти .бројеви веhи од 1, а негативне, 

·ако су маfbИ од 1. Заиста, ако је М такав један број, чији је 
логари'гам х, онда је 1ОК = М.Из ове једначине увиђамо да 
х не може бити цео број, јер М није степен од 10. Тако исто 
хне може .бити ни разломљен број, јер ако претпоставимо да 

р' р q 
је х = (ј' онда је 1 ОХ = 10q = V 1 ОР = неком ирационалном 

·броју а не рационалном М. Ови ирационални логаритми пр.ет­

стављају се као децимални бројеви, обично са 5 или 6 деци­
мала.' Код оваК\30га логаритма водимо рачуна и о његовом 
.целом де{IУ и о његовом децималном делу. Цели се део p~oгa 

.логаритма зове карактеристика, а децимални мантиса. Тако, 

ако је на пр. 3,56235 логаритам неког броја, онда је З његова 
карактеристика а 0,56235 мантиса. 

3) ЈЈогаритми од два броја, који се раqликују 10" јЈута, 
Ј'де је п ма који цео број, имају различите караf(теристике, 

·али једнаке мантџсе. 

Заиста 'логаритми бројева М и 10"· М. разликују се само 
у карактеристикама, . јер је log 10п • М = п log 10 + log М = 
= п + lo'g М. Исти је случај и са логаРИТМflма бројева М 1:1 

10-"· М, јер је lQg 1O-П М=-п+lоg M=log М-п. 
. а) ОдређИlJање 'карактеристике. 1) Карактеристика ло­

гаритама СВl1ју бројева веhих од 1 (целих или разломљених) 

једнака је броју цифара целине тих бројева мање 1. Заиста, 
сви логаРf!ТМИ целих и разломљених бојева веhих од 1 а ма­
њих од 10 (једноцифрени и децимални бројеви са једноцифре­
,ном целином) имају за карактеристику нулу (О), јер су ти' лога- . 
ритми, на основу 7 основног правила (§ 115), веhи од О, која 
је логаритам од 1, а мањи ОД'I, који је логаритам од 1 О; 
логаритми целих и разломљених бројева веhих од 10 а мањих 
од 1 ОО (двоцифрени цели бројеви и р.ецимални бројеви са' дво­
цифреном целином) имају карактеристику 1, јер су ти лога­

ритми, на основу истог основног правила, веhи од 1 (log 10) 
.а мањи од 2 (log 100); логаритми целих и разломљених бр 0-

Алгебра V и Уј 16 
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јева веhих од 100 а мањих од 1000 (троцифрени цели и де­

цимални бројеви са троцифреном целином) имају карак.тери­

стику 2, јер су ти логаритми веhи од 2 (log 100) а мањи од 
3 (log 1000); итд. 

2) Позитивни бројеви мањи од 1 имају негативне лога­
ритме, јер су ти бројеви > О а < 1, па се и њихови лога­

ритми налазе између - оо и О [- оо = log О, а О = log 1; 3 
и 5 осн. пр. § 115]. Овакав логаритам,. ради удобности при 

рачунању, претвара се у разлику, чији је умаљени к десетан 

разломак са целином О, а умалитељ један цео брОј, а на основу 

правила: да се број не меља, ако му се најпре дода а затим 

одузме један исти број. Тако, ако је - 2,52347 логаритам 

једног броја < 1, онда се овај логаритам пише: 3'- 2,52347 -

- 3 = 0,47653 - 3. Оваква се разлика пише друкчије: 3,47653, 
а зове се логаритам с позитивном мантисом а негативном 

карактеристиком. Такав логаритам претставља увек нега-

тиван број. Тако, 2,34562 = 0,34562 - .2 = - 1,65438;. 

1.82397 = 0,82397 -1 = - О,С7603; итд: 
Када тражимо логаритам једнога броја < 1, не нала­

зимо његов негативни логаритам веn њему једнак· логаритам 

с позитивном мантисом а негативном :<арактеристиком. Та: 

негативна карактеристика једнака' је б ро ју свију нула испред 

првог децимала (који није нула) датог броја. Тако, каракте­

ристика логаритма броЈа 0,5 је -1, броја 0,025 је -2, броја. 

0,0000156 је - 5, итд. 
Ь) Одређивање мантисе. Одређивање-мантисе л,о.гаритама 

вршимо или елементарним путем који је заметан и неподесан,_ 

или подеснијим методама изложеним у вищој математици, и: 

то само простих, бројева. Тако, да бисмо нашли Бригов лога­

ритам од 2 елементарним путем, поступамо овако: 
Ако ставимо да је log 2(10) = х, онда је 10- = 2 (1). Из ове­

једначине увиђамо да је О < х < 1, јер је 100< 2 < 101. Ло- ., 
гаритам х је, дакле, прав ,раз~омак и нека је његова BpeД~OCT' 

х =~. Заменом у (1) добијамо: 1 О ; = 2, или степенова" 
у 

њем са у имамо 21 = 10 (П). Из ове једначине увиђамо да је-

з < у < 4, јер је 28< 10 < 24 .. Ако ставимо да је у = 3 +L 
z 

. I .. ' 
(где је z> 1), онда, замено~ у (п) имамо: 2'9 + z = 1 О, илИ:; 

28.27= 10, или 2~ = ~ = ~, u~и 2 = (: у (Ш). Из ове јед.ј 
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'(-)$ (5)4 на4ине увиђамо д,.а је 3 < z < 4, јер је f < 2 < 4: . Ако ' 

ставимо да је z = 3 + o~ и <\аменом у (III) добијамо: 2 = 
u 

=(~Y++, или 2=(~Y'(~)+' или (~-)~=~;~, или степе-
новањем са u добијамо : = (~~~U (ЈУ). Из ове једначине уви­
ђамо да је 9 < 11 < 10 итд. 

1 
Ако рда узмемо да је u -= 9,. онда је z = З + "9 = 

28 ' о 1 9 93 о 1 28 'о 
="9' у=З+-z=З+ 28=28' аХ=у=gз = 0,30107 ... 

Дакле, х = log 2 = 0,30107 ... Тачнијим рачунањем доби­
јамо log 2 -:- 0,30103. 

Истим путем могли бисмо израчунати логаритме свију 

'остаЈIИХ простих бројева!), али је овај посао заМетан и непо­
десан. Од ,овога смо рада ослобођени, јер су лог.аритми свију 
бројева природног а бројног реда већ израчунати и скупљени 

у логаритамским таблицама. Остаје нам да о покажемо' само 
руковање с таблицама, тј. да покажемо како ћем() даном 
броју !наhи логаритам у таблицама, и обрнуто, познатом лога- . 
ритму наhи одговарајуhи број (нумерус). 

§ 120) Употреба таблица. За оБИ4НУ употребу врло су 

подесне Давидовиhа таблице, у којима се налазе мантисе лога­
ритама бројева од 1,' до 10009, израчунате са пет децимала, 
и то: од 1 до ,24 стране. За остале целе 'и децималне бројеве 
налазимо њихове логаритме рачунским путем, а помо~у логари­

тама бројева од 1 до 10009. Употреба логаритамских таблица 
.. ,је двојака: или помоhу њих датом броју налаз,I-iМО логаритам 

или познатом логаритму налазимо број (нумеРУс). У овим та­
блицама, налазе се само мантисе, ,ане и карактеристике, које 

претходно одређујемо на основу упутства у § 119 под а). Прве 

цифре бројева чији се логаритми траже налазе се у првој 

колони, а последња њихова цифра налази се у првом хори­
зонталном реду горе. 

1) Догаритме сложених бројева налазимо излогаритама њихових 

простих чинитеља. Тако, lag 6 = lag (2 ·3) = lag 2 + log 3; lag зо = log 
(2·3·5) = log 2 + log З + log 5; log72 = log (8·9) =log (28.32)= 310g 2 + 
+ 210g3j итд. -

11>* 
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А) Логаритми бројева 

1) Мантисе логаритама целих бројева од 4 цифре и де· 
цималних бројева од свега 4 цифре налазе се у таблицама, и 
то наспрам првих трију цифара вертикалне колоне а испод 
четврте цифре, која се налази у ХОРИЗ0нталном реду горе. 
Мантисе једноцифрених и двоцифрених бројева налазе се на 
1 страни наспрам бројева. 

Примери: 

1) log 7 = 0,84510 (стр. 1) 
2) log 25 = 1,39794 (стр. 1) 
3) log 70 = 1,84510 (стр. 1, види правило З § 119) 
4) log 2,5 = 0,39794 (стр. 1, " 
5) log 325 = 2,51188 (стр. 7) " ." ) 

6) log 3,25 = 0,51188 (стр. 7) 
7) log 1257 = 3,09934 (стр. 2) 
8) log 14'/5 = 3,1 6879 (стр. З) 

9) log 5074=3,7.0535 (стр. 12) 
10) log 507,4= 2,70335 (стр. 12; 3 пр. § 119) 
11) log 0,o325=2~51188 (стр. 7) 
12) log 0,5074= Т,70535 (стр. 12) 

13) log 0,001354= ~13162 (стр. 2) 

2) Мантисе логаритама цел~х и децималних бројева од 

5, 6 и више цифара налазимо када претходно. дати број пре­

творимо десетном за петом у децималан број са целином која 

се налази у таблицама, чиме добијамо број који ве по З 

правилу § 119 имати исту мантису с датим бројем. Затим за 
добивену целину налазимо у таблицама мантису. Најзад ову 

мантису увећавамо производом добивеним множењем разлике 

између . следеhе и нађене мантисе (звана таблична диферен­

ција) са десетним разломком у коме су децимали издвојене 

5, б итд. цифре датог броја. Тако, да бисмо нашли лога­

ритам броја 52,3475, чија је карактеристика 1, треба овај 

број да претворимо у децималан 5234,75, затим да нађемо 

мантису log 5234=0,71883 и да ову мантису увећамо про­

изводом 0,00009·0,75 . 0,0000675 = 0,00007, чиме добијамо 
мантису датог број~ 0,71890. Његов логаритам биhе 1,71890, 
Производ од табличне диференције и издвојених децимала 

З0ве се поправка. Ако ову поправку 0значимо са Р, табличну 

диференцију са D, а издвојени децимални део са S,. онда 
је P=D·S. У пракси Р израчунавамо када последње деци": 

мале табличне дИфереiЩИје помножимо са S, па целину доби-
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веног производа додамо последњцм децималима раније нађене 

мантисе. Т'ако, код пређашњег примера је D..:::.. 9, S = 0,75, 
па је Р = D·S = 9·0,75 = б,75 =7, који производ' додајемо 
последњим децималима нађене м:tнтисеО,71883. , 

Напомена. Овакав начин изналаСка fIога'ри;ама бројева, I 

од 5 и, више цифара оснива се на III правилу § 11 9 и на 
сразмерности разлике два узастопна броја' с раЗЈ)ИКdМ њихових 
Логаритама. Тако, ако желимо' да израчунамо логаритам броја, 
5234,75, онда је Њ~ГOB ло'гаритам,' на 'оен6ву7 ос.Н. правила < 

(§ 115) веhи од логарј1тма броја, 5234 ,а мащи од' )iогаРИТМ:l 1 

броја 5235. Па како је 'Zog 5235 = 3,71894 aZog5234 г 3,71883, 
то је разлика њихових' лоrаритама' 0,00009, а разлика тих 
бројева је 1. Па како се број 5234,75 разликује од броја 5234 
за 0,75, то је разлика х логаритама бројева' 52З4~ 75 и '5:234 
још Мања, него што је разлика 0,00009 ЛQГ. бррјева 5234 и 
5235. Тада је по тројном лравил'у: ' 

, AKQ се бројеви разликују 'за· 1, љихови се логар. разли:... 
кују за 0,00009. Ако се броје!3и разликују за 0,75, њИхови се 
логар. разликују за Х. ' 

~Toгa је х: 0,00009 =0,75: 1. ~, 
Одавде јех = Р '-'- 0,00009 . 0,75 = Q,0(}оОб75 ..:- 0,00007 

(шести и ceДM~ децИма.iJи се избацују. При избациваљу пети се 
.децимал повишава за 1 ако је б-ти 5, б, 7, 8 или 9). 

Примери: 

1) log 0,000З25б1 172 =4,40841 (D=17; S=0,72; " 
. " -+ 12 р = 17 ·0,72,-,0 12,24 = 12). 

4,408!;i3 

2) log 1205174,5 = 5,o8099*)(D = 36;S =0,745; Р ~ 36·0,745= 
+ 27 = 26.820 , 27) , 

5,08126 
3) log 0,О1452356=2,16197(D=ЗО;S=0,356;Р=30·0,З5б= 

\- +11 = 10,680= 11} 

2,16208 
I I 

В) Изналазак нумеруса (антилогаритма) 

1) Мантиса датог логаритма налази се у ·габ!шцама. 

у овом случају прве две, односно три, цифре мантисе упућују 

нас да нађемо и њене последње три цифре, па узимамо одго-

r ~арајуhи број прве колоне допуњен цифром у хоризонталном 
реду горе, изнар. последњих цифара мантисе. Најзад Ha~eHOM 

броју одређујемо целину према карактеристици логаритма, а 

по правилу о њеном одређивању (§ 119, а).· 

*) Ако су последње цифре мантисе у таблицама снабдевене зве­

здицама, онда се претходно узимају ниже а не припа)Ј.ајућЕ\ прве две 
цифре мантисе. 

.ј 
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Примери: 

1) log х = 2,30103; х = N2,30103 = 200,0 = 200; (стр. 4) 

2) log х = 1,64316; Х=- Nl,64316 = 43,97; (стр. 10) 

3) log У = 3,13066; У .м'IЗ066 = 0,001351 ; (стр.· 2) 

4) log z = 3,91429; z = N3,91429 = 8209; (стр. 19). 
2) Мантиса датог логаритма не налази се у таблицама. 

у овом случају тражени је број од 5 или више цифара. 
Колики је брОј његових цифара зависи од карактеристике 

логаритма. У овом случају број налавимо на следеhи начин: 
Налазимо најпре ч~твороцифрени, који одговара приближно 
мањој мантиси, а затим ову мантису одузимамо и од мантисе 
датог логаритма и од приближно веће мантисе у таблицама, 
чиме добијамо поправку Р и табличну диференцију D. Најзад 
поправку Р делимо са D, и децимале добивеног количника до­
писујемо наljеном броју наспрам приближно мање мантисе. 
Целину траженог броја налазимо најзад према карактеристици 
лог'аритма. 

Примери: 

1) log х = 4, 40847; X~ N4,40847 = 0,0002561352 (стр. 5) 
~ 841 

6: 17 = 0,352. 
(Р) (D) (8) 

2) Zog У = 5,081255; У = N5:::-,-::-08=t:-:::2=55:;-- 120575 
099 

(Р) 27 : (D) 36 = 0,75 
с) Примери за вежбу 

Нађи логаритме бројевима: 

1) 6; 15; 27; 49; 76 и 93; 
2) 0,6; 1,5; О, ~9 0,72; 0,079 и 9,7; 
3) 304; 5,72; 47,8; 793; 0,241; 0,00974; 
4) 0,5247; 943,4; 7981; 356000; 27400; 913400; 
5) 8173452; 91,4681; 0,027356; 0,0914685; 312,4575; 
6) 0,000434345; 20,0002; 516,891; 0,000052345. 

Наhи бројеве чији су логаритми: 

1) 2,92301; 
2) 6,96345; 
3) 4,63783; 
4) 3,42711; 
5) 0,23388; 
6)~0,З2542; 

7) 0,00995; 

8) 2,85311; 
9) 7,60003; 

10) 2,55114; 
11)-2,52287; 
12) 1,04099 ; 
13)-2,31426; 
14) 0,71088; 

15) 4,21156; 
16) 5,99336; 
17) 0,99002; 
18)-0,30103; 

':; 

19) 0,59945-2; 
20)-3,25. 
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§ 121) Операције с логаритмима 
Операције са логаритмима са ПОЗИТИВИI1М мантисама јесу 

:идентичне с операцијама са децимаJiним бројевима. Међутим, 

операције са логаритмима са негативним карактеристикама 

врше се на особени начин. Најбоље је да претходно ове .ло­
.rаритме претворимо на облик разлике, чији је умаљеник 

мантиса и умалитељ карактеристика, па да . затим вршимо 
,означене оПерације. Радеhи овако искључена је ~BaKa грешка ,. 
при операцијама са о~им .логаритмима, иако је рад комriли-
:кованији. " 

I~ Сабираље. Сабирање логаритама јавља се при логарит-i 
.мовању производа. 

Примери. 

1) 1,25678 + 0,56918 + 3;10562 = 4,93158;, 

2) 2,931С!5 + 3,25671 + 2,94286 = 2,93105 + 0,25671 ~ 
~ 3 + 0,94285 - 2 :...... 4,13052- 5 = 0,13062 ~ 1 = 
= 1,13062. 

Ir. Одузимаље. Одузимање л?гаритама јавља се при ло-
lГаритмовању разломка,' 

Примери; 

1) 2,56712 - ,1,89104 = 0,67608; 
2) 1,45672 - 2,58919 = 3,4567)( - 2 - 2,58919 = 

, 0,86753 - 2 = 2,86753. ') 
н а П () м е н а. Овај случај 'се јавља при логаритм()вању 

;праВог разЛомка. Тада се мањем логаритму додаје и одузима 
'Такав један цео број, да добијемо веtiИ логаритам од ума­
.литеља. 

3) 0,83175 - 2,37145 =,0,83175 - (0,37145 - 2)= 
= 0,83175 - 0,37145 + 2= 2,83175 - 0,37145 = 
= 2,46030; , " 

4) 3,59184 - 2,08540 = 0,59184 - 3 - 0,08540 + 2 = 
= 2,59184 - 3,08540 = 3,59184 ,- 1 - 3,08540 = 
= 0,50644 - 1 = 1,50644. . 

)1, Множеље. Множење логаритма целим бројем јавља се 
при логаритмовању степена. 'Ј 

Примери: 

1) 3 . 1,89045 = 5,67135; 
2) 2.3,94015 = 2· (0,940ј5 - 3) = 1,88030- 6 = 

= 0,88030 - 5 = 5,880430; 
3) - 2 . 3,04621 = - 6,09242 7 - 6,09242 - 7 = 

0,90758 ~ 7 ='1. 90758; 
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4) -3 .1,52739 = - 3 . (0,52739 -1)=- ],58217 + З = 
=3-1,58217 = 1,41783. 

IV. дељење. Дељеље логаритама целим бројем јавља се 
при логаритмовању корена, а дељење логаритама логаритмом" 

при решавању. изложитељних једначина. 

Примери: 

1) 1,5;347 . 0,507823 = 0,50782; 

1,52347 
2) 3 

0,52347 
3 

_ 2,52347 - З = 0,84116 _ ] = 
з 

3) 

= 1,84116; 

1,52347 = _ 0,50782 . 
-3 

- 1 == 1,492]8; 

- 0,50782 - 1 = 0,49218 -

4) 1,52347 = 0,52347 - 1 =1 - 0,52347 0,47653 О 15884 
-3 -3 . 3. 3' ~ 

_ 2,57813 _ 2;7813 _. " . 
:Ј) 0,23174 - 23174 - 11,12 ... (употреби ГИЈОВУ методу), 

б) 3,52734 = 3,527З~_ = 3,52734 
2,69173 0,69173 - 2 - 1,30827 

3bln4 . = _ 130827 = - 2,6 ... (употреби ГИЈову методу); 
_ t . 

7) 3,89845 0,89845 -3 - 2,10155 = ~0155=_6 14 . 
0,34210 0,3421U 0,34210 4210 , .. '> 

8) 2,94510 = 0,94510 - 2 = - 1,05490 = 1054~0 {= 0,37 ... 
3,21659 0,21659 - 3 -- 2,78341 278341' 

'v\"'./ § 1.22) Кологаритми. За ~Ba броја каже се. да су супротни, 
ако су Једнаки по аПСОЛУТНОЈ вредности, а Јесу супротнога 

знака. Такви су бројеви: + 5 и - 5; + 2,563 и - 2,563; 
+ а и - а итд. Збир супротних бројева увек је једнак нули. 

Кологаритам неког броја није ништа друго до супротни лога­

ритам тога броја, а означава се са "colog". Тако, ако је 

log 5 = 0,69897, онда је colog 5 = - 0,69897 = 1 - 0,69897-

- 1 = 0,30103 - 1 = Т;-30103. Како су кологаритам и логар и­
там неког броја два супротна броја, то је њихов збир = о, 

што увиђамо из предњег примера, јер је: 0,69897 + Т;-301 03=0. 
Настаје питање како .ћемо из логаритама бројева наhи 

практич;ю њихове кологаритме. То успевамо на следеhи начин: 

! 
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Ако претпоставимо да је log N = К + М (1), где је К 

карактеристика а М мантиса логаритма броја N, онда је ње-­
гов кологаритам, као супротан број, 

colOg N = - (К + М) = -{К - М) (2). 
Одузимањем и додавањем 1 десној страни једначине. (2)' / 

добијамо једначину: . , 
colog N.== - К - 1 + 1 - М. - (К + 1) + (1 >;-М) (3), 

која нам пружа практично упутство за претварање логаритм'а. 

не!<ог броја у његов кологаритам, а састоји се 'у овоме:' 

Карактеристику коло.Гарит,ма добијамо из каракеРИСТUl{е' 

логаритма, када ову најпре. У8еfщмо за 1 а добивеНОМ~,збиру· 
промеlfИМО знак; мантису кологаритма добијамо, када 1tiантису-

логаритма одузмемо од 1. . 
Тако, из 10g'S = 0,69897 налазимо colog 5-1,30103, јер' 

је - (О + 1) = - 1 и 1 - 0,69897 = 0,з01'03; из log 256 =-=, 

= 2,40824 налазимо colog 256 . 3,59,176, јер је -..,..- (2 + 1) . -'- 3· , 
и 1 - 0,40824 = 0,59) 76. 

Кологаритмекорисно употребљавамо при Jlог.аритмОвању 
једнога раЗJlомка. Тада, уместо да одузимамо од' збиралога-· 

ритама бројитељевих чинитеља логаритме чиниtеља именитеља,. 

можемо додавати њихове кологарит.ме, чиме·замењујемо радњу 

одузимања, која је тежа, радњом' сабирања, која је лакша. 

Тако, уместо: 

аЬ 
log cd = log 0'+ log Ь -log с -log d имамо 

log ~~ = log а + log Ь + colog с + colog d, јер је 
аЬ . 1 1 . 

log са =-log а + log Ь + log·c + log d =log ~+log Ь+ 

+ (-log с) + (-log d) = log а + log Ь + colog; + colog d. 

§ 123) Примена ЛDгаритама. Логаритме корисно примеli;.У­
јемо при израчунавању бројних вредности изра~а, нарочито 

израза до чије вредности не бисмо могли доhи другим опе­
рацијама. 

а) Дuти израз претставља моном у ком(/ су радње ~ 

множење, дељење, степеновањс и кореновање. 

5 7 

, 1,5б2~,V631 'V5б 
Пример 1. Наhи вредност израза -6'blr5' . 0087-' , , 
Ако је његова вредност х, онда је: 

l' 1 . 
log х=3 ·log 1,562+5 lоg6ЗI +7 fog 5б~5 log 6,65-

·,.Ј 
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. 1 + 1 8 -log 0,087=3·0,19368 +5·2,80003 7·1,7419-

- 5.0,82282 - 2,93952 = 0,58104 + 0,56002 + 0,24974-
- 4,11410, - 0,93952+2 = 3,39080 - 5,05362 = 5,39080-

- 2 - 5,05362= 0,33718 -2 = 2,33718, а x~N 2,33718 = 
=0,021736. 
ИСТИ прймер рађен употребом кологоритама изгледа овако: 

1 1 
log x=3·10g 1,5б2+ т lоg631+т lоg 56 + colog б,355 + 
+ colog 0,087 = 0,58104 + 0,56.002 + 0,24974 + 5,88590 + 
+ 1,06048 = 3,33718 -5 = 2,33718, а х = N2,,33718. , 0,021736. 

7 

V;,19S , p~ . 
Пример 2) Наhи вредност израза 'V'" . . , 

. 0,8942. 0,0357 

Ако је његова вредност Х, онда је 

1 1 1 
Jog х = T[310g 3, 19 + "5 (log2-10g3) - 210gO,894-уlоgO,03571 

1 1 ' • 
=7 [3.0,50379+ 1г (0,30103- 0,47712) - 2,·1,95134- . 

1 1 [ . 
-"'3.2,55267] = '7 1,51137 ~ 0,03522 - 2·(0,95134 - 2)-

_1,552:7-3ј = + [1,51137 -0,03522-1,90268 + 4-0,51755+ 1] 

= _1 [6,51137 _ 2,45545] = 4,05592 = 0,57942; . 
7 7 

Х= NO,57942 = 3,796808 ... 
Ь) Дати израз је моноЛ1 у коме има и радње: сабирања. и 

одузuмањџ. 
5 

У6У66+7У27 
Пример З) Наhи вредност израза ,1'11i) ,{ • 

3 v 219- 18 v 0,263 
У овом случају стављамо да је у = б у66, z = 7 У"27, 

u =3 f2i9 и v = 18]10,263, па је: ' 
1 1 81954 

log У = log 6 + 2' log 66 = 0,77815 + '2 = 1,68792; 

У = Nl,68892'= 48,856." 
1 1 43136 . 

log z = log 7 + 2' log 27 =0,84510+ -.!..-2 - = 1,56078; 

z = N 1 ,56078 = 36,373." 
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1 ( 234044 
log и = log 3 + ylog 219 = 0,47712 + '2 = 1,64734; 

и = N 1,64734= 44,395: .. 
, 1 ' ' т 43616 

10g V = 10g18+ ylog 0,273 , 1,2552,1+ ',2 ' = 0,9733:); 

V= NO,97335 ~ 9,405 ... 
, 5 а '. ,,' V48,744+З6,373 У85,117 

Тада Је вредност израза Х = ,44,395---, 9,405 ' ~4;990' 

1 1 ' , ' 
10 g Х = '5 (log 84,117 -log 34,990) =:s (1,93003,- 1,54394) -.:. 

, 0,38609 N'=-==-=-
= 5 " =0,07723; Х= 0,07723= 1,194 ... 

с) Дати израз је моном у коме има негативних чинитеља. 

у овом случају налазимо претходно' знак целог израза. па ако 

је тај знак негативан, логаритмујемо љегову апсолутну вред­

ност, па 'пред добивени нумерус стављамо негативни знак. 
9 

Пример 4). Наtш вредност израза y_----со::О-,':;:-28""7=-' 1""8""'5. 
. 9~~~--= 

Ако је та вредност Х, онда је Х = V -0,287185 ==== , 
9, 9 5 

=- VO,287185, или ~х=УО,28718", alog (-X)=g JogO,28718= 

=~. 1,45815 =5(0,45815-1) 2,29075-5 =, 
9 '" 9 9 

6,290~5 -'9, = 0,69897 _ 1 = 1,69897; 

- х = Nl,69897 = 0,5, а Х / -0,5; 
d) Логаритмова1Ье стеПена с негативним изложитељем 

, 3 

Пример 5) Наhи вредност од 6,263-2. Ако је та вред-' 

ност Х, онда је Jog х = - ; Ibg б,2б3 = -:- . ~ . 0,79678 

= -1,19517 = 2 -1,19517 -2=0,80483':" 2 =;:2,80483; а Х= 

= N2,80483 = 0,06380 . . . . . . • 
е) Логаритмова1Ье логоритма 6. • . 

) Н " у 0,69 А . 
Пример б аhи вредност израда 0,513 . ко Је та 

6 6 

вредност Х, онда је log х = -уо,69 . Jog 0,513 -\/O~69. Т,71012 = \" 
6 " 6 , 

=Vо,б9. (-0,28988)=:-Vo,69. 0,28988, или - log X~ 
б 

= V 0,69 . 0,28988. 
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Тада је log (-Iog х) = б log 0,69 + log 0,28988 = ' 6 + 
+ Т,46222 = 5,838:5 - 6 + 0,46222 _ 1 . 

= 0,97314 - 1 +0,46222 - 1 = 1,43536 - 2 = 0,43536 -

- 1 = Т,43536; - log х = NT,43536 = 0,27250, log х = -

- 0,27250 = 1 - 0,27250 - 1 = Т,72750, х = Nr,72750 = 
= 0,5339' .. , . 

f) ЛоrоритоваltJе полинома. Треба незаВИСtlо ло~аритмовати 
сваки члан полинома и добивене нумерусе свести. 

3 5 

Пример' 7) Наhи вредност израза V2З + у7 - {6. Ако· 
3 5 

је" у = v'2З, z = V7 и u = v6, онда је: 

log у = ~ log 23 = ~ .. 1 ,36173 = 0,680~6; У = NО,бfЮ86 = 

= 4,7958 . log z = ~ log 7 = ~ . 0,84510 -.: 0,28170; 

N---- 1 1 
z = 0,28170 = 1,9129 ·Iog u = '5 log 6 = 5' . 0,77815 = 

=0,15563; u = NO,15563 = 1,4309. Тада је x=V23+V'7--
5 

-V6 = 4,7958 + 1,9129 - 1,4309 = 5,2778. 
Примери за вежбу 

Наhи вредност израза: 

1) 21,562 . 0,7346 . 0,00283; 
3) 7,842.981,9405. 

2) 7,48915 . 0,0083 . 234,527;: 

2,004.0,8916 ' 4) 1,062377; 

6) (15,246.0,0983)5. ) (23 27)9 
8,791 ' 7' 5 479 ; 

9) V' 56,25.3,728. 10) }89145. 
0,0745' у" 

)
321 5 __ 

12 --'1/27443' 752 ' , 

10 

15) 1/ 0,83 VO,8916 . 
~ (2,8fO,74)2 , 

ti 
(7)(-

13) ~_'+0,98~ 

15,7110,-00623 

7 

16) Г-3563; 

5) (2,918·3,45627)5; 

7 

8) V 2::-:5=6-::::,0-;;'Сб2::-; 

11) (0,06723 : )f; 
7 

14) (256{0,84; 

7 

17) (-0,72638) -[)' " 

3 

18) V 8+;- 7; 

5 ____ ----,, __ _ 

19) V 60,893 - 27 (о,0814; 
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3 . 
20) 56,230,2 ~_4J25; 21) 0,62783-0.7 . (2,345)0.06; 

22) 0,0562 ~0,25;. 23) 0,0005 rO,0005. 
Ј § 124. Графичко претстаliљање ФУНКЦИја 10Х, 100 х, пХ и 100 х. ! 

. (10) (Пј 

Линије функција: у . IОХ , у = log х, У = nХ и у = log х 
. (10) , (11) 

.налазимо по истом поступку као и линије осталих функција 

-(§ 78 и 90), само се препоручује да се њихове конструкције" 
врше на' хартији I1шпартаној на квадратне милиметре, ,званој 
милиметарска XapTl1ja. То је стога што се код ових функција 
одговарајућа решеља за х lf У разликују ·АаглО по величини, 
те је на' обичној хартији теже наlш тачке које та реше!ра 
лретстављају. . . 

1) Конструкција функције у = !ОХ . 
3 О 1, 
а х = о, 1, -1, 2, -'2, 3, ~3, ... , имамо у = 1, 1 , то 

1 1 
100, 100' 1О0О, 1000' .... 

Конструкцијом тачака; (0,1.), (1,10), (- 1, 1~), (2,100), 

(- 2, 1~0), (3,1000), (- 3, ldoo),···. и њиховим спајањем до­
. бијамо криву линију МN(сл. 20) коју претставља функцијау=10Х • 

.N 
у 

y=Logr.,r 

р 

УЈ 

Сл. 20 

I 
1. 
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2) Конструкција функције у . LOg ЏО)' 
1 1 

За х=l, 10, 10' 100, 100, .. ·.имамоу=0. 1,-1, 2.-2' .... 

Конструкцијом и спајањем тачака: (1,0), (ЈО,I!, C~, - 1), 

(100, 2), C~O' - 2), .... д~бијамо криву линију РС;) (сл. 20) коју 
претставља дата фУl:Iкција. 

Напомена. Из сл. 20 увиђамо да је апсцисна осовина 

асимтота криве MN изложитељне функције у = 10'" а орди­

натна осовиНа је асимтоlfа криве PQ логаритамске функције 

у = log х и да обе криве заузимају симетричан положај пре-
. (10) 

ма правој .V = х. Ова напоменаважи и за све изложитtљне и 

логаритамске функције исте основе, што се види из сл. 21. 
До истог закључка долазимо и посматрањем вредности за х и 

у једне изложитељне и једне лqгаритамске функције исте основе. 

3) Конструкција функц~је у = ЗХ • 

За, х= О, 1, -1, 2,- 2, '3, -3, 4, -4' .... имамо у = 1, 
] 1 1 ] 

3, З' 9, 9' 27, 27' 81, 8]' .... 

Конструкцијом И спајањем тачака: (О,]), (1,3), (-1, ~), 

(2,9), (- 2, ~ ), (3,27), (- 3, ;7)' (4,81), (- 4, 8\)'.... доби-
јамо криву LS (сл. 21) као. геометриски riретставник дате 

функције. 

Конструкција функције у = 2Х извршена је код § 90, сл. 17. 
4) Конструкција функције у = log х. 

(3) 

За х=], 3, 9, 27'81' ..... имамо у=О, ]'2'3'4' .... 
Конструкцијом И спајање'м тачака (1,0), (3,1), (9,2), (27;3), 

(81'4)' .... добијамо кривуЕF(сл. 2]) као геометриски претстав­
ник дате функције.· 

Примери за вежбу. Конструиши функције: 

а) y=logx; Ь) у=4Х ; с) y=logx; d) у=5Х ; 
. оо оо 

§ 125) Логаритамске једначине. Једначина у 

е) у= logx .. 
(5) 

којој се не-

позната, сама или с другим количинама, налази под логари­

тамским знаком, зове се логаритамска. Таква је једначина 
log (х-Ј) = 2. Ове једначине решава~о на следеhи наhин: нај­
пре налазимо антилогаритме на обема странама једначине 

(§ 1] 7), а затим, на основу основ#,ог правила да једнаки ло-



I 

25~ 

у, 

Сл. 21 

гаритми одговарају једнаким бројевима (изразима), изостав- . 
љамо логаритамске знаке и на једној и на другој страни јед­

начине, и тиме добијамо алгебарску једначhну коју. најзад 
решавамопо ранијим упутствима. 

Код дате једначинf, за 2 је антилоrаритам 1 ОО, те се она 
може исписати: . . 

log (x-l)=log 100, а затим х-l = 100; Х= 101 . 
. Пример 2. РеI,IIИТИ једначину: logx+ log (х+ 1) = 

2 log (1- х). Како је лева страна лоrар.итам од х (х + 1) и: 
десна од (1 .:...- х)2, то је: . 

logx(x+1)=log(1-x)2, или, 
изостављањем лоrаритамских знакова: х, (х + 1) = (I - x)2~ 

Одавде је х2 + х = 1-2~ +- х2, ИЛИ 3х = 1 ах = ~ . 
ПРимери за вежбу: . 

1) logx=3j 2) 2+1ogx=4· 
2-1og х ' 
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3) log (х + 2) -log (х - 2) = 2 -log 4; 4) 56 logx = 3136; 
5) log 5х + log (2х + 3) = 1 + 2 log (3 - х); 
6) log(x+7)=2 +log(x-ll);, 7) 310gX =9; 
8) 510g 2х = 625; 9) 1610g 3х = 3210g Х; 

-1 О) log х + log 2х + log 4х = - 3; 
11) 7 log х2 - 4 log х,3 = log 25; 
12) log 16х -log 2х + log 3х = log 9 + log 4 -log 6. 

§ 126) Изложитељне једначине. Код § 103 показали см( 
_како се решавају изложитељне једначине које можемо до­

вести на једнаке степене с једнаким основама. Сада решавам( 

изложитељне- једначине чије су стр/ане степени различитю 
основа. Ове једначине решавамо помоhу логаритама. Упутствс 

за Њ~XOBO решавање састоји се у овоме: треба најпре да 

-стране једначине, ако нису, учиниМ,о растављањем на чини­

теље подесним за логаритмовање. Затим, на основу OC1fOBHOF 

.правила да једнаки изрази имају једнаке логаритме, лога­

ритму јем о обе стране једна чине и тиме добијамо алгебарску 

једначину, коју најзад решавамо по ранијим упутствима. 

Примери: 

1) Решити једначину: (aX- 2)3 = Ь" • Ако извршимо најпре 
,означено степеновање на левој страни, добијамо ~x-6 = Ьх • 

Тада је: (3х - 6)log а = х log Ь, или 3х log а - 6 log а = 

= х log Ь. 
. 6 log а 

Одавде је х = 31 l' Ь' 
оаа- оа 

2) Решити једначину: 23>;+4. 22+Х = 5" . Ако најпре изВр':' 

шимо означено множење на левој страни, добијамо 24х+6 = 
= 5Х 

• Тада је: (4х + 6) log 2 = х log 5, или 4х log 2 + 6log 3 = 
= х log 5. 

. б log 2 6·0,30103 
Одавде је: х = lој; 5 -4log 2 0,69897 - 4.0,30103 

1,80612 -
-0,50515 = -3'575 .... 

3) Решити једначину: 2х-2 - 2х-3 = 3х-2 - 3Х-3 • Ако нај­

пре обе стране ове једначине раставимо на чинитеље, добијамо: 

2Х-3 (2 - 1) = 3"-3 (3 - 1), или 2"-3 = З,,-3. 2, или 2х-4 = з,,-s. 
Тада је: (x-4)log 2 = (х-3) log 3, или х log 2-41og 2 = 

= х log 3 - 3 log 3. 
. З log 3 - 4 log 2 

Одавде]е:х= l 3 1 2 1,29 ... og - og 
4) Решити систем једначина: аХ . ЬУ = т и еХ • dY = п. 
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Логаритмовањем обеју једничина добијамо: 

х log а + у log Ь = log т, х log с + У log d = log n. 
Решавајуhи ове једначине ма којом методом добијамо 

да је: 

log т log d - log п log Ь log т log с -log п log а 
х = и у - ~'---=---,,---'''-----:---'''---,,---'='---7-

log а lag d -log Ь log с - log Ь log с -log а log d 
Примери за вежбу: 

1 3х 

1) 5011,89 х = 1 О;. 2) V-'-18-=-,-С-ll~9--=-З _ 25; З) 28.-1 = З2Х+1; 

Је 

'6) З~+~-ЗХ-162=0; 7) VIO=2; 
х _1 x~ 

8) V2154,4=2,1544; 9) }Т =fб; 
10) Зх + зх+l + зх+2 = 5Х + 5х+1 + 5Х+2 ;· 

11) V'зх = 2,478062; 12) З15х-4 = 27Х ; 

1 З) 52х+3 = 0,93Х ; 14) С ~) 5х 7 4Х-3;., 

( З )5Х-2 
15) - . = 5ЗОl х+l. 4 ... , , 

17) 12х+З - 12х = 5х+2 - 5"+1; 

19) З"+4У =27,25, 
З·+2.4у+l = 242. 

:21) 23х ·З4у= 18, 
12х- 6у= 1. 
х 

2З) Vx+ у --:- 2" 
(х + у)·З" = 216. 

• 
25) vaY+1 = т, 

у 

VЪx+1 =n. 

Алгебра V и Уl 

.16) 7(8Х ) = З(5"); 

18) Зх+l + 4Ј"+2 =;= 54, 
ЗХ+~ + 4у+I = ЗО. 

20) 5Х ·2У = 400000, 
2Х • 5У = 2500000. 
5 7 

22) f72X. у'5У+l = 245, 
Зх-2у=З; 

24) р. {УЗУ = 12, 
3 1 

V 4-х 
: V4Y = 64 . 

26) 2х . 5у = 2000, 

ЗХ . 6' = 2916, 
4у· 7' = ЗIЗ6. 

17 
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ШЕСТИ ОДЕЉАК 

Јј ЈЕДНА ЧИНЕ ДРУГОГ СТЕПЕНА 

1) Квадратне једначине с једном непознатом 
§ 127) Врсте квадратних једначина и ЊИХDВD решавањ8' 

Општи облик једне једначинедругог степена, кС)јасе зове 

још и квадратна, јесте: 

Ах2 +Вх+ С =0 (1) 
Ова једначина има, дакле,. три члана: члан с непознатом на. 

I 

другом степену, члан с неп()зна~ом на првом степену и члан 

с непознатом на нултом степену, или· таке звани стални или 

независни члан. Ова се једначина зове потпуна. Једначина (1} 
своди се на неПотПуне: 

(2) Ах2 + Вх = о, ва С= о, 
(3) Ах2 + С = о, за В = О и 
(4) Ах2 =0, за В=О и с=о. 

Једначина (3) зове се још и чиста. Ако је А = О, онда се· 

једначина (1) своди на Вх + С = о, у ком случају не бисмо­

имали једначину другог, Beh првог tтепен~. 

а) Решавање непотпуних квадратних једначина 

1) Једначину Ах2 + Вх = О решавамо кад њену леву 
страну раставамо на чинитеље, тј. доведемо је на облик 

х(Ах+ ВЈ =0, 
а затим, стављајуhи да су поједини чинитељи 

добијамо једначине првог степена: 

х=Ои Ах+В=О. 

равни нули,. 

В 
Из ових једначина добијамо решења Х1 = О И Х2 = - А' 

која оба задовољавају дату једначину. Д~кле, непотпуна 

квадратна једначина облика Ах2 + Вх = О увек има једно, 

решење једнако нули. 

Пример. 5х2 - 8.( = О. Решење: х (5х - 8) = о. Одавде 

је 1)х = О и 2) 5х - 8 = о. Стога су решења: Х1 = О И Х2 = 
8 

=5= 1,6. 

2) Чисту квадратну једначину Ах2 + С = О решавамо, 

када најпре независан члан С пребацимо на десну страну" 

затим добивену једначину поделимо коефицијентом А уз не­

познату и најзад извучемо квадратни корен из обеју страна. 

нове једначине. 
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Тако, из Ах2 + С = О, имамо најпре Ах2 = - С, затим 

С 1/'С' х2 = - А и најзад Х = + ~ - А' Чиста квадратна једна-

чина има, дакле, два једнака али супротно означена корена:' 

Х1 = + у- ~ и Х2 = - v ~. Ти корени,МОГУ бити стварни 
или имагинарни, што зависи од позитивности или негативности 

С ' 
радиканда - А' 

1) Пример: 9х2 -:- 25 = О. Решење: 9x~ = 25, х2 = 
25 1/25 5 2 =9' Х = + ~ 9= ±3' Стога су решења: Х1 = 1з и Х2 = 

2 
=-l з 

Пример. 9х2 + 25 = О. Решење: 9х2 =-25, x2~ 

25 + V-25 + '5 . 'С " 1 '2 . =-9' Х=_ -9= -з1. ~огасурешења:Хl= з1 

1 
2 . 

и Х2 =- 'з1. 

3) Непотпуна једначина Ах2 = О има оба решења Х = О, 

јер је х2 = ~ = О, а Х = + 10 = + 0=0. 

Ь) Решавање квадратних једначина' 

1) Потпуну квадратну једначину Ах2 + Вх + С = О 

решавамо по обрасцу: 

-В±IВ2-4АС 
X(l,2) = 2 А ' (I) тј. 

корени Х1 и Х2 једнаки су: коефицијенту уз непознату на 

првом степену с промењеним знаком,± квадратни корен из, 

квадрата тога коефицијента' смањен за четвороструки про­

извод од коефицијента уз непознату на другом степену и не­

зависног члана, и све то ПfJде.тЬено двоструким коефицијентом 

уз непознату на другом степену. 

Извођење обрасца. Пребацивањем независног члана на 

десну страну добијамо једначину: 

Ax2 +Bx=-С. 
Ако ову једначину помножимо најпре са 4А, а затим Д9-, 

дамо 'обим странама В2, добијамо једначину: 
4А2х2 + 4АВх + В2 = В2 - 4АС, 

чија је лева страна квадрат од 2Ах + В. 
17* 
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Стога се ова једначина даје написати овако: 

(2Ах + В)2 = В2 - 4АС. 

Одавде је 2Ах + В = + 11' В2 - 4АС, или 

2Ах = - в + ,/ В2 - 4АС а х = - в ± Vr-:B=2-_----;-4A
7

C'' 
- у, 2А 

Примери. 1) .5х2 + 7х -'- 24 = о. 

Решење: Овде је В = 7, А = 5, а С = - 24, те је упо­
требом обрасца (1): 

- 7 ± v 47::9'-_-4C-·~5-· (~-~24""') - 7 + V529 - 7 + 23 . 
Х(I,2) = 2.5 = 10 = 10 ' 

. - 7 + 23 - 7 - 23 . 
Одавде ЈеХ1 = 10 = 1,6 и Х2 = 10 = - 3. Код 

овога су примера, дакле, оба решења стварна и неједнака. 

2) х2 +9х+5=О 

Решење: Одавде је А = 1, В = 9, а С = 5, те је: 

-9+11'81-4.1.5 -9+VбТ 
Х(1,2) = 2. 1 = --2---' Одавде је 

-9+ Vб1 . -9-v'бТ 
Х1 = . 2 '" Х2 = 2 . 

Корени су, дакле, стварни и неједнаки, али ирационални. 

З) 5 х2 + 13х -1- 17 = о. 

Решење: Овде је А = 5, В = 13, а С = 17, те је: 

-13 + 11' 169-4·5·17 - 13 + v= 171 
Х(I,2) = 10 =--1<Г--' Одавде је 

_-13+iV171 2_- 13 - i v'17Ј 
Х1 - 10 и х - 10 

Оба су, дакле, решења уображена, и ·~o коњуговани· ком­

плексни бројеви. 

4) х2 - (а + Ь) х + аЬ = о. Решење: Овде је А = 1, В = 

(+Ь) С Ь . () а + ь ± va2+2 аЬ + Ь2-4 цЬ _ = - а а =а, те Је х 1,2 = 2 -

_ а +Ь + 11' а2 -2аЬ + Ь2 а+ ь ±}! (а - Ь)2 a+b+(a-Ь) 
- 2 2 2 

. . а + Ь + а - Ь 2а . а + ь - а + ь _ 
Одавде Је. Х1 = 1 --= 2= а и Х2 = 2 -

_2Ь_ ь -2- . 
н а п о м е н а. а) Ако имамо да решимо једначину 

Ах2 +2В 1 Х+С =0, 
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где је коефицијенат уз непознату на првом степену парам 

број, онда применом обрасца (1) добијамо: 

- 2В1 ± V4B12_4AC -2В1+21"В12_АС 
X(l,2) = 2А = ... 2 А = 

-В + VB 2-АС' 
= 1 А 1 (lI), где је В 1 по~овина коефицијеl;lта уз Х. 

Дакле, ако jf 'коефицијенат уз х пара н број, онда је боље 

употребити за решење једначине образац (II). 
Пример. 12х2 -20х+3 =0. Решење: Овде је В 1 =-10, 

А 12 С '3 . .(') 10+ 11100-12.3 1"100-36 . 
= ,а = , те Је х 1,2. = 12 = . 12 = 
10+Vб4 10+8 . 10+8 18 з" 

= -[2- = ---ТГ' Одавде Је Х1 = 12 = 12 = 2" и Х2 -:-. 

10-8 2 1 
=-12-=12=]f . 

Ь) Ако имамо да решимо једначину 

х2 +2В1 х+С=0, 
где је коефицијенат узх2 јединица, а коефицијенат уа х паран 

број, онда применом обрасца (1) добијамо: \ 
-2В1 +1"4В12_4С -2В1+ЦВ12_С 

Х(I,2) = 2 = 2 = 

=-В1 +VB1Y.-C (III), 

где је В1 половина коефицијента уз х. Овај се 'образац пре­

поручује за употребу само онда, ако је коефицијенат уз х2 

јединица, а коефицијенат уз х паран брОј. 

Примери 1) х2 -6х-7=О. Решеlbе: Овде је В1 =-3, 
а 'с = - 7, те, је, применом трећег обрасца: 
Х(I,2)=3 +у9+7 =З+V1б=З + 4. Одавде је Х1 =7их2 =-1. 
2) х2 + 4х + 4 ;" О. Решеlbе: Овде је В1 = 2, а С = 4. Стога је: 

X(1.2)=-2+1I4-4=~2+VO = ~2+d=-2. qBAe је и 
Х1 = - 2 их2 , - 2, тј. оба су корена стварна и једнака. 

§ 128) Испитивање корена квадратне једначине. Из при­
мера рt:шеНIIХ у претходном параграфу видели, смо да корени 

квадратне једначине Ах2 + Вх + С = О могу бити стварни аед­
наки или неједнаки) и имаl-инарни. Какви ве. бити ти корени, 
једино зависи од поткореног израза В2 - 4АС. Ако је вред­

ност овога израза, који се зове дискриминанта квадратне 

једначине, iiозитивна ($2 - 4АС > О), онда је uзвлачење ква­
дратнога корена могуће, те су корени Х1 и Х2 стварни нејед-

• 
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наки; ако је та вредност равна нули (В2 - 4АС = О), онда је U 

-{о = О, те су оба корена стваР/Ја U једнака ;:; u најзад, ако 
је вредност дUiжримuнанте негативна (В2_ 4АС < О), онда је из­
влачење квадратног корена из негативног радиканда немо­

гуће, те су оба корена Х1 U Х2 имагщюрна. У овом случају су 
.оба корена коњугС1вани комплексни qр"Ајеви. Ако јеХ1 = а + Ы, 
биhе Х2 = а - Ы. 

Примери: 

1) Корени је;lJ;начине 5х2 + 7 х - 24 = О јесу ств"арни не­

једнаки, јер је В2-4АС=72 -4·5·(-24) =49+480-529, тј. 

позитивна; 

2) Корени једначине 5х2 + 1 3х + 17 = О јесу имагинарни, 

јер је вредност дискриминанте В2_4АС= 132- 4·5·17 = 
= 169-340=-171, тј. негативна; 

3) Корени једначине х2 + 4х + 4 = О јесу стварни јед­

iНаки, јер је вредност дискрим~нанте В2 - 4АС = 42 - 4· 1 ·4 = 
= 16 -16 = О. Сви су ови цримери решени у претходном па 

раграфу и можемо проверити њихову тачност. 

§ 129) однос (веза) изме1ју~корена и коеФициЈената квадратн.е 
једначине. -Састав квадратне једначине, ако су познати њеНII 
корени. Ако једначину Ах2 + Вх + С = О поделимо са А и 

. В С б" . 
ставимо да Је А = Р и А = q, до ИЈамо ]едначину: 

x 2 +px+q=0. 
Решењем ове једначине употребом III обрасца добијамо: 

х (i,2) = - ~ + viii--= q. 
Стога су њени Кбр.~НИ: . 

р 1~ р 1/р2 
x1 =-2+V T - q и x 2 =-2"-Vi"".-q. 

Сабирањем 'ових корена .добијамо: 

Х1 +Х2 =(-~ +V~2_q)+(_;'~~V:2 7) =-р, 
тј. збир корена једнак је коефицијенту уз х са промењеним 

знаком. Ко;.једначине Ах2 +Вх+,С=0,биhе Х1 +Х2 . -~. 
Множењем корена Х1 и Х2 добијамо: 

Х1 • Х2 = ( - ~ +V~2 -q) (_ ~_ Y~2 _ q) = ( _ ~)2_ 

( VJj2-)2 р2 (Уро-)2 р?:' р2 . - - ;г-q =4- ;;г-q =4 -;г+q=q, ТЈ. производ 
корена једнак је независном члану q једначине облика 
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9+ + о . . . с. б .x~ рх q = , а -тщ Је производ Једнак А Једна чине о ли-

ка Ах2 +Вх+ с=о. 

На основу ове везе између корена и коефицијенат.а ква­

,дратне једначине, у стању смо .да СКЈЈопиМо јед~~~ii~у, ако' 
знамо њене корене., То пости~емо употребом једнаЧИНq: 

р=-(хј +х2) и q=Xl'X~, 
'1 ~' '" 

.које нам пружају MoгyћHO~T за израчунавање коефицијената 

р и q једначине х2 + рх + q: ОЈ :а који су једино потребни ради С', 
љеног склапања. ' 

Примери: 

1) Наhи једначину чији су корени Хј -:- 1, Р а Х2 = - 3. 
Решење: р =- (Х ј + хЈ = - (1 ,6 - 3) = 1,4 ;q =·1 ,6 . (--' 3)= 
= -.-,- 4, 8. једначина је: х2 + 1 ,4х- 4,8 ---: О, 'или IОх2 + 14х.­
-48 =0, или 5х2 +7х-24= О. 

~9+VБI 
2) Наhи јеJI.начину чиј,ису корени Х1 2 

. -9-v'бТ 
JI Х2 = 2 . 

(-9+v'БТ -9-r-Vбl) -18' , 
Решеfbе: р...:....-.. 2 +---2---" -;--2-=;::;9, 

- 9 + v'БТ - 9 -' v'БТ ,( - 9)2 - (убiУ 81-61 20 
(ј=--2--' 2 ' 4 =-4-=4=5. 

Једначина је: х2 + 9х + 5 = О 
. -13+i{l7Т 

ЧИЈИ су ,корени Х1 = --- 10 i И 3) Наhи једначину ....... " . ..-.... 
, -13 - i {т71 

.х2 = 10 ' 

Р '. - (-16+,J {Т7Т+-13-ј (Т7Т)_ 
:ешеfbе. р - - 10 10-

- 26 13 - 13 + i fЋT - 13 - i уn} 
=-10=5' q= 10, ' 10 

(-13)2-(ј{Т7Т)2 169+f71 340 17 
= 10 =-, -100-'= 100 =5' 

. 13 17 " 
једначина Је: х2 +-g-х+5 =О, или-5х2 + 13х+ 17 =0. 

Напомена 1. једначине.: р = - (Хј + Х2) и q ==; Х1 ' Х2 
пружају нам такође могућност да нађемо један од коефици-. 

јената р иq, ако знамо један од њих и један ,од корена 
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Примери: 

1) Допуни једначину 5х2 + 7х· .. = О, када је један њеli 
корен - 3. 

,РешеНЈе: Из једначине р= - (Хј +Х2), или ~ = -(-3+Х2Ј 
7 8 . 8' 

имамо Х2 = 3 - 5 = 5' Стога је q = Х1 'Х2 = (-3)'5 = ' 
24 С 

=-5=5' 

Одавде је С = - 24, Попуњена једначина је: 

5х2 + 7х -24= О. 
2) Колико је р у једначини х2 + РХ + 5 = О, ако је један 

-:- 9 +УБТ 
корен 2' . 

Решење:' Из једначине q =ё Хј ·Х2 , или 5 = - 9 t vБТ , Х2; , 

ЈО, ·10 (-9 -у(1) -9-Vбr 
имамо х ------= . =-----, Стога 

2--9+VБТ 81-61 .2 

, (-9+ Vбl' -9 -У(1) -18 
Је р = - + ---- = - -- = 9. Једначина 2, . 2 2 
је: Х% + 9х + 5 = О ... 

. 3) Колико је, А У iЏщtчи':{и .Ах2 + 13х + 17 = О, . ако је 
:. ,:" ,- 13 + ilfff 
Један корен Једначине Хј ='. 10 .. 

'. ':', 13 _ (-:- 13 + i V 171 .) 
i', Pet;-!еНЈе: Овде Је'Р=А=- ----ПЈ-·--+Х2 (1), а 

q _ .!2 - =-.!2 + 1./171 . х (2) 
- А - 10 .2' 

',' .' 13 - i ут 13 
Одавде Је, из (1) Х2 = 10 -А' а из (2) Х2 = 

170· .. = ,Стога Је: 
А (-..:. 13 + i Vl71) . 

1 3 ~ i vm . 13 ,"'. 170 
10 -А= А (- 13 + iV171 ) 

Решењем ове једна чине имамо А = 5. 
Ј~дначина је: 5х2 + 13х + 17 = О. 

Напомена IJ. На основу односа Хј + Х2 = - Р и Хј ' Х2 = q 
брже налазимо две непознате количине, ако знамо њихов збир 
и производ. Тада те две непознате количине сматрамо као 
корене оне квадратне једначине код које је познати збир 
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с промењеним знаком f{оефицијенат уз непознату на првом 
степену, а познати производ независан члан. 

... Пример. Наlш она два броја чији је збир 15а про~звод 

50. Ако су ти бројеви Х1 и х2, онда су ОН';Iкорени једначине 

х2 - 15х + 50 = О. _ 
Решењем ,ове једначине добијамо Х1 = 10 и Х2 = 5. 
§ 130) Знаци корена квадратне једначине. Кад је дата јед-

;:::начина било облика Ах2 + ЕЈх +С = о било' х2 + јЈх + q= О, 
у- стању смо да сазнамо пре њеног решаВ<Ј,ња да ли су њени 

стварни корени оба позитивна, или Обане~ативна, или је један 
позитиван а други негативан. За ово испитивање опет се 

, В ' 
служимо једначинама: 1) Х1 + Х2 = - Р = - А и 2) Х1 'Х2 = q = 

с = А' При овом испитивању наИЛЭЗИМО-Нll следеlщ три случаја: , ' 

1) Независан је члан позитиван. У овом случаЈу биhе и 
производ корена Х1 ·х2, на основу друге једначине, позитиван, 

те су корени Х1 и Х2 ооа ПОЗИТИВНИ, :"'Ј!И оба, негативни. Па' 
како је ЊИХОВ:'Iбир,по првој једначини, раван коефицијенту 

уз х с промењеним знаком (=- р ==-'1). то ће они бити оба 
, позитивни, ако је други члан једначине негативан, а оба ко­

рена биhе негативни, ако· је тај члан позитиван. 

ТЩ<О, код једначине х2 - 4х + 3 = О . јесу оба корена 

позититивна, а код једначине х2 + l.5х + 56 = О јесу оба ко­

рена негативна. Тако исуо корени једначине Зх2 -17х + 
+ 10 = О јесу оба позитивна. а једначине 2х2 + 7х + 5 = О 
јесу негативна. 

2) Независан је члан негативан. У овом случају биhе, 

према другој једначини, 11 произ~од Х1 'Х2 негативан, те су 

корени Х1 и Х2 различито означени. Тада, на основу прве 

једначине, веhи корен има супрЬта\i знак знаку другог члана 
једначИне. Тако, код једначине х2 бх - 7 - О већИЈе корен 
позитиван а мањи негативан, а код једначине 18х2 + 3х­

- 10 = О веhи је корен негативан а мањи ПОЗИТИВllН. 

3) Независан је члан нула. У овом случају је и ПРОИ3ВОД 
С 

корена Х1 'Х2 = q = А = О, те један од корена мора бити јед-

нак нули. Ако 

В 
=-А' мора 

је Х1 = О, онда из једначине Х1 + Х2 = - р ..:.­

бити други корен х.2 = - р = - ~, т ј. има 
знак супротан знаку другог члана једначине. Тако, код јед-
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17 
.начине 3х2 + 17х. О, је Х1 = О а Х2 = - з' а код једначиые 

_х2 - 5х = О, је Х1 = О а Х2 = 5. 
§ 131) Примери за вежбу 
Решити непотпуне квадратне једначине: 

1) х2 -7 х = О; 2) 7х2 - 8х = 5х2 - 13х; 

З) (2x+5)2_(X-3)2= 16; 4) Х+5 х+ 1~. 
2х+ 1 3~x' 

-5) хVЗ _2х_; 6) х2 - 25 = О; 
х-2у' 3 х{з -5 
5х2 6 

7) 6= 125; 

9) Х+4+Х ·4=з~. 
х-4 х+4 3' 

х 6 х 4 
8) -6+-=-4'+-; 

х· х 

10) 5 r7 2х = v7 - 4х ; 
V7.- 10х 2 (V7-x) 

] 1) х-а _а_. 12) !!..-х х а, 
а х-а' х a-х'х) 

13) ах2 - ЬВ = аВ _ Ьх2 : 14) !:.-. _ 2х2 = ах
2

+ Ьх2 . 
аЬ Ь' а' 

15) (21а - х)2 + (х - 3а)2 = (7а - 3х)2 + (3х - а)2; 

16) v23x2-70x+81 = 5х-7; 

17) 5+vI9х2+32х+lЗ=4х+9; 

18) V36-Vх2 +4О =5; 19) li VГХ2+З9-:-;2 ,2; 

:20) У2х+8+2=2Ух+5; 21) Va+x+V'a-х . Va; 
22) V'f5 +х+ f V5 --;-=V"5v'5. 

Решење:стщrеновање~ са '3' д6БИјаr.ф: VS + х + 
+ з f (V5 +x)~(Y5 -х)+3V' (у5 +х) (vs - x)2+V5 -х=5V5 

Пребацивањем, свођењем и дељ-ењем са 3 добијамо: 

V'(y5 +х)2(у5 -x)+'f(y5 +x,)(f5 -х)2=V5; 
Растављањем леве стр.анена чинит.еље добијамо:· 

-rtrs +x)O/S - х) (VГ v5 + х +VГ v5 - х) =Vs. 

Заменом израза у загради са f 5vs добијамо: 
V'(V5 +x)(V5 -х) . Гs17s = У5. 

Степеновањем са 3 имамо: 

{у5 +х) (V5 -х). 5V5 =5V5, или 5 - х2 = 1, или х2 =4, 
·а х= +2. 

Решити потпуне квадратне једначине: 
:23) х2 + 12х+20=0; 24) х2 -7х+ 12=0: 
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25) х2 + 3х - 130 =0;26) х2 - 2х+ 10 =0; 
27) (х- 1) (х - 2) = О; 28) 4х2 ---' 3х Ј= 3ј 

29) 2x2 -7х+3=Ој 30) (2х-3)2=8х; 
31) х2 - х + 1 = О; 32) х2 -4ах + Зq2 :-0,; 
33) х2 - 2ах + а2 - Ь2 = О; 34) 2х2 - 3ах -;-,-2а2 ,'О; 
35) ЗЬ2х2 + 10аЬХ+3а2 =0; 36) (mх+п) (пх-m)=О; , 
37) Ьх2- а'-= (а - Ь) хј 38) х2 - 22х + i5 =2х2 ---:- 20х + 1; 
, ~ х '~ , 
39) (3Х-2)2=8(х+ 1)2-·100; 4Q) 2-"'3+ 7 :8, '7~; 

41) х-7 =х-6 0 42)Х+l 1 3 (Х '1) =(х_з)2+ 1; 
2 (х+3), х+24' З ,4 . 

43) (х ' ,~)2 _~+ х(х=-9)='(х-14)2 +5; 
, 6 9 18, 2 

(х':""" 20) (х - 10) (34-х)(40-х) +(30---:-Х) (5-х) _ ОО 
44) 10 , 2 " 3 l' 

1 242 
45) х2-Х-6+х2+х-6 x~ Qj-x2-4; 

х + б ' х2 + 17 _ х + 30 х+ 1 'о 
46) x~ 1-х2 +х+l- х3 -1'-х2+х+l' . 

47) х _~= ~ _ ~; 48) х + а х +: = 1; 
х Ь а х-а х-

1 1 , 1 1 ~+ 1_+~; 
49) -+ + I ,+2 =,0; 50) +'ь+х Ь а а х а ха , "а. х 

51)(а+ Ь) (а - Ь) х2 = аЬ(2ах -аЬ)ј 
сх 2с2 -

~,2) х2 
- ~ + Ь - (а+Ь)2 -= Q; 

~3 х+а х+Ь_ а , ЈЬ,' a+b'~x а-'с+х о 
) х-а+х-Ь-Т+ i!' 54)а_ь_х- а.-'С:'-Х' 

55) а+с,<р+х) +~+ х =~; 
а +с (а - х ) х' «Ј-2сх 

56)3х- ,8 =" 11' 4ЈХ + ~ ;5;;) $х - 2 :у 3JX24x---45 = 1; 

58) У3х - 4 + У8х2-4Х+ll = 6 ј 
59) Гх+2 + УХ-3 'v'З~+4; 
БО) 3У5х+l - 2 ffx = 6 у2х 5; 1. 

61) a2-ЬVх а2 = а' ~-b2; 

62) ух - За2 + У2х + а2 =v'зх + 4а2 ; 
б3) У2х + 1 - 2 V 2х + 3 = 1'; 64) f х - а +~ х а ~ ffi о 

Не решlшајуhи следеhе једначине нађи да ли су им ко­
рени стварни неједнаки, једнаки или уображени (§ 128): 

}, 
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65) х2 -+- 6х + 5 = О; 66) х2 + 4х + 5 = О; 
67) х2 +2х-120=0; б8) 12х2 +7х-12=0; 
69) 25х2 + ЗОх + 9 = О; 70) 2х2 - 18х + 65 = о. 

Не решавајуhи следеhе једначине, одреди знаке њихових 
корена (§ lЗО): 

71) х2 -8х+15.....:...0; 72) х2 -17х-60=0; 

73) х2 -26х+ 169=0; 74) 2х2 +5х+2=0; 

75) 4х2 -+ 2х + 1 = О; 76) 8х2 + 4х - 1 = о. 
Састави квадратне једначине, чији су корени: -

аЬ аЬ 
--и-_· 

а+Ь a-lJ' 
77) 2 и З; - З + Г-13; 

78) - 5 и О; За и -2Ь; а +'vТ; 
1 1 

79) - и - -_. 
2 4 ' 

а а 

-З И "2; -4 и 6; 

80) f6и - уЗ; 
а Ь 
-и_о 

Ь а' 
3 и-З; 

2 З 
81) -зи -"2; 4+VЗ; 

82) 2а- - Ь и а - 2Ь; а+Ь· - , 

1 +јуlО; 

а-Ь 

а+ь и1 ; 
Ь • а 

83) 1 _ а и 1 - Ь ; v7i+ i Гa· 
84) У једначини х2 -7х + q = о да се нађе q, када је 

а) један њен корен 3; Ь) један њен корен - 8; с) Х1 = : ; 

d) Х1 =0. 
Ь5) У једначини х2 - рх + 38 = Ода се одреди р, ако 

је а) Х1 =х2, Ь) Х1 = -х2 ; с) ~+~= 152. 
Х1 Х2 

86) У једначини х2 - 8х + q = О да се одреди q, ако је' 
1 ' 1 

а) Х1 = х2 ; Ь) Х1 = 3х2 ; с) Х1 = -; d) Х1 = - -; е) x1-4х2=З. 
Х2 Х2 

87) Реши јеДНИЧЮIУ х2 - 8х + q = О, кад се зна да је 

збир квадрата њених корена З4. 

88) Реши једначину х2 - рх + 21 = О, кад се зна да је 

збир квадрата њених корена 58. 
89) Реши једначину х2 + рх + 45 = О, кад се зна да је 

квадрат разлике њених корена 144. 
90) Реши једначину х2 - 17х + q = О, кад је квадрат 

разлике њених корена 49. 
91) За које вредности коефицијента Ь једначина 

4х2 + Ьх + 25 = О има једнаке корене? 
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91) Наhи једнаLJИНУ чији су корени: а) једнаки реци­
ПРОLJНИМ вредностима корена једначине 2х2 - 5х + 2 = Ој 

Ь) једнаки квадратима корена једнаLJине 3х2 - 7х + 2 = Ој 
с) п пута веhи од корена једначине' 9х2 - 24х - 20 = Ој 

d) за п веhи (мањи) од KOpeHq једнаLJине х2 - 2х - 35 = Ој 

е) 3 пута веhи од кубова корена једнаLJине х2 - 5х + 6 = О. 

Матурски задаци 

9'\) За које вредности т-а једначина тх2 + 2 (т + 1) х+ 
+ т + 3 = О има једнаке корене? (Београд, 1 мушка, 1903). 

9~) Кад се сваком корену једнаLJине х2 + рх + q = о ./I.ода 
по 1, добијају се бројеви који су корени једнаLJине х2 ---.:. р2х + 
+ pq = О. Одредити р и q и проверити. (Београд, . 11 мушка, 
1933). ( 

96i) Нека су Х1 ~ x~ корени једначине х'-(I+л) х+Л'=О. Написати 

• , , Х1 х.,. 
једначину по непознаТОЈ z ЧИЈИ су корени Z1 = х;- И Z. =х;-; у Једначини 

по цепознотој Z наћи такву вредносt за л да један корен те једначине 
1 ' 

, .(ју де т. За ту вредност л наћи одговарајуће вредности за Х1 и Х.' 
. (Београд, 11 мушка, 1931), 

96-) У једначини 3х' - 7х + т' - т = О одредити за т-такву вред-
б ,37 

ност да 3 ир квадрата корена те Једначине бу де 9' 
(Београд, 11 мушка, 1929) 

9~) У,једначини 2х' + 4 (т - 2) х + 9 -7т = О одредити т тако 
.да а) корени буду једнаки; Ь) један корен буде двапута већи од другога. 

- • (Битољ, 1933) 

9~) Дата је једначина УХ2- 4 ух+ 25 = О. Како гласи она једначина 
'Чији су корени аритметичка и геометриска СРf!дина корена дате једначине? 

(Сарајево, 11 мушка, 1934) 
~) Дата је једначина х2 - (811 - 2) х + 1511' - 7 = О.Одредити 

-Qt тако да збир квадрата корена те јерначине буде једнак 24. 
(Београд, Реалка, 1923) 

1О1P) У једначини 2х2 - 3х + 5с = О одредити с Tal).O да- се корени 
разликују за 1. (Београд, 11 мушка, 1930) 

1!tl) Поставити једначину чији су корени једнаки реципрqчним 
вредностима корена једначине 5х2-5х+9 - 125 = О, 

(Београд, II мушка, 1920) 

§ 132) Системе од двеЈУ једначина од којих је једна првог 
;з друга другог степана 

Општи облик једне једнаLJине другог степена са две не­

познате је 

Ах2 +Мху + Cy2+Dx +Еу +р=о (1), 
.а првог степена са две непознате 

Mx+Ny+P=O (2). 
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Систем једначина (1)' и (2) обично решавамо методом 
заМене када нађемо из једначине првог степена (2) вредност 
х-а или у-а, па заменимо ту непознату у једначини другог 
Степена (1) њеним изразом. Тиме добијамо квадратну jeДH~­
ЧИIiУ с једном непознатом, коју најзад решавамо да бисмо' 
дОбили оба њена корена. Заменом нађених корена у' изразу 
еЛИl\1иноване непознате, налазимо обе њене вредности. 

Пример 1. Решити систем једначина: . 
1) х2 + у2 - 4ху + 5х - 2у - )9 = О, 
2) 2х - Зу =; 5. 

Реш~ње. ИЗ једначине (2) је х = 5 -Ј; Зу. Заменом ,у (1) 

ДОБИ' (5 + зу)2+ 2 4 5 + Зу + 5 (5 + Зу) 2у -)9=(} Јамо --2- у - У'-2- 2 

ИЈЩ l1 у2 ~ ]2у + 1 = О. Одавде је уј = 1 и у2 =~. Taдa~e' 

из (2): Хј = 4 и Х2 = ~. 

Међутим, има система које можемо решити много брже', 
и лакше него методом замене на подесан начин. 

Тако, ако знамо збир и производ двеју непознатих, онда ' 
ЊИХове вредности сматрамо као корене оне квадратне једна­
чине чији је коефицијенат уз непознату на првом степену 
познати збир с промењеним знаком, а независни . члан по­
знати производ. 

Пример 2. 1) х + У = ]2 
2) ху =35 

Решење. х и у јесу корени једначине Z2 - 12z + 35 = о. 
Одавде је Zl = 5, Z2 = 7. Стога је Х2 = 5, У2=7, х1=7, у!=5. 

Пример З. 1) х - У =5 
2) ху=-4. 

Заменимо - у = уl биhе 1) х + уl = 5 и 2) хуl= 4. Тада 
су, х и ~ корени једначине Z2 - 5z + 4 = О. Одавде је Zj = 
= х = 4, Z2 = уl = 1, а у = - 1. 

Пример 4. . 1) х + у = 5 
2) х2 + у2 = 1З . 

Ако прву степенујемо са 2, добијамо: 
1) х2 + 2ху + у2 = 25 . 

Ако одузмемо од ове другу, добијамо ху = 6. 
Тада су х и у корени једначине Z2 - 5z + б = о. 
Одавде је Zl = х = 3, Z2 = У = 2. Тако исто се решава 

и Систем у коме се зна збир квадрата непознатих и њихова. 
раЭЛика. 



Пример 5. 1) х2 - у2 = 24 
2) х-у=4. 

Ако (1) поделимо са (2) добијамо: (3). х + У ,6. 
. Тада сабирањем и одузимањем једначине (2) ~ (3) доби-· 
\амо х = 5 и У = 1. . / 

Тако истq се решава систем, ако се зна разлика квадрата 

. непознатих ~ њихов збир. 
Примери за вежбу 

1 

!
ху .0,5, [- =5 ху , 

- 1) ~ = 2.' 2) t у 
у -=20. 

х 

4) х а+Ь !
х- у =2Ь, 

а-Ь=-у-' 

, 2а 

!
х-у . (12-1 ' 

7) 1 l' 2 
у--.х=й· 

5) [х+у= 120, lx2 + у = 50.~ 

IХ+ У =2а, 
8) х2 -2а2 + у2 

\ 2 = 1. 

!
х+у=а, 

З) 1 + ~='2" а+l а. 

!
(Х_2)(У-З)= 1, 

6) х-2=_I.'. ' 
; у-З 

I х-Зу-l 1 
9) 6х-Ilу-З =2 .. 

Iзху_(Х2+у2) =11 .. 

10) {5х2-ЗУ =II, 11){x.+V2Y+4=9, 12){У-VЗХ-З 6," 
4х+9у=З5. . Зх-2у=З.· 2х+Зу=З5. 

IЗ) {х+ у=21, 14) {х + У .' 2а,. 15) {Х2+. у2_ Зху -59,. 
ху=108. ,ху=а2 -Ь2 • х+у=19. 

16) {Х2 + у2 + 4ху = 286, 17) {(~ + З) (у -:.5) = 24, 
х+у= 14. х+у= 16 .. 

18) {~2:;2 з;.86, 19) {~2 +:2 8.1~0, 
20) {х:! - у2 = 45, 21) {(х + 5)2 - (х + 6)2 =29" 

х+у= I~. х-у=2. 

§ lЗЗ) Проблеми другог степена с једном непознатом. Има. 
велики број проблема који се своде на решавање једначина 
другог степена, а чија решења, иако задовољавају једначину,. 

не задовољавају проблем. Код § 128 видели смо да корени 

квадратне једначине могу бити стварни неједнаки, стварни. 

једнаки и имагинарни, што зависи једино' од дискр»минанте 
В2 - 4АС. Из овога разлога може да c~ )деси да оба, или 

П,оједина решења једначине не задовољавају 'све или поједине 

УСЛQве проблема. У овом случају проблем је немогућан за та. 

решења. Такав ће бити пробл~м, ако су оба решења једначине 
имагинарна, или је тражена количина такве природе, да)не: 
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може бити нити негативна нити разломљена, а корени једна­

чине су негативни или разломљени. Тада решења једначине, 

која не задовољавају услове проблема, као бесмислена, одба, 

цујемо. 

а) Решени Примери: 

1) НаћИ онај двоцифрен број чији је збир цифара 14; а 
љихов ПРQИЗВОД 24. 

Решеље. - Ако су јединице х, онда су десетице 14-х. 

Према другој погодби биhе: 

х(14-х)=24, или 14х-х2 =24, или х2 -14х=-24. 

. Решењем ове једначине добијамо Х1 = 12 и Х2 = 2. Gба 
ова решења, иако су стварна и позитивна не задовољавају 

проблем, јер решење Х1 није једноцифрено, а решење ·х2 , 
иако једноцифрено, ипак не задовољава проблем, пошто би тада 

десетице биле 12, што је немогуће. 
Закључак: овај проблем је немогућан. 

2) Раставити број ЗО на таква два дела да је њихов 

производ 8 пута већИ од њихове разлике. 
Решење. - Ако је један део х, други је, ЗО - х. Тада је 

према другом услову . 
х (За -:- х) = 8· (За - х - х), или 

ЗОх - х2 = 240 - 16х, или х2 - 46х + 240 = О. 

Решењем ове јеДJiачине имамо Х1 = 40 и Х2 = 6. Прво 

решење Х1 не задовољава проблем, јер је веће од самог броја. 
Друго решсње задовољава проблем. . 

Закључак: Први је део 6, а други 24. Заиста је 24·6 = 
= 8·(24-6). 

З) Ученици најстаријег разреда у једној школи измењаше 

узајамно своје фотографије чији је број био 1056. Колико је 
било ученика у разреду? Решење. Ако је било х ученика, 

онда је сваки дао фотографија х-l. Једначина је х (х--l)=1056, 

или х2 - Х = 1056. Решењем ове једначине имамо: 
Х1 = З5 и Х2 = - З2. 

Друго решење Х2 = - З2, као бесмислено, одбацујемо, 

јер број ученика не може бити негативан. Прво решење задо'-:­

вољава проблем. Дакле, број ученика у разреду је био ЗЗ. 

4). Хипотенуза правоуглог троугла је 10 т, а једна је 
катета за 2 т ве/ш од друге. Колико је мања jtaTeTa? . 

Решење: Ако је мања катета х, већа је х + 2. Тада је 
једначина по Питагорином праВИЈIУ 

х2 + (х + 2)2 = 1 ОО, или х2 + 2х = 48. 
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Њеним решењем добијамо Х1 = 6 и Х2 = - 8. Прво решење 

задовољава проблем, а друго, као негативно, одб.iщујемо. 
5) Број 12 раставити на таква два дела да је љихов 

производ 40. 
Решеље. - Ако је један део' х, други је 12 - х. Тада је 

једначина х(12-Х)=40, или х2 -12х=-40. Њеним ре­

шењем добијамо Х1 = б + 2 i и Х2 = б - 2 ё. Пошто су ,оба 
решења имагинарна, то оба не задовољавају проблем. Он је 

неМОГУћан, тј. број 12 не може се раставити на делове чији 
је производ 40. 

).) Примери за вежбу: 
1) Који број постаје 5 пута веliи, ако се С,абере са .својом реци-

прочном вредношliу? ( +1-) 
2) Наliи број чији је производ од н,егове половине и осмине 1. (± 4) 
3) Наliи она два броја чија је размера 5 : 7, а· производ 190. 

(1= + 5т, II = + 7Ущ 
4) Наliп број чија је деветина једнака производу од његове треliине, 

шестине и осмине. ( + 4) 
5) Који број најпре увећан за' 7 а затим смањен за 7 даје бројеве 

чији је производ 5.Ј? (+ 10) 
6) Са КОЮiКО је процената дат капитал под интерес, ако је го­

дишњи интерес 1250 дин., а зна се да је капитал 5000 пута веliи' од 

процента? (5"10) , 
7) Са колико процената треба да се да неки' капитал под прост 

интерес да би се он удвојио за онолико година колики је и проценат? (10"1.) 

8) Трошак неког друштва, у којем је било двапут више људи ,но 

жена, изнео је 176 дин. Кад је сваки човек платио двапут толико колико 
је било људи, а свака жена трипут толико колико је било. жена, пита се 

колико је било људи и колико жена у томе друштву ?(жена 4, људи 8) 
9) Наliи број који трипут помножен самим собом. даје производ 

трипут веliп од тога броја. (± VЗl .. 
, 10) Кад се једном броју најпре дода 5 и затим одузме 5"ј)иliе збир 

квадрата добивеног збира и разлике једнак 178. Који је тај број? (± УВ) 
11) Стране два квадрата стоје ,у размери 5: 7. Површина другога 

је за 1944 т2 веliа од површине првог.' Наliи њихове стране. (45 т, 63 т) 
12) Хипотенуза правоуглог троугла је 10 т, а једна је катета Ј1/а 

пута веliа од друге. Наliи катете. (6 т и 8 т) 
13) Од темена правог угла креliу се једновремено два тела пр 

крацима угла с брзинама од 5 т и 12 т у секунди. После колико секу­

нада оба тела биliе удаљена 52 т јеДIfО од. другог? (после 4 сек.) -
14) Од теме на правог угла креliу се по крацима' два тела једнаком 

брзином. Прво почиње кретање 7 секунада ра-нијео.u; другог тела. После 
15 секунада од поласка првог тела, отстојање између тела је 102 тј 
којом се брзином креliу тела? (6 т) . - , 

Алгебра V-и УЈ 18 
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15) Разлика суседних страна једног правоугаоника је 6 т. Ако се 
мања страна удвоји, а већа смањи за з' т, онда се површина правоугао· 
ника увећава за 25 т2• Наћи стране правоугаоника. (5 т и ]] т) 

16) Два тела крећу се једновремено по крацима правог угла, и то 
прво из тачке А, удаљене ] 17 т од темена, к темену са брзином од 7,5 т 
у секунди; друго подази из тачке В, удаљене од темена 39 т, удаљујући 
се од темена са брзином од 22,5 т у секунди. После колико' секунад;! су 

б . 7 и о а тела удаљена Једно од Af!yroг ] О т? (415 сек) 

]7) Три броја стоје у раЗмери као 3: 2 : 5 а збир њихових квадрата 
износи З42; наћи те бројеве. <± 9, ± 6 и ± ]5)' 

]8) Јещш басен пуни се' за 8 часова кроз две цеви, ако буду једно­
времено отворене. Друга цев сама напунила би басен за 9 часова дуже 

1 . • 
време од 8 времена КОЈе Је потребно да прва цев сама напуни басен. За 

које време свака цев пуни басен? (1 за 24 ч., 11 за 12 ч.) 

19) Наћи број који помножен са 3 ~ даје производ Једнак деветини 
свога квадрата увећаној са 25. (15) 

20) Којим бројем треба поделити 96 да се добије количник који је 
за 4 вепи од тога броја? (& и - ]2). 

2]) Наћи разломак чији је производ бројитеља и именшгеља 120, 
каДе се зна да бројитељ и именитељ поста1у једнаки. ако бројитељу додамо 

(10)' а од именитеља одузмемо ]. 12 

22) Наћи број, чије : увећане за 1, а 3I1ТИМ, помножене са :, тога 

броја које сусмањене за 15, дају производ 16. (20 и -&) 
23) Трговац прода неку робу за З9 динара и на њој заради толико 

на 0/. колико њега роба стаје. Колико њ~гa стаје роба? (ЗО дин.) 
24) Наћи она два узастопна неларна броја чија је разлика ква-

драта 8000. (200] и ]999) , 
25) Траже се она три узастопна цела броја чији је производ 5 пута 

већи од њиховог збира (- 1, Ој 1, или З, 4, 5, или - 5, - 4, - З). 

26) Поделити број ]2 на таква два дела да је већи деосредња 

пропорционала између целог броја и мањег дела. (1 део' 6 (f5 - 1), или 
приближно 7; 4164) 

27) Наћи број који увећан са шестоструким квадратним кореном 

тога броја даје lЗ5, (225 и 81) 
28) 'На!'!и године старост.и· једнога дечака, кад се зна да ће после 

три године' имати онолико година колики је' био квадрат његових година 

лре три године. (6 год.) 
29) Једно лице уложи 110Д. прост интерес 2000.0 дин. лодизвесним 

процентом. После 5 година узме капитал. и интерес за то време'и. уложи 
у други завод који дi\је проценат за 1 мањи од ранијег процеНТll, и тада 
добија годишњи интерес ]ЗОО дин. Наћи, проценат. (6"10) 

ЗО) Друштво од 15, људи и жена ручадо је зајеДIJИЧКИ у н.екој 

гостионици: Тl?ошак људи износи З6 дин. а толико исто и трошак жена. 

Колико је (iило људи а колико жена и колико је трошак сваког учесника, 

ако је сваки човек ЩlaТИО. 2д.ин. више него жена? (људи 6, жена 9; човек 
ллаћа 6 дин.; жена 4 дин.) , 



31) CYM~ од 400 ДЩI .. треба да <;е подели на I:Iз,вщ;тац БР9Ј људи 
подједнако. Пр.~ деобе 4 лиц.а o.n;pe.KHY се примаља, услед Ч.~Г~ је <;в?ки од 
ос.Т<јЛИХ; џри~ио пQ 5 ft.,I:IH. ~ИlUе !Јего ш,\о б\f ЦРI;IIl!и,Q,. Кqлико j.~ QI:IЛО 
лица?" (20.) . 

32) СеЉ<lК је купио и~,вестан број ОВ;Щit·· за 7!?D дин.' У Tq!}y три 
Месеца ИЗI:убио је усле)!; t50Л~<;1fИ 5. оВ<iЦ1il, а осщле. прq.n;<I. и л.обl:lј~ по 
б дин. Вl1ше q)! овде Ilerq што је платио за њу. l;ia OBP~ продаји и;зг~бl:l. 
30. дин. l;iah~ број Qщща I::f њЩ,ОЏУ цену. (2,5, ОВii\ЩI, CBaкa,c,aj~ 30. дин.). 

3З) Дв\!, курира полаЗе ":{ исто B.peM.~, из ИСТог ме,ста за \!!)ку ВџРОШ 
удаљену 90. Кт. Први прелази на ~ac 1 Кт више од ApY\O.r~T~ усле.n. .. 
,Q,Гa cTI:I)J{e у BapoЏl 1 час р,щије IЩ .n;руги. Наtщ Њl:lхqџ,~' Часоiш~~рзине. 
(10 [(m. и 9 Kп:z)' . , 

.34) Два КУРИр<Ј. пол<!~е је;ЏlOвремено leд~1I, другоМе }f суср.е1 I:I~ jЏla, 
1\\џта . уДаЈЫЩа. 3~O «т. д!Ј,ещщ ·брзщщ првог је зд 8 {(!:п Beb~ од, Д~~lще' 
брзине другог, а путују до места' сусрета\ онојllјко дана колик,q, j~ QO.ji,Q," 

вина Кт које д!;!евнС! FlР,елаЗ!f други; КУРИјЈ. Нqliи in~J!Bf;)' Џу,!,tщEi. '(192 Кт, 
]28 Кт) . 

35) ТРQЩ/<.ЩIИ путовања вище лиц{t Щlнеђ;И e~ 43,2,. ди~ П~ како су 

два лица путовала без трошка, то је сваки од ОСТiI:!lИХ /ЏЈ<i,ТИQ, цо 3 .(\I:IН., . 
џище. Код.I;IIЩ j~ би.l/О .l/ИЩI?(I~, лица) " 

Зб) Је"'а!;! !ЈОД војник.џ треба. J.ЏI, ЩЏIР<l,в.i<i ма,рщруту од 24Q.К,щ 1111. W!~, 
вестан број дана. Међутим, у. Ј\10МенТУ по,ла.ЧК<I~ цареЬено ~ је ЈЈ"а ту ј\ЩРЦ!~. 
Р.УТУ ЗЩ!рЏ;ll1 2 да,НЏ раиије. з..БQГ О,щ>.!'а /iQP., ПР~~;I);I, б Кщ ~I;II!I!I;tO ~ИЈI[i. 
него щто је намера,IЩQ. :;3<1 коли.lЩ је д;щ~ б\l;Ла, !1ројеК;ТQ,вщщ Ј:ЩIЏ;lј,ј\ *<Ј.рщ-. 
рута? (]О. д.ана) 

37) Место на коме је сарра.Ьена нека куliа ИМа облик пр.авоугао­

ника дужине 3б т а ширине 20 т. Око целе куће тр,еба и.аЧИНЊТi<i 1'Р9ТЩР 
једнаке ширине. Наћи ту ширину, ако се зна да' j~, fuelioaa tlевршин.а 
1 , ' 
З од ПО.ВРIЏј1\1е коју к.ућа оЏух)!ата. (2 ~>. 

38), ~ коме правилн,ОМ Ј\11.10ГОУ!:'ЛУ <;ваци УНУТР'\LЏI.I>И'-У'I1<10; ПW;"I;аје за 
1.0~ l;Iеliи ако. му се број <;,тр,!на, цовеЏ,а за 3? (у 9"'ТО'»IfЛу'), 

39) Трговац прода неку робу ~a 152,5Q дин. с п,роцеt\1'<М,I. зараде Ji.oja 
ltI.зноеи ИОЛОВИlc\у КУЏОВljе цене. Шта ~:r~je њещ р.qба? (Дин,. 5Р) .. 

40) Неки (5асеlj пуци се цроз ~ae цеви. Прв" цец ЛУIjIИ б·асен' ЩI\ЏL 
за 5 часов~ дуже НеГО ДР~Fа. Обе зај~д~о> jeAljoBpeM~Hoi отворене, (Ју-не 
га за б часова. За колико часов(ј., cIIакџ ЦеВ пуни (i.a,<;eli? (15, ч; 1Q ч.). 

4]) ДВа пРеПЩ<l~а, треба д.а ЏЈЈеlЩЩУ И,звеl;,Т,!Н Q.,QoJ c1ipal;la неког 

руК,ОПI:II;<I. К,ад ~и сваки C~M радио, ДРУГОМ ТРеба д,.а, сврщд прс,щ 4 чцс:~ 
више но првом. Ако први ради б часова, а. други 7 часова, преПI!l~али ~и, 

. 1 . 
страна чији је број за З већи од броја страна коЈи, треба да препишу. За 

које време може свак!! да препише рукоцис, а щ цоје·оQ.ојица? (1 = 8. Ч; 
11 = 12 ч; обојица 4 ч. и 48 мин.) .,... .. 

~2) Из два места А, и в... чије је oTcTc;>iaJi!,e џ!, Кт, џода,зе два 
П~Тl;!ика јМЩI др'.угоме ~. сусрет,. ПРВI:I: И~ А. од~аз.и ~7 МИНУтџ'l?а,l.Iије, q.l/.J:I 
С6.ilКИ Кт пр.ела,ЗI1 ЗIj, 3 Мl;Iнут,а џиwе'вРемена, )10 .цР);!:И, IJО,сле ?1/2 Ч(ј.са 
од поласка првог срели су се. За колико минута прелази св.аЦ,И с;>,ц. 1\>,1:1" 

( 
2 2 } .-

I Кm.? ];15 з; 13 з 
]&* 
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43) Из двеју тачака, чија је раздаљина 340 т, полазе тела А и 1 
једно другоме у сусрет. А почиње кретање 5 секунди раније од В, аш 

сваке секунде прелази 4 т мање него В. Пређени од њих путеви пр~ 

сусрету стоје као 8: 9. Наhи њихове секундне брзине. (8 т и 12 т) 
44) Два путника А и В полазе у 6 часова из два места један дру­

гоме у сусрет и сретну се у 9 часова. При сусрету прорачунали су да је 
А прешао 3 Кт више но В и сваки је продужио пут с истом брзином. 
Најзад А стигне у своје место 1 час и 6 минута раније но В. Наћи от­
стојање полазних места и за које време' сваки од њих прелази 1 Кт. (33 
Кт; IO и 12 мин.) 

45) ПО једном краку правог угла из тачке чије је отстојање до те­
мена 40 т, креће се к темену једно' тело са брзином од 2 т у секунди. 
Једновремено креће се друго тело из темена по другом краку угла са бр­

зином од 16 т у секунди. После колико секунада отстојање оба тела биhе 
100 т? (6) й. -

46) По крацима nPhor угла крећу се ка темену једновремено из. 
тачака А и В, чије је отстојање 187 т, два тела. Разлика њихових брзина 
је 7 т. Ако оба тела стигну у теме после I1 секунада, која је брзина 
сваког тела? (15 и 8 т) 

47) Од темена правог угла почињу кретање по крацима центри два 
круга. Центар првог круга, чији је полупречник 40 ст, креће се брзином 
од 3 ст у секунди, а центар другога круга, чи'ји је полупречник 38 ст, 
почиње кретање 2 секунде раније са бр3l:!НОМ од 6 ст у секунди. После 

колико секунада од поласка првог центра, оба се круга додирују споља? 

(10 сек.) 
48) Неколико радника примили су за неки посао 400 дин. Кад би 

број радника био за 3 мањи, онда би сваки радник примио по 30 дин. 
више. Колики је број радника? (8) 
. 49) Неколико књига купљене су за 60 дин. Цена сваке књиге у 
динарима је за 4 мања од броја књига. Колико је књига купљено?(IO) 

50) Неки је потрошио за неколико дана 900 дин. за храну. Кад би 

дневно трошио по 10 дин. мање, онда би исти новац потрошио за 3 дана· 
више. Ло колико је онда трошио? (60 дин.) 

51) Продато је две врсте кафе: од прве за 1020 дин., а од друге за 
871 дин. Од друге врсте је продато 3 kg више него од прве. По колико 
је kg продато од сваке врсте, кад се зна да kg друге врсте стаје 35 дин. 
мање него kg прве врсте? (10 kg и 13 kg) 

52) Неки човек, продавши свој часовник за 24 дин., изгубио је онолико 
процената колико му је часовник вредео. Колико му вреди часовник? 
(60 дин.) . 

53) Неки је позајмио 5000 дин. од два зајмодавца. Првоме је плаhао 
годишњи интерес од 240 дин., а другом 200 дин. Са колико "10 су били 

зајмови начињени, кад се зна да је другом зајмодавцу плаhаО 2"10 више 

него првом. (80/0 и 100/0) 
54) Један део капитала од 8000 дин. доноси годишњи интерес 90 

дин., а други део 200 дин. Са колико процента је дат сваки део тога ка­
питала, ако је други део дат под интерес за 1"10 веhи проценат но први 
део? (3% и 4"/0) 

55) Два путника полазе једновремено из једног места за друго. 

Први прелази за један час 1 Кт више него други и стиже у друго ме-
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сто 1 час раније. Колико Кт прелази сваки за час, акоје отстојање места 
56 Кт? (8 Кт и 7 Кт) 

56) 1една тачка креће се по обиму једнога круга чији је обим 225 
ст. Ако се брзина тачке смањи за IO ст у секунди, онда би прешла 
обим за 6 секунди доцније. За колико секу нада' обиljе обим круг\ та тачка' 
са првом својом брзином? (9 сек.) , " 

.... 57) Зб(Јр катета правоуглог троугла је 17 т, а хипотенуза му је 13 
т. Наћи катете. (12 т и.5 т) 

58) Површине двају квадрата имају се као 25 : 49. Страна првог је 
. ~a IO т мања од стране другог. Наћи њихове стране. (25 ти '35 щ) 

59) Површине двају равнокрако-правоуглих троуГJlова имају се K~O 
9 : 16. Хипотенуза првог је за 2 т мања рд хипотенузе другог. Ha~:1 

стране тих троуглова. (1 == 3 У 2.6; 11= 4 V2,if) 
60) Од једног троугла, чија је r'iовршина 121 т2, добивен је трапез 

површине 85 т2, правом повученом паралелно основици троугла. Наћи 

висину троугла и њене делове, 'кад се зна да је та висин.а 2 пута већа 

Од основице троугла. (ћ = 22 т; IO и 12) 
61) Кружна тетива од 12 т.ДУЖl:Iне препОловљена Је другом тети­

вом од 15 т дужине~ 'Наћи, отсечке Аругететиве. (З т иl2 т)' ',. 
62) Страна једног квадрата. је 230 т; колике су стране оног пра­

воугаоника чији је обим за 12 т већи од обима квадрата, а површина за 
460_т2 мања од квадратове површине? (276 и 190 т) 

с,Ј Матурски задаци ' 
63) По периферији једног круга одЗБО т дужине крећу се два 

тела А и В. А прелази у секунди 4 т више од В, T~ .му је због тога по-' 
требно једна секунда мање да би прешло целу периферију круга. Колико 
метара прелази' свако од њих у секунди? 

(Крагујевац, '1899) 

64) Yj~ДHOM трапезу је већа паралелна страна :ЈаЗ m дужа ОД ма!!?;; 
паралелне стране, а висина трапеза је средња аритметичка средина обеЈу 

паралелних страна. Кад је површина трапеза за 7,75 т2 мања од дво­

струке површине квадрата над мањом паралелном CTPilHOM, колике су 
паралелне стране трапезове и висина? (Пожаревац; 1910) 

65) Неки .. отац остави своје имање од 84000 дин_ својој. малолеТllој . 
деци тако да се на једнаке делове, подели, са жељом, ако би неко пре 
пунолетства 'умро, да се онима који га преживе и његов део на 

једнаке делове подели. Умрла су .два детета пре него што су пуно.летна 
била ·и зато је од остале деце свако наследило још по 3500 дин. Колико је 
отац деце оставио? (Ужице, 1905) 

,66) Неки трговац купио је х ствари за 6000 дин.,; он је себи задржао 
20 ствари, а остале је продао за 15 динара скупље сваку ствар и тако је 
опет за њих добио 6000 дин. Колико је ствари купио? 

(Нищ Мушка, 1930) 

67) Неко има три шупље коцке разне величине. Прва је 5 см виша 
од друге, а друга 5 см виша од треће. Ако другу празну коцку напунимо 
водом из прве пуне, а затим трећу празну из друге пуне, онда ће у првој 

бити 1350 см' воде више него у другој. Колика је запреминаСВ1!ке коцке? 
, (Нищ 1903). 

~ I 
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б8) Збир 'цифара једног двЬцифренаг броја износи 10; ако пак ЦИфРI 
у обрнутом реду пишемо и добивени број помножимо са пређашњи~ 
бројем, производ ће бити 2701. Који је тај број? <Суботица, 1922) 

'69) Трговац прода робу за 5б динара, при чему sаради ТОлике 

процената колико га стаје та роба. Колико је за њу платио'? 
(Београд, 111 ~шка 1928) 

70) једном чоsеку потребно је да чамцем пређе узводно пут од 

240 км два дана више него кад иде низводно, јер прелази "6 км Мање. 

Колико му 'је дана потребilO за }/изводни пут? 
(Београд, JII мушка 1933) 

7Ч Враћајући се ;из једне шетње некибициклиста прелази у једном 

часу 5kM 'мањенего при одласку. Пита се, којом 'се брзином кретао пр!! 
одласку, кад се зна, да је љегов повратак трајао 48 минута више него 

одлазак и 'кад ,се зна да је бициклисТ"а отишао 80 км 'далекоод своје 
полазне тачке. ~БеОI:рад, ЈЈ мушка, 1933) 

,§ 134) IV. ,Графичко претстављање крадратног 'liринома 'и 

испитивање његових промена. да бисмо квадратнитрИН6М 
Ах2 + Ех 4- с преtс'tавйли графичкии да бисмо њеГ(јв-е промене 
графички испитали, т.peO~ најпре да ставимо да је он једнак 
у,а затим да незаВИGна-l1роме!:lљивојх .дајемо произвољне 

вредности, чиме добијамо одговарајуhевредности функције 'у. 
Сматрајуhи одговарајУће вредности х-а и у-а као КОQрдинате 

појединих' тачака у ра~ни, конструишуhи те тачке помоhу 
-правоуглог коор~инатног система 'и најзад њихQвим спајањем 

добијамо 'JiинИlуквадраtног триноМа, која је парабола. Из 

добивене . линије можемо увидети и промене трИfюма које он 

има када х M~њa своју в;редност од" - оо до + оо. 
ПРИМf!РИ: 

1)у = х2 _ 4х + 3. За х = - 3,- 2,-1,0,1,2,3,4,5, 
6, 7 ... БИ'hе у = 24, ) 5, 8, 3, О, - 1, О, 3, 8, 15 .. ,,, Конструкци-

. јом таЧ:iКа: (-3,24), (- 2, 15), (-1,8), (О, 3), (1, О), (2, - 1), 
(3, О), (4;3),(5,8),(6, 15), (7, 24) ... и њиховим слајањем доби­
јамо пара болу (А) слике 22. Из ове линије увиђамо: 1) да трином 
х2 - 4х + З има корене 1 и З, јер је он раван нули за 

х = 1 и х = 3, тј. ова линија сече алсцисну ОСО8ИНУ у та'l­

кама чйје су апцисе 1 и 3; 2) дати трином је позитйван за 

све вредности х-а изван корена, јер су ординате позитивне 

за 1 > х > 3; 3) дати трином је негативан за вредности х-а 

између корена, јер су ординате негативне за 1 < х < 3; 4) за 

х = 2 дати трином има најмању вредност - 1, јер је најмања 

ордината - 1 за х = 2; и 5) да . парабола датог тринома за­
узима симеТРИ'lан положај према правој чија је једна'lИНq х=2. 

2) у=х2 -4х+4. За х=-2,-1,0, 1,2,3,4,5,6 .. 
биhе у = 16, 9, 4, 1, О, 1, 4,9, 16... Конструкцијом та'lака 
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(~.-o 

У • .. 
.Слика -22 . • <;лиКа23 

Х. 

х 

У. 

Слика 24 Слика 25 

(- 2,16), (-1, 9), (0,4), (1, 1), (2, О), (3, 1), (4, 4), (5,9), (6,16) ... 
и љиховим спајањем добијамо параболу (В) слика 23. 'ИЗ-0ве 

линије увиђамо : 1) да триiюм х2 - 4х + 4 има оба Kop'eIta 
једнака, јер крива додирује аПСЦИСl:lУ осовину за х = 2 ; 
2) .дати трином је увек позитиван за све вредности х-а од 

-'- оо до + оо, пошто су све ординате позитивнеј З) за. х = 2 
дати. трином има минималну вреДНQСТ ~, јер је најмања орд,и-

1; • 
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ната О; и 4) да парабола датог тринома заузима симетричан 
положај према правој чија је једначина х = 2. 

3) у=х2 -2х+2. Зах=-2,-1,0, 1,2,3,4, ... биhе 
у = 10, 5, 2, 1, 2, 5, 10, ... Конструкцијом И спајањем тачака 
(-ђ, 10), (- 1,5), (О, 2), (1,1), (2, 2), (3,5), (4; 10), ... добијамо 
пара болу (С) слике 24. Из ове линије увиђамо: 1) трином. 

х2 - 2х + 2 има уображене корене, пошто парабола не сече· 

апсцисну осовину; 2) дати трином је увек позитиван за све· 

могуhевредности х-а од - оо до + оо, јер су' све ординате: 

тачака параболе позитивне; 3) за х = 1 дати трином има 

минималну вредност 1, јер је најмања ординанта 1. 
4) у=-х2 +х+2. За х = - 3, -2, - 1, О, 1,2,3,. 

4, ... биhе у=-10,-4, О, 2, 2, 0,-4, - lQ, ... 
Конструкцијом И спајањем тачака (- 3, - 10) (- 2, - 4),. 

(-1, О), (0,2), (2, О), (3,-4), (4, -10), добијамо параболу 
(О) слике 25. ИЗ ове линије увиђамо: 1) трином - х2 + Х + 2: 
има корене - 1 и 2, јер парабола се'че апсцисну осо-: 

вину у тачкама чије су апсцисе - 1 и 2; 2) за х ~ ~ дати: 

трином има максималну вредност 2} ,. јер је H~jBeћa орди­
ната у = 21/4 ј И 3) дати трином је позитиван само за оне­

вредности х-а које се налазе између корена - 1 и 2, јер су 
ординате позитивне за - 1 < х < 2. 

Напомена. Истим путем дају се конструисати функције 

у = ах2 ·и у = ах 2 + с, у = (х+ т)2 и у = ах2 + Ьх, које све: 

претстављају параболе. 

Примери за вежбу 

Конструисати следеhе функције: 
1) у=3х2;. 2) у=-4Х:!ј 3) у=2х2 ј 

4) у = 3/Б х2 ј 5) у=2,25х2; 6) у=2х2 -3х+4ј 

7) у=3х2 +2х-3; 8) у=3х2 -6х+5: 

9) у = х2 + 2х - 3; 10) У = 5х2 
- 4х + 5; 

11) у=(х+ 1)2; 12) у=(х-2)2; 13) у=-7х2+ 12; 
1 

14) у=4х2 -5; 15) У=2"х2 -3; 16) у=-2х2+4х+3. 

§ 135) ГрафИЧко решење једначина другог степена с јед­

ном непознатом. Најпростији начин графичког решавања једна-­
чина другог степена с једном непознатом састоји се у овоме: 

Треба најпре једначину Ах2 + Вх + С = О свести на 
облик Ах2 = - Вх - С,' а затим, стављамо да су обе стране,' 

као једнаке, равне у. 



Тиме добијамо функцију 

другог степена у = Ах2 И функ- .N 
цију првог стейена у= -Вх - С, 

од којих йрва претставља па­

раболу, а друга Йраву.· Најзад 
Треба.конструисати и пара болу 
у =Ах2 и праву у=-ВХ-.С, 

па аi1сцисе' 1Ьихових пресечних 

, тачака би/ш решења или корени 
дате једначине. 

.. Пример. Решити графички 

једначину х2 + 4х -5 = о. 
Доводеhи ову једначину на 

облик х2 = - 4х + 5 и став­
љајуhи да је свака страна јед­

нака у, добијамо једначине 

у=х2 и у=-4х+5. ' 
Тада из' прве једначине 

имамо: 

за х=-3,-2,-1,0, 1,2,3, ... 
у = 9~ 4, 1, О, 1, 4, 9, ... 

а из друге једначине: 

за х' 1,' 2, ... у = 1, - 3, ... 

Конструкцијом одговарају­

hих тачака и њиховим спаја-

њем, добијамо параболу (А) и 
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праву MN (сл. 26). 'У, 

Ова права сече параболу Сл. 26 
у тачкама Е и Р. Апсцисе пре-
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сечних тачака јесу 1 и - 5, и то су решења дате једначине. 
Примери за вежбу: 

Реши графички једначине: 

1) х2 -36=0; 6) 2х2 -4х-3=0; 
2) х2 - 16 = О ; 7) х2 _ 2х - 4 = О ; 
3) (х+3)(х-3)=16; 8) 4х2 -12х+9=0; 
4) х2 -;-7х=0; 9) (2х-3)2=8х; и 

х-7 х-6 .5) х2 +2х-3=0; 10) _.- = . __ .. 
2х+ 6 .х+24 
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