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PREDGOVOR

Nagli razvoj mehanike kontinuuma pocetkom 40-tih godina ovog veka uslovio
je da se ve¢ 1947. godine organizuje nastava iz ove oblasti mehanike na studijskoj
grupi za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu. Nastavu iz
predmeta Mehanika neprekidnih sredina prvi je drzao Prof. dr Tatomir P. Andeli¢.
Po formiranju studijske grupe za mehaniku 1952. godine uvodi se, 1961. godine,
na poslediplomskim studijama predmet Teorijski osnovi mehanike kontinuuma koji
su predavali prof. dr Tatomir P. Andeli¢ i prof. dr Rastko Stojanovi¢. Na redovnim
studijama studijske grupe za mehaniku nastava iz predmeta Mehanika kontinuuma
uvodi se 1971. godine i drzi je prof. dr Rastko Stojanovi¢ a od 1972. godine prof.
dr Milan Plav$i¢. Od 1974. godine nastavu iz ovoga predmeta u Kkontinuitetu
drzi autor ove knjige.

Ova knjiga je rezultat dugogodisnjih predavanja, koja je autor drZao iz pred-
meta Mehanika kontinuuma za studente Grupe za mehaniku, Instituta za mehaniku
na Prirodno-matematickom fakultetu u Beogradu, kao i nauénih aktivnosti autora u
toj oblasti. Pisana je sa osnovnim ciljem — uvodenje u osnove mehanike kontinuuma
na naéin koji ¢itaocu omoguduje praenje literature iz ove oblasti mehanike na
savremenom nivou. Pri tom su, kao osnovna orijentacija, posluzile dve monografije,
obe sadrZane u Enciclopedia of Physics:

- 1. The Clasical Field Theories — C. Truesdeli and R. A. Toupin i

2. The Non-Linear Field Theories of Mechanics — C. Truesdell and W. Noll,
u daljem, skraceno. CFT i NLFTM, respektivno.

Autor se nada da ¢e ova knjiga korisno posluZiti ne samo studentima meha-
nike na Prirodno-matemati¢kom fakultetu nego i svima onima koji se u okviru
svoje nauéne delatnosti, na poslediplomskim studijama i drugi nadin bave proble-
mima mehanike kontinuuma.

Knjiga se sastoji iz deset poglavlja koja se odnose na fizicke osnove, deforma-
ciju, kretanje, napon, energiju i deformaciju konstitutivne jednadine, elasti¢ne ma-
terijale, termoelasti¢ne i hiperelastiéne materijale, neke klase prostih fluida i doda-
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tak. Na kraju skoro svakog odeljka dat je odreden broj zadataka, kao vezbanje, ko-
jim se ilustruje teorijski deo odeljka. Njihovo samostalno refavanje omogucuje
¢itaocu da sagleda do kog stepena je ovladao predenim gradivom. Dodatak se odnosi
na osnove tenzorskog ratuna, tenzorske funkcije i Pfafove jednacine koje su izlo-
zene na nacin kako se koriste u knjizi a sve u cilju celovitosti izlaganja.

Posebne teSkoce pojavile su se pri obeleZzavanju velikog broja raznorodnih
geometrijskih i fizi¢kih veli¢ina. Samo u izuzetnim sluc¢ajevima nije mogla da se
izbegne istovetnost obeleZavanja, ali i tada je iz konteksta jasno o kojoj velidini
je rec.

Pripremajuéi ovu knjigu autor je imao veliku pomo¢ od svojih studenata i
kolega. Njihova podrika i poverenje bili su najvedi stimulans autoru da istraje.
Bez toga ove knjige ne bi bilo i autor im se od sveg srca zahvaljuje. Medu one koji
su u kontinuitetu pratili rad, davali sugestije i ¢vrsto zastupali svoje stavove u disku-
sijama navodim moje mlade kolege Dr Zorana Golubovi¢a i Savu Nakicenoviéa.
Prof. dr Marko Leko je svojim primedbama doprinosio preciziranju pojmova i
jasno¢i stavova. Prof. Dr Predrag Cvetkovié¢, Dr Dragoslav Kuzmanovi¢ i Mr
Aleksandar Sedmak su pregledali pojedine glave, uputili korisne primedbe i su-
gestije.

Posebnu zahvalnost dugujem prof. Dr Milanu Plav$i¢u kao i prof. Dr Slavku
Duric¢u na uloZzenom trudu pri recenziji knjige. Koristim ovu priliku da se zahvalim
prof. Dr Vlatku Bréi¢u na podrici da se ova knjiga $tampa. Osoblje ,,Gradevinske
knjige” iz Beograda i $tamparija ,.Minerva™ iz Subotice uloZili su mnogo truda,
volje i razumevanja kako bi knjiga izadla iz §tampe $to bolje opremljena i $to pre,
posebno, kada se ima u vidu teZina sloga.

Autoru je jasno da, i pored svih nastojanja da do toga ne dode, mogu postojati
odredeni propusti i gre$ke. Unapred je zahvalan svima onima koji mu na njih
ukazu.

Beograd, Novembar 1987. god. Autor
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UvVOD

Mehanika kontinuuma, s obzirom na predmet svog izucavanja, predstavlja
nadgradnju racionalne mehanike ili mehanike kona¢nog sistema materijalnih tacaka
i krutih tels. Mehanika kontinuuma je deo mehanike koji izu¢ava deformabilna
tela, 1. tela kod kojih se, u opstem sludaju, rastojanja izmedu Cestica tela menjaju;
ona izucava deformaciju, naponsko stanjc i teCenje realnih tela, tj. &vrstih tela,
teCnosti 1 gasova.

Osnevna pretpostavka od koje se polazi u mehanici kontinuuma je da je mate-
rija neprckidno rasperedena u telu. Ova pretpostavka je sadrZana i u nazivu pred-
meta. Kako su realna tela, sa fizickog stanoviéta, korpuskularne prirode to meha-
nika kontinuuma ne izucava i1ealna tela neposredno, nego njihove modcle, kcjima
se pripisuju odredcna fiziZka svojstva realnih tela.

Pretpostavka o neprekidnom rasporedu matetije v felu €ini, sa teorijskog sta-
novi$ta, mehaniku kontinvuma teorijom polja, u smislu da su veli¢ine koje karak-
teriu telo neprekidne funkcije poloZaja i vremena. Polja mogu biti pomeranje,
gustine, sila, energija itd. Kao teorija pclja, mehanika kontinuuma ima svoj jezik
izrazavanja — tenzcrski rafun. Zuista, tenzorski ra¢un je prirodni jezik teorije
mehanike kontinuuma. Posebrio naglagavamo: kac $to je bilo koji jezik vife nego
njegeva gramatika, tako je isto i jezik tenzorske analize viSe od samog cbeleZavanja,
i kao $to govor Coveka odise njegovim nacinom migljenja, tako isto tenzorski raun
otelotvoruje misao, ideju. U naSem sludaju to je ideja da ,.fizicka” sustina ostaje
ista, mada njen matematicki opis moZe da se menja. Odatle sledi da mora postojati
relacija izmedu dva matemati¢ka opisa koja se odnose na isiu bit, na istu sustinu,
1 ta relacija odreduje jeziku njegov karakter. Zbog toga se mora imati uvek na umu
razlika izmedu tenzora, kao matematickog objekta koji predstavlja fizicku sustinu,
i komponenata tenzora koje imaju puni smisao samo onda kada se zna o kom ko-
ordinatnom sistemu je rec.

U najvetem delu mehanike kontinuuma, pored neprekidnosti, uvode se jos
dve dodatne pretpostavke o prirodi materijala: homogenost i izotropnost. Jasno je
da su ove tri pretpostavke medusobno nezavisne.




Za materijal kaZemo d2 je homogen ako poseduje identicke osobine u svim
testicama. Za materijale koji nisu homogeni kazemo da su nehomogeni.

Materijal je izotropan u odnosu na neku svoju osobinu ako je ona ista u svim
pravcima. Za materijale koji nisu izotropni kazemo da su anizorropni.

Teorija mehanike kontinuuma se logicki moZe podeliti na tri dela:

1. Op$ti principi primenljivi na sve vrste neprekidnih sredina. To su opsti
zakoni konzervacije i balansa pojedinih fizickih veli¢ina koji vaZe za sva tela. Ti
zakoni su:

a) zakon konzervacije n{ase,

b) balans koli¢ine kretanja,

¢) balans momenta koli¢ine kretanja,

d) prvi zakon termodinamike ili zakon balansa energije i
e) drugi zakon termodinamike ili princip entropije.

2. Konstitutivne jednaéine koje karakteri$u pojedine materijale i njihova reago-
vanja na spoljne efekte sa stanovi$ta strukture materijala. Osnovni principi vaze
za sve materijale, nezavisno cd njihove strukture. Zbog toga njihovi matematicki
izrezi nisu devoljni da bi bilo jednoznalno odredeno ponasanje materijala pri
dejstvu spoljnih efekata koji se matematicki definiu kao graniéni i podetni uslovi.
U cilju uzimanja u obzir strukture (kons:itucije) raznih materijala, koja karakwerie
ponafanje materijela, duZni smo da odreaimo dodatne jednacine kije nazivamo
konstitutivnim. Drugadije reteno, osobine materijeia se uzimaju u obzir pieko
odgovarajucih konstitutivrih jednacina za svaki materijal sa konstitutivnim pro-
menljivim ograni¢enim na domen njihove definisanosti. I dok su esnovni principi
zajednicki za Cvrsta tela, fluide, viskoelastiéne materijale i materijale drugih fizid-
kih osobina, njihove konstitutivne j:Inacine se bitno razlikuju. Domen definisa-
nosti konstitutivnih promenljivih odreden je odgovarajué¢im fizickim osobinama
materijala. Teorija konstitutivnih jednacina zasnovana je na odgovarajuéim fizickim
istinama i zahtevima. Na toj osnovi ona se dalje razvija kao mateinati¢ka teorija.
S cbzirom da su materijali, za koje se odreduju konstitutivne jednacine, predstav-
ljeni svojim matemati¢kim modelima, konstitutivne jednadine definidu idealan
materijal.

3. Specijalne reorije svakog idealnog materijala su zasncvane na op$tim prin-
cipima i konstitutivnim jednadinama tog materijala. Takvc teorije su: teorija elas-
ti¢nosti, mehanika fluida, teorija plasti¢nosti i druge. Svaki od njih, s obzirom na
znacaj i primenu, predstavlja oblast od zasebnog interesa.

U daljem izleganju drzatemo se ove podele, kojoj prethode geom:trijska i
kinematitka osnova mehanike dcformabilnih tela. Fenomeni keje ¢eme izucavati
su nerelativisticki, a proswor fizickib dogadaja je trodimenzionalni euklidski pros-
tor Ej.

Napominjemo da sz mehanika kontinuuma oslacja na rezultate drugih grana
fizike, prvenstveno statistiCke mehanike, s obzirom da najveéi deo instrumenata
meri srednje statistiCke vrednosti, koje karakteri$u fizicke pojave. Nj=n pristup
je direkran pii ispitivanju fizi¢kih pojava, pri ¢emu na svoj nafin uzima u obzir
uticaj mikrostrukture materijala na makioskopske pojave. Ovo mehaniku konti-
nuuma ¢ini posebnom naucnom disciplinom, koja zajedno sa drugim disciplinama,
kao #to su kvantna fizika, atomska fizika, termodinamika, kristalografija itd., dovodi
do potpunijeg sagledavanja sustine procesa u materiji.
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I FIZICKE OSNOVE

1. PROSTIRANJE TALASA
KROZ JEDNODIMENZIONALNU RESETKU

U cilju boljeg sagledavanja uvodenja pretpostavke o neprekidnom rasporedu
matelije, kao osnovre pretpostavke mehanike kontinuuma i njenih fizickih osnova,
razmetriéeino problem prostiranja talasa kroz jednodimenzionalnu 1egztku. Razlog
za to je i Cinjenica da se posmairanjem ovog fenomena (prostiranje talasa) mogu
izvesti i odredeni zakljudci o osobinama i strukturi materijala. U daljem izlaganju
sve dodatne pretpostavke i upro§cenja uvode se radi boljeg i jednostavnijeg ostva-
renja postavljenog cilja.

Najprostiji primer jednodimenzionalne refetke je Baden-Pauel-ov (Baden-
-Powell) model kod koga su materijalne tacke jednakih masa uniformno raspore-
dene duz rrave lirije. Ake crijentisanu pravu (osu) duz koje su rasporedene mate-~
rijalne tacke jednakih masa m, obeleZimo sa x a sa d periodu reSetke (rastcjanje
izmedu susednih tataka u poloZaju ravnotcZe), onda je poloZaj n-te tacke u polo-
Zaju ravnoteze u odnosu na tatku uzctu za koordinatni poZetak (sl. 1 a), odre-
denu izrazom X, = nd. Pretpostavimo da je iz bilo kog razloga tatka M, pobudena
da harmonijski osciluje oko svog ravnoteznog poloZaja du? ose x. S obzirom da su
tacke bile u poloZaju stabilne ravnoteZe i da su sile sistema elasti¢ne sile uzajam-

a) m er m d d
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nog dejstva susednih matcrijalnih tadaka, poremecaj koji je izazvao oscilovanje
tatke M, preneée se i na sve tatke reSetke. Prenosenje poremecaja du¥ reletke
obrazuje pojavu koju nazivamo talas.

Ako se pomeranje tataka redetke vrdi u istom pravcu u kome se poremedaj
prenosi, talas je longitudinalan. Pri prostiranju transverzalnog talasa, pravac pro-
stiranja talasa je upravan na pravac pomeranja tacaka. Za nafa razmatranja nije
bitan tip talasa, a zakljucci koje budemo izveli, bi¢e opsteg karaktera. Zbog toga,
bez gubljenja u opstosi, dalje razmatramo longitudinalne talase.

Polozaj tatke M,, do koje se poremeéaj preneo, biée odreden sa
x, =X, +u, (1.1)

gde smo sa u, oznalili pcmeranje tatke M, u odnosu na ravnoteZni polozaj X,
(sl. 1b). S obzircm na uvedene pretpostavke, jednacina oscilovanja tatke M, je

i, + wiu, =0, (mn=0, +£1, £2,...) (1.2)
gde je o kruzna frekvencija.
Redenje diferencijalne jednacine (1.2) trazimo u obliku
u, = Aet (@ten), (1.3)
koji je vrlo pogedan za dalja ispitivanja, pri ¢emu smo sa 4, o i «, obelezili am-~
plitudu, kruznu frekvenciju i fazno pcmeranje oscilacija (u tacki M, u odnosu na

druge tacke redetke) respektivno. Realni deo jednaline (1.3) predstavlja stvarno
redenje fizickog problema.

Pomeranje tatke M, u bilo kom trenutku ¢, s obzirom na (1.3), bi¢e odredeno

izrazom
uy = At

dok je pomeranje tatke M, odredeno sa

o (s
ua=Ae‘ (‘ ”), (1.4

odakle sledi da fazno pomeranje o, tatke M, u odnosu na pomeranje tatke M,

; ; nd ; o s "
iznosi o, = — — . Ako se zna da su brzina prostiranja talasa o, kruZna frekven-
v

cija o, frekvencija udestanosti », talasna duZina A i talasni broj a vezani relacijama
1
v = v, o = 27y, a=—, (1.5)
A
onda se (1.4) moZe izraziti u obliku
u, = At~k — [p2riti-and) (1.6)

gde je k = 2mad. Tako uvedena velitina 2 predstavlja promenu u fazi izmedu
pomeranja tacke M, i susedne tatke M,

Upyy = une_m

i odredena je do na 2m.
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Isto reSenje problema, tj. ista pomeranja dobijamo za

kili B =%+ 2pn i
g (1.7)

ailid=at+Z,
d

za svako p iz skupa celih brojeva, §to se odmah vidi iz (1.6) i iz ¢injenice da je

e~ tn — p—ilk+2mmin,

Jednatine fizi¢kog problema (1.2) moraju davati iste vrednosti za o ili » za svako
ekvivalentno & ili &, §to znaci da su kruZna frekvencija o ili frekvencija ucestanosti
v periodi¢ne funkcije & ili a

o =7k eriode 2% po &k = 2mad
& p p (1.8)

v = @ (a) periode _413 po a.

Ovo je opéita i direktna posledica diskretnosti strukture jednodimenzione redetke.
S obzirom, na periodi¢nost njene strukture dovoljno je diskutovati osobine funkcija
f 1 ¢ u intervalu po jedne njihove periode. Najbolji izbor ovih intervala je

—Tnm<k<T
(1.9)

i
——<a<

1
2d 2d

posto se talas uvek prostire na isti na¢in u oba smera. To znaci da ove funkcije
imaju dodatnu osobinu, tj., da su parne funkcije svojih argumenata. Pozitivno &
znaci prostiranje talasa u smeru x-ose, a negativno & prostiranje talasa u suprotnom,
smeru. Ako je k, pozitivan broj u intervalu (1.9) koji nazivamo osnovnim inter-
valom, talas se prostire u smeru x-ose. Isto vaZi i za k, -+ 2w, ali je zato &k, — 2w
negativno i odreduje talas koji se prostire u suprotnom smeru. Prema tome, neodre-
denost u pogledu prostiranja talasa nije samo u veli¢inama vrednosti @ i &, nego i
u smeru prostiranja talasa. OgraniCenje na osnovne intervale (1.9) znaci

A=—1 524, (1.10)
la|
iz Cega se jasno vidi da je najmanja talasna duZina jednaka dvostrukom rastojanju
izmedu cestica i odgovora nekoj kriti¢noj frekvenciji », koja je karakteristika struk-
ture.

Fizicka neodredenost u pogledu prostiranja talasa, koja proizilazi iz neodre-
denosti vrednosti % i @, ogleda se u neodredenosti talasne duZine i smera prostiranja
talasa. Iz (1.5,) jasno sledi da ekvivalentnim vrednostima a i a’ odgovaraju razli-
cite talasne duzine: A i 3’. Uzimajuéi sve moguée vrednosti dobijamo sve moguce
talasne duZine A’ talasa koji se mogu prostirati kroz resetku i koji jednako dobro
mogu da opisuju kretanje tacaka reSetke. Periodi¢nost » kao funkcije a znaci da
za datu funkciju talasna duzina nije potpuno odredena. Neodredenost talasne duZine
dovodi do neodredenosti smera prostiranja talasa. Fizicki smisao svega iznetog
mozZe se potpuno razumeti na osnovu slike 2. RavnoteZni poloZaji tacaka obeleZeni
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su punim tatkama, dok su njihovi poloZaji u nekom trenutku poremecaja oznaceni
kruzi¢ima (sl. 2a). Kretanje tacaka jednako dobro opisuju| tri navedena talasa
koji se razlikuju ne samo po talasnoj duZini, ve¢ i po smeru prostiranja. Talas
oznacen neprekidnom linijom odgovara vrednosti @ u osnovnom intervalu (1.9),.
Iz slike se vidi da je za taj talas A = 124. Kriva naznacena isprekidanom linijom

. 1 - 12d y -
odgovara talasnom broju a + =5 za koji je A =- Tk a tackasta linija odgovara

talasu Ciji je talasni broj @ — —;—, a talasna duZina L lg{i . Odmah se vidi da se,

za dato kretanje tacaka, prva dva talasa prostiru u istom smeru, a treéi u suprotnom.

Q) ° @

U slutaju da je struktura resetke neprekidna, bilo bi d = 0, a osnovni interval
talasnog broja

— oo <a<<oo

s obzirom na (1.9),. Iz (1.8), sledi da tada frekvencija nije pericdi¢na funkcija
talasnog broja i da je za datu frekvenciju talasna duZina potpuno jednoznacéno
odredena. Postojao bi samo jedan talas koji bi odgovarao datom kretanju tacaka
date reSetke. Zaista, kroz poremecene polozaje tataka, neprekidno rasporedenih
duz x-ose, mogude je povudéi samo jednu neprekidnu liniju koja reprezentuje pro-
stiranje talasa. Takva situacija nastaje kada se prostiranje talasa posmatra sa stano-
vi§ta makrostrukture jednodimenzionalne reSetke. U tom slucaju ima smisla govoriti
o talasu samo sa stanovi$ta makro pojave. Talasna duZina takvog talasa je mnogo
veca od rastojanja d izmedu susednih materijalnih tacaka resetke. Za takve talase
je a 5= 0, ali je vrlo malo, §to neposredno sledi iz (1.5),. Slu¢aj a = 0 odgovara
beskonacncej talasnoj duzini, kada se reSetka kao celina pomera tako da se rastojanja
izmedu njenih tacaka ne menjaju i frekvencija je nula. To je slucaj krutog pomeranja
resetke.

Prema tome, pretpostavka o neprekidnom rasporedu materije eliminie svaku
neodredenost u pogledu prostiranja talasa, kako u pogledu njegove talasne duZine,
tako i u pogledu smera njegovog prostiranja.
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2. RAZMATRANJE JEDNACINA KRETANJA
JEDNODIMENZIONALNE RESETKE

Model re$etke koju ¢emo razmatrati dat je u prethodnom odeljku. Pomeranje
n-te tatke obelezavamo sa u, tako da je polozaj M, u nekom trenutku ¢, x,, dat
sa (1.1). Za razliku od reetke Buden-Pauela sada pretpostavljamo interakciju izms-
du svih tacaka redetke. Ako poloZaj n + g-te tatke u odnosu na »n-tu talku obele-
ZIMO $a Ty a4, iz (1.1) sledi da je

Yanig = %npg — Xa = qd + Uppg — Un (2.1)

gde su #n i ¢ iz skupa celih brojeva; 7, ,,, moZe da bude i pozitivno i negativno.
Energija interakcije izmedu dve tacke se izraZzava kao potencijalna funkcija koja
zavisi samo od rastojarja izmedu tacaka

U(r) = U (| %nsg — %a |). (2.2)
Ukupna potencijalna energija reSetke data je sa

U= z Z U([ Xniqg — Xn D (2'3)

n ¢>0

gde je g iz skupa prirodnih brojeva Cime je obezbedeno da se interakcija izmedu
datog para tac¢aka uzima samo jedanput. Do iste funkcije moglo se do¢i uzimanjem
sume za sve vrednosti g iz skupa celih brojeva, ali deleéi tako dobijeni izraz sa dva.
Medutim, gornje ograni¢enje ¢ ima za prednost pozitivhu vrednost x,., — X,
tako da se znak apsolutne vrednosti u (2.3) moZe ispustiti. Za mala pomeranja u,
u odnosu na d moze se U razviti u Tejlorov (Taylor) red

1
U (tasg = 52) = U (ad) + (tnsq — ) U (@) - (s — ) U” g + ..

gde su

U’ (gd) = (?U),,,m,’ U (qd) = (azq),=m’

r or?

Zamenom gornjeg izraza u (2.3) dobijamo

U=Const.+5 [(um — Y O e+ ; (nsy — ) U” (gd) + . - .],(2.4)

n g>0

gde je
Const. = z z U(gd) =n 2 U (¢d).

n q>0 q>0

Sila koja deluje na p-tu tacku re$etke, kao potencijalna sila, dobija se kao parcijalni
izvod potencijalne energije po pomeranju ove tacke sa promenjenim znakom

.
ou,

B o=

?




Pomeranje u, javlja se u (2.4) u dva sluCaja: kada je n = p i n - g = p. Za sve
ostale vrednosti # i g u (2.4) javljaju se ¢lanovi koji ne sadrZe u,. Zbog toga je

ou d 1
B=—t =l wia = 1) U’ (@d) + — (thasy — ) U (d) +
o 6%220[(“ ) U’ (@) + - (tnsq — )" U” (0d)
s - ; 1 8 Fyii
+---i|=_" l:(up-b-q_uﬂ)u(qd)+ﬁ(up+q_up)uU (qd)+---
6upq>o 2

Uy —uy ) U'(gd) + é, (u, — u,_)2 U (gd) + .. ] =

== [ U'(gd) — (pse — ) U" (gd) + ... + U’ (gd) +

q>0
4w, —u ) U (gd) - .. 1,
ili, konaéno

Fy=S U (qd) (tprg + e — 245) + - .. (2.5)

q=0
Diferencijalna jednacina kretanja tatke M, je
mii, = F,. (2.6)
ReSenje ove diferencijalne jednacine, u opstem slucaju, se ne moZe naci u konac-

nom obliku s obzirom na (2.5). Izraz (2.5) se znatno uproic¢ava akc pretpostavimo
da je uticaj ¢lanova u,,, — &, stepena veceg od dva zanemarljiv u (2.4). Tada je

FP = z u” (gd) (u:ai-q B Upg — 2“1:)’ (27)

70

1j. linearna funkcija pomeranja svih tacaka resetke. U tom sluéaju pretpostavljamo
reSenje diferencijalne jednacine (2.6) u obliku

Uy, = Mgt R (2.8)
Tada je

up+m e Uy — 2up = Aezni (vt—apd) (e—zn(mda + ezﬂ:imda _— 2) o

= — 2u, (1 — cos 2ramd) =

3 (2.9)
= — 4u,, sin® wamd,
tl, = — 4n*v2u,.
Smenom, ovih izraza u (2.6) dobijamo
mry? = z U" (sd) sin® wasd =
s=>0
1
=—N U"(sd) (1 — cos 2wasd). 2.10
5 :26 (sd) ( ) (2.10)




Jednacina (2.10) predstavlja frekventnu jednacinu. Iz (2.10) se odmah vidi da je

v periodi¢na funkcija ¢ i da ima periodu =t jer je

, (a £ ;) — ), @.11)

Frekvencija » mora biti pozitivna.

S obzirom na prirodu sila interakcije, fizicki je sasvim opravdano pretpo-
staviti da njihovo dejstvo opada sa rastojanjem. U slucaju kada se interakcija izmedu
materijalnih tataka reSetke ograni¢i na susedne materijalne tacke, (2.10) postaje

mmr*? = U" sin®* wad, U = T"d). (2.12)
Fazna brzina refetke u tom slucaju iznosi
V:-[ll—=\/U |51nnad[:dN/_Uﬁ|sm‘n:a{_|_ (2.13)
a m | mal m | mad]

Iz (2.13) se vidi da je, u najprostijem, slu¢aju, fazna brzina V funkcija talasnog
broja a. Za takve sredine se kaze da su sredine sa disperzijom, a za talase da se pro-
stiru sa disperzijom. U slu¢aju prostiranja talasa beskonacne talasne duZine, frek-
vencija je proporcionalna talasnom broju a, §to sledi iz (2.12). U tom slucaju fazna
brzina ¥V je konstantna i ne zavisi od talasnog broja. Talasi se prostiru konstantnom,
brzinom i bez disperzije. Sa opadanjem talasne duZine pojavljuje se i uticaj disper-
zije. To znali da je, u sluCaju kontinuuma, disperzija mala.

Na osnovu izloZenog sledi zakljucak:
Rezultari mehanike kontinuuma su rvelevantni samo kod pojava koje su
obuhvadene velikim talasmim duginama 1 malim disperzijama.

Proucavanje takvih pojava i jeste predmet mehanike kontinuuma. Postojanje
oblasti u kojima se teorija mehanike kontinuuma ne moze primeniti ni u kom slu-
¢aju, ne umanjuje njen znacaj u oblastima svoje primene. Time je samo odredeno
mesto mehanike kontinuuma i njena povezanost sa drugim naucnim disciplinama
koje ispituju pona$anje materijalnih sredina.




II DEFORMACIJA

1. TELO. KONFIGURACIJA

Mehanika kontinuuma ne proucava realna tela neposredno. Ona razmatra
matematicke modele realnih tela (koje ¢emo dalje zvati tela) a kojima se pripisuju
odredene fizicke osobine realnih tela. Jedna od osobina realnih tela je da zauzimaju
oblast prostora E;. Radi definisanosti kaZemo:

Telo ‘B je skup elemenata, koje nazivamo Cestice, a koje se nalazi u obo-
strano jednognacnoj korespodenciji sa tackama x u oblasti R prostora Es.
Cestica X tela "B je osnovni pojam u mehamci kontinuuma kojim se istice
da je materija neprekidno rasporedena u telu, pa prema tome nema zna-
Eenje materijalne tacke u smislu Njutnove (Newton) mehanike.

Obostrano jednoznaéna korespodencija izmedu ¢estica X tela 74 i tacaka x oblasti
R u Ej; ostvaruje se preslikavanjem y tako da je

x = x(X), X =yt (), (1.1)

gde je y ! inverzno preslikavanje od y. Tacka x = y (X) se naziva polofaj Ces-
tice X, koji ona zauzima u R; X = 1 (x) je Cestica tela "B koja zauzima po-
lozaj x.

Za preslikavanje 7, kojim se precizira polozaj svake Cestice tela 73 u R ka-
Zemo da odreduje konfigraciju tela y (“B). Ocigledno je y ("B) = R.

Konfiguracija tela se menja pri kretanju tela. Iako nijedna od mogudih konfi-
guracija tela ne predstavlja njegovo bitno svojstvo, fizi¢ka razmatranja tela se mogu
vréiti samo u odnosu na neku njegovu konfiguraciju. Za mnoge nase potrebe po-
godno je da se izabere jedna potpuno odredena konfiguracija, recimo » () = B
u E;, identifikujudéi Cestice tela "3 sa njihovim polozajem u B, tako da je

X = x(X), X =x1(X), XeB, XeB. (1.2)
Tako izabranu konfiguraciju nazivamo referentna konfiguracija.
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Za neku drugu referentnu konfiguraciju = (“4) bice
X=%(X), X=x'(X). (1.3)
Iz (1.2) i (1.3) sledi da je
X=%(X)=%x[x'(X)] =XX),
X=X(X
¢ime je odredena veza izmedu dve konfiguracije pri preslikavanju x — .

Referentna konfiguracija moze biti bilo koja konfiguracija tela u odnosu na
koju posmatramo njegovo ponasanje. U slucaju da se za referentnu konfiguraciju
bira konfiguracija tela u poéetnom trenutku, kazemo da je re¢ o poletnoj konfigu-
raciji. Konfiguracija tela u posmatranom trenutku naziva se trenutna konfiguracija.

Vrlo &esto ¢emo dalje, u slu¢aju kada se zna o kom telu je re¢, umesto njegove
konfiguracije y (“8) pisati samo 7; u tom slu¢aju se pod » podrazumeva njegova
referentna konfiguracija » (“8).

Kretanje tela 73 je jednoparametarska familija konfiguracija X,. Realni para-
metar ¢ je vreme. Tada je

(1.4)

x =y (X)=x(X, 0. (1.5)

Saglasno sa usvojenom terminologijom x = ¥ (X, ) je poloZaj Cestice X tela u
trenutku z. U odnosu na referentnu konfiguraciju » bice

x=y4X.0)=9[x1(X), 1] =x(X, 1) (1.6)

Kada Zelimo da naglasimo konfiguraciju », u odnosu na koju se posmatra kretanje,
pisemo

A=, LRy ) (1.7)

2. ZAJEDNICKI KOORDINATNI SISTEM

Zahtev da je prostor fizickih dogadaja euklidski trodimenzioni povlaci za
sobom egzistenciju pravouglog Dekartovog (Descartes-Cartesus) koordinatnog sis-
tema, u odnosu na koji se mozZe odrediti polozaj bilo koje tatke u E;. Dekartov
sistem pravouglih koordinata karakterie E; i kao takav je privilegovan u odnosu
na druge dopustive koordinatne sisteme u E; sa stanovi$ta geometrije prostora.
U daljem izlaganju, od beskona¢no mnogo medusobno ravnopravnih Dekartovih
koordinatnih sistema, biramo jedan, i to jednom za uvek, i nazivamo ga zajednicki
koordinarni sistem. Koordinate tatke u odnosu na tako izabrani koordinatni sistem
obelezavaéemo sa Z% ili 5%, (k, K =1, 2, 3). Za pojedine koordinate pisaéemo

X=7L ¥Y=2723 Z=7° ili x=zgly=2% g=2>% 2.1

3. KOORDINATNI SISTEMI. DUALNOST
Za opisivanje kretanja materijalnog kontinuuma ¢&esto je pogodnije koristiti
druge koordinatne sisteme, dopustive u E;. Na primer: ako telo oblika pravouglog
paralelepipeda postane kruZni cilindar posle deformacije, tada je sistem Dekartovih
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koordinata pogodan sistem koordinata za nedeformisani paralelepiped, dok je za
kruzni cilindar pogodniji sistem polarnih cilindarskih koordinata. Na istom pri-
meru se moZe izvesti zakljucak da je nezavisan izbor koordinatnih sistema u nede-
formisanoj i deformisanoj konfiguraciji najpogodniji za opisivanje materijalnog
kontinuuma. Izbor ovih koordinatnih sistema zavisi od konkretnog problema,
kao §to je bio slutaj u navedenom primeru.

Za najve¢i deo potreba pretpostavicemo da je referentna konfiguracija po-
Cetna konfiguracija, odredena oblas¢u B u E;, koju telo zauzima u pocetnom tre-
nutku z,. Oblast B ima zapreminu V i povr§ S. Tatka X u B, {koja odreduje poloZaj
estice X u B, je odredena krivolinijskim koordinatama X* (K = 1, 2, 3). Koordinate
X" (ili Z%) identifikuju &=sticu u poéctnoj konfiguraciji, zbog ¢ega ih nazivamo
materijalne ili Lagrangove (Lagrange) koordinate Cestice X,

U trenutku ¢, posle deformacue, Cestice tela zauzimaju neku oblast & u Ej,
koja ima zaprernmu 21 gramcnu povrs &. Cestica X tela 3 zauzima poloZaj x u
b. Tatka x je odredena novim sistemom krivolinijskih koordinata x* (k = 1, 2, 3)
u b. Koordinate x* (ili 2¥) odreduju poloZaj Cestice u trenutku ¢ zbog ¢ega ih naziva-
mo prostorne ili Ojlerove (BEuler) koordinate.

Tacka X moZe biti odredena vektorom poloZaja P u odnosu na tatku 0 —
koordinatni poc¢etak zajedni¢kog koordinatnog sistema. Analogno tome, p je vek-
tor poloZaja tatke x u odnosu na 0 (sl. 3).

SL 3

S obzirom na &injenicu da X* i Z¥ odreduju koordinate iste tacke X, sledi
da moraju postojati relacije oblika

X% = X%(Zb), ZK=ZFK (X2, (3.1)

koje predstavljaju transformacue koordinata tacke X pn prelasku sa jednog sistema
koordinata na drugi. Na isti na¢in zakljuéujemo da su

=¥ (2" 2F = 2¥(xY) _ (3.2)
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odgovarajuce transformacije koordinata tacke x. Koordinatne transformacije (3.1)
i (3.2) su definisane za sve tatke u B i b respektivno. Proizvoljnost i nezavisnost
izbora sistema koordinata X* i x* dovodi do zakljuZka da bi tako izvedena teorija
trebalo da bude kovarijantna pri op$toj koordinatnoj transformaciji

XE = XX(X5, ¥ =% () (3.3)

Transformacije (3.3) ujedno ukazuju da ¢emo se u daljem izlaganju neminovno
susreteti sa dvostrukim tenzorskim poljima.

U cilju vece preglednosti i ekonoiniénijeg pisanja odgovarajuéih izraza kori-
sti¢emo se simetri¢nim formalizmom obzleZavania odgovarajuéih veli¢ina defini-
sarih u x 1 X, a koji je nezavisan od izbcra keordinata. Sve veliCine kojs se odnose
na X obeleZzavacemo velikim slovima. Veli¢ine u x obeleZava¢emo malim slovima.

Dualnost. Cesto ée biti preciziran postupak za odredivanje nekih veli¢ina,
recimo T%: - ¥F---m  preko informacija u tatkama X i x. Ako se, zadrZavajuéi po-
stupak, striktno izmeni uloga tataka X i x, dobitemo veliCinu ;-7 "%, saglasno
sa usvojenim nacinom obeleZavanja. Tako usvojeni nacin obelezavanja u ovim
slucajevima dovodi nas do principa dualnosti:

U svakoj datoj jednalini velika © mala slova se mogu izmeniti.

Pri korid¢enju ovog principa izmena mora biti izvrSena kako na indeksima
(slovima) koji odreduju komponente veli¢ine, tako i na slovima kojima se ozna-
¢avaju odgovarajuée velifine, kao $§to je na prethodnom primeru pokazano. Veli-
¢ine odredene na ovaj nadin ne predstavljaju, u op$tem slucaju, dva matematicka
opisa iste geometrijske ili fizicke realnosti. Kao otigledan primer mogu da posluze
vektori poloZaja tadaka X i x

. P = P*G, = 7Z%e¢,  p = p'g, = z'e,, (3.4)
gde su
der. OP det. Op
“=oxx | BT op

bazni vektori u X i x respektivno (sl. 3) i gde se, saglasno sa Ajnstajnovom (Ein-
stein) konvencijom, koju dalje koristimo, vr§i sabiranje po ponovljenim indek-
sima. Jasno je da su P¥ i p* kontravarijantne koordinate vektora polozaja dve raz-
licite tacke prostora Ej.

Drugi primer primene principa dualnosti se odnosi na linijske elemente u
Xix

dS? = Gy, dX* dX7, ds* = gy, dx" dx', (3.5)
gde su
Gy, = Gx* Gy, 1 gt = Bk &1
komponente istog metrickog tenzora I u Ej s obzirom na to da su X i x tacke istog
prostora.

Navedimo da je veza izmedu komponenata metrickog tenzora I u X, izmedu
materijalnih koordinata X* i Z%, i u x, izmedu prostornih koordinata x* 1 z%,
data relacijama

- azr . az® . 0z° 022
P oxx ox%’ B oxt Bxt
gde su 8, i §,; komponente osnovnog metriénog tenzora u odnosu na Z* i z
respektivno.

Dalji primeri na koje se primenjuje princip dualnosti bi¢e posebno naglaeni.

Gz = (3-6)

k
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4. DEFORMACIJA. AKSIOMA NEPREKIDNOSTI

Svaka Cestica X tela 73 u procesu kretanja prelazi iz pocetnog poloZaja X (Z%)
u B u odgovarajuci polozaj x (s*) u b saglasno jednainama kretanja

28 =2 (2% 1) (4.1)

Prema tome, jednacine (4.1) predstavljaju punktualnu (tackastu) transformaciju
tataka B na 4. Ovu transformaciju nazivamo i deformacijom.
Uslov da razli¢itim Cesticama tela 3 odgovaraju razli¢iti poloZaji u B ili &,
povladi za sobom egzistenciju inverzne transformacije (4.1) izraZene u obliku
Fr = ZF (e, (4.2)
Na taj nadin dolazimo do aksiome neprekidnosti:

Za sve tacke w B 1 b, izuzev konacinog broja singularnmih talaka, linga ¢
povrst, deformacija (4.1) i njena inverzna (4.2) su jednoznacne 1 diferenci-
jabilne funkcije svojth argumenata do reda koji nam treba.

Sa fizickog stanovista ova aksioma izraZava stav o neuniStivosti materije:

Ne postoji pozitivna i@ konacna zapremina koja se deformiSe u nulu ili besko-
nacno veliku zapreminu.

Prema tome, deformacija (4.1) prevodi svaku oblast u oblast, povr§ u povrs
i krivu u krivu. Time se u sustini izraZava princip neprobojnosti materije:

Jedan deo materije nikad se ne preklapa sa drugim.

Relacije (4.2), koje su inverzne u odnosu na jednaline kretanja (4.1), postoje
u B ako i samo ako je
def, | 02"

J=|

la—Z; # 0 (4.3)

za svako X u B. Ovo tvrdenje se zasniva na dobro poznatoj teoremi o implicitnim
funkcijama. Bez gubljenja u opStosti mi pretpostavljamo da je

0<J<oo. (4.4)

U odnosu na krivolinijske sisteme X¥ i x* jednaline kretanja (4.1) i njene
inverzne (4.2) glase

af =xF (X5 0 X5 =X (xh 0, (4.5)
Zaista, koristedi (4.1) i (3.1); u (3.2), dobijamo
x* =¥ [ (25 O] = (25 B =3P [ (XD ] =P (X%, 1.
Na isti nadin se moZe pokazati da (4.5), sledi iz (3.1),, (4.2) 1 (3.2),. Takode, jakobijan

Ox*

- def. il
oxX*

(4.6)
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i J vezani su relacijom

r=2¢; (4.7)
VG
jer je B
_ |0 o ox*| |os| ox' || 0X*| Vg .
az*f o ox* 0z* | |ox | ox* || 0zF |~ yo'
pri ¢emu smo Kkoristili (3.2),, (4.5);, (3.1)1, (3.6);,, 1 gde smo sa G i g obelezili
GZ"‘L az* |
G=det G =| G —‘ i =detg, = |z | = —
xn = | Ogw | l@X‘L| 4 8k |8 | axl‘
1z (4.7) i (4.4) sledi da je
0<j<om (4.8)

s obzirom na pozitivou definitnost tenzora g;, i Gy u b 1 B respektivno.

Jednadine kretanja (4.5); omoguéuju novu interpretaciju koordinata X*. U
nekom potpuno odredenom trenutku : relacije (4.5), s obzirom na (4.8), mozemo
posmatrati kao koordinatnu transformaciju poloZaja x Cestice X tela 3 u b, U
tom slucaju se X* razmatraju kao koordinatne linije u b. Tako definisane koordi-
natne linije u & su materijalne linije u smislu da su sastavljene od istih Cestica
tela od kojih su sastavljene i materijalne koordinate X* u B. Kako relacija (4.8)
vaZi za svako ¢, to nam omogucuje da X* u b tumadimo kao materijalne linije u
svakom trenutku. Ovakav sistem koordinata je vezan za telo i menja se u zavisnosti
od deformacije tela. Zbog toga se naziva konvektivni ili prevuceni koordinatni sistem.
Razume se da polozaj ovih koordinata u prostoru zavisi od izbora konfiguracije
tela. U pocetnoj konfiguraciji sistemi materijalnih i konvektivnih koordinata se
poklapaju. U specijalnom, slucaju, kada se za prostorne koordinate x* uzmu kon-
vektivne koordinate X%, bide

x* = 8 X% (4.9)
gde je 8f; Kronekerov (Kronecker) 3-simbol.
Iz (4.9) se izvodi zakljucak:

Brojne vrednosti koordinata polofaja festica tela w procesu deformacije ne
menjaju se u odnosu na konvektivne Roordinare.

Napomenimo da se konvektivni koordinatni sistem koristio i u mehanici kr u-
tog tela. To je pokretni koordinatni sistem koji je kruto vezan za telo i krece se
zajedno sa telom.

5. GRADIJENTI DEFORMACIJE

Uotimo dve bliske Cestice tela X; i X, u X, i X, u B. PoloZaj tatke X, u od-
nosu na X; odreden je vektorom poloZaja dX (dX*®). U procesu kretanja, ove Ces-
tice se prevode u x; i ¥, u b, tako da je

x; — X1 = &Y dX* 4+ 0 (] dX |?), (5.1)
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s obzirom na jednatine kretanja (4.5) i aksiomu neprekidnosti. Za dovoljno bli-
ske tatke u B bice bliske i njihove odgovarajuce tacke u b tako da moZemo staviti
da je xf — x* = dx*. U tom slutaju (5.1) postaje

dx* = xb, dX*¥, (5.2)
Veli¢inu
ef, Ox®
e =2 (53)

nazivamo materijalni gradijent dsformacije. Ova veli¢ina igra fundamentalnu ulogu
u analizi lokalnih osobina deformacije. Njoj dualna veli¢ina je prostorni gradijent
deformacije

i
XE = X% def. oX . (5.4)
ox®

Iz (5.3) i (5.4) neposredno sledi

L X =0 X5 =284 (5.5)

tj. gradijenti deformacije definisani sa (5.3) i (5.4) su inverzni. Lako je pokazati da je
1

Xﬁﬂ = 7 Sf.lll'ﬂM x::. xTua (56)
a7 .
Ef — X%, (5.7)
WK
i x;‘K o
== (5.8)

Gradijenti deformacije su dvostruka tenzorska polja. Simbol ,, ; ” oznacava total-
ni kovarijantni izvod dvostrukog tenzorskog polja, za razliku od simbola ,, , ”
kojim se oznaCava parcijalni kovarijantni izvod iste veli¢ine. U sluéaju gra-
dijenata deformacije totalni i parcijalni kovarijantni izvodi se poklapaju. Osnovni
pojmovi dvostrukih tenzorskih polja dati su u Dodatku.

Za dovoljno glatke deformacije veca tatnost moze biti postignuta ako se (5.1)
zameni sa

g% x*

aXE XM

ili razvijanjem u red viSeg stepena. U tom slucaju gradijent deformacije (5.3) nije
dovoljan za potpunu analizu deformacije. Za tatnije opisivanje deformacije po-
trebne su i veli¢ine:

xk — xb = x¥ dX* + % dX®dX™ + 0 (|dX[?)

Bhre e s (5.9)
koje nazivamo gradijent deformacije drugog reda, gradijent deformacije treceg
reda, ... respektivno. Veli¢inu x%, tada nazivamo gradijent deformacije prvog

reda. Sve ove velifine su dvostruka tenzorska polja. Njima dualne veliine, sa ten-
zorskog stanovista takode dvostruka tenzorska polja, su

X8, Xum--. (5.10)

Samo izmedu gradijenata deformacije prvog reda postoje relacije oblika (5.5).
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Napomenimo da se u literaturi za materijalni gradijent deformacije koristi
oznaka F, tj.

F=xtg ®G~ (5.11)
Saglasno tom nacinu obeleZavanja
F'=X%G,®¢g" (5.12)

predstavlja prostorni gradijent deformacije.
Ako koristimo ovaj nacin obeleZavanja (5.5) moZemo pisati u obliku
FF'=F'F=1 (5.13)

I druge relacije se mogu na sli¢an nalin izraziti preko F.

Na gradijent deformacije, kao regularni tenzor, moZemo primeniti teoremu
o polarnoj dekompoziciji (videti Dodatak)

F=RU =VR (5.14)

gde su: R ortogonalan, a U i V simetri¢ni i pozitivno definitni tenzori. Na osnovu
iste teoreme, (5.14), se naziva desna, a (5.14), leva dekompozicija tenzora F. U
mehanici kontinuuma se tenzori U i V nazivaju desni ¢ levi tenzor izdusenja, res-
pektivno. Kako je det F > 0, §to se vidi iz (4.8), sledi da je

RR" =R'R=1, det R = 1. (5.15)
R=FU'=V'F
i da R predstavlja rotaciju. Dalje je lako pokazati da je
U? = F'F, V? = FF~ (5.16)
V = RUR”.

O tenzorima U, ¥V i R bice vide redi u odeljcima u kojima se razmatra defor-
macija i rotacija.

VeZbanja

1. Pokazati da je: a) (JXI)., =0, b) (J7%%)., = 0.
2. Odrediti X%, preko x%, i odgovarajuceg gradijenta prvog reda.
3. Pokazati da je

e
e Y I .
aX)fm sK V3 M

4. Dokazati da vaZi (5.8): a) neposrednim diferenciranjem b) koriS¢enjem relacije

74 ety = - B4 X5 X%,
5. Dokazati da je
0j X%
B i 1, S
0X*
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6. VEKTOR POMERAN]JA.
OPERATOR PARALELNOG POMERAN]JA

Pomeranje Cestice X tela B iz polozaja X u B, u polozaj x u b, odredeno je
vektorom,

u=p—P, (6.1)

koji nazivamo wvektorom pomeranmja (sl 4). Vektori pomcranja svih Cestica tela
odreduju polje vektora pomeranja nad B u E;. Komponente vektora », u odnosu
na Dekartov sistem koordinata su

W= gt — B F%, (6.2)

gde je 8% Kronekerov 8-simbol. U odnosu na takav sistem koordinata, kompo-
nente vektora # obeleZavacemo sa u,, #, i #,. Saglasno ranijem dogovoru o nacinu
obele¥avanja koordinata ta¢aka u odnosu na Dekartov sistem koordinata, iz (6.2)
sledi

u,=x—X, w=y-Y, wu=z-—2 (6.3)
Odredivanje komponenata vektora z u odnosu na neki drugi dopustivi (u opStem

slu¢aju krivolinijski) sistem koordinata zahteva uvodenje novog sistema veli¢ina
kojima se definife operator paralelnog pomeranja.

Sl 4

Poznato je iz tenzorskog ratuna da je uporedivanje i izvodenje operacija nad
veli¢inama, odredenim svojim komponentama u odnosu na dopustivi koordinatni
sistem datog prostora, moguée samo ako se te veli¢ine dovedu u istu tatku pro-
stora. Dovodenje velic¢ina u neku zajednicku ta¢ku prostora vezano je za paralelno
pomeranje veli¢ina u datom prostoru. Prostori kod kojih paralelno pomeranje
veli¢ina ne zavisi od puta pomeranja nazivaju se prostori apsolutnog paralelizma.
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Svi euklidski prostori, pa i E;, su prostori apsolutnog paralelizma. Prema tome,
za odredivanje komponenata vektora z u odnosu na koordinatni sistem X" u B
ili x* u b potrebno je sve veli¢ine u (6.1) dovesti u tatku X ili x respektivno (sL.4).

Tako je
u = u'g, = u*Gy (6.4)

gde su %* komponente vektora # u x u odnosu na x*, a #* komponente istog vektora
u X u odnosu na X%. Veza izmedu u* i «* moZe se odrediti pomocu reciproénih
vektora g* ili G* definisanih sa

g.28=98, G G'=3L (6.5)
Iz (6.4) i (6.5) sledi
u.’t: — g;ﬂ( MK, uK —_— g.;f ﬂk, (6.6)
gde je
def. def.
gh (X, x) =G (X) - g"(x), gx (% X)=g.(x) G"(X). (6.7)

Iz (6.6), se vidi da velitire g§ odreduju komponente vektora # u x preko njegovih
komponenata u X pri paralelnom pomeranju # iz X u x, tj. gi prevode »® u
pri paralelnom pomeranju # iz X u x. Zato se ove veliCine i nazivaju operator
paralelnog pomeranja ili euklidski operator paralelnog pomeranja. 1z definicije samog
operatora (6.7) sledi da su gj i gf dvostruka tenzorska polja. Poznato je da je

g=gug. £=g"g (6.8)
G, = G, G*, G*=G¥*gG, (6.9)
ga g™ =3, Gy, G* = 3, (6.10)

gde su g i G** kontravarijantne komponente metri¢kog tenzora. Dalje, iz (3.4)
sledi

ot 6Z" ‘
gk=_6;ep = 2" ey, . *(6.11)

Ako se iskoristi (6.8), i (6.9); u (6.7) dobitemo
gx = 8" Grugt (6.12)

tj. g% i gF su pridruZene veli¢ine i kao takve predstavljaju isti cperator paralelnog
poumeranja. I velicine
02¢ 0Z°
gix (%, X) = g3 (%) - Gx (X) = SCQB;,; ﬁ
su pridruZene veli¢inama (6.7). Za njihovo izvodenje koristili smo (6.11) kao i
&injenicu da je ey - ey = 8,5 gde je 3y, Kronekerov 3-simbol.
Za bilo koju tenzorsku veli¢inu T%:--5%:--} vaZi, na primer:

ThSwher g8 = Tigimn (6.14)
pri paralelnom pomeranju ove veli¢ine po odgovarajucim indeksima. Na osnovu
svega izloZenog mozemo izvesti niz relacija izmedu pridruZenih velicina EE Chs
g 1 g%, Ako se (6.6), zameni u (6.6); dobi¢emo

(6.13)

ok Kb Bkl
=gk g¥u = 8 u.
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Ove relacije vaze za svako #!, tj. za svako vektorsko rolje, odakle sledi da mora biti

gx gt = &7 (6.15)
Lako je pokazati da je i
gx gk = 3% (6.16)
Iz (6.15) i (6.16) neposredno dobijamo
£%ax =23, gxg" =3 (6.17)

Relacije (6.15), (6.16) i (6.17) pokazuju da su odgovarajuée veli¢ine u tim izrazima
medusobno inverzne.
Iz (6.15) sledi njoj ekvivalentna relacija

G880 = 8n (6.18)

kojom se izraZava ranije izneta ¢injenica da su g, i Gy, komponente istog metric-
kog tenzora u dvema razli¢itim tackama x i X prostora izrazene u odnosu na dva
sistema koordinata.

Ako se izraz

agk m
8 _ ’ 6.19
oxt { kl] l ( )
K
skalarno pomnoZi sa G¥ i uzme u obzir da je a‘: 0 kao i (6.7), dobijamo
X
dgik m
K=" 2= 6.20
81 =7 [ k[} g (6.20)

Na sli¢an nacin se moZe pokazati da jeigf , = 0. Znadi: operator paralelnog pome-
ranja je kovarijantno konstantan. Kao posledica njegove kovarijantne konstantnosti
sledi

=0, gf.=0, (6.21)

tj. totalni kovarijantni izvodi operatora paralelnog pomeranja su jednaki nuli.

S obzirom na ove osobine operatora paralelnog pomeranja, operacije kovari-
jantnog diferenciranja i paralelnog pomeranja su komutativne, tj.

Tk tedd = (I8 i (6.22)
Medutim, u opdtem slucaju je
T 8r 7 1000 ame (6.23)

Isti zakljudci vaZe i za parcijalni kovarijantni izvod.
U odnosu na sistem Dekartovih koordinata je
ge =% gk =73, (6.24)

jer je e, - ey = O%, e, = € i ey = €*. U tom slucaju su komponente operatora
paralelnog pomeranja iste u svim tackama prostora. U odnosu na takav sistem ko-
ordinata komponente vektora se ne menjaju pri paralelnom pomeranju $to sledi
iz (6.6) i (6.24).
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Vektori poloZaja P i p mogu se, na osnovu (6.4), pretstaviti u obliku
P="Pg,=PG, p=pg=71"Gy (6.25)
gde je, prema (6.6),

Pr =gk P, pE=gfp" (6.26)

Pomodu (6.4), (6.25) i (6.26) moZe se (6.1) napisati u komponentalnom obliku
u* = p* — P¥ = gff p* — P¥, (6.27)

ut = p¥F — P = p¥ — gk PE = gk 4¥, (6.28)

u tatkama X i x respektivno. U odnosu na Dekartov sistem, koordinata ove relacije
postaju (6.2).
Ako se (6.25), diferencira po X* dobi¢emo
or X
oxe —Pale=Gs
s obzirom na definicije baznih vektora Gy i kovarijantnog izvoda. 1z ove jednakosti
dobijamo da je

B =Py = dg: (6.29)
Na isti nadin iz (6.25), sledi
Ph = ph = ol (6.30)
Koriste¢i (6.29) i (6.30) lako se pokazuje da je
Pl = P X% = Xfs Plx = phxix = &y (6.31)
Jednakosti (6.27) i (6.28) mogu se napisati u ekvivalentnim oblicima
P =gr (P* +u"), P¥=gf(p' —u), (6.32)
iz kojih diferenciranjem dobijamo
xix = gr, (0% + uf), X% = gl (0k — u33), (6.33)

pri éemu smo koristili (6.29), (6.30) i (6.31).
Pomocu (6.33); moZe se (5.2) napisati u obliku

ax* = g (0% + uly) dX* = g (Grx + upx) 4X*. (6.34)
Iz (5.2) i (5.5) sledi da je dX* = X% dx*. Ova relacija, pomocu (6.33),, postaje
dXE = gk (8} — o) dx* = g™ (gu — 1) dx”. (6.35)

Velicine ¥, i uf, nazivamo gradijentima vektora pomeranja i vezane su sa odgo-
varaju¢im gradijentima deformacije relacijama (6.33). Vaino je uociti da #%, i
u¥, nisu komponente paralelno pomerenih tenzorskih polja §to je bio slucaj sa
komponentama #" i u".

Vezbanja

1. Odrediti gk, gf i g u razvijenom obliku sli¢no izrazu (6.13) za gx.
2. Tzvesti (6.15), (6.16) i (6.17) koriste¢i rezultate prethodnog zadatka i (6.13).
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3. Izvesti (6.20) na drugi nacin.

4. Izratunati: a) P%; b) P%. Na tako dobijene rezultate primeniti princip dual-
nosti i dati tumacenje dobijenih izraza.

5. Prodiskutovati: X% g¥ i x¥ g¥ sa stanovita (6.23).
ik 8L k8

6. Odrediti »%, preko u i pokazati da ove veli¢ine ne predstavljaju kompo-
nente istog tenzorskog polja. Uoditi vaznost (6.23) u dobijanju ovih relacija.

7. Odrediti g, preko G,. Sta su koeficijenti razlaganja?

8. Iz (6.23) odrediti gradijente vektora pomeranja preko odgovarajuéih gradi-
jenata deformacije.

9. Izvesti (6.29) i (6.30) na drugi nacin.

10. Pokazati da je det gf = J % Dalje, pokazati da je F=x"; gF g,9¢" u odnosu
na x i det F = det(xfgf) = J.

7. TENZORI DEFORMACIJE

Ve¢ je u uvodu bilo istaknuto da se pri deformaciji tela rastojanja izmedu
njegovih Cestica, u opStem slucaju, menjaju. Razlika izmedu rastojanja bilo koje
dve Cestice tela pre i posle deformacije je mera deformacije. Ako je ta razlika jednaka
nuli za sve tacke tela, tada nema deformacije, tj. telo se ponasa kao kruto. Znadi,
da bi znali da li se telo u datom slu¢aju deformise ili se ponasa kao kruto, potrebno
je uporediti rastojanja Cestica tela u procesu kretanja. IQvadrati linijskih elemenata,
koji se sastoje od istih Cestica, u B i b dati su sa (3.5). Ove veli¢ine moZemo upo-
rediti samo ako ih dovedemo u istu tacku prostora, kao §to je ranije bilo receno.
S obzirom na to da su u pitanju skalarne veli¢ine, navedeni zahtev bice ispunjen
bez kori§éenja operatora paralelnog pomeranja. Kako rezultat poredenja ne zavisi
od izbora tacke u prostoru, pozeljno je birati one tacke u kojima se ove skalarne
veli¢ine na najpogodniji nacin izrazavaju kao funkcije istih promenljivih. U naSem
slucaju bice to bas tacke X i x, ako se uzme u obzir (3.5) i (5.2) kao i njoj inverzna

relacija. Smenom (5.2) i njoj inverzne relacije dX* = X%dx"* u (3.5) dobijamo
ds® = gy, (x) dx*dx' = Cy, (X, 1) dX"d X", (7.1)
dS* = G, [x, 1) ditds’ = Gy, (X) dX"dX5, (7.2)

gde su
Cur. (X, 1) = gi () xexly 0 (%, 1) = Giep (X) XX, (7.3)

i nazivamo ih respektivno: Grinov (Green) tenzor deformacije i Kosijev (Cauchy)
tenzor deformacije. Tenzori Cy, i ¢, se nazivajui desni Ko$i-Grinov (Cauchy-Green)
tenzor deformacije i levi Kos$i-Grinov tenzor deformacije, respektivno. Iz (7.1)
i (7.2) sledi da su oba ova tenzora simetri¢na i pozitivno definitna. Ako se X* raz-
matraju kao konvektivne koordinate, tada se Cy, moZe interpretirati kao metricki
tenzor u b. U pocetnoj konfiguraciji, u trenutku ¢,, Cy, postaje G.,. Analogna
interpretacija moze se dati i za tenzor c,,; metri¢ki tenzor Gy, (X) se transformise
u procesu kretanja u ¢ (x, ).
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Veli¢ine inverzne veli¢éinama odredene svojim komponentama (7.3) su defi-
nisane sa

CrsC™ = 8, cuc™ = 0. (7.4)
Lako je pokazati, pomocu (7.4) i (5.5) da je
CKE — gMXEXE, O — GRExEl (7.6)
Iz (7.3) i (7.5) sledi
Cf # C, (7.6)
jer je
O = s 8’5 = (7.7)

Na isti nadin se moZe pokazati da je
-1

ef £ oF (7.8)

gde je
-1
cf = X5 Xy, of = g (7.9)

Uporedivanje rastojanja izmedu materijalnih linijskih elemenata pre i posle defor-
macije mogude je izvesti s obzirom na (7.1) i (7.2). U tom sluéaju u izrazu ds — dS
javljace se kvadratni koreni desnih strana (7.1) i (7.2). Iz tih razloga, a bez uticaja
na fizi¢ka razmatranja, mi definifemo ds* — dS? kao pogodniju meru deformacije.
Pomocu (7.1) i (7.2) dobijamo

ds? — dS? = 2E,, (X, t) dX"dX" = 2e,, (x, t) dx*dx* (7.10)
gde su
2E;, = Cyy (X, 1) — Gk (X), 26, = g1 (%) — g5 (2:2). (7.11)

Simetri¢ni tenzori E,, i e, nazivaju se respektivno: Lagranfov (Lagrange) i Ojle-
rov (Euler) tenzor relutivne deformacije.

Relacije (7.11) mogu se izraziti preko gradijenata vektora pomeranja ako se
iskoriste izrazi (7.3), (6.33) i (6.18). Tako dobijamo

2Ey;, = Uy, + Uy + u}rf‘.}iu:;w.ﬂ
(1.12)

2e = Uy, T+ W — Uil
Iz (7.10) i (5.2) sledi
By = 6% 0= BesXnXip (7.13)
Napomenimo da sli¢ne relacije izmedu tenzora Cy., 1 ¢, ne postoje.

U cilju objasnjenja terminologije oznatimo, kao §to je uobicajeno u literaturi,
sa C i B! desni i levi Ko$i-Grinov tenzor deformacije, respektivno. Saglasno
sa (5.10), (5.11), (5.14), (7.3); i (7.4), bice

C = F*F = U?
(7.14)
B = FF" = V2,
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To ujedno i opravdava naziv ovih tenzora s obzirom da se tenzori Ui V nazi-
vaju desni i levi tenzori izdufenja, respektivno.

Iz (7.14) i (5.16) vidi se da je
B = RCR". (7.15)
Ako, dalje, uvedemo oznake E i e za Lagranzov i Ojlerov tenzor relativne
deformacije, onda iz (7.11) i (7.13), respektivno, sledi
2E=C—1, 2e=1I—B" (7.16)

E = F"¢F, e = (F)" EF. (7.17)

Vezbanja

1. Odrediti (7.12) u odnosu na Dekartov sistem kocrdinata.
2. IzraCunati fizicke komponente Ey, i e, u odnosu na:

a) cilindarski polarni koordinatni sistem;
b) sferni koordinatni sistem.

3. Pokazati da je
O XKk kl‘ axk;x

L — —
aXK:m y

k= — ck =
m axf"-;K 3 m

4. TzraCunati fizicke kemponente tenzora u,,, u odnosu na cilindarski polar-
ni i sferni koordinatni sistem.

7a. KRUTO POMERAN]JE

Kazemo da je telo podvrgnuto krutom pomeranju ako se rastojanja izmedu
Cestica tela ne menjaju u procesu kretanja, tj. ako je ds* — 4S? = (@ za sve Cestice
tela, Iz (7.10) sledi da je tada

By =0 I =0 (7a.1)

potreban i dovoljan uslov da bi deformacija bila kruto pomeranje. Ekvivalentni
uslovi uslovima (7a.1) su, prema (7.11),

Cx;, = Gy, lili Crp = Ema- (7a.2)

Na osnovu (7a.1) dobijamo odgovarajuce uslove koje moraju zadovoljavati gradi-
jenti pomeranja u slucaju krutog pomeranja, tj.

Ug, g, + g u;\f;.‘(u‘?{‘; =0,
(7a.3)
Upy + Upe — 3";*::;1.:”?1t = 0.
Cilj naseg daljeg izlaganja jeste da se (7a.3) dobiju iz jednaéina krutog kretanja tela.
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Poznato je da jednadine kretanja pri krutom pomeranju, u odnosu na Dekar-
tove koordinate, glase

g = 2" (Z%0) = Ok () Z° + b* (1), 0010k = 0nss 10kl =1,  (Tad4)

gde vektor b (b*) definiSe translaciju, a ortogonalna matrica Q = {Qf} rotaciju
tela pri krutom pomeranju. Vektor pomeranja prema (6.2) i (7a.4) je

W = (Qh — &) Z* + b, (7a.5)
Ako se ovaj izraz diferencira dobi¢emo
ue = Ox — O

pri ¢emu smo vodili ra¢una da su Q% i b* funkcije samo vremena. Ove relacije
se mogu napisati u ekvivalentnom obliku

OF = 0% + ulx. (7a.6)
Smenom (7a2.6) u (7a.4), dobijamo
8y (0% + ”kx) (6r + ulb) = Ogp.

Ako se uzme u obzir da su d,, i 0% osnovni metri¢ki tenzor i operator paralelnog
pomeranja respektivno u odnosu na Dekartov sistem koordinata, i relacije koje
postoje izmedu njih, onda se ove relacije svode na

Ug,, + Uk + uM;KWH =0, (7a.3);

tj. ako se telo kruto pomera, onda gradijent pomeranja mora zadovoljavati (7a.3);.

Obrnuto, ako se telo krece tako da gradijenti pomeranja zadovoljavaju (7a.3),
onda se telo kruto pomera, tj. u tom slu¢aju jednadine njegovog kretanja su (7a.4).

Pokazimo to. U tom cilju diferencirajmo (7a.3);. Tako dobijamo
Ug, e T U T UP;KMM;PL s uP;KquM = 0. (7a.7)

Ciklickom permutacijom indeksa K, L i M iz ovih izraza dobijamo

Upr + Yarzr + Upxthy + et = 0, (7a.8)
Uyrgr + Urgr + Upprtin T Upttixr, = 0. (7a.9)
Ako se (7a.9) i (7a.7) saberu i od tako dobijenog rezultata oduzme (7a.8), dobi¢emo
(8% + B ttp.zar = O. (7a.10)
Kako je |0 + uix| # 0, s obzirom na (4.8) i (6.33),, iz (7a.10) sledi
Up, e = 0 ili wfy, = 0. (Ta.11)
Ovim relacijama je ekvivalentna relacija
g, =0 (7a.12)
prema (6.22). Integracijom (7a.12) dobijamo
W=0CkOZ"+C 1) a.=CE (7a.13)
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Smenom ovih izraza u (6.2) imamo
2 = (6% + Ck) Z¥ + C*. (7a.14)
Ako beleZimo sa '
Qk = 0k + Ck, b =CF, (7a.15)
tada (7a.14) postaje potpuno identi¢nog oblika kao i (72.4);. Medutim,
5&:Q§Qi - aicz (ai'c( s 5?{) (52, + CD
- 51{1& + 61{!. (C}:{alb + é;‘{Ci) + 5!cLCIk{GfL
= Oy, + Ony (“Zcxéi -} alfcull,) 4= ‘Smu?xugr,
= ‘51{};:
jer je
6m (uﬁt{ai + 61]:;’“31.) + alct”?x”?::. = Uy, + U T u.-w;rc”?h =0

s obzirom na (7a.13) i osobine operatora paralelnog pomeranja. To znadi da su O,
definisani sa (7a.15),, elementi ortogonalne matrice, i da se jednatine (7a.14) ne
svode samo po obliku na (7a.4), ve¢ zaista predstavljaju jednacine krurog pomeranja

rela. Time je dokaz zavrSen.
Vezbanje

1. Dokazati da su (7a.3), potrebni i dovoljni uslovi da bi kretanje tela bilo kruto
pomeranje.

8. TENZORI INFINITEZIMALNE DEFORMACIJE
1 ROTACIJE

Poznato je da se svaki tenzor drugog reda moZe jednoznalno predstavljad
svojim simetri¢nim i antisimetri¢nim delom. Gradijenti pomeranja ., i @,
su tenzori drugog reda i na osnovu prethodnog mogu se predstaviti u obliku

Uk, — EKL + Ryps Upy — €y 1+ Ty (8-1)

gde su
Eyp = ey Rurn = gy € = Ugys T = Uy (8.2)
i gde smo sa ( ) oznacili simetri¢an deo, a sa [ ] antisimetrican deo gradi-

jenta pomeranja. Ova konvencija cznaavanja simetri¢ncg i antisimetricnog dela
tenzora sa malom i srednjom zagradom, respektivno, po indeksima obuhvactenim
zagradama, ubuduce ¢ée vaziti za bilo koju tenzorsku veli¢inu.

Tenzori Ey, i &, se nazivaju tenzori infinitezimalne deformacije; Ry, i #3
su tenzori infinitezimalne rotacije. Pomodu (8.2) moze se (7.12) napisati u obliku

1 _ - -
EKL = EKL =+ "2— (EMK + RMK) (Eif + Ri!)
; (8.3)
e = &y + ? (émk + 7_-111?6) (é? i ﬂnJ
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Iz ovih izraza sledi: tenzori infinitezimalne deformacije su linearni delovi tenzora
relativne deformacije. U slucaju kada su gradijenti pomeranja mali, prema (7.12)
i (8.3), dobijamo

Ey, = By, g = éy (8.4)

§to je i uslovilo naziv tenzora E, i é,. Za tenzore infinitezimalne rotacije ovo
objasnjenje ¢e biti dato kasnije.

Vazno je uoditi da tenzori Ey, i &, postoje i pri konaénim deformacijama,
ali tada su samo simetri¢ni delovi odgovaraju¢ih gradijenata pomeranja. U tom
sluéaju, iz (8.3), zakljutujemo da &, = 0 ne povlali ¢, = 0, tj. i§Cezavanje infi-
nitezimalne deformacije nije dovoljno za kruto pomeranje tela. Primetimo da za
konadne deformacije tenzori Eg, 1 e, nisu mere deformacije. Njihova geometrijska
interpretacija je vezana za merenje izduZenja u datim pravcima. Ako sa Ly,
obelezimo izduZenje ili elongaciju u pravcu N, bi¢e po definiciji

dx NV
= — 8.5
@) 0X| ) (8.5)
gde smo obelezili sa: dX materijalni linijski element u X koji posle deformacije
prelazi u materijalni element dx u x. Ako se uzme u obzir da je

N¥ = ET}LK s G NEN' =1, dxg = ggdx, (8.6)
|4 X]
onda, s obzirom na (6.33),, (8.2), i (8.2), izraz (8.5) postaje oblika
Loy, = EaxN"N%, (8.7

tj. normalna komponenta F,, za pravac N je izduenje u tom pravcu. Dualan
rezultat vaZi za e, (sl. 5).

dX

dx

Za specijalne slucajeve deformacija izrazi u (8.3) se znatno uproscuju. Ovi
slucajevi zaslu?uju posebnu paZnju i bi¢e posebno razmatrani.

9. ANALIZA DEFORMACIJE
Poznato je da se du?ina materijalnih linijskih elemenata i njihovi pravci u
prostoru menjaju u procesu deformacije. Materijalni linijski element dX u X se
deformiie u materijalni element dx u x. Kako je (5.2) linearno i homogeno po 4X*
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koli¢nik duZina |dx|/|dX| = ds/dS je nezavisan od prvobitne duZine |dX]| i za date
gradijente pomeranja je funkcija samo pravca dX (sl. 5).

Mi defini8emo izdugenje A, za pravac N sa
ds

Ay = —. 9.1

™ = 9.1)
Dogovereno je da se za izduZenje 4y, za dati pravac ne definife njemu dualni
pojam, ftj.

A(N) = A{ﬂ)‘ (92)

Dalje ¢emo koristiti oznake 4y, ili 4, da bi naznacili eksplicitno pravac za koji
se ratuna izduZenje u tacki X ili x, respektivno.

Pomodu (7.1), i (8.6); moZe se {9.1) napisati kao
o = Cx N N¥, (9.3)

tj. normalna komponenta Cg; u pravcu N je kvadrat izdu’enja za dati pravac.
Lako se pokazuje da je

1
2
= —— (9.4
_ L )
gde je
k ke
- i;;z:é;‘» gun'n' = 1. (9.5)

Iz (9.1) se vidi da Z,, predstavlja odnos duZina materijalnog linijskeg ele-
menta posle i pre deformacije.

Relativni odnos ovih veli¢ina se naziva specificno izdufenje ili dilaracija za
pravec N (odnosno #z) i definiie se sa
ds — dS

E(N) =8y = T = Aw) — 1. (9.6)

Pomocu (9.3), (7.11); i (8.6); moZe se (9.6) napisati u obliku

Epy = T+ 2B, N°NE — 1. (9.7)
Ako je 2E,, N N < 1, moze se (9.7) razviti u red tako da dobijamo
Eny = Eg N N*, 9.8)

tj. normalna komponenta Ej,, pod uslovom da je 2E,, N*N* < 1, je dilatacija
u datom pravcu. Sli¢ne relacije vaZe i za e,. Ako se za pravac N uzme pravac
Dekartovih osa, onda se lako pokazuje, pomoc¢u (9.3), (9.4) i (9.7), da je

2 -2
A(x) = Cgx> Ew) = Egy, .ﬂm = Cpgs  Cpy ™~ Cige (9.9)

za K-tu, odnosno k-tu osu Dekartovih sistema koordinata u X i x, respektivnos

U procesu deformacije, u op&tem sludsju, telo se menja po obliku, $to nije
rezultat samo izduzenja ili dilatacije materijalnih linijskih elemenzta.
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Posmatrajmo dv.. materijalna linijska elementa: dX,; i dX, u X, koji se u x
deformi$u u elemente dx, i dx,, respektivno (sl. 6). Jedini¢ri vektori pravaca ovih
elemenata su

dX, dx,

_dX, A 9.10
|d4X,| =R P

%

Ako sa 0y, 1 Fny ObeleZimo uglove koji ovi pravci zaklapaju u X i x, [tada je

Gy dXE dXE
cos Bapny = = G NENE (9.11
NN dx | |dX| e )
K T K L
COSS’(":"Z] — grdxidxs - Cyr Ni*Nj (9_12)

ldae,| ldxal  Aoviy Ao
na osnovu (9.10), (5.2}, (7.3) 1 (9.1).

Smicanje u ravni, koja je odredena sa N; i N,, definiSe se razlikom uglova
koji obrazuju materijalni linijski elementi ravni pre i posle deformacije, tj.

F(N1Na) = VYunny = O(MN;) i g‘mmza- (9.13)

Napominjemo da se ovim nafinom obeleZavanja istice samo izbor predstavljanja
date veli¢ine u odnosu na materijalni ili prostorni sistem koordinata u tatkama X
i x respektivno, ali ne i dualna reprezentacija. Prema tome, smicanje pravaca N,
i N, je promena njihovog relativnog poloZaja pre i posle deformacije.

Iz (9.13) i (9.12) dobijamo
sin YNy = H sin 0 n,n,y — V1 — H?cos O(MNz)s
gde je H = cos d,,n,-

Za ortogonalne pravce, tj. za cos 0,5, = 0, bice

sin l'iyny = H = — ; Cr:NENZ, (9.14)

A{Nl) (N2)

odakle sledi: za ortogonalne pravce Cp, N¥N§ = 0 predstavlja potreban i dovo-
ljan uslov da nema smicanja u tim prascima.
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U slu¢aju da su N pravci Z¥1 Z* (K s L) osa Dekartovog koordinatnog sistema,
bice N} = §) (o = M, L). Koristeéi (9.9),, iz (9.14), sledi da je

. CKL
i Y = H = m (9.15)
Ova jednakost moze se pomocu (9.9),, (9.6) i (7.11); napisati u obliku
sifi Vexry = Oxs, + 2By,
(I + Eg) (1 + Ey)
ili
2Bz, = (1 + Eg) (1 + Ey) sinyzyys (K # L) (9.16)
Kada su dilatacije Eg, i E; male u odnosu na jedinicu, (9.16) postaje
2By, & 8iN Y gy (K # L). (9.17)
Za vrlo mala smicanja moZe se pisati sin ¥, & Y&z, tako da (9.17) glasi
2B, & Yy (K # L), (9.18)

tj. u slucaju infinitezimalnih deformacija smicanje je jednako dvestrukoj vrednosti
odgovarajuc¢ih smic¢ucih komponenata tenzora relativne deformacije.

Na isti nadin se moZe pokazati da je smicanje za pravce 2% i 2°

Sin gy = — —2—, (k%1 (9.19)
< Crr Cy
Za male dilatacije i mala smicanja (9.19) postaje
Yoy & 2en, (B F#1). (9.20)

Izrazi (9.15) i (9.19) su opstijeg karaktera i vaZe i za sisteme ortogonalnih krivo-
linijskih koordinata X* i x* respektivno, tj. (9.15) odreduje smicanja izmedu pravaca
koordinatnih linija X* i X* (K # L) u X, a (9.19) smicanje izmedu pravaca
koordinatnih linija x* i x%, (8 #£ 1) u x.

Dosadasnje izlaganje o analizi deformacije vezano je za definiciju odredenih
veli¢ina koje karakteriSu deformaciju. U izvedenim izrazima, pomodu kojih se ove
veli¢ine odreduju, jasno se vidi uloga i znacaj tenzora deformacije: Cky, €1 Exp
i ey. Veli¢ine koje karakteriu deformaciju mere se pomccu ovih tenzora. Zato
se ovi tenzori 1 nazivaju merama deformacije. Tenzori Cg, i Ey, su mere defor-
macije u X; tenzori ¢y, i e, u x. Gradijenti deformacije x% su veli¢ine koje mere
deformaciju u X i x, s obzirom na (5.5). Sli¢ne relacije ne postoje izmedu tenzora
Cyxr 1 ¢y Izmedu tenzora Ey, i e, postoje relacije (7.13), ali preko gradijenata
deformacije. Zato su gradijenti deformacije fundamentalne velitine za analizu
lokalnih osobina deformacije.

Mogudée je u analizi deformacije koristiti i druge mere deformacije. Za poje-
dine probleme posebne mere deformacije mogu se pokazati vrlo pogodne. Takve
mere deformacije, u op8tem slucaju, ne moraju biti pogodne za druge vrste prob-
lema. Navedene mere deformacije Cy, i ¢y, su opdteg karaktera. Medutim, nisu
jedinstvene. Na osnovu teoreme o ekvivalency:: svaka jednoznalno invertibilna
izotropna tenzorska funkcija drugog reda od ¢;, je mera deformacije u a; od Gy
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u X. Tako odredene mere deformacije su ekvivalentne sa ¢, tj. sa Cg;. Mere
deformacije ne moraju biti tenzorskog karaktera. Takve mere ne pruZaju nikakvu
prednost, ali ¢esto dovode do konfuzije. Izrazi, koji su izvedeni za izduZenje, dila-
taciju i smicanje, ne samo da isti¢u ulogu tenzora deformacija Cgy, cry Exr 1 e
nego nam omogucuju i njihovu geometrijsku interpretaciju. Njihove normalne
komponente se odnose na izduZenje i dilataciju, a smicuce na smicanje. U slucaju
kona¢nih deformacija same smicuée komponente nisu dovoljne da se odredi smi-
canje, §to se jasno vidi iz (9.12). Na osnovu ovih geometrijskih razmatranja, zaklju-
¢ujemo da ¢e deformacija biti kruto pomeranje ako su dilatacija i smicanje za sve
pravce u svim tatkama tela jednaki nuli. U tom slucaju, iz izraza za dilataciju i
smicanje, ponovo dobijamo relacije (7a.1) i (7a.2).

Napomena. Za bilo koji simetri¢an tenzor 4 u matematickoj literaturi usvojena
je sledeca terminologija:

— skalar a,m*m', gde je m jedini¢ni vektor, naziva se normalna komponenta
tenzora A za pravac mm.

— skalar g,m*n', gde su m i » jedinini vektori (m # n), naziva se smicuéa
komponenta tenzora A za pravce m i n. Ako su m i # medusobno upravni
vektori, onda se a,m*n' naziva ortogonalna smicuéa komponenta tenzora A.

S obzirom na geometrijsko znaCenje tenzora deformacije, u inZenjerskoj lite-
raturi na nasem jeziku, uobicajeno je da se smi¢uce komponente tenzora deformacije
nazivaju klizanje, za razliku od odgovaraju¢ih komponenata tenzora napona (o
¢emu Ce kasnije biti vide reci), koje se nazivaju smicuci naponi.

10. ELIPSOIDI DEFORMACIJE I GLAVNA IZDUZENJA
a) Geometrijski prilaz

KaZemo da nam je poznato stanje deformacije tela ako znamo dilataciju i
smicanje za sve moguce pravce svake Cestice tela. Stanje lokalne deformacije u
okolini tatke X ili x je polazni osnov pri tom razmatranju, i u cilju fjenog boljeg
i jasnijeg sagledavanja koristi¢emo geometrijski prilaz Ko8ija, koji se mozZe pri-
meniti na svaki simetri¢an tenzor drugog reda.

Infinitezimalna sfera u X data je sa

G dX%dX" = d5% = K. (10.1)
Deformacijom tela, odredenom sa (4.5),, ova sfera se prevodi u povr$ u tacki x.
Cudxdyt = dS* = K&, (10.2)

S obzirom na pozitivnu definitnost ¢, povr§ drugog reda (10.2) je elipsoid i naziva
se matergalne elipsord deformacije. Primenom principa dualnosti infinitezimalna
sfera u x

Eudatdyt = b= Rt (10.3)
prevodi se, inverznim preslikavanjem (4.5),, u kvadratnu povrs
Crrd XEdX" = ds = B2, (10.4)

koja se naziva prostorni elipsoid deformacije.
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Da bismo imali jasniju predstavu kako se pojedini linijski elementi infinitezi-
malne sfere (10.1) prevode u odgovarajuce elemente materijalnog elipscida defor-
macije (10.2), uo¢imo dva upravna linijska elementa 4X, i dX, u X tako da je

G d XEdXE = 0. (10.5)

Njima odgovarajuéi linijski elementi su dx, i dx,, pri Cemu je dX%§ = X% dx}
(e =1,2). U x relacije (10.5) i (7.3), daju

e dxtdxl = 0, (10.6)
koja tvrdi da je gradijent vektor 2¢,dx" elipsoida deformacije u kraju vektora dxf
upravan na vektor dx¥ (sl. 8), a §to predstavlja ujedno dokaz Kosijeve fundamentaine

teoreme.

Normalni polupretnici infinitezimalne sfere u X se deformisu u konjugovane
polupreinike materijalnog elipsoida u x.

Izvedeni dokaz vazi za svaki linijski element dX, upravan na dX;. Skup svih
takvih elemenata definie ravan upravnu na dX,. Pri deformaciji svaki od tih ele-
menata prelazi u konjugovani poluprecnik elipsoida deformacije na osnovu izve-
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denog dokaza. Prema tome, Ko#ijeva teorema moZe se izraziti u ekvivalentnem
obliku:

Svaki linijski element i njegova upravna ravan infinitezimalne sfere u X
deformisu se u linijski element 1 njegovu konjugovanu ravan elipsoida de-
formacije u x.

Poznato je da elipsoid ima najmanje tri konjugovana poluprednika koji su
medusobno upravni i koji defini$u glavne ose elipsoida. Na osnovu Kosijeve tec-
reme sledi:

posledica 1: U X postoje najmanje tri uzajamno upravna polupreinika
infinitezimalne sfere kaji ostaju uprawvni 1 posle deformacije i obrazuju glavne
ose elipsoida deformacije u x.

Drukéije re¢eno, medusobni poloZaj ovih polupretnika ne menja se defor-
macijom. Ali tada, prema (9.19), vazi

posledica 2: U odnosu na glavne ose elipsoida deformacije mefovite kom-
ponente cy, (k #1) su jednake nuli.

Isto se moze pokazati i za e, (k # I).

Sve $to je do sada reCeno vaZi i za prostorni elipsoid deformacije, s obzirom
na njegovu dualnost u odnosu na materijalni elipsoid deformacije. U tom slucaju
uloge pravaca se menjaju, tj. glavne ose materijalnog elipsoida deformacije u x
definidu pravce tri upravna poluprec¢nika infinitezimalne sfere u x, a odgovarajudi
pravci tri upravna poluprecnika infinitezimalne sfere u X definiSu glavne ose
prostornog elipsoida deformacije u X (sl. 8). Odavde sledi nova posledica Kosijeve
teoreme,

Xy

Prostorni i materijalni elipsoidi deformacija
Sl 8

posledica 3: Deformacija rotira glavne ose elipsoida u X u glavne ose
elipsoida deformacije u x.

Tacnost ove posledice zasniva se na pretpostavci da su duzine glavnih osa elipsoida
deformacije u « razlidite, pa prema tome da su glavne ose elipsoida jednozna¢no
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definisane. U slu¢aju da su dve glavne ose elipsoida deformacije u x jednakih
duzina, povrs (10.2) je obrtni elipsoid deformacije. U tom slu¢aju u X postoji
ravan upravna na pravac, koji posle deformacije u x odreduje osu rotacije obrtnog
elipsoida deformacije. U toj ravni bilo koja dva upravna pravca u X odreduju
glavne ose elipsoida deformacije. Treca osa je osa rotacije.

Kada su duZine sve tri ose materijalnog elipsoida deformacije jednake, elip-
soid postaje sfera. Tada bilo koji sistem od tri medusobno upravna pravca definise
glavne ose.

Glavne ose elipsoida deformacije u x i X se nazivaju i glavni pravci deformacije.
Prema tome, u svakej tacki postoji najmanje tri glavna pravca deformacije. Razlog
za ovaj naziv je slededi:

— poluprecnici infinitezimalne sfere u X deformi$u se u poluprecnike elip-
soida u x. Odnos njihovih duZina je izduZenje A, saglasno definiciji izduZenja
za dati pravac. IzduZenja za razne pravce u X se menjaju kao rastojanja od x do
odgovarajuc¢ih tadaka na povrsi elipsoida deformacije. Prema tome, izduZenja su
rasporedena simetri¢no oko glavnih osa.

IzduZenja u pravcima glavnih osa elipsoida deformacije su karakteristi¢na,
zbog Cega se ovi pravci nazivaju glavni pravei deformacije.

Na osnovu toga moZe se izvesti zakljuak da su izduZenja proporcionalna
polupreénicima elipsoida deformacije. Kako se duZine glavnih osa elipsoida mogu
urediti po veli¢ini, na osnovu iznetog sledi II KoSijeva fundamentalna teorema .

U bilo kojoj tacki X postoji najmanje jedan skup od tri medusobno upravna
pravea tako da izdugenje za jedan nije manje od izdufenja za bilo koji
drugi pravac izdusenja, za drugi nije vece od izdugenja za bilo koji drugi
pravac i izdufenje za tredi je minimax. Ako ih uredimo po velitini tako
da je Ay = Agy = A, onda je njihov odnos Ay, i As, :Ag isti kao 1
dugine odgovarajucih osa elipsoida.

IzduZenja za glavne cse elipsoida se nazivaju glavna izdugenja. Glavna izdu-
Zenja su najvaznije veliine vezane za deformaciju. Poznavanje polozaja glavnih
pravaca deformacije, u x ili X, i veli¢ina tri glavna izduZenja omoguéuje nam
konstrukciju elipsoida deformacije, pa prema tome i izduZenja uops$te kao funkcije
pravca.

Dilatacije koje odgovaraju glavnim izduZenjima nazivaju se glavne dilatacije.
U specijalnom slucaju kada su glavna izduZenja u X

Ao =1, (@=1,2,3) (10.7)

deformacija je lokalno kruto pomeranje. Odavde sledi zakljuéak: (10.7) pred-
stavlja potrebne i dovoljne uslove da bi deformacija bila lokalno kruta. Ako (10.7)
vazi za svaku taCku, tada je deformacija tela kruto pomeranje. Vazi i obrnuto.

b) Algebarski prilaz

Problem odredivanja glavnih izduZenja se svodi na odredivanje glavnih pravaca
deformacije. IzduZenja za glavne pravce deformacije imaju ekstremne vrednosti.

Nalazenje pravaca za koje
oy = CxNEN*® (9.3)
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ima ekstremne vredncsti svodi se na odredivanje vezanog ekstremuma 17y, jer je
dx®
ds

K

» GKLNKNL = 1. (8-6)

Pogodan metod za njegovo odredivanje je LagranZov metod mnozitelja veze, na
osnovu koga je

AN, d
— =—— [C;t NEN® — C (C tNEN® — 1)] = 0, 10.8
= 5 LG s ) (10.8)
gde je C — Lagranzov neodredeni mnozitelj veze (8.6),. Iz (10.8) se dobija
(Cxr — CGy) N* = 0, (10.9)

koja predstavlja sistem tri linearne i homogene jednacine po N*. Ovom sistemu
jednac¢ina odgovara ekvivalentan sistem

(CE — COf) N =0, (10.10)

koji je pogodniji za reSavanje. Netrivijalno reSenje ovih jednacina postoji samo
ako je determinanta sistema jednaka nuli, fj.

|CX — Co%| = 0. (10.11)

Ova jednacina, poznata pod imenom karakteristicna jednadina, u razvijenom obliku
glasi:

C¥ — IcC?% + IIcC — Il = 0, (10.12)
gde su
T 5, I % 5KM CECY, IIIg—det||CE|| — % 83T GLCNCR
' ' (10.13)

prva, druga i treca glavna invarijanta tenzora deformacije C%, a o5y i 65Y; gene-
ralisani Kronekerovi d-simboli. Re$enja karakteristi¢ne jednadine C, (x = 1, 2, 3)
se nazivaju karakteristicni brojevi. Svakom karakteristi¢nom broju odgovara karak-
teristicni pravac N*. Razli¢itim Kkarakteristicnim brojevima odgovaraju razliéiti
karakteristi¢ni pravci. S obzirom na Cinjenicu da je Cy,, simetriéno, realno i pozi-
tivno definitno, vaze sledede teoreme:

Teorema 1: Karakteristiéni brojevi su realni.
Dokaz:

Pretpostavimo obrnuto, tj. da postoji bar jedan karakteristi¢an broj, recimo
C3, koji nije realan. Tada je C; kompleksan broj i moZe se pisati

C,=A4+iB, i=+—1.

Njemu odgovarajuéi karakteristi¢ni pravac je N¥, koji prema (10.9) predstavlja
reSenje sistema jednacina

(CKL - CiGz{L) Nt = 0.
S obzirom na C; i komponente pravca Nf bic¢e kompleksni brojevi, tj.
NE¥ = P* 4 {QF,
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Smenom ovih izraza i C, u gornjem sistemu jednadina i izjednacavajuéi sa nulom
njen realni i imaginarni deo, dobijamo

(CKL - AGKL) o + BGKLQL =0,
(CKL - AGKL) QL - BGKL B

Ako se prvi sistem jednacina pomnozi sa QF, a drugi sa P* i tako dobijeni izraz
oduzmu jedan od drugog dobi¢emo

B (GKLP e 1= GKLQKQL) = 0:

tj. B = 0 s obzirom na simetri¢nost i pozitivnu definitnost tenzora Cy, 1 Gg;.
Ali tada je C realan broj. ]

Teorema 2: Razlifitim karakteristicnim brojevima odgovaraju medusobno
upravni karakteristiéni pravci.

Dokaz:

Neka su C,; i C, razli¢iti karakteristi¢ni brojevi kojima odgovaraju karakte-
risti¢ni pravei N, i N,, respektivno. Ovi pravci zadovoljavaju odgovarajuée sisteme
jednacina

(C.KL e CiGKL) Ni =0, (CKL — CZGKL) Ny =0.
MnozZeci prvi sistem jednalina sa N¥ a drugi N, i od drugog oduzimajuéi prvi,
dobijamo
Kako je C, — C, # 0, sledi
G NENZ = 0.0
Teorema 3: Karakteristiéni brojevi C, (& = 1, 2, 3) su pozitivni.
Dokaz:

Ova osobina karakteristi¢nih brojeva je posledica pozitivne definitnosti tenzora
Cyp 1 Ggp. Zaista, iz (10.9) sledi
CriNENE
Cy= L K i e NaNg > 0
G NG N3
s obzirom na navedene osobine ovih tenzora.[]

Napominjemo da navedene teoreme vaZe za bilo koja dva simetri¢na, realna
i pozitivno definitna tenzora.

Ako se za koordinatne pravce u X uzmu Kkarakteristi¢ni pravci, tada je
Ni=¢6f
0% = Q08 (10.14)
s obzirom na (10.10). Znadi, u odnosu na glavne pravce deformacije (jer su karak-

teristi¢ni pravci trazeni glavni pravci deformacije) normalne komponente tenzora
deformacije su karakteristicni brojevi, a smiCuée su jednaki nuli (posledica 2).
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U cilju izvodenja dokaza posledice 3 posmatrajmo ortonormiran sistem vektora
n, koji odreduje glavne pravce deformacije u x, tako da je

il =cnt i ont = cgatts (10.15)
Gatlnl =d (68 =1,2,3)
Njemu odgovarajudi sistem jedini¢nih vektora u X definisan je sa
_ X
Ve
Dokazatemo: 1. da je ovaj sistem vektora ortonormiran i 2. da odreduje glavne
pravce deformacije u X, tj. da je reSenje sistema (10.9).

NE (10.16)

Zaista,
Gy NE NS = G XEXE, nint, —1——=
€y Cp
— i — L — gt — L — o, (10.17)
~C4Cp ~eacs
s « bzirom na (10.16), (7.3), i (10.15),. Za dokazivanje dela 2. polazimo od izraza
L l k 3 L ,,m 1 i 450
CKLN\: =— gIch;Kx;LX;mnu =7 glc!,x;xnm ==
cl c“
B Ciy My Xl N GPLXﬂXﬁx';‘erE N
Cail by Gty
_ GunXiiny _ GuaN: (10.18)
ca /e, cy

gde smo koristili (10.16), (7.3) 1 (10.15). Iz (10.17) i (10.18) sledi dokaz posledice 3.
Uporedujudi (10.18) sa (10.9) zakljutujemo:
Odgovarajuéi karakteristi¢ni brojevi tenzora deformacija Cy, 1 ¢ su reci-
procni, tj.
=i, (10.19)

Na osnovu navedenih teorema i dokaza posledice 3 proizilazi i dokaz posledice 1.
Dokaz I Kosijeve teoreme se zasniva na (10.14), jer se jednalina povrdi drugog
reda (10.2), u odnosu na glavae pravce deformacije, moZe napisati u obliku

ds® = k? = CpdX"dX* = > C, (dX*)? (10.20)

§to predstavlja kanonski oblik elipsoida, s obzirom na pozitivne vrednosti karak-
teristinih brojeva C,. Velidine glavnih poluosa elipsoida su odredene izrazima

ds k.
G Wiy

-4

(10.21)
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Na isti na¢in se dolazi do odgovarajuéih izraza za veli¢ine koje odreduju materi-
jalni elipsoid deformacije (10.1). Na osnovu (10.14) i dualnosti materijalnog i
prostornog elipsoida deformacije moZe se zakljuditi da karakteristitne vrednosti
C, ic, jednoznaéno odreduju duzine poluosa elipsoida deformacija u X i x respek-
tivno. DuZine poluosa elipsoida u X su recipro¢ne vrednosti poluosa u x, jer su
odgovarajuci karakteristi¢ni brojevi reciproéni. Prema tome:

Elipsoid deformacije u X postaje obrini elipsoid ili sfera ako, i samo ako,
elipsoid deformacije u x postane obrini elipsoid ili sfera.

Karakteristi¢ni brojevi C, i ¢, imaju i svoju fizicku interpretaciju. Ona je
Zasnovana na izrazima

2 =C,= EI_ = C,; NENE (10.22)

i glasi:
Karakteristi¢ni brojevi C, su kvadrati glavnih izduZenja.

Ako sa E i e obeleZimo karakteristi¢ne brojeve tenzora relativnih defcrmecija
Ey; 1 e, respektivno, onda odgovarajuéi sistemi jednacina glase

(Bys —EGg ) N* =0, (g —egu) 0t = 0. (10.23)
Koriste¢i (7.11), (10.9) i (10.15) sledi
2E=C—1, 2e=1—c. (10.24)

Ove relacije imaju fundamentalnu ulogu pri odredivanju glavnih invarijanata
tenzora deformacija i uspostavljanja medusobnih veza. Na osnovu iste analize
sledi:
Glavnt pravci tenzora Cyp 1 Ey;, suisti. Isto se moSe zakljuéiti i za tenzore
Cu 1 €.

Vezbanja

1. Dokazati (10.19) koristeéi (10.15), (10.9) i (7.3).
“1 af -1 -1
2. Ako sa ¢ i C obelezimo karakteristi¢tne vrednosti tenzora ¢;, i Cg, po-

kazati da je
-1 -1

e =(e) GCo=(CJ™

3. Neka je N jedini¢ni vektor u X. Njegove komponente u odnosu na Dekartov
sistem koordinata, &ije su ose glavni pravei deformacije, su cos (Nx). Sa (No)
su oznaceni uglovi izmedu N i a-te glavne ose. Pokazati da je

3
oy = z AZ cos? (Na)
a=1

1
cos? (noc)

gde je m jedini¢ni vektor pravca deformisanog linijskog elementa u x.

2
(n) —
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4. Pokazati da je —uz vektor dualan vektoru pomeranja .

5. Koristeéi se prethodnim zadatkom pokazati da su E, i —e, dualni tenzori.
Na osnovi toga pokazati da su (10.24) medusobno dualne relacije.

6. Koristec¢i (10.19) i dualnost odgovarajuéih tenzora deformecija izvesti relacije
zadatka 2.

7. U trodimenzionalnom prostoru broj nezavisnih invarijanata tenzora drugog reda
rije vedi od tri. Dokazati.

11. GLAVNE INVARIJANTE TENZORA DEFCRMACIJE

Veli¢ine koje se ne menjaju pri koordinatnoj transformaciji su invarijante
transformacije. Posto ne zavise od koordinatne transformacije one odreduju sustinsko
svojstvo datog sistema kojim je invarijanta definisana. Ova svojstva u nasem slu-
Caju vezana su za fizi¢ku stranu problema i kao takva imaju svoju fizicku inter-
pretaciju.

Takvo svojstvo imaju duZine materijalnih linijskih elemenata. Prema tome,
C,, I¢, IIc i Ill¢ su invarijante transformacije §to neposredno sledi iz njihove
fizicke interpretacije (10.22) i relacija

Ie=Ci+Cy+Co=M+B+5=_10+Ey)?+(1+ Ey)+ 1+ Eg)
Ilg = CCy + CoCy + C3Cy = 4345 + 245 + 4347 =
=1+ Ey)* (1 + Ey)® + (1 + Eg)* (1 + Eg)* + (11.1)
+ (1 4 Eg) (1 + Ey)*
Ille = C1CyCy = MA3As = (1 + E4))* (1 + E5)* (1 + Eg)>
pri ¢emu smo koristili (10.13), (10.14) i (9.6).
Nije tesko pokazati da vazi
Ic = I, L=13,
IIe = 115, II. = II¢, (11.2)
1l = IIIZY, 111, = IITI¢.

Iz ovih relacija i (10.19) slede fundamentcine identicnosti

e p_ I8 g L (11.3)
1Ic e g
Kako je 0 < A, < o0, iz (L1.1), (11.2) i (11.3) sledi
0<1, II, III < (11.4)
1

$to vaZi za glavne invarijante bilo kog tenzora deformacije Cg;, ¢y, Cgp ili ¢
Medutim, posto glavne invarijante jednozna¢no odreduju vrednosti karakteristi¢nih
brojeva, a s obzirom na to da su ona reenja odgovarajuce karakteristi¢ne jednacine,
mozemo zakljuditi:
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Za date vrednosti I, Il i Ille, koje zadovoljavaju (11.4) 1 za date glavne
pravee u X, tenzor Cy, je jednoznactno odreden. U specijalnom siucaju

Io=1Iec=13; Hlg=1 (11.5)
predstavlja potrebne i dovoljne uslove da bi deformacija bila krute pomercnje.
Ako se mesoviti tenzor deformacije C¥ napiSe u obliku
Cf = GMgyxtyxly

s obzirom na (7.3),, tada je

IITg = det C¥ = (det G*) (det g,,) (det x!,)2 = .% F=J%  (11.6)

Pri izvodenju ovog izraza koristili smo (10.13),, (4.7) i poznato pravilo matri¢nog
rac¢una: determinanta proizvoda matrica jednaka je proizvodu determinanti matrica.
Uloga i znacaj (11.6), tj. I1Ic moze se bolje sagledati u daljoj analizi deformacije
povrsinskih i zapreminskih materijalnih elemenata tela.

Glavne invarijante tenzora relativne deformacijé Ey, su definisane izrazima
Ig=E, + E; + E;, Ilg = E\E; + E,E; + E;E,, Illg = E\E;E;  (11.7)
i vezane su sa invarijantama (11.1) tenzora C, relacijama
Ic=3+42Ig, 2Ig= —3+ I¢
Ilg =3 + 4lg + 4Ilg, 4llg =3 — 2Ic + Il¢ (11.8)
Il =1+ 2Ig + 4Ilc + 81llg, 8Illg = —1 + Igc — IIg -+ Ill¢.

Koristedi princip dualnosti iz (11.8) neposredno sledi
I,=3—-2I, II.=3—4I,+ 4Il,, IIIl.=1—2I,+ 411, — 8111,
(11.9)

gde su I, Il. i III, glavne invarijante tenzora relativne deformacije e;,.

Vezbanja

2 -1
1. Pokazati da je ¢f = he = CFxhxi;.

2. Polazeéi od stava da svaka matrica drugog reda zadovoljava svoj karakteristi¢ni
polinom, izvesti Fingerovu (Finger) identi¢nost

-1
LG ™ i = O — TeOh + Tlach:

3. Svaki tenzor drugog reda a*, ima glavne invarijante I, 11,1 111, definisane sa
(10.13), i momentne invarijante I, II,i III, definisane izrazima

la=d% ILi=da" L= ddam:
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Pokazati da izmedu momentnih i glavnih invarijanata postoje relacije
In=1Io, II,=1I%—2II, IlI,=1I}—3LII,+ 3II,

2Ul, =18 —II,, III, = _(13— I — % LIt 3 % III,.

4. Pokazati da je

0l dlla dlla
O, EEE L .o 2%,
aakm 2 3akm " ¥ a m 5
oI, g 11,
II' . mlalil; = aaﬂlic + Ifna? = IIIua'mm ?IE_ = 3am‘ at""
da*, @y

5. U nekim slu¢ajevima korisno je izraziti glavne invarijante tenzora deformacije
Cyr preko elementarnih simetri¢nih funkcija glavnih dilatacija Iz, Il
I, definisanih sa

Loy = By + B + Egpy iy = EqEey + BB+ EgEq
Il gy = EgyEg)E ).
Pokazati da je
Ic — 3 =214 + I, — 2114,
IIC — 3 = 4.[‘1.‘-) + 21%5) + ZI(E}II(};) - 6[11(;) + II%;;) = 21(3)111(3'),

LY IIIC = 1 = I(E) + II(;;‘) + III(H).

12. ROTACIJA

U procesu deformacije linijski materijalni element dX u X prelazi u mate-
rijalni element dx u x (sl. 5). U opétem slucaju dX i dx se razlikuju kako po inten-
zitetu tako i po pravcu. Ugao 0, za koji je element dX rotirao pri deformaciji, moZe
se izralunati iz izraza

cos 0 = === — Gy, gEN*n' = gy, 8t n*N* (12.1)

s obzirom na (8.6), (9.5) i ulogu operatora paralelnog pomeranja. Koristeci (5.2),
(9.1), (9.2) kao i Cinjenicu da je |dX| = dS i |dx| = ds, lako je pokazati da je
nt = h x%N®, NE=1,X5n", (12.2)
()

Tada se (12.1) moZe napisati u obliku

€08 B = —— GrpgFats NEN™ — gt X5 rn™A . (12.3)
(N)
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Za glavne pravce deformacije n,, iz (12.3), (10.22) i (10.19), dobijamo

3
cos 0, = (c,) * Cul KN, (12.3),

Na osnovu posledice 3 Kodijeve teoreme sledi:
Rada su bilo koja. dva ugla 0, jednaki nuli ¢ treéi je jednak nuli.

Takvo stanje deformacije nazivamo ¢ista deformacija. Prema tome, u stanju Ciste
deformacije glavne ose materijalnog i prostornog elipsoida deformacije su medu-
sobno paralelne. Medutim, ovaj zaklju¢ak ne vazi, u opstem slucaju, za pravce
materijalnih linijskih elemenata koji nisu u pravcima glavnih osa.

Mera rotacije(12.3) ne pruZza moguénost interpretacije tenzora infinitezimalne
rotacije Rg,, ili r;, definisanih sa (8.2), i (8.2),. Novozilovova (Hosoxunos B. B)
mera za srednju rotaciju je daleko pogodnija i zato ¢emo je detaljnije prouditi.

Neka je N, jedini¢ni vektor pravca materijalnog linijskog elementa dX u
ravni XY u X. Posle deformacije pravac odgovarajuteg deformisanog linijskog
elementa dx u x je odreden jediniénim vektorom . Posle paralelnog prencsenja
u X moguce je odrediti njegovu projekciju u ravni XY koju ¢emo obeleziti sa n,
(sl. 9). Obelezimo sa @ ugao koji zaklapa N sa X osom, a sa 6, ugao izmedu N,
i n, Iz izraza

dy dy

tg (04 )_quj' tg 0, _dyéj(dX+;3?dY_

T ol axlx o o
a

smenom: dX = dScos @ i dY = 4§ sin @, dobijamo

ay 5 dy ox\ . o .
iy _ﬁccis d‘-‘-l—(é? ﬁ() Sm@cos_CD ‘ aYSl-I? d)-_ -
o aiccoszslﬁ—f—(Lysin2f;b—l—(--‘5‘*"14-'@36 sindicoscbr_ '
X oY X aY)

—R,, + E,, cos 20 + % (B, — B..)sin 20

14 % (E,. + E,,) — % (E,, — E;;)cos2® + E, sin2®

Pri izvodenju ovog izraza koristili smo (6.3) i (8.2),,. Ovaj izraz je periodi¢na
funkcija po @ sa periodom #. 0, je jednozna¢no definisano kao ugao u intervalu
0 <0, <mizuzev: 0, =0 1i 0, = & kao neodredenih veli¢ina.

Novozilov je definisao kao meru rotacije srednju vrednost (12.4) svih mate-
rijalnih linijskih elemenata u ravni XY u X, tj.

i =2
gy = — _[tg 0, (®)do. (12.5)
2?’50
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Integracijom ovog izraza dobijamo

XY do
gy =—"> [ —— e S b
0 1 + E(Exz + Eyy) = 3 (Ezz = Ery) cos 2¢ + Eﬂ’ﬂ' Sin 2@

"I

VA + B (1 + B,y) — Ey

Ova formula pokazuje da je Ry, mera srednje rotacije koje trpe elementi u ravni
koordinatnih osa Z* i Z*.

(12.6)

Z

Izraz (12.6) moze se formulisati u invarijantnom obliku. Neka je X® = const.
povrs u X i neka su X' i X? koordinate na toj povr§i. Ako se posmatraju samo
koordinatne transformacije povriinskih koordinata, onda se (12.4) moZe izraziti
u obliku

K M N\TP
tg Oy — — Ry + exN"EFN" (12.7)

1 + E NN
a (12.6) u obliku _
R12

N1+ LE + ILE
pri ¢emu neki indeksi uzimaju vrednosti 1121 gde je ex,, Riéijev tenzor alternacije.
Invarijante I,E i II,E se dobijaju iz tenzora E,,; kada su K,L = 1,2. Na isii
nacin se dobijaju i srednje rotacije tg Ox: i tg 0x» materijalnih linijskih elemenaia
u ravnima X?%, X®i X3, X' respektivno. S obzirom na invarijantnost ovih izraza
potpuno je opravdan naziv: tenzor srednje rotacije za tenzor Ry, u slutaju konaénih
deformacija. S obzirom na tenzorski karakter Ry, moZemo zakljuciti da ako je
Ry, = 0 u jednom koordinatnom sisiemu, bi¢e i u svim dopustivim koordi-

(12.8)

g lx> = —
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natnim sistemima. Dalje iz (12.8) sledi da ako je srednja rotacija elemenata
u tri upravne ravni kroz X jednaka 0 ili @ radijana, onda je srednja rotacijaelemenata
u bilo kojoj ravni kroz X tekode 0 ili & radijana.

Na osnovu ovoga moZe se zakljuéiti da je Ry, zaista mera srednie rotacije,
ali ne i mera rotacije samih elemenata. Kao ilustracija ovog zakljutka moZe po sluziti

sledeci primer: za krutu rotaciju x = —X, y = —Y, & = Z tenzor Ry, je nula
tenzor.
Tenzor Ry, je nula tenzor ako i samo z2ko je
ey = Uwx (12.9)

§to neposredno sledi iz (8.2),. Deformacuu za koju je Ry, = 0 zvatemo poten-
cijalna deformacija. Napominjemo jos i to da se RKL, kao antisimetri¢an tenzor

drugog reda, moZe zameniti aksijalnim vektorom R, tako da je

= =1 _— 1 ik 1 I .
R = 5 rotu ili Rg = 1 Eqpa T = 5 Errn T, (12.10)

Za opisivanje lokalne rotacije datog pravca definiS$emo poseban tenzor rotacije.
U tom cilju posmatramo pravce glavnih osa elipsoida deformacija u X i x, koji
su definisani ortonormiranim sistemima vektora N, i m,, respektivno. Ako para-
lelno prenesemo N, u x (sl. 10), tada je, s obzirom na Posledicu 3 mogude odrediti
ortogonalan tenzor R, koji paralelno pomereni sistem vektora N, u x rotiraumn,,
tako da je
= RiygeN{ = RyNE,
(12.11)
N = g.:.‘R‘ g = RKM 5
gde je
1
Rt .= R¥pt, R o == PERY. (12.12)

Tenzor R {R"} definile translaciju odredenu operatorom paralelnog pomeranja
gk i rotaciju odredenu tenzorom RF,. Ako sa N* i #* obelezimo reciprone vektore
sistemima N, i #,, koji su medusobno vezani relacijama

NENE = 6§, nknf = of, (12.13)
tada se iz (12.11) i (12.13) dobija
-1
Ry = niN}, R* = Ninj. (12.14)

-1
Iz (12.11) se vidi da su tenzori R*; i R*, dualni. Na osnovu definicije operatota
paralelnog pomeranja (6.7) sledi da su gt i g¥ dualni. Ako napifemo R*; = giR%,
tada (12.11), se mozZe izraziti u obliku

nk = gtRL NE. (12.15)
1
Uporedujudi (12.15) sa (12.11), zaklju¢ujemo da su R¥; i R', takode dualni. Geo-
-1
metrijski je ovaj zakljuéak potpuno otigledan: R¥, rotira N, u #, u X, a R", defi-
nise inverznu operaciiu u x, tj. rotira n, u N, u x. Na isti na¢in se tumadci dualncst

a -1
tenzora R*, i R > ako se zna da je RE, = R¥, gl i

NE — R gint (12.16)
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Za rotaciju recipro¢nih trijedara imamo
i = RENZ, NE =Rl R =G R, (12.16)a

Iz (12.15) i (12.16) sledi
R=1

$to predstavlja potreban i dovoljan uslov za &istu deformaciju. U komponentalnom,
obliku on glasi

RE, =8f, Ry, =0Gx;, RFy—=ypf itd.

Za objadnjenje naziva infinitezimalni tenzor rotacije za tenzor Ry, Koristi-
¢emo formulu koja se izrazava Fingerovom teoremom:

n-t1 stepeni Kofijevog i Grinovog tenzora deformacije su vezani relacijama

-n n -1 -n i
ef =R CERY, CF = RELR,, (12.17)
Dokaz:
Matrica elementa Cy, je regularna. Tada vazi
-n -n
CENz = (G N{. (12.18)
Koristeé¢i (12.13), iz (12.18) dobijamo
Ci = > (CJ)™ NzN;. (12.19)
Njoj dualna relacija je
n
cf = > ()" mant. (12.20)
o

Ako se uzme u obzir (10.19), (12.11),, (12.16), i (12.20) iz (12.19) sledi
-n -1 -1 n
Cf = Z R¥ ()" myniR', = R¥ iR, [

Na isti nac¢in se dokazuje i (12.17);.

Na osnovu formule (12.17) moZe se dokazati stav:
Gradijenti deformacije, KoSijev i Grinov rtenzor deformacije su vezani

relacijama
3 -3
xfy = R*,Cg = Rici (12.21)
- 4%+ a3
X — R¥c = R%CE. (12.22)

Dokaz:
Iz (10.16) se pomocu (12.13),, dobija

X5 =S (e)F NEm,
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ili
3 -1 %
XE= 3 (c) Rfgint = R%d,
s obzirom na (12.11), i (12.20) za n = 1/2. Relacija (12.22), se dobija iz polaznog

izraza i koridéenjem (10.19), (12.14),, (12.13), i (12.19) za n= —1/2. Izrazi (12.21)
i(12.22) su dualni. Taénost jednih povladi i ta¢nost drugih relacija. []

Stav iskazan relacijom (12.21) sledi neposredno iz (5.14) i (7.14). U odnosu
na takav nadin obelezavanja glasi
3 3
F = RC = BR. (12.21),
Ocigledno da inverznu relacija ove relacije predstavlja (12.22).

Kao posledica ovog stava i (6.33), sledi

1

2 ;;
Ug;r, = Ry Clf — Gy = RKMCML — Gyy. (12.23)'

Iz ovog iZraza neposredno se dobija

; 1
EKL = R(KM CML) Sl Gst RKL = R[KM CML]' (12-24)

Za dalju analizu veze izmedu tenzora Ry, i Ry, pogodniji je izraz

R¥y = x%,CY¥, (12.25)
koji neposredno sledi iz (12.21),,
Na osnovu (6.33);, (8.2);,, i Cinjenice da je R*; = gtR"; moZe se (12.25)

napisati u ekvivalentnom obliku

Ryy = (Gup + Exp + Ryp) CL. (12.26)

Ako su gradijenti pomeranja male veliine, moZe se Cj;, pomocu (7.11),, predsta-
viti u obliku reda

= 1
Ch=(05+2BL) > =84 —EL+...
Smenom ovog izraza u (12.25) i zanemarujudi infinitezimale viSeg reda, dobijamo
R 7 Cune + R (12.27)
tj. u slufaju infinitezimalnih deformacija rotacija je odredena tenzorom R,,. Otuda
i naziv tenzor infinitezimalne rotacije za Ry, kada su u pitanju infinitezimalne

deformacije.
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Na isti na¢in se moZe izvesti zakljutak i za tenzor infinitezimalne rotacije
7, u sludaju infinitezimalnih deformacija, tj.

Rim ® tm + Pams Riu = 85854Tim (12.28)
N3
X A
— =
Ni
m
Aﬁ Ny
Sl. 10
Vezbanja

1. Izvesti (12.28) iz (12.27) koristedi princip dualnosti.
2. Pokazati da izduZenje za dati pravac A, izduZenje u pravcu L, rotacija 6 i dila-
tacija E zadovoljavaju relacije

L=ﬂcos€—1=EcosG—2Sin“%6.

3. Na osnovu Ojlerove teoreme svaka rotacija oko tatke moze biti razmatrana
kao rotacija oko neke ose kroz tacku. Na taj nacin se rotacija karakteriSe jedi-
ni¢nim vektorom ose A% i uglom rotacije 6 oko ose. Pokazati da se tenzor rota-
cije R¥,, moze predstaviti u obliku

RE,, = 6K cos 8 + (1 — cos 0) A%A,, + &%,,pA" sin 0.
4. Na osnovu prethodnog zadatka pokazati da je
RELAM = A%, Rf; =RY; = 1+42c0s0, Rz = exup AT sinb.
5. Pokazati da su
Rfy =0, Ryyy=0, 0=0,

medusobno ekvivalentni izrazi kojima se izrazavaju potrebni i dovoljni uslovi
za Cistu deformaciju.

47




6. Pokazati da su dve sukcesivne (uzastopne) rotacije oko tatke ekvivalentne jednoj
rotaciji.
7. Deformacija se naziva komformna ako ofuvava uglove izmedu materijalnih
krivih linija. Dokazati da je u tom slucaju
F = oR,

gde je skalar a = 0.

13. FUNDAMENTALNA TEOREMA

Do sada izloZena analiza deformacije mozZe se sazcto izraziti pomocu funda-
mentalne teoreme:

Deformacija bilo kog linijskog elementa u taki moge biti razmotrena kao
rezultar translacije, roracije glawvmih osa elipsoida deformacije i glavnih
tzdusenja.

Ova teorema neposredno sledi iz Kosijeve teoreme i njenih posledica.

Translacija, rotacija i izduZenje mogu biti primenjene po bilo kom redosledu,
ali njihove tenzorske mere nisu nezavisne od redosleda primene. Ancliti¢ki dokaz
fundamentalne teoreme sledi iz (5.2) i (12.21), jer je

)
dx* = giR",C}{f dX* = cf R, ggdX", (13.1)

gde g%, RF i Cy,, definifu translaciju, rotaciju i defermaciju, respektivno. Dualan
izraz ovome je
-1 % -

dXE = gfR', P dx* = CER",, gldx". (13.2)
Izraz (13.1), moZe se rastaviti na sastavne delove, koji su definisani pejedinim
operacijama, ¢ije je geometrijsko tumatenje na slici 11:

1. dxly, = ghdX® = dX*,

predstavlja krutu translaciju elementa dX iz X u x;

ke k ]
2. dx(R) — R tdx(:p),

predstavlja krutu rotaciju dxf,, u x;

1

3. dx* = cf dxip,,
predstavlja deformaciju dxfz u x.

Vazno je uociti da ako i samo ako dX definise glavne pravce deformacije,
deformacija elementa dxf,, definisana tenzorom c,, nece sadrzati dodatnu ro-
taciju.
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axk

dxk
Sl. 11

Polazeéi od (13.1), moze se deformacija materijalnog linijskog elementa dX
rastaviti na sledece sastavne delove (sl. 12):

1. dX§, = é‘#dX",
predstavlja deformaciju dX u X;

2. "dXhy = RYSdXE
predstavlja rotaciju X7, u X;

3. dx* =gldX,,
predstavlja translaciju dX{, iz X u x.

K
axk dX(p)

/ §
dX"R) dx*
Sl 12

Na isti na¢in moze se izvr§iti rastavljanje (13.2) na elementarna, medusobno
nezavisna kretanja izrazena fundamentalnom teoremom. Medutim, redosled ovih
operacija je striktno odreden datim matemati¢kim izrazom (13.2). Isto vaziiza (13.1).

Ako se uoce svi materijalni linijski elementi dX u X istog intenziteta i na
svaki od njih primeni fundamentalna teorema, onda se proces dekompozicije moze
izraziti na slededi nacin: a) infinitezimalna sfera sa centrom u X se translatorno
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pomeri u x; b) takc translatorno pomerena sfera se kruto rotira u x sve dok se
ne poklope pravci tri upravna poluprecnika sfere, koji odreduju pravee glavnih
osa elipsoida deformacije u X, sa glavnim pravcima elipsoida deformacije u x;
c) rotirana sfera se deformiSe tako da se samo elementi u pravcima glavnih osa
deformidu bez dodatne rotacije.

14. INVARIJANTNI PRAVCI

Videli smo da se u slu¢aju ¢&iste deformacije izraZene uslovom (12.17), glavni
pravci elipsoida deformacije dovode do poklapanja bez rotacije. U tom slucaju
glavni pravci ostaju ofuvani i kazemo da su invarijantni u odnosu na ¢istu defor-
maciju. Medutim, u opstem slu¢aju poznato je da glavni pravci elipscida deformacije
nisu invarijantni. Nas interesuje opéti slucaj i problem invarijantnih pravaca raz-
motri¢emo sa tog stanovista. Kratko re¢eno: interesuje nas da li u op§tem sludaju
deformacije postoji neki invarijantni pravac. Odgcvor na cvo pitanje sadrZan je
u teoremi Kelvina i Tajta (Kelvin i Tair):

Za bilo kakvu deformaciju najmanje jedan pravac ostaje invarijantan.

Dokaz:
Za invarijantne pravce vazi
grdx® = ghxb dX* = g dX", (14.1)
gde je a koeficijent proporcionalnosti i gde smo koristili (5.2). Pomecdéu (6.33);
mozZe se (14.1) izraziti u ekvivalentnom obliku
[(a — 1) 0F — uf] dX* = 0.
Egzistencija netrivijalnog reSenja ovog sistema jednatina po dX”* izraZava se uslovom
(a — 1) 6% — u&| = 0. (14.2)

U razvijenom obliku (14.2) predstavlja kubnu jednacinu po a. S obzirom na {inje-
nicu da su koeficijenti ove jednatine realni, sledi zaklju¢ak da je bar jedan njen
koren realan. Realnom karakteristi¢cnom korenu a = 0, s obzirom na (4.8), odgo-
vara realan karakteristitan vektor aX¥, koji definiSe traZeni invarijantni pravac.

Ako sa D obelezimo diskriminantu karakteristi¢ne jednacine (1.42), tada vazi
1. za D > 0 postoje tri ¢ samo tri invarijantna pravea,
2. za D < 0 postoji jedan 1 samo jedan invarijantni pravac,

3. za D = 0 postoje jedan, dva, tri ili beskonaéno mnogo invarijuntnih pra-
vaca.

VaZno je napomenuti da u slu¢aju D > 0 tri invarijantna pravca ne moraju
biti medusobno upravna, jer matrica elemenata «;, nije simetri¢na.

Koriste¢i (8.1) moZe se (14.2) papisati u obliku
|(a — 1) 6% — EX¥ — R%,| = 0. (14.3)

Za R¥, = 0 jednacina (14.3) postaje karakteristina jednatina tenzora EX, koji
je simetri¢an, Za simetri¢an tenzor, poznato je, uvek postoji najmanje jedan sistem
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od tri medusobno upravna karakteristi¢na vektora. U ovom slu¢aju karakteristi¢ni
vektori definidu invarijantne pravce, koji su ujedno glavni pravci izduZenja u tom
pravcy, a glavni pravci deformacije se deformifu u same sebe. Prema tome,

egzistencija tri medusobno upravna invarijantna pravca predstavija porreban
1 dovoljan uslov da se glavni pravei deformacije deformisu u sami sebe.

Ekvivalentno ovome je

potreban i dovoljan uslov da se glavni pravci deformacije deformisu u sami
sebe jeste da se glavni pravei deformacije poklapaju sa glavnim praveima
tzdufenja u tim pravcima.

Uocimo da je R%, = 0 potreban uslov za ¢istu deformaciju, ali nije i dovoljan.
Zaista, moguce je da u (14.1) bude a < 0, tj., invarijantnost pravca sadrZi u sebi
moguénost promene prvobitnog smera invarijantnog pravca materijalnog linijskog
elementa dX™ i znadi rotaciju prvobitnog smera za ugao =.

Prema tome, R*, = 0 predstavlja potreban i dovoljan uslov da glavni pravci
deformacije budu invarijantni kao Ilinie.

VezZbanja
1. Ako je A = a — 1 pokazati da se (14.2) moZe napisati u obliku
A* — Ig gA* + g A — g4 r =0,
gde su I g, Ilg g i IIIg.k glavne invarijante tenzora Ef + R*,.
2. Za potencijalnu deformaciju je

1

1
2z f PE o
a) Cgy = Ry CpoRy";

b) Ef = EX+ % E<*E,,,.

Dokazati.

15. ELEMENTI POVRSI I ZAPREMINE

U potetnoj konfiguraciji materijalna povr$ S tela B mozZe biti predstavljena
u obliku
X® =X [V} (15.1)

gde su U i IV koordinatne linije povrsi ili Gausovi (Gauss) parametri. Element
povr$i dA, definisan je vektorima

K K
dx = O avrs gm0 gy (15.2)
, oU oV

koji su tangentni vektori koordinatnih linija /' = const i U = const, respektivno,
(sl. 13), tako da je
oXt oxX™

Ay = erpaado Xy X = g — = — - dUV. (15.3)
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U trenutnoj konfiguraciji geometrijsko mesto poloZaja materijalne povrsi S definiSe
povrs & Ciji je analiticki oblik odreden jednacinama
i =k [XE(T, V),8) =55 (U, V), (15.4)

Sl 13

Element povr$i d4, se deformie u element da,, odreden vektorima
Ox* 0Xx

dyxt = —dU = x% du i
au au
. e (15.5)
dyx* = —dV = x% av,
av 14
tako da je
oXt o XM
da, = smmdux'dpx’" = sm,,,xf,,x?;‘FI—J—--EV— daudv. (15.6)
Kako je eym = & um 1
emmxl;z.x?h = fx?Pl exLMXﬁ = % EKLMXfe (15.7)
s obzirom na (4.6) i na &injenicu da je exy = :/%Sxma tada (15.6) postaje
oblika
g - BXE gXM

da, = %fstM * 30 oV auav,
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ili, pomo¢u (15.3) i (4.7),
day, = JXidAy. (15.8)

Ovaj izraz predstavlja vezu izmedu odgovarajucih elemenata povrdi u podetnoj
i trenutnoj konfiguraciji, a koji su sastavljeni od istih Cestica tela 73. Na osnovu
njega se moze odrediti relacija izmedu povriina elemenata povrsi ako se pode
od izraza

(da)? = g"dada, = J*g"' XEXdAd A,
koji pomocu (11.6) i (7.5) postaje oblika

-1
(da)? = IIIcC**dAdA,. (15.9)
Uporedujudi ovaj izraz sa (7.1),, koji moZemo napisati u obliku dS? = C**dX,dX,,

-1

vidimo da u odnosu na merenje promene povriine tensor IIIcC** igra istu ulogu

kao tenzor C*L u odnosu na merenje promene dufine. Princip dualnosti omogucuje
= |

nam analogno tumacenje za IIl.¢*'. Na osnovu istog principa siedi

-1
[ddy = J'xbday, (dA) = II.cMdada, (15.10)

dualno izrazima (15.8) i (15.9), respektivno.

Dualnost izmedu duzina i povriina sugeriSe konstrukciju elipsoida keji je
-1 -1
odreden tenzorima IIIcC®F i III.c** u cilju oliglednog sagledavanja promene
povrsine elemenata povrsi u procesu deformacije. Teoremc odeljka 10 imaju svoje
dualno tumacenje u odnosu na tenzore koji defini$u ove elipsoide.

U cilju odredivanja promene zapremine tela, koja nastaj. deformacijom tela,
uoc¢imo takav materijalni zapreminski element u pocetnej konfiguraciji Cije su
ivice dX¥ u X, t-ko da je

dX% = X&dxk, (a=1,2,3). (15.11)
Tada je, s cbzirom na (15.7) i (4.6),
dV = 63y @XTAXTAXY = JG oy u XBXEX M dut dubdnd =

=G | X5 enmdxidxidxy = J%j—] do,

gde je element zapremine dv definisan izrazom
dv = ey pdxtdxidx?

i predstavlja materijalni element zapremine dV posle deformacije (sl. 14). Na osnovu
(4.7) 1 (11.6) moZe se napisati kona¢no da je

do = JdV = IlIcdV (15.12)

¢ime je odredera veza izmedu materijalnog zapreminskog elementa 4V i elementa
dv u koji se dV prevodi deformacijom. Ovaj izraz, kao i (15.9) 1 (15.10) pokazuju
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ulogu i znacaj //1¢ u merenju promena materijalnih elemenata povrii i zapremina
pri deformaciji. Tz (15.12) sledi da je

= (1 + 21g + 4lIg + 8IIIg)T =

do — 1
W =
av ¢ VI

=

— (1 — 21, + 4II, — 8IIL,) °, (15.13)
s obzirom na (11.3);, (11.8); i (11.9),.

Sl. 14

16. USLOVI KOMPATIBILNOSTI

U E, tenzor relativne deformacije Ej., ima $est nezavisnih komponenti i
izrazava se preko komponenata vektora pomeranja #* kao

2Eg;, = g, + Up.p + uM:J«:u%- (7'12)1

Qvaj izraz predstavlja sistem od Sest nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jed-
naCina prvog reda po komponentama pomeranja i ne zadaje nikakve teSkcce
ako je polje pomeranja poznato. Za dato polje pomeranja odgovarajuéi tenzor
relativne deformacije E,, se nalazi vrlo jednostavno: nadu se odgovaraju¢e kom-
ponente gradijenta pomeranja i zamene u (7.12),. Ovaj postupak za odredivanje
tenzora relativne deformacije E., dovodi do zakljucka:

Bilo koje tri diferencijabilne funkcije mogu se uzeti za komponente vektora
pomeranja u®.

Medutim, obrnut zaklju¢ak ne vazi, tj. bilo koji sistem od Sest neprekidnih
i diferencijabilnih funkcija ne moZe biti uzet za komponente tenzcra relativne
deformacije E,,. Zaista, sistem od $est jednaéina (7.12), po tri, u ovom sluéaju,
nepoznate funkcije u® je preodreden i kao takav, u op$tem slucaju, ne odre-
duje u* ako su E,, proizvoljno uzete funkcije. Prema tome, za egzistenciju jedno-
znatnog reSenja u* funkcije E,, moraju zadovoljiti odredene uslove. Problem
odredivanja u* za dato polje tenzora E,, svodi se na integraciju sistema jednacina
(7.12),. Uslovi integrabilnosti ovog sistema, koje Ey; mora zadovoljiti da bi sistem
dopustio jednoznalno refenje po u®, nazivaju se uslovi kompatibilnosti. Principijelno
ovi uslovi se dobijaju eliminacijom z® iz (7.21),.
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Fizi¢ko tumacenje uslova kompatibilnosti moZe biti dato na sledeci nacin:
zamislimo da je neprekidno telo 73 isefeno na male paralelopipede u pccetnoj
konfiguraciji =, (sl. 14), i da je svaki takav deli¢ deformisan. U opétem slucaju,
deformisani deli¢i se ne mogu sloziti bez dodatne deformacije tako da ¢ine nepre-
kidno telo "B u »,. Medutim, ako je deformacija svakog deli¢a saglasna sa defor-
macijom svojih susednih delica, tj. kompatibilna, onda se oni mogu sloZiti u %,
Tada je polje pomeranja jednoznaéno odredeno i «* suneprekidne i diferencijabilne
funkcije poloZaja. S obzirom na egzistenciju polja pomeranja tenzor Eg, zado-
voljava u tom slu€aju uslove kompatibilnosti.

I. Sistem nelinearnih diferencijalnih jednadina (7.12), vrlo je sloZen za racu-
nanje. Zato ¢emo se prvo zadrzati na slucaju infinitezimalnih deformacija, kada
je

luz] < 1, (16.1)

tj. kada je gradijent pomeranja vrlo mala veli¢ina. Tada (7.12); postaje
= 1
E;, = U,y = Eg, = ? (uK;L g uL;K) (16.2)

s obzirom na (8.2),. Sistem jednac¢ina (16.2) je linearan sistem parcijalnih diferen-
cijalnih jednacina.
Ako se (16.2) dva puta kovarijantno diferencira, dobiéemo
1

EKL;MN = '2 (“K;LMN + uL;KMN)' (16.3)

Kako je u E; operacija diferenciranja komutativha u odnosu na redosled pro-
menljivih po kojima se vr$i diferenciranje, tj. vaii

Ug.puny = Ugng = Uiy = v o

tada je lako pokazati da je &y, ;. y = 0. Na osnovu ovoga izraza u (16.3)
mogude je izvrsiti eliminaciju komponenata vektora pomeranja tako da je

IEM

e EJLN

KL;MN — 0 (16.4)
Sto predstavlja trazene wuslove komparibilnosti koje tenzor relativne deformacije
mora da zadovolji u slu¢aju infinitezimalnih deformacija. Ako se (16.4) komponuje
5@ €;ppe s dobija se (16.4) u razvijenom obliku

KM SLN T _ T ol _
Ok 5@? Eyrun = Epgrs + Ers,pe — EPS,RQ = ERQ,PS =0, (16.4)a
gde je 0L¥ generalisani Kronekerov delta sistem.
Tenzor
rrdef sy _JILN T
" = "M eI By un (16.5)

naziva se tenzor inkompatibilnosti. Ovaj tenzor je simetri¢an i kao takav ima Sest
nezavisnih komponenata. Uporedujuéi (16.5) i (16.4) moZemo zakljuditi: uslovi
kompatibilnosti (16.4) su zadovoljeni ako i samo ako je

7 = 0. (16.6)

Odavde odmabh sledi da broj nezavisnih jednacina, koje tenzor relativne deformacije
E,; mora da zadovolji kada je deformacija kompatibilna, iznosi $est. Medutim,
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podvla¢imo odmah da su ove jednadine funkcionalnoe zavisne, jer iz (16.4) dobijamo

EIK.M E_:JLN EKL;MNJ i 0 (16.7)

sobzirom na osobinu antisimetri¢nosti tenzora e’ i simetri¢nosti tenzora Ey,. .y

po indeksima diferenciranja M, N'iJ. Ove tri identi¢nosti su poznate kao Bjankijeve
(Bianchi) identi¢nosti u Rimanovoj geometriji. Prema tome, broj funkcionalno
nezavisnih jednadina iznosi samo tri.

Teorema: Uslovi kompatibilnosti su potrebni i dovoljni uslovi egzistencije
polja pomeranja, jednoznacnog u jednostruko povezanom telu.

Dokaz teoreme izveS¢emo za slucaj infinitezimalnih deformacija. Ne gubeci nista
u opstosti izve§¢emo dokaz teoreme u odnosu na Dekartov sistem koordinata jer
egzistencija polja pomeranja u jednom koordinatnom sistemu povladi njegovu
egzistenciju u odnosu na bilo koji sistem dopustivih kocrdinata u E,.

Neka je P, (Z%) tacka tela 73 u kojoj su pomeranje »% i rotacija R%, zadati.
Pomeranje «; u bilo kojoj tacki P (Z%) mozZe biti odredeno pomocu krivolinijskog
integrala duz glatke krive C u telu koja spaja P, sa P (sl. 15).

SL 15

Tada je

=) + [ BmdZy + [RpdZ. (16.8)
c C

gde smo sa ,,,”” naznatili parcijalni izvod po odgovarajucoj koordinati i gde smo
koristili (8.1);. Po ponovljenim indeksima se vr§i sabiranje u (16.8), pri ¢emu
poloZaj indeksa ne igra nikakvu ulogu s obzirom na to da je koordinarni sistem
Dekartov. Ako se u poslednjem integralu dZ, zameni sa d (Z, — Z%), gde je ZE
konstanta pri integraciji, i izvr§i parcijalna integracija dobi¢emo

RJKdZK = f RJ’K d(ZK =R Z.;) =
C(Po.P) CP,.P)

= (Zj; = Z?z) R.?x = (ZK e ZJI;) R-JK,MdZM'
C(Po,P)
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Kako je ;
= il 1
Rygar = 5 (2 — uK,J),M = E (“J,KM — Uy gar T Unrgx — uﬂf,JK) =
1 1 — -
== ? (tge,2r + Usrx), s 4 ‘2_ (Urrs + Upa0)e = Eyrre — Egaros
biée

Jﬂ RJKdZK T (Zi - Z?:) RJK = f (ZK S ZII::) (EMJ,K - EKM,J} dZM'
CFP) GC(Po,P)

Smenom ovog integrala u (16.8) konatno dobijamc

u; = ud + (Z; — Z%) R9; + J‘ F;udZy, (16.9)
’ C(Po,P) ‘
gde je
FJM = EJJ{ = ( *— K) (EMJ,K - JKB’I,J)' (16-10)

Ako pomeranje treba da bude jednoznatna funkcija koordinata tatke, tada krive-
linijski integral u (16.9) mora biti nezavisan od puta integracije koji spaja tacke
P, i P. To znati da F,,,dZ,, mora biti totalni potencijal nekih funkcija polozaja H,.
Prema tome, pctreban i dovoljan uslov da ovaj krivolinijski integral ne zavisi od
puta integracije u jednostruko povezanoj oblasti je

Eorpe—"Fop e = 0. ; (16.11)
Iz (16.10) se lako pokazuje da je
Fry = Eny — Oxy (Barie — Exars) + (Z% — Zg) (Bverxn — Exaruon)
= Eyu,s + (Z — Zg) (Byrrxw — Exarow)- '

Zamenom mesta indeksima M i N u ovom izrazu dobijamo F,, ,. Zamenom
ovih izraza u (16.11) sledi njemu ekvivalentan izraz

(Z% — Zg) (EMJ,KN — EKM,JN e ENJ,KM i EKN,JM) =0.

Izraz u zagredi predstavlja uslove kompatibilnosti (16.4)a. Prema tome, uslovi
(16.11) ¢e biti zadovoljeni ako su uslovi kompatibilnosti zadovoljeni.

Vazi i cbrnuto. Zaista, ako su uslovi (16.11) zadovoljeni, pclje pomeranja u
jednostruko povezanoj oblasti je jednozna¢no cdredeno. Medutim, tada su i uslovi
kompatibilnosti zadovoljeni $to neposredno sledi iz prethodnog izraza, koji mora
u tom slucaju, da vazi za proizvoljan izbor Z% — Z,. Time smo ujedno i dokazali,
da zadovoljenje uslova kompatibilnosti (16.4) ili (16.4)a predstavlja potreban i
dovoljan uslcv egzistencije jednozna¢nog polja pomeranja u jednostruko povezanoj
oblasti. [

Za viSestruko povezanu oblast uslovi kompatibilnosti (16.4) su potrebni, ali
nisu vise dovoljni. U tom slu¢aju moraju biti zadovoljeni i neki dodatni uslovi.
Poznato je da je neka cblast jednostruko povezana ako se bilo koja prosta zatvo-
rena kriva linija u oblasti moZe dovesti do na tacku oblasti, a da pri teme ne izlazi
izvan date oblasti (sl. 16a). U protivnom data oblast je vi§estruko povezana (sl. 16b).
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Sl. 16

Neka m -+ 1-struko povezana oblast moZe biti pretvorena u jednostruko povezanu
oblast pomocu m preseka (sl. 16c). Pri svakom od tih preseka moZe se nacrtati m
nezavisnih krivih C,, C,, ..., C, takvih da svaka od njih polinje sa jedne strane
preseka, a zavriava sa druge strane istog preseka (sl. 16c). Na (sl. 17) prikazana
je dvostruko povezana oblast za koju ¢emo izvesti trazene dodatne uslove.

8L 17

Posle izvedenog preseka ova oblast postaje jednostruko povezana. Obelezimo dve
strane preseka sa (4) i (—), tako da su tacke Pt i P~ sa suprotnih strana preseka.
Krivolinijski integrali

P+ ) P-
H; =f FpdZy i H; = l FndZy
Py P
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duz krivih linija integracije u tako stvorenoj jednostruko povezanoj oblasti su
jednoznaéno odredeni. Medutim, vrednosti ovih integrala ne moraju biti jednake,
jer se P*1 P~ nalaze sa suprotnih strana preseka. Vrednost, recimo, prvog integrala
nece se promeniti ako se integracija vr$i duz bilo koje druge krivelinije u jednostruko
povezanoj oblasti koja spaja tatke P, i P* Takva je linija P, C,P* pa je
P+  P-
Hi=]+[+ |
By  Ps CuP-PH)
ili
Hj — H; = J. FrudZy (16-12)
O, P

Za proizvoljno izabranu tatku P+, jer je P~ kao suprotna tacki P* izborom P-
jednoznatno odredena, iz (16.12) sledi

Hi= Hy; (16.13)
ako je

FyudZy =0, (16.14)
Ci(P—,PH)

za glatku krivu C, u, presekom stvorenoj, jednostruko povezanoj oblasti koja spaja
P~ i Pr. Izraz (16.14) predstavlja dodatni uslov, koji zajedno sa uslovima kompa-
tibilnosti (16.4), predstavlja potrebne i dovoljne uslove egzistencije jednoznacnog
polja pomeranja u dvostruke povezanom telu. U slucaju da je telo m -+ 1-struko
povezano moze se istim postupkom pokazati da uslovi (16.14), u tom slucaju,
postaju

f F,.dZ, = J F oyl =vnen = f F,u,dZ, =0, (16.15)

Cs o)

&

gde je F,,, definisano sa (16.10) i gde su C,, C,, . .., C,, proizvoljne glatke krive
koje spajaju suprotne tatke odgovarajuéih preseka (sl. 16 pod c i sl. 17). Time
smo dokazali da uslovi kompatibilnosti (16.4) i dodatni uslovi (16.15) predstav-
ljaju potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju jednozna¢nog polja pomeranja u
m - 1-struko povezanom telu.

Medutim, ovi uslovi ne obezbeduju jedinstvenost polja pomeranja u telu
za dati tenzor deformacije E,,, ako nisu zadati pomeranje i rotacija u nekoj éestici
P, tela. Drukcije refeno, samo pomocu tenzora relativne deformacije nismo u
stanju da odredimo u potpunosti polje pomeranja. To je i potpuno razumljivo
ako se zna da komponente tenzora E,, odreduju relativne polozaje tataka u telu
i da svekom krutom kretanju tela odgovara nula tenzor relativne deformacije.
Prema tome, samo pomocu tenzora relativne deformacije polje pomeranja je odre-
deno do na kruto kretanje tela. Prema tome, u (16.9) 5 i R su one veli¢ine koje
odreduju kruto kretanje tela i to translaciju i rotaciju tela respektivno.

U odnosu na Dekartov sistem koordinata uslovi kompatibilnosti glase
PExx | OBry _ , OBxv _

ay: | axe 0X0Y

27 2T 2R
n11=€E£+EEL.Z_2€_€?"ZZ
i ay?2 iYoZ

)

Nag =
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- L, +F5“"Exx s *Epx _ 0,
oxr | oz 076X
i ~ _ _
PO .. - .. (_ 9Ey; | 0B;x ‘3Exr) —0, (16.16)
8YoZ ' oxX ox ' oy | oz
g = O2E,+ _a_ 0Eyy OE;» EEXY_) —
% 026X ' oY ( ox oy oz ’
?E,, 0 (0Ey;, 0E,y 0Exy
Nig = — -+ ‘—( = ) = 0.
ovex 'oz\ ax " ey oz

U konkretnim zadacima u kojima se traZi da se, za dati tenzor Ey,, odredi polje
pomeranja prethodno se moraju proveriti uslovi kompatibilnosti. Dalji postupak
je integracija sistema parcijelnih diferencijalnih jednacina (16.2) koji ¢emo ilustro-
vati na slede¢em primeru:

Za dati tenzor relativne infinitezimalne deformacije

X 0 0
R
{Ex:} =k1 0O —v%— 0 + (16.17)
0 0 —vz
. R.

odrediti polje pomeranja, gde je % infinitezimalna konstanta. Imajudi u vidu njenu
ulogu, dalje o njoj necemo voditi ra¢una.

S obzirom na linearnu zavisnost E,, od nezavisno promenljive ¥ odmah
se vidi da su uslovi kompatibilnosti (16.16) zadovoljeni. MoZe se pokazati da on
predstavlja tenzor relativne deformacije pri ¢istom savijanju §tapa kruZnog poprec-
nog preseka polupre¢nika R. Osa $tapa je uzeta za X-osu, a savijanje se izvedi
spregovima koji deluju u ravni XY na krajevima Stapa. Iz (16.17), (16.2) i (6.3)
dobijamo

s e W

8X R Yy ' 8X

et M B g (16.18)
8Y R 6z ' oY

L. PGL A R S

oz R 80X ' oz

Provi nacdin. 1z ovog sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina odredujemo
komponente pomeranja uy, #, i 1, na taj nafin $to formiramo odgovarajuce parci-
jalne diferencijalne jednadine za svaku komponentu. Drukéije redeno, potrebno
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. P .
je da za, recimo komponentu u#y, znamo E‘EX-, Lx, i % Prvi od ovih izvoda
0X dY 0z
dat je eksplicitno sa (16.18),. Za odredivanje drugog ¢lana formiramo njemu odgo-
s e ; .. 0 Ouy 0 Ouy . 0 Oux
varajuéi sistem jednaina po — —, — — 1 — —,
éX oY oY éY @Z oY

Tako je
0 Oux_ 0 Ooux_ 1 (a)
80X Y dY X R
s obzirom na (16.18);. Diferencirajuéi (16.18), po ¥ dobijamo
_a_?f£=__a_%'_:ﬁi_aﬁ:g, (b)
Y oY Y X 0X dY

gde smo koristili (16.18),. Ako se dalje (16.18)g diferencira po Y, a (16.18), po
Z i tako dobijeni izrazi saberu, dobiemo
0 Oux 0 (6141, | ﬁuz)

azoy Tax\oz Tay) T
ili, prema (16.18),
_ia_ux_ =0, (c)
0Z oY

¢ime je i kompletiran traZeni sistem jednadina za Juy /Y. 1z (b) i (c) se vidi da
je Ouy/dY mezavisno od Y i Z. Integracijom (a) dobijamo

s R (16.19)

gde je A integraciona konstanta. Clan 6u,/0Z odrediéemo na sli¢an nadin iz njemu
d Juy 0 Ouy . 0 Ouy

odgovarajuceg sistema jednatina po ——=—, — —= i . Ako se uzme
. ox 8Z° Y 8Z  9Z dZ
u obzir (16.18);, (16.19), (16.18)5 i (16.18),, lako je videti da je
0 dux _ 0 dur _
0X 8Z 9Z 8X
0 ur 0 oux
Yy 8z oz a8y
QOux _ _ 0 0wy _ 2 dup
oz 8z 0Z 0X éx 0z
tj.
our _ p (16.20)
YA

61




gde je B proizvoljna konstanta. Parcijalne diferencijalne jednaéine (16.18),, (16.19)
i (16.20) su trazeni sistem jednalina za odredivanje u,. Integracijom (16.18),
dobijamo

x=-XR—Y+-r(Y,Z), (d)

gde je r (Y, Z) kao integraciona konstanta proizvoljna funkcija ¥ i Z. Smenom
ovog izraza u (16.19) sledi da je

X or or

iy s + Aili — =4,

R * Y R ay

odakle se integracijom dobija
r=AY +t(2),

gde je t(Z) integraciona konstanta i kao takva proizvoljna funkcija od Z. Tada
(d) postaje

XY
ux=?+‘4y+:(2). (e)
Iz (e) i (16.20) se vidi da je
é:—=B ii t=BZ+ G,
dz
gde je C integraciona konstanta. Tada (e¢) daje konatno
ux—f)—fz—]-AY-{—BZ—!—C (16.21)

Za odredivanje komponente pomeranja #, postupak se ponavlja. Medutim, odgo-
varajuéi sistem parcijalnih diferencijalnih jednatina po duy[0X, duy[0Y i Ouy[0Z
se sada, na osnovu prethodnih rezultata, dalekc lakSe nalazi. Tako je
By _ . O K 4 (16.22)
0X oY R

s obzirom na (16.18), i (16.19). Drugi ¢lan traZzenog sistema dat je sa (16.18),.
Za uy|0Z odgovarajudi sistem diferencijalnih jednacina je po

0 BuY -3 Ouy i 8 6uy
0X 0z’ oy 0z oz oz
Iz (16.22), (16.18)s, (16.18), i (16.18); sledi da je
X 0Z oz aX

oY 0Z oz 6Y
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Iz ovog sistema jednacina se vidi da je duy/6Z funkcija samo od Z. Integracijom
poslednje jednaline dobijamo
Ouy 7
—_— Y —
oz R

gde je D integraciona konstanta. Ako se jednadina (16.22), koja zajedno sa jedna-
¢inama (16.18); i (16.23) odreduje u,, integrali dobi¢emo
o A (¥ Z)
Uy = —— — AX + > 3 f
b4 IR L ()

B (16.23)

gde je ¢ (Y, Z) proizvoljna funkcija svojih argumenata. Smenom (f) u (16.18),
imamo da je

Resenje ove jednacine je

y?
Z_”L'E— Z:
@ = v (2)

gde v (Z) proizvoljna funkcija od Z. Smenom ovog izraza u (f) », postaje oblika

X0 ¥
Uy = —— —AX —v—+ p(2).
¥ SR R p(2) (2
Iz (g) i (16.23) sledi diferencijalna jednatina
dy L .
—=v— -+ D,
dz R

tije redenje glasi

Zz—i—DZ—I—E
“P—”ﬁ 3

gde je E integraciona konstanta. Pomocu ovog izraza moze se konac¢no (g) pisati
u sredenom obliku

uy=—51§[X2+v(Y2——-Zz)] —AX - DZ B (16.24)

Na osnovu izvedenih rezultata odgovarajudi sistem parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina za odredivanje u, glasi

o ..

oXx oz ’

auzz_%=_v_z__p, (h)
oY FY A R

Ouz _ Y

FYA R
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gde smo koristili (16.18); 4,4, (16.20)i(16.23). Integracijom prve jednacine dobijamo
u, = —BX o (Y, 2), @)

gde je o (Y, Z) proizvoljna i za sada neodredena funkcija svojih argumenata. Odgo-
varajuca diferencijalna jednadina za njeno odredivanje dobija se iz (i) i (h), i glasi
o __,Z_p

Njeno reSenje je

a=—v%§-+ﬁ(2}ﬁDY,

gde je i (Z) sada proizvoljna funkcija od Z. Sada je mogude pisati (i) u obliku
¥YZ .
up=—v="+p(2) ~ BX — DY. ()

Diferencijalna jednacina za odredivanje f§ (Z) sledi iz (j) i (h), i glasi

%
dZ
Zije reSenje ima oblik
B =F,
gde je F integraciona konstanta. Tada se (j) moze pisati u kona¢nom obliku
uzs—v%ZA—BX—DY—f—F. (16.25)

Izrazi (16.21), (16.24) i (16.25) odreduju komponente polja pomeranja u jednostruko
povezanom telu za tenzor relativne deformacije E,, koji je dat sa (16.17).

Drugi naéin. Jedan od nalina je vezan za korii¢enje formula (16.9) i (16.1C)
kojima je dato polje pomeranja. U izvesnom smislu moglo bi se o¢ekivati da njihovo
korid¢enje olak8ava nalaZenje polja pomeranja, jer se ceo postupak svodi na jednu
integraciju. Medutim, to nije uvek slu¢aj jer ovaj nacin, kao i prethodni, ima svoje
dobre strane kao i mane. To ¢emo i ilustrovati na datom primeru.

Pokazali smo da su uslovi kompatibilnosti identi¢ki zadovoljeni, ili ekviva-
lentno tome da je F,,dZ,, totalni diferencijal nekih funkcija H,, tj. da je H, , =
= F,;;;. U tom sluéaju je

P
[ FyndZy = J- dH; = H; — Hj,
GC(PyP) B,

gde smo sa HY i H? oznatili vrednost funkcija H, u tatkama Pi P, respektivno.
Smenom ovog izraza u (16.9) dobijamo traZeno polje pomeranja u obliku

uf =g + (2§ — Z%) R9y + HE — HS. (16.26)
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Ceo na$ zadatak se sada svodi na nalaZenje funkcija H,. Pri tome polazimo od
njima odgovarajuceg sistema diferencijalnih jednalina

0H. - - -
HJ,.\.r = éZJ = FJM = Lynr + (Z; e Zx) (EMJ,K - EKM,J)' (k)
M

U nasem konkretnom primeru vidi se, na osnovu (16.17), da je Ey, funkcija samo
odY=Z,idaje EELzo za K == L. Na osnovu toga je lako pokazati da su sve kom-
ponente tenzora E,,. jednake nuli izuzev sledece tri:

= DEyy 1 oE, 1
Hipyg = — = sis Epo=—"=—v—, B == — 7 —, 4y)

Y R’ : Yy R Y R

Smenom ovih vrednosti u (k) nalazimo za H, sistem jednalina

dH = 0H
H1,1=——1:—, 12—0 1=0: 1.3“61’%}—0

X R : Y Tz

3>

koje integracijom daju

P
H="%1 M,
ili
PP (¢]
gr—go—XY Xy
R R

Integraciona konstanta M u ovom izrazu nestaje i to ¢e biti sluaj i dalje kada
se trazi razlika HY — H9 za svako J = 1, 2, 3. Zato ove integracione konstante
dalje ne¢emo ni pisati. Ako se (16.26) napife u obliku

u; = Hi - H.? + Rgxzﬂ + Co CJ == "‘3 - R?K'Z?i" (16'27)
koji je za dalja koris¢enja pogodniji, onda se na osnovi izvedenih rezultata mcze
pisati

Xryr XY
up=""t (Rgﬂ, o _R_) ¥® 4+ R2: 2% 4+ Gy (m)

gde smo koristili konvenciju obelezavanja pojedinih Dekartovih koordinata ZK
kao i komponenata pomeranja u odnosu na ovaj koordinatni sistem (vidi odeljak 6)
i gde su R%, R, i RY obeleZeni sa R%y, RS, i Rgy respektivno.

Iz (k), (1) i (16.17) se nalazi sistem jednalina za H:
_0H, X X® _aliz__vY __CH, zr Z

gl = T e sty 2,2

X R R T oY R A" s72 R R

Integracijom prve jednacine sistema dobijamo
x*' X*
Hy=""+ X4 #(Y; Z);
~or— r (Y, Z)
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gde je p (Y, Z) proizvoljna funkcija svojih argumenata. Iz ovog izraza i druge
jednadine sistemna sledi da je
op " Y

a¥ R

3

odakle se integracijom dobija

i Z),
P v2R+q()

gde je g (Z) proizvoljna funkcija svoga argumenta. Tada je
Xy x* Y2
Hy="—_"X—y——+4¢q(2).
2R R g T4

Iz ovog izraza i treée jednadine sistema, kojim je odredeno H,, dobijamo da je

—_— = —,
dzZ R R
¢ije reSenje glasi
P Zz
g=v—Z —v—,
R 2R
Znadi da je
2 ¢ P
H2=£{——£X—bz—-v£+ v£~Z.
2R R 2R 2R R

Ako se sada izraunaju vrednosti ove funkcije u tatkama P i P, tj. ako se odrede
H7 i Hf, tada je lako pokazati da je

o____Hl_ Pyo P\S __ (7P\2 _ ;_ﬁ’ P |
= = o (X 9 (V7 — @Dy (Rﬂ R)X+

3 ' o e io P _i 0yz __ 02 _ (79)2
,+.(RH ’R)Z + Ga = - {XF =2 [0 — (20

§to neposredno sledi iz (16.27) za J = 2.
Za Hj; odgovarajuéi §istem jednacina je

8Hy _ _8H, OH, yr

> B8 e Oy BT = il

FYA R’

31 =

Iz prve dve jednadine ovog sistema se vidi da Hj ne zavisi od X i Y, a integracijom
trece se dobija

E ‘YP
H3= —'v—li-Z.
R
Lako je videti da je
P 7P (]
Hg — H = -—vYZ -i-vZEYP.
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Smenom ovog izraza u (16.27), za J = 3, sledi

YPZP Q
o = v — R%XT— (Rzz—vi)vp o (0)

Izrazi (m), (n) i (0) odreduju komponente trazenog polja pomeranja. Uporedujudi
oveizraze sa (16.21), (16.24)1(16.25) na'azimo vezu izmedu konstanti ovih izraza, tj.

Xx° 70
& v R?YY_‘}{“, B:Rg'z, Crrcl, D:R?,Z__;UE,

s T %{ {(XOF — v [(YOF + (2}, F— Cy,

gde je G, (J = 1, 2, 3) dato sa (16.27),. I u jednom i u drugom slucaju, ocigledno
je, ukupan broj nezavisnih konstanti je §est. Odredivanje ovih konstanti vezano
je za odredene grani¢ne uslove. U nadim problemima ovi uslovi uvek imaju fizicki
smisao pa je sa tog stanovista interpretacija konstanti bitno vezana za fizicku stranu
problema. Ako su grani¢ni uslovi dati preko pomeran]a u% i rotacije R%;, defi-
nisanih u tacki tela P,, onda drugi metod ima izvesnu prednost u pogledu odre-
divanja polja pomeranja. Sa matematickog stanovi$ta prvi metod se Cedce koristi.

Medutim, to ne znaci da su ova dva metoda i jedina. Postcje i drugi metodi,
ali ih mi ne¢emo navoditi, s obzirom na predmet naseg izu¢avanja, mada je njihovo
poznavanje sasvim pozeljno.

II. Problem odredivanja polja pomeranja u slucaju konalnih deformacija
je daleko sloZeniji. Sa matemati¢kog stanovi§ta problem se svodi na integraciju
sistema nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina (7.12). U tom slucaju
izvodenje uslova kompatibilnosti na do sada izloZeni nacin, tj. eliminacijom kom-
ponenata pomeranja, je vrlo slozen postupak i kao takav neprakti¢an. Tada se
koristi drugi postupak, koji je geometrijskog karaktera. U sustini problem se svodi
na odredivanje jednacina kretenja (4.5), za zadati tenzor relativnhe deformacije
ili ekvivalentno tome, za zadati tenzor deformacije Cg;, s obzirom na (7.11);.
Iz (6.1) se odmah vidi da je poloZajem x (ili p) bilo koje Cestice tela, u datom
trenutku vremena, jednoznaéno odredeno polje pemeranja. Vazi i obrnuto, U
odnosu na Dekartove koordinate ovi zakljuéci su jasno izraZeni sa (6.2). Pre-
ma tome, uslovi kompatibilnosti ili uslovi integrabilnosti koje moraju zadovolja=
vati tenzori Ey, i Cg;, da bi postojalo jednozna¢no polje pomeranja ili jedno-
znaéno kretanje, su medusobno ekvivalentni.

Jednacine
Cri = EuX'xXirs (7:3)

su onaj polazni sistem jednatina iz koga, za dati tenzor deformacije Cg,, odre-
dujemo kretanje tela. Iz ovog sistema se dobija

Ox*
S e, (16.28)
c g
k (16.29)
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koji defini§u sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacina po x* i x¥x i gde su
g C
{m} f M ! Kristofelovi (Christofell) simboli u odnosu na tenzore gy, i Ck, res-

ki \KL]
pektivno. Na§ problem se sada svodi na nalaZenje dvanaest funkcija

o — xk (X,K,:) i x:c_;; = xch (XiKU’

koje zadovoljavaju ove sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacina i takede $est
konaénih jednacina (7.3), koje ¢emo pisati u ekvivalentnom ob'iku

Crr — Euxigxiy, = 0. (7.3),
Uslovi integrabilnosti sistema jednadina (16.28) su
d oOxF 8 OxF
aX* 6X%  0X* oX*
i identi¢ki su zadovoljeni s obzirom na (16.29). Za (16.29) ovi uslovi su
& 8 o a

= —X-r

2 O ke B
ox™ ox= " ox* 0x™

i, pomocu (16.29), mogu se pisati u obliku

c 4
Ryruy = kanxfﬁxgnxmxiv:
c z
gde su Rypyw 1 Ryyn Riman-Kristofelovi tenzori definisani v odnosu na tenzore
Cx; 1 g1, respektivno. S obzirom na to da je g, osnovni metri¢ki tenzor E; i da
je tada

£
Rklﬂm =10
ovi uslovi integrabilnosti se mogu napisati u obliku

C
Ryaw = 0. (16.30)

To su ujedno i trazeni uslovi kompatibilnosti koje mora zadovoljavati tenzor defor-
macije Cg;.

Vazno je uociti da sistem jednadina (16.29) sledi, na nadin kako je dobijen,
ne samo iz (7.3), nego i iz njemu prodirenog sistema

- % o
Cgp = EuXixXr + Agp,

gde su Ay, proizvoljne konstante. Zato je za bilo koje refenje sistema (16.28) i
(16.29) leva strana (7.3), neka konstantna vrednost. Ako se poletne vrednosti
izaberu tako da bude zadovoljeno (7.3), i nadeno resenje Ce, za te poletne uslove,
zadovoljavati (7.3),. To namedée 3est uslova na konstantne integracije. Kako je
ukupan broj kenstanti integracije sistema (16.28) i (16.29) dvanaest, tada je, s obzi-
rom na prethodno navedenih Sest uslova, samo $est od njih potpuno proizvoljno.
Pri tome se podrazumeva da su uslovi integrabilnosti (16.30) identi¢ki zadovcljeni,
§to je ekvivalentno zahtevu da telo 73, koje se u poletnom trenutku ¢, nalazilo
u E;, mora i posle deformacije nalaziti u Es.
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Sa geometrijskog stanovista uslovi integrabilnosti (16.30) su vezani za metritka
svojstva tenzera Cg,. Prema dobre poznatoj Rimenovoj teoremi neki simetri¢an
tenzor By, je metri¢ki tenzor euklidskog prostora ako i samo ako je pozitivno

B

definitan, a njegov, Riman-Kristofelov tenzor Ry, identicki jednak nuli.

Tenzor Cy,, je simetri¢an i pozitivno definitan s obzirom na (7.1),. Iz istog izraza

se vidi da se pomocu njega meri rastojanje, tj. on je metri¢ki tenzer u F;. Tada,
c

na osnovu navedene Rimanove teoreme, njegov Riman-Kristofelov tenzor Ry,
mora biti identi¢ki jednak nuli. Prema tome, $est proizvoljno izabranih neprekidnih
i diferencijabilnih funkcija Fy, (X™.1), Fg, = F,x, moZemo uzeti za kompo-
nente tenzora deformacije, tj.

Cier = Fas (X%, )
ako, i samo ako, je tako dati tenzor Cy,, pozitivino definitan, a njegov Riman-Kristo-

c E
felov tenzor Ry ux ili Rygpyy (8to je isto) identicki jednak nuli. U protivnom,
za tako zadati tenzor deformacija nije kompatibilna, ili: deformacija je inkopati-
bilna. U tom sluCaju polje pomeranja nije jednoznatno odredeno.

S obzirom na dualncst tenzora Cy, i ¢, sledi i dualnost uslova kompatibilnosti
(16.30), koji tada glasi

Ry =0, (16.31)

U razvijenom obliku Riman-Kristefelov tenzor moZe biti dat sa nekoliko ekviva-
lentnih izraza. Tako je

Runme = s [55:5 {qu} B aiq {mrp} ¥ {msq] [STP] B {WSP} {:4}] -

1 [ 3%, %y % e, ]
2

ox™0x®  Ox™Ox? | 0x*Dx?  Ox*Ox®

M [{qu} {msp} - {;p} {n: q” & e

e gy T}{ S ] {r” S}]—
2 Gxtoxr ”[{:kq mp kpl\mg .

~ 0Olmg, k] 0 [mp, k] 4
O oxP ax?

{_qu] [mp, 1] — l ;p} [mg, ],

gde su Kristofelovi simboli prve i druge vrste izra¢unati u odnosu na ¢;;. Na osnovu
principa dualnosti iz (16.32) dobijamo odgovarajuce izraze za Riman-Kristofelov
c

tenzor Ryype. 12 ( 6.32) se vidi da je

c c c c
kam = —~Rorog = —Rigs =Roanw
ka'pq P Rkpqm =+ Ricqmp = 0. (1633)
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Uzimajuéi u obzir ove osobine Riman-Kristofelovog tenzora moZe se pokazati
da je u E; ukupan broj njegovih nezavisnih komponenti $est. Te komponente su

c c c c c { ot

R1212J R12135 R1223> R1313! R1323! R2328' (1634)

c
Medutim, s obzirom na to da tenzor R,,,, zadovoljava Bjankijevu (Bianchi) iden-
ti¢nost

c c c
kapq,r + kaqr,'p + karp.q = 0 (1635)

napred navedenih $est komponenata nisu funkcionalno nezavisne.

U odnosu na tenzor relativne deformacije Ex,, uslovi kompatibilnosti (16.32)
mogu se pisati u ekvivalentnom obliku

EKM.PQ I EPQ.KM i EKP,MQ i EMQ,K.P o
-1
=+ (O [(EMR,K oI EK.R,M - EKM,R) (Eps,q T EQS,F - EPQ,S) — (16-36)
- (EMR.Q 3 EQR,M = MQ.R) (Eps.x -+ Exs.e == mr.s)] = 0.

U sluéaju infinitezimalnih deformacija uslovi kompatibilnosti dati sa (16.4), ne-
posredno slede iz (16.36) kada se poslednja dva reda (16.36) zanemare kao infini-
tezimale viseg reda.

S obzirom na ekvivalentnost uslova kompatibilnosti (16.36) i (16.30) i na to
da tenzor Ej, definiSe relativni poloZaj materijalnih tac¢aka tela zakljucujemo:
jednacinama (16.28) 1 (16.29) odreden je polozaj tela u prostoru do na kruto kretanje.
Ta neodredenost poloZaja tela ogleda se u Sest nezavisnih konstanti integracije.
Za zadate pocetne uslove ove konstante su jednozna¢no odredene ¢ime je i poloZaj
tela u prostoru u trenutku ¢ jednoznaéno odreden.

U slucaju kada je deformacija ravna, o ¢emu ¢e kasnije biti vide reci, bice
¥*=xX"), z2=Z=x*=X% (x,I'=1,2). (16.37)
Tada je prostor nasih fizickih dogadaja euklidski dvodimenzionalni prostor E,, a
i =5 (X05), ©# =0,
s obzirom na (16.37) i (6.1). U tem sludaju je, prema (7.12),
By = B (X0, [Bd,ilb= 1,2, (16.38)

dok su sve ostale komponente tenzora relativne deformacije jednake nuli. Iz (7.11),
se dobija da je
Cra = Cry (Xfif)’ Coyp =Cr3 =0, Cyy=1, (16.39)

jet je tada Gyp = Gy = 0, G33 = 1 s obzirom na (16.37),. Uslovi kempatibilnosti
se tada svode na svega jednu jednadinu i to

c

Ryyys =0, © (16.40)
dok su sve ostale nezavisne komponente, date sa (16.34), identi¢ki jednake nuli.

U sludaju da su ravne deformacije infinitezimalne, trazeni uslov kompatibil-
nosti se dobija iz (16.4), i u razvijenom obliku glasi

Ey132 + Esg 1y — 2E15,45 = 0. (16.41)
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U odnosu na Dekartove koordinate ovaj uslov kompatibilnosti postaje

ay? axz XoY

(16.42)

Do sada je bilo re¢i samo o kompatibilnim deformacijamra.

Radi potpunijeg sagledavanja fizickih problema vezanih za deformaciju tela
smatramo nuZnim da kaZemo, makar informativno, nekoliko re¢i o deformacijama
koje nisu kompatibilne i koje zbog toga nazivamo: inkompatibilne deformacije. U
tom slucaju, vec je ranije bilo receno, polje pomeranja nije jednoznacno definisano.
Kratko reeno: u slucaju inkompatibilnih deformacija polje pomeranja je viseznacno
ili prekidno. Samim pc sebi se razume da tada uslovi kompatibilnosti izraZeni
relacijama (16.4) ili (16.6), u slucaju infinitezimalnih deformacija, ili ( 16.c30), u

slu¢aju kona¢nih deformacija, nisu zadovoljeni. Zato se tenzori 9™ i Rypuws
kojima se izrazavaju ovi uslovi, i nazivaju tenzori inkompartibilnosti za infinitezimal-
ne i kona¢ne deformacije, respektivno.

Problemi inkompatibilnih deformacija su od velikog znataja u praksi.
Takvi problemi su vezani za termicke napone, za probleme dislokacija, probleme
pocetnih napona i druge znacajne probleme. U poslednje vreme ovim problemima
se poklanja velika paZnja i sa teorijskog stanovi§ta. Formirane su i posebne
nauZne discipline koje se bave ispitivanjem pojedinih uzroka inkompatibilnosti.
Takva je, na primer, teorija dislokacija. U okviru takvih teorija, posebnih nau¢nih
disciplina, inkompatibilne deformacije se poscbno izuéavaju.

Vezbanja

1. Pokazati da je za jedan od navedena dva tenzora deformacije infinitezimalna
deformacija kompatibilna. Za taj tenzor odrediti polje pomeranja ako su u
P, (0,0,0) pomeranje uf i rotacija R%, jednaki nuli.

U datim izrazima

2 2 2
a) Exx:kX_?l’_J EYY=kX§3 EX“r:kg(?YT
c Fi c
= 2 2 _ >
b) EXX:kM, EYY=kYZ, EXY:AXYZ,
i 3 &

Exz = EYZ =FE,; =0,
¢ je konstanta sa dimenzijom duzZine, a %k infinitezimalna konstanta.
2. Za tenzor infinitezimalne deformacije

Byr = kXY, Bop=— —hXY, Ep = %“ (e — T,

gde su », k& 1 ¢ konstante, odrediti polje pomeranja.

71




72

. Pokazati da stanje deformacije definisano tenzorom

Eyx =h(X*+ V2), E,p =k(Y:+ 2%, Ey =cXYZ
EXZ = Ei’z = Lgg= 0,

gde su k i ¢ konstante, nije moguce za neprekidno telo.

. Cvrsto telo se nehomogeno zagreva do temperature 7 (X, Y, Z). Ako se pret-

postavi da se svaki element tela slobodno (bez ogranicenja) termicki $iri, onda je
Exx = Eyy = E,; =T, Ezy =Ey; =E,;x =0,

gde je konstanta « koeficijent termiCkog $irenja. Pokazati da je to mogule
samo tada kada je T linearna funkcija svojih argumenata, tj. kada je T =
=aX +bY + CZ + d, gde su a, b, ¢ i d konstante.

. Za dati tenzor relativne infinitezimalne deformacije

Err=k(5+X4+ Y2+ X4 1Y),
E,,.=k(6+3X24+3V2+-X44+ VY, Ery=Ey,=E,,=0,
Ezz: R[10 +4XY (X2 + Y2 + 2)],

pokazati da su uslovi kompatibilnosti zadovoljeni. Nadi polje pomeranja ako
su pomeranje i rotacija u koordinatnom poéetku jednaki nuli.

Izabrati bilo koje tri neprekidne i diferencijabilne funkcije X, ¥, Z i ¢ za kom-
ponente pomeranja. Za tako izabrano polje pomeranja odrediti tenzor relativne
infinitezimalne deformacije Eg,. Poznato je da su uslovi kompatibilnosti
za tako dobijeni tenzor E,, identi¢ki zadovoljeni.

Smatrajuci da je poznat samo tenzor Eg, odrediti polje pomeranja za
tako odredeni tenzor i uporediti ga sa izabranim pcljem pomeranja.

Kada ¢e ova dva polja pomeranja biti identicki jednaka?

. Ako se X* posmatraju kao konvektivne koordinate, onda je sa (4.5) definisana

koordinatna transformacija u E,. Tada je Cg, osnovni metri¢ki tenzor u
%, u E; u odnosu na konvektivne koordinate X*. Kao takav ima osobinu da
dize i spusta indekse komponenata datih tenzorskih veli¢ina. Zaista, ako je v
neki vektor onda je

a) v = " X%,

gde su o* i v* komponente vektora » u odnosu na koordinate X* i x* respek-
tivno i gde je X dato sa (5.4). Kovarijantne koordinate vektora » u odnosu
na x* su v, = g,,v'. Pitanje glasi: da li su njegove kovarijantne koordinate u
odnosu na X* (kao konvektivne koordinate) date sa v, = Cg,v"? Da bi to
dokazali potrebno je i dovoljno pokazati da je sa v, odreden vektor o, tj. da
vx zadovoljava odredeni zakon transformacije koji povezuje komponente
vektora » u dva koordinatna sistema. Ako se pode od tog izraza i iskoristi
a) dobicemo

= 5. Ivh | g (S k
b) vg = Cgv" = Crv' X} = guxliv' = vl

gde smo koristili (7.3), i (5.3). Izraz b) predstavlja zakon transformacije izmedu
koordinata vektora v definisanih u odnosu na X* i x* respektivno. Iz b) se




neposredno vidi, na na¢in kako je definisano vg, da Cy,, ima osobinu spustanja
indeksa.

Pokazati da C** ima osobinu dizanja indeksa.
U slu¢aju da su X* materijalne koordinate, tenzor Cy, nema ovo sV0jstvo.
Pokazati to na tenzoru prvog reda.

8. Izraziti uslove kompatibilnosti (16.4), u odnosu na:

a) sferne polarne koordinate
b) cilindarske polarne koordinate.

9. Neka je
Exy=a+b(X2+ V) 4+ X204+ Y4 Epy =+ (X4 Y3+ X+ 7Y
Eyy=A+BXY(X2+ Y2 —¢Y), Epy=E,y=E,; =0,

gde su a, b, ¢, o, 3, A 1 B konstante. Pokazati da je deformacija kompatibilra
ako je

B=2, b+f+22=0.
Za taj slucaj odrediti polje pomeranja.

10. Ako Ej, zadovoljava uslove kompatibilnosti i ako je °ug bilo koje redenje
sistema Ey, = uy,;,, tada najopStije reSenje ovog sistema glassi

_ . pMB
e = Ouy + PY"Ryy + By

gde su: P bilo koji vektor koji zadovoljava uslov da je P = 6}, Ryx
bilo koji antisimetri¢an tenzor takav da je Ryx., = 01 Bg., = 0. Dokazati.

Napomena: COvim opStim izrazom se izraZava stav da je pomeranje, koje
odgovara datom tenzoru relativne deformacije, odredeno do na kruto kretanje.

11. Neka je tenzor infinitezimalne deformacije za jednostruko povezano telo
EKL. — AKLMI\TZMZNJ

gde su Ay, konstante. Kakve uslove moraju zadovoljavati ove konstante
da bi uslovi kompatibilnosti bili zadovoljeni? Odrediti za taj slucaj polje po-
meranja.

12. Za $uplji cilindar, ¢ija je osa z-osa, moguce dvodimenzijsko polje infinitezi-
malne deformacije dato je sa

. A= ?s+,u2y2) s AG+ ) yx®
ph+2p) vt

_ A x ( A+ px? —yz)
fn=r 2 (1 LTH

24+ 2p) r® I r?
gde su 4, A i u konstante.
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a) Da li dato polje deformacije zadovoljava uslove kompatibilnosti?

b) Odrediti polje pomeranja, pod uslovom da dati tenzor deformacije zado-
voljava uslove kompatibilnosti.

¢) Da li je tako odredeno polje pomeranja jednozna¢no i neprekidno? Ako
ne, pod kojim uslovima je jednoznaéno?

17. NEKI PRIMERI DEFORMACIJE

Razmotrimo neke primere deformacije, koji nam, zbog svoje proste geo-
metrijske interpretacije, omoguéavaju jasno sagledavanje prirode lokalne defor-
macije. U prvom redu to su:

I Deformacije koje su rezultat ogranicenja na pomeranja nezavisno od
oblika tela u referentnoj konfiguraciji.

Ovoj klasi deformacije pripadaju kruto pomeranje (odeljci 7a, 9, 11), Cista
deformacija (odeljak 12), potencijalna deformacija (odeljak 12) i izohori¢na defor-
macija.

Izohoriéne deformacije. Deformacije pri kojima se zapreminski element ne
menja nazivamo izohori¢ne deformacije. Potreban i dovoljan uslov da bi defor-
macija bila izohori¢na dat je jednom od relacija

F=1, HL.=1, HRA=1, 1—20,+4I, —8lL=1,... (171

koje slede iz (15.12), (15.13) ...

Na osnovu (17.1), i teoreme o reprezentaciji izotropnih funkcija (vidi Dodatak)
sledi da je izotropna skalarna funkcija od ¢ funkcija njegovih invarijanti I. i I1.
Ove invarijante zadovoljavaju relacije

I. = Ile, Il = I¢c. (17.2)

II Deformacije koje su odredene pomeranjem u odnosu na referentnu
konfiguraciju.

Homogena deformacija je definisana afinom homogenom transformacijom
2 =HA7E &= AT (17.3)

u odnosu na referentnu konfiguraciju. Matrica 4 je regularna i konstantna. Defor-
macija (17.3) prevodi prave linije u prave, elipse (uklju¢ujuéi krug kao specijalni
slucaj) u elipse, a elipsoide u elipsoide. Izborom vrednosti 4 dolazimo do specijal-
nih deformacija od kojih navodimo neke.

Uniformna dilatacija. Homogena deformacija pri kojoj su glavna izduZenja
jednaka, recimo A, naziva se uniformna dilatacija. Za takvu deformaciju je

-1 -1
A4 = A, c:C:%zI, C=c=1 (17.4)
gde je 0 < 4 < oo0.

74




Prostorni elipsoid (10.4) postaje sfera
A*(dX?% + dY? 4 dZ%) = k2,

tj. uniformna dilatacija deformise sferu u sfern. Kada je 4 > 1 re¢ je o uniformnem
§irenju; za uniformno sabijanje (kompresiju) je 0 < 4 < 1.

S1. 18

Prosto izdufenje. Homogena deformacija pri kojoj su dva glavna

izduZenja
jednaka, naziva se prosto izduZenje. Tada je

BL O 0 0 -
<B<w®
4=10 Bzo], 5o b s B#1
0 0 BAI ’
Lo ol
B2 }
C L ‘ 17.5
e=C=1{ 0 —= 0} (17.5)
o o L]
B |
i, B2z 0 0
ce=C={0 B¥* 0
0 0 B2)2
Prosto smicanje. Homogena deformacija za koju je
=X+ KY;, py=Y, g=& (17.6)
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naziva se prosto smicanje. Prosto smicanje rotira kruto ravni X = const oko linije
preseka ovih ravni sa ravni ¥ = 0 za ugac smicanja y koji se odreduje iz izraza

y =arctg K. (17.7)

Pri tome ravni Y = const i Z = const ostaju nepromenjene. Prosto smicanje
moze biti ilustrovano $pilom karata u obliku paralelepipeda koji prelazi u kosi
paralelepiped u pravcu X-ose (sl. 19).

Y.y

XX

W7
I

1,z
SL 19

U sluéaju prostog smicanja je

1 K 0
A=[o 1 o} (17.8)

0 0 0

1 —K 0
c={—K 14+ K? 0;>
0 0 1

1 K 0
C={(K 1+ K o} > (17.9)
0 0 1

Ic=Ilc=3+ K2 Illc=1. (17.10)

1z (17.10), sledi da je prosto smicanje izohori¢na deformacija.
Karakteristitne vrednosti tenzora C i ¢ su 1, 4} i 43, gde je

2§=1+%K2—1—K~/1+—1—K2

(17.11)
1
I

A=

:1+%K2—K«/1+7117K2'
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Njima odgovaraju¢i karakteristi¢ni jediniéni vektori su:

Za tenzor C
i+ '(11<+J1+11<2)
I\3 4

'“1,2 1
1

el - 2 FR

Aﬁ+2K.KJHqK

, N,=k (17.12)

Za tenzor ¢

ni’z — = = 3 n, = k (17.13)

1
— K
1 2 0
1 1
1+ K2 I 4
R= . 17.14
g | | 719
0
i I
J1+"K2 ‘JL+IK2
0 0 1]

18. MALE DEFORMACIJE

Klasi¢na linearna teorija elasti¢nosti se zasniva na pretpostavci da je defor-
macija tela mala. Takva teorija elasti¢nosti na zadovoljavajudéi natin razmatra npr.
probleme deformacije metala.

S obzirom da su male deformacije aprcksimacija konaénih deformacija mi
¢emo se ovde zadrZati samo na nekim aproksimacijama i njihovim najvaZnijim
rezultatima.

Mala glavna izduZenja. Po definiciji E,, su mali i s obzirom na (9.9)s, i
(9.16)

EKK ~ E(K) ey N E(k),

(18.1)
2Eg;, = [1 + Eg, + E)] sin p -
Za funkcionalne identi¢nosti tenzora E i e tada vaZi
I~ I, Ilg=~II, Illg=~ IIl. (18.2)
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Takode je

C?~I+E, (18.3)
§to neposredno sledi iz (7.16),. Koriste¢i (18.3), kao i (12.24) i (12.26) dobijamo

Egy = Riguy + Ru"Euyp — Grars

Rzy ® Rigary + Rix"Esnes
R®y m 6%y + R®y + E%y — EX,, — EF uf.
U slucaju kada se zanemare kvadratni ¢lanovi sledi da je
Ryw = Rycars
Ezu ~ Rusy — Graos (18.5)
REy = 0%y + w53y,

Iz (11.8); se pokazuje da je

Tl v 14 Ts (18.6)
Tada iz (15.12), (18.6) i (18.2), dobijamo
F
2O =B o I B 18.7
av E tBA)

Mala rotacija. Kada je rotacija 0 za svaki linijski element mala, pisa¢emo tg 0, ~
& 0, Tada (12.6) postaje

—RXY

- \/(1 Sk EXX) (1 + Eyr)' . Eﬁ(r -

(18.8)

z

Kako sli¢ne relacije vaze i za 0 i 0, sledi da je R malo kada je rotacija mala. U
tom sluéaju tenzor relativne deformacije Egx, moze da se aproksimira izrazom

By, o Bps 4 % (BaB¥ + EpR¥, + RuxE)), (18.9)

§to neposredno sledi iz (8.3),.

Mala izduZenja i male rotacije. U slutaju kada sui Ex, i Ry, male veli¢ine
kazemo da jeref o malim izduZenjima i malim rotacijama. Tada (18.8) i (18.9)
postaju

B, ws sy (18.10)

= Ik _ _
Eg, & Eg; + E(EMKRML + RuzE™.). (18.11)

Mali gradijent: pomeranja. Ako su izduZenja i rotacije male sledi da su i gra-
dijenti pomeranja u , mali. Obrnuto ne mora da vaZi, tj. ne moraju izduZenja
i rotacija biti jednako male veli¢ine u sluéaju malih gradijenata pomeranja. Pret-
postavljajuci da je uy , malo sledi da je

E~E, exeé, (18.12)
78




¢to neposredno sledi iz (8.3). Takode je
RE, = 6% + R5,. (12.27)
Dalje, kako je
ulye = (Geu")in = rulm X
= geg® (05 + uly) up, (18.13)

s obzirom na (6.33),, sledi da je u%, malo kada je «, malo, i obrnuto. Tada se
(18.13) svodi na oblik

Uy R Gi Eagthim (18.14)
Kao posledica toga vaZi
Ry = €x8iiTems Exu ® 8k€ben- (18.15)
Iz (18.14) se moze zakljuciti:

Kada su gradijenti deformactje mali vy, © g, su komponente istog tenzora
u x 1 X, respektivno.
Analogan zakljudak se moZe izvesti iz (18.15) za tenzore Ry i Fips kao i
gu 1 Eppe
Ovi zakljucci su specijalan slucaj opstijeg slucaja koji se odnosi na zamenu
izvoda po X* izvodom po x* bilo koje tenzorske funkcije f. Zaista, u opstem slu-

¢aju je
fix = fuxin = fugl (6% + uk). (18.16)

Ovaj izraz se svodi na
Ja® gﬁf;k (18-17}

u slu¢aju kada su gradijenti pomeranja mali. Ukratko reéeno:

Ako su gradijenti pomeranja mali onda su f.x i f.. komponente iste velicine
u X ix.

U sludaju malih gradijenata pomeranja vazi princip superpozicije za uzastopne
deformacije i rotacije. S obzirom na znacaj ovog principa razmotrimo ga detaljno
u sluéaju uzastopnih deformacija, prvo iz X u g, a zatim iz g u x. Tada je, s ob-
zirom na (7.3);

Cgr = g,,,x?‘xx'sL = gkzxfuxéﬂX;:XfL
= 3Cup¥xXiL> (18.18)
Ang %

gde je yi = g;x i ;€ — Grinov (Grin) tenzor deformacije iz X u x. Ovaj

izraz se, pomocu (7.11);, moZe napisati u obliku
Crr, = (8up + 22E.8) Asxhle

= 10k, + 22Eaﬂ1?x1fz.s (18.19)
gde je ;€ — Grinov tenzor deformacije iz X u %.
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Ponovo koristeéi (7.11), iz ovog izraza dobijamo
Egp, ® 1Egy + 2:2Bugtinr’s
~ 1 Egy + ZZEdﬁX?KX'?L
u slu¢aju malih gradijenata pomeranja iz y u x.
Ako su gradijenti pomeranja iz X u y takode mali, onda je
Exy ® Exy = 1Egp + 3Brp + 214, E5,-
Konaéno, ako su gradijenti pomeranja u oba slu¢aja mali, sledi da je
Egy, = Ex, = 1Eg;, + 2Exy ® 1Eg;, + oEx;) (18.20)

Na sli¢an nacin se pokazuje da vazi analogan izraz za rotacije. Kratko redeno: u
odnosu na zajednicki sistem izduZenja, smicanja i rotacije koje odgovaraju uzastop-
nim pomeranjima ¢iji su gradijenti mali mogu biti dobijeni sabiranjem izduZenja,
smicanja i rotacija koje odgovaraju svakom od pomeranja.

Mala pomeranja. U ovom slucaju, u odnosu na zajednicki sistem, je
f (=) = f(X), (18.21)

tj. za malo pomeranje bilo koja neprekidna funkcija od x mozZe biti predstavljena
kao ista funkcija od X.

Posebno navodimo da je

gk = o%. (18.22)
Prema tome, ako su i pomeranja i gradijenti pomeranja mali onda je
¥ W g (18.23)
oxX%  ox*

Saglasno sa napred navedenim rezultatima moze se odmah zakljuditi da su tenzori
deformacije i rotacije u X numeri¢ki jednaki istim komponentama odgovarajuc¢ih
tenzora u x. Isto vazi za elongaciju.
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Il KRETANJE

1. BRZINA

Do sada smo posmatrali dve konfiguracije » i », tela "3 koje ono zauzima u
dva potpuno odredena trenutka vremena z, i ¢ (£ > r,) 1 izucavali odgovarajuce
veli¢ine koje karakteridu deformaciju. Pri tome se nije uzimala u obzir promena
ovih i drugih veli¢ina u toku kretanja, tj. u funkciji vremena. Krace receno do
sada smo izu¢avali geometrijske ali ne i kinematicke veli¢ine tela.

Jedna od osnovnih kinematickih veli¢ina je promena poloZaja Cestice u jedinici
vremena, koju nazivamo brzina festice X i obeleZavamo je sa ». Kako X* identi-
fikuje ¢esticu X, o kojoj je re¢, to je X* za uolenu &esticu jednom za svagda odre-
deno i ne menja se pri kretanju estice. Cestica X odredena sa X*, u toku kretanja
zauzima pelozaje x u prostoru koji su odredeni vektorom polozaja p, tako da je
u svakom trenutku vremena

p=p(x). (1.1)
gde je
¥ = (X5 (1.2)
konac¢na jednacdina kretanja materijalne Cestice X i kao takva, neprekidna i diferen-
cijabilna funkcija ¢z. Tada je

dp ;
o =——= 1.3
R (1.3)
o y 5 R i ; ap
ili, s obzirom na (1.2) i ¢injenicu da je g, = o
X
X K
) = % (X5, 1), (1.4)

ot | X=comnst.

Za neku drugu &esticu tela biée i druge vrednosti materijalnih koordinata X*
koje je identifikuju. Brzina ove Cestice bi¢e odredena sa (1.4) ali za njenu vrednost
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X*. Neprekidnom promenom X* u B odreduje se brzina svake Cestice tela 3.
U tom sluéaju (1.4) definiSe polje brzine tela, datog u odnosu na promenljive X*ir.

Isto polje se mozZe izraziti i u odnosu na promenljive x* i ¢ ako se eliminife X*
iz (1.4) pomoéu (2.4.5),. Tada je

¢ =¥ (x, 1) = % [X (x, 2), 1]. (1.5)

Za veli¢ine izrazene preko skupa promenljivih (X%, ) kazemo da su date u
Lagranzovom ili materijalnom obliku, a izraZene preko skupa promenljivih (x*, r)
u Ojlerovom ili prostornom obliku. Prema tome, o* dato sa (1.5) predstavlja pros-
torni ili Ojlerov, a sa (1.4) materijalni ili LagranZov opis polja brzine.

Tacka u kojoj je v = 0 zove se zaustavna ralka.

Kretanje u kome se polje brzina ne menja po vremenu u bilo kojoj tatki prostora
x nazivamo stactonarnim. U tom slucaju je

o = % (x). (1.6)

Uopste, bilo koju veli¢inu koja je funkcija samo poloZaja zvacemo szacionarnom.

Ako
Ve—=35(xf0), #=0, (=12 (1.7)

vazi za neki Dekartov sistem koordinata, onda je polje brzina ravansko. Ako (1.7)
vazi za neki cilindarsko polarni koordinatni sistem, gde je x® ugao, tada je polje
rotaciono simetricno. Za kretanje se kaZe da je ravansko ako je polje brzina ravansko,
a rotaciono simetri¢no ako je polje brzina rotaciono simetri¢no. Pri ravanskom
kretanju x® = const. reprezentuje familiju ravnih povrsi, a pri rotacionom kretanju
familiju koaksijalnih povrsi. U oba slu¢aja dovoljno je ispitati kretanje u jedn»j
ravni, recimo ravni x® = 0, koju ¢emo zvati ravan kretanja. Potpuna slika kretanja
se dobija za ravansko kretanje translacijom ravni kretanja u pravcu svoje normale,
a za rotaciono simetri¢no kretanje rotacijom ravni kretanja oko svoje ose.

Ako (1.7) vaZi u odnosu na neki sistem krivolinijskih koordinata, gde je x* = 0
neka zakrivljena povr§, a x* krivolinijske koordinate te povr$i, onda za kretanje
kazemo da je dvodimenzijsko. Slika trodimenzijskog kretanja u okolini povrdi x® = 0
se dobija izborom koordinatnog sistema u kome x*® = const. predstavlja povrsi
paralelne sa x* = 0, a x* = const. povri koje opisuju normale na x* =0 duz
njenih koordinatnih linija x*.

2. PUTANJE, STRUJNE LINIJE I IZVORNE (STREAK)
LINIJE
Krivu liniju
=¥ (XE, 1), X* = const. (2.1)

nazivamo putanjom materijalne Cestice X. Ona odreduje poloZaj ¢estice X u prostoru
u svakom trenutku 7. Njena diferencijalna jednalina data je sa

dx*
de

Za pocetne uslove (da kriva prolazi kroz tatku X (X*), poletni polozaj &estice X
u trenutku z = t;) daje jednoznacéno resenje.

= ot (&% 1). (2:2)
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Uotimo u nekom trenutku ¢ = const. vektorsko polje . Liniju koja u svakoj
tacki ima tangentu kolinearnu sa vektorom brzine Cestice, koja se na njoj u tom
trenutku nalazi, nazivamo strujnom linijom. Njena diferencijalna jednadina glasi

dx®
do

gde je o parametar krive, proizvoljne prirode, i ne mora biti vreme. ReSenje ovog
sistema diferencijalnih jedna¢ina odreduje strujnu liniju za dato ¢ i menjace se
od trenutka do trenutka.

Izvorna (streak) linija kroz fiksnu taCku x u trenutku z je geometrijsko mesto
poloZaja svih Cestica u trenutku ¢ koje u bilo koje vreme (nezavisno od toga da li u
pro$losti ili buduénosti) zauzimaju poloZaj x. Prema tome, materijalna éestica X
je na izvornoj liniji ako zauzima u nekom trenutku 7 poloZaj x, tj. ako je

= o* (x%,1), t = const. (2.3)

"

sf =ab(X,r) XEF=X%(x7). (2.4)
U trenutku r ona ¢e zauzimati poloZaj § u prostoru tako da je
Ek = Ek (X: t): (25)
ili, s obzirom na (2.4),,
&= g [X% (a5 7); (2.6)

§to predstavlja analiticki oblik izvorne linije. Kada je kretanje stacionarno sve
tri krive linije se poklapaju. Za nestacionarno kretanje krive linije se u opStem
slucaju medusobno razlikuju.

Navedimo primer koji ilustruje ove tri linije. Pretpostavimo da se nalazimo
na mostu ispod koga protice reka. Posmatrajmo povr$ vode. Ako na njoj uocimo
neku Cesticu i pratimo pogledom njeno kretanje — dobijamo putanju cestice.
Ako pak, pogledom obuhvatimo povr$ vode slika kretanja ¢e se trenutno izmeniti.
Da smo u tom trenutku napravili fotografiju, uocili bismo linije strujanja vode
koje nazivamo strujnim linijama. Da smo u jednoj fiksnoj tacki na povrsi vode u
toku izvesnog vremena sipali crvenu uljanu boju rastvorenu u lanenom ulju, koja
se ne me$a sa vodom, uocili bismo liniju koju nazivamo izvorna linija.

Vezbanja
1. Za dato ravansko kretanje
x

1—|—r’

pokazati da su pitanje, strujne linije i izvorne linije odredene, respektivno,
slede¢im izrazima

ol =

=y =0,

x—X
x

y=Ye 3 ZZZ,

x 1+
P = _) s B =06
a

=x(1+t)
1+ ’

U ravni z = 0 nacrtati dijagrame ovih krivih linija i prouciti ih.

Ei

=y, 8=z

83




2. Ravansko kretanje zadato je poljem brzine

2 s R,
) 5c=—V[1—“—("——y—)], B BRI gl

(%2 + y2)2 (x4 y2)t
c x? . c 2 :

b) 1= ———— Pl A — =i{).
) 4y (x® -E—yz) & 4z x (x* + y?) d

V' i ¢ su konstante.
Qdrediti strujne linije.
3. Za ravansko kretanje zadate su strujne linije izrazima
x=@ 4 e"cosy, y=9p-+e®siny, 2=0.
Nacrtati strujne linije i odrediti polje brzina.
4. Za ravansko kretanje odredeno poljem brzine
x . R
Lte * 145

odrediti putanje, strujne linije i izvorne linije. U ravni nacrtati dijagrame ovih
linija i prouditi ih.

Xi= g =0,

5. Za ravansko kretanje, odredeno poljem brzine u odnosu na cilindarski koordi-
natni sistem (r, 0, 2)

r

: a? a?
r:—V(l——z)cose, r9=V(I—}——z)sin0, &=0,
T

gde su V i g konstantne veli¢ine, odrediti strujne linije i putanje.

3. MATERIJALNI IZVOD PO VREMENU

Za dalje izvodenje koristicemo pojam materijalnog izvoda po vremenu ili

kratko — materijalni izvod — koji ¢emo obeleZavati sa D£ ili (;). Materijalni
L

izvod neke tenzorske veli¢ine definie se kao izvod te veli¢ine pod uslovom da se
materijalne koordinate posmatraju kao konstante. Primer takvog izvoda je dat
sa (1.4). Za neko dvostruko tenzorsko polje

Tt ix.X 0
materijalni izvod glasi

Il))(TK sz y _pE g 29T g (3.1)

dt

gde se operacija parcijalnog diferenciranja po vremenu = izvodi pod uslovom
t

da se x i X posmatraju kao konstantne veli¢ine. U (3.1) %* se smatra poznatim
jer se u protivhom ne moze odrediti materijalni izvod posmatrane veli¢ine. Dalje,
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mi pretpostavljamo da su x i X vezani relacijama (2.4.5), a x* dato sa (1.4). Ako
se posmatrana tenzorska veli¢ina izrazi u prostornom obliku T = T (x, ), onda
(3.1) glasi
DifdEs oT...
i) BB L g (3.2)
Dt ot

gde je
oT...  OT.: (x,t) '

== 3.3
dt at A3

| x=cont.

Sa fizickog stanovi§ta moZe se dati sledeca interpretacija materijalnog izvoda:
to je ona promena veli¢ine T... po vremenu, koju uocava posmatraé koji se krece
zajedno sa Cesticom a koja se identifikuje svojim materijalnim koordinatama X*.
Ova promena se, s obzirom na (3.2), sastoji iz dva dela. Prvi deo, odreden sa (3.3),
predstavlja lokalnu promenu po vremenu uocene veli¢ine u fiksnoj tacki x prostora,
koja odreduje trenutni poloZaj Cestice u trenutku z, i nju uo¢ava posmatrac u x.
Drugi deo u (3.3), T... . X*, naziva se konvekcija T... i odreduje promenu uocene
veli¢ine pri promeni poloZaja u prostoru materijalne Cestice X.

Lako je pokazati da pravila obinog diferenciranja zbira i proizvoda ostaju
ouvana i za materijalni izvod.

Kako je

gw =0, (3.4)

$to neposredno sledi iz kovarijantne konstantnosti osnovnog metri¢kog tenzora,
njegove stacionarnosti i (3.2), moze se zakljuciti da je operacija materijalnog izvoda
komutativna sa operacijom dizanja ili spuStanja indeksa i kontrakcije.

Znajuéi da je

¢ ar...
— O Y= 3.5
- (T:5) ( ~ ) 3.5)
i koristedi (3.1) moZe se pokazati da vaZe sledeca pravila komutacije
D DT
Ty — =) = =T, 3.6
o 0= (%, ) 2y (3.6)
Poriyes Py (3.7)

Napomena:

U slucaju direktne notacije materijalni izvod je totalni izvod po vremenu
tenzorske veli¢ine pri fiksnom X. Tako je, za vektorsko polje

f=fFx0g(x), x=x(X1),
df_ f 7] i L

G . Df
=N k k iz k i e T )
= (&) + = (f'ge) = (T% + % ) 8= &

U daljem tekstu ¢emo uvek imati na umu da se :{ koristi za materijalni izvod
¢

tenzorske veli¢ine pri direktnoj notaciji, a B pri njenoj komponentalnoj repre-
¢
zentaciji.

85




Vezbanja
1. Dokazati (3.6) i (3.7).
2. Dokazati da je za stacionarno kretanje

a ., oT e
A v T __)
at ( ) ( at
3. Neka je T=T%E(X,x,1) Gy (X)® g°(x) neka velitina odredena dvostru-
kim tenzorskim poljem T%. Sa ® smo oznadili dijadski proizvod baznih vektora
Gy i g Pokazati da je
dT _ DT%E
dt Dt

4. U prethodnom zadatku razmotriti sluajeve kada je T%

G, ® gt

a) funkcija samo X i ¢
b) funkcija samo x i z.
5. Pokazati da je
s DEE

 =— =0,
8k Dt

4. MATERIJALNE POVRSI I VEKTORSKE LINIJE

Povr§ i kriva odreduju dvodimenzionalnu i jednodimenzionalnu mnogo-
strukost u prostoru. Uopste, za mnogostrukost koja se sastoji od materijalnih
Cestica, kaze se da je materijalna.

Za poznato kretanje tela x = x (X, ), materijalna povr§ definisana u » sa

X¥* = X5 (U, V), (4.1)

zauzima neki poloZaj u x, odreden sa
x® = 2 [XE (U, V), 1] (4.2)
Implicitan oblik ovde date parametarske reprezentacije materijalne povréi glasi
) F(X%)=0ux (4.3)
: fl,)=f[X(x0]=0ux (4.4)

i dobija se iz (4.1), odnosno (4.2), eliminacijom Gausovih parametara U i V.
Na analogan nacin se definie materijalna linija sa
XE = XE(S) u (4.5)
xF = &P [X*(S), 1] u x,. (4.6)

Materijalna povr$, odnosno linija, odreduje geometrijsko mesto polozaja istih
materijalnih Cestica tela pri kretanju.
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U daljem tekstu ¢emo se baviti odredivanjem potrebnih i dovoljnih uslova
da bi neka povr§, odnosno linija, bila materijalna.

LagranZova teorema. Porreban i dovoljan uslov da povrs

fe)=0 (4.7)
bude materijalna jeste
f=a_f+aagradf=a_f 4 faX* = 0. (4.8)
at at

Dokaz:

U trenutku ¢ uo¢imo na povrdi < (¢) materijalnu &esticu X. Tada x, koje od-
reduje polozaj X u t, zadovoljava jednacinu (4.7). U sledetem trenutku, ¢ -+ di,
cestica X i povr$ S zauzece druge poloZaje u prostoru i, u opStem slucaju, éestica
X ne mora da lezinad (¢ + dr). Promena funkcije f = f(x, r), koju proudava
posmatra¢ na Cestici X, odredena je materijalnim izvodom

of
ar
Tacka x, u kojoj se Cestica X nalazila u trenutku z, nalazi se na & () u svakom
trenutku vremena ¢, paiu ¢t -+ dr, i za tu tacku (4.7) je identicki zadovoljeno za
svako r. Ako sa u* obelezimo komponente njene brzine, koja se u opstem slucaju
razlikuje od brzine x* lestice X, onda iz (4.7) dobijamo da je

T 4 fat =0 (4.10)

f==4rfa% (4.9)

Koriste¢i (4.10) moZemo (4.9) napisati u obliku
f=0* — ) fu
ili -
= (% — ) Vfuf" (4.11)

gde su %, i , normalne komponente brzina estice X i tatke x povr$i & (z) u kojoj
se nalazi u trenutku z, respektivno, date izrazima

g T N e L e I (4.12)
\/f.:f'i \/f,zf"

gde je n-jedini¢ni vektor spoljne normale povr$i <. Pomocu (4.10) mozZe se (4.12),
izraziti u obliku

%, = %

o 1
ot Jfif*
koji cdreduje u, u potpunosti preko (4.7) i naziva se brzina pomeranja povr$i S (z).
Na osnovu (4.11) moZemo zakljuditi da je f, u tac¢ki povrsi f (x, r) = 0, propor-
cionalno brzini, relativno u odnosu na povrs, Cestice koja se trenutno nalazi na
povréi. Prema tome, ako se povr$ sastoji od istih estica, tj. ako je povrs I (r)
materijalna povrs, mora biti %, = u, i f = 0. Znadi, (4.8) je potreban uslov.

(4.13)
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Pokazimo da je i dovoljan uslov. Neka vazi (4.8). Tada ovoj parcijalnoj diferen-
cijalnoj jednacini prvog reda odgovara sistem diferencijalnih jednacina, tzv. karak-
teristika

1 2 3
d,,:fif_:d_x:fif_, (4.14)
xl x2 x3
¢ije reSenje piSemo u obliku
X, 1) = CF, (4.15)

gde su C¥ = const. i kao takve identifikuju Cesticu. Re$enje parcijalne diferer-
cijalne jednacine, na osnovu teorije parcijalnih diferencijalnih jednadina prvog
reda, predstavlja svaka proizvoljna funkcija ovih konstanti, tj. f = » (X®). Ako
su vrednosti X* takve da je y (X*) = 0 tada je na osnovu (4.15)

fix) =y[X(x 0] =0. (4.16)

Drukéije reéeno: ako je Cestica jednom na povrsi f (x, r) =0, ona ¢e ostati na toj
povrséi sve vreme kretanja, tj. ta povr§ je materijalna. []

Neka je, po definiciji,
U =u, — X, (4.17)

Tako definisana veli¢ina u se naziva lokalna brzina prostiranja povrsi i sa fizickog
stanoviSta predstavlja normalnu brzinu prostiranja povrsi f(x,:) = 0 u odnosu

na Cestice koje se na njoj nalaze. Tada (4.11) moZemo izraziti u obliku f =
= —u~ff* U tom slucaju Lagrangova teorema glasi:

u = 0 predstavija porreban i dovoljan uslov da bi povr§ f(x,1) = 0 bila
materijalna.

Posledica Lagranzove teoreme:

— Da bi kriva linija, data jedna¢inama f (x, ) = 0 i ¢ (x, £) = 0, bila mate-
rijalna dovoljno je, ali ne i potrebno, da je f=01 ¢ = 0.

Isti problem razmotri¢emo posmatrajué¢i neko vektorsko polje g (x, ¢) i njemu
odgovarajuce vektorske linije, tj. linije koje u svakoj svojoj tacki u nekom trenutku
imaju tangentu kolinearnu sa vektorom g u toj tacki, u tom trenutku.

Prema definiciji, jednaina vektorske linije polja g je

O —dg (4.18)

gde je a neka skalarna funkcija, L parametar krive, ili

thm ¢ 25 = 0. (4.19)

Vektorska linija polja ¢ ¢e se menjati, u opstem slucaju, od trenutka do trenutka,
jer je uoCeno vektorsko polje nestacionarno.
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Kriterijum Helmholc-Zoravskog (Helmholz-Zorawski) glasi:
— Potreban i dovoljan uslov da vektorska linija polja bude materijalna jeste
eand’ (§" — X7, ¢%) = 0. (4.20)
Uslov (4.20) je potreban. Zaista, neka je vektorska linija polja g materijalna i neka

je X neka Cestica koja se za sve vreme kretanja nalazi na vektorskoj liniji. Tada
materijalni izvod (4.18) daje

F e 5
— ) = ag* + ag®. 4,21
(aL) ¢ + ag (4.21)

Kako je

k ok ¥
(‘SL) . Z’i =% ZT = aify %, (4.22)

s obzirom na (3.7) i (4.18), mozZe se (4.21) napisati u obliku

a (g™ = X7, q®) = dq™. (4.23)
Ako se (4.23) komponuje sa &,,¢" i iskoristi ¢injenica da je e,,4'¢™ = 0 dobice
se posle skracivanja sa a (4.20).

Uslov je i dovoljan. Neka za vektorske linije polja ¢*, date sa (4.18) ili (4.19),
vazi (4.20). Koriste¢i (4.22) i (4.18) moZe se (4.20), posle izvesnog racunanja, napisati
u obliku

ax™
sl —— =0:[] 4.24
(eic q 6L) ( )

To znadi, da ako je neka &estica X u nekom trenutku, recimo ¢y, bila na vek-
torskoj liniji polja g, prema tome X* u ¢, zadovoljava (4.19), X ¢e biti na vektorskoj
liniji vogenog polja i u svakom trenutku ¢, s obzirom na (4.24). Znaci, vektorske
linije polja g su materijalne linije.

Koriste¢i (3.12) za vektorsko polje g uslov Helmholc-Zoravskog (4.20) moze
se izraziti u ekvivalentnom obliku

q X [%ﬂ" + rot (g X o) + o div q] =1 (4.25)
¢
Na osnovu definicije vektorske i strujne linije moZe se kazati:

— Strujne linije su vektorske linije polja brzine ». Neka je ¢* = x*. Tada
prema (4.25)

2% i (4.26)
ot

v

ili ekvivalentno, ? = ¢ (x, t) v, predstavlja potreban i dovoljan uslov da strujne
¢
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linije budu materijalne. Kretanje u kome je (4.26) zadovoljeno naziva se kretanje
sa stacionarnim strujnim linijama. Na osnovu toga sledi teorema:

Strujne linije i putanje se poklapaju ako i samo ako su stacionarne.

Vezbanje
1. Izvesti (4.25)

5. MATERIJALNI I1IZVOD ELEMENATA LUKA, POVRSINE I
ZAPREMINE

Elementi luka, povriine i zapremine su one veli¢ine koje karakterisu defor-
maciju. Uporedujuéi odgovarajuce elemente u poéetnoj i trenutnoj konfiguraciji
tela dolazimo do geometrijske predstave o deformaciji. Promena ovih materijalnih
elemenata u vremenu, koja nastaje pri kretanju tela 7B, karakteriSe se njihovim
materijalnim, izvodom.

Osnovna lema:

— Materijalni izvod gradijenta deformacije dat je sa

*y =-x.?x =5 = an, (5.1)
Dokaz sledi neposredno iz (3.7) i (2.5.3).
Moze se dokazati (5.1) i polazeéi od (3.1). Tada je

;,—,;{ 6(xx)+( ) 5

=5 (a) * [ (am) + L]
sl
()
“{ae{aias

gde smo koristili komutativnost operacija -‘—{ i .
dt 0X*

Polazeéi od identi¢nosti % X% = 0F i koristeci (5.1) lako je dokazati da je

XE = —X53m, (5.2)
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Iz (2.5.2) i (5.1) neposredno sledi da je
(") = (xb) dX* = i, xnd X" = ¥ dx™, (5.3)
Teorema 1.
Materijalni izvod kvadrata elementa luka dat je sa
3t = 2ddrtdyt, (5.4)
gde je
. | :
dy = X,y = 3_(3‘&,: -+ xz,k) (5.5)

i naziva se temzor brzine deformacije.

Dokaz:
Diferencirajuéi (2.3.5), dobijamo da je
Zz’s—z = ghcﬁ"dx’ + gu dx”[i;f
= guX=.dx"dx’ + gy dx"%,dx™
— (G Fime) ditdx™
= 2d,.dx"dx™,

gde smo koristili (3.4), (5.3) i (5.5). O
Iz (2.7.1), i (2.7.10), odmah se vidi da je

s — Cp,dX5dX" = 2B, dX*dX" (5.6)
Uporedujuéi ove izraze sa materijalnim opisom (5.4)
45T = 2d, xbext XF X, (5.7)
koji se dobija koriS¢enjem (2.5.2) i (5.4), sledi da je
A 1 -
Ex, = E Cxr = dlclx?le;L' (5.8)

Sada smo u stanju da dokazemo da vazi:

Teorema 2.
Kretanje je kruto ako i samo ako je dy, = 0.

Dokaz: Zaista, ako je kretanje tela kruto, onda je po definiciji, rastojanje

izmedu bilo koje dve Eestice tog tela stalno, tj. ds? = 0 za proizvoljno dx*. Tada je
prema (5.4) d,, = 0.
Obrnuto, ako je dy, = 0 onda je ds® = 0 i ds® = const, tj. kretanje je kruto. ]
Jednacine oblika d,, = 0 poznate su u diferencijalnoj geometriji kao Kilingove
(Killing) jednacine.
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Za materijalniizvod elementa povr$ii zapremine potrebno je odrediti materijalni
izvod j = det ||x%]|.
Koristeé¢i pravilo o diferenciranju determinante i (5.1) sledi da je

7= = XExE, = j¥be = jla, (5.9)
gde je
Iy = & = div (5.10)

prva invarijanta tenzora brzine deformacije d,,. Kako je G=0i g = 0, s obzirom
na (3.1) i (3.4), odmah se vidi iz (5.9), i (2.4.7) da je

J =I5k = JIg= Jdiva, ' (5.11)
Teorema 3.
Materijalni izvod elementa povr§i je
da, = #mda, — inda,. (5.12)
Dokaz:
Neposrednim diferenciranjem (2.15.8) dobija se:

da, — (TXEdAy) = JXEdAy + JXEdAy
= JX0X5dA, — x%IXLdd,
= %nday — *%da,;
pri ¢emu smo koristili (5.11), (5.2) i (2.15.8). O
Teorema 4.

Materijalni izvod elementa zapremine dat je sa

do = ¥hdo = Ludv (5.13)
Dokaz sledi neposredno iz (2.15.12), i (5.11). O

Posledica teoreme 4. Kretanje je izohori¢no ako i samo ako je polje brzina
solenoidno, tj.
Ig =35 =dive = 0. (5.14)
Vezbanja
1. Pokazati da je za stacionarno kretanje
2
DY _ i@ diva = Fiaah,
Dz
i nadi slicne izraze za izvode viSeg reda.

2. Kretanje je izohori¢nc ako i samo ako je fluks (protek) brzine kroz zatvorenu
povrs & jednak nuli, tj.

§ X*da, = 0
¥ g i
Dokazati.
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3. Za kruto kretanje (dy, = 0) polje brzina je dato sa
&y = W& + G
gde su wy = —wy, i ¢ funkcije samo vremena. Dokazati.
4. Pokazati da je:
a) Com = —205%%,5

- -t
b) €y = Qg — zez(mx,m)-

6. KINEMATIKA KRIVOLINIJSKIH, POVRSINSKIH I
ZAPREMINSKIH INTEGRALA

Neka je w neko integrabilno tenzorsko polje.

Definicije:

— Krivolinijski integral
J' B dx® (6.1)
i

nazivamo struja od p duf krive . Kada je [ zatvorena kriva linjja (6.1)
nazivamo cirkulacijom p dug .

— Povrs§inski integral
[ v da (6.2)

nazivamo protok tli fluks od v kroz povrs a.

— Zapreminski integral
f p do (6.3)

v

nazivamo totalno ili ukupno vy u zapremini v.

Pod kinematikom ovih integrala podrazumeva se njihova promena u vrementu.
a) Kinematika krivolinijskog integrala

Neka je C materijalna linija. Tada je
D —— ; T
— [pdx* = [ pdx* = [ (pdx* + ypdxF) (6.4)
Dt ¢ & e

s obzirom na (5.3) i ¢injenicu da granica integracije C ne zavisi od .
Za prostornu krivu ¢ vazi

0 ay
— dx® = [ —< dx®. 6.5
3:! 4 cj ot €-3)
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U specijalnom slu¢aju, kada se za krivu ¢ bira kriva koja odreduje poloZaj
materijalne krive C u trenutku z, iz (6.4), (3.2) i (5.3); sledi

D d
— dx® — — dx* = XrdxE - px® dx™). (6.6
Dziw a;!w cj(w; YL, dx™) )
Na osnovu (6.6) moZe se zakljuliti sledece:
Kretanje Cestica, koje obrazuju materijalnu krivu C, je uzrok razlike izmedu
(6.4) i (6.5).
b) Kinematika povrSinskog integrala

Za materijalnu povrs S, analogno (6.4), imamo

D 2
= da, = p da, -+ v da,,), 6.7
= i vy da, i (9 da, + v day) (6.7)
ili, s obzirom na (5.12),
D - -1 ~m
S J p da'k == _[ [110 dak + P (x,mdak = x.kdam)]' (68)
Dt s Ky
Ako se u (6.8) za p uzme vektorsko polje ¢* dobijamo
D ; ; 5
— [ dda, = [ (§* + *7ng" — Xiug™) day, (6.9)
Dt 5 5

na ospovu Cega sledi

— Kriterijum Zoravskog: Fluks vektora polja q kroz svaku materi-
jalnu povrs je konstantan po vremenu ako i samo ako je

g* + xhg* — %™ =0, (6.10)
Kako je

. :
qk == -gt— G qr:mxm

prema (3.2), moZe se (6.10) napisati u ekvivalentnom obliku
og g
;+rot(q><v)+vd1vq=0, (6.11)
¢

[vidi zadatak (4.1)]. Saglasno (4.25) mozZe se (6.11) protumatiti na sledeci nacin:
da bi fluks vektorskog polja g kroz svaku meaterijalnu povrs bio konstantan po
vremenu potrebno je, ali ne i dovoljno, da njegove vektorske linije budu mate-
rijalne.

Ako je & prostorna povr§, onda je
9 [ pda, =£5"’i e (6.12)
ot & at
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¢) Kinematika zapreminskog integrala

Neka je v stacionarna zapremina. Tada je

G, dy
— dv = [ duv, 6.13
= J Yy éf = (6.13)

U slu¢aju materijalne zapremine J/ bice

D — :
— [ydo=[ypdv = [(p+ pif) do =
Dty v i

= j[ ~+ (px"), }dv = f—aid‘v =+ 55'1/)?'de&;; (6.14)
7 ot $

s obzirom na teoremu o divergeniciji, (5.13),; i (3.2).
Sada smo u stanju da dokaZemo Rejnoldsovu (Reynolds) teoremu u litera-
turi poznatu pod imenom

Transportna teorema: Brzina promene ukupnog v u materijalnoj zapre-
mini V jednaka je zbiru promene ukupnog y u prostornoj zapremini v, koja
odreduje trenutni pologaj V ili poloZaj V u trenutku t 1 fluksa X* kroz gra-
nicnu povrs ¥ (¢) od v.

Dokaz teoreme sledi iz (6.14) i (6.12) kada se za v izabere poloZaj V u trenutku
&

D )
—_ do = — do x* day, = d'u + ¢ ypx, dou, 6.15
Drij a:vjw Tﬁ’{t)w f 3(%0 (6.15)
gde X*oznacava brzinu kretanja graniéne povr§i & (¢).[] Ako posmatramo zapreminu
© (£) ogranitenu sa & (1), koja se kreée drugom brzinom u* (z), vazice i dalje (6.15),
ali za neke fiktivne Cestice koje se kre¢u brzinom «*. U tom sluc¢aju se (6.15) pise
u obliku

Du [ J‘ v + 3§1pu da® (6.16)

Dt u(t) ]

¢ime Zelimo da naglasnno da je zapremina mtegrac:l]e v (£) materijalna u odnosu
na brzinu »*. Za u* = 0 dobijamo (6.13), a za u* = x* dobijamo (6.15). Zbog toga
(6.16) predstavlja generalisanu Rejnoldsovu teoremu ili generalisanu transporinu
teoremu.

Kao ilustraciju generalisane Rejnoldsove teoreme, navodimo slededi primer.
Posmatrajmo promenu zapremine balona po vremenu kada se naduvava. Ovako
uoena zapremina nije materijalna jer ne sadrZi nepromenjen sistem materijalnih
Cestica, tj. vazduh. Uduvavanjem vazduha menja se materijalni sistem kao i zapre-
mina balona koji ga obuhvata. Zbog toga promena zapremine balona ne moze
biti razmatrana kao materijalni izvod po vremenu. Medutim, ni$ta nas ne spreCava
da defini§emo neki fiktivan sistem &estica Cije kretanje izaziva promenu zapremine
balona. Jedino ogranienje, koje namecemo kretanju ovog sistema, a koje je fizicki
opravdano, odnosi se na brzine estica na balonu kao granici sistema. Po definiciji,
granica tela je povrs$ kroz koju materijal ne prolazi. Zbog toga normalne komponente
brzina ¢estica na granici moraju biti jednake normalnoj komponenti brzine granice
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sistema. (Vidi odeljak 4). Jasno je da je zapremina balona v (r) sada zapremina
fiktivnog sistema Cestica ogranitenog sa ¥ (), koja se kre¢e nekom brzinom u*,
u op$tem slucaju razlic¢itim od brzine kretanja materijalnih éestica x*. U odnosu
na takav fiktivan sistem, promena zapremine balona je materijalni izvod i naznacen

D
je sa—*“u (6.16).
j B (6.16)

Vezbanja
1. Pokazati da se (6.10) moZe napisati u obliku (6.11).
2. Pokazati da je

g} [do= [divodo = §*da,.
V |4 s

7. TRANSPORTNA TEOREMA ZA OBLAST KOJA SADRZI
SINGULARNU POVRS

Neka je V kona¢na materijalna zapremina i neka je o (r) glatka povr$ koja
deli V' u dve oblasti V*+1 V-, Povr$ o (¢) se moze kretati proizvoljnom brzinom u
tako da u svakom trenutku deli grani¢nu povrs S od V u dva dela S* i S (sl. 20).
U opstem slucaju oblasti I+ 1 ¥V~ kao i povr$i S* i S~ nisu materijalne jer o (¢)
ne mora biti materijalna pcvrs. Primer takve povrsi o (z) je front talasa.

Neka je v (x) tenzorska funkcija, neprekidna i diferencijabilna u unutrasnjosti
V*1i V-, i neka teZi konalnoj grani¢noj vrednosti y*(y~) kada xe V* (V")
tezi ka x; na ¢ (7). U x,,  ne mora biti definisano. Skok v kroz ¢ (¢) u x, obeleza-
vamo sa

[y] =y* — ¢~ (7.1)

Definicija: Ako je [y] # 0, povr# o (7) je singularna u odnosu na .

Sl. 20
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Definisimo poljé brzina
- + 2 —-
t’Jrz{s'cnaS vﬁ___{xnaS ) (1.2)

“unao # na o

Kako je povrs ¢ (£) u V zajedni¢ka granica V* i V-, saglasno sa (6.16) mozZemo
pisati -

B
= [ pdv= (7.3)

Koristeci (7.2) i (6.16), moze se svaki ¢lan desne strane izraza (7.3) napisati u razvi-
jenom obliku’

Du+ 61,0 T N "
dv= [ ——dv x*da, — *utda,,
Dt V[rw V'[i- ar ¥ SJ+ ¥ = (;I T
D ¢ L, e
! pdo = Vf“ ?’f dv + Sf_ yx*da, +&[ yutday.

Smenom ovih izraza u (7.3) dobijamo formulu kojom se izraZava transportna teo-
rema u oblasti\keja sadrZi singularnu povr$

D dy ’
- dv = [ —dv + X*da, — [ [vu"] da,. 7.4
DIJ"‘P'U Jat v EJ?SW k !l‘i’ 1 da, (7.4)

Ovaj izraz se moze napisati i u kompaktnijem obliku pomoéu teoreme o diver-
genciji ili Grinove (Green) teoreme. Za neko pol]e V u oblasti V, koja ne sadrii
singularnu povrs, ona glasi

[ divodo = § o da. ' (1.5)
74 &
Za oblast V sa singularnom povr$i ¢ vazi modifikovana Grinova teorema
[ divody = ¢ vda — [ [v] da. (7.6)
14 $ G

Da bismo dokazali (7.6), primenimo Grinovu teoremu (7.5) na V* i V’ za koje
je singularna povr§ ¢ oblasti V' grani¢na povrs, tj. -

fdzvva‘v— & —vda{=rjvc_ia—jv+__da
X .

St+4ot 5+

fdwvdv— o) vdaﬁsj'vda—{—jv‘da.

S—+o—

Napomenimo da smo sa ot i 0~ oznalili suprotne orijentacije povrsi o, §to je pri-
kazano na sl. 20. Sabirajuéi ove izraze i uzimaju¢i u obzir da je

divodev = div o dv,
f ivodo = W_LV—

kao i (7.1), dobijamo (7.6).
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U slucaju kada je v = o* ® g, pogodno je pisati (7.6) u obliku

)

[divodo= | 1 d+go*

v v Jg ox*

Pomocu (7.6) moZe se transportna teorema u oblasti koja sadrZi singularnu
povr$ (7.4) napisati u obliku

dv = i v*da, — J‘ [v"] da,. (7.6a)

%’;iwv =J[%";’+div(wsc)]dv+jw(5c—u)]ua
dy ok ¥
- [+ ).k] do + [y (= )] day (7.7)

_ %% " g
- J[a; + (px ),k]dw [ 17 G — )] da

gde su x, = X*n, i u, = u*n, brzina materijalne Cestice koja je trenutno na ¢ u
pravcu njenog jedinicnog vektora normale 7, i brzina pomeranja povri o, res-
pektivno.

Napomena 1.

Na analogan nacin moZe biti razmatran problem kona¢ne materijalne povrsi S
u kojoj se krece neka singularna kriva linija y (£) nekom brzinom u (sl. 21). U tom
slucaju, primenom Stoksove (Stokes) teoreme za povrs koja sadr?i singularnu krivu

grotq-da=jq-ds—f[[q]]-ds (7.8)
c 7

C-i-

¥

SL 21

moZe se (6.9) pisati u obliku
D iq .
= ‘da=||—+rot(g X v vdivg|da
= l q :«,[ [ = (gxo)+ q] 4
+ [ g % (o — wids (79)
¥
koji se primenjuje u elektromagnetnoj teoriji kontinuuma i teoriji ljuski.
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Napomena 2.

Vrlo ¢esto je pogodno za analizu izraziti transportnu teoremu u odnosu na
referentnu konfiguraciju tela.

Tada povrsi diskontinuiteta ¢ (z), definisanoj u %, u implicitnom obliku
fx*8)=0 (7.10)

odgovara, s obzirom na jednaline kretanja x* = x* (X%, 1), povt¥ X () u x defi-
nisana sa

F (X%, 1) = f[x* (X%, 1), {] = 0. (7.11)

S obzirom na eksplicitnu zavisnost X' (z) od ¢ ona menja svoj poloZaj u x u funkciji
vremena, tj. kre¢e se nekom brzinom U. Njenu komponentu Uy u pravcu jedi-
ni¢nog vektora spoljne normale N povr$i X (z) nazivamo brzina prostiranja povrsi
2 (). Ona je dualna brzini pomeranja u, povrsi o () i kao takva glasi

6_F
at

U — e
" \/F.KF'K

(7.12)
(vidi (3.4.13)).

Povrsi o (¢) 1 2 (¢), definisane sa (7.10) i (7.11), redom, su, sa geometrijskog
stanoviSta, u opstem sluaju, potpuno razlidite:

o (z) je u oblasti b — trenutnog poloZaja Cestica tela 'B;

2 (2) je u oblasti B — referentnog poloZaja Cestica tela 3.

S obzirom da se B ne menja u zavisnosti od vremena za razliku od b, X (¢) u B,
u opstem slucaju, u razliitim trenucima vremena sadrzi razlicite Cestice tela 73,
tj. 2 (r) u opstem slucaju nije materijalna povrs. Povrs 2’ je materijalna ako i samo
ako je nezavisna od vremena. Kao posledica toga iz (7.12) sledi:

U, = 0 predstavlja potreban i dovoljan uslov da bi povr§ 2 bila materijalna.

Ponavljajudi ceo postupak, kao i u slucaju o (), ali sada pod uslovom da (7.2)
glasi
(0] St

U P
o S+
U X

V+={

V-= [
Lako je pokazati da je, za neku funkciju ¥
D o
— [PdV = [ —dV — [ [PU~] dAp, 7.13
B i J e i [FU*] ddy (7.13)

§to neposredno sledi iz (7.4) kada se pravilno primeni na X (¢). U tom smislu
sada sa dV/ oznaCavamo element materijalne zapremine ¥ u x, koji deforma-
cijom prelazi u dv i v, respektivno, u x,.
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U cilju poredenja rezultata izraza datih sa (7.4) i (7.13) iskoristimo (2.15.12).
Tada je

D D D ‘
2 dV ="~ (¥ dyp = — 7.14
DI!":PV Dc! dv Dthdv (7.14)

¥= Jy.
1z (7.14) i (7.13) dobijamo

D D
— dy =-— [WdV =
Dr,!w . Dr;J; .

= fﬂdV—J[[]’WUKH dAyg, (7.15)
i ot b

$to predstavlja traZeni oblik transportne teoreme u odnosu na referentnu konfi-
guraciju ».

Ova teorema, kao i modifikovani oblik Grinove teoreme (7.6a) koja u odnosu
na referentnu konfiguraciju » za neko polije ¥V = V* ® Gy glasi

1 5GP
7 VG 0X%
bic¢e dalje Cesto koriscena.

Naglasimo jo$§ da nije teSko pokazati da (7.16) direktno sledi iz (7.6a) pod
uslovom da je

[ divway = | av = IVK dd, —-_f[[V"}]dAK (7.16)
v

P X (7.17)
Uopste, kada za polja 2* i V¥ vaZi relacija oblika (7.17) kaZemo: i

V= je reprezentacija ©° u odnosu na referentnu konfiguraciyju »; ili krarko:
V% je materijalna reprezentacija v,

Vezbanja
1, Izvesti (7.8).
2. Pokazati da se (6.9) moZe napisati u obliku
= fq-da:j(a_?+adivq)-da+f(q X v) - ds
Dt 3 5 \dt , C
gde je C grani¢na kriva povr$i S, a ds nj'en element luka.
. Koriste¢i rezultate prethodna dva zadatka izvesti (7.9).

4. Za materijalnu krivu liniju C koja sadri tatku diskontinuiteta A, koja se duz
krive C kre¢e nekom brzinom wu, izvesti transportnu teoremu.

. Izvesti (7.16) i (7.6a).
Napisati (7.8) i (7.9) u odnosu na referentnu konfiguraciju.
7. Pokazati da je za.2 = 2* ® g,, gde je

w

a w

v=uol"%g,®.. .2,08°®...8%

' 1 /g
dwv-—'y £:9...2,0g7® ... g'=— — -
qk i gj F’ \/g 6x"
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8. TENZOR BRZINE DEFORMACAIJE. TENZOR VRTLOZNOSTI

Tenzor X, kao tenzor drugog redé, mozemo jednoznaéno predstaviti u
obliku

Xy = Xy T+ g = i + W (8.1)

gde su
dy = Xy tenzor brzine deformacije (d, = d;) (8.2)
Wy, = Xy tenzor vrtlofnosti (wy, = —wy,). (8.3)

U trodimenzionalnom prostoru antisimetri¢ni tenzor ima tri nezavisne kompo-
nente, pa mu se na jednoznacan nadin moze pridruZiti vektor w koji ¢emo zvati
vektor vrtlognosti, tako da je

W, = Ex,w™ ili w = rot v. - (8.4)
S obzirom na osobine s-sistema, lako je pokazati da je

1
Wy = — E Eppn™, (8.5)

Vektor

ais 1 ;
o=—rot? ili w, = 5 Eppitt™ =t (8.6)

1

E
nazivamo vektor ugaone brzine. Oc¢igledno je

w = 20. B (8.7)

Fizicki smisao komponenata tenzora brzine deformacije d,, se odreduje posma-

tranjem promena po vremenu duZina i relativnih poloZaja materijalnih linijskih
elemenata. U tom cilju, uoavamo dva materijalna elementa dx; i dx,. Tada je

gudiidxl — 2dydxtdx, (8.8)

s obzirom na (3.4), (5.3) i (5.5). Za dx, = dx, = dx (8.8) se svod1 na (5 4), tj.
mozemo pisati

= = (8.9)
Znaci, normalna komponenta tenzora brzine deformacije za neki pravac n odre-

duje brzinu promene duzine materijalnih linijskih elemenata tog pravca u odnosu
na svoju duZinu. Za Dekartov sistem koordinata bice nf,, = 0L pa je

dyy = d,, (ne sabirati po o). (8.10)
Ako je dx, = dx, i ako je 6 ugao koji zaklapaju, onda iz (8.8) i (8.9) dobijamo
— sin 60 = 2d, n¥n} — (dy + dg) cos 6, (8.11)
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gde su nf,,, (« = 1, 2) jedini¢ni vektori uolenih elemenata dati sa (2.9.10,). Za

0 = 0 (8.11) se svodi na (8.9). Za ortogonalne pravce § = %, bice

il
% 010 = dyning, (8.12)

tj. smi¢u¢a komponenta tenzora brzine deformacije za dva medusobno ortogonalna
pravca jednaka je polovini brzine promene pravog ugla koji ta dva pravca zaklapaju.
U specijalnom slucaju, za Dekartov sistem koordinata dobijamo da je

- % bup = duss (@ # B). (8.13)

Kratko reteno komponente tenzora brzine deformacije odreduju promenu
po vremenu duZina i relativnih poloZaja uo¢enih materijalnih linijskih elemenata
i, u odnosu na Dekartov sistem koordinata, glase

1 . 1

oo s i ]
1 2 12 2 (13)

d

1 1
@a) =| =7 Oy dy =y 0 s, (8.14)

% 031y ~% Oasy  dg
L

Za odredivanje glavnih pravaca tenzora d;, potrebno je re$iti sistem jednacina

(dy, — dgu)n' = 0. (8.15)

Po svom obliku ovaj sistem jednacina je identi¢an sistemu jednacina (2.10.9) koji
odgovara tenzoru deformacije Cg,. Kako je tenzor d, simetri¢an, to i za njega
vazi sve ono $to je dokazano za Cy, — kada je u pitanju njegovo simetri¢no svoj-
stvo.

Da bi odredili fizi¢ki smisao vektora ® odredimo materijalni izvod jedini¢nog

vektora pravca nekog materijalnog linijskog elementa, tj. vektora n* = f:; x:
Koristeéi (5.3), i (8.9) lako je pokazati da je ’
s ,‘if’j:g_’-’-’:ﬁ_zs—dxk:d_ﬁ o " dx* (8.16)
D: ds ds ds® ds ds
ili, s obzirom na (5.3); i (8.1)
e = (diy + wpy — dipygu) 7 (8.17)

Ako n* odreduje glavni pravac tenzora d,, onda za taj pravac vazi (8.15) i d = d,,
tako da je
e = wn ili = o X n, (8.18)
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s obzirom na (8.6). Izraz (8.18), po svom obliku potpuno je identi¢an izrazu kojim
se odreduje brzina rotacije jedini¢nog vektora # pri krutom kretanju tela, Otuda
i naziv vektor ugaone brzine za ®. Medutim, postoji sustinska razlika izmedu
ovde definisanog vektora o i vektora ugaone brzine Q@ pri krutom kretanju tela.
Vektor £ je funkcija samo vremena i u datom trenutku je isti za sve tacke tela.
Za takvu ugaonu brzinu, (8.18) vazi za svako = u svakoj tacki tela.

Za odredivanje fizi¢kog smisla tenzora vrtloZnosti w,;, no¢imo u x neki mate-
rijalni element dx i neki fiksirani pravac v. Relativni poloZaj materijalnog elementa
dx* jedini¢nog vektora n* = dx*/ds, u odnosu na »* je dat sa

A kol ax*
Cos @ = gph'v _g:;:7”:
S

¢1ji materijalni izvod odreduje promenu relativnog polozaja. Tada je

— sin g = J'Ct.:;nkl'l —d,,cosgp (8.19)
s obzirom na (8.17) i (5.3),. Za ¢ =% dobijamo

—¢ = X, (8.20)

ili za Dekartove ose, odredene jedini¢nim vektorima »* i »%,

—Pr = Ep (k e l}- (821)
22
'Lp12
Z o
J .
- P
SL. 22
Iz (8.21) sledi da je
2wy = Qi — P> (8.22)

tj. razlika promena u jedinici vremena relativnih poloZaja dva medusobno upravna
pravca odredena je dvostrukom vredno$¢u odgovarajuce komponentete tenzora
vrtloZnosti. ;

103




Navedimo jo$ da je, u cilju saZetog nacina pisanja, u literaturi uobléa}eno
da se za odgovarajuce veli¢ine uvedu sledece oznake :

L =%,,g"®g' — za gradijent brzine
D — za tenzor brzine deformacije
W — za tenzor vrtloZnosti

Tada se (8.1 —3) moZe pisati u obliku

L=FF'=D+ W, (8.23)
D= % (L +L", D= D", ' (8.24)
[ % (L—LT), W=—W". (8.25)

Vez banja
1. Za polja brzina data u zadacima 2. i 5. odeljka 2. odrediti
a) tenzor brzine deformacije,
b') tenzor vrtloZnosti i vektor vrtloZnosti,
¢) invarijante tenzora brzine deformacije.
2. Za polje brzine
X =f(y) —yg ()
y=x ()
g=0
1
gde je r = (x® + yz)?, odrediti
a) tenzor brzine deformacije i njegove mvan;ante,
b) vektor vrtloZnosti i
c) analizirati kretanje.

3. Za jednostruko povezanu obIast u Es naci uslove integrabilnosti za

'—'—('l’kz'i"’»’:k)

1
4 Ao je =f(NL, 5=~ %, £ =0, r =+’
r

kretanje je stacionarno. Odrediti:

a) strujne linije,

b) pokazati da je , )
dyy = —dyy = Fsin 20, dyy = —F cos 20, dy3 = dgg = 0
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3

gde je tang 0 = Y {F= % [f' () — f (r)[r]. Naéi glavne vrednosti i odrediti
X

glavne pravce tenzora dy,.

9. UBRZANJE

Za vektorsko polje (1.3) materijalni izvod definise ubrzanje, v = X*g,, mate-
rijalne Cestice X odredene sa X¥. Mi ¢emo kazati da je ubrzanje materijalne &estice
X promena brzine te estice po vremenu koju uocava posmatraé, koji se za sve
vreme kretanja na njoj nalazi. Prema (3.2) bice

o%*

ot

e o g _ o £9:1)

Neprekidnom promenom (X*) u B prelazimo preko svih materijalnih Eestica
tela 73 za koje vazi (9.1). Prema tome (9.1) odreduje polje ubrzanja materijainih
Cestica tela 'u trenutku . ' ‘

Ubrzanje se moZe izraziti i u drugom obliku. Tako je

s f - . =1 0 -
Xy =—— + (x.'.:,l — X)) X x.!,lcxl

2 ; (9.2)
=% | 2% 51 (_ 3':2)
5[ I Lhsl] ) 3]

vrlo pogodan oblik za analizu polja ubrzanja. Pomocu (8.5) moze se (9.1) izraziti
jo§ kompaktnije

;,_a_z’+wxg4—grad(lw2). (9.3)
ot 2

Odavde sc odmah vidi da je

rot v = %iv + rot (w X o), (9.4)
t

gde smo koristili (8.4).

Veibanja
1. Pokazati da je

divE = & = [y + %* 51, =
=Id—}—I§—2IId—%w2, ,

gde su Iz i II; prva i druga invarijanta tenzora d,;, respektivno, a @ je intenzitet
vektora vrtloznosti w. |
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2. Ako je kretanje » = — grad f, onda je
; ef 1 g
v = — grad | = — — (grad f)?|.
g [ s (grad f) J

Dokazati.

10. CIRKULACIJA

Prema definiciji, cirkulacija polja x* za neku zatvorenu krivu ¢ je data sa

I' = § x.dx*.
f ‘ (10.1)
Primenom Stoksove teoreme moze se (10.1) pisati u obliku
§ Xpdx* = [ wda* $x - de= [w-da (10.2)
c g ¢ g

tj. cirkulacija brzine duZ zatvorene krive linije jednaka je fluksu vektora vrtloZnosti
kroz bilo koju povr§ ograni¢enu tom krivom.

Ako je
wy =0, (10.3)

onda kazemo da je kretanje bezvrtlofno; u protivnom je vrtlozno. Iz (8.3) 1 (10.3)
sledi: kretanje je bezvrtloZno ako i samo ako je

X = —fa (10.4)

Funkcija f se naziva potencijal polja brzine, a u njemu odgovarajuée polje brzina
laminarno. Za laminarno polje brzina je

T it = — | df = (%) — F (@2) (10.5)

tj. struja laminarnog polja je funkcija samo pocetne i krajnje tacke, ali ne i kiive
linije koja ih spaja. Ako je oblast, koju obuhvata zatvorena kriva linija, jednostruko
povezana onda je, stavljanjem x, = x, u (10.5), cirkulacija laminarnog polja nula.

Znaéi, za jednostruko povezanu oblast vaZi:
— Teorema 1.

Kretanje je bezvrtlogno ako i samo ako je cirkulacija dug svake zarvorene
krive linije jednaka nuli.

Promena cirkulacije po vremenu duZ materijalne krive linije C odredena
je materijalnim izvodom (10.2), tj. sa

iDl':=£ ﬂ-dx=-2fw-da—f[ﬁw+rot(wxv)]-da, (10.6)
Dt Deg Dt 3 5L ot

gde smo koristili (7.18) za ¢ = w, u odsustvu singularne linije ¥ na S, i ¢injenicu
da je divaw = 0.
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— Teorema 2.

Cirkulacija du$ materijalne linije je stalna ako i samo ako ubrzanje poseduje
potencijal.

b it S "

Zaista, iz (10.6) sledi da je -]_TF = 0 za svaku materijalnu povr§ ako i samo
t

ako je

-U;—U + rot(w X v) =roto =0, (10.7)
t

s obzirom na (9.4). Medutim, (10.7) ¢e biti zadovoljeno ako i samo ako ubrzanje o
poseduje potencijal, tj. ako i samo ako je

jc.k = =@k (10.8)
gde je @ potencijal ubrzanja.

Vezbanja

1. BezvrtloZno kretanje je izohoritno ako i samo ako je /%, = 0, gde je f potencijal
brzine.

11. VRTLOZNE LINIJE, POVRSI I CEVI

Vektorske linije vektora vrtloZnosti w nazivamo wvrtlofne linije, njegove vek-
torske povrsi — wrtlognim povr§ima, a njegove vektorske cevi — vrtlofnim cevima.
Uopste, vektorska povrs nekog vektorskog polja je povrs koja u svakoj tacki tangira
uoceno vektorsko polje. Povr§ koju obrazuju vektorske linije nekog vektorskog
polja, koje prolaze kroz tatke neke zatvorene krive linije, nazivamo wvekrorska cev.

Polje vektora vrtloZnosti je solencidno, jer je

divw = divroto = 0. (11.1)

Takvo polje ima niz osobina koje ne vaze, u op$tem slucaju, za polje brzine v.
Uodimo neku vrtloZnu cev ograni¢enu popreénim presecima ¥, i &, (sl. 23).

n

Sl 23
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Fluks vektora w kroz Lo odnosno ¥, uofene cevi, naziva se Jacma vrtloga u
ovim popretnim presecima. ‘

Prva Helmbholcova teorema:
— Jadina vrtloga je ista za sve poprecne preseke vrrloine cevi.

Teorema se dokazuje primenom Grinove teoreme (o divergenciji). Tada je s
obzirom na (11.1)
Iw-da=jdivwd050, (11.2)
s v

gde je povrs integracije ¥ = ¥4 + &, + F2; sa &, je oznalena bo¢na povrs.
Kako je po definiciji w - 7 = 0 na &,, iz (11.2) dobijamo da je

[w-da= [w-da. [ (11.3)
s &

Vazna posledica ove teoreme je da vrtlozne linije ne mogu ni pocinjati niti
se zavr$avati u bilo kojoj tacki unutrasnjosti tela.

‘Ista teorema se moze izraziti i u obliku takozvane Kelvinove teoreme:

— Cirkulacija dug krivih linija, koje ograniavaju popreine preseke na
strujnoj cevi uzete u istom smeru, jednake su.

Dokaz sledi neposredno iz (11.3) primenom Stoksove teoreme.

Tada je ,
fv-dx=fv-dx, (11.4)

s obzirom na (8.4). [J
Jednacine vrtloznih linija su date sa
Cmtdx™ =0, w X dx = 0. (11.5)

Mozemo postaviti pitanje: — Kada su vrtloZne linije materijalne linije? Odgovor
se dobija primenom kriterijuma Helmholc-Zoravskog za g = w. Iz (4.25), (11.1)
i (9.4) dobijamo da je

wx[aa—errot(wxv)]:wxroti::O. (11.6)
I3 - ;

Za w =0 iz (11.6) sledi:

Potreban i dovoljan uslov da bi vrtloZne linije bile materijaine jeste da je
ubrzanje potencijalno ili da je vektor vrtlonosti kolinearan sa rotorom
ubrzanja.

Uslov (6.11) se za ¢ = w svodi, s obzirom na (11.1) i (9.4), na oblik
roto =0. (117

Ovaj uslov je vrlo vaZan i poznat pod imenom Dalamber-Ojlerov (D’Alamber-Eu-
ler) uslov. Primenom ovog rezultata na (6.9) moZemo kazati: -~ Da bi jacina svih
vrtloznih cevi bila konstantna po vremenu potrebno je i dovoljno da je ubrzanje
potencijalno. Ovaj uslov je i dovoljan da bi vrtlozne cevi bile materijalne. []
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Znadaj ovog uslova se ogleda u Teoremi 2 odeljka 10., koja se moZe izraziti
i u ekvivalentnom obliku: — Cirkulacija duz materijalne linije je stalna ako i samo
ako je zadovoljen Dalamber-Ojlerov uslov.

Radi definisanosti, takva kretanja ¢emo zvati kretanja sa nepromenljivom
cirkulacijom, za koja vaze dve nove Helmholcove teoreme.

Druga Helmholcova teorema:

— Pri kretanju sa nepromenjenom cirkulacijom vrtlogne linije su mate-
rijalne.

Dokaz teoreme sledi iz (9.7) 7 (11.6).
Treéa Helmholcova teorema:

— Da bi jadina wortloga bila konstantna pri  kretanju, duf neke
vrtlone cevi, Eije su vrtlogne linije materijalne, potrrebno je i doveljno da
kretanje bude sa nepromenjenom cirkulacijom.

Dokaz teoreme sledi direktno iz (10.6).

Na osnovu dokaza ovih teorema vidi se da se radi o novoj formulaciji ranije
iznetih teorema ili stavova.

12. MASA

Masa je osnovno svojstvo materije. Obelezavamo je sa m i pripisujemo je
svakom materijalnom telu. To je veli¢ina kojom se izraZava koli¢ina materije u
telu i zadovoljava sledee zahteve:

1. masa tela je jednaka zbiru masa njegovih delova,

2. ne menja se pri kretanju tela, i

3. ne zavisi od dimenzija tela.

Prevedeno na matematicki jezik, to znaci:
1. da je masa mera,
2. da je invarijantnog karaktera pri kretanju i
3. da njena fizi¢ka dimenzija [M] nije zavisna od vremena [7"] i duZine [L].

U mehanici kontinuuma materlja je neprekidno rasporedena u nekoj oblasti
prostora. Takva tela, kona¢na po svojim dunenzuama, imaju kona¢nu masu. Zbog
toga se kona¢na masa u kontinuumu pripisuje, ne individualnim Cesticama, vec
skupu Cestica koje nna)u pozitivhu zapreminu. Sta vife, masa tela &ija zapremina
teZi nuli takode teZi nuli. U protivnom, na osnovu zahteva 1., i konacna tela bi
imala beskonadnu masu ako bi se ona pripisala svakoj materijalnoj Cestici tela.
Druk¢ije re¢eno: za kontinuum pretpostavljamo da je masa, odnosno mera m,
neprekidna funkcija zapremine. Tada se mozZe definisati veli¢ina g, koja se naziva
gustina mase 1 koja predstavlja grani¢nu vrednost izraza

i B G o (M (12:1)
0 g (@)

gde je m (“B) masa tela 3 &ija je zapremina z (78).
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Izraz (12.1) se piSe u poznatom matemati¢kom obliku

_dm

=, 12.2
- (12.2)

Po definiciji, p je apsolutan skalar takav da je
0<o< @ (12.3)

Tacke u kojima ¢ »= smatrame singularnim 1 isklju¢ujemo iz daljeg razmatianja.

13. ZAKON KONZERVACIJE MASE

Vet smo naglasili da je masa aditivna ne-negativna veli¢ina, invarijantna pri
kretanju. Za neko telo zapremine v ukupna masa je odredena, prema (12.2), izrazom

m= J o do. (13.1)

i ima istu vrednost u svakom trenutku vremena i u svakoj konfiguraciji koju telo
zauzima u prostoru.

Prema tome, zakon konzervacije tvrdi:
Ukupna masa tela se ne menja pri kreranju.

IzraZen u obliku m = const. zakon konzervacije mase se naziva globalni zakon
konzervacije i u ekvivalentnom obliku glasi

[ eodV = [ gdo, (13.2)
v v

gde su g, 1 ¢ gustina u poéetnoj i trenutnoj konfiguraciji, respektivno. Ako se zapre-
minski integrali u (13.2) oba izraze u prostornom ili materijalnom opisu, bice

—Jo)dV =0, — oo/ VHdv =0,
lj}'(czo ) of(e 00/ 1) do s

s obzirom na (2.15.12).
Ako globalni zakon konzervacije vaZi za svaki deli¢ tela dobijamo lokalni
zakon konzervacije. Prema (13.3) lokalni zakon konzervacije mase glasi
oo =¢9J ili p =g J? (13.4)

i nazivaju se materjjalne jednaine neprekidnosti.

Za izohori¢no kretanje je o = g,, tj. gustina svake estice ostaje nepromenjena
za sve vreme kretanja. UzZa klasa kretanja je homohoricno kretanje. Kazemo: homo-
hori¢no kretanje, definisano sa g, = const., je izohori¢no kod koga je gustina
uniformna u prostoru i po vremenu.

Prostorne jednadine neprekidnosti ili jednadine kontinuiteta moZemo dobiti
na viSe nacina. Na primer: materijalni izvod (3.2) daje

L [ gdo =0, (13.5)
Dt
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gde je » materijalna zapremina. U lokalnom obliku (13.5), s obzirom na (6.14),
glasi

%Q + (ox"),, =0 ili ? + div (p2) = 0. (13.6)
3 L

Ova jednadina je u literaturi poznata i pod imenom jednacina kontinuiteta. Isti
izraz se mogao dobiti kao materijalni izvod (13.1) odakle sledi da je

{edv) = 0. (13.7)
Na isti natin iz (13.4) dobijamo
of =0, (13.8)
Koristeéi (5.13) i (5.10) u ovim izrazima moguce je (13.6) izraziti u sled e¢im ekvi-
valentnim oblicima
loge +Is=0, ¢+ o%=0, ¢-+odive=D0. (13.9)

Kao posledica (13.7) sledi vrlo vaZna identi¢nost za materijalnu zapreminu 2 i
i funkciju f neprekidnu i diferencijabilnu na o

D . D ;

— dv = dv, — [ fdm = [ fdm 13.10

D:,,jgf vf@f Dc,,ff ﬂff ) (13.10)
koju ¢emo vrlo cesto Kkoristiti.

Vezbanja
1. Pokazati da vazi identi¢nost

(7 i
o¥* = g (0x*) + (@X*x%),;.

2. Za dvodimenzionalna i jednodimenzionalna tela gustina se definiSe kao masa
po jedinici povrsine i masa po jedinici luka, respektivno. Oznad¢imo sa ¢ gustinu
materijalne povrsi a sa y gustinu materijalne krive linije. Odrediti odgovarajuce
zakone konzervacije mase materijalne povrsi i materijalne krive.

14. OPSTI ZAKONI BALANSA

Neka je » materijalna oblast koja sadrzi singularnu povr§ o () i neka je p
bilo koja definisana veli¢ina, neprekidna i diferencijabilna u » izuzev tacaka na
o (¢). Tada izraz

% J oydy = 3§ D da + J' opdv, (14.1)
b4 v

v

nazivamo op$ti zakon balansa. Veli¢ine @ [y] i p [y] nazivamo fluks ¢ kroz gra-
nicu & materijalne oblasti v i specifi¢na proizvodnja v u @, respektivno. Sve veli-
¢ine u (14.1) suravnopravne medu sobom, tako da opsti zakon balansa moze posluziti
kao definicija bilo koje od tri veli¢ine ¢, @ [y] i p [y] preko dve preostale. Takode,
za bilo koje y uvek mozZemo izabrati veli¢ine @ i p tako da (14.1) vaZi. Prema tome
moZemo reci da se svaka veliCina 9 moZe uravnoteziti.
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Pomocu (7.6) i (7.7) mozemo (14.1) napisati u ekvivalentnom obliku

j{ﬂgﬂ+mv(ng) =l i, op) o'
r

v

+ § [oy (v — u) — @] da = 0;
old) ik ! o (14.2)

[{op + % (é + e dive) — dive — gp} dv +

-+ i{;[gw{ﬂmu)—d)]]da:().
o(t)

Pretpostavimo da su podintegralne veli¢ine u zapreminskom integralu u okolini
< () ograni¢ene i da oy, v 1 @ teZe graninim vrednostima, koje su neprekidne
funkcije poloZaja na svakoj strani o (£). Pretpostavimo dalje da opéti zakon balansa
vaZzi za svaki deo tela 3. Pod tim pretpostavkama neka &+ i ¥~ teZe ka o (¢) tako
da zapremina v* i v~ teze nuli dok povrina o ostaje kona¢na u tom grani¢nom
procesu (vidi sl. 20 i sl. 24).

6(1)

Sl. 24

Zapreminski integral u (14.2) tada i§Cezava i dobijamo da je
J'[[Qy)(ﬂ — u#) — @] da = 0,

ili u lokalnom obliku :
[ow (v —u) — @] n =0 na ¢ (o), (14.3)

gde je » jedini¢ni vektor normale na ¢. Ovaj izraz se naziva uslov skoka na 7 (t).
U oblasti koja ne sadrZi singularnu povr$ ¢ iz (14.2) sledi da je

f {fop +v (6 + odive) —divd — gp} do= 0,

ili u lokalnom obliku
o +y(p+eodive) —dive —gp=0uV —o, (14.4)

gde smo sa v —o naznadili oblast tela koja ne sadrzi singularnu povr$ ¢. U speci-
jalnom slu¢ajukadajey = 1,@ = 0ip = 0, (14.1) se svodi na (13.5), koji u slucaju
singularne povr$i daje lokalni zakon konzervacije mase

o +odive=0uv —a, (14.5)

l[o(v —u)] n=0nac
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s obzirom na (14.3) i (14.4). Koriste¢i (14.5); u (14.4) moZemo konacno napisati
lokalni zakon balansa opsteg zakona balansa (14.1) u obliku

op —div® —pp =0 v —¢

[op(v —u) —Pn=0 o. (14.6)
Za @ = @* @ g, relacije (14.6) moZemo pisati u ekvivalentnom obliku
1 0-/g®" ;
— = «.fg +o(p—9)=0uv—o, (14.7)
Jg o ox*

[ + ow (u — ©)]n, = 0 na o.
Kada je za neko y, @ [y] =0 1 p[y] = 0 bice, prema (14.1) i (14.6)

D .
_D_rj oydo = 0, (14.8)

ili u lokalnom obliku
p=0uv—o, (14.9)

foy (v —w)]n =0 na o.

Za takvo y kaZemo da vaZi zakon konzervacije i da je ukupno gy u v ofuvano ili
konzervisano u toku kretanja. Primer takvog zakona je zakon konzervacije mase.
Prema tome mozZemo kazati: da bi ukupno py bilo konzervisano za svako mate-
rijalno @ potrebno je i dovoljno da vazi (14.8).

Lokalno i globalni zakoni balansa jo§ se u literaturi nazivaju i diferencijalni
i integralni zakoni balansa, respektivno.

Napomena.

Za dalja izlaganja potrebno je izvesti opéti zakon balansa u odnosu na refe-
rentnu konfiguraciju. Posteji vise nacina za njihovo izvodenje od kojih jedan ovde
izlazemo.

Polazimo od (14.1) napisanom u njemu ekvivalentnom obliku

L% jg ydv = [ @* da, + J opdv, @ = D*Q@g,, (14.10)
o ¥

v

koji, kori$¢enjem (13.4), (2.15.8) i definicije materijalne reprezentacije date sa
(7.17), postaje

D
Tn [ oopdV = [ @ a4, + [ gopaV, (14.11)
v AY V
gde je
OF = JXED". (14.12)

Za izvodenje lokalnog oblika ovog balansa koristi¢emo (7.16) i transportnu teoremu
u referentnoj konfiguraciji

2 [ 0oav = [ g, o — [ 0o PU*] dAy, (14.13)
Dt vy o X
koja se dobija iz (7.15) kada se umesto funkcije ¥ uzme o' i iskoristi (13.4).
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Tada se (14.11) mozZe napisati kao
| [ 1 9JGo"
JG X%

ili u lokalnom obliku
1 2JGo*
JG ox*

+oo(p=5)] v + 195 + epUri a0,
i ot s

+e0@—9)=0uV-—

(14.14)
[@“Ng 4 009Uy = 0 na 2,

gde je, oCigledno, brzina prostiranja
Uy = UENy. (14.15)

Relacije (14.14) izrazavaju traZeni oblik lokalnog zakona balansa u referentnoj
konfiguraciji. Pri tome treba imati u vidu da su tada sve veli¢ine, koje u njemu

figuri$u, funkcije materijalnih koordinata X*. Onda BEPéX 2 predstavlja mate-
¢
rijalni izvod funkcije ¥ (X, ) tako da je
(X, ¢ ;
R ¥ (%, 0),
ot

za p(x, 1) = VP [X(x, 1), 1].

Vezbanja

1. Zamaterijalnu povr S ukojoj se kre¢e neka singularna kriva y () nekom brzinom
# globalni zakon balansa za neku veli¢inu g glasi

D
= da= | hd da,
Dréfq a (_J[ a—l—ir a

gde je C granica S. Koriste¢i (7.17) i (7.6) napisati njegov lokalni zakon balansa.

2. Neka je g = ob, gde je o gustina mase dvodimenzionalnog materijalnog tela.
Koristec¢i rezultate prethodnog zadatka, kao i zadatka 2. odeljak 13., napisati
odgovarajuce zakone balansa za dvodimenzionalno telo. Odrediti potrebne i
dovoljne uslove da bi neka veli¢ina bila ofuvana (konzervisana).

3. Za jednodimenzionalno materijalno telo formulisati globalni zakon balansa i
odrediti njegov lokalni oblik.

4. Pokazati da je za @* = JX @,
1 0J/Go* Ll 0/g D"
JG axx g ot
5. Pokazati da je za
oF:: = JXR P00,
P g = TP,
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15. KOLICINA KRETANJA. MOMENT KOLICINE KRETANJA

Koli¢ina kretanja K materijalnog kontinuuma (tela) sadrzanog u oblasti o
je definisana sa

K= [vdm= [ g, (x) dm, (15.1)

a moment koli¢ine kretanja L u odnosu na koordinatni pocetak opéteg sistema sa

L=[pxvdn=[epig" (x)dm £15:2)
v v

u odnosu na sistem koordinata x* dopustiv u E;. U odnosu na takav sistem bazni
vektori, g, odnosno g*, su funkcije poloZaja i kao takvi nisu konstantni, osim u
specijalnom slu¢aju kada je sistem koordinata Dekartov. Zbog toga bazni vektori
ne mogu u opstem sluéaju biti izneti ispred znaka integrala. U principu, integracija
se onda izvodi na taj nacin §to se polje vektora », odnosno p X v, koje deluje u o,
paralelno pomeri u bilo koju tacku X i onda izvrsi sumiranje (integracija). U tom
cilju pomnozimo (15.1) i (15.2) sa Gg (X). Tada je

K5 (X, 1) = [ 0 g¥ (X, %) ¥*dv,

(15.3)
Lo (X, 1) = [ 0g% (X, %) eynp'¥™do.

Ovako dobijene veli¢ine K¥ i Ly imaju tenzorski karakter, $to je vrlo jednostavno
pokazati. U odnosu na Dekartov sistem koordinata, s obzirom na konstantnost
baznih vektora, moZe se (15.1) i (15.2) odmah pisati u komponentalnom obliku

Ry i fgz',‘,a'v,

(15.4)
L, = I e eklmzt‘émdv:o

za bilo koju tatku u E;. Isti rezultat sledi iz (15.3) kada je gf = 6 Kronekerov
d-simbol.

Qdavde se vide ocigledne prednosti koje nam pruza Dekartov sistem koordi-
nata, kada je u pitanju komponentalna reprezentacija ovde navedenih veli¢ina i
njima drugih sliénih izraza. Medutim, treba imati na umu: 1. da nije uvek moguée
koristiti Dekartov sistem koordinata (na primer, u slucaju ljuski — koje sa geo-
metrijskog stanovi$ta predstavljaju Rimanske prostore) i 2. da izrazi u op$tem
slucaju dati u odnosu na Dekartov sistem koordinata ne garantuju njihov tenzorski
karakter. Zbog toga ¢emo uvek, kada je to moguce, zadrzavati opsti nacin obele-
zavanja kao u slucaju (15.1) i (15.2). U slucaju komponentalne reprezentacije
izrazava¢emo veli¢ine u odnosu na proizvoljni sistem koordinata x*, dopustiv u Ej.
Na taj nadin je sadrzana i njihova reprezentacija u odnosu na Dekartov sistem
koordinata kao specijalni slucaj.
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Obelezimo sa F i M rezultujucu silu i rezultuju¢i moment u odnosu na koor-
dinati poletak opsteg sistema. Tada zakoni nerelativisticke mehanike tvrde da
postoji sistem u kome je

d D
— K=F ii — Xekdo = FX 15.5
= = uj 08k 5 (15.5)
koji predstavlja zakon koli¢ine kretanja, i
4 L=M il 3 J 08"k ey, p'x"dv = MK, (15.6)
dr D 5

koji predstavlja zakon momenta koli¢ine kretanja. Sistem referencije u odnosu
na koji vaze zakoni (15.5) i (15.6) naziva se inercijalni.

Ovi zakoni vaZe ne samo za telo kao celinu, nego i za svaki njegov merljivi
deo, jer je svaki njegov deo takode telo. VaZe nezavisno od izbora momentne tacke.
Prema tome, izborom koordinatnog pocetka za momentnu ta¢ku ne gubi se nista
u opétosti. Poznati i pod imenom Ojlerovi zakoni, oni vaze za sve inercijalne sisteme.
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IV NAPON

1. ZAPREMINSKE I POVRSINSKE SILE

Sile, koje deluju na telo, moZemo podeliti na spoljasnje 1 unurrasnje. Spoljadnje
sile su mera dejstva na telo drugih tela, spoljnih u odnosu na posmatrano. Unutras-
nje sile su sile uzajamnog dejstva Cestica ili delova uolenog tela. Ova podela je
opsta i zajednitka za sve sile nezavisno od njihove fizicke prirode, tj. nezavisno
od toga da li su mehani¢kog, elektri¢nog, hemijskog ili nekog drugog porzkla.

Spoljasnje sile koje deluju na izabrano telo se u mehanici kontinuuma dele
na zapreminske 1 povriinske.

Zapreminske sile deluju na svaki element zapremine i kao takve predstavljaju
sile na rastojanju. Pod istim nazivom koristi se i sila po jedinici mase f, tako da
je ukupna sila odredena sa

[ £am = [ ofio, (1.1)

gde je v zapremina uolenog tela. Primeri ovih sila su gravitaciona i elektrosta-
ticka sila.

Povrsinske sile su kcntakine sile i deluju na telo u tatkama njegove grani¢ne
povrsi. Neprekidno rasporedena povriinska sila po jedinici povriine naziva se
povriinski napon. Obelezavatemo ga sa £, ¢ime Zelimo da naglasimo njegovu
zavisnost od orijentacije povr$i na koju deluje. Ukupna neprekidno rasporedena
povriinska sila: je

¢ tyyda. (1.2)
&

Primer takve sile je sila hidrostati¢kog pritiska koja deluje na grani¢nu povrs tela
potopljencg u tenost.

Unutra$nje sile za bilo koje dve Cestice tela su, na osnovu treceg Njutnovog
zakona — zakona akcije i reakcije — suprotne. Prema tome, rezultanta unutrasnjih
sila je nula sila ili, kratko reCeno, unutrasnje sile su u ravnoteZi.
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U mehanici kontinuuma povriinske sile izmedu Cestica se pojavljuju kao sile
povrsinskog napona dela tela, zami$ljeno izdvojenog od tela. One predstavljaju
interakciju ostatka tela na zami$ljeno izdvojen njegov deo, a u tactkama grani¢ne
povrsi toga dela. O njima ¢e kasnije biti vise redi.

Sila koja deluje u tacki naziva se koncentrisana sila. Prisustvo ovih sila dovodi
do te$koc¢a u odredivanju lokalnih ili diferencijalnih oblika zakona balansa u napad-
noj tacki njihovog dejstva. Nadalje mi pretpostavljamo da se lokzlni zakoni balansa
odnose na tatke u kojima ne deluju koncentrisane sile.

Prema tome, rezultujuca sila F, koja deluje na telo, je

F = §t, da+ [ fdm, (1.3)
s v

gde smo izostavili koncentrisane sile iz napred navedenih razloga.

2. MOMENT ZAPREMINSKE I POVRSINSKE SILE.
POVRSINSKI I ZAPREMINSKI SPREG

Moment sile je vektorska veli¢ina i zavisi od izbora momentne tacke. Rezul-
tujuéi moment nekog sistema sila jednak je vektorskom zbiru momenata svih
sila uoCenog sistema za istu momentnu tacku.

Za neprekidno telo ovaj sistem sila ¢ine zapreminske i povr$inske sile. Koncen-
trisane sile se ne uzimaju u obzir zbcg prethodno navedenih razloga.

U odnosu na koordinatni pocetak, kao momentnu tacku, rezultujué¢i moment
ovih sila glasi

§2 X tyda+ [ p % fim, 2.1)
i ]

gde je v zapremina tela, a ¥ njegeva grani¢na povrs u x,. Nadalje se podrazumeva
da se moment racuna u odnosu na koordinatni pocetak, jer se svaka tacka u Ej
moZe uzeti za koordinatni pocetak nekog zajednitkog sistema.

Analogno zapreminskim i povrdinskim silama, u mehanici kontinuuma se
razmatra dejstvo zapreminskih 1 povrSinskih spregova neprekidno rasporedenih
po zapremini i povrSini tela, respektivno. Zapreminski spreg po jedinici mase
obelezavacemo sa I, a povriinski spreg po jedinici povrSine sa m,,, ¢ime smo
naznacili njegovu zavisnost od orijentacije povr$i na koju deluje. Koncentrisani
spreg, tj. spreg koji deluje u jednoj tacki tela, isklju¢ujemo iz razmatranja iz istih
razloga kao i koncentrisanu silu.

Prema tome, rezultujudi spreg koji deluje na telo je odreden sa

M = jg(p X by + my)da + [ (P X g + 1) dm. (2.2)
7 v

Mehanika kontinuuma koja ne uzima u obzir egzistenciju povrsinskih i zapremin-
skih spregova se naziva mehanika ne-polarnog kontinuuma, za razliku od mehanike
polarnog kontinuuma. U mehanici polarnog kontinuuma rezultujuéi moment je
dat sa (2.2), a u ne-polarnoj sa (2.1). Mi ¢emo se nadalje baviti problemima meha-
nike ne-polarnog kontinuuma.
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3. VEKTOR NAPONA

Vektor £, tj. vektor povriinske sile po jedinici povriine, nazivamo vektor
napona. Povr§ za koju odredujemo vektor napona moze biti grani¢na povr$ tela
ili u telu, kada predstavlja granicu nekog njegovog imaginarnog dela. U ovom
drugom slucaju ona razdvaja telo na dva dela koja uzajamno deluju preko tacaka
njihove zajednicke grani¢ne povrsi (sl. 25).

Sl 25

Zami$ljeno izdvojeni deo tela (sl. 25) je izloZen dejstvu sila u tatkama svoje gte-
ni¢ne povr$i a, koje zamenjuje dejstvo ostatka tela.

Uo¢imo povr$inu Aa na koju deluje sila Ab u tatki A. PovrSinska sila Ab u 4
je rezultanta svih neprekidno rasporedenih sila na Aa. Odnos Ab/Aa je vekter
koji se od vektora Ab razlikuje samo po intenzitetu. Nizu povr§ina Aja, Asa, . ..
izabranom tako da sadrzi A4 i da tezi nuli u 4, tj. tezi ka A ali se ne svodi na liniju,
odgovara niz sila A;b, A,b, ... tako da svakom elementu Aa niza povrsina odgovara
razli¢ita sila Ab koja deluje na tu povr§. Ove sile se, u opStem slucaju, razlikuju
ne samo po veli¢ini nego i po pravcu. Grani¢nu vrednost

Ab Jdb
lim —=-—=1¢ 3.1
Acl:I:O A da = G-

koja tezi konaénoj vrednosti, nazivamo vektor napona u tatki 4. Zahtev da ova
grani¢na vrednost postoji i da je nezavisna od posebno izabranog niza povréina,
predstavlja osnovni postulat mehanike kontinuuma. U sustini ovaj postulat je i
odtriji: grani¢na vrednost (3.1) nije nezavisna samo od izabranog niza povriina,
nego je nezavisna i od izabranih povrsi sve dotle dok u tacki ove povrsi imaju zajed-
ni¢ku normalu = (sl. 26).

Ako se kroz A izabere neka povrs sa drugim vektorom normale tada ¢e, u opStem
slu¢aju, njen vektor napona biti razli¢it od vektora napona prve povrsi (sl. 27).
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Postojanje vektora napona nam omogucuje da, u ne-polarnoj mehanici konti-
nuuma, Ojlerove zakone kretanja (15.5) i (15.6) pifemo u obliku

d
= J' povdv = J; t,,da + J ofdv, (3.2)
v s v

2 J op X vdv = §p X tda + J' op X fdv, (3.3)
dt o 7 v

pri ¢emu smo koristili (1.3) i (2.1).

4. TENZOR NAPONA

Veé smo pokazali da vektor napona ¢, u nekoj tacki x zavisi od orijentacije
povr$i kroz tu tacku, koja je odredena njenim jedini¢nim vektorom spoljne normale
n u toj tatki. Kako skup svih jedini¢nih vektora # u x svojim krajem odreduje je-
dini¢nu sferu, tj. dvodimenzionalnu povrs, zakljuéujemo da kroz x prolazi besko-
na¢no mnogo povrsi raznih orijentacija. U op$tem slucaju, raznim povr§ima ovog
skupa povr$i kroz x odgovaraju razni vektori napona. Mi ¢emo kazati da skup
svih £, u x odreduje naponsko stanje Cestice X u x. Raznim Cesticama X odgo-
varaju razna naponska stanja. Naponsko stanje tela 3 je, prema tome, odredeno
naponskim stanjem svih njegovih Cestica. Na osnovu toga piSemo

Ly = £ (%, ). (4.1)

Zavisnost vektora napona u tacki x od spoljne normale n povrsi koja kroz
nju prolazi moZe biti odredena primenom Ojlerovih zakona kretanja (3.2) i (3.3)
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na mali triedar ciji )e vrh u tacki x. Tri strane ovog triedra ¢ine koordinatne ravni
u x, a Cetvrta strana je neka povrs &. Radi preglednijeg izlaganja, neka koordinatne
linije u » budu Dekartove ose i neka povr§ & bude ravan A kao §tc je na sl. 28,

Za tako odreden triedar zapremine Av, & je njegova visina iz x, Aa povr§ina
strane &ija je spoljna normala n, (B = 1, 2, 3), Aqg, tri preostale strane koje leZe u
koordinatnim ravnima i ¢ije su spoljne normale odredene sa —e,, gde su jedini¢ni
vektori pravaca koordinatnih linija 2, u x. Tada (3.3) moZemo pisati u obliku

A'L 00 dv= AJ; t,da — A‘L t, da, —l—! of dv. (4.2)

Sa —t, smo oznacili vektor napona u tackama povrine Ag, vodedi racuna da je
njena spoljna normala odredena sa —e,.

Pretpostavlja)um da su g i of ogranitene velifine, da je #,, neprekidna funk-
cija x—x 1 », moZemo primeniti reoremu o srednjoj vrednosti na (4.2), tako daje

tiyAa — tiAa, + KA2 =0, (4.3)

gde su ¢, i ¢ vektori napona koji deluju u nekim tackama odgovarajuéih strana
tetraedra, a K ograniena veli¢ina. Kako je

Aa, = nAa, Av = _;:,_ hAa
moze se (4.3) napisati kao

(t — tim) Aa — -;— hKAa = 0. (4.4)

Ako se (4.4) podeli sa Aa i pusti da A—>0, tj. ako povr$ jediniéne normale n tezi
ka x ne menjajudi svoju orijentaciju, onda poslednji ¢lan u (4.4) tezi nuli, dok
vektori u maloj zagradi teZze ka svojim vrednostima u x, tj.

t(ﬂ) — t,,nk . (4.5)

Vektori napona ¢, po definiciji, ne zavise od = (»,), te prema tome (4.5) daje
konacan oblik funkcionalnih zavisnosti £,, od #. U odnosu na bilo koji sistem
koordinata, s obzirom na to da je £,, za datu tatku odredene povrsi invarijantno
u odnosu na izbor koordinatnog sistema, (4.5) glasi

£, = Ln'. (4.6)
Time se podrazumeve da su #, vektori napona u tacki x odgovarajuc¢ih koordinatnih
povrsi proizvoljnih dopustivih koordinatnih linija.

Na taj nadin smo dokazali Kosijevu fundamentalnu teoremu:

— Vektor napona u tacki povr§i spoljne normale n je linearna funkcija
vektora napona koji deluju na koordinatne povrsi u istoj tacki, ¢iji su koe-
ficijenti komponente jedinicnog vektora n.

Na osnovu nezavisnosti ¢, od = sledi da je

Cgy = —ty (4.7)

ili
by = —tm (4.8)
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<ime je dokazan stav:

— Vektori napona koji deluju na suprotmim stranama iste povrsi u datoj
tacki su suprotni.

Vektor ¢, moZe se napisati u komponentalnom obliku
t, = ;8" (4.9)

gde smo sa r,; oznacili njegovu /-tu komponentu. Tada su komponente vektora
napona ¢, prema (4.6) date sa

Lyt = It (4.10)

S obzirom na tenzorski karakter ¢, i #*, kao i to da (4.10) vazi za svako »*, prema
kriterijumu o tenzorskom karakteru sistema zakljucujemo da je r,, kovarijantni
tenzor drugog reda. Ovaj tenzor nazivamo tenzor napona. Njegove komponente
na glavnoj dijagonali, tj. 1. (ne sabirati po k) nazivamo normalni naponi. Kompo-
nente izvan glavne dijagonale, 1, (k % [) nazivamo smicuci naponi.

Utvrdujudéi tenzorski karakter z;, i koriste¢i (4.10) dokazujemo u drugom
vidu Kosijevu fundamentalnu teoremu:

— Vektor napona za bilo koju povrs u racki je u porpunosti odreden kao
linearna funkcija tenzora napona u toj racki.

Tenzor napona je, na osnovu (4.9), funkcija samo poloZaja x i ne zavisi od
pravaca # u x. Tada, analizem izraza (4.10) mozemo kazati:

— Naponske stanje za &esticu tela je odredeno tenzorom napona f,, za tu
<esticu, a naponsko stanje tela tenzorom napona za svaku Cesticu tela,

U dosadasnjoj analizi tacka x je bila razmatrana kao unutrasnja tacka oblasti b.
Medutim, istim postupkom moZemo do¢i do odgovarajucih zakljuc¢aka i u slucaju
kada je x grani¢na tacka, tj. tatka na graninoj povrsi oblasti b u kojoj ova ima
tangentnu ravan. Tada za telo koje je optereCeno na svojoj grani¢noj povrsi, gra-
ni¢ni uslovi glase

oy = 1 = pF, (4.11)

gde je p* zadata funkcija na granici tela. Time je ustanovljen znacaj Kosijeve fun-
damentalne teoreme u svim slu¢ajevima koji nas interesuju.

Tenzor napona se esto obeleZava samo sa T, tj.
T=rg®g. (4.12)
Tada se (4.10) moZe napisati u obliku
b = T (4.13)

5. KONVENCIJA ZNAKA

Iz (4.9) i (4.10) se vidi da se prvi indeks tenzora z,, odnosi na pravac koordi-
natne linije, a drugi na prese¢nu ravan kroz tacku x. To je prvenstveno uslovljeno
izrazom (4.13) zbog odredenih pogodnosti, ¢isto matematicke prirode, koje su
vezane za teoremu o divergenciji. U tehni¢koj literaturi znacenje indeksa tenzora
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napona je obrnuto. U slu¢aju simetri¢nog tenzora napona, koji mi ovde razmatramo,
ove dve konvencije su ekvivalentne. Imajuci to u vidu, ovde iznosimo konvenciju
znaka tenzora napona, kada se prvi indeks odnosi na koordinatnu povrs, a drugi
na koordinatni pravac. Primera radi, #,* je komponenta vektora napona %,, koji
deluje na koordinatnu ravan x? = const., u pravcu ose x*. U slutaju kovarijantne
reprezentacije f,;,, ponovo je reC o istom vektoru, ali datom u odnosu na kontravari-
jantnu bazu g'. Samo u slu¢aju Dekartovih koordinata ove dve reprezentacije ¢e
biti iste. Zbog toga ¢emo se detaljnije zadrzati na ovom sludaju.

Neka je Az, povriina elementa povrsi koja je paralelna koordinatnoj ravni
z, = const. Tada je, na primer, za Aa,, ¢ija je spoljna normala u pozitivnom smeru
0S€ 24, Ey (fa1) Lass Lpg) Vektor napona koji deluje u nekoj njenoj tacki. Njegcove
komponente nanosimo u pravcima odgovaraju¢ih koordinatnih linija i to: u pozi-
tivnom ako je odgovarajuca komponenta veca od nule, a u negativnom ako je manja
od nule. Tako se 7,3 > 0 nanosi u pozitivnom, a 7,3 << 0 u negativhom smeru
ose z,. Na isti nacin se postupa za ostale komponente, kao i za komponente vektora
napona £; i #; u slucaju kada su spoljne normale odgovarajucih povrsi pozitivnih
smerova osa 2, 1 23, respektivno.

U slu¢aju kada je spoljna normala elemenata Aa, odredena negativnim smerom
koordinatne linije z,, koristimo (4.7) kojim se izrazava stav:

— Komponente suprotnih vektora nanose se suprotno.

U navedenom primeru, za Aa, &ija je spoljna normala u negativhom smeru
0se z,, to znaci da se 1,3 > 0 nanosi u negativnom, a t,; << 0 u pozitivnom smeru
ose zy. Na isti nacin se postupa za ostale komponente vektora napona —#,. Isto
vazi i za vektore —¢;, i —£,.

Time je definisana i konvencija o znaku komponenata tenzora napona i,.

Z

SL. 29

Na sl. 29 je interpretacija pozitivnhih komponenti tenzora napona. Saglasno
usvojenoj konvenciji, na ravni o su u pozitivnom smeru, a na ravni f u negativnom
smeru z,—o0sa, s obzirom na njihovu suprotnu orijentaciju.
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Na sl. 30 je dat prikaz pozitivnih komponenti tenzora napona, ali u odnosu na ci-
lindarski koordinatni sistem. Ovde napominjemo da je izbor koordinatnog si-
stema prvenstveno diktiran geometrijom problema koji razmatramo.

S1. 30

Za normalne komponente tenzora napona, $ obzirom na njihovo dejstvo,
koriste se posebni nazivi i to:

— naponi zatezanja, ako normalna komponenta deluje u smeru spoljne nor-
male na povrdinski element, i suprotno njima

— naponi pritiska.

Saglasno ovome, na sl. 29 i sl. 30 su prikazani naponi zatezanja. Medutim, ova
konvencija ratunanja napona zatezanja kao pozitivnih i napona pritiska kao nega-
tivnih normalnih napona moZe biti izmenjena u slucaju kada su naponi pritiska
dominantni, kao u sludaju geoloskih problema.

6. RAZNI VIDOVI PREDSTAVLJANJA TENZORA NAPONA

Za tenzor napona se koriste razna obeleiavanja Mi ovde navodimo one koji
se {eSce srecu u literaturi kao §to su: 1, 0;; 1 7;; kada su u pitanju bilo koji do-
pustivi sistemi koordinata u Ej. Obelezavan]e se menja i u zavisnosti od izbora
koordinatnog sistema. Tako na primer, za Dekartov sistem u inZenjerskoj praksi
najcesci vid oznaCavanja je: 0., 0y G,y Tays Tap 1 T, Za simetriCni tenzor mapona.
Samo u odnosu na ovaj sistem koordinata ne postoji razlika izmedu kovarijantnih,
kontravarijantnih i fizickih komponenata bilo kog tenzora pa prema tome i tenzora
napona.

Za eksperimentalna merenja fizicke koordinate su najpogodnije, jer imaju
iste dimenzije. U teorijskim razmatranjima kovarijantna i kontravarijantna repre-
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zentacija je dominantna s obzirom na njihov tenzorski karakter. U svakom slucaju,
nuZno je poznavanje veze izmedu ovih vidova reprezentacije tenzora napona.

Ako sa ty, obelezimo fizitke komponente tenzora napona, tada je

Iy
r(ku = $3 (6-1)
«/gikgﬂ

gde se crtom naglasava da se ne vrdi sabiranje po ponovljenim indeksima. Smenom
izraza

— q po— Pa
Ikl =T tic glq = glcpglqt E]

kojim se odreduje relacija izmedu mesovitih kontravarijantnih i kovarijantnih kom-
ponenti tenzora napona, u (6.1) dobija se relacija izmedu njegovih mesovitih, kon-
travarijantnih i fizi¢kih koordinata.

Analogni izrazi postoje i za druge vidove fizi¢kih koordinate tenzora napona.
Takve su *" i r;» Za njih je zajednicko svojstvo njihova dimenzija, tj.

dim zg, = [MLT2). (6.2)

U literaturi se vrlo &zsto sreée i matri¢no predstavljanje tenzora napona.
Tako je

Ly Iy Ly
T = {tn} = Loy Ly Laa (6.3)
I31 I3 33

jedno predstavljanje iz kojeg se vidi da normalni naponi predstavljaju elemente
sa glavne dijagonale, a smic¢u¢e komponente elemente izvan glavne dijagonale
matrice T.

VeZbanja
1. Dekartov sistem koordinata je rotiran za ugao § = 90° oko ose z3. Tako dobijeni
sistem z, je zatim rotiran za ugao ¢ = 90° oko nove ose 2.

Odrediti komponente tenzora napona u tako dobijenom sistemu koordinata
2z, u tacki z ako su poznate njegove komponente u odnosu na sistem z;.

2. Odrediti komponente vektora napona u tatki z povrsi

By = Fl¥s #):

3. Odrediti fizicke komponente tenzora napona u odnosu na cilindarski i sferni
sistem.

4. Odrediti komponente tenzora i vektora napona u odnosu na cilindarski i sferni
koordinatni sistem preko njihovih odgovaraju¢ih reprezentacija u odnosu na
Dekartov sistem koordinata.

5. Vektor napona £, na povr§i hemisfera ABC je uvek u pravcu njenog centra O.
Ako je konstantnog intenziteta, naéi z — komponentu ukupne povrsinske sile
na hemisferi.
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Ako je hemisfera u ravnoteZi pod dejstvom uniformno rasporedenih zapre-
minskih sila u celoj sferi, koliki je intenzitet b sile po jedinici zapremine (videti

(1.2) i (1.1))?

6. Matrica tenzora napona u z u odnosu na Dekartov sistem je

36 27 0
T={27 —36 0]-
0 0 18
Odrediti:

a) komponente i intezitet vektora napona u z za ravan jedinicne normale
2 2 1
sz~ 5}
b) njegovu komponentu u pravcu normale n,
c) ugao koji zaklapa sa .

7. U odnosu na Dekartov sistem stanje napona u tacki z je odredeno sa

£y 2 1
TF={2 0 2}
-

Qdrediti z,4 tako da kroz z prolazi ravan za koju je vektor napona nula. Koja
je to ravan?

8. Za tenzor napona, ¢ija je matrica

a 0 d
T=1{, b e
d e c

u odnosu na z;, odrediti jedini¢ni vektor normale ravni paralelne osi z, €iji vektor,
napona leZi u njoj.

9. Matrica T, data u odnosu na z;, je

50 37,5 0
T=1{375 -—25 50
Lo =50 25
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Novi koordinatni sistem Z, je dat sa Z, = a2, gde je

[3 o _4]
E 5|
A:{akz}:jo 1 OI}-
i 4 3
”1‘5“ ° 5]

Odrediti komponente T u Z.

7. O GEOMETRIJSKOM PREDSTAVLJANJU
NAPONSKOG STANJA

Glavne ose i glavni naponi

Simetri¢nost tenzora napona nam omogucuje da izvedemo Citav niz zaklju-
caka koji za asimetri¢an tenzor napona ne vaze.

Tada je uvek moguée za datu tatku izabrati specijalni sistem koordinatnih
osa u odnosu na koje su njegove smicuée komponente jednake nuli. Ovaj sistem
osa se naziva: glavne ose tenzora napona. Ravni upravne na glavne ose nazivamo
glavne ravni. Vektori napona koji na njih deluju su u potpunosti u pravcu njihovih
normala #, tako da je

th,, = on®. (7.1)

Koriste¢i (4.10), koja se moZe izraziti u obliku
A (1.2)
mozZzemo (7.1) pisati kao
(tF —adf)n* = 0. (7.3)

Ovaj sistem homogenih i linearnih jednacina po #', koji odreduje glavne pravce
simetri¢nog tenzora napona,
(7.4)

Ly = Iy

po svom obliku je potpuno identian sistemu jednaéina (2.10.10) kojim se odreduju
glavni pravci tenzora Cy,. I za njega vaze Teoreme 1 i 2 koje tvrde da karak-
teristi¢na jednacina

lef —odi] =0 (7.5)

ima realne karakteristi¢ne brojeve o, i da razli¢itim karakteristi¢nim brojevima
odgovaraju medusobno upravni karakteristi¢ni pravci, ili glavni pravci tenzora f.
U razvijenom obliku ova karakteristi¢na jednac¢ina glasi

& — Iye? + Hye — Iy =0, (7.6)

gde su Iy, II7i Il prva, druga i tre¢a invarijanta tenzora napona t}, respektivno,
date izrazima koji su po svom obliku identi¢ni sa (2.10.13).
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U odnosu na sistem koordinata koji odreduju glavni pravci, matrica tenzora
napona se svodi na dijagonalnu matricu

gy 0 0
TS0 a0 ) ==fudd,
0 0 oy

¢iji su elementi na glavnoj dijagonali, g, ( = 1, 2, 3), karakteristi¢ni brojevi tenzora
napona koje nazivamo glavni naponi. Stanje napona u tacki, u cdnosu na ovako
izabrani sistem koordinata, odreden je glavnim naponima u tacki.

U zavisnosti od medusobnog odnosa vrednosti glavnih napona razlikujemo
dva specijalna stanja napona i to kada su dva glavna napona jednaka i kada su
svi glavni naponi medusobno jednaki. U prvom slu¢aju samo je jedan glavni pravac
jednoznacno odreden i odnosi se na pravac glavnog napona koji se po svojoj vred-
nosti razlikuje od druga dva, medusobno jednaka glavna napona. Druga dva pravca
se mogu proizvoljno birati u ravni upravnoj na prvi pravac pod uslovom da su
medusobno upravni. U tom slu¢aju kaZemo da je stanje napona cilindri¢no, jer
ne postoji smi¢uci napon ni za jednu ravan koja sadrZi jednoznacéno odredeni glavni
pravac.

U drugom slucaju, bilo koja tri medusobno upravna pravca mogu biti izabrana
za glavne pravce. Tada kaZemo da je stanje napona sferno, jer ne postoji smic¢uéi
napon za bile koju ravan kroz posmatranu tacku. Sferno stanje napona ponekad
se naziva i hidrostaticko stanje napona, jer je to jedina vrsta napona koja postoji
kada je fluid u miru.

Lameov (Lamé) elipsoid napona
U odnosu na glavne pravce vektor napona za bilo koju ravan kroz posmatranu

tacku je dat sa
I(");; = Uﬁ;nk (78)

t(n)

Sl 31
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s obzirom na (4.10) i (7.7)s. U odnosu na isti sistem koordinata, posto je spoljni
vektor normale #n jedini¢ni vektor, veZi

= 1. it (X79)

Smenom #; iz (7.8) u (7.9) vidimo da komponente vektora napona zadovoljava]u

jednacinu L
Lim1 . Lime a Limys 2 o ?
(_"_) _|_(4) _}_(L) =1, (7.10)
01 T2 O3 '

koja predstavlja jednadinu elipsoida i koja se naziva Lameov elipsoid napona.
On odreduje geometrijsko mesto tataka krajeva vektora napona za uocenu tatku
i kao takav predstavlja geometrijsku reprezentaciju stanja napona u toj tacki (sl. 31).

Kosijeva kvadratna povrs

Kosi daje drugu geometrijsku reprezentaciju. On polazi od normalne kompo-
. mente, a,, vektora napona, koja predstavlja njegovu projekciju na pravac jedini¢nog
vektora spoljne normale # ravni na koju deluje, tako da je u odnosu na glavne
pravce kao koordinatne ose,

On = Lot = 0 (M) = (7.11)
2 2 2
= 0'yn; -+ OgN; + 03N,

s obzirom na (7.8). U odnosu na tako izabrani sistem Dekartovih koordinata, svaki
vektor polozaja je kolinearan sa vektorom normale # neke ravni koja prolazi kroz
tu tacku, tako da je

By = P (7.12)

gde smo sa r oznalili intenzitet vektora poloZaja r (z,). Tada se (7.11) moZe napi-
sati u obliku

ro, = o.21. (7.13)
Ko8i razmatra kvadratnu povrs

0u2: = = K, (7.14)
gde Je konstanta k, prema (7.13), data sa

R = 1oy, , 154 (7.15)

pri ¢emu se znak bira tako da (7.14) predstavlja realnu povr$, koja je napisana
u razvijenom obliku _

0125 + 0,23 + 042 = £ E (7.16)

pogodnija za izuavanje. Dalje, neka glavni naponi &ine ureden skup, tako da je
@y =08 20 . gy _ . i)

Tada (7.16) reprezentuje:
a) elipsoid, ako je . .

01 >0y > 035>0 za +Fk%
00> 0> 0y za —k®;
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b) obrtni elipsoid, ako su glavni naponi istog znaka i dva jednaka, tj.
0y =0, i 0p=0, ili o0,=0y; ‘

¢) sferu, ako je
' Oy = G5 = T4}

d) jednograni hiperboloid, ako je _
‘ gy 2dg>0, 0350 za k2
e) dvograni hiperboloid, akc je

01 =20;,>0, 03<0 za —k%..,

Slutaj g, > 0, 0 > 0, = 0, je sliCan slucaju e). Geometrijski prikaz navedene
analize dat je na sl. 32.
TGs

-

—

e
N

———

S1. 32

Sferni i devijatorski deo temzora napona

. Obelezimo sa o, srednji normalni napon, a sa p srednji normaini pritisak. Po
definiciji je

1 l
0'02““?=’3:‘(0'1+°'z+0'3):?f$- (7.18)

Tenzor _ -
: o8 (= —Pgu)s (7.19)

nazivamo sferni deo napona, jer odreduje sferno ili hidrostati¢ko stanje napona.
Tacnije, hidrostati¢ki napon proizvodi promenu zapremine bez njene promene
oblika u izotropnim materijalima, tj. u materijalima sa istim materijalnim osobinama
za sve pravce. Zaista, uniformna raspodela pritisaka bi dovela do smanjenja zapre-
mine materijalne sfere koja se u svim pravcima jednako opire takvoj promeni.
Medutim, ako bi taj otpor bio slabiji u nekom pravcu, tada bi se taj pre¢nik sfere
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viSe promenio nego neki drugi, tj. hidrostaticki pritisak bi proizveo i promenu
oblika kod anizotropnih materijala.
Tenzor koji odreduje cdstupanje, devijaciju, od sfernog stanja napona

Ly = by — 0o8u (7.20)

nazivamo devijatorski deo tenzora napona i, ili devijatorski tenzor napona. Karak-
teristika ovog tenzora je da je njegova prva invarijanta tj. I, uvek jednaka nuli

T = £ =0 (7.21)

$to neposredno sledi iz (7.20) i (7.19). Suprotno sfernom naponu, devijatorski
tenzor napona uti¢e na promenu oblika, ali ne i zapremine nekog materijalnog
sfernog elementa kod izotropnih materijala. Njegovi glavni pravci se, analogno
tenzoru napona, odreduju iz sistema jednacina

(£’ —a'é)n* = 0. (7.22)
Koristedi (7.20) u (7.22) i tako dobiveni izraz uporedujudi sa (7.3), zakljudujemo

da tenzor napona i njegov devijatorski deo imaju iste glavne pravce, dok su im
karakteristi¢ne vrednosti vezane relacijom

o' =0 — 0y =0 + p. (7.23)

Na isti na¢in se moZe lako pokazati da karakteristitna jednacina devijatorskog
tenzora napena glasi

0% — Iyo' — Il =0, II, = —II, (7.24)

i koja se moze reéiti eksplicitnom smenom
T
p =2(? IIt,) cos a. (1.25)

Kubna jednacina se tada svodi na oblik

3

2
2 (% ﬁg;) (4 cos*a — 3cosa) = II],,.

Izraz u zagradi je jednak cos 3«, pa je prema tome

a
2
—— ( A ) . : (7.26)
IIt:

Za w4 Ciji je cos 3y dat sa (7.26) i koje zadovoljava uslov:

03, <7
odmah se mogu odrediti sva tri reSenja. Tada 3wy, 30y + 27, 30, — 2 imaju iste
kosinuse, pa prema tome predstavljaju refenja jednadine (7.26), p2 je

3
o = (% ﬁt,) cosay, (k=1,2,3), (7.27)
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redenje jednadine (7.24) s obzirom na (7.25), gde su

N
oy = &y + ?:rr, oy = oty — 3—::
Smenom .
o ‘
1 =—1I1, (7.28)
= =3
zrazi (7.27) s» mHza 112i31ti u prostijem obliku _
0 = V2 74 COS t. (7.29)
Napon 7, se naziva oktaedarski napon i zajedno sa I, igra vaznu ulogu u teoriji
plasti¢nosti.
Veibanja

1. Odrediti glavne pravce tenzora napona Cije su komponente date u odnosu na
Dekartov sistem koordinata:

a) (18 0 24 b) S 0
{o —50 0} . é {—10 -0 30]
24 0 32 0 30.—27

<) (1 0 0 d) g = 1
[o 3 —1} : { EE | 0 1]
0 —% 3 1 1 2

2 . Izratunati invarijante Iy, II, i II], za tenzore napona datih u 1. primeru preko
njegovih komponenata i preko njegovih glavnih vrednosti, koje su dobijene pri
odredivanju glavnih pravaca, i na taj nacin proveriti da li se dobijaju isti rezultati.

3. Svaku od matrica napona 1. primera predstaviti u obliku zbira dve matrice,
koje predstavljaju sferni i devijatorski deo napona.

4. Pokazati da je

a) 97g = 215 — 611,

b) 973 = (01 — 00 + (03 — 0} + (05 — 0%,

o Iy =II, — 3, '

d) Iy = III, — I, + 203,

e) 61y = (61 — 03)* + (05 — 03)* + (03 — 0y)%
5. Pokazati da je

e _

= —7,
otk
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7a. MOROVI (MOHR) KRUGOVI

Lameov elipsoid i Kosijeva kvadratna povr§ kao povr$ u trodimenzionom
prostoru mogu se predstaviti samo svojim projekcijama u ravni crteza. Zbog toga
je njihova upotreba u praksi reda od Morovih krugova, kada je u pitanju graficko
prikazivanje naponskog stanja u tacki tela, odredenog simetri¢nim tenzorem napona
;. To je i razlog zasto Morove krugove izu¢avamo u posebnom odeljku.

Svaki vektor napona se, za neku ravan kroz tacku x, mozZe jednoznaéno pred-
staviti preko svoje dve kemponente: jedne u pravcu normale na ravan i druge u
ravni svoga dejstva. Komponentu u pravcu normale, ¢,, kao §to smo rekli, nazi-
vamo normalna komponenta. Ona je data sa (7.11). Komponentu u ravni dejstva
nazivamo tangentna ili smi¢uca komponenta. Njenu veli¢inu obelezavamo sa 7,,.
Tada je : ‘

oy =0n +7a (7a.1)

U Morovoj reprezentativnoj ravni, (sl. 33) ¢, i 7, su koordinatne linije.

SLL 33

Tacka (o, 7,) U toj ravni reprezentuje naponsko stanje za ravan prikazanu na slici
kroz tatku O u fizickom telu 3. Za neku drugu presenu ravan kroz O, druge
normale #, vektor napona bi¢e drugadiji i njemu ¢e odgovarati druga tacka (o,, 7,)
u Morovoj ravni. Na taj nacin se za svaku prese¢nu ravan kroz O u Morovej ravni
dobija neka tacka koja reprezentuje njeno naponsko stanje. Za sve ravni kroz O
u Morovoj ravni ¢e se, u opstem slu¢aju, dobiti neka oblast koja ¢e reprezentovati
naponsko stanje u tacki O tela, Cije odredivanje predstavlja na§ zadatak.

Mi razmatramo opdti slu¢aj kada su glavni naponi medusobno razli¢iti. Drugi
slucajevi slede kao specijalni slucajevi opéteg.

Bez gubljenja u opitosti, a u cilju pojednostavljenja diskusije, u daljem raz-
matranju biramo glavne pravce simetri¢nog tenzora napona f,, U posmatranoj

tacki O za Dekartove ose, i to tako da z,-osa bude u pravcu najveéeg glavnog napona.
0y, 2 25-08a U pravcu najmanjeg, po algebarskoj vrednosti, glavnog napona oj.
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U odnosu na tako izabrani sistem koordinata, tenzor napona je dat svojom matricom
(7.7), vektor napona ¢, sa (7.8), a njegova normalna komponenta sa (7.11);.

Jednacine (7.9), (7.11),1 (7a.1) tada formiraju potpun sistem linearnih jednaé¢ina

2 2 2.
po ni, m; i ni: A : ,

n + ny -+ H; = 1;
oni + ogny + oy = 0y, (7a.2)
ains + oink + oing = on -+ 12,
¢ija reSenja glase
2 2
s On + Ta — 0, (03 + 03) + 0404

(0 —0y) (03 — 09

g = Tt T =00y 00) + 090 (7a.3)
(03 — 0,) (6, — 03)

2 _ 6 + 12 —o0,(0, + 0,) + 0,6,
(04 —03) (03 —03)

Analizom, recimo, prvog refenja u (7a.3) zakljutujemo da za datu vrednost n,
ono odreduje geometrijsko mesto tacaka (o,, 7,) u Morovoj ravni, koje odgovara
toj vrednosti n;. Medutim, za tu vrednost n, (7a.2), odreduje krug na jedini¢noj
sferi. Time se uspostavlja korespondencija izmedu tacaka jedini¢ne sfere, koje
reprezentuju preseéne ravni kroz O, i tataka u Morovoj ravni koje reprezentuju
stanje napona za te ravni. Na analogan nacin se zakljucuje za (7a.3), 3. Neprekidnim
variranjem vrednosti komponenata n,, n, i n; jedini¢nog vektora m opisujemo
sve tacke jedini¢ne sfere, kojoj odgovara oblast u Morovoj ravni s obzirom na
neprekidnu funkcionalnu zavisnost ¢, i 7, od ny, n, 1 ny, a koja je data sa (7a.3).

Za dalju analizu, (7a.3) ¢emo pisati u obliku
i 1 1* "
Un_z(‘fz +03)| + 7 =R},

L .

[y

- 12
o, — —;- (03 +0,)| + 12 = Rj, (7a.4)

s 1 -
G‘n_E(Ui‘i‘U‘z) + 2 = R3,
L -

gde su

| 5
Rl = 7 (03 + 03)* + (0, — 0p) (0 — 03) 1] — 0403,
4 1
R; = A (05 + 01)* — (0, — @3) (05 — 05) 12 — 030y, (7a.5)
1
Ry = 4 (01 + 02)2 + (04 — 03) (02 — 03) n; — 040,
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Za odredene vrednosti n,, n, 1 15 (7a.4) predstavlja krugove u ravni o, 7,. Tacnije,
krugovi na jedini¢noj sferi odredeni vrednostima #n,, #, ili ny se preslikavaju u
odgovarajuce krugove u Morovoj ravni. Primera radi, krug za neko odredeno #n,
(sl. 34) se preslikava u krug Morove ravni sa centrom u tacki

i = % (62 + 03)’ Tn = 03

22 (&, pravac)

73/( 63 pravac)
Sl. 34

¢&iji je polupretnik R,, za datu vrednost #,, odreden sa (7a.5),, (sl. 35). Na slican
nacin se i krugovi jedini¢ne sfere, odredeni brojnim vrednostima n, i n,, preslika-
vaju u odgovarajuce krugove ravni o,, 7,. Uopste, krugove u Morovoj ravni odre-
dene sa (7a.4) nazivamo Morovi krugovi. Ovi krugovi i odreduju oblast u ravni
o,, T, koja reprezentuje naponsko stanje u tacki C tela “4. Granice ove oblasti
¢ine Morovi krugovi &iji poluprecnici imaju ekstremne vrednosti s obzirom na
vrednosti n,, n, 1 1, jer su sve ove veli¢ine za uocenu tatku O i poznati tenzor
napona u njoj, jedine promenljive veli¢ine u (7a.5). Ove veli¢ine predstavljaju kosi-
nuse uglova «, f i y koje jedini¢ni vektor = zaklapa sa koordinatnim osama,
tako da je

n, =cosa, ny,=-cosf, ny;=cosy, |n| <L (7a.6)
Kako je
0y =0y =03, (7a.7)

sledi da su izrazi u zagradama u (7a.5) najmanje jednaki nuli. Tada je R, najmanje
kada je n} = 0, ili kada je &« = =/2. Krug koji mu odgovara, koji je u Morovoj
ravni naznaCen sa min R, prema tome predstavlja vrednosti ¢,, 7, koje odgovaraju
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S

1

s %(G1+Gj) ——

1

Sl 35

pravcima z na velikom krugu jedini¢ne sfere u ravni 2,2,. Na sli¢an na¢in moze
se zakljuditi da min R; odgovara vrednosti n; = 0 ili y = =/2 i predstavlja svojim
krugom u Morovoj ravni vrednosti o,, 7, pravca # na krugu u z,z,-ravni. Medutim;
za i = m/2 dobijamo najvedéi polupre¢nik R, ili krug max R, kjoi predstavlja pravce
n U 2Z,-Tavni. '

U svakom sluéaju, oblast koju u-ravni o,, 7, zauzimaju ovi krugovi, odredena
je rasponom vrednosti koje imaju njihovi poluprecnici, a koji je dat izrazima (7a.5).
Na slici 35 je prikazana njihova zajednicka oblast ogranic¢ena krugovima polu-
pre¢nika max R,, min R, i min Ry. Ova oblast je odredena pozitivnom vrednoséu
7, kojom izraZavamo vrednost smifuée komponente vektora napona. Sa slike se
vidi da su ekstremne vrednosti normalnog napona glavni naponi i da oni odgo-
varaju glavnim pravcima. Za svaki drugi pravac = tacka (o,, 7,) ¢e se nalaziti u
naznacenoj oblasti. Problem odredivanja ove tatke za zadani pravac i obrnuto,
problem odredivanja pravca za zadatu tatku Morove ravni su zadaci koji se redavaju
metodom. Morovih krugova.
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Prvi problem se resava potpuno grafi¢ki ako su poznati uglovi «, f i y koje
pravac n zaklapa sa glavnim pravcima tenzora napona, ovde uzeti kao pravci koor-
dinatnog sistema z;,. Tom pravcu odgovara tatka P (o, 7,) koja se nalazi u preseku
Morovih krugova (7a.4), ¢iji su polupreénici odredeni sa (7a.5), kada se u ove izraze
zamene vrednosti 7y, n, i 1, datih sa (7a.6) za zadate uglove. U stvari, P se nalazi
u preseku bilo koja dva od tri kruga. Treti krug nam sluZi kao kontrola tacnosti.

Uoc¢imo krug (7a.4), i odredimo njegov presek sa krugom min R, koji ¢emo
predstaviti u parametarskom obliku

Op — -;— (o5 + o3) = min R, cos 0, : i (Ta.8)

7, = min R sin 6, o © - (72.9)

gde je 0 ugao koji pdteg iz centra ovog kruga (1/2 (g5 + 03), 0) zaklapa sa pozi-
tivnim smerom ¢,-0se. Vrednost min R, je data sa (7a.5), i iznosi

min R, :% bt il Yoh , (72.10)
Ako se (7a.4), napise u obliku
1 ‘ ' 1 l g LA 2 9
I:O'n — — {0y +oy) + — (o9 — 0'3):| + 7. = Ry,
2 2
ili ‘ ' '

2
|:0'n “—l‘ (o2 + 0'3)] + 7% + ‘i‘ (0a — 09 + (03 —0y) [Un i

|
—‘2‘ (og +Ua).] = Rj, |

tada se smenom (7a2.8—9) dobija

min R, (¢, — 04) cos @ = R} — min R} — % (6, — 02 (7a.11)

Polupreénik R; je dat formulom (7a.5),, koja pomocu izraza

14 cos2f
y 2

i posle izvesnog sredivanja ¢lanova formule, glasi

cos? f}

L5 1 1 pary
R‘i:z(o‘z_oﬁ)z—f‘?(0'2"“0_'3)2‘*‘3(0'2_0'1)(‘3'2—0'3)‘30325- (72.12)

Smenom ovog izraza, kao 1 (7a.10) u (7a.11), dobijamo cos 6 = cos 2§ ili
0 =28 (7a.13)

Znadi, Morov krug odreden uglom f sede krug min R, za vrednost njegovog polar-
nog ugla, kada je jednaka dvostrukoj vrednosti ugla f. Na slican nacin bi se po-
kazalo da isti Morov krug sefe min R, kada njegov polarni ugao postane = — 28.
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Potpuno analogna situacija je za Morove krugove odredene uglovima « i y $to je
prikazano na sl. 35.

Ovde izneti zakljutak nam omogucuje da c¢isto graficki odredimo talku P.
Zaista, nanosec¢i ugao 2f sa temenom u C, u pozitivnom smeru, dobijamo u preseku
njegovog kraka sa krugom min R, tatku 4. Tada duz AC, odreduje polupre¢nik
Morovog kruga za ugao . Na slitan nacin se odreduje Morov krug za ugao «.
U preseku ta dva kruga nalazi se tacka P koja reprezentuje naponsko stanje u O
za pravac odreden ovim uglovima. Krug odreden uglom y takode mora da prode
kroz P. U tome se i sastoji kontrola nase konstrukcije.

Obrnut problem nalazenja pravca # kome odgovara tacka P, reSava se obrnu-
tim postupkom. Tada se kroz tacku P, iz centra C,, C, i Cy, povlace Morovi krugovi
do njihovog preseka sa krugovima min R, i min R,. Ove preseéne tacke i odgo-
varajuci centri krugova odreduju pravce koji sa pravcem ¢ ,-ose zaklapaju dvostruke
uglove koje traZeni pravac zaklapa sa glavnim osama, éime je problem reSen.

U sluéaju kada je pravac m zadat svojim komponentama, metoda Morovih
krugova je grafo-analiticka. Tada se iz (7a.6) odreduju njegovi uglovi «, f i ¥ pa
se prethodni postupak ponovi, ili, prema (7a.5) izracunavaju R,, R, i R; za koje
se crtaju Morovi krugovi.

Sa sl. 35 mozemo izvesti jo$ jedan vazan zakljuc¢ak. On se odnosi na ekstremne

. i T ; 1 ;
vrednosti smi¢uce komponente 7,. Odmah se vidi da je 7., = ; (04 —og) 1

da je normalni napon na ravan dejstva maksimalnog smicuceg napona 5 (o1 + 03).
Smenom ovih vrednosti u (7a.3) dobija se

I
fepl=— 1 =0,

2

To pokazuje da maksimalni smifuéi napon deluje na dve ravni koje polove ugao
izmedu dve ravni maksimalnog i minimalnog normalnog napona. Sa slike se vidi
da su tri glavna smi¢uc¢a napona, data svojim algebarskim vrednostima

n

1 1 1
Bl = 727.(62 —03), Ty = 721 (03 —04), 75 = *5 (04— 05) (7a.14)

oni smi¢uéi naponi koji deluju na ravni koje polove uglove izmedu glavnih ravni,
pri éemu je 7., najveci, glavni smi¢uc¢i napon.

Analizirajuéi stanje napona preko Morovih krugova, mi se do sada nismo
upustali u analiticki dokaz nekih zakljuCaka Zele¢i time da istaknemo znacaj ove
metode. Takav zaklju¢ak je da su glavni naponi ekstremne vrednosti komponente
normalnog napona, a glavni pravci njegovi karakteristi¢ni pravci. Analogan zaklju-
¢ak vazi za smi¢uéu komponentu napona. Medutim, nadin na koji smo odredili
glavne napone i glavne pravce ne dokazuje iznetu tvrdnju i mi smo duzni da je
dokazZemo.

Po definiciji je

Oy = Ly - 0 = ', (7a.15)

u odnosu na bilo koji dopustivi sistem koordinata, s obzirom na (4.10). U odnosu
na iste koordinate je

garitnti== 1. (7a.16)
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Tada se problem odredivanja pravaca n* za koje normalna komponenta napona
ima ekstremne vrednosti svodi na problem vezanog ekstremuma, zbog (72.16),
a koji je istovetan problemu odredivanja glavnih izduZenja (IT 10 pod b). Koriste¢i
rezultate tog odeljka, konkretno (2.10.10), za simetriéni tenzor f,;, moZemo pisati

(£ — %) ' = 0, (72.17)

gde smo sa ¢ oznacili Lagranzov mnozitelj veze. Ovaj sistem je potpuno identi¢an
sistemu (7.3). Zbog toga su reSenja ovog sistema, koja predstavljaju ekstremne
vrednosti normalne komponente, jednaka glavnim naponima a njima odgovarajuci
pravei pravci glavnih napona.

Za odredivanje pravaca ekstremnih smic¢u¢ih komponenti napona polazimo
od algebarske vrednosti smi¢uée komponente

Ty = by - M = Lunm, (7a.18)
gde su n i m medusobno ortogonalni jedini¢ni vektori, tj.
gun'nt =1, gum'm' =1, g.nm' =0. (7a.19)

S obzirom na (7a.19) problem odredivanja glavnih pravaca smi¢uce komponente,
ponovo se svodi na uslovni ekstremum koji se pomocu Lagranzovih neodredenih
mnozilaca a, b i ¢, svodi na odredivanja funkcije

a 1
T, = tgn'm' — = gun'n' — Y gumm! — cgmn'm'. (7a.20)

Za promenljive #* i m* ekstremum ove funkcije odreden je iz uslova

0T, 0 T,

on* T om”

¥

koji, u razvijenom obliku, glase

tamt — aggn' — cgm' = 0,
(7a.21)
tyn' — bgym' — cgyn' = 0.

Iz ovog sistema jednalina, simetriénosti tenzora napona i, i (7a.19) odmah se
vidi da je @ = b. Tada se iz (7a.21), prvo sabiranjem a zatim oduzimanjem, dobija

[t — (@ + ¢) gu] (n' +m') =0,
(7a.22)
[t — (@ — ¢) gul (W — m") =0,
koji su po svom obliku potpunoc identiéni sa (7a.17). Prema tome,
n+m, a-tec
n—m, a—ec,

su glavni pravcei i njima odgovarajuée glavne vrednosti napona, tj. saglasno dosa-
dasnjem nacinu obeleZavanja

n,=pn +m), o,=a-+c,
(x #B) (7a.23)
ng=q@# +m), op=a—c.
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Iz (7a.19) i uslova da su vektori n; i nj sistem ortonormiranih vektora, sledi da je

J2
Py = 3
Tada se iz (7a.23) dobija
=YL, =2,

(7a.24)

1 1
= —(6,+08), ¢c=—(,—0¢
2( ), 2( 8)s

iz &ega se moZe zakljuditi da glavni pravci smi¢uéih komponenti polove ugao izmedu
glavnih pravaca napona, ili da glavni smi¢u¢i naponi deluju na ravni koje polove
uglove izmedu glavnih ravni napona. Smenom (7a.24), , u (7a.18) odreduju se
vrednosti smi¢u¢ih napona za ove pravce

s % (0. —0p) (x#B+y;apBy=123), (72.25)

gde je, prema (7a.17), ocigledno
O =Nk, (7a.26)

Ciklickom permutacijom indeksa «, # 1  dobija se (7a.14) ¢ime je analiticki dokaz
zavrien. '

Razmotrimo ukratko dva specijalna slucaja.

Prvi nastaje kada su dva glavna napona jednaka, recimo ¢, = ¢,. Tada je
naponsko stanje cilindri¢no i odredeno Morovim krugom

1 2 1
[G'n = ?(0'1 e aa):l +r=RY R;= *2* (03 — a3).

Sa slike se vidi da je smi¢uéi napon jednak nuli za sve pravce upravne na pravac
glavnog napona o,.

U slu¢aju kada su svi glavni naponi jednaki medusobno, tj. 0, = 05 = 03 = ¢
naponsko stanje se reprezentuje tackom (e, 0) i prema tome je isto za sve pravce.
Kako ova tacka leZi na ¢,-osi oligledno je da je smi¢uéi napon takode jednak za
sve pravce i ravan nuli. Na taj naéin se reprezentuje sferno stanje napona.

7b. POSEBNA NAPONSKA STANJA

Naponsko stanje u tacki tela je odredeno skupom svih vektora napona £,
u toj tacki. Ve ranije smo rekli da se pod skupom svih £, podrazumevaju vektori
napona za sve presecne povrsi kroz tu tacku. U zavisnosti od polozaja skupa £,
u nekoj tacki tela kazemo da je naponsko stanje prostorno, ravansko ili linearno.
Za stanje napona u tacki tela kazemo da je prostorno ako je skup vektora napona,
ili kratko vektori napona £,,, prostorno rasporeden u toj tacki. Mi smo do sada
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izucavali, precutno, takvo stanje napona. Radi definisanosti kaZemo za prese¢nu
ravan, kojoj odgovara vektor napona jednak nuli, da je nenapregnuta.

Medutim od prakti¢nog znacaja su i tri posebna slucaja i to: ravansko stanje
napona, linearno stanje napona i Cisto smicanje.
Ravansko stanje napona
Definicija:
Stanje napona u tacki je ravansko ako vektori napona za sve preseéne ravni
kroz tu tacku lege u jednoj od presecnih ravni.
Teorema:

Stanje napona u tacki je ravansko ako i samo ako su vektori t, (k=1, 2, 3)
komplanarni, 1.

(¢ X &) 4, =0. (7b.1)

Dokaz: Zaista, ako vaZi (7b.1) tada, s obzirom na (4.6), vektori napona £, za bilo
koju prese¢nu ravan kroz uocenu tacku tela leze u ravni vektora #,, ¢, 1 £,. Prema
definiciji, takvo stanje napona je ravansko.

Obrnuto, ako je naponsko stanje u tacki tela ravansko tada su prema definiciji,
vektori napona i za bilo koje tri nekomplanarne ravni, komplanarni. Ako jedini¢ne
vektore ovih ravni obelezimo sa p, g i » a njima odgovarajuce vektore napona sa
tpy tq 1 £, respektivno, bice

eump"qr™ # 0, (76.2)
(t(P) X t(q)) "ty =0. (7b.3)
Koristeéi (4.6) moze se (7b.3) napisati u obliku

(& X t)  t,p"gr™ =0
Kako je
(8 X £)-t, = eyn (t1 X ty) - &y,

ova jednalina postaje oblika
(¢, X t,) - Leapgr™ =0
iz koje, s obzirom na (7b.2), sledi (7b.1). []
Pomoc¢u (4.9) mozemo (7b.1) izraziti u obliku

Ly Iy2 Ly3
tyy  tay  teg| =l IHy=0, (7b.4)
|31 I3z I33

ili u razvijenom obliku
et atim = 0. (7b.5)

Tada je n, jedini¢ni vektor normale presecne ravni u kojoj leZe vektori napona £,
odreden vektorskim proizvodom bilo koja dva od njih, tj. koristeéi (4.10)

& .. Rl S 7 r
[t X Egyl n° = et gutiym = € Ll ey (70.6)
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gde smo sa n, i ng, obeleZili jedini¢ne vektore normala koordinatnih ravni kojima
odgovaraju vektori napona £, i ¢4, ¢iji je intenzitet vektorskog proizveda cbeleZen
sa |2, X t4l|. Toj preseénoj ravni odgovara vektor napona

q r
Mo

klm
- SN A

B = Pk = — 2 =0. (70.7)
(n)p nk

It(a) X t(b)l

Na taj nacin smo dokazali, s obzirom na (4.10), (7b.6) i (7b.5), da je vektor
napona za tu preseénu ravan nula vektor, odnosno: preseéna ravan u kojoj lefe
svi vektori napona za ravansko stanje napona je nenapregnuta.

U sluéaju ravanskog stanja napona (7b.7) vaZi za bilo koje dve nekomplanarne
preseéne ravni, tj. za proizvoljne nekolinearne vektore n,, i n,,. Tada iz (7b.7)
sledi (7b.5), odnosno (7b.1), ¢ime je dokazana ekvivalencija ovih izraza.

Iz (7b.4) se vidi da je matrica tenzora napona, 7, singularna i ranga dva, tj.
jedna vrsta, odnosno kolona, je linearna kombinacija preostale dve vrste, odnosno
kolone. Pogednom koordinatnom transformacijom moZe se uvek zavisna vrsta,
odnosno kolona, anulirati. Bez gubljenja u opstosti moZemo uzeti da je treéa vrsta,
odnosno kolona, ona koja je zavisna i koja se, recimo, u koerdinatnom sistemu 2,
anulira. Tada se matrica tenzora napona u takvom koordinatnom sistemu svodi
na oblik

L1y I3 0
T = {tgr Lo 0)> (76.8)
0 0 0

ili, s obzirom na nacin obeleZavanja komponenata tenzora napona u inzenjerskoj
praksi u odnosu na Dekartov sistem koordinata,

6, T, O
T=\{t, o 0 (76.9)

0 0 0

Tada moZemo kazati: stanje napona u kome je

Uk == sz - O (7b-10)

6:,:'0) Tzz='rz:c=03 T
naziva se ravansko stanje napona u ravni-xy.

Za ravansko stanje napona Morovi krugovi su najéedce koris¢eni metod za
odredivanje vektora napona za proizvoljnu prese¢nu ravan koja sadrZi csu-z. Postu-
pak za njihovo odredivanje je ne$to drugaciji od do sada izloZenog. Radi defini-
sanosti, neka #, jedini¢ni vektor jedne od tih ravni, zaklapa ugao « sa pozitivnhim
smerom x-ose. U ravni-xy ovim vektorom je jednozna¢no odreden mnovi sistem
osa X, i ¥, kao $to je na sl. 36.

Veza izmedu ova dva sistema koordinata odredena je koordinatnom transfor-
macijom
X=xcosa + ysina x=Xcosae —¥ysina
(7b.11)
Jy= —xsina + ycosa y = Xsino« + J cos .
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S obzirom na tenzorski karakter tenzora napona, tj. da njegove komponente zado-
voljavaju transformacioni izraz

dx* dxt
b e 7b.12
T Moxt o (el

\

a)

SlL. 36

pri prelasku sa sistema x na novi sistem X°, lako je pokazati, pomoc¢u (7a.11) i
(7b.12), da je

G, = %(o‘z +a,) + % (¢, — 0,) cos 2a + 1,, sin 2«
: (7b.13)

Tay = Tay COS 20 — % (0, — 0,) sin 2a.

Iz ovog sistema jednaCina, eliminacijom ugla o, dobija se jednacina Morovog kruga
[7. -5 Gt o] +et=re (Tb.14)

gde je R poluprecnik kruga, dat sa

R — % (s — o) + 75, (7b.15)

Za dalju analizu pogodniji je parametarski oblik

1
I 3 =R
T, . (o, +0,) cos y (76.16)

T, = Rsiny,
gde je y ugao koji R zaklapa sa ,-csom.
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Iz (7b.13) i (7b.16) se, posle kre¢eg racunanja, dobija da je

%(o‘, —a,) = Rcos 28

(76.17)
Ty = Rsin 28,
gde je
28 = 2 4. (7b.18)
Tada (7a.16) glasi ; -
1
G, = (0, +0,) + Rcos (2f — 2ua
. 2 ( . 2 @ ) (7b.19)

T, = Rsin (28 — 2a).

Vazno je uoditi da za dato (7b.8) veli¢ine R i 2f su odredeni brojevi u tagki
posmatranog stanja napona, a $to neposredno sledi iz (7b.15) i (7b.17). Prema
tome, naponi &, i 7,, se menjaju u funkciji ugla « kojim su i odredene presecne
ravni.

Iz (7b.14) se vidi da je centar Morovog kruga u taclki C [% (o, +0,)s O]

Morove ravni — ,7, i da prolazi kroz tatku M (o,, 7,,) kojom je odredeno naponsko
stanje za preseénu ravan ¢ija je normala u pravcu x-ose. Sa centrom C i tatkom M
Morov krug je jednoznatno odreden i prikazan na sl. 37.

1 1
iy (64 Gy ) —=— E(G"-Gy) ——

1 1
=36+ 6;) —=t=3(G- 6,) ~
Sl 97

Iz (7b.17) i slike se vidi da je 28 ugao koji zaklapa pravac CM sa pozitivnim
smerom o,-0se. Naponsko stanje za preseénu ravan odredenu uglom « definisano
je tatkom M koja se nalazi u preseku kruga i pravca koji zaklapa ugao

9= 28— 2, (7b.20)
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s obzirom na (7b.16) i (7b.18), sa pozitivnim smerom ¢,-ose. Ovaj pravac se gra-
ficki odreduje nanoSenjem ugla 2« u negativnom smeru, kao $to je na sl 37.

Za razliku od prethodnog slucaja kori$¢enja Morovih krugova, sada dopustamo
moguénost da smi¢uce komponente tenzora napona imaju i negativne vrednosti.
To ¢e biti u slucaju kada je

y =28 —20<0

kao $to je na sl. 38. Na osnovu konvencije o znaku to zna&i da ta smi¢u¢a komponenta
napona za ravan Cija je spoljna normala u pozitivnom smeru x-cse deluje u nega-
tivnom smeru y-ose.

Tn

¥
/

/

X

Sl. 38

G >G;>63=0

Sl. 39

Sa slike se vidi da su glavni naponi ¢, i ¢, odredeni za vrednost uglovay =01
y = a1, respektivno. Iz (7b.20) se vidi da oni odgovaraju presecnim ravnima koje su
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odredene uglovima « = f# i @ = f — 1/2%. Bez gubljenja u op$tosti moZemo uzeti
da je ¢, = o,. Treti glavni napon oy je jednak nuli, $to neposredno sledi iz (7.6)
i (7b.4). Zbog toga skup glavnih napcna, sa stanovi$ta op$tosti razmatranja, ne
mozemo predstaviti kao ureden skup, jer glavni naponi ¢, i ¢, mogu, ali ne moraju
biti istog znaka. Tada je maksimalni smi¢uéi napon odreden sa

1
Tmax — " (Umax — Omin
% ( )

i ne mora da odgovara vrednosti , = R. Takav slu¢aj imamo kada su glavai naponi
0, i 0, istog znaka kao $to je na sl. 39, kada je maksimalni smi¢ud¢i napon jednak
polovini maksimalnog normalnog napona.

Tn

Sl. 40
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U cilju otklanjanja pogre$nog nano$enja ugla u pogre$nom pravcu data je
posebna graficka metoda, koja je ilustrovana na sl. 40. Na njoj j¢ ilustrovana gra-
fi¢ka metcda odredivanja glavnih osa. Objasnjenje postupka se odnosi na sluZaj
pod a). Tatka M Morovog kruga (koja se ponekad naziva poletak ravni ili pol)
spaja se linijama sa tatkama (¢4, 0) i (05, 0) Morove ravni. One su medusobno up-
ravne i paralelne su prese¢nim ravnima u taki tela na koje deluju glavni naponi i to:

linija Mo, paralelna ravni na koju deluje o4, a
linija Mo, paralelna ravni na koju deluje ¢, napon. ﬂ
a) 0z 05 Tay=> 03 b) g oy, Ty <0,
U diugim slucajevima je postupak sli¢an i na njima se ovde ne¢emo zadiZavati.

U odnosu na glavne ose reprezentacija naponskog stanja (&,, 7,,) za preseénu
ravan ¢ija normala sa osom o, = o, zaklapa ugao « je znatno prostija. Tada je

a) Negativno Tyy

.ﬂ(f_jx ] TXY)
26
X
¢ 0 - 61 Gp

G

'b) Pozitivno Txy
sl. 41
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g, = 03, T, = 0 i f=0uodnosu na glavne ose, a parametarske jednacine Morovog
kruga (7b.19) glase

G, = %(01 + @3) + R cos 2,

(7b.21)
T,y = — Rsin 2a.
Na sl. 41 su ilustrovana dva slucaja koji objasnjavaju, saglasno sa (7b.21),,
smer nano$enja ugla 2e.

Na kraju, navedimo neke primere ravanskog stanja napona. Na grani¢noj
povrdini tela, slobodnoj od optereéenja, stanje napona je lokalno ravno, jer je vektor
napona za tangentnu ravan jednak nuli. Ravansko stanje napona u telu postoji
aproksimativno i kada je to telo tanka ravna ploca napregnuta na svojim ivicama
paralelno ravni ploce, tako da ne postoji izvijenje niti savijanje.

Vezbanja
1. Izvest (7b.4).

2. Dokazati da je, u slu¢aju ravanskog stanja napona glavni pravac koji odgovara
glavnom naponu jednak nuli, upravan na nenapregnutu ravan.

3. Grafickom metodom odrediti glavne ose tenzora napcna u slucajevima koji
nisu ilustrovani sl. 41:
8 005 Ty = 0 bY <06, 5, = O
4. Za ravansko stanje napona
o, =10, ¢,=40, 7, =20
(zadate su samo brojne vrednosti) odrediti:
glavne napone i pravce njihovog delovanja,
maksimalni smic¢ué¢i napona.
Ispitati naponsko stanje metodom Morovog kruga i nacrtati element na koji
deluju glavni naponi.
5. Isto kao u prethodnom zadatku, ali u slu¢aju kada je:
a) o, =55 g, =15 Ty =10,
b) 6,=—30 o¢,=10 Tay = 20,
c) o,

30 g, =—10 1z, =—20,
d) o,=-—10 o, =30 T,y = —20.

I

Il

v

7¢. LINEARNO STANJE NAPONA

Sa stanovi$ta analize naponskog stanja, linearno stanje napona je najjednostav-
nije. Smatramo da, na osnovu prethodnih odeljaka, ¢italac moZe samostalno izvesti
zakljucke i dokazati teoreme koje navodimo.

Definicija: Stanje napona u racki tela je linearno ako su vektori napona
za sve preseCne ravni kroz tu tacku kolinearni.
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Teorema 1: Stanje napona u talki je linearno ako i samo ako su wvektori
t, (k=1,2,3) kolincarni, tj.

6 X t, =0, (k1.

Teorema 2: Presecne ravni koje sadrze vektore napona, u slucaju linearnog
stanja napona, su nenapregnute.

Teorema 3: U slutaju linearnog stanja napona postoji samo jedan glavni
napon rasli¢it od nule.

Posledica Teoreme 3: Glavni pravci tenzora napona u slucaju line-
arnog stamja napona mnisu jednognacno odredeni. Jednoznaino je odreden
samo glavni pravac koji odgovara glavnom naponu razlicitom od nule.
Druga dva glavna pravca mogu biti bilo koja dva upravna pravca koja leZe
u ravni upravnol na jednoznacno odredent glavni pravac.

Bez gubljenja u opstosti moZemo uzeti da je oy # 0. Tada matrica napona,
u odnosu na glavne pravce, ima oblik

o 0 0
T={p 0 0]
0O 0 0

Vezibanja

1. Dokazati da je, u sludaju linearnog stanja napona, glavni pravac kcji odgovara
glavnom naponu razli¢itom od nule kolinearan sa vektorima napona.

7d. CISTO SMICANJE

Definicija: Stanje napona u tacki je Eisto smicanje ako je L1y = 30 = I3y =
=0 za neki sistem koordinara u toj tacki.

Teorema: Potreban i dovoljan uslov da bi naponsko stanje u talki bilo
¢isto smicanje jeste da je I, = 0.

Dokaz:

Dokaz ¢emo izvesti u odnosu na Dekartov sistem koordinata.

Uslov je potreban. Zaista, ako je stanje napona Cisto smicanje, onda, po defi-
niciji, postoji sistem koordinata u datoj tacki u odnosu na kojije ;5 = 5 = I35 = 0.
Tada je i I; = 0 u odnosu na taj sistem koordinata. Medutim, kako je I,= 0.
skalarna invarijanta, tj., kako je I; = I za bilo koji drugi sistem koordinata, sledi
da je takode I; = 0 u odnosu na bilo koji sistem dopustiv u toj tacki.

Uslov je dovoljan. Mi éemo ga dokazati, bez gubljenja u opstosti, geometrijski.

Neka je uslov I; = t;; - a5 -+ £33 = 0 ispunjen u odnosu na sistem koordi-
nata z* u datoj tatki. Treba pokazati, da u tom slu¢aju, postoji sistem koordinata z*
u odnosu na koji je fi4 =Zgp =133 = 0.

Iz izraza ry4 - Ly, + 33 = O sledi da je bar jedan od ovih napona — recimo
ty; — pozitivan, a bar jedan — recimo t,, — negativan. Zna se da je i svaki od
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njih normalni napon za odgovarajuéu preseénu povrs kroz datu tafku. To znadi
da se svaki od njih dobija iz izraza o, = r,;n,1, koji pokazuje da su normalni naponi
o, u datoj tacki neprekidne funkcije jedini¢nog vektora normale » kojim se odre-
duju preseCne ravni kroz tu tacku. Tako se, na primer, rotacijom povrinskog
elementa upravnog na osu z' (kome odgovara, po pretpostavci, £,; = 0) oko ose
z® normalni napon za tu povr$ neprekidno menja u funkciji rotacije. Jedan od
njegovih moguc¢ih poloZaja jeste poloZaj upravan na osu z* (sl. 42 pod a).

28

i3
e

S

122 E
L
A N |

ty
5

(a)

Sl 42

Tom poloZaju odgovara naponsko stanje, po pretpostavci r,, << 0. Na osnovu
prethodno re¢enog, moZzemo zakljuciti da se pri tome nije promenila samo vrednost
normalnog napona, nego i njegov znak. Ali, s obzirom na neprekidnost te promene,
sledi da mora postojati neki medupolezaj rotiranog povrinskog elementa za koji
je vrednost normalnog napona jednaka nuli. U tom polozaju povriinski element
je odreden svojim jedini¢nim vektorom spoljne normale, recimo L. U njegovom
pravcu je o; = 0.

Sada izaberimo bilo koja dva proizvoljna pravca koji sa pravcem vektora A
¢ine ortogonalan sistem koordinata (s1.42 pod b). Tako dobijeni sistem koordinata
obelezimo sa z'. Radi definisanosti mozZemo obeleZiti sa z! koordinatnu osu u
pravcu vektora A. Tada je 0, = 1,;, = 01 I;= I;f= [, -+ 33 = 0. Odavde sledi
dasuf,,ifs; suprotnog znaka. Prema tome, ako je f,, > 0,ondaje f;3 = — 755 < 0.
Rotacijom povrsinskog elementa upravnog naosu z* oko ose z' do polozaja upravnog
na osu z? prolazimo neprekidan niz vrednosti normalnog napona tog povrsinskog
elementa od f,, > 0 do f33 << 0. To znati, da postoji jedan medupolozaj povrsinskog
elementa za koji je normalni napona jednak nuli. Neka je taj polozaj odreden jedi-
ni¢nim vektorom normale povriinskog elementa p. Tada je o, = 0. Ako sada

izaberemo novi koordinatni sistem z*, tako da je 2! = Z', 2% u pravcu p i z% upravno
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na z! i =% dobijamo sistem u kome je Z,, = f;; =0, T4, = 0, = 0. Kao posledica
uslova I, = I; i I; =0 sledi da je i T35 = 0. To znati da je T, =T,y =733 =0
za sistem z*. [

Bitno je napomenuti da sistem z* nije jedinstven. Pri njegovoj konstrukciji
poslo se od proizvoljnog sistema 5. Za drugi izbor 2* odredili bii drugo z*. Drukgéije
re¢eno, ako postoji jedan sistem, onda postoji beskonacno mnogo sistema z* za
koje je 714 =Tg3 =133 =0.

Prema definiciji Cistog smicanja kao i srednjeg napona, a saglasno ovoj
teoiemi, sledi:

Naponsko stanje je fisto smicanje ako 1 samo ako je oy = 0;

Naponsko stanje je Cisto smicanje ako i samo ako je tenzor napona jednak
svom devijatorskom delu.

8. KOSIJEVI ZAKONI KRETANJA

U cilju opstosti mi dalje pretpostavljamo da u posmatranom telu, u toku
njegovog kretanja, postoji povrs diskontinuiteta o (r) koja mozZe, ali ne mora biti
materijalne prirode. Kao $to je receno u III 7, sa fiziCkog stanovista, takva povr§
moze biti npr. talas koji se u telu prostire brzinom u,.

Tada se, u odsustvu zapreminskih i povrsinskih spregova, Ojlerovi zekoni
(3.3) i (3.4) mogu napisati u obliku

d
= J'defv = ;t(m da+ J' o fdvo, (8.1)

dit [ep X vdvo= [ p X t,da+ [op X fdv, (8.2)
v & 3

gde su » 1 ¥ materijalna zapremina i grani¢na povr$ posmatranog tela. Ovi izrazi
su oblika opsteg zakona balansa datog sa (3.14.1), koji ¢emo dalje koristiti za izvo-
denje lokalnih oblika ovih zakona balansa. U tom cilju mi pretpostavljamo da vaZzi
lokalni zakon balanse mase (3.14.5) koji povlate za sobom lokalni zakon balansa
(3.14.7). Identifikacijom veli¢ina y, @ i p u (8.1) i (8.2) odmah dobijamo njihove
Iokalne oblike.

Ovaj postupak ¢emo primeniti prvo na (8.1).

Poredenjem ovog izraza sa (3.14.1) mi identifikujemo: psa v, psa f 1 @ - da
sa £, da. Koristeci (4.6) i izraz da = nda moZemo pisati

@ da = @ nda = D" n,da = t,,da,
odakle vidimo da je @n = ¢, i @ = t" = g¥"¢ tj.
D=t On—=t¢,,. (8.3)
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Smenom ovih veli¢ina u (3.14.7) dobijamo

/o ¢
A BNEl oW =0 u w—u (3.4)
Jg o ox®

qt(n)

+ oo (e —v) - n] =0 na o.

Jednaginu (8.4), nazivamo proi KoSijev zakon kretanja, a (8.4), uslov skoka na povrsi
diskontinuiteta o ().

Poredenjem (8.2) sa (3.14.1) identifikujemo: p sa p X v, psap X fi @ da
sa p X t,,da. Kao i u prethodnom slucaju lako je videti da je
@ da = ® nda = D nyda = p X t,da,
tj.
Pn=p xXt,id=pxTt (8.5)

Smenom tako identifikovanih veli¢ina u (3.14.7) dobijamo

ik
P X \/%agfkt +9(f—b)]+gk><t"=0 Wow =g

P x[ov(u —v)-n+t,]=0nao,

pri cemu pretpostavljamo da na povrsi diskontinuiteta kretanje materijalnih Cestica
ne trpi diskontinuitet, tj. te povrsi nisu, na primer, prskotine i na njima je[p] =
Pretpostavljajuci da vazi prvi KoSijev zakon kretanja (8.4),, prva od ovih jednakosti
se svodi na

g Xtt=0uv—¢ (8.6)

i naziva se drugi KoSijev zakon kretanja. Druga jednakost je, na osnovu (8.4),,
identi¢ki zadovoljena. Time smo dokazali stav:

— Provi i drugi Kofijev zakon kretanja, zajedno sa uslovom skoka, pred-
stavljaju potrebne © dovoljne uslove za lokalne zakone balansa kolifine kre-
tanja i momenta koli¢ine kretanja.

Ako se koriste relacije

t =g, J.—aig—-—{l‘,
g ox* ki
og, _m o = 3.7
_ax:_{kl} m> gng!_Eklmg ( * )

onda se prvi i drugi KoSijev zakon kretanja, (8.4), i (8.6), kao i uslov skoka (8.4),
mogu napisati u komponentalnom obliku

4+ o(ff —2) =0, gt =0uov—a, (8.8)
[£*n, + pv' (4, — v,)] =0 na o, (8.9)

Izrazen na ovaj natin, prvi Ko$ijev zakon predstavlja sistem parcijalnih diferen-
cijalnih jedna¢ina koje nazivamo Kosijeve jednaline kretanja.
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Drugi Kodijev zakon kretanja (8.8), nam kaZe da je antisimetri¢an deo tenzora
napona jednak nuli, " = 0, §to je ekvivalentno tvrdenju da je tenzor napona
simetrican, tj.

o = pl¥, (8.10)

Dalja analiza uslova skoka (3.14.5), i (8.9) nam omoguéuje da ih napiemo u
kompaktnijem i pogodnijem obliku

[ou] = 0, (8.11)
[, + oud'] = 0, (8.12)

gde je, s obzirom na (3.4.17),
W=y — Uy (8.13)

lokalna brzina prostiranja. Koristeéi (3.7.1), (4.10) i (8.11) moZemo krade pisati
(8.12) kao

[l + 0% ['] = O, (8.14)
koji ¢emo analizirati u slede¢im specijalnim slucajevima:
a) Povrs diskontinuiteta je materijalna povrs.
Tada je prema III 4, u =0 i

[l = 0, (8.15)

tj. vektor napona na materijalnoj povrsi je neprekidan. Takva povrs moze biti neka
medupovr§ koja razdvaja dve materijalne sredine ili grani¢na povr$ tela. U slucaju
grani¢ne povrsi tela moZemo ¢, interpretirati kao spoljasnje povriinsko optere-
¢enje p'. Tada nam (8.15) daje grani¢ne uslove (4.13); koje smo ranije izveli na
drugi nacin.

b) Na povrsi diskontinuiteta je [2'] = 0.

I u tom slu€aju vazi (8.15). Ako uvedemo pojam udarne povrii kao povrsi
na kojoj je [z,] = 0 onda moZemo kazati: na povri diskontinuiteta koja nije udarna
povr$ vektor napona je neprekidan.

c) Povrs diskontinuiteta je fiksna povrs.
Tada je u, = 01 (8.11) i (8.12) postaju

lova] =0, [ — ov*o'] m, = 0. (8.16)

Takve povr$i su kontrolne povrsi.

Detaljnom analizom mogude je izvesti i druge vrlo vazne fizitke zakljucke.
Mi se na tome neéemo zadrZavati smatrajuci da smo na ovim primerima donekle
istakli znacaj postojanja povr$i diskontinuiteta.

Za dalju analizu Kogijevih zakona kretanja i povr3i diskontinuiteta pogodniji
je njihov slede¢i oblik pisanja

divT+po(f—a)=0ili V' T+o(f—a)=0, (8.17)
T = T%, (8.18)
[T n+ ov(u, —v,)] =0 (8.19)

gde je {/ operator gradijenta.
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Napomena:

Vrlo je vazno podvudéi znacaj i ulogu zakona konzervacije mase pri izvodenju
drugih zakona balansa. Njega smo koristili pri izvodenju op$teg zakona balansa
u lokalnom obliku (3.14.6), pa prema tome i u izvodenju zakona balansa koli¢ine
kretanja i momenta koli¢ine kretanja. Takode, izvodenju zakona balansa momenta
koli¢ine kretanja prethodi zakon balansa koli¢ine kretanja. Svi oni prethode izvo-
denju zakona balansa energije, $to ¢emo kasnije detaljno razmatrati.

VeZbanja

1. Pokazati da prve Koéijeve jednadine kretanja glase:
a) u odnosu na Dekartove koordinate (x,y, 2)

Q(awer v, s 4 g avz+ 3”:):?fu.+a_‘$£+a—t“-—i—efx;

v, ——
ot o ! dy 0z

Ox dy oz
dv, dv, 6‘0 dv, ot,, Ly = Ot
Uy -I- —= ==+,
Q(az ox az) =t y+5z o
0o, dv, av, dv, ar, ar, a,,
to.—~+y—+o = iRl
((3‘ Ox " oy az) dx * dy 0Oz o

b) u odnosu na cilindarske koordinate (r, 0, 2)

U ——F— —— = + v, —
at or + r 00 ¥ s

3 (av,, dv, v, 0v, v 87;,)

1 @ 1 4 Ly Oty
. rtrr +‘ L, R o + rs
r&r( ) raﬂ(ﬂ r+az ofrs

@(@a+v%a+&fﬁ %) L2 L % , O,

2 gty @ ) ¥ G0

c) u odnosu na sferne koordinate (r, 8, ¢)

(Bv, dv, v, 0v, 7, Ov, v+ 7
el|l— + v, A L e 7) r
ot or v a0 rsinf dp r

— L) b (i 6) T e
rt ‘3” rsin 0 dg r
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(ng)t,f P ap, + Ty v, | Uy 00, DD, _Pﬁctg_ﬁ_) _
d 20 ' rsind dp 7 r
1 0 1 ot ctg
e ( Er) + s Ao (tﬂﬂ Sln ) + 2 - g w@ + 'Dfﬁ]
ol sin 0 rsin 6 Bcp
do, é‘vq, v, 07, Vp 00Uy U0, | Tyl
—% 4o, - — - I Tetg ) =
Q(Gt T e T4 00  rsin o r * r 5 )
1 0 1 dt
— Ll ) it )+ T gy,
3 or For sin2@ 80 rsin 0 dp + &

gde su sve veli¢ine izraZene preko svojih fizickih koordinata.

2. Pokazati da se prvi Kosijev zakon kretanja moZe napisati u obliku

T P
pe i Sl g L e

gde je.&F = o¥
3. U slu¢aju stati¢ke ravnoteze ubrzanje © = a je jednako nuli. Tada diferencijalne
jednatine kretanja ili prve Kosijeve jednaline kretanja (8.8); glase
5 +off =0
i nazivamo ih jednaéinama ravnoteZe.

Pokazati da je opste reSenje jednacina ravnoteze, u sluc¢aju odsustva zapre-
minskih sila, dato sa

kl . okrpglsg
£ =gy

gde su a,, proizvoljne neprekidne dva puta diferencijabilne funkcije koje pred-
stavljaju komponente tenzora drugog reda, i nazivaju se funkcije napona.

4. Pokazati da se (8.9),, u odnosu na pravac normale i tangentnu ravan povr$i
diskontinuiteta, mozZe predstaviti u obliku

[on — 0] = 0, [7.] + e*u*[%,] =0,

gde je x,-komponenta vektora brzine x = 2 u tangentnoj ravni povrii diskon-
tinuiteta.

5. Koriste¢i (8.11) u prethodnom zadatku pokazati da je
,Qiﬁd_ﬂﬂ wy = — JIUPI"
e [e] [l

tj. brzine prostiranja udarnog talasa (udarne povr$i) su odredene skokom nor-
malnog napona i vrednostima gustine na svakoj strani udarnog talasa.

ili

wy = —

6. Pokazati da je
u
Uj\' — ui(n) = T-—ﬁ
Ve ntn
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9. JEDNACINE KRETANJA U ODNOSU NA REFERENTNU

KONFIGURACIJU
Kosijeve jednadine kretanja (8.8),, kao i sve veli¢ine koje se u njoj pojavljuju:
o — gustina,
t* — tenzor napona,
¥ — brzine,
f¥ — zapreminska sila

izrazene su u odnosu na nezavisne promenljive:

x* — prostorne koordinate i

r — vreme.
Sa matematickog stanovista, kao $to je ve¢ receno, one predstavljaju nelinearni sistem
parcijalnih diferencijalnih jednacdina po navedenim promenljivim, za Cije je reda-
vanje potrebno poznavanje i uslova koje odgovarajuce veliCine zadovoljavaju na
graniénoj povi#i tela u svakom trenutku. Za poznavanje ovih uslova prethodno je
potrebno znati grani¢nu povr$, koja se kod deformabilnog tela menja i po obliku
i polozaju i zavise od nepoznatog polja pomeranja, $to predstavlja problem za sebe.

S druge strane, poéetni polozaj tela, pa prema tome i njegove grani¢ne pevrsi,
je poznat. Zbog toga je grani¢ne uslove pogodno izraziti u odnosu na referentnu
konfiguraciju tela, konfigtraciju u kojoj znamo grani¢nu povrs tela, a koju mozemo
uzeti za pocetnu. To posebno vaZi za elasti¢na tela koja poseduju -privilegisanu
konfiguraciju u kojoj je telo nenapregnuto i u koje se vraca po prestanku dejstva
sila i koje definiSemo kao njegovo prirodno stanje. To znadi da se grani¢ni uslovi
izraZavaju u odnosu na materijalne koordinate X*, dopustive u referentnoj konfi-
guraciji. Da bi se ovako izrazeni grani¢ni uslovi mogli koristiti, nuZno je izraziti
i jednacine kretanja u odnosu na referentno stanje. Medutim, to nije samo izia-
zavanje funkcionalne zavisnosti veliina, koje figuridu u jednacinama kretanja,
od promenljivih X*, zamenom x* sa x* = x* (X¥, 1), (kao $to smc videli u IIT 14)
nego i prevodenja odgovarajuc¢ih veli¢ina u referentnu konfiguraciju. Tako za
gustinu p imamo, saglasno materijalnim jedna¢inama neprekidnosti, (3.13.4).

U sustini, mi treba da nademo odgovarajuce lokalne zakone balanse u refe-
rentnoj konfiguraciji Ojlerovih zakona (8.1) i (8.2). Postupejudi na naéin izloZen
u prethodnom odeljku i koriste¢i sada (3.14.14) u (8.1), kada se uzme u cbzir da je

p—o(en—ox(X0,d p—f O —¢ =T

lako je videti da prvi Ko$ijev zakon kretanja u referentnoj konfiguraciji, kao 1 skok
na povrsi diskontinuiteta, glase respektivno

e e = 0)=0 uV-3 ©9.1)
[TA*Ng + 002Uy =0 mna X
gde je, saglasno sa (3.14.12),
T* = JX5¢. (9.2)
Koriste¢i pak (3.14.14) u (8.2), (9.1), kao i ¢injenicu da je sada
py=pxuv, p=pXf, *=p x ¢, ®*¥=p xTX
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dobijamo drugi Koégijev zakon
& X T*xfx =0, (9.3)
Odgovarajuca relacija skoka je u ovom sluc¢aju identi¢ki zadovoljena.

Pisanje ovih izraza u komponentalnom obliku bitno je vezano za T*, datog
sa (9.2), zbog &ega se zadrzavamo na njegovoj analizi. Ako se uzme u obzir da je
dAy = NydA tada moZemo pisati, analogno sa (4.6), da je

T%4A, — T*NdA = T pdA. (9.4)

Smisao ove veli¢ine se moZe odrediti iz (9.2) kada se ova relacija pomnoZi sa dy
i iskoristi (2.15.8), (4.6) i (3.1). Tada se vidi da je

T nydA = t,,da = db, (9.5)

tj. tako definisana veli¢ina f'f'(m predstavlja silu koja deluje na element deformisane
povriine ratunatu po jedinici nedeformisane povriine (sl. 43). Takode je

dpt = Thydd i Tpy= TNy, (9.6)
s obzirom na (9.5) i (9.4) respektivno, gde je
TX = T*g, (9.7)

Sl 43

1 odnosu na prostorni sistem koordinata. Tako definisani tenzor 7" se naziva.
proi Piola-Kirhofov (Piola-Kirchhoff) tenzor i predstavlja napon u x meren po
jedinici povréine u X; sa tenzo1skog stanovi$ta on predstavlja dvostruko tenzorsko
polje. 1z (9.7)1(9.6), se vidi da je drugi indeks tenzora T*¥ indeks normale preseéne
ravni, za razliku od tenzora ' kod koga tu ulogu obiéno ima (s obzirom na inZe-
njersku praksu) prvi indeks.

Veza izmedu Piola-Kirhofovog tenzora, koji ¢emo dalje obelezavati sa T, (koji
se ponekad naziva Lagranzov tenzor napona) itenzora T" (ili Ko§ijev tenzor napona)
sledi neposredno iz (9.7) 1 (9.2) i glasi

7 T = JMXE, = J1T# (9.8)
ili .

T, = JT(FY)7?, T = J\T,F". (9.8a)
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Koriste¢i (8.7);, dualni izraz za (8.7) u odnosu na materijalne koordinate
lako je pokazati da je

1 0J/G T g, oTeE K &
wot SN R R S Tk m = T o 9_9 ;
JG ax* ( ax% s A [LK} 5 {lm} x,x) Sk k8 (9.9)

Smenom ovog izraza i (9.7) u (9.1), kao i (8.7), u (9.3), dobijamo Kosijeve zakone
kretanja u referentnoj konfiguraciji

T*E + oo (f* —0%) =0
uwvr—I (9.10)
eum¥x T =0
i njima odgovarajuci skok
[[TkKNK + QDUkUN]] =0 na Z. (9.1])

Iz (9.10), se vidi da je
AT =0, (9.10a)

tj. prvi Piola-Kirhofov tenzor nepona nije simetrican.
Uvodenjem tenzora '

ToE = T = JXR X, (9.12)
koji se maziva drugi Piola-Kirhofov tenzor, ovaj nedostatak se eliminile. Zeista,
iz (9.12) ili, jo§ jednostavnije, iz (8.8), sledi da je

TEE = TT%, (9.13)

tj. drugi Piola-Kirhofov tenzor napona je simetri¢an. Medutim, u tom sludaju
su jednacine kretanja (9.10), komplikovanije. To se nejbolje vidi iz njihovog razvi-
jenog oblika
aT.\:K
0X*
kada se izraze prekc prvog Piola-Kirhofovog tenzora napona, odnosno
xmxl, xf ) TEE |- E— ) =0, 9.15)
e ({mz} et { o ) 7) T oo — 9 9.15)
kada se izraze preko drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona.
Iz (9.12), koristeéi (2.5.5), lako je pokazati da je

TkK _ JC;LTLK (916)

ol :l} et T[N - =0, 01

¥ o— J-lgkyxt TRE, (9.17)

Uporedujuéi (9.17)1(9.12),, uzimajuéi u obzir di suJiJ?! dualne veli¢ine , moZemo
zakljuditi da su Kosijev tenzor ¢ i drugi Piola-Kirhofov tenzor T%* dualne veli-
¢ine. Na csnovu principa dualnosti tada moZemo posmatrati 7% u referentnoj
konfiguraciji na isti nacin kao i ¢ u trenutnoj konfiguraciji tele. Tako se vektor
napona Ty, dat sa

Ty = T*ENy, (9.18)
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koji je dualan sa ¢, = t"n,, definide kao neka za sada neodredena sila dB po
jedinici povriine dA, tj.
dB*®

B 9.19

= (9.19)
§to je oligledno dualno sa (3.1). Mnozeci (9.17) sa da, i koristeci (2.15.8), (4.10),
(3.1), (9.18) i (9.19) dobija se da je

db* = xlydB", (9.20)

tj. sile db i dB se nalaze u istom odnosu kao i prostorni element dx prema njegovom
materijalnom elementu dX s obzirom na relaciju dx* = x¥ dX*. Time je odredena
sila dB kao i njen smisao (sl. 43).

Sa fizickog stanovista Piola-Kirhofovi tenzori nisu stvarne veli¢ine zbog
¢ega se nazivaju pseudo-tenzori napona. Pogodni su za teorijska razmatranja zbog
Cega se (9.10) Cesto koristi u obliku

Div T + ¢ (f —a) =0, 9:21)

FT. = T,F".
Vezbanja

1. Pokazati da je:

a) T =N grmig —u, e,

b) TX: — %’g“gw (G — tp.x) (8 — g, 1) 2.

2. U odnosu na isti sistem koordinata (npr. u odnosu na zajedni¢ki koordinatni
sistem), koriste¢i prethodni zadatak, prodiskutovati slucajeve kada je:

a) ;<1 i b)rykl.

3. Pokazati da nema razlike izmedu KosSijevog i Piola-Kirhofovih tenzora napona
izrazenih u odnosu na zajedniCki sistem kada su i &, i 7, jednovremeno
male veli¢ine u odnosu na jedinicu.

4. Koristedi (9.2) u (8.4), kao i III 14 zadatak 5., izvesti (9.1).
5. Izvesti (9.10) neposredno iz (8.8) koristedi (9.8) i III 14 zadatak 6.
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V ENERGIJA I ENTROPITA

1. OSNOVNE DEFINICIJE

U ovom odeljku definiSemo odredene pojmove od znacaja za dalji deo izlaganja,
posebno u termodinamici kontinuuma.

Sistem. Stanje. Parametri stanja

U mehanici kontinuuma rermodinamickim sistemom se naziva materijalno telo
&ija se termodinamidka svojstva izu¢avaju. To je posebna oblast prostora u kojoj
je materija neprekidno rasporedena. Povr§, koja obuhvata tu oblast, naziva se
granica sistema. Grani¢na povr§ sistema moze biti stvarna ili imaginarna. MozZe
se kretati zajedno sa materijom uocenog sistema ili biti fiksirana u prostoru. Fiksi-
rana povrs je pogodna za kontrolu protoka materije kroz nju, zbog Cega se i naziva
kontrolna povrs. Izbor grani¢ne povrsi sistema obicno zavisi od vrste problema koji
izuc¢avamo.

Oblast prostora izvan sistema naziva se njegovom okolinom. Interakcija izmedu
sistema i okoline odredena je prirodom njihove zajednicke granice. Ako grani¢na
povr$ ne dopusta prolazak materije, sistem je zarvorem, u protivnom je otvoren.
Sistem koji nema interakcije sa okolinom je izolozan.

Primetimo da je zatvoren sistem sistem konstantne mase. Obrnuto ne vazi,
tj. sistem konstantne mase ne mora biti zatvoren. To je slu¢aj otvorenog sistema
koji gubi onoliko mase koliko je dobija.

Ako za dati termodinamicki sistem znamo sve informacije koje su nam pctrebne
za trazeno opisivanje sistema, kazemo da je stanje sistema poznato. Fizicke velicine
koje mozemo meriti direktno ili indirektno i koje odreduju ove informacije ili,
preciznije re¢eno, koje karakteriu termodinamicko stanje nazivamo termodina-
mickim parametrima stanja, promenljivim stanja ili kratko parametrima. Oni opisuju
pojedine osobine sistema. Primeri parametra stanja su measa sistema, njegova zapre-
mina, deformacija, napon itd.
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Za sistem se kaze da je homogen ako parametri stanja ne zavise u uocenom
trenutku od polozaja Cestice u telu. U protivnom slu¢aju sistem je nehomogen.

Proces. U opstem slucaju, termodinamicki sistem ne ostaje u jednom istom
stanju, nego se menja sa vremenom. Promena stanja sistema podrazumeva promenu
vrednosti bar jedne njegove osobine. U tom slucaju parametri stanja su funkcije
vremena i kaZe se da je sistem podvrgnut termodinamickom procesu. Ako su para-
metri stanja nezavisni od vremena, za sistem se kaze da je u termodinamickoj rav-
notezi.

Posebni primeri termodinamickih procesa su

i. Proces pri konstantnoj temperaturi ili zzotermicki proces,

ii. Proces pri konstantnom pritisku ili izobariéni proces,

iii. Procesi pri konstantnoj energiji, pri konstantnoj zapremini,

iiii. Proces koji se odvija bez razmene toplote sistema sa okolinom ili adijabarski
proces.

Za sistem koji je podvrgnut takvom procesu da se na kraju sistem vraca u
podetno stanje, kazemo da je podvrgnut ciklickom precesu. Na kraju cikli¢nog
procesa sva svojstva sistema imaju iste pocetne vrednosti nezavisno od prirode
ciklusa.

U termodinamici se svi procesi dele na reverzibilne (povratne) i ireverzibilne
(nepovratne). Reverzibilni proces je idealizovani proces koji se mozZe izvesti u
suprotnom smeru, tako da sistem prolazi kroz ista medustanja kao i pri stvarnom
procesu, vracajuci sistem u pocetno stanje. Proces koji ne zadovoljava ove uslove
naziva se ireverzibilnim. Napominjemo da su svi realni procesi ireverzibilni, u
svakom slucaju zbog opste prisutnog trenja koje nepovratno pretvara rad u toplotu.

U Kklasi¢noj termodinamici posebno znalenje imaju tzv. kvazistaticki procesi,
tj. procesi koji se definifu kao uzastopan niz ravnoteznih stanja sistema. Takvi
procesi se odvijaju beskonatno malim brzinama.

Funkcije stanja. Jednaéine stanja. Do sada nije bilo re¢i o medusobnoj
zavisnosti parametara stanja. Medutim, iskustvo nas uli da promene osobina
sistema nisu medusobno nezavisne. Drukcije re¢enc, to znadi da je samo konacan
broj parametara stanja nezavistan, tj. nisu funkcije drugih parametara stanja.
Takvi parametri stanja su primitivni ili osnovni u odnosu na ostale parametre
stanja. Radi definisanosti, kazemo za bile koji skup nezavisnih parametara stanja,
koji potpuno i jednoznacéno odreduju stanje sistema, da je porpun. Broj parametara
potpunog skupa (parametara) odreduje tzv. stepen slobode sistema.

Parametri koji jednoznatno zavise od potpunog skupa parametara nazivaju
se funkcije stanja. Zahtev jednoznacnosti je bitan. U protivnom bi postojala funk-
cionalna zavisnost izmedu parametara potpunog skupa, tj. svi parametri potpunog
skupa ne bi bili nezavisni, §to je suprotno definiciji potpunog skupa parametara.

QOvaj zahtev dovodi i do drugih vaznih zakljucaka. Naime, vrednost
funkcije stanja za dato stanje sistema, recimo §, ne zavisi od procesa kojim je sistem
doveden iz drugog stanja S, u dato stanje. Zaiste, kada to ne bi bio slu¢aj, tada bi,
prevodedi sistem iz stanja S, u stanje S pomocu dve razli¢ite putanje, registrovali
dve razlitite vrednosti funkcije stanja u S, §to je suprotno pretpostavci da je funkcija
stanja jednoznatna. (Termin putanja se odnosi na copis svih stanja koje sistem
prolazi za vreme promene stanja. Prema tome, putanja se opisuje preko parametara
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potpunog skupa koji odreduju medustanja sisterna. Posledica tcga je da je integral
funkcije stanja duZ zatvorene putanje, kojom se definiSe jedan cikli¢ki proces,
jednak nuli.

Posto je krivolinijski integral totalnog diferencijala
0o
dzy

do dz,

funkcije @ (z;), nezavisan od putanje integracije izmedu datih granica, uobicajeno
je u klasi¢noj termodinamici da se elementarni prirastaj funkcije stanja identifikuje
sa njenim totalnim diferencijalom. Jasno je da svaki prirastaj Af funkcije f(z)
koji se moze izraziti u obliku

Af = fdz,
gde je f, = fi (2,), nije totalni diferencijal funkcije f. Za to je potrebno da bude
3 af ; o f o
= kada je = i —_— =
Jor = Jus fe 02y 02,02, 02,02

(Sto predstavlja uslove integrabilnosti). To je slu¢aj kada su u pitanju funkcije
stanja.
Na osnovu svega iznetog sledi da se svaka funkcija stanja X ,, moZe jednoznacno
izraziti u obliku
e=1,...,m
sz == sz (xj)a
F=lssvm ¥

gde su x; — parametri stanja potpunog skupa parametara. Jednacine ovog oblika
nazivaju se jednalinama stanja.

Ekstenzivne, intenzivne i specifi¢ne veli¢ine

Sve parametre, bez obzira na to da li su nezavisni ili zavisni, moZemo podeliti
na dve vrste: intenzivne i ekstenzivne. Termodinamicke veli¢ine ili promenjive
koje ne zavise od mase ili broja Cestica sistema nazivamo intenzivnim veli¢inama
(pritisak, gustina, temperatura itd.), a veli¢ine koje su proporcionalne masi ili
broju ¢estica nazivamo aditivnim ili ekstenzivnim veli¢inama (zapremina, unutras-
nja energija itd.). U mnogim slu¢ajevima pogodnije je da se termodinamicke rela-
cije izrazavaju preko intenzivnih veli¢ina, jer su tada relacije nezavisne od mase
bilo kojeg pojedinog sistema. '

QOdnos jedne ekstenzivne veli¢ine 1 mase sistema nazivamo specificna vrednost
velifine. Tako definisana veli¢ina se izraZava po jedinici mase, ne zavisi od ukupne
mase sistema i za homogene sisteme predstavlja intenzivnu veli¢inu.

Za obelezavanje ekstenzivnih veli¢ina koristiCemo velika slova, dok cemo
njihove odgovarajuée specifiéne vrednosti i intenzivne veli¢ine obeleZavati malim
slovima.

U daljem delu, ako se posebno ne naglasi, podrazumeva se da izu¢avamo samo
zatvorene sisteme.
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2. TERMICKA RAVNOTEZA. NULTI ZAKON TERMODINAMIKE

Posmatrajmo dva zatvorena sistema koji su u ravnoteznom stanju. Dovedimo
ih u kontakt. Ako pri tome svaki ostaje u ravnoteznom staniu, kazemo da su u
termickoj ravnotezi jedan sa drugim. Odatle sledi: dva sistema, koja nisu u kon-
taktu, nalazila bi se u termickoj, ili §ire, u termodinamickoj ravnotezi ako bi bili u
ravnoteZi kada bi se doveli u kontakt.

Eksperimentima je pokazano da dva sistema, koja su u termicko) ravnote#i
sa trecim, su takode u termickoj ravnotesi jedan sa drugim.

Ova &injenica se iskazuje kao nulti zakon termodinomike.
Njegove posledice ispitatemo na sistemima, recimo, S,, S, 1 S, ¢iji su para-
metri stanja x,, x; i x, respektivno. Parametri za sisteme koji su u termickoj rav-
102 3

notezi ne mogu biti nezavisni. Oni moraju zadovoljavati funkcicnalnu relaciju
flx%) =0,
12

ili, u skracenom nacinu obelezavanja,

f(1,2) =0. (a)
Sli¢no tome, ako su S, i §; u termic¢koj ravnotezi, onda mora postojati funkcionalna
relacija

g(l,3)=0. (b)
Na isti na¢in za S, i S; u termickoj ravnotezi vazi

h(2,3) =, (c)

Prema nultom zakonu termodinamike sledi da ako su bilo koje dve od relacija (a),
(b) i (c) zadovoljene, onda je i tre¢a zadovoljena. To je jedino moguce ako se ove
jednacine mogu napisati u obliku

f(ls D)=fi—fa=0,
g(L)=f—fs=0,
h(2,3)=f,—f3: =0,

L= (j_ci), =12, 3.

gde su

Ocigledno da onda postoje funkcije fy, f» i f5 tako da je
fi=fi=/s

tj. te funkcije imaju iste vrednosti kada su sistemi u termickoj ravnotezi. Vrednost
ovih funkcija se naziva emprijska temperatura i oznacavacemo je sa T'. Tako odredena
emprijska temperatura

T=f (fi)’ (2.1)

odigledno je funkcija stanja.

Numeri¢ka vrednost T, pa prema tome i temperaturska skala, kojom se opisuje
neko posebno stanje termicke ravnoteze, moZe biti birana proizvoljno. Zajednicko
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za sve skale je postojanje najnize granice. Ako toj granici propiSemo vrednost 0
dobija se apsolutna temperatura skale kojom se meri apsolutna temperatura 0.
Ocigledno je

0 <0 < oo, (2.2)

tj. tako definisana temperatura je uvek pozitivna. Jedinica merene temperature
ostaje proizvoljna.

Primera radi navedimo Kelvinovu (Kelvin) i Celziusovu (Celsius) skalu.
Za ove skale vazi: 1K = 1°C pri éemu 0K odgovara —273,16°C.

Nulti zakon termodinamike, mada na prvi pogled trivijalan, povlaci za sobom
postojanje ravnotezne temperature kao termickog svojstva sistema. Drukéije receno,
telo moze da ima samo jednu ravnoteZnu temperaturu, jer biu protivnom moglo
biti u termickoj ravnotezi sa druga dva tela razli¢itih temperatura, $to je suprotno
nultom zakonu termodinamike. Bitno je, da, za razliku od koli¢ine toplote, tempe-
raturu nije moguce izraziti preko mehanic¢kih jedinica i da se moZe posmatrati i
kao funkcija stanja i kao promenljiva stanja. U drugom slucaju, prema (2.1), neka
od promenljivih x, postaje funkcija stanja sistema S,.

1

3. UNUTRASNJA ENERGIJA

Telo poseduje energiju u raznim oblicima. Jedan oblik njegove energije se
ispoljava pri kretanju (kao celine) i poznat je pod imenom energije kretanja ili
kineticka energija.

Za nas je od posebnog interesa energija nagomilana u sistemu. Takav vid
energije se naziva unurrasnja energija i moze biti mehanickog, termickog, hemijskog,
elektromagnetnog i drugog porekla. Sa mikroskopskog stanovista unutradnja energija
je zbir kineti¢ke energije translatornog i rotacionog kretanja molekula, oscilatorne
energije elektrona u atomu i oscilatornog kretanja atoma u molekularnoj strukturi
tela. Prema tome, tesno je povezana sa strukturom materijalnih tela i sa makro-
skopskog stanovista koristi se kao termin za molekularnu energiju koju poseduje
telo. Drugim reima, unutra$nja energija je energija unutar sistema u koju ne ulaze
kineticka energija sistema (kao celine). Znati, pod pojmom unutradnje energije
podrazumeva se razlika izmedu ukupne energije sistema i energije njegovog kretanja,
tj. kineticke energije.

Tako definisana veli¢ina je o¢igledno ekstenzivna i obelezavamo je sa E. Njenu
specifi¢nu vrednost, koja se naziva specificha unutrasnja energija, oznacti¢emo sa ¢
tako da je

B= J- pedv. (3.1

Mi ¢emo se prvenstveno baviti unutra$njom energijom mehanickog i termickog
porekla. Tipi¢an primer jednog tekvog vida unutrasnje energije je energija defor-
macije nagomilana u elasti¢tnom deformabilnom telu.

Bitno je da se za unutranju energiju pretpostavlja da je funkcija stanja, tj.
da je odredena samo stanjem u kome se, u datom trenutku, sistem nalazi i da ne
zavisi od puta kojim se sistem dovedi u to stanje. U protivhom, bilo bi moguce
zamisliti masinu koja bi se ve¢no kretala (perpetuum mobile prve vrste), §to je
suprotno principu o¢uvanja energije. Zaista, ostajuci u istom stanju telo bi moglo
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nagomilati dve razli¢ite koli¢ine unutrainje energije, £ i E, > E,, tako da bi bilo
moguce izdvojiti i koristiti visak energije E, — E;, bez promene stanja sistema.
Telo bi onda moglo da sluzi kao vecni izvor energije, stvorene ni iz Cega, §to je
nemoguce prema Prvom zakonu termodinamike ili zakonu odrZanja energije.

4. PRVI ZAKON TERMODINAMIKE ILI ZAKON
BALANSA ENERGIJE

Efekat mehaniékog rada (mehanicka snaga) je rad svih sila koje deluju na sistem
u jedinici vremena. U slucaju ne-polarnog kontinuuma efekat mehani¢kog radzs ¥,
odreden je izrazom

W= iﬁt{n,-z:da: + | of - vdv. (4.1)
o v
Na osnovu teoreme o divergenciji moZe se povr$inski integral ovog izraza pretvoriti

u zapreminski tako da je

ﬁtm)-vdazﬂ;t”-vda,,
if 5

1 dJgt o
= f— = dv
v g ok
- Eorvak ~
| (_]_; ovet i t;;._of)d%
s \g %" Ox*

pri ¢emu smo koristili (IV. 4.6) i Cinjenicu da je da, = n,da. Tada je, s obzircm
na (4.8.4),

W:Dfigv-vdv—}-ft'ﬂ-ﬂ)—dw. (4.2)
Dey 2 3 ox"

Prvi integral desne strane ovog izraza predstavlja kineti¢ku energiju sistema K, tj.

1
K=J——-QD‘Ud‘U, (4.3)

5 2

dok podintegralna funkcija @ drugog integrala, tj.
o—p- (4.4)
ox®

odreduje veli¢inu koja se naziva snaga napona (po jedinici zapremine). Iz (4.2)
se vidi da snaga napona predstavlja onaj deo mehanicke energije koji ne doprinosi
kineti¢koj energiji. Saglasno definiciji unutradnje energije, snaga napona doprinosi
unutradnjoj energiji sistema. Prema tome, ukupan efekat mehanickog rada W utie
na promenu kinetitke energije sistema i doprinosi njegovoj unutrasnjoj energiji.

Snaga napona moZe se izraziti i u drugim, medusobno ekvivalentnim, oblicima
=%, =TL=T:D, (4.5)

imajuéi u vidu da je tenzor napona T simetri¢an.
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Toplotni efekat. U termodinamici toplota se definide kao energija koja
se prenosi izmedu dva sistema ili sistema i okoline, Iz fizike je dobro poznato da
se prenodenjz toplote u materijalu odvija na tri razli¢ita nalina: zradenjem ili radi-
Jacijom, strujenjem ili konvekcijom i provodenjem ili kondukcijom.

Termicka radijacija pradstavlja vid prenosenja toplote od jednog sistema
na drugi kada sistemi nisu u kontaktu. Toplota se onda prenosi elektromagnetnim
talasima, koji se prostiru brzinom svetlosti. U vakuumu brzina prostiranja ¢ ovih
talasa ne zavisi od talasne duZine i priblizno iznosi 3 - 108 m/s. Pri prostiranju
kroz materijalnu sredinu njihova brzina zavisi od talasne duZine, mala je i iznosi
¢/n, gde je n indeks prelamanja (refrakcije) i za Cvrsta tela dostiZe vrednost reda
1.5 (npr. za staklo 1.66). )

Kada su dva sistema odvojena materijalnom sredinem, koja je u ¢vrstom ili
te¢nom stanju, koli¢ina toplote preneta radijacijom je mala. U slucaju kada je
materijalna sredina u gasovitom stanju, ovaj vid preno$enja toplote moeze biti
znacajan.

Poseban oblik prencsenja toplote kod fluida javlja se usled strujanja fluidne
sredine — te¢nosti ili gasa — kada materijalne ¢estice prenose materijalnu energiju
koju poseduju sa jednog mesta na drugo. Kada do kretanja fluida dolazi samo zbog
razlike gustine, izazvane nehomogenim temperaturnim poljem, kaZe se za strujanje
ili konvekciju da je prirodna. Ako do kretanja fluida delazi iz bilo kog drugog razloga,
za konvekciju se kaze da je prinudna. U svakom slucaju, nezavisno od toga da li
se radi o prirodnom ili prinudnom strujanju fluida, kaze se da je re¢ o prenoSenju
toplote konvekcijom ili, kratko, da je re¢ o toplotnoj konvekciji.

Kod ¢vrstih tela najznacajniji vid prenosenja toplote je provedenje ili kow-
dukcija. Ovaj vid prenodenja toplote se ispoljava samo kada je temperaturno polje
u telu nehomogeno. Tade se ¢estice, koje imaju visu temperaturu i pripadaju toplijem
delu tela, sudaraju sa sporijim esticama koje pripadaju hladnijem delu istog tela
predaju¢i im i jedan deo svoje kinetitke energije. Prema tome, smer toplotnog
toka je uvek od dela tela viSe temperature ka delu tela niZe temperature.

Razmena toplote izmedu sistema i okoline predstavlja njihovu toplotnu inter-
akciju. Kao i u op$tem slu¢aju i ovde, u zavisnosti od dometa njenog delovanja,
razlikujemo dve vrste interakcije: na kratkom i dugom rastojanju. Interakcija na
kratkom rastojanju se odvija u tackama granitne povrsisistema i u slu¢aju prenodenja
toplote odvija se ili konvekcijom ili kondukcijom. Interakcija na dugom rastojanju
obuhvata sistem i u slu¢aju toplotne razmene odvija se radijacijom. To znali
da se zagrevanje tela javlja kao toplotni efekat ukupnog priliva toplote O koji se
sastoji iz povréinskog i zapreminskog dela

Q = $gda + | ghdo, (4.6)
59 v

gde smo oznacili sa

g = q(x,n) — toplommnifluksmeren pojedinici orl]cntlsanog elementapovrsme
spoljne normale = u tacki x i jedinici vremena,

h — priliv toplote po jedinici mase u jedinici vremena,

Ocigledno je da je O == 0 za procese za koje je ¢ =0na ik =0uwo. Tada
nema razmene toplote izmedu sistema i okoline 1 proces je, po definiciji, adijabarski.
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Izrazavajuci efekat mehanickog i toplotnog rada u istim jedinicama, a na
osnovu principa ekvivalentnosti toplote i rada, moZemo ukupan efekat izraziti
kao njihov zbir W 4+ Q.

Prvi zakon termodinamike. Na osnovu eksperimentalnih istraZivanja
konstatovano je, da pri cikli¢nim procesima, u ops$tem slucaju vazi

$Wdr #0, §Qdt+0, (4.7)

gde ¢ - dr oznalava integral u toku jednog ciklusa. Prema tome, ne postoji funkcija
rada za koju je W dt potpun diferencijal. Sli¢no tome, ne postoji ni funkcija toplote
za koju je O dr powpun diferencijal. To znaci da nije moguce govoriti o sadrZaju
rada ili toplote sistema u bilo kom trenucku vremena: rad i toplota nisu funkcije
stanja ili osobine sistema. Oni pcstoje samo u obliku rezmene energije sistema i
njegove okcline, tj. nemaju individualni identitet u sistemu.

S druge strane, pokazano je da jc
$ (W + 0)dr =0, (4.8)

za svaki ciklus. Tc¢ znaci da postoji funkcija stanja U, koja ¢emo zvati ukupna energija
sistema, za koju je
au = (W - Q) dt
totalni diferencijal. Tada je promena ukupne energije sistema u jedinici vremena
odredena izrazom
U=W+ 0, (4.9)

kojim se izrazava prvi zakon termcdinamike ili zakon balansa energije u globalnom
obliku:

Promena ukupne energije sistema u je linici vremena jednaka je zbiru efekata

rada svth sila koje deluju nu sistum 1 toplotnog efekta ukupnog priliva toplote.

Kako je prema definiciji ukupne energijz U = K + E mozZe se prvi zekon termo-
dinamike u glcbalnem obliku izraziti u obliku

K+E=W-+0Q. (4.10)
Owvaj izraz, ako se iskoristi (4.2—6) i
E= | oédv,
postaje ’
Jgédﬂ:JT:de-i-iqda—l—Jghdv. (4.11)

Prisustvo samo jednog povriinskog integrala u ovoj relaciji i ¢injenica da ona vazi
za proizvoljni element tela, daje nam moguénost da izvedemo potpunije zak-
lju¢ke o funkcionalnom obliku toplotnog fluksa ¢ = ¢ (x, #). U tom cilju, prime-
nimo (4.11) na elementarni tetraedar, kao na slici 28 (str. 120), pod pretpostavkom
da su ¢z, T : D i ph ograni¢ene veli¢ine i da je ¢ neprekidna funkcija x i n.
Neka su —g; (i = 1, 2, 3) toplotni fluksevi strana tetraedra Ciji su jedini¢ni vek-
teri spoljnih normala —e;. Primenjujudi dalje isti postupak kao i u sludaju od-
redivanja vektora napona £, lako se pokazuje da je

=G =q'n (4.12)
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gde je po definiciji ¢ = q(g,) nezavisno od =. Tako odreden vektor g naziva
se vektor roplotnog fluksa. Vazno je uociti da u zavisnosti od smera vektora toplotnog
fluksa zavisi i smer preno$enja toplotne energije. Na nacin kako smo ovde definisali
gy, vidi se da Ce se energija prenositi na posmatrano telo kroz njegovu grani¢nu
povrs & ako je g - m = 0, tj. ako je g usmereno izvan tela. Sa fizi¢kog stanovista,
to znali da je vektor toplotnog fluksa usmeren od tela niZze temperature ka telu
viSe temperature.

Iz (4.12) se vidi da je toplotni fluks ¢ linearnz funkcija jedini¢nog vektora
spoljne normale », $to nam omogucava da se, pomocu teoreme o divergenciji,
jedini povr§inski integral u (4.11) pretvori u zapreminski. Tada (4.11) glasi

f[gé——T:D—divq—gh]dw:O,

o
$to vazi za proizvoljno v ako i samo ako je podintegralna funkcija jednaka nuli, tj.
oe¢ =T : D+ divg + oh, (4.13)

ili u komponentalnom obliku
oe = t*dy, + g% + oh. (4.14)

Ova jednatina predstavlja zakon balansa energije ili proi zakon termodinamike u
lokalnom obliku.

Pozitivan znak ispred divg u (4.13) je uslovio usvajanje navedenog smera
za vektor toplotnog fluksa g. (U literaturi se koristi i suprotna orijentacija za g
sto dovodi, o¢igledno, i do promene znaka u (4.13) kao i u (4.14) ispred ¢lana div gq.
Tako orijentisan vektor g je usmeren od tela viSe temperature ka telu niZze tem-
perature).

Posebno podvlac¢imo da je lokalni oblik prvog zakona termodinamike izveden
bez ikakvih ograni¢enja na brzinu odvijanja termodinamic¢kih procesa i da vazi
nezavisno od toga da li je u pitanju reverzibilen, ireverzibilen ili kvazistaticki
proces. To se mora imati na umu s obzirom na ¢injenicu da jednacina (4.14) igra
centralnu ulogu u dokazu egzistencije entropije, a kasnije i neravnoteZne tempe-
rature.

5. POTENCIJALNA ENERGIJA. ENERGIJA DEFORMACIJE
Iz (4.1), (4.2) i (4.3) vidi se da je

. do
J . g dv, (5.1)

v

K = §tw vda+ [of vdv —
¥ v

tj. da je promena kineticke energije u jedinici vremena jednaka zbiru efekta rada
zapreminskih sila i vektora napona na granici tela umanjenog za snagu napona.
Ovaj izraz se, u nekim slu¢ajevima, moZe pisati u obliku pogodnijem za interpre-
taciju, &to zahteva analizu svakog integrala posebno.
Takav slucaj je kada na telo deluju zapreminske sile f koje imaju potencijal
7 (x), 1j. za koje je
fe= —7, (5.2)
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Tada ie
'[ f- J o 2 [ {5 3)
v ; v . Dt J g ’ .

o

s obzirom na (3.13.7). Veli¢inu 77, definisanu sa

IT = | gmdo, (5.4)

nazivamo potencijalna energija sistema. Pomocu ove veli¢ine, kao i (5.3), moguce
je (5.1) izraziti u obliku
’ . . o
K+H:¢tm-vda—_[t’“——dv. (5.5)
7 ;g ot

Prema tome, ukupna promena kineti¢ke i potencijalne energije se izrazava u funk-
ciji rada napona.

Sam izraz (5.1) je u obliku op$teg zakona balansa (3.14.1) i mozZe se do-
datnom pretpostavkom o dekompoziciji vektora napona dalje uprostiti. U tom
cilju pretpostavimo da se tenzor napona moZe rastaviti na zbir dva simetri¢na
tenzora

T=,T+,T, (5.6)

i to tako da se ,T moZe izvesti, analogno potencijalnim silama, iz funkcije poten-
cijala o (x%), koja se naziva energija deformacije, prema formuli

eI = 00—, (5.7

Tako odreden Piola-tenzor napona ,T predstavlja povratan ili reverzibilan deo
napona T i naziva se elastiéni napon, dok ,T predstavlja njegov nepovratni ili
disipativni deo.

Definifuc¢i ukupnu energiju deformacije X' sa

X = ( podvy, (5.8)

i uzimajuéi u obzir da je
g = T 2 D= %%, s (5.9
lako je pokazati, koristeci i (4.4) i (4.5) da je

J"k.

3 Ox

E,dv=jr:ndv=i'+fbrzpdw.

k

Smenom ovog izraza u (5.5) dobijamo

K+H+2=§t, vda—[,T:Ddo. (5.10)
7

v
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Qdavde sledi prva teorema konzervacije mehanicke energije pod pretpostavkom
da desna strana i§¢ezava. Talnije, ako je:

1. vektor napona upravan na brzinu u tackema grerice tela,

2. efekat rada disipativnog napona nula i

3. ukupan napon zbir elastinog napona, koji zadovoljava (5.7), i disipa-
tivnog napona,

onda je
K + IT + X = const, (5.11)

Vazno je napomenuti da je dekompozicija (5.6) uvek moguca na beskonac¢no
mnogo nacina. Pri tome napon disipacije, u opStem slucaju, nec¢e posedovati posebno
proste osobine. Interesantan je slucaj kada je

o) =c()=0 (&’) (5.12)
e
Tada je, s obzirom na (2.4.7) i (3.13.4),

' dao ¢J do
T.f=py— —— =0y — JXE
T e Tk T

= 6_0'1){;*;’
dv

gde je v specifi¢na zapremina ili recipro¢na gustina definisana kao zapremina
po jedinici mase.

S obzirom na (4.9.8) prethodni izraz nam daje

gtf = —idt, (5.13)
gde je 4 = —?=ﬂ(w) elasticni  hidrostaticki pritisak. Znali elastiéni napon
v
je hidrostaticki. Obrnuto, ako je ;T = —al i @ = # (v), moZemo izvesti (5.12).
U tom slucaju je ¢ = — [ @#dv, a ukupna energija deformacije
S = — [ (fadv)dV. (5.14)
14

U slu¢aju kada je kretanje izohoritno, tj. kada je Iy = %% = 0, efekat rada hidre-
statiCkog pritiska je nula, jer je

st XY, = — axk, =0,
Uzimajuéi to u obzir, kao i prethodne rezultate, dolazimo do druge teoreme konzer-

vacije mehanicke energije. Tada, ako u odnosu na prvu teoremu zadrzimo uslove
112, a 3. uslov zamenimo sa:

3a. ukupni napon je zbir elasti¢nog i disipativnog napona,

3b. kretanje je ili izohori¢no ili je pritisak funkcija samo gustine,
sledi (5.11). Ukupna elasti¢na energija je data sa (5.14) i nula je kada je kretanje
izohori¢no.
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Prvi uslov u obe teoreme se odnosi na povrsinski integral u (5.1). On je zado-
voljen u slu¢aju stacionarne grani¢ne povrsi kao materijalne povrsi na koju je £,
upravno. Za takve povrsi je njena normalna komponenta brzine, #,, jednaka nuli,
§to s obzirom na (4.4.11) i Lagranzovu teoremu o materijalnim povr§ima, povla&
za sobom da je normalna komponenta brzine X, nula na takvoj povrsi.

Mogu¢ je i slucaj kada se ovaj povrsinski integral moze izraziti kao materijalni
izvod drugog povrsinskog integrala. Npr.: ako primenimo grani¢ne uslove (4.4.13)
na stacionarnu povr§ ¥, pod pretpostavkom da je p, = —b,, imamo

$ ¢, -vda= ¢, tda= — B,
¥ *
gde je B = $bdaib=>bx).
L g

Tada (5.5) glasi
R+II+B=—[ody, (5.15)

s obzirom na (4.4). Uz dati uslov, da je desnz strana (5.15) jednaka nuli, dobijamo
novi zakon mehanicke energije.

U svakom slucaju, dosadasnja analiza je pokazala da uslovi 3. i 3a. mogu
biti uvek trivijalno zadovoljeni. Isto tako se vidi da postoje mnogislucajevi u kojima
je uslov | zadovljen. Medutim, drugi uslovi su zadovoljeni samo u ograni¢enom
broju sluc¢ajeva. Navodeéi ove teoreme i uslove pod kojima one vaZe namera nam
je bila da pokazemo da se zakoni konzervacije, kao npr. (5.11), ne mogu oéekivati
u svakoj tipi¢noj situzciji u mehanici kontinuuma, gde je disipacija energije pravilo
a ne izuzetak.

Uzimajuéi u obzir termicke efekte situacija postaje daleko sloZenija.

6. PRINCIP VIRTUALNOG RADA

Varijacione metode imaju veliku ulogu u mehanici kentinuuma. Posebno je
znacajan princip virtualnog rada, poznat i pod imenom princip virtualnog pomeranja.
Mada po formi sli¢an izrazu (4.1), on stvarno ne predstavlja zakon energije jer je
virtualan rad fiktivnog karaktera izracunat za skup dopustivih sila i napona, za koje
pretpostavljamo da ostaju konstantni u toku rada na skupu kinematicki dopustivih
pomeranja. To znadi da naponi 1 pomeranja ne moraju da budu stvarni naponi i
pomeranje, tj. ne moraju da odgovareju naponima i pomeranjime realnog fizickog
tela. Takvi naponi i pomeranja su nezavisni za razliku od napona i pomeranja pri
stvarnom kretanju na osnovu kojih se odreduju tenzori deformacija, a koji su pove-
zani sa tenzorom napona preko konstitutivnih relacija.

Podsetimo se da je u mehanici sistema materijalnih tacaka i krutih tela princip
virtualnih pomeranja predstavljao alternativan nacin za odredivenje jednacina
kretanja. Mi ¢emo videti da je te slu¢aj i u mehanici deformabilnih tela.

Navodaél (4.1) mi smo se preCutno ograni¢ili na defermabilno telo koje se
nalazi sam> pod dejstvom meshani¢kih efekata, ukljuZujuéi i efekte inercijalnih
sila. Druké&ije rateno, mi ¢emo razmatrati princip virtualnog rada koji se naziva
Lagranz-Dalamberov (Lagrange-D’Alambert) princip.
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Neka sa dx, obelezimo virtualno pomeranje, onda (4.1) daje izraz za virtualan
rad 6W sila ¢, i f na povrdini & i zapremini v tela respektivno. Uzimzjudi u cbzir
(4.4.13) i koriste¢i komponentalnu reprezentaciju u cilju veée preglednosti, imamo

oW = § ptox,da + [ ofdx,do, 6.1y
5’ v
ili
oW = fﬁ t*ox,n,da + j ofox,dv.
5’ v

Pomocu tecreme o divergenciji moZemo povrsinski integral cvog izraza transfor-
misati tako da je

$ Moxeda, = [ (6xy), do
.? v

= [ M éxdo + [ *6x,, dv (6.2)

v v

= [ o (5 — f*) oxudv + [ 6w, do,

oW = f oX*dx,dv + f t*ox;., dv.

Iz oveg izraza i (6.1) dobijamo izraz

[ ox*ox,dv — § proxpda — [ [of*Ox, — £"0xs,,) do = 0, (6.3)
o i b4

kojim se izrazava Lagrang-Dalamberov princip:

Rad svih sila na virtwalnom pomeranju: je jednak nuli.

Vaino je napomenuti da smo za njegovo izvodenje osim (4.4.13) koristili
prvi Kofijev zaken (4.8.8). Pokazaéemo da i obrnuto vazi, 1j. da iz (6.3) slede
(4.4.13) 1 (4.4.8).

Ako ograni¢imo virtualna pemeranja moZemo izbeéi nepostedno koridcenje
komponenata tenzora napcna u principu virtualnog rada, a na csnovu teoreme
Piola (Piola) koja tvrdi:

f oX*dx, dv = jgp"éxkda + f of*ox,dv (6.4)
v b4 v
sto je ekvivalentno prvem Kofijevom zakonu (4.8.8) za virtualne translacije 1 dru-
gom Kcéijevom zakonu (4.8.10) za kruta virtuelna pomeranja.

Dokaz: U slu¢aju virtualnih translacija virtualno pomeranje je ograniceno
uslovom dx, = const. ili dx, , = 0.

Koriste¢i Lagranzove mnozitelje veza —t™ mozemo sada (6.4) napisati u
obliku

[ e¥*oxpdv = § p*oxida + [ (of*0x, — t™0%y,m) dv,
v 7 v
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koji je identi€an sa (6.3) i kome su varijacije éx* proizvoljne. Pomoéu (6.2), ovaj
izraz, posle izvesnog grupisanja ¢lanova, postaje
[ fo (%% — %) — ™ ] dxpdo 4 § (¥, — p) dxydd = 0.

&

v

S obzirom na proizvoljnost varijacija dx, ova jednakost bi¢e zadovoljena ako i
samo ako su podintegralne funkcije jednake nuli. O¢igledno je da tada dobijamo
(4.8.8.) i (4.4.13), tj. prvi Kosijev zakon i grani¢ne uslove po naponu.

U slutaju krutih virtualnih pomeranja imamo ograni¢enja dx,,,,, = 0 kojima
takode odgovara —:*" kao LagranZov mnozZitelj veze. Proirujuéi (6.4) izrazom

— f P il
U

i ponavljajuci prethodni postupak dobijamo drugi Kosijev zakon (4.8.10), tj da je
_IM — IM:. D

Napomena 1.

U dosadasnjem izlaganju smo pomeranja obeleZavali sa u,. Ocigledno je da
je njegova varijacija 6u,. Ali, s obzirom na relaciju p = u + P sledi da je dx, =
= Ou,. Prema tome, u svim izrazima ovog odeljka moZe se ravnoprevno Kkoristiti
i dx; 1 du, za virtualna pomeranja. Uobicajeno je da se sa du, obeleZe virtualna
pomeranja u slucaju infinitezimalnih deformacija. Tada, za slucaj ravnoteZnog
stanja, princip virtualnog rada (6.3) glasi

f ""dey,dv = [ p*ouda + J'gf”éukdv,
o 7 ? (6.5)
gde je

B = By == ; (Bttygs - Oitns) | Othy = (P12) 0

Napomena 2.

S obzirom na to da se princip virtualnog rada §iroko koristi u teoriji elasti¢nosti,
princip je ¢esto bio formulisan u obliku koji vaZi samo za slu¢aj kada postoji funkcija
-elastiéne energije. Takav specijalan oblik je umanjivao opstost principa. Formulisan
na ovde izn.t nadin moguce ga je primeniti i u slué¢aju npr. plasticnih defcrmacija.

Napomena 3.

U mehanici deformabilnih tela postoje i drugi principi kao 3to su: Hamil-
tonov (Hamilton) princip, Lagranzov (Lagrange) princip, princip virtualnog rada
pod dejstvom prinuda itd. Te principe nismo ovde razmatrali i ¢itaocca upucujemo
za detaljni pregled na knjigu CFT.

7. POVRS DISKONTINUITETA I PRVI ZAKON
TERMODINAMIKE

U cilju jasnije 1 potpunije interpretacije fizickog karaktera odredenih veli¢ina
i pojmova prvi zakon termodinamike smo razmatrali u slucaju kada materijalna
zzapremina v tela ne sadrZi povr$ diskontinuiteta.
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Prisustvo povr$i diskontinuiteta dovodi do dodatnih relacija poznatih kao
uslovi skoka. Za njihovo izvodenje koristi¢emo prvi zakon termodinamike u obliku
(4.10), koji pomocu (3.1), (4.1), (4.3), (4.6) i (4.12) glasi

D 1

—(o|l—v-v+e)do= {(t* v+ ¢ da, + ‘v + k) do. 7l
%1% lg ) §( )da + [0l 0+ Mo (1)
Ova relacija je napisana u obliku op$teg zakona balansa (3.14.1). Identifikujuéi

¥ sa % v v teg Psat" v+ gfipsaf-ov+ A iprimenjujudi(3.14.7) imamo

_}_;a“/g_(tk'”quk)u;.9[(f-v+k)—-(ﬁ)]—0: ug=—g

Ve Oac*

t(")-v+q+9(%v-v+s)(ufv)-n—0, na o.

Posle sredivanja ovih izraza, koris¢enjem (IV.8.4);, sledi da je
Qé:t’“-av—{-qf‘k—l—gk, uy —¢

ox®
(7.2)
;9(£+—;-v-v)(v—u)-n—t(")-v—q|i—0, na o
ili

e = t"v, . + 4% + ek, g =g
_ _ (7.3)
‘g(s——%vz)(fu"ﬁu")—z:“-z:,—q"i e =05 na g.

Ocigledno je da (7.2) i (7.3), istovetno sa (4.13) i da predstavljaju zakon balansa
encrgije u materijalnoj oblasti o — ¢. Zbog toga se zadrzavamo detaljnije na
(7.3), §to predstavlja uslove diskontinuiteta energije u nekim specijalnim sluéajevima.

a) Povr§ diskontinuiteta je materijalna povrs
U tom sluéaju je v = wu 1 (7.3), glasi

[, + ¢ n, =0 na o, (1.4)

t]. skok efekra rada povrsinskih sila kroz, materijalnu povrs se uravnotesuje
toplotnim efekrom.

U slutaju kada je brzina materijalnih estica neprekidna, (1.4) se dalje
upro$cuje, s obzirom na (4. 8. 15), © postaje

[¢°] 7, = [g] = 0. (1.5)
Ovaj israz iskazuje neprekidnost toplotnog efekia q kroz o (£).
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b) Pouvrs diskontinuiteta se poklapa sa graniénom povrsi tela

U tom slucaju je o* = 01 v~ = w. Uslovi skoka (7.3), se ponovo svode
na (7.4), koje piSemo u razvijenom obliku

ot -+ gnt = tinfot! - gint.
Koristeéi (4.4.13), (4.12) 7 uvodeli oznake

G = pi; Qin" = Gy
(7.6)

Ty =t qe = s U, = U
prethodne relactje postaju

(2’ + @) ¥ = Py~ v** - G (2)- (1.7)

Ova jednaclina odreduje graniéne uslove za fluks (protok) energije
kroz granitnu povr§ tela. Ona tordi da se energija spoljasnjih sila i top-
lotnog fluksa (u jedinici vremena) uravnotefava energijom unutrasnjih
pourSinskih sila i toplotnog fluksa za granicnu pouvrs tela.

U slucaju da je brzina v neprekidna (7.7) se svodi na graniéni uslov
gn* = Tinys (7.8)
koji sadrZi samo toplotni fluks.

U nekim slu¢ajevima, kao npr. kada je re¢ o dinami¢kim problemima prostira-
nja talasnih poremecaja, pogodnije je zakon balansa energije ili prvi zakon termo-
dinamike i odgovarajuce uslove skoka izraziti u odnosu na referentnu konfiguraciju.
U tom sluéaju koristimo (3.14.14) (identifikujuéi @* sa JX’%(¢* - v + ¢*) saglasno
(3.14.12)) tako da je

1 aVGIXE(E v+ g9
JG axx

+Qo|:f'”+h_'(3+%v'”):|=0 aulV-=2

] JX% (¢ v+ ¢°) Ng + t%UN(E_}_H,, ,,)i 0 na 2.

Koristeéi (4.9.1),, (4.9.2) i definiduéi vektor toplotnog fluksa u referentnoj konfi~
guractji g (g*), prema (3.14.12), sa

g =JX%" ili ¢q=JFq (7.9)

mozemo prethodne izraze svesti na

00 =T"%+Divq+goh, u¥v-—-2x

(7.10)
'(T"'-w—l—q")Nx—i-goUN(s-}—%v-v)‘:0 na 2.
Ovim jednadiname se i iskazuju prvi zakoni termodinamike ili zakoni balansa energije

i odgovarajudi skok energije u referentnoj konfiguraciji.
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Izrazeno u komponentalnom obliku te jednacine glase
0of = T™v,x + 0% + ohy u V-3,
B B (7.11)
H (T v, + ¢®) Ne+ 0,Us (s - ; vz) i = 0 na X,

ili pymocu Piola-Kirhofovog tenzora druge vrste, s obzirom na (4.9.16) i (3.58)

0o = TLKE;_K + g% +oh uwuov—2, (7.12)

| (T 0, %%, 4+-¢%) Nx + 00Uy (e + :‘1?: vg) =0 naZx

8. ENTROPIJA I DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE

Fizi¢ke osnowve. Prvi zakon termodinamike, kao $to smo istakli, predstavlja
zakon odrzanja energije. Ukazuje na oblike pretvaranja energije (toploine u meha-
nic¢ku i obrnuto) kao i na njihove veze sa osobinama sistema. To mozemo da ilustruje-
mo na slede¢im primerima:

a) Tocak, koji se rotira, zaustavlja se usled trenja u lezistima. Ako je ceo
sistem izolovan, tada unutranja energija ostaje u sistemu izazivajuci porast tempe-
rature. Na taj nacin se celokupna kineti¢ka energija sistema pretvorila u unutraénju
energiju.

b) U termicki izolovanom sistemu, koji se sastoji od komada toplog metala
stavljenog u sud sa vodom, tempeciatura metala ¢e da opada, a vode da raste sve
dok se njihove temperatuie ne izjednace. Tada je koli¢ina toplote, koju je odao
‘komad metala, jednak koli¢ini toplote koju je voda primila.

¢) Idealan gas se slobodno $iri kroz ventil u prazan sud. U takvom procesu
kona¢na zapremina je veca, pritisak manji, a temperatuia ostaje konstantna.

U svakom od ovih procesa, na osnovu prvog zakona termodinamike, ukupna
-energija sistema, koji ucestvuje u prccesu, ostaje ocuvana.

Ocigledno je da bi ukupna energija sistema u svakom od navedenih primera
ostala o¢uvana ako bi se procesi spontano odvijali obrnutim redom. U prvom
primeru tocak i leziste bi se hladili sve dok tocak ne bi poceo da se obrée dobijajuci
sveoju pocetnu kinzticku energiju. U drugom primeru komad metala bi se zagrevao,
a voda hladila sve dok se ne bi uspostavila prvobitna razlika u temperaturi. U
tre¢em slucaju, gas bi se vracao kroz ventil, sabijao se u pocetnu zapreminu. Medu-
tim, takvi spontani procesi se ne odvijaju. Pitanje je za$to. Ocigledno je da nam
na to pitanje ne moZe odgovoriti prvi zakon termodinamike. To zna¢i da mora
da postoji neki drugi prirodni princip, koji se iz prvog principa ili zakena odrZanja
energije ne moze izvesti, na osnovu koga se moze odrediti smer odvijanja navedenih
procesauizolovanim sistemima. Mogli bi se navestiidrugi primeri kojima se ilustruje
smer odvijanja prirodnih procesa. Takav je slucaj sa balonom koji, pri poveéanoj
temperaturi, puca usled $irenja gasa koji sadrzi. Gas odlazi u atmosferu. Nikad
nije uo¢en obrnut proces, tj. da se gas spontano ponovo vraca u balon. Kocka leda

.se topi u vodi, ali obrnut spontani proces nikada nije uocen, itd.
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Navodeci ove i druge, po svojoj prirodi medusobno razli¢ite primere, postavlja
se pitanje da li je moguce naci neku karakteristi¢nu veli¢inu koja bi bila zajed-
nicka za sve ove ,,;nemoguce’” procese. Ta veli¢ina ne moZe da bude unutradnja
energija, jer je u izolovanim sistemima konstantna.

Klauzijus (Clausius) je pokazac da postoji takva funkcija, da je kao i unutragnja
energija funkcija samo stanje sistema i da raste ili ostaje kenstantna u svakom
mogucem procesu do kojeg dolazi u izolovanom sistemu. Nazvao ju je entropija
sistema prema grckoj reci evrowmy §to znali pretvaranje ili preobraZaj.

Klauzijus je formulisao drugi zakon termodinamike na nacin koji ukazuje
na pravac prenogenja toplote izmedu dva sistema na razli¢itim temperaturama:

Toplota se nikada ne prenosi spontono (sama od sebe) od tela nife na telo
vise remperatrure.

T'o ne znaci da se toplota ne moze preneti s2 hladnijeg na topliji sistem — primer
toga su rashladni uredaji. Ali u tom slucaju se mora utrositi odredeni rad s cbzirom
da u navedenom smeru ne dolazi do spontanog preno3enja toplote.

Druga alternativna formulacija drugog zakona termodinamike u osnovi ima
proces pretvaranja toplote u rad. Prvi zakon uspostavlja ekvivalentnost izmedu
toplote i rada i ne namece nikakva ogranicenja na proces njihovog uzajamnog pretva-
ranja. Iskustvo pokazuje da se rad moZe u potpunosti pretvoriti u toplotu. Primer
toga procesa je naveden pod a). Medutim, obrauti proces, proces pretvaranja
toplote v rad, podvrgnut je konaénim ograni¢enjima. Nemoguce je, npr. pretveriti
u rad energiju okeana kori$¢enjem njegove toplotne energije pod uslovom da se
ne desavaju jednovremeno promene U njegovoj okolini.

Vec je ranije bilo re¢i o madini koja bi mogla da stvera rad ni iz ¢ega i koja
je bila nazvena perpetuum mobile prve vrste. Na osnovu prvog zakona termo-
dinamike ustanovljena je nemogucnost konstrukcije takve magine.

Viljem Osvald (Wilhelm Ostwald) je uveo koncept perpetuum mobila druge
vrste, ti. masine koja bi mogla da vr$i rad samo hladenjem tela. Perpetuum mobile
druge vrste ne bi bio u suprotnosti sa stavom prvog zakona termodinamike, jer bi
izvodio rad na radun unutraSnje energije izvora, ali sa prakticnog stanovidta bi
imao isti karakter kao i perpetuum mobile prve vrste, jer bi mogao da koristi ne-
isctpnu koli¢inu toplote energije koja se nalazi u okolini svakog sistema. Svi pokusaji
da se konstrui$e takva mesina, a koji nisu doveli do uspeha, doveli su do stava:

Nije mogué nikakav proces koji bi imao kao posledicu samo oduzimanje
toplote iz jednog izvora (toplote) uz wvrienje ekvivalentne kolicine rada.

On predstavlja Kelvinovu (Lord Kelvin) ili Kelvin-Plankovu (Lord Kelvin-M.
Planc) formulaciju drugog zakona termodinamike.

9. ENTROPIJA I VEROVATNOCA, UREDENA I
NEUREDENA STANJA

Kao §to je prvi zakon termodinamike vezan za koncept unutradnje energije,
tako je i drugi zakon termodinamike povezan sa konceptom entropije. Medulim,
predstava o entropiji nije tako lako prihvatljiva kao kada je u pitanju predstava
o mehaniékim veli¢inama. Zbog toga je, a u cilju sticanja predstave o fizickom
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znacenju pojma entropije, nuZzno posmatrati telo ne sa kontinualnog nego sa mole-
kularnog stanovista.

U statistickoj mehanici entropija stanja se odnosi na verovatno¢u dogadanja
toga stanja medu svim mogucim stanjima. Nadeno je da je veca verovatnoca da se
promena stanja desi u smeru vec¢e neuredenosti sistema kada je posmatrani sistem
izoloven. Prema tome, povecanje entropije je tesno povezano sa porastom neure-
denosti sistema. Koriste¢i metode kombinatorike to moZemo ilustrovati na sistemu
koji se sastoji iz kutije podeljene na dva jednaka dela pregradom sa otvorom. Neka
kutija sadrzi dve istovetne kuglice 4 i B. Njihov raspored u kutiji odreduje stanje
sistema. Slué¢aj kada su obe kuglice u jednoj pregradi je sluéaj najvece uredenosti.
Prodrmajme kutiju i posmatrajmo kakvo ¢e biti stanje sistema. Postoje etiri mo-
gucnosti koje su prikezane na slici 44.
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Sl. 44

Dve konfiguracije na desnoj strani slike 44 se ne razlikuju jedna od druge s obzirom
na identi¢nost kuglica 4 i B. Prema tome, zapaZaju se samo tri stanja (makrostanje)
za Cetiri konfiguracije (mikrostanje). Pod pretpostavkom da2 su sva makrostenja
jednako moguca, mezemo zakljuciti: verovatnoca da ce se desiti neuredeno makro-
stanje je dva puta veca od verovatnoce da ¢e se desiti bilo koje od uredenih stanja.

U sluéaju veceg broja kuglica verovatnoca da e se ostvariti uredeno stanje
sistema je jo§ manja. Za 5 kuglica broj varijacija P,.;(gdejei+j =5 i i : j prostor-
nih raspodela kuglica u dve pregrade) za ostvarivanje svih $est mogu¢ih prostornih
raspodela iznosi:

P P 5!
0:56 — 5:0_5"1
51
P1:4=P4:1:'1—[E=5
5!
P2:3=P3:2:51—3!=10:
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ili ukupno 32 = 25 podjednako verovatnih vanjacua Matematicka vercvatnoca
za najveci broj varijacija postop pr1 raspodeli 2 : 3 1 3 : 2 kuglice i jednaka je za
ove raspodele 20/32. To znaci da je ona prostorna raspodela, koja se moze ostvariti
sa vedim brojem varijacija, verovatnija.

Prevode¢i dosadas$nja matematicka razmatranja na jezik termodinamike, na
osnovu dosada$njih izlaganja moZemo izvesti opsti zakljucak: ako se neki proces
odvija u izolovanom sistemu, skoro je sigurno da ¢e smer procesa biti prema stanju
veée verovatnoce (neuredenosti) sve dok se ne dostigne stanje maksimalne vero-
vatnoce.

Prema tome, verovatnoca ravnomerne raspodele molekula jeste upravo neiz-
beznost. To znaci, da u slucaju da se neki gas zatvoren u sudu, iz bilo kakvog razloga
nade u nekom trenutku u stanju najmanje verovatnoce, skoro je sigurno da ée se
on brzo vratiti u stanje maksimalne verovatnoce.

U tome je fizicki smisao entropije kao funkcije stanja. Pomocu entropije drugi
zakon termodinamike mozZemo iskazati na sledeé¢i nadin:

Nisu moguci procesi u kojima bi dolazilo do smanjenja entropije izolovanog
sistema. Ili, u svakom procesu do kojeg dvlazi u izolovanom sistemu entropija
sistema il raste ili ostaje konstantna.

To znali da za izolovan sistem, u stanju maksimalne entropije, promena fog
stanja sistema nije moguca. Odatle sledi: potreban uslov za ravnoteZno stanje
sistema jeste da je njegova entropija maksimalna.

Sva ova tvrdenja odnosila su se samo na izolovane sisteme. Medutim, u sluéaju
sistema koji nisu izolovani, moguce je da se njihova entropija u stvarnom procesu
smanjuje. Ali to dovodi do porasta za istu toliku vrednost ili vecu entropiju drugih
sistema sa kojima prvi sistem medusobno deluje.

Na kraju kazimo: tako relativno opseZno zadrzavanje na predstavi funkcije
entropije, njenim fizi¢kim osnovama, kao i na raznim formulacijama drugog zakona
termodinamike imalo je za cilj da se i na takav nacin istakne njihov znacaj i vaznost.
Njihova fizi¢ka interpretacija olak$ava prihvatanje njihovog znacenja. Logicno
je onda da $irina i raznovrsnost njihove interpretacije moZe samo da pomogne
kada se prede na striktnu i rigoroznu matemati¢ku formulaciju.

10. PROMENLJIVE STANJA DEFORMACIJE. IDEALAN GAS

Jedan od nezaobilaznih zadataka termodinamike je utvrdivanje wveli¢ina koje
mogu biti promenljive stanja ili funkcije stanja, kao i veza izmedu njih. Od svih
promenljivih ili parametara prvenstveno ¢e nas interesovati osnovne ili primitivne
promenjive stanja od kojih zavisi gustina unutradnje energije ¢, kao funkcije stanja,
s obzirom da ima dominantno mesto u formulaciji lokalnog oblika zakona balansa
energije (4.14), koji, kao §to smo naglasili ne zavisi od vrste procesa koji se cdvija
u sistemu. Za dalju analizu pogodniji cblik tog zakona je dat u odnosuna referentnu
konfiguraciju sa (7.12),,

y 1 :
Qo€ = T T**Cyyp, + g% + 00> (10.1)
gde smo koristili (3.5.8);.
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Kako je ¢f; + 00k toplotni efekat po jedinici zapremine materijalnog sistema
u nedeformisanoj konfiguraciji, proces ¢e biti lokalno adijabatski ako je

g3 + goh = 0. (10.2)

U tom slucaju, prema (10.1), do promene unutradnje energije dolazi usled meha-
ni¢kog procesa. Prema tome, moguca je promena & samo usled promene Cg,.
Na osnovu toga se moze zakljuciti da je Cy, promenljiva stanja funkcije . Nazva-
¢emo je promznljiva siaxja deformacije. Broj funkcionalno nezavisnih kemponenata
tenzora Cyg, zavisi od vrste tela, sistema koji razmatramo i procesa kome telo
podleze. Za clastiCna ¢vrsta tela, u opS§tem sluéaju, jednak je broju nezavisnih
komponenata tenzora Cy,, i iznosi Sest. U sluCaju izohoriéne deformacije iznosi
pet zbog uslova det Cy, = 1. Za viskozni fluid postoji samo jedna promenljiva

stanja deformacije — specifitna zapremina » = —.
4

Radi definisanosti, ako se za takav sistem promena termodinamitkog stanja
odvija adijabatski, onda kaZemo da je sistem podvrgnut reversibilnom procesu.

Do promene unutra$nje energije moze dodi i kada je Cy, = const. Pri takvim
termickim procesima promenljive Cy, nisu doveljne da odrede jednoznalno
funkciju e. Potrebna je nova promenljiva koja bi karakterisala stepen zagrejanosti
sistema. Ova promenljiva je ofigledno temperatura 7' sistema.

Mogu se izvesti eksperimenti koji pokazuju da su i komponente tenzora napona
TEE takode funkcije Cgk, i T.

Skup promenljivih stanja Cg, i T &ije su numeriéke vrednosti u trenutku ¢
potrebne i dovoljne da jednoznaéno odrede vrednosti € i Ty, u trenutku i, je,
prema definiciji, potpun skup. U tcm smislu su i e i T, funkcije stanja sistema.

Dalja analiza prvog zakona termodinamike dovodi nas do novih, sustinskih,
zaklju¢aka. Na ovom mestu korisno je to ilustrovati primerem. Primer takvog
sistema je idealan gas. Po definiciji, takav sistem ima sledece osobine:

1) U wjemu vlada uniforman hidrostaticki pririsak, tf.
= —pph, (10.3)
ii) Pririsak gasa je funkcija (stanja) specificne zapremine v i apsolutne
temperature 0 s obzirom na mjegovu jednalinu gasnog stanja
v = RG, (10.4)
gde je R gasna konstanta.
iii) Gustina unurra$nje energije & je, kao funkcija stanja, funkcija samo

temperature 0:

& = ¢ (0). (10.5)

Kako je » = 1 o lf: l N/IIlc, s obzirom na (3.13.4) i (2.11.6), pro-

¢ @ Qo
cesiu takvom sistemu su, po definiciji reverzibilni.

Lokalni oblik prvog zakona termodinamike (4.14) mozemo sadz pisati u obliku
0 = —pla+ q% + gh,
ode = —pladt + (g% + oh) d. (10.6)

ili
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Koriste¢i (3.13.9) i relaciju » = — ovaj izraz se svodi na
e

de = dg — pdv, (10.7)
gde je

1
dg = — (¢ + oh) dt. (10.8)
q

Za procese pri konstantnoj zapremini (10.7) glasi
de = dg = C,dl, (10.9)

gde je C, specifi¢na toplota pri konstantnoj zapremini. Medutim, pretpostavka
da je gustina unutradnje energije ¢ funkcija semo tepmerature povladi za sobom
da je C, funkcije samo 6. Ali tada je

de = C, (0) df, (10.10)

za svaki proces u idealnom gasu, pa prema tome i za procese kada specifi¢na zapre-
mina » nije konstantna.

Imajuéi sve ovo u vidu (10.7) sada glasi
dg = C, (0) dd + pdv, (10.11)

odakle se vidi da dg nije totalni diferencijal §to smo i istakli koriste¢i oznaku 4.
To zna¢i da u jednom termodinamickom ciklickom procesu, koji je prikazan na
slici 45, vrednost integrala

7

J' dg = § C,(0) dO + pd»,

0

/—OA

)

R S
[

Sl. 45

zavisi od putanje procesa. Druk{ije reeno, tako definisana veli¢ina ne moZe, prema
definiciji, biti funkcija stanja.
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Ako se sada (10.11) podeli sa ¢ i uzme u obzir (10.4), onda dobijamo

dg C,(6)
8 6

a5 (10.12)
v

Odavde se vidi da je desna strana totalni diferencijal neke funkcije, recimo 7, tj.
da je

G O0) 44 +R L dn.
v
Tada je i
.‘?ﬂi__. an, (10.13)

totalni diferencijal, gde je 0 ocigledno integracioni faktor. Otuda funkcija

dg 0 do v
= T (O e Rl i,
=i ! ()9 =

0

ne zavisi od putanje procesa, pa je prema, definiciji, funkcija stanja. Nazivamo
je gustina entropije.

Prema tome, za sistem koji je idealan gas, unutradnja energija i entropija su
funkcije stanja i funkcije promenljivih stanja » i @, za razliku od integrala prirastaja
toplote dj koji to nije.

Pretpostavka da su unutra$nja energija i pritisak funkcije stanja (po-
sebnog oblika) promenljivih v 1 0 omogudila je integrabilnost provog za-
kona termodinamike u lokalnom obliku. Integrabilnost je dovela do mnove
Sfunkcije stanja koju nasivamo entropija.

Pitanje je sada, da li vaznost ovog zakljutka moZe da se primeni i na druge
sisteme. To ¢emo razmatrati u slede¢im odeljcima. Njima prethodi deo koji se
odnosi na matemati¢ke osnove Pfafove (Pfaff) forme, koje su od velikog znacaja u
termodinamici.

11. PFAFOVE FORME. KARATEODORIJEVA TEOREMA

Neke osnovne definicije. U cilju vece preglednosti, a bez gubljenja u op$tosti,
s obzirom na tenzorski karakter veli¢ina i relacija koje ¢emo izucavati, dalja raz-
matranja ¢e se vrditi u odnosu na Dekartove koordinate.

Nekaje E, n — dimenzionalpi euklidski prostor i nekajex; i=1,2,...,n)
Dekartov sistem koordinata tog prostora. '

Pfafova forma. Linearna skalarna diferencijalna invarijania dQ defi-
nisana sa

aQ = X, (x,) dx,, (11.1)

gde su X, (x;) neprekidne i diferencijabilne funkcije svojih promenjivih x,
u nekom konacnom domenu naziva se Pfafova forma.
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Pfafova jednaéina. Linearna diferencijalna jednacina
X (x) dx; = 0, (11.2)
naziva se Pfafova jednacina.

Integrabilnost. Pfafova forma (11.1) je integrabilna ako postoje funkcije
0 (xy) © n(x;) takve da je

] X,dx,,
]
totalnt diferencijul funkcije n, 1j.
—;—Xidx,; =dn. (11.3)
U tom slucaju je
g =g (11.4)
dx;
i
—-Q= dn. (11.5)
7]
Dalje, ako je C zatvorena kriva linija u domenu definisanosti funkcija X, (x))
onda je
[izQ-:O. (11.6)
c 0

Funkcija 0 se naziva integracioni faktor Pfafove forme.

Pitanje da li Pfafova forma dopusta postojanje ovih funkcija zavisi, o¢igledno,
od funkcionalnog oblika funkcija X,. MoZe se pokazati da potrebni i dovoljni
uslovi, koje funkcije X, moraju zadovoljiti da bi njima odgovarajuca Pfafova forma
(11.1) bila integrabilna, glase

Xi (Xj.k = X:c. ;) =+ Xj (Xk,i = Xi,k) + X (Xi,:l - Xj. t) =0 (“-7)

. & . sie S —1 -2
Njihov ukupan broj 1zn051(:r) od kojih je samo -@——)2@ —)

Odatle sledi da su za n =1 i n = 2 uslovi integrabilnesti identi¢ki zadovoljeni,
a Pfafova forma uvek integrabilna.

nezavisnih.

Pfafova forma (10.11) za idealan gas je ilustracija slucaja n = 2.

Za n =3 uslovi (11.7) ne meraju biti zadovoljeni. U tom slucaju Pfafova
forma nije integrabilna u smislu postojanja integracionog faktora .

U termodinamici je od posebnog znacaja teorema, koju je formuliszo Kara-
teodori (Caratheodory), a koja se odnosi na uslov integrabilnosti Pfafove dife-
rencijalne forme (11.1) u prethodno navedenom smislu, tj. u smislu da je

X,dx, = Odn. (11.8)
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Karateodorijeva teorema*: Ako u okolini neke tacke G, postoje njoj ne-
dostupne tacke G, 1j. tacke koje ne mogu biti povezane sa G, krivama koje
su resfenja Pfafove jednaéine

X, (%) dx; = 0, (11.2)
onda je Pfafova forma integrabilna.

Iz teorije Pfafovih formi je poznato da krive x, = x, (¢) koje su reSenje jed-
nacdine (11.2), uvek postoje, pa prema tome i u slucaju kada Pfafova jednzcina
(11.2) nije integrabilne u smislu postojanja integracionog faktora 6.

Posledice ove teoreme u termodinamici su dalekoseine ako se pode od prosi-
renog Karateodorijevog (Caratheodory C.) postulata, koji je formulisao Valanis
(Valanis):

U okolini termodinamickog stanja sistema postoje stanja koja sistem ne
moZe dostici procesima koji su adijabatski i reverzibilni.

U tom slucaju je moguce pokazati postojanje funkcije stenja koja se naziva
entropija. To je predmet rczmatranja sledeceg odeljka.

12. PRIMENA KARATEODORIJEVE TEOREME NA PRVI
ZAKON TERMODINAMIKE

Prvi zakon termodinamike u obliku Pfafove forme. Slucaj idealnog
gasa, koji je razmatran ranije, ukazuje na pravac dalje analize prvog zakona termo-
dinamike. Za op$tu analizu polazimo od njihovog lokalnog oblika (10.1) izraZenog
u odnosu na pocetnu konfiguraciju. U odnosu na Dekartove koordinaie njegov
diferencijalni oblik glasi

de — N T dCyy = L5 (gr.x + 0oh) dt. - (12.1)
200 2
Za dalju diskusiju pogodniji je oblik
de — X, dx, = dg, (12.2)
gde X,ix,(1=1,2,...,6) predstavljaju promenljive - l—- Ty, i Cg,, respektivno
i gde je i
ag = (g + eoh) de. (12.3)

%o
Lako je pokazati da je (12.3) istovetno sa (10.8) s obzirom na (7.9) i (3.13.4).
Isto tako, iz (10.2) se vidi da je proces adijabatski ako je

dg = 0. (12.4)

Ocigledno da je leva strana (12.2) Pfafova forma koja, sa termodinamickog stano-
vista, predstavlja prirastaj gustine unutra$nje energije sistema umanjen za prirastaj

* Dokaz ove teoreme je dat u Dodatku koji se odnosi na Pfafove jednaline.
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rada na sistemu. Brojna vrednost ove forme jednaka je prirastaju priliva toplote
sistema.

Integrabilnost prvog zakona termodinamike. (Reverzibilan sistem).
Razmatrajuéi prvi zakon termohinamike u obliku Pfafove forme (12.2) dolazimo
do pitanja: za koje sisteme i procese je ova forma integrabilna? (Za sisteme i procese
za koje je uslov integrabilnosti zadovoljen moguce je naci novu funkciju stanja —
entropiju).

Zadrzimo se prvo na slucaju sistema, koji smo razmatrali na pocetku odeljka
10, za koji je

&= elx,. Ty X, = X, (%, T). (12.5)

Za takav sistem (12.2) glasi
(ﬁ — 3.\ sy g%dT — 4. (12.6)

A
Ox,

Prema teoremi Karateodorija, Pfafova forma data levom stranom ovog izraza je
integrabilna ako u prostoru promenjivih x, 1 7" postoje tacke u okolini neke tatke P
koje ne mogu biti spojene sa P duz krivih koje su resenja jednacine

(,@j _ X..) iy 2 I (12.7)
Ox, oT

S obzirom na (12.4) ova jednacina tvrdi da se promene u sistemu mogu odvijati
samo adijabatski. Takve promene u posmatranom sistemu su, po definiciji, rever-
zibilne. Tada, na osnovu Karateodorijevog postulata, postoje ,,susedna’ termodina-
micka stanja (x, 4+ dx,; T + d7T) koja sistemu nisu dostupna (duz krivih koja su
resenja jednacine (12.7)).

Prema tome, na osnovu Karateodorijeve teoreme, Pfafova forma na levoj
strani izraza (12.6) je integrabilna. Sta vide, postoji relacija*

T =T (x), (1)

tj., temperatura sistema ne moze da se menja nezavisno od promene x,. Ova funk-
cionalna relacija, za sluc¢aj ovde razmatranog sistema, je izvedena u Dodatku koji
se odnosi na Pfafovu formu. Jednagina (i) defini$e hirerpovrs$ u prostoru (x,, ).
Sa fizi¢kog stanovista tekva povr$ je izentropska.

Ovi zakljucci se mogu formulisati u obliku zzoreme:

Ako su e i X, (i =1,2,...6) funkcije stanja samo promenljivih stanja
x, (i=1,2,...6) i T onda je Pfafova jednatina(12.7) integrabilna.

Tada postoji integracioni faktor 0 (x,, T) tako da je

Je Je
E X \dr,+— dT = dg = O dy, 12.8
(6x. ) oT 4 4 ( )

i )
* Videti u Dodatku napomenu koja se odnosi na Pfafove jednacine.
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gde je n funkcija od x, i T. Takode je

L (12.9)
Ox; O,
o - (12 .10
8T  oT

Tako odredena funkcija # je poznata pod imenom entropija sistema i funkcija
je promenljivih stanja x, i T tj.

n=n(T;x,). (12.11)
Isto tako je
0 =0(T; %) (12.12)
Odavde se vidi da je 0 za fiksno x, funkcija temperature 7 i prema tome ima zna-
; . 0f ; 5
¢enje unutra$nje mere temperature ako je ——| # 0. Pod tim uslovom moguce
je skup promenljivih stanja {x,; 7} zamenit sikupom {x;; 0} transformacijem

Xy = Xy

(12.13)
0= BTy
U tom sluaju jednacine (12.9—10) se mogu izraziti u obliku
% _sP_ox (12.14)
Ox; 0x;
e _ g0 _,. (12.15)
ao a0

Uvode¢i novu funkciju stanja p = vy (x;, ) smenom
v =¢— 0Oy, (12.16)

ove jednaCine se znatno uproséavaju i postaju

X, = 5—"'—{, (12.17)
Ox,
dy
= =it 12.18
7 =0 ( )

Pomocu njih lako je pokazati da je
= X% —nb, (12.19)

tj. w je onaj deo unutra$nje energije sistema koji je, pri izotermiZkim procesima
(6 = 0), slobodan da vr$i rad. Zbog toga se funkcija y, koja ima takva svojstva i
koja je definisana sa (12.16) naziva slobodna energija u literaturi poznata i pod
imenom Helmholcova (Helmholz) energija.
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Ovde izneti rezultati mogu se kratko sumirati u obliku leme:

Ako su unutra$nja energija sistema 1 mehanicke sile (naponi) X, koji
delwju na sistem, funkcije deformacija x, (takvih da je X%, = W) 1
temperature. 0, onda, kao posledica Karateodorijevog postulara 1 reoreme
postoji funkcija 1 (x5 0), koju naszivamo entropija sistema, takva da je

iy =4, (12.20)

Definicija: Sistemi za koje vagi velacija (12.20) nazivaju se reverzibilni.

Ireverzibilni sistewmi: Za takve sisteme unutradnja energija ¢ i sile X, nisu
funkcije samo promenljivih stanja x; 1 T. To znaci da promenljive stanja x, i T
nisu dovoljne da jednoznacno definis$u termodinamitko stanje sistema i za njegovo
definisanje moraju da se uvedu dodatne promenljive. Primer takvog sistema je
viskozni fluid ili viskoelasti¢no telo.

Aksioma: Uvek se moge nadi potpun skup primitionih promenljioth stanja (pri
Cemu se me moraju biti opagliive) koji jednoznacno odreduje stanje termodinamic-
kog sisiema.

Definicija 1: Dodaine nezavisne promenljive stanja, koje nisu opaZljitve, a
koje su porrebne za jednoznalno definisanje stanje ireverzibilnog sistema naztvamo
unutrasvje promenljive stanja. Takve promenljive stanja obeleZavamo sa
g, (e =1, 20D} *

Znati za ireverzibilan sistem je

e=e(T5x;5q0; X=X, (T5%;4.) (12.21)
Za takav sistem prvi zakon termodinamike vaZi u ranijem obliku, tj. u obliku
de — X, dx; = dg. (12.2)

Ocigledno je da u ovom izrazu, s obzirom na (12.21), ne figuri$e ¢lan Q,dg,, gde
je O, = 0,(x;5T595); (. f=1,2,...p). To je moguce u procesima u kojima
se unutrasnje promenljive stanja ne menjaju. Ali takvi procesi su reverzibilni i
za njih vaZe zakljuéci prethodnog odeljka.

Time je dokazana lema.

Za treverzibilne procese, u Rojima su q, konstantni, diferencijalna forma
proog zakona termodinamike je integrabilnag.**

Posledice ove leme su znacajne. S obzirom na (12.21) i integrabilnost leve strane
forme (12.2) dobijamo da je

55 |

B dr oe

| da x‘ilqg

dx, — X, dx, = Odn |, . (12.22)

U ovom izrazu sa |, oznatili smo operaciju dlferenmran]a pri fiksnim vrednostima
g4 Zbog toga prva “dva ¢lana leve strane ne &ine totalni diferencijal funkcije pa
prema tome desna strana (12.22) nije jednaka dg.

* U literaturi se promenljive stanja ¢, nazivaju i disipativne promenljive stanja.

** U sludaju kada se g. menja, Pfafova forma (12.2) nije integrabilna.
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Nezavisno od togs, postojanje integracionog faktora 0 (T x;;¢q,) i funkcije
stanja 7 (T'; x;; g,), koju ponovo zovemo entropijom, dovodi nas do izraza

LW L. A (12.23)
Ox, ox,
IR (12.24)
T  oT

Ako ponovimo postupak prethodnog odeljka uvodeéi transformaciju
=g
9e = 4u3 (12.25)
0 =0 (T;x; q.)s

ove jednaline postaju

X = fe- 9 ﬁ (12.26)
ox; 0x;
o 3% | (12.27)
a0 a9

gde su ¢, X, i sada funkcije stanja promenljivih (x;; g,; 0). Veli¢ina 6 igra ulogu
unutra$nje temperature kao i u slu€aju reverzibilnih sistema.

Uvodenjem nove funkcije stanja, slobodne energije v (0;x,; g,), definisane
sa (12.16), ove relacije se znatno uproséuju i glase

oy
-3 12.28
o ( )

oy
= — § ) 12.29
n = ( )

Dalje je lako pokazati da je

. . oy
=X+ Laatul (12.30)

0

Odavde sledi da je, za dva stanja deformacije x; i x,,
17" 2

xq
2

Ay = [ X, dx, . (12.31)

%
1

u slucaju izotermickih procesa (6 = const.) za koje je g, = 0. Prema tcme y ima
znadenje povratne energije sistema za takve procese jer je Ay = 0 kadaje x, = x,.
) 1 2
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Ovi rezultati se mogu sumirati u obliku feoreme:

Za ireverzibilan sistem podvrgnut termodinamickom procesu, postoji funkeija
stanja koju nazivamo entropija i, kao posledica, funkcija koju naszivamo
slobodna energija. Fumkcija slobodne energije igra ulogu funkcije poten-
cijala za sile (napone) koji deluju na sistem i entropiju.

3. TERMODINAMICKA NEJEDNAKOST. KLAUZIJUS-
-DIJEMOVA (CLAUSIUS-DUHEM) NEJEDNAKOST,

Poznato je da se, pri ispoljavanju dejstva silama okoline na sistem, granica
sistema deformise. Deformacijom granice sistema prencsi se rad koji se na njemu
vr§i. Prema tome,

Pri izotermickim uslovima ne moZe se vriitt rad na sistemu bez deformacije
njegove granice.
Ovaj stav, koji izrazava Kelvinov princip, moZe se iskazati u modifikovanom obliku:

Pri izotermickim uslovima slobodna energija sistema, Cija je granica stacio-
ndrna, ne moge rasti.

U protivnom, porast slobodne energije bi mogao biti pretvoren u rad i sistem
bi mogao da sluzi kac neiscrpan izvor energije.

Kakve su posledice ovog postulata?
U tom cilju razmotrimo (12.30) koja za izotermicke uslove postaje

. . dy
b= X%+ b (13.1)
dq

U slucaju kada je x; konstantno, tj. kada je granica sistema stacionarna — do na
kruto kretanje tela, na osnovu istog postulata, sledi da je

Pa=0 . (13.2)
Ali tada iz 13.1) sledi da je
% b0, (13.3)
g,
Neka je, dalje,
Ng = =38, (13.4)
0q,
Tako definisana funkcija 6 naziva se wunurra$wja disipacija. Otigledno da je
6 =0, (13.5)

kao posledica (13.3). Tvrdenje (13.5), da unutradnja disipacija ne moZe biti nega-
tivna, predstavlja Plankovu (Planck M.). nejednakost Dalje se (12.2), s obzirom
na (12.22), (13.4) i ¢&injenicu da je

e g 0n_ 0y

og. o og*
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(8to neposredno sledi iz (12.16) i (12.21)), moZe napisati u cbliku

dg = 0dy — 4 dt,
ili
dg 0

dy = —2 i.—dt 13.6
i (13.6)

Ocigledno, na osnovu (13.5), sledi da je

an >4, (13.7)

Ova nejednakost se naziva Klauzijus-Dijemova nejednakost. Ona izrafava drugi
zakon termodinamike u lokalnom obliku. Taénije re¢eno, dovodi do postojanja entro-
pije kao funkcije stanja koja zadovoljava uslove

dn = ‘Eﬂ' (13.8)
]
za reverzibilan proces i
dn > %, (13.9)
za ireverzibilan proces.
Slucaj
dn < % (13.10)

nikada se ne dogada u prirodi.

Truzdel-Nol-ov (Truesdell-Noll) oblik
Klauzijus-Dijemove nejedrakosti

Koriste¢i (10.8) u (13.7) moZemo Klauzijus-Dijemovu nejednakost pisati u
obliku

&+ 2 (13.11)

N = :

]
ofl
Pri tome se mora imati u vidu da vazi Furieova (Fourier) nejednakost

70, =0, (13.12)

kojom se tvrdi da se toplota nikada spontano ne prenosi sa hladnijeg na toplije
telo. Uvodeéi oznake

. I . h
oe — ¥ — — div ity 1313
2 7] o0 g ( )
4 —iq-gradﬁ——l— *0 (13.14)
con 962 Qezq 2K .
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mozemo (13.11—12) izraziti u obliku koji su predlozili Truzdel i Nol
Yie 20 1 Yea = 0. (13.15)

Uvedene velidine 7y, 1 Yeon Dazivaju se lokalna proizvodnja entropije © proizvodnja
entropije provodenjem toplote (kondukcijom), respektivno.

U sludaju reverzibilnih procesa mora jednovremeno bitii y,, = 0 1 yon = 0.

O¢igledno je da su uslovi (13.15) stroziji od uslova

yloc 'Jf- Vnnn 2 0) (1316)
koji se, pomoc¢u (13.13—14) moZe pisati u obliku
, | T h
977_‘9—4,1;+§§q 9..&_9'5 =0,
ili
k
eh—(i) —Qﬁ =0 (13.17)
0/, 7

Klauzijus-Dijemova nejednakost ili princip
ireverczibilrosti u globalpom obliku

Ako sa H obelezimo ukupnu entropiju sistema, &ija je specifitna entropija
(tj. entropija po jedinici mase), onda imamo da je

H = [ ondo. (13.18)

Pod uslovom da je sistem zatvoren vidi se da je

H= fgij'dfa.
Tada iz (10.8) i (13.6) sledi da je
= vj—;(qf’k + oh + 08) do. (13.19)
Koristeci identi¢nost
E i kQ
q_;= (%) & 46;, (13.20)
kao i tearemu o divergenciji, prethodni izraz postaje
H —5[ %kda,c _.z,f 0 % dv = j % (ga + qk:’k) dv. (13.21)
Neka je dalje, po definiciji,
oy = _; (96 £ 5’%0-_"), (13.22).
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Tako definisana veli¢ina y predstavlja specificnu proizvodnju entropije. Tada je

I'= J' oy dv
g (13.23)
ukupna proizvodnja entropije u jedinici vremena posmatranog sistema.
Pomocu nje se (13.21) moZe pisati u obliku
. o il . h
I'=H— ¢ =da— — dv. (13.24)
i L

U ovom izrazu, koji ima oblik zakona balansa, moZzemo % interpretirati kar fluks

” . o T ; h & ;
entropije kojim entropija napusta sistem provodenjem, a = kao entropiju koja

napu$ta sistem radijacijom.
1z (13.22), (13.13—14), (13.16), (10.8), i (13.6) vidi se da je

Y = Vioe + Yeon ; 0: (|325)
ili
g e L g S (13.25a)
L= ’? 06 q k 0 - o6? = Yy <
$to predstavlja lokalni oblik Klauzijus-Dijemove nejednakosti. Prema tome i za
ukupnu proizvodnju entropiie I vazi

I'=[gydo>0. (13.26)

Tada i za (13.24) vaZi nejednakost
HZz|-=da+ — dv, (13:27)
Lgdt]ey

koja predstavlja Klauzijus-Dijemovu nejednakost u globalnom obliku, ili, prema
Truzdelu, opsti postular ireverzibilnosti.

U sludaju adijabatskih procesa, tj. kadaje g =0na ¥ ih =0u v, iz (13.27)
se dobija H = 0. Tada kaZemo:
Za adijabatske procese ukupna entropija ne moZe opadati.

14. KLAUZIJUS-DIJEMOVA NEJEDNAKOST .
U SLUCAJU POSTOJANJA POVRSI DISKONTINUITETA

U sludaju postojanja povrsi diskontinuiteta o () u posmatranom telu polazimo
od Klauzijus-Dijemove nejednakosti (13.27) koja, po svom obliku, asocira na
opsti zakon balansa (3.14.10), 1j.

d q
= do = [ L
dr,,I e B ;,[

h
5 a0 (14.1)
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K
Tdentifikujuci v sa 1, @ sa % ip sa % iz (3.14.7) sledi da je

g L (ﬁ—i)<0 uv—a
g (\g 6) B 1 3

ﬁ(u—'v) <0 nao.

(14.2)

w:lu::

Posle izvesnog sredlvan]a ovih izraza dobijamo Klauzijus-Dijemovu nejednadinu
u lokalnom obliku

ofln — g% + ¢ (log @), —oh =20 uv—c (14.3)
ili
ol —divg + g gradlog 8 — ph =0, (14.3a)
i uslov skoka
gn(v—u)—%:-nzo na o (). (14.5)

U odnosu na pocetnu konfiguraciju, s obzirom na (7.9) i (3.13.4), globalni oblik
Klauzijus-Dijemove nejednakosti (14.1) glasi

d g~ . h
——_[gde}f- dAg + [ 00— dV, (14.6)
le 5 0 174 ]

koji je napisan u obliku (3.14.11).
Identifikujuci v sa n, @* sa g i p sa -g— i koriste¢i (3.14.7) dobijamo, posle

izvesne racunice, u odnosu na pocetnu konfiguraciju, Klauzijus-Dijemovu nejed-
nakost u lokalnom obliku

000 — g% + ¢* (log O)x, — gk =0 u V — 2, (14.7)
ili
000 —divg + g - Gradlogl —ph =0 uV —2Z, (14.7a)
gde smo sa Grad oznadili parcijalni kovarijantni izvod po X%, i uslov skoka
[¢¥Ng + ponuy] =0 na 2. (14.8)

Ovi izrazi su od bitnog znaéaja, posebno u slu¢aju problema prostiranja talasa
u neprekidnoj sredini.

Osim toga, koriste se i drugi, njima ekvivalentni oblici, pogodni za razmatranje
pojedinih problema. Tako se iz (7.3) i (14.3), eliminacijom ¢% + ¢/ dobija

—o(—0n)+*dy; +q"(log), =0 uov—¢ (14.9)

ili
—0(E —0n)+T:D+ g-gradlogh =0 u v —o. (14.92)
Dalje, koristedi funkciju slobodne energije v definisanu na primer sa (12.16), tj.
p=¢—0On, (12.16)
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ovi izrazi postaju

—o (p + n0) + d, + (¢*1log 0), =0 wo—0o (14.10)
ili
—o(p+n0)+T:D+qg-gradlogd =20 uo —o. (14.10a)

Istim postupkom se mogu dobiti i njima odgovarajuéi izrazi 1 materijalnoj kon-
figuraciji
—0, (& —09) + T¥*Ey, +g*(log ) x >0 u V -2 (14.11)

—00 (@ +n0) + T**Ey, + ¢ (log6)x =0 u V —Z. (14.12)

Pri tome uslovi skoka (14.5) i (14.8) ostaju nepromenjeni.

. 15. KALORICNA JEDNACINA STANJA.
DZIPSOVA (GIBBS) RELACIJA. TERMODINAMICKI NAPON.
TERMODINAMICKI POTENCIJAL. FUNKCIJA DISIPACIJE

Sva dosada$nja razmatranja, koja su se odnosila na drugi zakon termodina-
mike, bitno su se odnosila na fizi¢ke i matematitke osnove egzistencije entropije
7 kao funkcije stanja termodinamickog sistema. Proudavani su sistemi i procesi
za koje je striktno matemati¢ki pokazana egzistencija entropije n i temperature 0.
Izvedena je Klauzijus-Dijemova nejednakost u lokalnom i globalnom obliku i
ukazano je na prilaz izvodenju ove nejednakosti u mehanici kontinuuma.

U Truzdelovom prilazu entropija i temperatura su osnovai pojmovi. Sta vise,
za razliku od dosadadnjeg naéina izvodenja drugog zakona termodinamike, entropija
se ne postulira eksplicitno ni kao funkcija stanja odredena trenutnim vrednostima
drugih promenjivih stanja. Zbog svega toga, smatramo korisnim da se zadrZimo
na ovom nadinu izlaganja detaljnije koriste¢i uobicajne oznake i termine mehanike
kontinuuma.

Prema tom prilazu skup svih nezavisnih parametara », (¢ = 1,2,...,n)
koji uti¢u na promenu gustine unutrasnje energije ¢ definiSe rermodinamicko pod-
Stanje sistema. Sami parametri », se nazivaju rermodinamicke promenljive podstanja.
Njihove fizicke dimenzije se izraZzavaju preko mehanikih i elektromagnetnih
jedinica, a izbor zavisi od sistema koji se posmatra. Primer idealnog gasa, koji smo
ranije razmatrali, ilustruje termodinamitko podstanje sistema odredeno samo
jednom promenljivom podstanja — specifi¢nom, zapreminom ». Gradijenti de-
formacije x¥; su devet parametara », u slutaju deformabilnog tela, itd. U op$tem
slu¢aju, », su tenzorska polja proizvoljnog reda i funkcije polozaja x 1 vremena ¢, j.

v="v(x1). (15.1)

i nisu dovoljni za odredivanje stanja sistema. Odatle sledi:

Osnovna pretpostavka termodinamike. Podstanje sistema v zajedno sa jednim
skalarnim parametrom 7, ¢ija je dimenzija nezavisna od dimenzija »,, dovoljan je
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da odredi e nezavisno od vremena, poloZaja, kretanja i napona. To znadi da je mo-
guce odrediti a pricri funkciju f tako da je

e =f(n, v, X). (15.2)

Parametar 5 se naziva entropija. Njena dimenzija je nezavisna od [M], [L], [T].

Saglasno osnovnoj pretpostavci termodinamike skup #z -1 1 parametara v,
n definise rermodinamicko stanje.

Za neko kretanje x = x (X, ), sigurno je ¢ = ¢ (X, ). Za drugo kretanje
bi¢e ¢ = g (X, 1), pri ¢emu je u opstem slucaju g # ¢. Medutim, prva posledica
iznete pretpostavke (15.2) je da mi mozemo odrediti ¢ bez poznavanja kretanja
sistema i bez obzira na vreme. Drukéije receno, vrednost gustine unutra$nje
energije ¢ moZe biti odredena na osnovu tekucih vrednosti % i v, i pretpostavljencg
funkcionalnog oblika (15.2). Eksplicitna zavisnost ¢ od X dopufta mogucnost
da funkcionalna zavisnost od », i 77 moZe biti razliCita za razliite ¢estice u nehomo-
genoj sredini. Pretpostavlja se da je (15.2) neprekidno po X kzo i po », i 7.

Jednacina (15.2) se naziva kaloricna jednalina stanja.
Termodinamicka temperatura 0 i termodinamicki naponi t, se defini§u izrazima
5 ‘ru=f—£! s w12 00 M) (15:3)
on v, v, |0
Tada je pri promeni termodinami¢kog stanja u datoj Cestici X
de = 0dn + 7, dv,, (15.4)

gde se po ponovljenom indeksu «, koji nema tenzorski karakter, vri sabiranje.
Ova relacija je poznata pod imenom Dgipsova (Gibbs) relacija. Za fluid, primera
radi, ona glasi

de = 0dn — padv, (15.5)
gde je
de |
0 =—| temperatura, a
3?‘] ¥
de | e
—p = — | termodinamicki pritisak.
or |n

Iz (15.2—3) sledi da su temperatura i termodinamicki naponi funkcije termo-
dinamickog stanja, tj. za datu Cesticu je

0=06(0nv,X), t,=1.0vX). (15.6)
Pretpostavimo, dalje, da je (15.6), moguce rediti po # tako da je
n =70, v, X). (15.7)

Smenom ovog izraza u (15.2) dobijamo alternativni oblik kalori¢ne jednacine stanja
e=c¢(0,v, X). (15.8)
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Na isti naéin se dobija iz (15.6—7)

T = Ty (055 X (15.9)
ili

v, =, (0,1, X), (15.10)

| &
pod pretpostavkom da je #l # 0.
| O’V,gl

Jednatine (15.9—10) se nazivaju termicke jednaéine stanja. Napominjemo
da nadalje, u najvecem broju slucajeva, nece biti naznacena eksplicitna zavisnost
relacija od X.

Termodinamicki potencijali. Polazeli od egzistencije kalori¢ne jednaline
stanja, uvedena su Cetiri termodinamicka potencijala, pri ¢emu je svaki pcgodan
za odreden izbor promenljivih stanja. Navodimo ih u sledecoj tabeli

Termodinamiéki potencijali

Potencijal ' Veza sa ¢ Neza\f}sne PLG-
1 | menljive stanja

Unutradnja energija ¢ I & | s Va
Helmholcova slobodna e— 0 6
energija y w= K s Va
Entalpija % X =€&— Tary | 7 Ta
Slobodna entalpijaili | =& — 05 — T4va 0. ¢
DZipsova funkcija ¢ =y — On %

Otigledno je da se moZe uspostaviti uzajamna veza i sa bilo kojim drugim
potencijalom, a ne samo sa . ZadrZavajudi se na ovim relacijama i funkcionalnoj
zavisnosti od navedenog skupa promenljivih stanja, lako je pokazati da je

de =0dn +t,.dv,

dy = —ndf + 7, dv, (15.11)
dy =0dy — v, dz,

Al = —ndf — v, dr,

gde je
on|v © v,
b | v o,
b — X i, e (15.12)
onlt G 7
__ , 9
86|t * o, |,
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Iz (15.11) i (15.12) se mogu izvuéi sledec¢i zakljuéci:

— Slobodna energija w je onaj deo unutradnje energije & koji moze da vrsi
rad pri konstantnoj temperaturi (vidi (12.19)).

— Entalpija y je onaj deo unutrasnje energije £ koji se moZe osloboditi
kao toplota pri konstantnim termodinamic¢kim naponima.

— Unutrasnja energija € je potencijal za termodinamicke napone pri izen-
tropskim procesima (7 = const.).

— Helmholcova slobodna energija v je potencijal ze napone pri izotermickim
procesima (6 = const.).

Sluéaj potpuno povratnog rada. Za dalja razmatranja pogodniji oblici
(15.11);,5 su

é - 6?"] + Tui'm:

) (15.13)
p=—nb + 7,7,
Pomocu (7.3) i (12.16) ovi izrazi se mogu napisati u obliku
0é = o0 + ot ¥, = td,, + ¢~ + oh, (15.14)
oy = —ond + 0T,
=ty —ond + o0 [ @) —i]. (519

Njihovom analizom dolazimo do zakljuc¢ka da su moguca dva slucaja kada je rad
termodinamickih napona pevratan i kada je snaga napona jednaka efektu rada
termodinamickih napona, ftj.
‘thdﬂ‘.’, = Qru&a' (15‘16)

1. Slu¢aj — Deformacija je adijabatska i izentropska.

Tadaje ) =0, ¢" =01 h =011z (15.14) sledi (15.16). Ali tada je de =

=T1,dv, t § 7,dv, = 0 jer je ¢ funkcija stanja. To znali da je rad termo-

dinamickih napona T, potpuno povratan za takve procese.

2. Slu¢aj — Deformacija je izotermicka i preno$enje toplote reverzibilno.
Tada je 0 = 01 98y = ¢°, + ph i iz (15.15) ponovo sledi (15.16). Takode
jedy =1,dv, 1 56 7,dv, =0 jer je sada v funkcija stanja. Ponovo sledi da je
rad termodinanuckih napona povratan.

Vazno je uoditi da je povratan rad uslovljen egzistencijom kalori¢ne jednacine
i da samo termodnamicki naponi, koji se mogu izvesti iz potencijala definisanog
takvom jednadinom, vr$e rad koji ne doprinosi entropijskoj proizvodnji, $to se
vidi iz (15.14—16).

Identifikacija termodinamiékih napona sa komponentama napona
Zadrzacemo se na prethodno navedena dva slu¢aja povratnog rada za izvestan
izbor promenljivih podstanja. Razmotricemo dva moguca izbora promenljivih

podstanja v, : LagranZov tenzor deformacije E i gradijent deformacije F pretpostav-
ljajuéi da je podstanje potpuno definisano komponentama tenzora E i F.

197




a) Kada se », (@ =1, ..., 9) identifikuje sa Ex, onda se njima odgovarajuéi
termodinamic¢ki napon 7, moZe oznaciti sa 7% tako da je

de

T = , 15.17
0Ey, ( )
s obzirom na (15.12),.
Tada se (15.16) moZe napisati u obliku
1
) TICL EKL o TKL EKL' (]5. 18)

@o

gde je T — Piola-Kirhofov tenzor druge vrste. Pri izvodenju ove relacije koristili
smo (3.13.4) i (4.9.12). Ako gustina unutradnje energije nije simetrizovana po

svojim argumentima Ej, (t]. zamenjujuc¢i svaki od njih sa T (E,-;L—i-Em,))

S e 1 : a . : i
mi ne mozemo zakljuéiti da je v = — T, Zaista, poSto je E, simetricno
ne moZemo birati E, tako da je npr. samo E,, razli¢ito od nule, nego tako da
su samo E,, i E,, razli¢iti od nule. Onda se (15.18) svodi na
1 ; :
= (leElz + T2E,,) = leElz + T2E,,,
9o
odakle se, koriste¢i simetri¢na svojstva tenzora Ty, i Ej, dobija
1 1
ST = (g1 4 g?)) = L (__3-5 P oe )
P9 2 2 aElz 6521
ili vopste, za ovaj sludaj
i de e

1
‘-TKL:**( KL+ LK)=__(___J[_ _) (1519)
o 2 O0Eyx;, OE.x

Ako je funkcija ¢ (ili funkcija slobodne energije ) simetrizovana o svojim
argumentima onda je

o _ e
OE,, 0B
1 sledi da je
LN (15.20)
99 aEKL

b) Kada je podstanje sistema odredeno gradijentima deformacije x*; njima
odgovarajuce ili konjugovane napone, obelezavaéemo sa 7%,. Postupajudi kao i u
prethodnom slucaju pokazuje se da je

- e PR, (15.21)
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gde je T, — Piola-Kirhofov tenzor prve vrste definisan sa (4.9.8).Ista relacija
se moze izraziti, pomocu (4.9.12), preko simetri¢nog Piola-Kirhofog tenzora druge
vrste koriste¢i (4.9.12), tako da je

0 1
5= - —Ek— =— Ty, ,
0Xxg Qo
ili
KL 68 I, L
T = 0o ak— b (15.22)
xEy

S obzirom na simetri¢nost T#* mora biti i desna strana (15.22) simetri¢na, tj.
mora biti

aﬂxi ) (15.23)
K
Iz (15.21) i (4.9.8), dobijamo za Ko§ijev tenzor napona

P 639 ’ (15.24)
LK

pri ¢emu zbog simetri¢nosti ' mora, takode, i desna strana da bude simetri¢na,
tj. mora biti

. (15.25)

Xim

Iz (15.23) i (15.25) se vidi da & ne mozZe biti proizvoljna funkcija x%;.. Ove relacije
u stvari namecu ograni¢enja na oblik funkcionalne zavisnosti & od x%.

Disipativna snaga i unutrasnja proizvodnja energije.
Disipationa funkcija

U slucaju kada snaga napona nije potpuno povratna relacije (15.14—15) se
ne svode na (15.16). Tada je

00 = Mdy, + g5 + oh — 0TV (15.26)

ekvivalentno sa (15.14). Mozemo se dogovoriti da prvih devet parametara », budu
komponente gradijenta deformacije. Time se ni$ta ne gubi u opStosti, jer za mate-
rijale za koje gustina unutrainje energije ¢ ne zavisi od nekih ili svih promenljivih
stanja x% njima odgovarajuce termodinamicke napone 7, moZemo uzeti da su
jednaki nuli.

Sa ovim izbcrom parametara v, (« = 1,2,...9) (15.26) postaje
: Kl e de 1 .
007 = tMdy + g + 0h — 0 T X[xVis — QTuVas

XK

(@ =10, 11,...n).
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Medutim, prema dosadadnjem izlaganju rad termodinamickih napcna, koji se
mogu izvesti iz ¢ kao potencijala, je potpuno povratan. Zbog toga je, prema (15.25),

Oe ; i : i s s .
;3 —— x'; simetri¢no, i prethodnu relaciju moZemo pisati u obliku
X,k

o 967'? = utmdkz “p ‘gﬁc + oh — ot 9, (15.27)
gde je
=g F g (15.28)
il 0%y x
111
e gt xix + ot (15.29)

Simetri¢ni tenzor ,t* definisan sa (15.28) otigledno predstavlja ukupan simetri¢an
napon ¢ umeanjen za deo napona koji vrii povratan rad. Zbog toga se naziva disi-
pativan deo ¢ime je uslovljen i na¢in njegovog obelezavanja. (Takvo %, defi-
nisano sa (15.28), poklapa se sa disipativnim naponom definisanim sa (5.6) samo
u specijalnim slucajevima.) Tada iz (15.27) moZemo zakljuéiti:
Samo disipationi deo napona ' doprinosi promeni entropije.
Ili jo§ opstije (posto je moguce da ukupan napon bude disipativan):
Bilo koji deo napona koji vrsi povratan rad ne doprinosi promeni energije.
Uporedujudi (15.27) sa (13.25a), lako je pokazati da je
1 P
LN RN — (15.30)
0 o
Odavde sledi: specifina proizvodnja energije y izrafava se u obliku: bilinearne
forme odgovarajuceg skupa velicina.
UobiZajenc je da se dve veli¢ine koje ulaze kao sabirci u izraz za specifi¢nu
proizvodnju energije nazivaju termedinamicka sila i termodinamictka flukcija.

U slucaju (15.30) taj skup veli¢ina bi mogao biti dat prema sledecoj tabeli

Termodinamicka sila Termodinamicki fluks

1
e Drfcl dm

e

1
g — 0
0l
—Tq ';"a

Izbor velit¢ine, koja ¢e predstavljati silu a koja fluks, je do izvesnog stepena pro-
izvoljan. U svakom slu¢aju nisu jednozna¢no definisani. Nezavisno od toga pret-
postavljamo da su ove veli¢ine uvek izabrane tako da njihov unutr:$nji proizvod
daje snagu (mehanicke i termic¢ke) disipacije po jedinici mase. To znaéi da je

Oy = X Jo» (15.31)

gde smo sa X, oznatili termodinamicke sile, a sa J, odgovarajuce termodinamicke
fluksove.
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U ireverzibilnoj termodinamici obi¢no se pretpostavlja da konstitutivne jedna-
¢ine daju fluksove kao funkcije sila (ili obrnuto) i da su bar ,,u okolini ravnoteze”
konstitutivne jednacine (koje se nazivaju i fenomenologke) date u linearnom obliku

Jo = LanXey Xu = audy (15.32)

Onsager (Onsager) je, dalje, postavio princip na osnovu koga pogodnim
izborem sila i fluksova koeficijenti u (15.32) zadovoljavaju tzv. Omnsagercve
reciproéne relacije

Ly=Le i #y=d (15.33)

koje predstavljaju uslov simetri¢nosti ovih koeficijenata. Ove relacije, koje je Onsa-
ger predloZio (1931) na osnovu statisticke mehanike, bile su 3iroko koriscene.
Medutim prema Truzdelu, takav prilaz sa stanovista opste tecrije je neadekva-
tan, utoliko pre &to ne postoji neko pravilo za izbor sila i fluksova na na¢in koji bi
garantovao primenljivost Onsagerovih relacija.
Nezavisno od toga, kori$¢enjem fenomenoloskih relacija u entropisjkoj pro-
izvodnji (15.31) dobijamo kvadratne forme koje moraju zadovoljavati nejednakost
0y =L, X, X, =0 '
ili (15.34)
9]} = aub']a']b \//\03

§to znadi da one moraju biti pozitivno definitne.
Druga od ovih formi se naziva disipativna funkcija D, tako da je

D (J) = aus . (15.35)
Tada je (15.32), ekvivelentno pretpostavci da je
1 éD
g == 15.36
2 @, ( )

Jasno je da obrnuti postupak, tj. postuliranje (15.36) i disipetivne funkcije (15.35),
sa simetrizovanim koeficijentima a,,, obezbeduje vazenje Onsagerovih relacija.

U specijalnom slucaju, kada su x promenljive stanja koje potpuno definisu
podstanje sistema, bic¢e 1, = 0. Tada (15.30) glasi

1
ofly = pi''dy, + Eq”ﬂ,k, (15.37)

tako da je unutrasnja proizvodnja energije y razdvojena na dva dela: deo koji se
odnosi na disipativnu snagu ,7"'d,, i deo koji se odnosi na disipativno ili irever-
zibilno provodenje (kondukciju) toplote # prisustvu gradijenta temperature.

Takvo razdvajanje u ops$tem sluéaju nije moguce, tj. funkcija disipacije D se
u opstem slucaju ne moZe razdvojiti na zbir dva dela u kojima su mehanicke i
termicke sile razdvojene ili nespregnute.

Navedimo na kraju da stroZiji oblici Klauzijus-Dijemove nejednakosti dati
sa (15.—14—15) zahtevaju da u ovom specijalnom slu¢aju bude posebno

00y100 = pt*'diy = 0, (15.38)
i posebno

00Yeon = — ¢°0,, = 0. (15.39)
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VI KONSTITUTIVNE JEDNACINE

1. TERMODINAMICKI I DINAMICKI PROCESI

Veé smo u uvodnom delu rekli da osnovni principi vaze za sva materijalna
tela. To su opéti zekoni konzervacije 1 balansa koje smo ovde izveli, a koje, u cilju
preglednosti i dalje analize, ponovo navodimo (bez njima odgevarajucih uslova
skoka).

Zakon konzervacije mase

o =9, ili 9+ oI, =0. (3.13.6)
Zaken balansa koli¢ine kretanja
4o (ff — 2% = 0. (4.8.8)
Zakon balansa momenta koli¢ine kretanja
g = ¥ (4.8.10)
Prvi zakon termodinamike ili zakon balansa energije
0é = tMdy, + g% + oh. (5.4.14)

Ove jednatine dalje nazivamc jednaline polja.

Ukupan broj ovih jednacina je osam. Njima treba dodati Klauzijus-Dijemovu
nejednakost, na primer u obliku

009 — &) + tdy + ¢* (log 0) . = 0. (5.14.9)

Analizom ovih izraza moZe ce zakljuditi da se proces u neprekidnom mate-
rijalnom telu mozZe opisari sa devet funkcija po promenjivim X i 7, a predstav-
ljaju sledece fizicke veli¢ine: |

1. kretanje tela x = x (X, 1);

2. gustinu 0;

3. tenzor napona T {i*'};
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zapreminsku silu f{f*} kojom se ispoljava dejstvo okoline na telo;
specifi¢nu unutrasnju energiju &; '

vektor toplotnog fluksa g {g"};

specifi¢nu proizvednju toplote /;

specifi¢nu entropiju 7;

apsolutnu temperaturu § > 0.

3 SO EN ks

Ovaj skup veli¢ina, definisan za svaku &esticu tela 74 i za svako z, se naziva
zermodinamicki proces ako i samo ako je saglasan sa zakonom konzervacije mase,
zakonom balansa koli¢ine kretanja, zakonom balansa momenta kolifine kretanja
i proim zakonom termodinamtke.

Z2 preciziranje termodinamic¢kog procesa dovoljno je poznavati skup {g,x, T,
£ q, 0, n} imajuéi u vidu daje v =% 1 @ = x. Preostale veli¢ine fi % su onda
odredene pomoc¢u (4.8.8) 1 (5.4.14). Pri tome se ima na umu pretpostavka da je
pocetna raspodela gustine g, poznata. Kao posledica toga sledi, na osnovu (3.13.6)
da je, za poznato kretanje x = x (X, £)., poznata gustina ¢ = p (X, 1).

U mehanici kontinuuma je od posebnog interesa specijalan slu¢sj kada se
proces cdvija pod dejstvom mehanickih, a u odsustvu termickih uticaja. Za takav
proces su jednacine polja odredene sistemom jednacina (3.13.6), (4.8.8) i (4.8.10).
Tada je proces opisan skupom veli¢ina ¢, x, T za C¢ije je poznavanje dovoljan
uredeni par (x, T). Radi definisanosti kazemo:

Ureden par (x, T) nostvamo dinamiékim procesom za telo ‘B, ako
on zadovoljava prui i drugi Kosijev zakon kretanja.

Ustvari, kada je zakon balansa momenta koli¢ine kretanja zadovoljen (koji
namece uslov simetrinosti tenzora napona T, §to je kod nas slucaj), zakon balansa
koli¢ine kretanja ne namedce nikakva ograni¢enja na vrednost uredenog para (x, T),
§to nije te§ko pokazati.

Naime, prvi Kosijev zakon kretanja uspostavlja vezu izmedu polja napona T
i ubrzanja £ (= a) pod uslovom da je f poznato. Mada se u svakodnevnom Zivoiu
i problemima u laboratorijama susre¢eme samo sa nekecliko kenkretnih sila ove
vrste, npr. silem zemljine teZe, u principu ne postoji nadin na osnovu koga bi se
mogle naznafiti sve mogucée zapreminske sile. Zbog toga sme u razmatranjima,
koja se odnose na sveukupnost svih mogucih kretanja tela, prinudeni da smatramo
da f nije podvrgnuto nikakvim ogranienjima. To znadi da za proizvoljna dovoljno
glatke polja x 1 T i cdredenu raspodelu gustine 0 iz jednacina kretenja uvek mozemo
odrediti raspodelu zapreminskih sila f koje ¢ine uredeni par (x, T) dopusrwzm
dinamickim procesom. Tako cdredene sile f mogu imati teorijekog, ali ne i stvarnog
smisla.

U svakom sluc¢aju mozemo zakljuciti da prvi Kosijev zakon kretanja ne namece
nikakva ograni¢enja na x i T. Saglasno tome svaki ureden par (x, T') koji se sastoji
iz glatkog kretanja tela B i simetri¢nog tenzorskog polja u svakom trenutku z
predstavlja dinamicki proces.

Ovakva razmatranja moZemo primeniti i na tetmodinamicke procese.

Pretpostavimo da su nam dati x, T, e, g, 0 i 5. Tada je, s obzirom na (5.4.14),
specifitna proizvodnja toplote A jednoznatno odredena. Tako odredeno £, kao i
u sluCaju zapreminske sile f, ne mora imati stvarnog smisla ali ga iz teoriskih raz-
matranja ne isklju¢ujemo. Prema tome, skup {x, T, ¢, g, 0,7} moze biti uvek kom-
pletiran specificnom proizvodnjom toplote & tako da ¢ini rermodinamicki proces
Dalje ga obeleZavamo sa (x, T, ¢, g, 0, 7).
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2. POTREBA ZA KONSTITUTIVNIM JEDNACINAMA.
OSNOVNI KONSTITUTIVNI STAV. IDEALNI MATERIJALI

Zakonomernost ponasanja pojedinih tela i njihovog reagovanja na spoljne
uticaje, koje je uslovljeno prirodom materijala od koga je telo salinjeno, odredena
je relacijama izmedu veli¢ina koje karakteriSu njegova materijalna svojstva. Te
relacije sa matematickog stanoviSta iskazuju se u obliku jednaZina. Sa fizickog
stanovista one predstavljaju jedna&ine stanja — termin uobicajen u termodina-
mici — ili konstitutivne jednadine — termin uobicajen u mehanici kontinuuma.

Otiglednc je da jednatine polja, posto vaze za sva neprekidna tela, ne definifu
svojstva i ponasanje pojedinih tela. To smo posebno analizirali u slu¢aju odsustva
termickih efekata kada smo zakljuéili da prvi Kosijev zakon ne namece nikakva
ograni¢enja na skup {x, T} kojim je definisan dinamicki proces. To znali da za
svaki konkretan skup {x, T} uvek postoji potpuno odredeno f koje (x, T) Cini
dopustivim dinami¢kim procesom. Medutim, u obrnutom slucaju, tj. u slucaju
potpuno odredenog f, iz (4.8.8) nije moguce jednoznac¢no odrediti skup {x, T}
¢ak ni kada su u pitanju inkompresibilni materijali. Sa matematickog stanovista
1o je potpuno razumljivo jer se iz sistema od tri jednacine (4.8.8) ne moZe, u opsitem
slu¢aju, jednoznaéno odrediti devet funkcija x* i ¢/ (¢ = (). Za to je potrebno
jo$ $est jednacina po x' i t¥.

Razumljivo je to i sa fizi¢kog stanovista. Zaista, poznato je da dva razlicita
tela iste geometrije i raspodela masa razli¢ito reaguju — razliCito odgovaraju —
razli¢ito se ponasaju pod dejstvom istih spoljnih uticaja. Primera radi: najveci
broj ¢vrstih tela pod dejstvom spoljnog pritiska se slabo deformi$e dok fluidi teku
i uzimaju oblik suda. Ovo ukazuje na znacaj prirode tela. Zbog toga se, bez preci-
ziranja materijala od koga je telo sadinjeno, ne moZe ni poznavati njegovo reago-
vanje na spoljne uticaje.

Prema tome, dopunski skup od $est jednacina, koji je potreban da bi proces
(x, T) bilo moguce jednozna¢no odrediti, nije proizvoljan nego je onaj koji karak-
teri§e materijal od koga je telo sa¢injeno. Kratko receno : taj potreban skup jednacina
jesu konstitutivne jednacine.

Ocigledno je da konstitutivne jednacine namecu ograni¢enja na sile ili kretanja
ili i na jedno i na drugo istovremeno. U tom smislu neke od konstitutivnih jedna-
¢ina su trivijalne. Takav je slu¢aj sa spolja$njim zapreminskim silama koje se,
u skupu svih zapreminskih sila, karakteriSu osobinom da ne zavise od kretanja
posmatranog tela koje moze da zauzima deo prostora u kome te sile deluju. ,,0gra-
ni¢enja’ na sile takve vrste ne potpadaju pod domen teorije konstitutivnih jedna-
¢ina u mehanici kontinuuma i nadalje, takve sile smatramo poznatim (f). Ali se
zato konstitutivnim jedna¢inama detaljno analizira reagovanje materijala, koje se
ispoljava preko kontaktnih sila, kada se telo nalazi pod dejstvom tih trivijalnih zap-
reminskih sila. Zapravo, od svih sila kontaktne sile su jedine od interesa u mehanici
kontinuuma. U odeljku (IV. 1) videli smo da su one odredene tenzorom napona T.

U sluéaju termodinamitkog procesa opisanog skupom {g, x, T, &, q, 0, 7},
u kome figurise 19 funkcija koje moraju zadovoljavati osam jednacina polja
(3.13.6), (4.8.8), (4.8.10) i (5.4.14), a u kojima su poznate veli¢ine f ik, potrebno
je dodatnih jedanaest jednacina po promenljivim skupa {o, x, T, ¢, g, 0, n}. Kao
i u slucaju dinamickih procesa ovih jedanaest jednacina mnisu niSta drugo nego
konstitutivne jednacdine koje su potrebne za preciziranje materijala od koga je telo
sacinjeno.
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Analogno prethodnim razmatranjima mozZe se zakljuciti da je sada u teoriji
konstitutivnih jednaZina od posebnog interesa skup {T, &, g, 0}, kcji je ocigled-
no definisan sa jedanaest funkcija. Tada je moguce, poznavanjem skupa {T, e,
q, 1} u funkciji ¢, x i 0 za poznate veli¢ine fi /4 jednoznaéno odrediti pet funk-
cionalnih relacija

Q=Q(X:t): x:x(X,z), BIH(XJE) (21)

iz sistema od pet jednacina (3.13.6), (4.8.8), i (5.4.14). [Na osncvu (3.13.6). Zbcg
simetri¢nosti tenzora napona T jednacine (4.8.10) su identi¢ki zadovoljene.]

Ovo nam sugeriSe prirodan put formiranja datih jedanaest jednacina koje bi
sa jednacinama polja Cinile potpun sistem jednadina. Na taj nacin dolazimo do
csnovnog konstitutivnog stava.

U talki x, koja odreduje poloZaj neke materijalne Cestice tela "B u nekom
trenutku t, tenzor napona T specificna unutra$nja energija €, vektor toplotnog
fluksa gq, specificna entropija M su jednoznacno odredene kretanjem tela B
i raspodelom temperature u telu 5.

Idealni materijali. Teorija konstitutivnih jednadina zasnovana je na odgo-
varajuc¢im fizickim istinama i zahtevima. Na toj osnovi se dalje razvija kao mate-
mati¢ka teorija i predstavlja izuzetno znacajan deo mehanike kontinuuma. Materijali
za koje se na taj nacin odreduju konstitutivne jednacine predstavljeni su svojim
matematickim modelima. Takvi modeli predstavljaju idealna tela, pa prema tcme
konstitutivne jednacine definiSu idealan materijal.

Broj i domen premena veli¢ina u konstitutivnim jednadinama, ili kratko
konstitutivnih promenljivih, odreden je odgovaraju¢im fizi¢kim osobinama mate-
rijala. Za nas ¢e od posebnog znacaja biti osobine elasti¢nosti, viskoznosti i
plasti¢nosti kao i toplotna provodljivost neprekidnih tela. Ove osobine poseduje
svako telo. Kod nekih tela neka od osobina je znatno izraZenija. Koja od ovih oso-
bina ¢e biti dominantna zavisi ne samo od unutrasnje strukture tela nego iod spolj-
nih uticaja. Npr.: fluid se razlikuje od &vrstog tela po svojoj osobini da ne moze
podneti dejstvo smicuéeg napona. Fluid se pod njegovim dejstom deformiSe ne-
prekidno i neograniceno ili kratko receno fluid tec¢e. Po prestanku dejstva sile na
fluid, on se ne vraéa u svoju nedeformisanu konfiguraciju.

Tecenje ¢vrstih tela nastaje samo u slucaju kada sile, koje na njega deluju,
predu neku granicu koja se naziva gramicom tefenja za dati materijal. Tada
se kaZe da je re¢ o osobini plastiénosti ¢vrstog tela, ¢ija se deformacija, po toj oso-
bini, naziva plasti¢na deformacija ili plasti¢no teCenje tela. U matematickoj teoriji
plasti¢nosti, plasticno stanje ili plasti¢na deformacija su nezavisne od vremena.
I u ovom slucaju po prestanku dejstva sila telo se ne vraca u celosti u svoju nede-
formisanu konfiguraciju.

Za razliku od plasti¢nog telenja, viskozno tetenje moZe da nastane pod dejst-
vom bilo kojih sila, ma koliko one bile male. Medutim, brzina deformacije se
umanjuje kada dejstvo sila opada i pri njihovom i8¢ezavanju postaje jednaka nuli.

Kada se &vrsto telo nalazi pod dejstvom sila, koje ne prelaze granicu tecenja,
telo se elasti¢no deformide. Elasti¢na tela se, po prestanku dejstva sila, vracaju
u svoju prvobitnu nedeformisanu konfiguraciju.
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Za svaki od matematickih modela kojima se predstavljaju realni materijali
sa ovde navedenim osobinama formuli$u se odgovarajuce konstitutivne jednacine.
Zbog toga ¢emo dalje govoriti o konstitutivnim jednacinama realnih tela imajudéi
u vidu da se, sa stanovi$ta teorije konstitutivnih jednacina, njihovo izvodenje
odnosi na njima odgovaraju¢e matematicke modele. Takvi modeli su idealno elas-
ti¢no ¢vrsto ili Hukovo (Hooke) telo, idealni Njutnov (Newton) fluid, itd.

Realna tela u sutini peseduju sloZena ili spregnuta svojstva kao §to su elasto-
-plasti¢nost, visko-elasti¢nost, visko-plasti¢nost i drugo, svojstva na koja nesum-
njivo uti¢u i osobine toplotnog provodenja. Posebna svojstva konkretnog tela
karakteridu se njegovim konstitutivnim jedna¢inama. Prema tome, telima razli¢itih
fizickih karakteristika odgovaraju i razli¢ite konstitutivne jednacine.

3. OPSTI PRINCIPI KONSTITUTIVNIH JEDNACINA

Konstitutivne jednacine realnih tela moraju zadovoljavati i odredene opste
principe. Zbog toga se u modernoj mehanici kontinuuma pristupa izvodenju konsti-
tutivnih jednadina sa stanovista tih opstih principa koji vaZe za sva materijalna
tela. Ovi principi namecu odredena ograni¢enja na opsti oblik konstitutivnih jedna-
¢ina. Dalja ogranienja su uslovljena zajedni¢kim osobinama odredene vrste ili
klase materijala, kao $to su elasti¢na, visko-elasti¢na, plasticna tela itd. U okviru
te klase poseban materijal se karakteri$e svojim posebnim fizi¢ckim svojstvima koja
imaju odraza na konaan oblik njemu odgovarajuce konstitutivne jednacine. Ovakay
pristup izvodenju konstitutivnih jednadina nam omogucuje opsti uvid u ponasanje
i reagovanje materijala, ¢ime se isklju¢uje mogucénost previda, posebno kada su
u pitanju spregnuta svojstva materijala. Kratko reCeno: ovakav pristup izvodenju
konstitutivnih jednacina se svodi na princip od opsteg ka pojedina¢nom.

Sa matematiCkog stanovi$ta osnovni principi koje moraju da zadovoljavaju
konstitutivne jednacine predstavljaju polazni skup aksioma u teoriji konstitutivnih
jednacina. I bez obzira $to do sada ne postoji jedinstven prilaz teoriji konstitutivnih
jednaéina, moraju biti zadovoljeni slede¢i principi.

I. Koordinantna invarijantnost

Konstitutivne jednacine moraju, u svakom odredenom trenutku, biti predstav-
ljene u tenzorskom obliku.

Zaista, fizicki proces, osobine i ponasanje materijala ne zavisi od koordinatnog
sistema kojim ih opisujemo. To znaéi da konstitutivne jednadine moraju biti kovari-
jantne u odnosu na bilo koji koordinatni sistem dopustiv u prostoru fizi¢kih doga-
daja. Druk¢ije reCeno: konstitutivne jedna¢ine moraju biti napisane u tenzorskom
obliku: u obliku direktne notacije koji uopste ne koristi koordinatni sistem ili
konponentalnom obliku. U protivnom, promena koordinatnog sistema bi izazivala
promenu ponasanja materijala. (Jedan primer jedna¢ine u tenzorskom obliku je dat
sa (5.4.14) 1 (4.5.13) kojim se izraZava prvi zakon termodinamike.)
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II. Princip ekviprezensa ili jednake prisutnosti

Nezavisno promenjiva prisutna w jednoj konstitutivnoj jednalini prisur—
na je w svim komstitutivnim jednacinama sve dok ro mije u suprotnosti sa
zakonima balansa, entropijskom nejednakoiéu ili uslovima invariantnosti.

Isti princip moZemo iskazati i drukéije:

Na poletku sve konstitutivne jednaline izrazavaju se kao funkcije istog
skupa nezavisnih (konstitutionih) promenljivih sve dok to ne bude u supror-
nosti sa drugim vageéim fizickim principima ili zakomima.
Ovaj Truzdelov princip iskazuje se kao fiziCki princip. Takvo stanovi$te nije opste:
prihvaceno. Pre se prihvata kao pogodan matemati¢ki postupak pri formulisanju
funkcionalnog oblika konstitutivnih jednadina.

U svakom sluéaju predstavlja meru predostroznosti. Pomaze nam da ne zabo-
ravimo neke od nezavisnih konstitutivnih promenljivih, zanemarujuci ih na racun.
drugih. Prema tome, ima smisla samo kada se skup konstitutivnih nezavisnih
promenljivih sastoji vide od jedne veli¢ine. Po pravilu, primenjuje se pri razmatranju
opste teorije konstitutivnih jedracina.

III. Princip determinizma
Ronstruktione funkcije T, e, q, 1 za festicu X € B, odredenusa X, u rrenutku:
¢ odredene su istorijama kretanja i temperature svih materijalnih Cestica tela “A.

Na osnovu principa determinizma i ekviprezensa imamo

Tlx(X,0,0=F [x &t —9), 60Xt —3), X, tl,
s=0

elx(X,0),1] = :[x(X,t—s), 0(X.t—9),X,t],
s=0

(3.1)
qx(X, 0),1]= K [xX,t—5), 0 XK.t —9),X,1),
s=0

7 [ (X, £), 2] = C;;/[x(}t,t—s), 0(X,t—1s),X,t].
§=0

gde su 7, ¢ K i o/ funkcioneli ponasfanja materijala. Saglasno principu koor-
dinatne invarijantnosti, T i K su tenzorski i vektorski funkcioneli, reipektivno,
a & i /f skalarni funkcioneli, definisani na polju realnih funkcija x (X, z —s) i
6(X,t—s),

XeB i 0<s < 0. (3.2)

Princip determinizma se oslanja na osnovni konstitutivni stav i predstavlja
princip iskljuéenja. On iskljuéuje zavisnost ponafanja materijala u X €8 u posma-
tranom trenutku od kretanja bilo koje &estice izvan tela i bilo kojih buducih dogadaja..
Ujedno tvrdi da je njegovo trenutno ponasanje, u opstem sluéaju, uslovljeno preslim.
Zbog toga se materijali, koji zavise od istorije svog ponaSanja, nazivaju mesterijali
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sa pamdcenjem ili memorijom, a funkcioneli u konstitutivnim jednacinema (3.1)
funkcioneli pamcenja ili memorije.

Princip determinizma obuhvata dva specijalna sluc¢aja koja su od posebnog
interesa za nas:

a) Konstitutivnie jednacine (3.1) zavise samo od kretanja x = x (X, 1) i raspo-
dele tremperature 8 = 0 (X, t) u posmatranom trenutku. Tada je re¢ o mareri-
Jalima bez pamdenja. Primer takvog materijala je idealni termoelasti¢ni materijal
Cija se zavisnost od istorije njegovog ponasanja sastoji u posedovanju privilegovane
konfiguracije, koja odreduje njegovo prirodno stanje na koje se telo vraca po pres-
tanku dejstva mehanickih i termickih uticaja.

b) Konstitutivne jednacine zavise samo od izvoda x i f§ po vremenu u posmatra-
nom trenutku. Time se karakteriSu materijali sa slabim pamdcenjem ili materijali
sa bledom memorijom.

U opstoj teoriji konstitutivnih jednacina, sa matematickog stanovista, detaljno
je proucen slu¢aj reagovanja materijala na samo mehanicke uticaje. Tada princip
determinizma, saglasno osnovncm konstitutivnom stavu, a u odsustvu termickih
uticaja, glasi:

Napon u telu je odreden istorijom njegovog kretanja.
To znadi da je za bilo koju &esticu X € 3 u posmatranom trenutku

T [x (X, 1), 1] =ffo (X, — ), X, d, (3.3)

za svako X i s za koje vazi (3.2).

Jasno je da je sada reC o jednoj uZoj klasi materijala sa memorijom i da se
(za tu klasu) mogu primeniti prethodna razmatranja. Specijalno kao primer mate-
rijala bez pamcenja sada sluze idealni elasticni materijali.

IV. Princip lokalnog dejstva

Vrednost konstitutivnih funkcija T, €, q i1 za Sesticu X € "B u posmarranom
trenutku vremena je odredena istorijcm kretamja i temperature prois-
voljno male okoline Cestice X.

Ovaj princi predstavlja proSirenje principa lokalnog dejstva u slucaju odsustva
termickih uticaja:

Za odredivanje napona za datu Cesticu X € "B kretanje Cestica izvan pro-
izvoljne okoline Cestice X mose biti zanemareno.

Ovako formulisan princip je posledica fizickog koncepta kontaktnih sila. Zaista,
saglasno sa principom determinizme, konstitutivne jednacine (3.3) dopustaju da
na napon za Cesticu X utiCe kretanje svih Zestica tela 73, pa prema teme i Cestice
Y koja se nalazi na kena¢nom rastojanju od X. S druge strane, kontaktne sile,
koje deluju na deo tela 74, kao $to je istaknuto u glavi IV, odeljak 1., odredene
su tenzorom napona T. Fizi¢ka predstava o kontaktnoj sili podrazumeva da je
ona odredena stanjem u neposrednoj okolini estice svoje primene. To znacdi da
je mapon T [x (X, 1), t] odreden stanjem proizvoljno male okoline Cestice X & A3,
¢iji je ttenutni poloZaj x odreden sa x = x (X, 7). Kratko rec¢eno, princip lokalnog
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dejstva tvrdi da je za bilo koja dva kretanja x, (X, ) i x, (X, ©) koja se poklapaju
u okolini /4 (X) Cestice X& "B, za sve vreme kretanja vrednost funkcionala g
ista. Formalno,

T (e, (X, 1 =) =F (3% (X, 2 — 5))
5s=0 s=0

uvek kada postoji okolina </ (X) takva da je
x, (X, 1 —3s)=x,(X,1 —3)
zasvako X€ A4/ (X)i0 < s < 0.

U slucaju postojanja termiZkih uticaja princip lokalnog dejstva tvrdi da kre-
tanje x (X, ¢t — s5) i temperatura 0 (X, r — s) za Cesticu X koja nije u okolini Zestice
X nece znacajno uticati na T, ¢, g,  u (X, ¢). Na osnovu ovog principa moZemo
iskljucit iz konstitutivnih jednac¢ina (3.1) efekte koji se cdnose na dejstva izvan
proizvoljne okoline Cestice X.

V. Princip materijale indiferentnosti

Sistem referencije. Dogadaj

Osnovna idzja kcja se koristi pri korektnom formulisanju konstitutivnih jedna-

¢ina se zasniva na c¢injenici:
Fizicke osobine materijala i njegovo ponaSanje me zavise od posmatraca.

Zbog toga je pri eksperimentalnim merenjima veoma vazno znati izdvojiti
one veli¢ine koje karakteriu datu pojavu, a na koje kretanje posmatraca ne utice.
Za takve veli¢ine kazemo da su indiferentne ili objektivne i dovoljno ih je odre-
diti u odnosu na jednog posmatraca.

Sa matematitkog stanovi$ta posmatra¢ se karakterife sistemom referencije
u odnosu na koji izutavamo sve fizicke veli¢ine i dogadaje. U kinematici pestoje
dve fundamentalne veli¢ine koje merimo: rastojanje i vremenski interval. Fizicki
sistem referencije moze biti zid laboratoriie, neka zvezda ili skup objekata ¢ija uza-
jamna rastojanja ostaju nepromenjena za sve vreme kretanja. Vreme nekog dogadaja
mo?e biti odredeno same u odnosu na neki drugi dogadaj (ne primer: u odnosu na
vreme puftanja u rad Stoperice) i smatramo ga delom sistema referencije. Prema
tome, sistem referencije se moze opiseti kao moguéi nadin povezivanja fizicke
realnosti sa trodimenzionalnim euklidskim prostorom E; i realnom vremenskom
osom. To znadi da su prostor i vreme samo oblici postejanja materije.

D ogadaj je par (x, £), gde je x tatka u Ej, a ¢ vreme. {Skup svih degadaja se
naziva prostor-vreme.

U slucaju kada se koristi Dekartov sistem koordinata u E; tacke i njeni vektori
poloZaja imaju iste koordinate. Tada ¢emo pisati z za tacku i njen vektor polozaja,
kao 1 (z, 1) za dogadaj.

Promena sistema referencije
Pod promenom sistema referencije podrazumevamo obostrano jednoznaéno
preslikavanje prostor-vremena u samog sebe tako da: a) rastojanja, b) vremenski
intervali i ¢) vremenski redosled ostaju ocuvani.
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Neka z i £ oznalavaju tacku i vreme u sistemu 77, a z* i ¢* njima odgovarajuci
poloZaj i vreme u sistemu F*. Tada je, pod gore navedenim uslovima, najopstija
promena sistema referencije data sa:

2*=Q)z + ¢ (1),

(3.4)
¥ = [—uq,
gde su:
¢ () — vektor polozaja koordinatnog pocetka sistema # u odnosu na
kordinatni poletak sistema F*
Q(r) — ortogonalan tenzor i
a — rtealan broj.
Za tenzor Q vazi uslov
QR"=Q"Q=1I (det Q= £l1) (3.5)
gde je I'jedini¢ni tenzor, a Q" transponovani tenzor tenzora Q. Tenzor Q odre-
duje rotaciju za det Q = 1, a refleksiju ili ogledanje za det @ = —1 starog sistema

u odnosu na novi. U svakom slucaju, odreduje relativnu orijentaciju posmatraca 7
u odnosu na &F*. S obzirom na odeljak (II.7a) sledi da transformacija sistema refe-
rencije, data sa (3.4), ne predstavlja ni§ta drugo nego kruto pomeranje prostornog
sistema referencije. Sa matemati¢kog stanovista transformacija (3.4) ima grupno
svojstvo i definiSe euklidsku transformaciju.

Geometrijska interpretacija transformacije (3.4) u slu¢aju dvodimenzionalnog
prostora E, prikazana je na slici 46. Dva posmatraéa, &F i 7F*, su predstavljeni,
respektivno, svaki svojim sistemom referencije (O, e;) i (O*, e¥) i vremenskom
transformacijom t* =t — a, koja predstavlja vremensku translaciju jednog
posmatraca u odnosu na drugog. U slucaju kada je @ = 0 dva posmatraca na svojim
Casovnicima oc&itavaju isto vreme. U protivnom njihova vremena se razlikuju za a.

Interesuje nas na koji nacin posmatraci uspostavljaju vezu izmedu uredenih
parova (z, £) i (=¥, r*) kada je re¢ o istom dogadaju. Primer: moZemo zamisliti
da se dva posmatraca nalaze svako na svom brodu koji su ovde predstavljeni siste-
mima (O, e;) i (O%, e}). Neka posmatra¢ 7 u trenutku ¢ uoéi dogadaj (z, 1) —
recimo cilj P. O njemu on izve$tava posmatraca 7 *, recimo radio vezom, oznada-
vajuéi njegov polozaj u odnosu na svoj brod sistem (O, e;) — recimo oznadavanjem
ugla «. Posmatrad 7 * na osnovu tih podataka treba da, u cdnosu na svoj sistem
referencije, odredi poloZaj istog cilja P znajuéi poloZaj broda posmatrada 7 (opet
preko radio veze), tj. znajuéi ¢ i Q. Ustvari, posmatraé F* mera odrediti vektor
poloZaja z* tatke P preko vektora poloZaja tacke P u odnosu na posmatraca 7F.
Posto posmatraé 7% ne vidi taj cilj, on nanosi vektor z u svom sistemu na osnovu
podataka posmatraca T za cilj poloZaja tatke P u odnosu na (7. Tako nacrtani
vektor se nalazi u istom poloZaju u odnosu na posmatraca 7 * kao i vektor poloZaja
tatke P u odnosu ne posmatrata 7. Ali u sistemu (O*, ef) on odreduje poloZaj
fiktivnog cilja P’, a ne stvarnog cilja P. Da bi dobio vektor poloZaja tacke P, on
mora dovesti svoj sistem (O%, ef), sa stanovi$ta rotacije Q, odredene uglom «,
u polozZaj iste orijentacije sa sistemom (O, e;). Ali do vektora poloZaja tatke P u
odnosu na ¥ on moze da dode i kada samo vektor z rotira dovodeci ga u poloZaj
(2)* = Qz. Tako dobijeni vektor (z)* predstavlja vektor polozaja tatke P uodnosu
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na posmatraca 7 kako ga vidi posmatra¢ F*, Tada je konaéno z* odredeno rela-
cijom 2z* = Qz 4 c.
Analogna interpretacija (3.4) moZe se dati u slucaju dva posmatrata u Ej.

(z)=0z

SL 46

Sistem referencije povla¢i za sobom, u op$tem sluaju, natin obeleZavanja
skalara, vektora i tenzora u svakom trenutku vremena ¢. Takc éemo neko skalarno
polje definisano u nekoj oblasti, oznaciti sa b u odnosu na posmatraa 7, a sa b*
u odnosu na posmatraca 7 *. Iz tih razloga ¢emo koristiti oznake # i #* kada je u
pitanju vektorsko, odnosno T i T* kada je u pitanju neko tenzorsko polje. Za
svaku premenu posmatracta OF, za ove velicine vaZe sledeéi zakoni transfor-
macije
za skalar

i = b (3.6)
za vektor
u* = Qu. (3.7

Zakon transformacije (3.6) zasniva se na cCinjenici da skalarna veli¢ina
ne menja sveju vrednost pri promeni posmatraca. Vektorska transformacija (3.7)
sledi neposredno iz (3.4) i ¢injenice da se bilo koji vektor (koji nije vektor polozaja)
moze predstaviti kao razlika vektora polozaja dve tacke u L;. Tako je na (sl. 47).

u=2z—y i u*=z% —y*

Definicija 1: Tenzor drugog reda T je linearna transformacija vektora u
vekror,

211




SL 47

Na osnovu ove definicije lako je izvesti zakon transformacije tenzora drugog
reda. Zaista ako je

v = Tw,

v*=Qv i w* = Qu,
onda je
o* = T™w*,

Ali tada je, s obzirom na prethodne izraze
Qv = QTw = T*Quw,
ili
T = QTQ", (3.8)
Sto predstavlja traZeni zakon transformacije za tenzor drugog reda.

Transformacije (3.4), i (3.6 —7) imaju vi$e koordinatnih reprezentacija. Razlog
tome je §to se svaka od veli¢ina u ovim izrazima mozZe izraziti ravnoprevnc u odnosu
na ortonormirane baze e, i ef koje odgovaraju sistemima T i 7 * respektivno. Pri
tome je, s obzirom na ortogonalnost matrice @, Qef = e,. Teskole nastaju kada
je potrebno izraziti komponente neke veli¢ine u odnosu na ova dva sistema tako
da se iz njihovog oznacavanja vidi ne samo o kojoj je veli¢ini re¢, nego i u odnosu
na koji sistem je predstavljena. Logi¢no je usaglasiti te oznake sa oznakama baze.
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Primera radi, moguce je pisati za bilo koji vektor a i tenzor drugog reda S

a = q.e, = ,aqef,
. . (3.9)
e S =386 ®e =, S,ef ® ef,
gae je
#@ = Ona

#Sfu'f. = kaQ!ﬂ-Smn'

Tada je, imajudci u vidu &injenicu da je Oy, = , Oy, lako pokazati da se (3.4); moze
izraziti u obliku

(3.10)

2¥ = + 42 = ¢ + On2p (3.11)

£2t = Ouad + 40 (3.12)

S cbzirom na istovetnost ovih izraza po obliku, mi ¢emo se ubuduce pozivatina(3.11).

ili

Dalje je moguée pokazati da (3.7—8)) u komponentalnom obliku glase

. st = Ot (3.13)
ili
. UL =yl (3.14)
1
" +Th = OenOfThns (3.15)
11

TE = *T,,. (3.16)

Transformacioni izraz (3.13) nam kazuje da se, u odnosu na dva posmatraca, kom-
ponente vektera, koji posmatraci identifikuju kao istovetan, razlikuju za njihovu
medusobnu orientaciju cdredenu tenzorom rotacije Q. U slugaju transformisanog
izraza (3.14) zaklju¢ujemo da se orijentacija vektora ne menja pri transformaciji
posmatraca (sl. 47). Isto tumacenje vazi i za transformacione izraze (3.15) i (3.16).

U sluéaju tenzora viseg reda od dva, zakon transformacije se mora izrazavati
u komponentalnom obliku. On se izvodi na osncvu stava:

Neki tenzor bilo kog reda transformi$e tenzor u tenzor.

Na osnovu ovog stava nije teSko pokazati da zakon transformacije tenzora
proizvoljnog reda, T, . .. glasi

£ Tf?;...-m — Qk:polq Lb A% er*Tpg...r: (3‘17)

* =

Tﬁ...m = *Tkl...m‘ (3'18)

Jasno je da su (3.13—16) specijalni slu¢ajevi ovih zakona transformacije.

U literaturi se transformacije sistema referencije i zakoni transformacije ska-
larnih i tenzorskih veli¢ina u komponentalnom obliku daju izrazima

zf = Ouz +

(3.19)

(3.20)
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Oni su istovetni sa ovde izvedenim izrazima (3.12), (3.6) 1(3.18) u odnosu na posmat-
rada ¥, Imajudi u vidu ovu napomenu mozemo ih dalje uvek koristiti kada bude
u pitanju komponentalno predstavljanje zakona transformacije skal.rnih i tenzorskih
velic¢ina.
Vazno je istaCi da se transformacija sistema referencije ili posmatraca (3.4)
moze pisati i u obliku
x*=Q()x+ ¢(r)
(3.21)

t* =1 —a,
gde je sa x* (x**) i x (x*) oznaten pcloZaj tatke P ali u odnosu na krivolinijski
koordinatni sistem referencije posmatrada F* i F respektivno.
€ p P

Zakoni transformacije skalarnih, vektorskih i tenzorskih veli¢ina drugeg reda
i dalje glase

b* = b, (3.6)
u* = Qu, (3.7
T* = QTQ", (3.8)

ali sada racunati u odnosu i na krivolinijske koordinate x* odnosno x**.

Komponentalna reprezentacija (3.21) i (3.6—8) u odnosu na krivolinijske
koordinate nije samo visestruka nego i sa fizi¢kog stanovi§ta nejasna za razliku
od njihove reprezentacije u odnosu na Dekartove kocrdinate, kada se relativno
kretanjs dva posmatraca, za det Q = 1, moZe posmetrati kao kruto kretanje dva
sistema referencije. Zbog toga je (3.21) i (3.6 —8), kada su u pitanju kiivelinijske
koordinate, najbolje posmatrati sa geometrijskog stanovita ne pozivajudi se na
koordinatnu reprezentaciju.

Napomena 1: Vrlo je vazno praviti razliku izmedu koordinatnog sistema i
sistema referencije, kako je ovde naznacen, kao i1 kcordinatne transformacije cd
promene sistema referencije. Transformacija koordinatnog sistema je nezavisna
od vremena za razliku od promene sistema referencije (3.4). Prema tome, kriterijum
tenzorskog karaktera neke veli¢ine se odreduje u odnosu na proizvoljnu koordi-
natnu transformaciju depustivu u E;. U odnosu na promenu sistema referencije
(3.4) odreduje se objektivnost tensora (o Cemu c¢e dalje biti reci). Nas interesuje
objektivnost samo tenzorskih veli¢ina prcizvoljnog reda u procesu kretanja tela.

Otigledno da je transformacija (3.19), po svome obliku samo posebna grupa

euklidskih transformacija u odnosu na opéte koordinatne transformacije dopustive
u E; za koju je

0z¥ . 0 ;
L =0u@ i =0k, (i)
2, 2]
jer je
kale == QmIch; = 6.&1: (353)

s obzirom na (3.5).

Korid¢enjem, npr. (i) u zakonu transformacije (3.20) tenzora 1%, . ,, do-

bijamo

T8 =T, % 0% 0z
kl BT PG r
0z 0=F dz*
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Mada smo svesni da su koeficijenti transformacije g‘z; u ovom izrazu, na nacin
=

kako smo do njega dosli, funkcije vremena, sam izraz se, za svaki uoceni trenutak

vremena, po svom obliku ne razlikuje od koordinatne transformacije. To znadi

da se T .., moZe formalno odrediti poznavanjem 7, . . u odnosu na sistem z,

primenom u datom trenutku transformacije (3.19), sada tumacene kao koordinatne

transformacije sistema z — z*.

Medutim, razlika izmedu transformacije (3.20) i stvarne koordinatne trans-
formacije postaje o¢igledna kada se razmatra promena po vremenu tenzora. Tako

materijalni izvod tenzora Ty, . . je takode tenzor jer iz zakona transfor-
macije

Ll .

Ta..om = Tpg. ..o 5 05 -y 5-37;,
sledi
- . a P a q a I
Tj‘i---‘" &S qu...r"'y‘ 3:’ ou -y—,
Ej},\- 6yl 65)'"1
AP
zbog nezavisnosti koeficijenata transformacije —23_} z od vremena pri dopustivoj
R

koordinatnoj transformaciji y* = 7* (y").
Takav analogon ne vazi za slucaj objektivnih tenzora jer u cpStem slucaju:

materijalnt izvod objektivnog tenzora je tenzor koji nije objektivan.
Zaista, iz (3.20) sledi da je

Tiﬁm == Qkala e erT:pr;...r + e LR _i— QkaIg 5w erqu...r
odakle se vidi da tenzor 7}, ., nije objektivan.

Iz ovog i prethodnog izraza ocigledna je razlika izmedu oblika transformacije
jedne promene po vremenu tenzora koji je objektivan pri transformaciji sistema
referencije i koordinatne transformacije.

ERkvivalentno kretanje. Brzina. Ubrzanje. Promena sistema referencije
dovodi do promene opisa kretanja tela. Zaista, neka je u odnosu na sistem refe-
rencije ili posmatra¢a 7 kretanje definisano sa

xF = x* (X%, 1), (2.4.5)
ili kratko
x=x(X, 0. (3.22)

Isto kretanje je, s obzirom na (3.21), definisano u odnosu na sistem referencije ili
posmatraca F* sa

x*=x* (X, ") =Q()x(X,1) + (1),
(3.23)
t* =i = q.
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Fizicki x (X, ) i x* (X, t*) opisuju isto kretanje. Sa matemati¢kog stanovidta
kretanje x* (X, t*) je dobijeno kada se na x (X, ¢) superponira kruta transformacija
i kada se izvr$i vremenska translacija.

Uopite, za dva kretanja cemo kazari da su ekvivalentna ako su vezana
relacijama (3.23.).

Relacija izmedu brzina iste matetijalne Cestice u odnosu na dva posmatraca
se dobija kada se nade materijalni izvod (3.23) po vremenu ¢*. Tada je brzina u
odnosu na F* data sa

dx* . : dx
P = " =¢c+Qx+Q-—.
dt ¢ < de
ako se, na osnovu (3.23),, zna da je dr* = dr. Kako je —Z-x- = o brzina u odnosu
r
na posmatiata “F, prethodni izraz postaje
v* = ¢ + Qx + Q. (3.24)
Takode je iz (3.4), ili (3.23);, i (3.5)
x = Q7 (x* —¢)
na osnovu &ega je moguce pisati transformacioni izraz za brzinu u obliku
v* = ¢ + A (x* —c) + Qu, (3.25)
ili, konaé¢no
v¥ — Qv =c¢+ A(x* —c), (3.26)
gde je
A4=QQ"= —A4". (3.27)

Antisimetri¢nost tenzora A sledi iz (3.5).

Sa fizickog stanoviita tako definisan tenzor A predstavlja ugaonu brzinu
sistema referencije posmatraéa F u odnosu na sistem referencije posmatraca 7 *.

Ako se potraZi materijalni izvod pc vremenu izraza (3.25) onda dobijamo rela-
ciju izmedu ubrzanja a* i @ u odnosu na posmatrace 7 * i F respektivno, koja glasi

a* = ¢+ A (x* —c) + A4 (v* — &) + Quv + Qa.
Koriste¢i transformacioni izraz za Qv, tj.
Qv=0Q[Q"(Qv)] =4 [v* —c — A4 (x* — )],
gde smo koristili (3.26) i (3.27), dobijamo da je
‘ a* — Qa = c* + 24 (v* — &) 4 (A — 4 (x* — ¢ (3.28)

Vazno je napomenuti da smo pri izvodenju transformacionih izraza za brzinu
i ubrzanja u sluéaju transformacije posmatraéa koristili pravila za odredivanje
brzine i ubrzanja, koja su nezavisna od posmatraca i kao takva vaZe za svakog od
njih. Za brzinu smo to posebno naglasili, dok se za ubrzanje podrazumeva da je

do* . do
y (= a*) u odnosu na F* i ?(E a) u odnosu na 7.
t t
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Nezavisnost od sistema referencije ili posmatraéa

Do sada smo razmatrali neku pojavu opisanu skalarom, vektorom ili tenzorom
u odnosu na jedan sistem referencije ili posmatraca i prevodili njen opis, pomocu
(3.4), u odnosu na drugog posmatraca. Na taj nac¢in smo dosli do zakona trans-
formacije (3.6—8) i pojma ekvivalentnog kretanja definisanog sa (3.23).

Sasvim druge privode je problem iznalaZenja veze izmedu veli¢ina u odnosu
na dva sistema referencije koje se odreduju po nekim pravilima koja ne zavise
od sistema referencije u smislu da se jednako mogu primeniti u svakom od njih.

Primer tih veli¢ina su brzina i ubrzanje koje se odreduju na osnovu kretanja
materijalne Cestice po pravilima koja ne zavise od posmatra¢a, To smo i napo-
menuli u prethecdnom odeljku. Na osnovu tih pravila mogli smo odrediti brzinu
i ubrzanje u odnosu na F* preko brzine i ubrzanja u odnosu na 7 pomo¢u, oéi-
gledno, funkcija Q i ¢ kojima je odredena transformacija posmatraca. Tako dobijeni
rezultati se izrazavaju relacijama (3.26) 1 (3.28). Iz njih je jasno da brzina i ubrzanje,
kako ih vide posmatradi 7 i F*, ne predstavljaju razne opise jedne iste pojave.
Zaista, kada bi to bio sluéaj, kao vektorska veli¢ina brzina » u odnosu na posmatraca
F prevedena u sistem referencije, tj. u odnosu na posmatrat¢a F* bi glasila (v)*
i zadovoljavala zakon transformacije (3.7), tj., (v)* = Qw, §to je octigledno razli-
¢ito, u opstem slucaju, od (3.26). Isto to vaZi i za ubizanje. Prema tome, kako
je u op§tem sluéaju v* # (2)* = Qovia* # (a)* = Qa kazemo da brzina i ubr-
zanje zavise od posmarraca. Ovaj primer je dovoljan da objasni da:

Pravila ili definicije, koje ne zavise od sistema referencije mogu dovesti do
veli¢ina koje zavise od sistema referencije.

Time nije iskljutena moguénost da neka pravila, mada formulisana u zavisnosti
od sistema referencije, mogu dovesti d¢ veli¢ina koje od njih ne zavise. Takve
veli¢ine moZemo, © piincipu, razmatrati apstrakino, ne kotistcéi sistem referencije.

Neka je, na osnovu nekog pravila, dato skalarno pelje A i A* u odnosu
na F 1 F*, respektivno. Ako je

A* (x*, %) = [A (x, )]* = A (x, 1) (3.29)
za svaku transformaciju sistema referencije (3.21), tada kafemo da su A
i A* nezavisni od posmarraca, ili da je skalarno polje A indiferentno u odnosu

na transformaciju posmatraéc. Kratko reeno: za rakvo skalarno polje A
kazemo da je objektivno.

Analogno tome vektorsko polje u i tenzarsko polje T zvacdemo indiferentno
ili objektivno ako je

w* (x*, 0%) = [u(x, D]* = Q (1) u(x, 7),

T* (x*,1%) = [T (x, )]* = Q) T (x, 1) Q" (1),

za svaku transformaciju posmatrata (3.21).

(3.30)

Pri tome smo sa [u (x, £)]* 1 [T (x, £)]* oznatili vektorsko polje z i tenzorsko
polje T, respektivno, u odnosu na posmatra¢a 7 kako ih vidi posmatraé 7 *.

Prva od cvih relacija tvrdi da »* i u predstavljaju isti vektor, kojim se pred-
stavlja jedna te ista pojava, medutim, u odnosu na razne sisteme referencije ili
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posmatrace [videti (3.7)]. Druga relacija, kao #to smo videli na osnovu (3.8), tvrdi
da T* i T za jedan isti dogadaj, na primer w, odreduju istu transfcrmaciju kojom
se taj dogadaj prevodi u isti dogadaj, npr. w.

Sve $to je reCeno za komponentalnu reprezentaciju zakona transformacije
(3.7—8) vazi i u slucaju (3.30). Takode vazi da se u slucaju tenzorskih polja reda
ve¢eg od dva, zakon transformacije polja nezavisnog od sistema referencije ili
posmatraca, mora pisati u komponentalnom obliku u odnosu na Dekartov sistem
koordinata i da je dat sa (3.20).

U svakom slucaju, tj. nezavisno od koordinatnog sistema koji se koristi, kaze s¢ :

Velidine, koje zavise samo od orijentacije sistema referencije (odredene sa Q),
a ne 1 od drugih karakierisiika njegovog kretanja (koo $to su translatorno
pomeranje, brzina, ubrzanje, ugaona brzina, ugaono ubrzanje), su indi-
ferentne ili objektivne.

Na osnovu toga sledi definicija:

Funkcije i polja &ije su vrednosti skalari, vektori 1li tenzori nazvacemo
indiferentnim 1li objektivnim ako se 1 zavisne 1 nezavisne skalarne,
vektorske 1 tenzorske promenljive transformiSu po zakonima (3.29—30),
respektivno.

Najveci broj polja sa kojima se susrecemo u mehanici, zavise od sistema referencije.
Medutim, npr.: slu¢aj sa brzinom (ubrzanjem) nam pokazuje da, ukoliko se ogra-
ni¢imo na podgrupu g grupe euklidskih transformacija (3.21) mozZemo dobiti
rezultat za koji bi vazio zakon transformacije (3.30),. U tom slu¢aju moZemo kazati
da dati konkretni vektor ili tenzor ne zavise od sistema referencije u odnosu na
grupu g.

Tako npr. iz (3.28) sledi da je a* = Qa ako, i samo ako, je ¢ =01 4 = 0.
Tada je ¢ = const. i Q@ = const. Tako odredenu grupu transformacija sistema
referencije ili posmatraca g, u odnosu na koju je ubrzanje objektivno, nazvacemo
grupom Galilejevih (Galileo Galilei) transformacija. Takva transformacija pre-
vodi jedan sistem referencije u drugi translatornim kretanjem konstantnom
brzinom (bez promene relativne orijentacije).

Dalje se, iz (3.26), vidi da je 2* = Qu ako, i samo ako, je ¢ =0 i 4 = 0.
Tada je ¢ = const. i Q@ = const. Ova podgrupa Galilejevih transformacija o¢uvava
objektivnost brzine i naziva se grupom konstantnih krutih transformacija. U
odnosu na ovua grupu transformacija dva posmatrada se nalaze u mirovanju
jedan u odnosu na drugog.

Do sada smo razmatrali dva razli¢ita pristupa u odredivanju veli¢ina u odnosu
na dva posmatraca. Jedan smo ovde izneli, a drugi je razmatran u prethodnom
odeljku i naveden u samom poéetku ovog odeljka. Tim postupkom, istakli smo,
moguce je uvek jednu veli¢inu poznatu u odnosu na jednog posmatraca trivijalno
prodiriti na nac¢in kojim se definide veli¢ina nezavisna od sistema referencije ili
posmatraca. Kao ilustraciju posmatr: jmo ubrzanje a dato u odnosu na 7. U odnosu
na posmatraa F*, pod uslovom da predstavlja objektivhu veli¢inu, saglasno sa
(3.30), ona pestaje Qa. Uvodeéi oznaku (a)* = Qa, ¢ime naglagavamo da je to
ista veli¢ina a ali u odnosu na posmatraca 7 *, $to nije slucaj sa a*, i koriste¢i (3.28)
dobijamo

(@*=Qa=a*—¢—24(v* —&) —(d —A)(*—c).  (3.31)
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Tako dobijena objektivna veli¢ina, oéigledno, u sludaju posmatraca F predstavlja
polje ubrzanja nekog deformabilnog tela. Razume se da ona predstavija polje
ubrzanja i u odnosu na grupu Galilejevih transformacija.

Na isti nacin lako je pckazati da je
(0)* =Quv =v* —¢ — A (x* —¢) (3.32)

objektivna veli¢ina i da predstavlja polje brzina u odnosu na posmatraca 77 i grupu
konstantnih krutih transformacija.

Time zavrfavamo sa op$tim razmatranjima problema nezavisnosti od posmatra-
¢a i prelazimo na primenu ovde iznetih kriterijuma u slucaju konkretnih fizickih
polja koja su dalje od posebnog interesa za nas.

Gradijent deformacije. Na osnovu definicije gradijenta defoimacije, koja
jednako vazi za posmatrata OF i F* i (3.23) sledi da je

F* = QF. (3.33)

Prema tome: gradijent deformacije se pri transformaciji posmatraca transfoimige
kao vektor, nije nezavisan od sistema referencijc 1 nije objektivan.

Desni i levi Ko§i-Grinov tenzor deformacije. Iz (2.7.14) i (3.33) lako je
naéi transformacione izraze za tenzore C 1 B. Tako je

C* = (F*)" F* = F'Q"QF = F'F = C, (3.34)

B* = F* (F*)" = QFF'Q" = QBQ", P33

odakle se vidi da je levi Kofi-Grinov tenzor deformacije B indiferentan u odnosu
na posmatraa za razliku od desnog Kedi-Grinovog tenzora deformacije koji to nije.

Desni i levi tenzor izduZenja. S obzirom na pezitivau definitnost tenzora C,
B, U, Viz (3.34) i (3.35) sledi da je

U* = U, (3.36)

V¢ = QVQ7, (3.37)

Prema tome levi tenzoer izduZenja ¥ je indiferentan ili objektivan, dok desni tenzor
izduzenja U tc nije. Nije objektivan ni tenzor rotacije R jer iz (2.5.15);, (3.36)
sledi da je

R* = F* (U*y1 = QFU ' = QR, (3.38)

tj., tenzer rotacije R transformi$e se kao vektor.

Gradijent brzine. Tenzor brzine deformacije. Tenzor vrtloZnosti. 1z
(3.33) dobijamo
F* = QF + QF. (3.33a)

¢ime je odredena transformacija F pri transformaciji posmatra¢a. Takcde je
(F*)' = (QF)' = F'Q". (3.33b)
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Tada, koriste¢i (3.8.24), ove izraze i (3.27) nalazimo
L* = F* (F*)" = (QF + QF) F'Q" = QF F'Q" + QQ"
— QLQ” + A. (3.39)

Prema tome, gradijent brzine L nije objektiven. Na osnovu ovog izraza i (3..826)
sledi
W* = QWQ" + 4, (3.40)

odakle se vidi da ni tenzor vrtloZnosii nije objektivan.

Medutim, zakon transformacije za tenzor brzine deformaciie D, na osnovu
(3.8.25) pokazuje da je

D* = QDQ” + A + A* = QDQ7, (3.41)

jer je A + A" = 0 s obzirom na (3.27). To znaci da je tenzor brzine deformacije
nezavisan od posmatraca i kao takav indiferentan ili objektivan tenzor.

Napomena: Mada su F, C, U i L veli¢ine koje zavise od posmatraca i kao
takve neobjektivne, njihovi zakoni transformacije se medusobno razlikuju. Tako
seiz (3.34)i(3.36) vididaje C* = Ci U* = U,tj., da se pri transformaciji posmat-
rata ove veliine ne menjaju za razliku od Fi L. Zbog toga ¢emo dalje, radi defi-
nisanosti, kazati:

Vektorsko © tenzorsko polje je invarijantno uw odnosu na posmatraéa
ako se ne menja pri transformacii posmatraca.

Saglasno tome, tenzorska pelja € i U su inwarijantna u odnosu na posmatraca
ali ne i indiferentna.

Korotacioni i konvektivni izvod

U konstitutivnim jednadinama, kojima se opisuje ponasanje nekih idealnih
materijala, javljaju se i materijalni izvodi pojedinih objektivnih tenzorskih velicina.
Takve jednacine, prema definiciji, nisu indiferentne u odnosu na posmatraca,
jer, kao §to smo pokazali, materijalni izvod objektivne velicine nije u op$tem slucaju
objektivna veli¢ina. Zbog toga se promena te objektivne veli¢ine po vremenu ne
bi smela javiti u konstitutivnoj jednacini u obliku koji bi narusavao indiferentnost
konstitutivne jednadine u odnosu na posmatrata. Zato je potrebno (pczeljno)
definisati objektivan tenzor koji bi u sebi sadrzao materijalni izvod te (objektivne)
veli¢ine.

Nacin na koji se razre$ava taj problem, iz razloga prakti¢ne potrebe, ilustro-
vacemo na objektivnom tenzoru drugog reda T. Tada je

T* = QTQ7, (3.42)

T* = QTQ" + QTQ" + QTQ". - (3.43)

Oc“figledno je da zbog poslednja dva &lana T nije objektivno. U njima figurise Q
i Q" koje mozemo odrediti pomocu (3.40) i (3.27). Naime, smenom (3.27) u (3.40)
i mnoZenjem tako dobijenog izraza sa Q sa desne strane imamo

Q = W*Q — QW, (3.44)
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QT = —Q'W* + WQ7, (3.45)

pri ¢emu smo koristili (3.5) i ¢injenicu da je W™ = —W. Smenom ovih izraza u
(3.43) i grupisanjem ¢lanova u odnosu na 7 1 7% dobijamo

T* — W*T* + T*W* = Q (T — WT + TW) Q". (3.46)
Neka je, po definiciji,
T=T—WT -+ TW. (3.47)

Tako definisanu veli¢inu T nazvademo Jawnanov (Jawmann) ili ko-rotacioni izvod
objektivnog tenzora T.

Pomocu tako uvedene veli¢ine moze se (3.46) pisati u obliku

T* = QTQ", (3.48)

koji pokazuje da je ko-rotacioni izvod T objektivan.

Specijalno u sluéaju kada je W = 0 sledi, iz (3.47) da je T = T. Tada se
sistem referencije posmatraia 7 rotira zajedno sa posmatranim telom 3, zbog
Cega se takvi sistemi nazivaju ko-rotacionim. Sa fizi¢kog stanovista to znaci da se,
pri odsustvu rotacije materijala u odnosu na sistem referencije posmatraca 7,

ko-rotacioni izvod T svodi na materijalni izved T. Tada je

T* = T* — W*T* + T*W* = QTQ"

odakle sledi da je, za takav izbor posmatraca 77, T* ustvari T kako ga vidi posmatrad

F*. 1Ili, T* tada odreduje promenu po vremenu objektivne veli¢ine T koju pos-
matra¢ 7% uocava pri pratenju translatornog i rotacionog kretanja materijalnog

elementa tela 3. Isto tumacenje, oligledno, vaziiza (3.47) ali sada za T ul odnosu
mna posmatraca 7. Uopéte,

ko-rotacioni izvod nekog objektivnog tenzora je objektivan tenzor za opStu
grupu transformacija (3.4) koji se svodi na materijalni izvod u sluéaju ko-
-rotacionih sistema referencije.

Uvodenje ko-rotacionog izvoda nam omogucuje da se konstitutivne jednacine

- o
mogu uéiniti indiferentnim u odnosu na posmatraéa zamenom T sa T ako su sve
ostale zavisne i nezavisne promenljive indiferentne. Moguce je takode, u tom

sludaju, umesto f‘ uvesti smenu T — WT + TW.

Vazno je uoditi da ko-rotacioni izvod nije jedina moguca objektivna veli¢ina
kojom se defini$e promena objektivnog tenzora T. Na osnovu ko-rotacionog izvoda

moguée je odrediti i druge objektivne veli¢ine kojima se moze zameniti T. Tako
se npr. dodavanjem ili oduzimanjem objektivnih tenzora DT i TD iz (3.47) dobijaju
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slede¢i objektivni tenzori
T+Dr+TD=T+ LT + TL,

T+ DT —TD =T+ L°T — TL%,
(3.49)

T—DF L ID=T—-IT 1 TL,
F e DE e T e T LT XL,

gde smo pri izvodenju desnih strana korietili (3.2.23 —26). Svaki od ovih izraza

je jednako dobar, sa stanovi$ta objektivnosti, za zamenu T u konstitutivnoj jedna-
A
¢ini. Prvi od njih ima posebno znadenje. Mi ¢emo ga ovde oznaditi sa T, tj.

A 0 i
T=T-+DT+TD=T+ LT+ TL, (3.50)

i, saglasno matemati¢koj terminologiji, nazvati kowvekiivnim izvodom. Sa fizit-
kog stanovista predstavlja proSirenje ko-rotacionog izvoda. Naime, iz (3.50), (3.46)
i ¢injenice da je L = W + D se vidi da

konvektiont izvod odreduje promenu po vremenu objektivne tenzorske velicine
T, koju posmatraé F wolava pri pradenju translatornog, rotacionog i defor-
macionog Rretanja materyjalnog elementa tela 'A.

Znacenje raznih izvoda po vremenu, radi laks$eg vizuelnog sagledavanja i razume-
vanja, prikazano je graficki na slici 48.

Napomena 2: Kada je u pitanju n. bilo kakav tenzo: T nego tenzor napona,
tada ¢emo svaku objektivnu veli¢inu, kojom moZemo zameniti T nazvati, radi

definisanosti, naponski fluks. Primeri naponskog fluksa su ko-rotacioni izvod T
A
i konvektivni izvod napona T. Drugi primeri su dati sa (3.49). Izvodi videg reda

o | B
od T i T takode se mogu pojaviti u konstitutivnim jednacinama diferencijalnog
tipa. Naziv ,,diferencijalan’ dolazi zbcg prisustva izvoda po vremenu, diferencijala,
nezavisnih ili zavisnih konstitutivnih promenljivih u takvim konstitutivnim jed-
nacinama.

Napomena 3: Pojam konvektivnog izveda tesno je povezan sa konvektivnim
koordinatama o kojim je bilo re¢i u odeljku II.4. Kako smo ih ovde uveli, one su
materijalne linije 1 kao takve deformisu se sa telom. Zbog toga se koordinate mate-
rijalne Cestice u odnosu na konvektivne koordinate x* ne menjaju pri deformaciji
tela, tj., nezavisne su od vremena (videti (2.4.8)) i predstavljaju ,,nalepnicu” ili
»etiketu’ Cestice o kojoj je reé.

Medutim, njihov znacaj u mehanici kontinuuma je daleko veéi: one nam
omogucavaju da formuliSemo jednacine stanja ili konstitutivne jednacine nezavisno
od kretanja tela u celosti — tj., u indiferentnom obliku u odnosu na posmatraca.
To znaci da sve tenzorske veliine i operacije potrebne pri formulisanju konsti-
tutivnih jednadina (jednacina stanja) treba da budu izrazene u odnosu na kon-
vektivni koordinatni sistem. Tako formulisane konstitutivne jednacine onda opisuju
unutrasnje dinamicko reagovanje tela na promenu kinematickog stanja nezavisno
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Parcijalni izvod — promena po vie-
menu u fiksnoj tacki.

Materijalni izvod — promena po vre-
menu pri pracenju translatornog kretanja
materijalnog tela.

Jaumanov ili ko-rotacioni izvod —
promena po vremenu pri pracenju trans-
latornog i rotacionog kretanja materijal-
nog tela.

Konvektivni izvod — promena po vre-
menu pri pracenju translatcrnog, rota-
cionog i deformacionog kretanja materi-
jalnog tela.

Sl. 48
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od kretanja tela kao celine. Jasno, jednac¢ine formulisane u odnosu na konvektivne
kcordinate moraju biti transformisane u odnosu na fiksni koordinatni sistem,
jer se sva fizicka opazanja vr$e u odnosu na neki takav koordinatni sistem. Primer
izraZavanja veli¢ina u odnosu na konvektivan i fiksan koordinatni sistem dat je sa
{2.7.3). U navedenom primeru se vidi da je Cy, — metric¢ki tenzor u odnosu na
konvektivne koordinate X* - funkcija vremena, $to je uvek slucaj, zbog ¢ega trans-
formacija izmedu konvektivnog i fiksnog koordinatnog sistema nije sasvim ista
kao transformacija izmedu dva fiksna koordinstna sistema.

Konvektivne koordinate imaju, sa matematiCkog stanovi$ta 8iri smisao jer
se mogu uvesti i u n-dimenzionu diferencijabilnu mnogostrukost. Kac takve ocigled-
no nemaju fizicki smisao materijalnih linija za » > 3. Zbog toga se pojam konvek-
tivnog izvoda mora segledati opstije, jer se, na nacin kako smo do njega doli za
tenzor T, moze stvoriti pogre$na slika o njegcvom izvodenju u opstem slucaju.
Pri tome naglaSavamo, da je dosadasnji na¢in izvodenja bio uslovljen prakti¢nim
potrebama.

U cilju jednostavnosti ilustrova¢emo postupak izvodenja konvektivnog izvoda,
sada u opdtem slucaju, na apsolutnom tenzoru drugog reda S' (x, r). U odnosu,
na koordinate X', definisane kcordinatnom transformacijem

P=3t), Gi=212:..9) (3.51)
isti tenzor je odreden sa S% (%%, 1) saglasno zakonu transformacije
oxt Ox*

Ti Tk o
S0 = o o

S?, (", 1). (3.52)

Posmatra¢emo promenu tog tenzorskeg polja u vremenu pri kretanju tacke §
{ije su jednatine kretanja u odnosu na sistem x* deate jednacinama

at = o' (E,.0), (3.53)
koje, u odncsu na sistem X*, postaju
¥ =& (¥ (E; t])=5" (€D (3.54)
Tada je
o= —2; o?, (3.55)

glejed'=x"iv®=3%%1i

(3.56)

y > S
ox? ] ox! “ ox® dr \ox’

dS%  dS?, %' oxt g0 4 (axf)
dt  dr ox®? o% “dr

B B8 (B,
koji slede iz (3.53) i (3.51) respektivnc.
Pomocu (3.54) 1 (3.53) nije te$ko pokazati da je

d (dx* oxt o0 ox* ox' Ov”

de (a?) T oxtox o%* ox®  Ox" 0xP
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. s 4 fOx?
odakle neposredno sledi ld (6%’) formalnom zamencm uloga nadvudenih i
r X

nenadvucenih koordineta. Smenom ovih izraza u (3.56) i kori¥¢enjem (3.51), posle
grupisanja ¢lanova, dobijamo

ol = =k P AP Lt =i q
dt ox* ox? de ox" 0x?/ ox® Ox?
odakle se vidi da veli¢ina
i i - -1
_d=‘$izd.‘s_‘i_gk_£+,gi_ﬂ_, (3.57)

k
dt dt * Oxt Ox!
koju nazivamc konvektivni izvod, ima tenzorski karakter. Smenom

as; _ o8, | 98 .

e ot ox*
u (3.57), konvektivni izvod se moZe pisati u obliku
E':S4Ef?§!+§j@k_ 8@7_{_ 5‘1) (3.58)
de ot ox* T ox* ot
ili
4,84 08} n
Loy S91  Fgt. 3.59
dt ot ig ! : ( )
gde je, po definiciji,
6.5“ dv*
St=-——loF— S’r + e 3.60
}S ax"' 6x’“ " ox! e

Tako definisana veliCina £ S°; se naziva Liov (Lie) izvod, koji je, s obzirom

ak (3to neposredno sledi iz (3.52)), takode tenzor.
t

1z (3.59) sledi takode da je u slu¢aju stacionarnog tenzorskog polja 8%, tj., u slu¢aju

kada je % = 0, konvektivni izvod jednak Liovom izvodu ili fi— ;ES’
L dat

S obzirom na to da je prostor fizickih dogadaja metri¢ki, u daljim razmatra-
njima ogranic¢i¢emo se na diferencijabilnu mnogostrukost u kojoj je zadat osnovni
metricki tenzor g;; (x*). Kratko re¢eno, ograni¢avamo se na Rimanove (Riemann)
prostore. U tom slucaju je definisan kovarijantni izvod o¥, vektora na osnovu
koga dobijamo da je

i
=of —oF 5
dx? i {k j}
Smenom ovog izraza u (3.60), posle izvesnog sredivanja ¢lanova sledi da je
£SY = 8 — 850 + Sy o). (3.61)
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Uoc¢imo da su u ovom izrazu svi ¢lanovi desne strane tenzorskog karaktera $to nam
omogucava da (3.59) pisemo u obliku

i i o i
%:%’ + £8, =8, =80 1St (3.62)
Ako se, dalje, uzme u obzir da je
o)y = dj + w'

gde su d} i ', simetrican i anrtisimetri¢an deo tenzora v/, respektivno, onda
(3.62) postaje

d°TS:’ = .S-",— wh 8% + Shut, — d; §% + 8% d),
ili
:'IE? _ d'T‘?f _ LSt 4+ S, (3.63)
gde je, po definiciji
-‘%ﬁf = & —uh, S*, + S'yuf,. (3.64)

Tako definisana veli¢ina je, o¢igledno, tenzorskog karaktera i naziva se ko-roracioni
izvod.

Relacija (3.63) se moZe izraziti u ekvivalentnom obliku
d, :
2 s ) 8= S — 5% 3.63a
(2-%) s (3.632)
odakle se vidi da su ko-rotacioni i konvektivni izvodi jednaki kada je
1. rec o skalarnom polju, ili
2. 8§, =0 u poloZaju za posmatrani trcnutak ili
3. 4;=0. 7
U slu¢aju 1. i 2. imamo da je
4S5 4, S

8o
dc dr’

(3.65)

gde je S skalarno polje ili tenozorsko polje drugog reda. Slucaj 3. u E; se
moZe tumaditi sa fiziCkog stanovista: tada je kretanje lokalno i trenutno kruto.

Uopste, kada je u pitanju prostor E;, relacije (3.62) i (3.64) svode se na (3.50)
i (3.47), respektivno, po formi.

Na kraju navedimo, bez izvodenja, izraz za konvektivni izvod preoizvoljnog
relativnog tenzorskog polja S;.-'% teZine M i n-dimenzionom Rimanovom prestoru

‘ %...m E...m
L R (3.66)
dt ot
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gde je Liov izvod, u odnosu na vektor o (%)

Bam.— Ok k...
)C Spﬂ; - Sp...?.rwr + Sr...;" 'yrp + S;’: i
v

24

Syt — . St (3.67)
+ MS3 30
Tada je ko-rotacioni izvod
k... m @
disa’;i = St
o wka;fg — wmeﬁ; (368)
+ Spefa, ... + SEePw’,
tako da je
dc d,- T L
(;’—: =t Ez) Sl Syold: + o+ S
— dESTem — . —arSher (3.69)

L PR
+ MS3:d;.
Postupak za njihovo izvodenje je isti kao i u slu¢aju apsolutnog tenzora S°,. Polazi
se od zakona transformacije relativnog tenzora teZine M

E;I'.'.'Z = AMS%..b L.y . etk S -3
R dx® Ox* ox?
gde je
A ax®
ox*

a M realan broj.

Iz do sada izvedenih izraza, kojima se odreduje promena neke veli¢ine po
vremenu, vidi se da je medu njima konvektivni izvod najopstiji. Iz (3.66) sledi
da se konvektivni izvod svodi na Liov izvod za stacionarna tenzorska polja. U
slucaju kretanja kcje je lokalno trenutno i kruto kenvektivni izvod postaje ko-rota-
cioni, a ,,materijalni’”’ ako je kretanje jo§ lokalno i trenutno translatorno. Ako ne
postoji ni translatorno kretanje, konvektivni izved se svodi na parcijalni. Time je
odreden ujedno i odnos izmedu raznih izvoda, koje smo ovde definisali, a koji
odreduju promenu po vremenu posmatranog tenzorskog polja.

Rivlin—Eriksenovi (R. C. Rivlin—L. J. Ericksen) tenzori

U konstitutivnim jedna¢inama materijala diferencijalnog tipa pored tenzora
napona javljaju se i materijalni izvodi desnog Ko8i-Grinovog tenzora deformacije C
i materijalnog tenzora deformacije E koji nisu objektivni. Tako je npr., na osncvu
(3.5.8),

C = 2F"DF. (3.70)
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Odavde sledi da C nije objektivno bez obzira na objektivnost tenzora brzine defor-
macije D, jer gradijent deformacije nije objektivan. Lako je pokazati, s obzirom
na (3.34), da je € invarijantno u odnosu na transformaciju posmatrada. Isto to
vaZi za materijalne izvode viseg reda za tenzore C i E. Ovim izvodima Rivlin i
Eriksen su pripisali cbjektivne tenzore koji se po njima tako i nazivaju. Oni prirodno
slede iz (2.7.1), tj., iz ds®* = dX" CdX = dx"dx, kada se potrazi materijalni izvod
prvog, drugog i viSeg reda. Tada je ocigledno

. d"C

2, [ds?] = dXT — dX = dxT A, dx (3.71)
dr" dr"

s obzirom na to da je dx = F dX §to neposredno sledi iz (2.5.2) i (2.5.10). Pri tome
je, po definiciji,

arC

dr*

— F'A,F, (3.72)

gde je n — prirodan broj. Za n = 1, iz (3.72) i (3.70) zakljutujemo da je
A, = 2D, (3.73)
Diferenciranjem (3.72) i kori$¢enjem (3.2.24) lako je izvesti rekurentne formule

d4,

Aﬂ+1 = dr

+ AL+ L4, (3.74)

Tako uvedeni tenzori su indiferentni u odnosu na posmatraca. Da je 4, indi-
ferentno sledi iz (3.73) i indiferentnosti tenzora brzine deformacije D. Indiferent-
nostostalih Rivlin-Eriksenovih tenzoradokazujemo metodom matematic¢ke indukcije.

Neka su svi 4, za m = 1,2,...n objektivni. Onda je, na osnovu (3.74)

dAzx
dt

+ AFL* + L*T A3

Aflu =

- % (Q4,Q7) + Q4,Q7 (QLQ” + 4)

+(QL"Q" + 4") Q4,Q”

=Q (d;" + 4L+ L%) Q"
L

+ Q4,Q" + Q4,Q" + Q4,Q74 + A™QA4,Q" (3.75)
= QA,,“QT,

s obzirom na (3.74) i (3.27). Prema tome, iz uslova da susvid,,m =1,2,...n
objektivni, sledi da je i 4,,, takode objektivno, $to je trebalo dokazati.

Truzdel i Nol definifu 4, na drugi nac¢in. Oni umesto podetne nedeformisane
konfiguracije kao referentnu koriste bilo koju konfiguraciju izmedu poéetne i
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trenutne. Tada je, za dve konfiguracije tela "3 u dva trenutka vremena ¢ iv, defor-
macija tela odredena sa

E=E8(X,1),
x =2 (X5,

(3.76)

To znaci da je § — polozaj koji u trenutku 7 zauzima materijalna ¢estica odredena
sa X koja je u trenutku ¢ bila u poloZaju x. Na taj nadin preciziramo da se kao refe-.
rentna konfiguracija uzima konfiguracija u posmatranom trenutku vremena ¢
S obzirom na aksiomu neprobojnosti sledi da je

§=E(X(x2),7) = & (x, 7). (3.77)

Tako odredena funkcija &, (x,t) se naziva relativna deformacija. Iz (3.77) sledi
da je

F(z) = F,(v) F(2), (3.78)
odakle se dobija

F,(x) =F(@x) F'(o) (3.79)
Defini$uéi tenzor relativne deformacije C, (r) izrazom

C,(v) = F/ () F,(v), (3.80)
mozZe se pokazati da je

4,0)=2C0 |

Ln | T=t.

Ovako definisani tenzor G, (r), kao i U, (t)i D, (z) su pogodni kada je re¢ o prostor-
nom opisu kretanja neprekidne materijalne sredine.

Sile i promena sistema referencije. Sile koje deluju na telo, kao $to smo
istakli u odeljku IV. 1, delimo na spoljasnje i unutrasnje. Uzrok su kretanja tela
koje je, pod pretpostavkom da postoji privilegisani sistem referencije (Ox) u odnosu
na koji vaze Ojlerovi zakoni, odredeno Kosijevim zakonima kretanja

VT + of = ca, (4.8.17)
T=T", (4.8.18)

i glasi ® = x (X, r). Pri promeni sistema referencije, definisanim sa (3.21), tom
kretanju odgovara njemu ekvivalentno kretanje x* (X, r*) odredeno sa (3.23).
Otigledno je da x* (X, r*) zadovoljava jednacine kretanja u odnosu na sistem
(O*, x*). Pitanje je kako one glase. Pri tome moramo imati na umu, da sistem
(O*, x*), u opStem slucaju, ne mora biti inercijalni §to bi nam dalo za pravo da
zaklju¢imo da Kosijevi zakoni kretanja u odnosu na nove inercijalne sisteme vaze
u obliku (4.8.17—18). Problem je utoliko sloZeniji §to, za sada, ni§ta ne znamo
o zakonima transformacije sile f i napona T pri transformaciji sistema referencije
(3.21). Znamo samo relaciju (3.28) izmedu ubrzanja posmatrane materijalne cestice
deformabilnog tela u odnosu na promenu sistema referencije.

Pomocu tog izraza i (3.5) moZemo (4.8.17) pisati u obliku

QYT +0Qf = 0a* —o[é + 24 (v* —c) + (4 — 4% (x* — )] (3.81)
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Posto masa tela ne zavisi od kretanja, pa prema tcme i od sistema referencije,
logi¢no je pretpostaviti da je 1 gustina g, kao skalarna veli¢ina, indiferentna veli¢ina,
tj., da je
" = (3.82)
e e. .
Ako dalje pretpostavimo da su zapreminska sila f i napon T veli¢ine nezavisne
od sistema referencije, onda sledi da je

T* = QTQ", (3.83)

I* =Qf (3.84)

saglasno sa (3.7—8). Tada (3.81) moZemo izraziti u odnosu na sistem (O%, x*)

VAT +o*f* = g"a* —*[6 +24 (0" — &) + (A — M) (x* — ),  (385)
kada se ima u vidu da je

V*T*=QVY T,
§to neposredno sledi iz (3.83) i (3.21).

Iz (4.8.17) i (3.85) se vidi da prvi Ko$ijev zakon, u sluaju kada vaZe zakoni
transformacije (3.72—84), nije nezavisan od promene sistema referencije. To &e
biti samo za one transformacije za koje je '

c+24(v* — &)+ (4 — A4 (x* —c)=0. (3.86).

Ova jednacina je zadovoljena tada i samo tada kada je ¢ = const. i Q = const
¢ime se karakteriSe Galilejeva grupa transformacija ili klasa svih mogucih inerci-
jalnih sistema. Ovaj rezultat se ponekad izrazava kao Galilejev princip relativnosti:

Zakoni kretanja materijalnog tela su nezavism od posmatrala ako, i samo
ako, se njihovi sistemi referencije nalaze u relativnoj translaciji sa konstant-
nom brzinom.

Jednacine (3.85) moZemo pisati u alternativhem obliku

V*T* + o *f = oa*, (3.89)
gde je

Hf=f* &+ 24 (v* — &)+ (4 — 4 (x* — o), (3.90)

kada se uzme u obzir da je o* = p. Ove jednacdine takode predstavljaju jednacine
kretanja u odnosu na sistem (O*x*) ali u kojima je zapreminska sila modifikovana
dodatnim ¢lanovima usled promene (kretanja) sistema referencije u odnosu na
inercijalni sistem $to je dobro poznato u klasi¢noj mehanici krutog tela. One su
po svome obliku iste kao i (4.8.17) i u tom obliku vaZe za bilo koji sistem referencije.
Medutim, u njima figuri$u dve neindiferentne veli¢ine, ubrzanje a* i modifikovana
sila *f, §to zamagljuje poletnu prirodu sistema referencije i sisttma sila. Tako se
npr. iz (3.84), (3.90) i (3.31) dobija da je

*f—a*=Q(f —a), (3.90a)

odakle sledi da je veli¢ina f — a, koju radi definisanosti nazivamo efekrivna sila,
objektivna.
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Ekvivalentni procesi. Problem pisanja prvog Kosijevog zakona kretanja u
obliku nezavisnom od posmatra¢a Truzdel i Nol razre$avaju na slede¢i nacin:

U odnosu na sistem (O, x) ureden par {x, T}, kako je ve¢ ranije reteno, definite
dinamicki proces za telo 74 ako zadovoljava Kogijeve zakone kretanja (4.8.17—18).
Pri transformaciji sistema referencije, koja je data sa (3.21), kretanju x (X, £) u
odnosu na posmatraca 77 odgovara njemu ekvivalentno kretanje x* (X, £) u odnosu
na posmatraca #* odredeno relacijom (3.23). Tada ima smisla govoriti o dinamié-
kom procesu (x*, T*) u odnosu na 7* koji bi bic ekvivalentan procesu (x, T).
Po definiciji, uredeni par {x*, T*} bi tada morao zadovoljavati jednadine

V*T* + of* = o (@)%, (3.91)
T* = (T*)", (3.92)

koje su, s obzirom na (3.82—84) i (3.31) ne samo istog oblika kao (4.8.17—18),
nego i indiferentne u odnosu na sistem referencije i kao takve vaZe u odnosu na
bilo koji sistem. O¢igledno je da se samo u sistemu referencije (O, x) one svode
na oblik (4.8.17—18).

Vazno je uociti da smenom (3.31) u (3.91) dobijamo (3.85) $to nam daje za
pravo da tumadimo (3.91) kao jednadine kretanja tela 73 u odnosu na sistem (O*x*)
u keme je, u opétem slucaju, a* = (a)*. U stvari, jednacine (3.85), (3.89) i (3.91)
su medusobno ekvivalentne. U tim jednacinama uvek ostaje ctuvan samo zakon
transformacije tenzcra napona (3.83). Tada moZemo zakljuliti da su svaka dva
procesa (x, T) i (x*, T*) ekvivalentna ako su medusobno povezana relacijama
(3.21) i (3.83) pri promeni sistema referencije. Samo po sebi se razume da takva
dva medusobno ekvivalentna procesa predstavljaju razli¢ite matematicke opise
jednog istog procesa.

Za razliku od prvog Kosijevog zakona kretanja, drugi Kosijev zakon (4.8.18)
je nezavisan od sistema referencije pod uslovom da vazi (3.83), tj., pod uslovom
da je tenzor napona indiferentna veli¢ina.

Princip materijalne indiferentnosti

Zahtev da je tenzor napona nezavisan od sistema referencije ima svoje fizi¢ko
znacenje. Naime, unutradnje kontakmme sile ¢, = T - n zavise samo od konfigu-
racije tela "8, a ne i od konfiguracije masa izvan tela, za razliku od spoljagnjih
zapreminskih sila f. Zbog toga su unutrasnje kontaktne sile formalno nezavisne
od promene sistema referencije (3.21) $to se iskazuje zakonom transformacije

iy = Qb (3.93)
gde je
t,, = In, (4.4.12)
i
ths, = T'*n*. (4.4.12a)

Pri takvim transfcrmacijama ocigledno je (sl. 49)
n* = Qn. (3.94)
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Na osnovu toga i prethodnih izraza sledi zakon transformacije (3.83) koji, tako
izveden, predstavlja konkretan primer kojim se ilustruju izvodenje zakona trans-
formacije oblika (3.8) ali sada za konkretan tenzor — tenzor napona.

OI
Sl. 49

Dalje, za dato telo, kao $to smo ranije istakli, nije svaki dinamicki proces
adekvatan fizi¢koj prirodi problema. To smo posebno razmatrali u sluéaju kada
je zapreminska sila f data. Tada smo zaklju¢ili da moguéi proces ne moze biti
proizvoljan nego mora zadovoljavati uslove koji karakteriSu materijalna svojstva
tela. Ovi uslovi se nazivaju konstitutivne pretpostavke ili konstitutivne jednacine.
I podto konstitutivne jednadine karakteriu idealni materijal mi kazemo: neki
dinamicki proces je dopustiv za dati idealni materijal ako su konstitutivne jednacine
tog materijala, za taj proces, zadovoljene. Isto to mora da vaZzi za proces koji je
njemu ekvivalentan. Pri tome smatramo da se svojstva materijala ne menjaju pri
promeni sistema referencije ili da su nezavisna od sistema referencije. To znaci,
matematicki, mora biti zadovoljen:

Princip materijalne indiferentnosti

Konstitutivne jedna¢ine moraju biti indiferentne pri promeni sistema refe-
rencije. Ako je konstitutivna jednadina zadovoljena za dinamicki proces koji je
odreden kretanjem i simetri¢nim tenzorom napomna

x=x(X,7), T=T(X 1), (3.95)

respektivno, onda ona mwora biti, takode, zadovoljena za bilo koji ekvivalentni
proces (x*, T*). To zna¢i da konstitutivnu jednac¢inu zadovoljava, takode, svako
kretanje i napon dati sa

x* =% (X, %) = Q) % (X, 1) + ¢ (),
T* = T* (X, 1*) = Q () T (X, 1) Q7 (1). (3.96)

t*=tr—a
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za proizvoljnu vektorsku funkciju vremena ¢ (z), proizvoljnu ortogonalnu tenzorsku
funkciju vremena Q (r) i proizvoljan realan broj a.

Pri predlaganju prve od svih konstitutivnih jednacina za deformabilna tela,
naime zakona linearne elasti¢nosti, Huk (Hooke) je dao prvi nejasan nagovestaj
principa materijalne indiferentnosti sugerifué¢i da se promena gravitacije moZe
meriti kori$¢enjem mernog instrumenta sa elasti¢nom oprugom na dnu rudnika
ili na vrhu planine. Dobar primer intuitivnog poimanja istog principa u navedenom
slucaju dat je od strane Truzdela i Nola.

Telo poznate teZine, recimo 1 N, cbefeno je o jedan kraj elasti¢ne opruge
zanemarljive teZine koja je drugim krajem uc¢vri¢ena za plafon laboratorije. Opruga
¢e se tada istegnuti za neku duzinu, recimo 1 cm. Oprugu i telo obeSenu o nju
zatim stavimo na horizontalnu kruznu ploc¢u ili disk tako da je slobodan kraj opruge
uévrscen za centar ploce. Disk se rotira oko vertikalne ose koja prolezi kroz centar
diska, takvom konstantnom ugaonom brzinom da se opruga istegne za 1 cm. Dva
posmatraéa prate ovaj eksperiment: jedan stoji na podu laboratorije (blizu opruge),
a drugi na disku koji rotira. Sistem referencije za prvog posmatraca je odreden
zidovima laboratorije, a za drugog osom rotacije i dvema medusobno upravnim
osama u ravni diska (sl. 50).

Vs B8 SIS i

yli

9

Sl. 50
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‘Dva posmatraca ¢e se sloziti da centrifugalna sila, potrebna da se telo zadrZi u
relativnoj ravnoteZi u odnosu na disk pri izduZenju opruge za 1 cm, iznosi 1 N.
Pri tome se preéutno pretpostavlja da (unutrasnja) sila u opruzi zavisi samo od
relativne deformacije opruge u odnosu na samu scbe, a ne i od superponiranog
krutog kretanja — translacije i rotacije. Druk¢ije receno : pretpostavlja se implicitno
pri ovim merenjima da je sila koju ispoljava opruga pri svom reagovanju na dato
izduZenje zavisna samo od relativne deformacije opruge, a ne i od posmatraca.

Ovaj primer i njemu sli¢ni ukazuju na preéutnu primenu principa materijalne
indiferentnosti, koji izgleda toliko ocigledan na$oj fizickoj intuiciji da u najveéem
broju slucajeva i ne pretpostavljamo da ga primenjujemo. Medutim, primena prin-
cipa materijalne indiferentnosti na nelinearne konstitutivne jednacine u slutaju
trodimenzionalnih tela nije bila o¢igledna sve dok ga nije 1 op$tem obliku na jed-
mnostavan i matemati¢ki precizan nacin formulisao Nol 1955. godine.

Samo po sebi se razume da se sva dosadainja razmatranja mogu prosiriti i
na slucaj termodinamitkog procesa odredenog skupom veliCina {x, T, ¢, g, 0, n}.
Tako se njemu ekvivalentan proces definiSe skupom veliCina {x*, T*, &*, g*, 0%, n*}
za koje vaze relacije

0 =, (3.95)
i
T+ = QTQ"
¥ =¢
q* = Qq (3.96)
n*=n

pri promeni sistema referencije. Pri tome se uvek podrazumeva da vazi (3.82).

Saglasno tome i osnovnom konstutivnom stavu, « siucaju termodinamickog pro-
cesd, princip materijalne indiferentnosti glasi:

Konstitutione jednaline moraju biti invarijantne pri promeni sistema refe-
rencije. Ako su konstitutione jednacine zadovoljene za termodinamicki proces
{x, T, ¢, q,0,n} onda one moraju rakode biti zadovoljene za bilo koji njemu
ekvivalentan proces {x*, T*, ¢*, g%, 0%, n*}. To znadi da konstiturivne jed-
nacine moraju biti zadovoljene takode za svako kretanje, temperaturu,
simerrican napon, specifihu unutrasnju energiju, vekior toplotnog fluksa
1 specificnu entropiju, date sa

x*=x*(X,t)=Q(t)x(X:I)—E-C(I)} (3.21)
t*=r—a ’

* = 0% (X, t*) =0 (X, 1). 390
T*=T*(X,t")=Q () T(X, 1) Q" (1)

% = g* (X, t*) = £ (X, 1) —_—

¢ =qg* (X, ") =Q() g (X, 1)
n* =n* (X, t*) = n(X,1)

za proizvoljnu vektorsku funkciju vremena c (r), proizvoljnu ortogonalnu
tengorsku funkeiju Q (r) 7 proizvoljan realan broj a.
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Napomena 4.

Princip materijalne indiferentnosti se jo$ naziva princip materijalne objekiivnosti
ili kratko: princip objektivnosti ili princip izotropije prostora. Pri tome naglaia-
vamo da princip izotropije prostora ne namece nikskav zahtev na izotropiju
materijala; 1 anizotropni materijali se takode moraju podvrgnuti ovom prin-
cipu. Uopéte govoredi, princip materijalne indiferentnosti podrazumeva da je pros-
tor fizickih dogadaja izotropan i homogen. To znadi da u tom prostoru nema pri-
vilegisanih pcloZaja niti pravaca. Posledica toga je da konstitutivne jedna¢ine ma-
terijalnih tela mogu zavisiti samo od reativnih poloZaja materijalnih Cestica, a ne i
od njihovog apsolutnog poloZaja u prostoru, §to ¢emo pokazati.

S fiziékog stanovi$ta ovaj princip se iskazuje u dva razli¢ita vida. Prema
prvem, koji se naziva ,,0oblik Huka-Puasona-Koé$ija” (Hooke-Poisson-Caushy),
konstitutivne jednadine moraju biti invarijantne pri superponiranom krutom kre-
tanju tela. Prema drugom, poznatom ped imenom ,,Zaremba-Jaumana” (Za-
remba-Jaumann) dozvoljena je promena posmatraca. Posto telo mozZe biti pod-
vrgnuto samo svojstvenim rotacijama, det @ = 1, za razliku od promene pos-
matraéa §to dopu$ta potpunu grupu ortogonalnih transformacija, tj., za koje je
det @ = £ 1, drugi oblik namece veca ogranicenja od prvog. To znaci da konsti-
tutivne jednacine koje zadovoljavaju oblik Zaremba-Jaumana zadovoljavaju takode
i oblik Huka-Puasona-Kosija, pri ¢emu obrnuto ne vazi. Tako se za opti¢ki aktivne
fluide, koji poseduju privilegisane pravce, ko:if¢enjem drugog oblika principa
materijalne indiferentnosti mogu iskljuditi bitna svojstva materijala. Medutim,
za ¢istu mehani¢ku teoriju prostih materijale, na koju ¢emc se cvde ograniditi,
razlika u primeni ova dva oblika navedencg principa je bez znadaja. Zbog toga
i zbog matemati¢kih prednosti ovde smo prihvatili drugi oblik.

Zakon balansa energije i promena sisiema referencije

Iz (3.95) i razmatranja koja su mu prethodila moze se zakljuciti da izmedu
zahteva koji proizilaze iz principa materijalne indiferentnosti i zakona kretanja
postoji slaba veza. Ustvari, princip materijalne indiferentnosti se striktno odnosi
na nezavisnost ponasanja materijala od sistema referencije a ne i na indifereninost
kretanja. Medutim, moZe biti pokazano da svi zakoni mehanike kontinuuma,
izuzev II zakona termodinamike, slede iz drugog principa — principa invdrijant-
nosti oblika zakona balansa energije pri promeni sistema referencije.

Zakon konzervacije mase, balans kolicine kretanja i balans momenta koliline
kretanja su posledice invarijantnog oblika zakona balansa energije pri trans-
for maciji sistema referencije (3.21). Pri tome se pretpostavija da vase zakoni
transformacije (3.82), (3.90a), (3.97) 7 (3.98) z h* = h.

Na osnovu (5.4.10), (5.4.3), (5.4.1), (5.4.6) zakon balansa energije (ili I zakon termo-
dinamike) u odnosu na sistem referencije (Ox) mozemo pisati u obliku

5;!9(34?—;”'”) d”:j(‘m'v+q)da +[elpotlds  (B100)
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koji, saglasno navedenom principu ostaje istog oblika u odnosu na svaki sistem
referencije (O*x*) odreden sa (3.21), tj.,

E_[g*(s*~}-i v*-v*) dv = E[J(t{*n)-'v* + g*)da + jg*(*f-v*+h*)dv
dt v 2 g v
ili, saglasno zakonu transformacije pojedinih veli¢ina

f (s—|~——v* )dv= ﬂ;(t;',',,-v*—]-q*)da—l—fg(*f-v* + h)dv  (3.101)
& v

v

I. Uslu¢ajukadaje Q (¢) = Ii ¢ () = b, gde je b proizvoljan konstantni vek-
tor, bi¢e s obzirom na (3.26), (3.27) (3.93), (3.90) i (3.96,)

v =v+b A=A=0 é=0,
tﬁ-*)=¢(m=- *f=f q*=g

tako da je (3.101) moguce napisati u obliku
f [ 1w (v—{-b)]dv—gg[t(", o+ b) +¢] da +

+ [ e f (v + &)+ K] dv,
li, s obzirom na (3.100),
1 d
e b-bJ gdv=b-[—‘—i;6[gvdv -|—j t,, da —}—ngfdv:l.

Ako se b zameni sa b, gde je § proizvoljan skalar, onda je ova jednakost zadovoljena
samo ako je

d
— [pdv =0,
dtie

d
R dv = :
du"gv v jt(n,da—(-';fgfdw

8to otigledno predstavlja zakon konzervacije mase (3.13.5) i balans koli¢ine kretanja
(4.8.1), respektivno.

II. U slucaju kada je Q (z) = I, 4 = const. (3to je uvek zadovoljeno za Q (1) =
= 4" | ¢ =0, bice

xt*=x; é=¢=0 A=0
v* = v + dx, thy =tyws *f=f+24dv+ A, g*=¢
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s obzirom na transformacione izraze u prethodnom slugaju, i
1 1 |
—ov*t ¥ =—9v-0+ Ax-v+ — Ax - Ax,
2 2 2

*fro¥ = (f+ 240 + 4%x) - (v + 4x)
=fo4f Ax + Av- Ax
jer je Ax - x = Av - v = 0 zbog antisimetri¢nosti tenzora 4. Tada (3.101) postaje

d 1 1
— e+ —vv+ Ax- v+ — Ax - Ax) dv
dzﬁ[g( 2 +2 )

- §(tm)-v+t(m-Ax+q)da+fg(f-v+f‘Ax+Av-Ax—i—h)dfu.
- v
Ovaj izraz se znatno redukuje s obzirom na (3.100) i ¢injenicu da je

ingx-Axdv= [ 20 Av - Ax dv
dr ; "

v

tako da postaje

iJ’gAx-vdw:lex-t(”)da—}—ngx-fdv (ii)
at ; L v
Ako sa @ ozna¢imo vektor pridruzen antisimetricnom tenzoru A4, tako da je
1
o=-—€..4,
2
tj.
ﬁ-‘x — _}_.EhmAm! i Aml = Eklrnwk’
onda je

Ab = A™b,g, = ""ubg, = oXb

Ab-d=(oxb) -d=(bxd) o

za proizvoljne vektore b i d. Tada se, s obzirom na proizvoljnost konstantnog
tenzora A, a to znadi i proizvoljnost vektora @, jednacina (ii) moZe pisati u obliku

d
?H[gxxvdv=ix><t{,,)da+wfgxxfdv

3to ne predstavlja ni$ta drugo nego balans momenta koli¢ine kretanja (4.8.2).

Time je jasno pokazano da su zakoni balansa mase, koli¢ine kretanja i momenta
koliCine kretanja ekvivalentni zakonu balansa energije i zahtevu invarijantnosti
pri transformaciji sistema referencije.

Pri takvoj transformaciji prvi KoSijev zakon kretanja, kao §to smo videli,
nije indiferentan, za razliku od drugog Kodijevog zakona kretanja koji to jeste.
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Indiferentni su i ostali zakoni balansa. Za zakon konzervacije mase, npr. (3.13.9),
to sledi neposredno iz (3.82) i (3.41) jer su ¢ i I takode objektivne veli¢ine. Takode
se moze pokazati da su veli¢ine div v, pé, T : D, div g, keje se pojavljuju u Ii Il
zakonu termodinamike objektivne veli¢ine. Tada su zakon balansa energije (5.4.13)
i Klauzijus-Dijemova entropijska nejednakost (5.14.3a) indiferentni pod uslo-
vom da je specifi¢na proizvodnja toplote % skalarna indiferentna veli¢ina, tj.,

h* =h, (3.102)

pri transformaciji sistema referencije (3.21).

4. OPSTE KONSTITUTIVNE JEDNACINE (MEHANICKA TEORIJA)

S obzirom na veci broj konstitutivnih jednacéina u slu¢aju termodinamickih
procesa, kao i glomaznosti njihovih izraza, do daljnjeg ¢emo se ograni¢iti na dina-
micke procese. Sa stanovista teorije konstitutivnih jednadina time se postiZze veéa
preglednost i jasnoca primene opstih principa kao i posledica koje iz toga slede.
Prema tome, za sada zanemarujemo sve nemehanicke uticaje — u nasem sluaju
— termicke uticaje. T'ada prema principu determinizma i principu lokalnog dejstva,
napon u materijalnoj Cestici X zavisi samo od istorije kretanja proizvoljno male
okoline te Cestice. Saglasno tome, ako sa /4 (X) obeleZimo proizvoljnu okolinu
Cestice X, bice

T(X,:) = 57:[:: (X, t —s), X, 1] (4.1)

za svako X € -/ (X).

o0
S obzircm na tenzorski karakter funkcionela reagovanjad™ i njegove zavisnosti
_ s=0
od x(X,t —s) trivijalno su zadovoljeni principi kovarijantne invarijantnosti i
ekviprezensa. Ova konstitutivna jedna¢ina mora zadovoljavati i princip materijalne
indiferentnosti, tj.

T*(X, ) =Q () T(X, 1) Q" (1), (4.2)
ili
T (x* %) =Q (T (%, 1) Q" (1), (4.2a)

gde smo radi jednostavnosti sa 7 (x, £) za trenutak obeleZili funkcionel 7 [x (X,
s=0

(t —s), X, t]l,asa T (x*, t*) njemu odgovarajuéi funkcionel u sistemu referencije
(O*x*) odredenom sa (3.21). Bitno je uociti da princip materijalne indiferentnesti
namede isti oblik funkcionalne zavisnosti J, tj., invarijantnost funkcionela reago-
vanja od nezavisnih promenljivih koje se, u op§tem slu¢aju, menjaju pri promeni
sistema referencije. Tako iz (4.2) i (3.21) sledi da mora biti

QT (%) Q" () =T (@x + ¢t —a), (4.3)

za proizvoljan vektor ¢, proizvoljan ortogonalni tenzor Q i proizvoljan realan broj
a. '
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Ocigledno je da uslov (4.3), a to znali princip materijalne indiferentnosti,.
namedée ograni¢enja na oblik funkcionalne zavisnostiJ od x i ¢. Pre nego $to pre-
demo na odredivanje tog oblika uvedimo smenu

T=1—s5 (4.4)
gde je T << ¢t kada je 0 < 5 < 0, tako da (4.1) moZemo pisati u obliku
TR =5 X, 9, X4 (4.1a).

Tt

Tada za trenutak vremena 7 (3.21) postaje

x* (X, 7)) =Q(t)x(X,7) + c(7) (3.21a).

=1 —a.

Sa kinemati¢kog stanoviSta svaka promena sistema referencije (3.21), odnosno.
(3.212), se sastoji iz tri medusobno nezavisne promene: prostorne translacije,
vremenske translacije i rotacije sistema referencije. Mi ¢emo ispitati uticaj svake
od ovih nezavisnih promena sistema referencije na oblik funkcionela reagovanja.

F (=, 1.

1. Prostorna translacija sistema referencije sa materijalnom Eesticom
X. Neka je

Qir)=I a=0, ¢(r) = —x(X, 1), (4.5).

za svako 7 < ¢. Ovaj izbor odgovara relativnoj translaciji dva sistema pri cemu
materijalna Cestica X ostaje u stanju mirovanja u koordinatnom pocetku sistema
(O*x*), ier je, prema (3.21a)

Y (X, T =0, vven

Takode je, za svako X € o/ (X),

N =X =2 71 —w{X 1 (4.6)

tj., kretanje Cestice X € o/ (X) je odredeno njenim relativnim kretanjem u odnosu
na ¢esticu X. Kako je, s obzirom na (4.2) i (4.5),

T* (X, 0)=T(X, 1).
ili _
g-' (x, 5) :JC— (x*: 5)3
jer je * =1, to je, prema (4.1a)
T(X,)=9 [x(X,7) —x(X,7), X, 1] (4.7)
<t
Odavde se vidi da napon u X za uoceni trenutak z zavisi samo od istorije relativnog
kretanja (z < ¢) u odnosu na X skupa svih Cestica X € o/ (X).

Ovo ogranienje na oblik konstitutivnih jednadina je posledica prostorne
homogenosti sistema veferencije.

2. Vremenska translacija. Neka je uoleni trenutak ¢ referentno vreme i
Q(r)=1I ¢c(r)=0 i a=1 (4.8)
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Tada je, prema (3.21a),

tF =17 —1, *=t—a=0,

(4.9)
% (X, o9 =2 (XD,
a prema (4.2)
T*(X,00=T(X, ). (4.10)
Kako je sada T (X, r) odredeno sa (4.7) i
T (X, ") =T [x* (X, ") — x* (X, 1*), X, t*]
P A
bice, s obzirom na (4.9),
TH(X,0) =9 [ (X,7) —x(X, 1), X].
=<t
Koriste¢i ovaj izraz u (4.10) dobijamo da je
T(XJ I) =Jc— [x (X, T) —x (X, T): X]
<t
ili
T(X,t):g'[x(f,r)—x(X,t),X] (4.11)
s=0

kada se uzme u obzir (4.1) i (4.4).

Iz (4.10) se vedi vidi da u izvedenom sluéaju konstitutivna jedna¢ina ne zavisi
eksplicitno od vremena. Ovo ogranienje na zavisnost od vremena je posledica
homogenosti sistema referencije po vremenu.

3. Rotacija sistema. Odredena je sa

c()=0, a=0. (4.12)
Tada je
* (X, =0@=xX,7)
(3.21b)
T* =1
i
=y,

Konstitutivne jednacine (4.1), odnosno (4.1a), moraju zadovoljavati uslove (4.2)

"X, 0)=Q()T(X,)Q" (1), (4.13)
odnosno (4.2a)
T Q% X,0)=Q)T (x 1) Q" (1), (4.13a)
koje, s obzirom na (4.11), glase
gx RO xX,7) —x(X,7)], X} =Q (t)fz [x (X, 7) — % (X, 1), X] Q7 ()
B (4.14)
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ili
i{Q (t—5)[x(X,t—s5) —x(X,t —9)], X} = Q(;)i:[x()—(, £ — 5 —
—x(X,t —5),X]Q" (1) (4.14a)

Prema tome, jednalina (4.11), predstavlja najopstiju konstitutivnu jednalinu
za ¢istu mehani¢ku teoriju konstitutivnih jednac¢ina mehanike kontinuuma pod
uslovom da funkcionel reagovanjay~ zadovoljava jednadinu (4.14), odnosno (4.14a),
za svako ortogonalno Q. Jednadine (4.14—14a) su posledica prostorne izotropije
sistema referencije kojom se izrazava odsustvo privilegisanih pravaca prostora
fizickih dogadaja.

Bilo koja jednacina takvog oblika ograni¢ava klasu svih moguéih dinamickih
procesa okoline materijalne ¢estice X i prema tome karakteri$e njena lokalna mate-

o0
rijalna svojstva. Otuda i naziv funkcionel reagovanja za takav funkcionel I .
s=0
Njihova eksplicitna zavisnost od X dopusta nehmogenost materijala. Po$to to

o0

nije od centralnog interesa izostavljamo eksplicitnu zavisnost J od X, ako se
s=0

posebno ne naglasi.

5. PROSTI MATERIJALI

Pojam prostog materijala. Za dovoljno malu okolinu materijalne Cestice X,
pod pretpostavkom da je kretanje svih njenih Cestica X € o/ (X) diferencijabilno,
relativno kretanje mozZe biti aproksimirano sa

x(X,7) —x(X,7) = F(X,7)dX, (5.1)

gde je F(X, 1) ,ciradijeﬁt deformacije u X za trenutak vremena 7, a dX vektor
polozaja Cestice X u odnosu na X. Pri tome je gradijent deformacije nezavisan od

okoline -4/ (X) za razliku od dX = X — X koji zavisi samo od okoline /4 (X) u
odnosu na neku referentnu konfiguraciju », a ne i od kretanja x (X, 7). Ovo sugerise,
posto je istorija relativnog kretanja infinitezimalne okoline ¢estice X u potpunosti
odredena istorijom gradijenta deformacije u X, da onda i tenzor napona T (X, r)
mora biti odreden istorijom F (X, 7) za v < t. To nas dovodi do definicije:

Materijal kod koga je napon za svaku njegovu Cesticu odreden funkcionelom
gradijenta deformacije za tu Cesticu, a u odnosu na neku referentnu konfigu-
raciju » oRoline te Cestice, nazivamo prost materijal.

Saglasno ovoj definiciji koju je dao Nol (1957) napon u X zavisi cd istorije
dvostrukog tenzorskog polja F do trenutka z, polja koje je funkcija samo jedne
promenljive 7 (za svako X).

Redukovani oblici funkcionela reagovanja prostog materijala. U cilju
saZetog nacna obelezavanja dogovorimo se da indeks ¢ na neku funkciju oznacava
istoriju te funkcije. Tako je saglasno sa (5.1) i (4.4)

FF=F@G)=FQI—s), (s=0), (5.2)
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gde smo radi jedinstvenog nalina obelefavanja izostavili eksplicitnu zavisnost
F' od X, koja se, dok se drukéije ne kaZze, podrazumeva. Usvajajudi takav nadin
obelezavanja i za druge veli¢ine, moZemo pisati konstitutivnu jednadinu prostog
materijala (4.10) ili (4.11), saglasno sa (5.1), u obliku

T =i: [F* (5)]. (5.3)

Dalje uproséenje u pisanju konstitutivne jednacdine se postiZe izostavljanjem granica
s=01 oo, tako da je

T () =9 [F () (5.4)
pri ¢emu se podrazumeva da je s =0. Ova jednaéina predstavlja najopstiju

konstitutionu  jednalinu prostog materjjala u sluéaju dinamitkog procesa pod
uslovom da identicki vazi

T (@Q@F)=Q®T (F)Q" () (Q() = Qo) (5.5)

po istoriji regularnog tenzora F’ i istoriji ortogonalnog tenzora Q. Ocigled-
no je da (5.5) ne predstavlja ni§ta drugo nego jednaline (4.14a) u sludaju
prostih materijala. Taénije receno, (5.5) predstavljaju ograni¢enja na oblik funk-
cionela reagovanja 7, koje nameée princip materijalne indiferentnosti pri pro-
izvoljnim rotacijama sistema referencije (3.21b).

Identi¢nost (5.5), s obzirom da mora da vazi za svako ortogonalno @Q, ocigledno
vaZi i za specijalan izbor Q. To nas dovodi do vaznih zakljucaka o obliku funk-
cionalne zavisnosti /~ od istorije gradijenta deformacije F.

Tako se, na osnovu teoreme o polarnoj dekompoziciji za gradijent deformacije
moze pisati

Ft = R'UY, (5.6)

gde je R’ istorija ortogonalnog tenzora, tj.,
R (R =(R)YT R' =1, (5.7)
a U istorija simetri¢nog pozitivno definitnog desnog tenzora izduZenja takva da je
Ul= (U7, (5.8)
1 C = (U = (F)* F, (5.9)

gde je C' takode istorija pozitivno definitnog simetri¢nog desnog Kogi-Grinovog
tenzora defcrmacije. Tada je

Ut = (R)" F, (5.10)

§to neposredno sledi iz (5.6) i (5.7). S obzirom na ortogonalnost tenzora R* biramo
Q' tako da je ba§

Q = (R)". (5.11)
Identi¢nost (5.5) tada postaje
T (R)"F)=R" ()T (R'U") R (1),
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koja se, mnozenjem s leve strane sa R (¢) i s desne strane sa R” (z) redukuje na oblik

T (Fy= R ()T [U*(s)] R” (1), (5.12)

s obzirom na (5.6) i (5.7). Ovaj redukovani oblik konstitutivnog funkcionela omogu-
¢uje nam i obrnut zakljucak. Naime, uslov invarijantnosti (5.5) je autcmatski zado-
voljen kada konstitutivni funkcionel prostog materijala & [U* (s5)], definisan nad
istorijom simetri¢nog definitnog desnog tenzora izduZenja U’ (s) za s = 0, za-
dovoljava (5.12). U to ce lako moZemo uveriti kada se uzmu u obzir zakoni
transformacija veli¢ina R (¢) i U?(s) datih sa (2.5.15) i (2.5.16) respektivno. Ali
tada sledi da (5.12) predstavlja op$ei oblik konstitutionog funkcionela prostog mate-
rijala.

Ovaj rezultat je vrlo znalajan iz dva razloga. Prvo: predstavlja opfte redenje
funkcionalne jednacine (5.5) tako da dalje koristime vrlo koncizan, ali doveljno
opsti oblik konstitituvne jednadine prostog materijala date sa (5.12). Drugo: on
pokazuje da rotacija u posmatranom trenutku z, u op§tem slucaju, uti¢e na napon
u prostom materijalu za razliku od rotacije u proglosti koja ne uti¢e na naponsko
stanje. To zna¢i da napon, u pocetku pretpostavljajuéi da zavisi od istorije
deformacije F*, moZe zavisiti samo od mere deformacije U*(s) $to nam u principu
omogucuje da redukujemo broj poku$aja potrebnih za odredivanje funkcionela
ponaSanja. Primera radi: ako moZemo odrediti oblik funkcionela pona$anja koji
daje napon za sve Ciste homogene istorije izduZenja (R* = I), onda moZemo izra-
¢unati T za bilo koju istoriju kada ukljuéimo rotaciju u posmatranom trenutku
kao u (5.12). .

Moguéi su i drugi redukovani oblici konstitutivne jednadine prostog materijala.
i) Smenom
U= (2, (5.13)
u (5.12) dobija se
T (r) = R (r) F6 [C* (s)] R (2), (5.14)

i
gde je 76 (C) =T [(C)7].
Ako se pak uzme u obzir da je UU* = U*U =1, onda jednacina (5.14)
postaje
T=RUU'JG(C) UIUR",
ili, s obzirom na (2.5.14); i (5.13),
T =F (1) L[C (s)] F* (1), (5.15)
gde je
i 1
L[CE=C *@OF[C(NDC * ). (5.16)

U svim ovim redukovanim oblicima pojavljuju se tenzori R i U §to je logitno s
obzirom na njihovo fizicko znacenje. Medutim, nijedna od ovih veli¢ina ne mozZe
se tako lako odrediti iz kretanja x = x (X, t) za razliku od F i C koji su odredeni
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sa (2.7.14) i (5.9), respektivno. Zbog toga je pogodno uvesti drugi funkcionel rea-
govanja (7 takav da je

é;' {{U' 9P} = U(t)gz[U‘ ()1 U (@). (5.17)
Tada se (5.12) moZe izraziti u alternativnom obliku kao
T =G OO =G CXt -3, (5.18)
gde je
T — F'TF, (5.18a)

3to neposredno sledi iz (5.12), (5.17), (5.18) i (5.14). Tako definisan tenzor T se
naziva konvektivni tenzor napona.

ii) Zajednitko za sve ove oblike je njihovo izvodenje u odnosu na referentnu
konfiguraciju » (koja moZe biti i po¢etna konfiguracija s,), jer su sve mere defor-
macije u ovim izrazima odredene u odnosu na tu konfiguraciju.

Medutim, redukovani oblici funkcionela reagovanja prostog materijalamogu
biti odredeni u cdnosu na bilo koju referentnu konfiguraciju. Sa fizickog stano-
vidta to je posebno znacajno za fluide podtc oni nemaju privilegisane konfiguracije.
U tom sluéaju.se obi¢no za referentnu kenfiguraciju bira konfiguracija u posmatra-
nom trenutku vremena z. Tada je

F(r) =R, (7) U,(x) R() U (1) (5.19)

sto sledi iz (3.78) i (2.5.14),. Za v =t — 5 iz (5.19), saglasno nadinu obeleZavanja
(5.2), dobijamo da je
F(s)=R,(t—s) U, (t —s)R() U(r)
ili
F(s)=R,(t —s)R(@) Ur(t —s) U2, (5.20)
gde je
UF(t —s)=R*(0) U,(t —s) R (). (5.21)

S obzirom na ortogonalnost tenzora R, (t — s) i R (¢), pa prema tome i njihovog
proizvoda, biramo Q° tako daz je

Q=[R(—sR®]I" (5.22)

QF =Uf(t —s) U(z). (5.23)
Takode je za s =0
Q@) =[R@®I"

jer je R, (¢) = I zbog F,(¢) = I §to sledi iz (3.79). Za taj izbor @Q* identi¢nost (5.5)
postaje

T (o) =z(1‘"‘) =R (E)Z:[Ue* (¢ —95) U] R* (), (5.24)
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i
h T()=R(D)PIC(t—s) C(O] R" (1), (5.25)
gde je

PICE(—s5) C()] EEZ;[U?‘ (¢ —s) U(D). (5.26)

kada se uzme u obzir (5.9). Lako je pokazat da (5.24 —25) identi¢ki zadovoljava
(5.5) za svako Q. Prema tome, (5.24) i (5.25) predstavljaju takode najopétiji oblik
konstitutivne jednacine za prost materijal.

Cesto je korisno izraziti op$tu konstitutivou jednaé¢inu (5.25) u obliku zbira
dva ¢lana: ,,ravnoteznog ¢lana” p (€ (£))* i ¢lana koji i§¢ezava kada se materijal
sve vreme drzi u ravnotezi. Tada je pogodno koristiti tenzor

G* ()= Ci(r —s) — 1, : (5.27)

za opisivanje istorije deformacije. Kako je za s =0, U (1) = C?‘E(t) =I, 3to ne-
posredno sledi iz (5.21), biée i
G*(0)=0 (5.27a)

G*(s) =0 (5.28)
kada se telo drZi sve vreme u ravnoteZnom stanju koje odgovara stanju u trenutnoj
konfiguraciji. Tada (5.25) moZemo pisati u obliku

@
R'TR = p (C) + R [G*(s), C], (5.29)
5=0
gde smo izostavili pisanje zavisnosti od ¢ zbog veée preglednosti izraza i gde je

R [G*(s), Cl = 0, za G*(s) = O. (5.30)
s=0

Iz (5.29) se vidi da se konstitutivna jednadina u sludaju staticke deformacije svodi na
T=Rp(C)R". (5.31)

Izutavanje konstitutivne jednadine ovog oblika spada u domen elasticnosti.
iii) Navedimo jo$ slu¢aj kada materijalna Cestica ima prirodnu konfiguraciju.

Definicija: Kafemo da materijalna estica X tma prirodnu konfigu-
raciju wy, ako je napon zd Sesticu X jednak nuli u sluéaju kada je neka okolina
te tacke u stanju mirovanja u w, 2a sva prosla i buduca vremena.

Razume se da, u op§tem slucaju, materijalna estica ne mora da ima takvu konfi-
guraciju. Primer toga su Ojlerove tenosti (koje ¢e kasnije biti razmatrane) za koje
su konstitutivne jednadine date sa (9.z1). Tada se uvek smatra da je p (¢) > 0 za
¢ # 0 pri cemu sludaj p = 0 kao trivijalan iskljué¢ujemo. Ako prirodna konfiguracija
%, postoji, tada njenim izborom za referentnu konfiguraciju dobijamo da je

o0
g @) =0, (5.32)
5=0

* Uotiti da je ovde i dalje re¢ o konstitutivnoj f-ji — tenzoru drugog reda — za

razliku od wvektora poloZaja.
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gde je I' istorija tenzorske funkcije F* do trenutka r takva da je Fi'(s) =I'=1
za svako ¢ is = 0. Takode, s obzirom na (5.5), mora biti

G@Q)=0 (5.33)
5s=0
cdakle sledi: '

Bilo koja rotacija prevodi jednu privodnu konfiguracyju w drugu, koja je
takode privodna.

Obrnuto ne vazi jer materijalna ¢estica moZe imati dve prirodne konfiguracije
koje se ne mogu debiti jedna iz druge rotacijom.

Sa ovde izvedenim izrazima ne iscrpljuje se lista raznih drugih redukovanih
oblika funkcionela reagovanja prostih materijala. Drugi oblici se mogu odnositi,
primera radi, na prvi ili diugi Piola-Kirhofov tenzor napona §to ovde, za sada
izostavljamo.

Swaki od ovih redukovanih oblika je pogodan za pojedina ispitivanja. Pri tome
se uvek mora imati na umu osnovno fizi¢ko svojstvo prostog materijala, koje se,
kao Sio smo rekli, najoliglednije sagledava iz (5.3).

5A. UNUTRASNJE VEZE (PRINUDE)

Do sada smo preéutno pretpostavljali da su za materijalno telo svako proiz-
voljno kretanje
x = x(X, 1), (3.22)

kao i njemu odgovarajuéi gradijent deformacije F mogudi ako se na njega deluje
odgovarajucom silom. To nece biti slucaj kada je telo podvrgnuto dejstvu unutras-
njih veza.

Prosta unutra$nja veza je definisana skalarnom funkcijom 2 (F) gde je
promenljiva gradijent defoimacije F. KaZzemo da je ¢estica X u telu pod dejstvom
veze A ako su moguca kretanja tela ona za koja je

A(F) =0, (5a.1)

gde je F=F(X,7), —o0 <7 < +o0. Funkcija veze zavisi od izbcra lokalne
referentne konfiguracije ali ne i od sistema referencije. Veza (5a.1) je konstitutivna
jednadina i prema tome mora biti pedvrgnuta principu matetijalne indiferentnosti.
Primenjujudi isti postupak kao i u odeljku 5 vidimo (npr. iz (5.14) za skalarnu
funkciju) da je princip materijalne indiferentnosti zadovoljen ako, i samo ako, je

A0y =0, (52.2)

gde je C desni Ko8i-Grinov tenzor (2.7.14);. Diferenciranjem ove jednacine po
vremenu dobijamo

R Bop g (52.3)
oC dCx;,
Ako uvedemo oznaku f4 za izvod funkcije f (4) po promenljivoj 4 tj., ako je
of
— 5a.4
fa 5§ (5a.4)
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onda prethodnu jedna¢inu moZemo pisati u ekvivalentnom obliku

tr (A¢C) =0
ili, s obzirom na (3.70)
a2
tr (FAcF™D) = - xfxt dy, = 0 (5a.5)
KL

za sve nesingularne tenzore F i sve simetriéne tenzore D (d,,) Obrnuto, ako (5a.5)
vazi za posmatrano telo u svakom trenutku vremena, integracijom tog izraza dobi-
jamo (5a.2). Na taj nacin relacija (5a.5) se moZe koristiti u svojstvu drugog opéteg
izraza za prostu vezu koji ne zaviei od sistema referencije.

5b. PRINCIP DETERMINIZMA ZA PROSTE MATERIJALE
POD DEJSTVOM VEZA

Za preste materijale pod dejstvom veza nije moguce odrediti konstitutivne
jednacine na nacin kako smo to radili do sada kada su bili u pitanju materijali bez
dejstva veza. Razlcg tome je $to se veze, Cije se prisustvo ogleda u iskljudivanju
nekih oblika kretanja, ostvaruju silama. Kako su po definiciji proste veze zadrza-
vajucle, sile koje ih ostvaruju ne mogu biti odredene samo na osnovu kretanja
ili istorije kretanja. Specijalno, unutradnje veze se ostvaruju pomocu odgova-
rajuc¢ih napona. Zbog toga konstitutivne jednadine prostog materijala pod dejstvom
veza moraju biti tako odredene da dopustaju dejstvo tih napena nezavisno od
isterije kretanja. Ali konkretno koji c¢d svih moguéih takvih napona?

Naime, poznato je jo§ iz mehanike sistema materijalnih taaka da se data veza
moze ostvariti pomocu beskonatno mnogo raznih sistema sila. Najprostiji od
svih mogudih sistema je svakako sistem sila ¢iji je rad jednak nuli za bilo koje kre-
tanje tela saglasno vezama. Tada kazemo da je re¢ o idealnim wvezama. Analogon
toga, kada je u pitanju materijal na koji veze deluju, su naponi koji ne vrie rad.
Dalje smatramo da su takvi naponi oni koji ostvaruju datu vezu. Jasno je da su
oni neodredeni u prethodno navedenom smislu, tj., u smislu da se ne mogu odre-
diti na osnovu istorije kretanja. Ali tada ranije postavljen princip determinizma
mora biti modifikevan kada su u pitanju materijali pod dejstvom veza. S obzirom
da ova neophodna modifikacija ne moze biti izvedena iz prethodnog principa,
reC je zapravo o novom principu, tj., principu determinizma =a proste materijale
pod dejstvom veza:

Tenzor napona T u trenutku t odreden je istorijom gradijenta deformacije
F* (s) samo do na napon koji ne vrsi rad pri bilo kom kretanju koje je saglasno
vezama. Drukéije receno,

T =N + i[F-‘- (5)] (5b.1)

gde je N tenzor napona kada je snaga napona jednaka nuli za svako kretanje
saglasno sa vezama, tj., za koje je, s obzirom na (5.4.5)

N:D=uwTD =0, (5b.2)
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za svako D koje zadovoljava (5a.5). Funkcionel reagovanja J je definisan
samo za F koji zadovoljavaju wveze.
N moze da zavisi od X ali ne i od » jer se ne koristi u uslovu kojim se N definie.
Posto su T i D simetri¢ni tenzori onda oni pripadaju 6-dimenzionalncm pros-
toru & simetri¢nih tenzora. U tom prostoru ¢r (4AB),za A i Bu &, definie unut-
ra$nji proizvod.
Uslov (5b.2) za Sestodimenzicnalni vektor N € & sada moZe biti geometrijski
protumacen:
N mora Eiti ortogonalno na svaki vektor D koji je ortogonalan na FlcFT.
To ¢e biti samo kada je
N = gFlcF”, (5b.3)
tj. kada je N kolinearno sa FAcF”.

Ako postoji & veza A(C)=0 (i=1,2,...k), onda je
&
N = 2 ¢,F2. (C) F”, (5b.4)
=1

gde su ¢; neodredeni skalarni koeficijenti. Tada princip determinizma za proste
materijale pod dejstvom veza, iskazan matemsti¢ki sa (5b.1) moze biti formulisan
u ekvivalentnom obliku:

Istorijom gradijenta deformacije F* (s) odreden je dodatani (exira) ili konsti-
tutivni napon

E
IT.,=T— z g, Fig (C) F* (5b.5)
=1
konstitutionom jednaéinbm
T () =9:; [F' ()] = R(t)g'o (U ()] R (2). (5b.6)

Funkcionel reagovanja J je definisan samo za F!(s) koji zadovoljava veze
A'(C) = 0 { odreden je do na élan definisan sa (5b.4).

Po pravilu J se moZe predstaviti v oblicima koji su identi¢ni onima u
odeljku 5 za materijale na koje ne deluju nikakve veze.

Broj unutrasnjih veza k nismo precizirali ali je ogranit¢en. Naime, pretpostav-
ljajudi da je funkcionalna zavisnost A od C simetrizovana sledi da je 2 funkcija,
u opstem sluéaju, $est njegovih nezavisnih komponenti. Kako svaka unutrasnja
veza oblika (5a.2) namedée ograni¢enje na jednu od nezavisnih komponenti, sledi
da je najve¢i mogudi broj ogranicenja Sest $to je i najvedi mogudéi broj nezavisnih
unutra$njih veza. To znadi da je u (5b.4) & < 6.

Razmotrimo neke primere unutrasnjih veza.

1. Nestisljivost. Materijal je nestiljiv ako se moZe samo izohori¢no kretati.
Tada je det C = 1 i odgovarajuca funkcija veze glasi

2(C) =det C — 1. (5b.7)
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QOdavde je lako pokazati da je
FicF" = FCF*, detC=1
tako da (5b.3) postaje
N = —pl, (5b.8)

gde je p proizvoljni skalar. Smenom ovog izraza u (5b.1) dobijamo da je

T= —pI+T [F(s) (5b.9)
5=0
odakle sledi dobro poznati rezultat:

Za nestifljive proste materijale napon je odreden istorijom gradijenta defor-
macije do na hidrostaticki pritisak p.

Funkcionel reagovanja J je definisan samo za one gradijente deformacije F za
koje je, saglasno sa vezom (5b.7), det F(7) = 41, —o0 < 7 < oo. Hidrostaricki
pritisak p je, jasno, neodreden samo u smislu da ne moZe biti odreden samo pomocu
istorije kretanja. On se odreduje pomoc¢u Kosijevih zakona kretanja i zadatih nor-
malnih napona na granici posmatranog tela.

2. Neistegljivost. Neka je e jedini¢ni vektor u referentnoj konfiguraciji =
i neka je materijal neistegljiv u pravcu e. Tada je, s obzirom na (2.9.1) i (2.9.3),
Atey = 1. Na osnovu toga funkciju veze za neistegljiv materijal u pravcu e mozemo
pisati u obliku

A(C)=¢e-Ce —1 (5b.10)
Sada je lako pokazati da je Ac = e® e i
N=gF(e ® e) F" = gFe ® Fe (5b.11)

s ¢bzirom na (5b.3). Smenom ovih izraza u (5b.1) dobijamo da je
T = gFe ® Fe + T [F'(s5)], (5b.12)
s=0

tj., za materijale koji su neistegljivi u pravcu e

u odnosu na referentnu konfiguraciju », napon je odreden istorijom kretanja
do na aksijalno naponsko stanje u pravcu Fe.

3. Krutost. Pri krutim pomeranjima odredenim sa (2.7a.4) gradijent defor-
macije F () je svojstven ortogonalan tenzor Q (det @ = 1) u odnosu nez pogcdno
izabranu referentnu konfiguraciju. Tada je, kao $to smo viSe puta isticali,

Ct)=F'(@)F(x)=1I1 (—o <7< ). (5b.13)
Odgovarajuce nezavisne funkcije veza su
Aug(C): cﬂ(ﬂ _Gocﬁ> (d,ﬁ= 1! 2: 3« éﬁ) (5b14)
i ima ih $est. Dalje ¢emo koristiti (5b.4) u obliku
3 e 2 0hup
Nbm 5 el — 5 0 2 v0n (5b.15)
ﬂ%’éﬂ 3Cr, = ﬁ;ﬁ 0Cky,
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jer je x"% = Q% 3to neposredno sledi iz (2.7a.4). Simetrizujuéi funkcionalnu
zavisnost A, od C,g, na osnovu (5b.14), piemo

1
Aaﬁ = '2— (Catﬁ I Cﬁu) e G:xﬂ-

Sada je
s 1
— 2 — — (%8 + LY
9Cn, 2 [ s)
tako da (5b.15) postaje
3
N = z ¢ Q¥ QP = g* (5b.16)

Ba<p

gde su ¢*” proizvoljne skalarne veli¢ine. Prema (5b.16) proizvoljne su i velidine g¥
koje formiraju simetridan sistem drugog reda.

Smenom oveg izraza u (5b.6) dobijamo
= g® 4T ¥ [F(s)]. (5b.17)
s=0

S obzirom na proizvoljnost ¢* sledi da je tenzor napona t* proizvoljan u celosti.
Kratko receno: pri krutom kretanju materijala napon je u potpunosti neodreden.
Tada, bez gubljena u opitosti, moZemo uzeti da je  ** = 0, take da je

M = g¥ (5b.18)

odakle se vidi da ne postoji nikakva relacija izmedu napona i istorije gradijenta
deformacije keja se uvek mora, u slu¢aju krutcg kretanja, svesti na istoriju rotacije.

Znadi, za krute materijale napon uopste ne zavisi cd istorije njegovog kretanja.
T'o nije ni ¢udne kada se zna ca se kruto kretanje bilo kog tela odreduje nezavisno
od njegovog naponskog stanja.
Vezbanja:

1. Pokazati da se u sluéaju nestidljivih materijala konstitutivna relacija (5b.9),
s obzirom na proizvcijnost p, moZe pisati, bez gubljenja u opétosti, u obliku

T = —pl +7 [F ),
gde je
oG [F(s)] = 0.
s=0

U tom slu¢aju je hidrostati¢ki pritisak jednak srednjem normalnom pritisku
napona T, tj.

1
= ——1arT.
4 3
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2. Uslovz +S" [F* (s)] = 0 omoguéuje da se dodatni napon & za nestidljive mate-
s=0
rijale u potpunosti odredi. Tada u izrazu za g, koje je u potpunosti odredeno
istorijom izohori¢ne deformacije, ne figurise neodredeno p, jer je I~ jednako
devijatorskom delu tenzorz napona 7. Pokazati!

3. U sluéaju nesti§jivih materijala u pravcu e pokazati da uslov potpune odrede-
nosti dodatnog napona &~ glasi

Fe - [F'(s)] Fe = 0.
5=0
4, Za nesti$jivi materijal u dva pravca e, (e = 1, 2) u odnosu na referentnu konfi-
guraciju » bice
2
N = g* Fe,® Fe,.
Pokazati!

5. Pokazati da je, u sluaju zadatka 4,
Fe,J [F()]Fe,—0 (x=1,2)
s=0

uslov potpune odredenosti dodatnog napona.

6. MATERIJALNI IZOMORFIZAM. HOMOGENOST

Jednacina
x=x(X, 0 (2.4.5)

odreduje kretanje materijalnog kontinuuma u odnosu na neku referentnu konfi-
guraciju x koja moZe biti i po¢etna. Ocigledno je da ¢e pri promeni referentnog
sistema, u opStem slucaju, jednacina kretanja imati drugi oblik. Zbog toga piSemo

x=x, (X, 1) (6.1)

umesto (2.4.5) kada Zelimo da istaknemo zavisnost opisa kretanja od referentne
konfiguracije ». Pri prelasku na drugu referentnu konfiguraciju %, odredenu u
odnosu na » transformacijom

x—>i: X=2X(X) ili X=X(X) (6.2)
isto kretanje tela je dato sa
x = x, [X(X), 1] = x5 (X, 0). (6.3)

Tada je, saglasno sa (2.5.10), (2.4.5), (6.3) i (6.2), promena gradijenta deformacije
pri promeni referentne konfiguracije odredena sa

F—Fp (6.4)
gde je

P:x—xn, P=[

. 6.
ox> e

gradijent transformacije referentne konfiguracije » u x.

axx }
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Na osnovu principa determinizma napon je za neku materijalnu ¢esticu X
odreden istorijom kretanja tela. Prema tome, preko kretanja i funkcionel reagovenja
T je takode dat u odnosu na neku referentnu konfiguraciju . Mi pifemo S =7,
kada Zelimo da tu zavisnost naglasimo. Tako za proste materijale imamo

T =9 .[F ) (6.6)
u odnosu na referentnu konfiguraciju x, ili
() :9;; [F* (5)] (6.7)

u odnosu na referentnu konfiguraciju .

Ocigledno je da, pri svakoj promeni referentnog sistema » —- x mora identi¢ki
da vaZzi

9:,, [F*(s)] = i [F (s)]. (6.8)

S obzirom na (6.6) i (6.7) moZemo zakljuciti:

Oblik funkcionela reagovanja ne zavisi samo od Cestice za koju se odreduje,
nego i od izbora referentnog sistema.

Tenzor napona T (X, t) je odreden na isti nacin istorijom gradijenta defor-
macije u odnosu na » kao 1 istorijom gradijenta deformacije u odnosu na x.
Pri promeni konfiguracije w— w vaZi identiénost za proizvolinu regularnu
istoriju F* (s)

L] 90

9; « [F* (5)] :Z;; [F(s) P7] (6.9)

§=

koja neposredno sledi iz (6.8) 7 (6.4).

Vazno je uoditi da gradijent deformacije uopste, prema (2.5.2), zavisi samo
od referentne konfiguracije lokalno u odnosu na X. Prema tome, u opStem slucaju,
i funkcionel reagovanja zavisi samo od lokalne konfiguracije » u okolini X, a
ne i od globalne konfiguracije. To znadi da su se sva nasa dosadasnja razmatranja
konstitutivnih jednadina odnosila na jednu posebnu materijalnu &esticu, ili u spe-
cijalnom sluéaju, na telo koje se sastoji od Cestica koje imaju isti funkcionel reago-
vanja u odnosu na datu referentnu konfiguraciju ». Za takvo telo se kaZe da je
homogeno i o njemu ¢e dalje biti vie redi.

U sluéaju dve razlitite ¢estice X i X tela B njima odgovaraju¢i funkcioneli
reagovanja ¢e se u opitem slucaju razlikovati. Pri tome se, saglasno prethodno
rec¢enom, podrazumeva da se svaki od tih funkcionela odreduje posebno u odnosu
na lokalnu konfiguraciju njima odgovarajuce Cestice. Pitanje je sada kada moZemo
kazati za dve Cestice X i X tela 3 da su Cestice istog materijala. To je sigurno onda
kada okoline tih Cestica moZemo prevesti u takve referentne konfiguracije » i »
tako da bilo koja slede¢a deformacija dovodi do jednakih napona u poloZajima X
i X koje zauzimaju Cestice X i X u tim konfiguracijama, respektivno. Tada nikakvo
eksperimentalno merenje napona, izazvanog deformacijom, ne moZe da nam kaZe
da li polazimo od dela tela 73, koji odgovara okolini Cestice X, u odnosu na refe-
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rentnu konfiguraciju  (“3) ili od dela, koji odgovara okolini &estice X, u odnosu
na referentnu konfiguraciju % (3). Ova interpretacija sugerise takode da smo duzni
pretpostaviti da su gustine g, i oz u okolini &estica X i X, respektivno, jednake
i uniformne §to ¢emo i dalje ¢initi. Sva ova na$a razmatranja sada formalno preve-
dimo na matematicki jezik.

Za refereninu konfiguraciju » kaZemo da ima konstantnu gustinu ako g, (X)
ne zavisi od Cestice X.

Za dove festice X 1 X se kafe da su materijalno izomorfne akoje moguce
naci referentnu konfiguraciju » okoline X 1 referentnu konfiguraciju = oko-
line X takve da:

a) w 1 w imaju istu uniformmy gustinu, .

0y = g5 = ccnst.; (6.10)
b) funkcionel reagovanja g, za X se poklapa sa funkcionelom reagovanja
T za X, 1.
G o [P % = =T 3 [F X, ¢—A] (6.11)
t=0 s=0

za svaku regularnu tengzorsku istorgu gradiyenta deformacije F'.

Za telo A kazemo da je materijalno izomorfno ako su sve njegove Cestice
uzajamno materijalno izomorfne jedna sa drugom.

Telo 7B je materijalno uniformno ako se moZe nacéi za svaku Cesticu Xe A
referentna kenfiguracija »* okoline X tako da je:

i) ¢,x uniformno i nezavisno od X i
ii) funkcionel reagovanja &, koji odgovara X i »%, isti za sve &estice X.

U opétem slucaju bice potrebno da se bira razli¢ita referentna konfiguracija x*
za razne Cestice X. Ako je mogude izabrati jednu referentnu konfiguraciju » za
celo telo 73 tako da je &, isto za sve Cestice kazemo daje telo homogeno. Sa fizi¢kog
stanoviSta telo je homogeno ako i samo 2ko postoji referentna konfiguracija za
celo telo tako da svaka Cestica reaguje na potpuno isti na¢in kao i svaka druga
na preéle deformacije opisane u odnosu na ovu konfiguraciju. Za homogeno telo
konfiguracija »* moZe biti uzeta kao lokalizacija globalne konfiguracije % (“3) Sto
za nehomogena tela ne vazi. To znaéi da je svako homogeno telo materijalno uni-
formno. Obrnuto ne vaZi, tj., telo moZe biti materijalno uniformno, a da ne bude
homogeno. U fizici se kao primer uniformnih ali ne i homogenih tela navode tela
sa defektima i dislokacijama.

Precizirajuéi ove pojave mi ¢em> dalje razmatrati samo homogeno telo, 3to
smo ranije ve¢ napomenuli.

7. GRUPA IZOTROPIJE

Mo#Ze se desiti da ¢estica X bude netrivijalno materijalno izomorfna u odnosu
na samu sebe. To znaéi, saglasno sa definicijom materijalnog izomorfizma, da
postoje dve razlitite konfiguracije » i » iste konstantne gustine okoline ¢estice X
tako da se njima odgovarajuéi funkcioneli reagovanja, tj., 7, 17 z, poklapaju. Sa
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fizickog stanovista poklapanje funkcionelad , 1% = znaci da se materijal u Zestici
X u konfiguraciji » ne moZe razlikovati po svom mehanitkem reagovanju posto se
deformacijom prevede u konfiguraciju ». Tada, s obzirom na (6.11), uslov materi-
jalnog izomorfizma, ali sada za X = X, glasi

Pz‘iz [F(X,t—39)] =2°':; [F(X,t—>s)]
ili

T, [F ()] =f§: [F ()] (7.1)

=0

o

saglasno nadinu obelezavanja (5.3). Ova relacija mora da vaZi za sve istorije gradi-
jenta deformacije I’ (s).

i 5
e — L, _I
} ! 7S i
| %] |
= B3
2 U 3
l'“r" 14 [y
T Eomid
It
a) b)
b ~ b r_
4 3 |
X
b 2
L P p

Sl 51
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Fizicki smisao (7.1) ilustrovan je na sl. 51 na dva poznata primera. Na slici
pod a) i b) predstavljeno je ¢vrsto telo u dve razli¢ite konfiguracije u okolini Cestice

X. Konfiguracija » je rotirana u donosu na x za ugao - . T je napon zatezanja
2

u vertikalnom pravcu, a ¢ je dilatacija u istom pravcu. U op$tem slucaju, konsti-
tutivne jednacine u ova dva slucaja ¢e biti

IT'=g.; T=g:@iT#T

tj., za istu dilataciju napcni zatezanja ¢e biti razli¢iti. Ako bi reagovanje materijala
u odnosu na kenfigutacije » i % bilo isto imali bi

T x(€) = T (e).

Drugi primer je predstavljen pod c) i d) za sluéaj sti§ljivog fluida. U dvema
razli¢itim konfiguracijama » i %, u kojima je fluid u miru, bice

p=10.00), p=pzo).

U opétem slucaju bi se moglo ocekivati da je p 7= P ¢akikad je gustina uobe konfi-
guracije ista. Analcgor prethodnom primeru bi bio

S obzirom na tc da (6.9) vaZi za svaku transformaciju referentnog sistema,
pa prema tome i za x —x, dobijamo iz (6.9) i (7.1)

g_i F ()] = ‘Z ZIF () P = gfg [F(s) P, 1.2)

gde je sada
P:x—>xn detP=+1, (7.3)

posto, saglasno sa (6.10) materijalnog izomorfizma, konfiguracije » i ¥ imaju istu
gustinu. Zbog toga se takvo P naziva wnmimodularni \ili izohori¢ni) gradijent
transformacije referentne konfiguracije » u referentnu konfiguraciju ». Relacija
(7.2) mora da vazi za sve istorije gradijenta deformacije F'(s).

Nije tesko pokazati da, obrnuto, bilo koji unimodularni tenzor H za koji je

TP O] =T 4 [F () H] (7.4)

za svako F! (s) dovodi do materijalnog izomorfizma X u samog sebe. Zaista, interpre-
tirajuéi unimodularni tenzor Hkao gradijent transformacije P referentnog sistema

N N
» u referentni sistem x, (6.4) postaje F = FH. Pri takvoj transformaciji sistema
gustina ostaje nepromenjena §to sledi iz (3.13.4) i (6.4) za P = H1. Takode,
s obzirom da (6.9) vazi za svaku istoriju gradijenta deformacije F*(s), pa prema

N ~ P
tome i za F! (s), ista identi¢nost sada glasi, (FY) =T, (F'PY) ili
T« (FH) =9 (F, (a)
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kadaseuzme ucbzirdaje P'=H i f'"\ = FH Tada iz ovog izraza i (7.4) sledi da je

L

L [P (s)] = 91 [F* (5)], 6.11)

0

§to je trebalo dokazati.
Iz (6.8), (7.4) i (a) tekode sledi da je

N a
T () =T (B =T, (F) =T (I} =T (F1. (1.5)
Odavde se vidi da pri odredivanju tenzora napona u X nije vazno koji od funk-
Fa

cionelo 7, ili 7 z, niti koja od istorija deformacije F'(s) ili F'(s) ¢e biti kori¥ceni.
Kratko re¢eno: ovaj izraz predstavlja matematiCku formulaciju prethodno iznetog
fizi¢kog stava da funkcionel reagovanja materijala ne pravi razliku izmedu referentnih
konfiguracija » i » pri netrivijalnom materijalnom izomorfizmu materijalne Cestice
X u odnosu na samu sebe. Mi tada kazemo da su referentne konfiguracije » i »
ravnopravne u X.

Jednatina (7.4) ocigledno izraZava svojstvc koje ne vazi za svako unimodularno
H. Skup svih unimodularnih tenzora H za koje (7.4) vazi, formira grupu koja
se naziva grupa izotopije* funkcionel ponadanja ili grupa materijalne simetrije
materijalne Zestice X koja zauzima poloz j X u konfiguraciji ». Sto je vedi broj
unimedularnih tenzora H za koje vazi (7.4), tj. §to je vedi broj elemenata koje sadrii
grupa izotropije, brojnija su i matetijalna simetri¢na svojstva koja telo poseduje.
Po definiciji, grupa izotropije, u opstem sluéaju, zavisi od izbora lokalne konfi-
guracije » 1 oznaava se sa g,.

|Za neki apstraktni skup elemenata 4, B, C, ... nad kojim je definisana ope-
racija cpdteg proizvoda elemenata 4 ® B kaZemo da ¢ini grupu u odnosu ra operaciju
opsteg proizvoda ako je:

a) A®B u skupu za svako 4 i B;

b) skup sadrZi jedini¢ni element I takav da je I® 4 = A®I za svako 4;

¢) A®(B® C) = (A® B)®C, tj., vazi asocijativni zakon za preizvod;

d) Svaki element A4 ima inverzni element 47!, koji takode pripada skupu,

tokav da je ARA 1 =410 4 =1

U nasem slucaju elementi skupa su transformacije referentnih konfiguraci-
ja definisane sa H. Proizvod dve transformacije je proizvod H,H,. Jedini¢ni
element je definisan identi¢nom transformacijom I, dok je inverzna transformacija
H transformacije H takva da je HH ' = H'H = I |

Da skup g, svih unimodularnih tenzora H, koji zadovoljavaju (7.4), formira
grupu vidi se iz sledeteg:
i) Neka su H, i H, elementi g, ; onda je sigurno i H,H, u g,, jer je

T (FPHHy) =T ,(FH) =T, (F);
ii) Ako je H element g,, onda je 1 H, jer je
T F)=T ,(FH'H) =T, (F"H™.

* Termin ,,grupa izotropije”” uvodi Nol. U ovom slu¢aju Truzdel koristi termin ,,grupa
ravnopravnosti’” s obzirom da svako H iz grupe prevodi konfiguraciju » u njoj ravnopravnu konfi-
guraciju x. Mi dalje koristimo termin ,,grupa izotropije’” koji je $ire prihvaéen.
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Identi¢na tramsformacija I je u g, jer je I unimodularno i IH = HI za svako H
u g,. Takode vazi asocijativni zakon H; (H.H;) = (HH,) H, za svako H,, H, i
H,ug, O

Na osnovu definicije izotropne grupe, g, je podgrupa wumimodularne grupe
u svih unimodularnih transformaijs, tj.,

g.Cu (7.6)

Za dve referentne konfiguracije * i * materijalne estice X grupe izctropije
bice g, i gz. U odnosu na te konfiguracije vazi, kao §to smo videli

T o (F) =T a(FPY), (6.9)
za svaku istoriju gradijenta deformacije F*, gde je P, saglasno sa (6.5), gradijent

transformacije » — x. Takode smo videli da je H u g, ako, i samo ako, (7.4)
vazi za sve istorije F* (s) §to nam ocmoguéuje da dokazemo teoremu 1:

gz = Pg, P (1.7
Dokaz: Neka je H u g,. Tada vazi (7.4). Na osnovu toga i (6.9) imamo
T 2P P =T, (F) =T (FH) =T :(FHPY),
Ova idf._antiénost mora da vaZi za svako F' (s) pa prema tome i za F'(s) P. Iz iden-
e T :(F) =T ;(FPHPY), (7.4a)
koja vazi za svako H u g, onda sledi, prema definiciji grupe izotropije, da je PHP!
u g; . [] Ona izrazava Nolovo pravilo:

Izotropne grupe date Cestice w odnosu na ragne referentne konfiguracije
su uzajamno komjugovane.

Pri izvodenju ove teoreme dve lokalne konfiguracije » i % ne moraju imati istu
gustinu jer P ne mora biti unimodularno. Medutim, kako se svaki regularan tenzor
moze izraziti kao proizvod pozitivno definitnog sfernog tenzora i unimodularnog
tenzora, na primer, P = (|det P|**I) (|det P|7'/® P), sledi da je za razmatranje
promene referentne konfiguracije dovoljno dalje razmatrati unimodularne tenzo-
re P. U specijalnom slucaju kada je P sferno, tj., P = af (« 5 0), referentni
sistemi se dobijaju jedan iz drugog pomocu dilatacije (tj. deformacije za koju su
glavna izduzenja jednaka). Tada (7.7) postaje g, = g;. To znali: grupa izotropije
se ne menja pri dilataciji.

U mnogim sludajevima prvenstveno Ce nas interesovati ¢lanovi izotropne
grupe koji su ortogonalni.

Teorema 2: Ortogonalna transformacija Q pripada izotropnoj grupt g,
ako 1 samo ako je

Q7 [F(9] Q"= [QF'(9) Q. (78)

identicki zadovoljeno po F' (s).

Dokaz: Ako je Q u g, ondajetoi Q% = Q1 jer je g, grupa. Tada identi¢nost
(7.4), za H = Q7, postaje

T (F) =T, (FQ
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i va¥i za svako F* () pa prema tome i za QF' (s) kada glasi
T .(QF) =T, (QFQ"). (7.9)

Ali, ako u jednalini (5.5), koja izraZava princip materijalne indiferentnosti j koja
vazi za svaku ortogonalnu matricu Q' (s) izaberemo @Q* (s) tako da je Q' (s) = Q,
nezavisno od s, onda dobijamo

T .(QF)=Q7 ,(F)Q".
Iz ove relecije i (7.9) ocigledno sledi (7.8) za svako F'(s). []
Relacija (7.8) je ekvivalentna slede¢im relacijama za funkcionele GR i pu (5.29)

QR [G* (9, €1Q" = é:?ﬂ [QG* () Q7% QCQ™l|
Q5 (C) Q" = p(QCQY).

Identi¢nost (7.8) vaZi za svako Q u g, ako se funkcionel /~ zameni sa funkcionelom
(F koustitutivne jednacine (5.18), ili £ jednacine (5.15) ili drugim redukovanim
oblicima funkcionela reagovanja prostog materijala.

Iz (7.8) sledi da g, sadrzi identiénu transformciju I i centralnu inverziju
—I. Odatle sledi da ako g,, sadrzi svojstvenu ortogonalnu transformaciju Q (det Q@ =
= 1) onda sadrZi i nesvojstvenu ortogonalnu transformaciju —Q. Specijalno, g,
ne moze sadrzati grupu svojstvenih ortogonalnih transformacija ako takode ne
sadrzi grupu svih ortogonalnih transformacija, svojstvenih ili ne. Centralna inverzija
ne moze biti shvac¢ena kao stvarno kretanje materijala, ali moze odgovarati stvarnom
stanju materijalne simetrije. Posto I i —I zajedno formiraju grupu, onda oni for-
miraju najmanju moguéu grupu materijalne simetrije.

(7.10)

8. IZOTROPNI PROSTI MATERIJALI

Definicija: Za (prost) materijal se kafe da je izotropan ako postoji
bar jedna lokalna referentna konfiguracija » takva da njena izotropna grupa
8. Roja odgovara funkcionelu reagovamja, sadrii! potpunu orrogonalnu
grupu o, 1.,

GC:Ew (8.1)

Lokalna konfiguracija koja pcseduje tu csobinu odreduje neizoblideno (ne-
iskrivljeno) (undistorted) stanje (izotropnog) materijala. Za bilo koji izotropan
materijal u neizoblicenom stanju fizi¢ki eksperiment ne moze otkriti da li je
ili ne materijal proizvoljno rotiran pre nego §to je eksperiment napravlien.
Pri tome podvla¢imo da termin rotiran sugeride da je cvde re¢ o promeni refe-
rentnih konfiguracija, a ne o promenama koje su izazvane deformacijom u toku
eksperimenta. Kratko re¢eno, materijal nema privilegovanih pravaca kada je u
neizoblicenom stanju.

U ovde datoj definiciji izotropnog materijala ne pominje se koordinatna trans-
formacija. Medutim, u praksi, rotacija materijala od bilo koje lokalne konfiguracije
u drugu pomocu ortogonalne transformacije moZe biti predstavljena rotacijom
ortogonalnih Dekartovih materijalnih osa zamisljeno vezanih za materijal u prvoj
referentnoj konfiguraciji.
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Otigledno je da za izotropan materijal vaZi relacija
QE-[O' [F'(9)] Q" = 9_'; [QF(s) Q7] (7.8)

ali koja sada mora biti zadovoljena identi¢ki po istoriji F*(s) i po ortogonalnom
tenzoru Q. Ona je od bitnog znacaja u problemima svodenja funkcionela reagovanja
izotropnih materijala na redukovani oblik.

Za izotropni materijal relacija (7.10) vaii za sve ortogonalne transformacije Q
pod uslovom da je referentna konfiguracija neizobli¢eno stanje. Izaberimo Q tako
da je @ = R(1); onda na osnovu (2.7.15), (5.27), (5.9) i (5.21) imameo da je

B = RCR?; RG*(s)R*=C,(t —s) —I= G(5) (8.2)

gde je B levi Ko8i-Grinov tenzor deformacije. Tada se (7.10), cdnosno (5.29),
svodi na prostiji oblik

T () =p(B) + @ [G(s), Bl. (8.3)

Ovaj redukovani oblik koustitutivhe jednacine ne zadovoljava identi¢ki (7.8).
To znadi da (7.8) nameée nova ograniCenja koja sada glase

Qp (B) Q" = p (QBQ")

@ o2l (8.3&)
Q@O [G(s), B]Q" = @0 [QG (s) Q" QBQ7]

s= =
Tenzorska funkcija p (B) koja zadovoljava (8.3a),; za svako ortogonalno Qco i
svako pozitivno definitno i simetri¢no B u domenu definisancsti f~je p naziva se
izorropna tenzorska funkcija u odnosu na a. Isto tako funkcionel GR koji zado-
voljava (8.3a), za svako Q¢ g, svako pozitivno definitno i simetri¢no B i svaku
simetri¢nu istoriju G (s) nazivamo izotropmim funkcinelom. Samo po sebi se
razume da je pojam izctropnog funkcionala generalizacija pojma izotropne funk-
cije o kojoj ¢e dalje biti vise re¢i. Uopste kada su u pitanju izotropni prosti mate-
rijali uvek ¢e biti redi o izotropnim funkcionelima i (ili) funkcijama. Saglasno
tome i funkcionel reagovanja ™ koji zadovoljava (7.8) za svako Q € ¢ i svaku regu-
larnu istoriju F' je takode izotropan fumkcionel.

Konstitutivna jednadina izotropnog materijala (8.3) nije jedini prostiji mogudi
oblik. Tako se, na primer, za izctropan materijal jednagina (5.24) svodi na oblik

TW=9 [V, —s), V©, (8.4)

s=0

gde funkcionel reagovanja mora biti izotropan, tj. mora da zadovoljava relaciju
o) o0

Q7 [U.(t —), V(11 Q" =7 QU (t — Q"> QVQ"] (8.4a)
§= 3=

za svako Q € g, svako pozitivno definitno i simetri¢no Vi za svaku pozitivino defi-
nitnu i simetri¢nu istoriju U, (z — s).

Iz konstitutivne jednaéine izotropneg prostog materijala dete u cbliku (8.3)
ili (8.4) se vidi da je roracija porpuno eliminisana. Grube govoredi, obe tvrde
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da je napon odreden isterijom deformacije i trenutnom deformacijom samo pod
uslovom, da kao meru trenutne deformaciie izaberemo V ili B (ili bile koju jedno-
znacno definisanu invertibilnu izotropnu funkciju od V).

Vrlo je vazno istaci da razni redukovani oblici konstitutivnih jednacina, datih
u odeljku 5, vaze za bilo koju referentnu konfiguraciju za razliku od redukovanih
oblika (8.3) i (8.4) koji vaze, u opStem slucaju, samo za izotropne materijale i
samo kada se neizobli¢eno stanje koristi kao lokalna referentna konfiguracija.
Jasno je da je moguce koristiti i bilo koju drugu referentnu konfiguraciju. Ali
tada, podvlatimo, konstitutivne jednaline izotropnog prostog materijala nece
vise imati neki jednostavan oblik kao u slu¢aju konfiguracije neizobli¢enog stanja
materijala.

Za izotropan prost materijal sledi da je funkcionel Gf u (5.18) izorropan po
C, tj., da je

Q G:')[C'(S)] Q"= G;O [QC(s) Q"] (8.5)

s= 5=
za svako ortogontro Q i svaku pozitivno definitnu istoriju C'(s). Ogranicenja
koja namece identi¢nost (8.5) na oblik funkcionela (fi bi¢e posebno razmatrana.

Napomena: Relacija (8.1) ima Sire znalenje. S obzirom na (7.6) moZemo
je pisati u obliku

6C &, Cu. (8.6)

Medutim, na osnovu jedne teoreme teorije grupa sledi da je ortogonalna grupa
maksimalna podgrupa unimodularne grupe. To zna¢i, da ako neka grupa g za-
dovoljava uslov aCgcCu onda je g=aili g=u. Primjenjujudi to na (8.6) zaklju-
¢ujemo da za izotropne materijale postoji najmanje jedna referentna konfiguracija
g, takva da je

g,=o¢ ii g, =u (8.7

To znadi da je grupa izotropije g, izotropnih materijala ili ortogonalna grupa ili

unimodularna grupa.

Vezbanja:

1. Pokazati da se pri promeni F (z) u QF (v) Q7 (—w <7 < ), gde je Q<s;
tenzor § menja u

QsQ7,
gde je § bilo koja od veli¢ina skupa
{F, (), C,(z), U, (x), V,(x), C, U, B, V', R', G(s)}.
2. Ako se F(z) menja u
F(r)Q
gde je Q< g, onda se:
a) M menja u Q"MQ,
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gde je M bilo koji od tenzora iz skupa
{€C (), U), Gf (1), Uk ()}
b) N ostaje N,
gde je N bilo koja od veli¢ina iz skupa
{B(), V@), F,(2), C,(), B,(2)};
¢) R(7) menja u R(7) Q.
Pokazati!

9. PROSTI FLUIDI

Fizi¢ki pojam fluida je dosta neodreden i koristi se u Sirokom smislu. Kaze
se da je to materijal koji moze da te¢e u bilo kom pravcu. Formalno, u tom smislu,
fluid ne moze da bude u ravnoteznom stanju pod dejstvom smic¢ucih napona.
Posmatra se i kao materijal koji nema privilegisane orijentacije ili kao materijal
koji prirodno ispunjava sud u kome se nalazi. U tome je sadrzana ideja da svojstva
ili ponasanje fluida ne zavise od njegovog obltka pri istoj gustini.

Nol, koristeéi pojam grupe simetrije, ova kvalitetna fizicka tumacenja prevodi
u preciznu matematicku definiciju:

Prosti materijal je prost fluid ako je, za neku referentnu konfiguraciju,
grupa tizotropije potpuna grupa ummodularnih tramsformacija, .

g=1u 9.1)

Trivijalna posledica ove definicije je da su svi prosti fluidi izotropni. Takode,
na osnovu Nolovog pravila moZzemo zakljuditi: ako je » neizobliceno stanje za
koje je g, = u onda je grupa izotropije koja odgovara lokalnoj referentnoj konfi-
guraciji = data sa gz = Pg, P! = PuP™' = u. Znati,

svaka konfiguracija prostog fluida je neizobliceno stanje. Prema tome, za
svaku konfiguraciju prostog fluida izotropna grupa je potpuna unimo-
dularna grupa.

Tada (7.4) vazi za svako H u u i za svako ». Takode, iz (7.1) sledi da je

T [P ] =F 3 IF () 9.2)
uvek kada je
P:x—%, detP= +1. (9.3)
S obzirom na (3.13.4) i (6.4) vidi se da je
0. = pzdet P (7.3)

odakle se moze zakljuciti da je
0, = 07 (9.4)

uvek kada vazi (9.3) (u ovom sluéaju je re¢ o sli¢nim konfiguracijama » i ). Va?i
i obrnuto, (9.4) povlaci za sobom (9.3). Ali tada sledi da (9.2) vazi uvek kada je
0. = 03, tj., uvek kada je gustina u X ista u lokalnim konfiguracijama » i », To
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znat¢i de oblik funkcionela reagovanja &, zavisi od gustine p,, a ne i od bilo
kojih drugih osobina referentne konfiguracije u X, kao #to su rjena orijentaija
ili oblik. Zato se, u slucaju fluida, cpsta konstitutivna jednacina (5.12), koja u
sebi preko F sadrZi zavisnost od x, svodi na

T =R 5"; [U* (), 0. R” (&) 9.5)

gde je sadaJ™ funkcionel istorije U (¢ — s), definisan u odnosu na konfiguraciju %,
i funkcionel parametra p,. Funkcionel ¥ ne zavisi od izbora lokalne referentne
konfiguracije ». Ako se trenutna konfiguracija izabere za referentnu bice R, (r) = I,
U =U,(t —9 i

() = g“’": [U,(t — 9, ¢ ()] 9.6)

Posto grupa izotropije sadrZi ortogonalnu grupu ¢, (7.8) moZe biti primenjeno
na J tako da imamo

QT [U.(t —9), e(91 Q" = é’; [QU, (: — ) Q7 ¢ ()] 9.7)

za svaku ortogonalnu transformaciju @, tj., funkcionel  mora biti izorropan
po U,(t —s). Sa (9.6) i (9.7) odredena je konstitutivna jednac¢ina prostog fluida.

Kakvo je fizi¢ko tumacenje ove jednaline?

Jednatina (9.6) kaze da je napon T (f) u posmatranom trenutku ¢ odreden
trenutnom gustinom p () 1 istorijom tenzcra izduzenja U, (r — 5) u odnosu na
trenutnu konfiguraciju. Jednalina (9.7), pak tvrdi da ako je celokupna istorija
izduZenja rotirana za konstantnu ortogonalnu transformaciju Q, onda ¢e i napon
biti rotiran na isti na¢in. Funkcionel reagovanja 7™ u (9.6) ne zavisi od referentne
konfiguracije. To znaci da prosti fluid, mada moZe da pamti sve §to mu se ikada
desilo, razlikuje jednu konfiguraciju od druge samo po gustini.

i) Konstitutivhu jednatinu prostog fluida (9.6) mozemo izvesti i direktno
polazeéi od (5.3) u kom funkcionel reagovanja & mora zadovoljavati (7.4) za
svako unimodularno H. Kao i u slutaju izvodenja opstih konstitutivnih jednacina
prostih materijala pogodnim izborom H moZe se do¢i do bitnih zakljuaka o obliku
funkcionalne zavisnosti J~ od istorije gradijenata deformacije F'(s)’

Izaberimo H tako da je

H = {[det F (z)]° F' (¥)},-.. (9.8)
Tada je prema (7.4), (3.78)

T (1) = 9: [Fi(s)] =§: {F,(t —s) [det F()]° ). (9.9)

Ova konstitutivna jednacina mora identic¢ki zadovoljavati princip materijalne indi-
ferentnosto (3.96) kcji pisemoc u obliku

Q) T(1) QT (1) = si (F#(t — s [det F* (1]°). (9.10)
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Iz (3.33) se vidi da je
det F* = det F
dok je, saglasno sa (3.79)

Ff(t—9)=Q—s)F(t—9Q" .
Tada (9.10) postaje

QYT Q" :i (QU—s) F,(t —s) Q" () [det FI*}.  (9.11)

i mora biti zadovoljeno za svako @ (7). Neka je
Q(t—s)=RI(t—ys). (9.12)
Onda je
© ]
QW T(®HQ™( :Z{U‘ (t —s)Q (¢) [det F]" ).
Za Q (¢t) = I dobijamo

T)=9 {U (¢ —s) [det F1®)

ili
T() :9;[5': (£ —5), 0(5)] (9.6)
kada se uzme u obzir da je
pdet F=p,. (9.13)

Koriste¢i (2.7.14) i (6.3.78) ova konstitutivna ]ednacma se moZe izraziti i u drugim
ekvivalentnim oblicima. Na primer: iz (5.9) i (8.2) se vidi da je

Ut —5)=I[C; (t — 5)]I =[I+G (S)] , (9.14)
&jom smenom u (9.6) dobijamo Kkonstitutivnu jednacinu
T()=LI[G(s), o] (9.15)
s=0

ii) Konstitutivna jednadina data sa (9.15) je pogodna za nalaZenje ravnoteZnog
dela napona prostog fluida.

U tom slucaju je, s obzirom na (5.28) i (8.2}
G(s)=0 (9.16)
i napon je funkcija samo od p (1), tj.
T = —pl@] (9.17)

Uslov (9.7) nameée dalja ograni¢enja na tenzer napona, odnosnc pr01zvol]an si-
metri¢an tenzor p, koji sada glasi

QpQ" = p, (9.18)
Qp = pQ (9.19)
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za svako ortogonalno Q. Prema tome, simetri¢an tenzor p mora biti komutativan
sa svim ortogonalnim tenzorima §to je moguce, saglasno jednoj teoremi linearne
algebre, ako i samo ako je

p=p@I (9.20)

T=—p(o)I (9.21)

odakle se vidi da prost fluid u ravnoteznom stanju ne moZe da se odupre dejstvu
smicucéeg napona. Tada je, naime za sve staticke deformacije napon u prostom
fluidu odreden pritiskom p (). Ovaj rezultat je ustvari specijalan sluc¢aj konsti-
tutivne jednadine (5.31) koja vaZi za sve proste materijale, pa prema tome i za
proste fluide. Zbog toga (9.21) spada u domen elasticnosti fluida.

iii) Kako se op$ta konstitutivna jednacina (9.15) moZe izraziti u obliku zbira
ravnoteznog ¢lana i ¢lana koji izCezava kada se prost fluid drzi u ravnoteZi bice,
saglasno sa (9.21)

Tada je

T = —2@I+RIGE: ol (9.22)
gde funkcionel reagovanja R, prema (9.7), mora zadovoljavati
QRIG (. 0] Q"= RIQG (9 Q% ol (9.23)
identi¢ki po ortogonalnom tenzoru Q. Takode je
%’ [G(s) o] = O (9.24)

za cstatak istorije G (s) = O tako da je-
T=—p(I (9.21)

za materijalnu Cesticu koja je sve vreme u ravnoteznom stanju. To znadi da funk-
cionel R odreduje reagovanje materijala na poremecaje koji ga izvode iz ravnoteZnog
stanja.

Prost fluid je izotropan materijal pa se prema tome svi rezultati prethodnog
odeljka mogu primeniti na proste fluide. Specijalno, iz (8.3) lako je izvesti (9.22)
kada se uzme u obzir da se. u sludaju prostog fluida, zavisnost od B () svcdi na
zavisnost od g (¢), §to sledi iz (9.6). To se moZe i direktno pokazati.

iiii) Za nesti§ljive proste fluide gustina je ¢ = ¢,, tj., ne moZe zavisiti od
vremena i moZe biti izostavljena u konstitutivnoj jednac¢ini. Tako npr. konstitutivna
jednacina (9.22) moZe biti zamenjena jedna¢inom

IT(2) = —pI + R[G(5)] (9.25)
s=0
gde je funkcionel rezgovanja GR sada definisan samo za
C,t—s)=G()+1 (8.2)
koje je unimodularnc za sve s = 0, tj., kada je
det[G(s) +I] =det C,(t —s) = L. (9.26)

Kao i u (5b.9) p je neodreden pritisak.
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Napomena: Oznaku p smo veé koristili u izotropnom ¢lanu nesti$ljivih
prostih materijala. I tada je p predstavljalo neodredeni pritisak u smislu da
se ne moze odrediti samo pomocu istorije kretanja §to nije slucaj sa pritiskom
p (o) prostih fluida. ZadrZavajuéi ovaj nalin obelezavanja, jer se u oba slucaja
radi o pritisku, razlikovacemo ih isticanjem zavisnosti pritiska p (p) — izotropnog
¢lana prostog fluida — od gustine $to nije slufaj sa neodredemim ili hidrosta-
tickim pritiskom p prostih nesti§ljivih materijala uopste.

Vezbanja:

Funkcionel reagovanja R u (9.25) je neodreden do na neodreden pritisak 2.
Pokazati da ova neodredencst moze biti otklonjena ako se pretpostavi da je

o R [G(s)] =0,
s=0

kada se GR svodi na devijatorski deo. Pokazati da se tada neodredeni pritisak p
poklapa sa srednjim normalnim pritiskom napona.

10. PROSTO CVRSTO TELO

Realni materijal, koji se obi¢no smatra cvrstim relom, ima privilegisanu
konfiguraciju u smislu da bilo koja promena njegovog oblika u odnosu na tu konfi-
guraciju dovodi do promene reagovanja materijala. Na primer: ako se neoptereceni
¢eli¢ni (ili gumeni) $tap izduzi, a zatim drzi u ravnotezi, onda je za drzanje Stapa
u toj konfiguraciji potrebno i dalje koristiti sile (ili bar njihov deo) koje su izazvale
to izduZenje, za razliku od pocetne konfiguracije za ¢ije odrzavanje nisu bile potrebne
nikakve sile. Ovakvo ponasanje je potpuno razli¢ito od ponasanja realnih supstanca
koje smatramo fluidima, jer je, kao #to smo videli, njihovo reagovanje za datu
istoriju deformacije isto za bilo koje dve referentne konfiguracije koje imaju istu
gustinu.

Promena oblika tela ostvaruje se deformacijom koja nije ortogonalna. To
znaci da bilo koja ¢ista deformacija (vidi glavu II, odeljak 14) u odnosu na privi-
legisanu konfiguraciju dovodi do promene oblika tela §to ne mora da bude slucaj
sa rotacijom. Tada, saglasno re¢enom, moZemo zakljuéiti da bilo koja ¢ista defor-
macija uti¢e na ponasanje ¢vrstog tela za razliku od rotacije za koju to ne moZemo
kazati, tj. rotacija moze ali ne mora uticati na ponasanje ¢vrstog tela. Ova razmatra-
nja nas dovode do Nelove definicije ¢vrstog tela:

Prost materijal se naziva prosto évrsto telo ako postoji referentna konfigu-
racija x takva da mjoj odgovarajuéa izotropna grupa g, je podgrupa orto-
gonalne grupe @, tj., ako je

£.Co. (10.1)
Takva lokalna konfiguracija » se nasiva neizobliCeno stanje Cuvrstog tela.

Saglasno ovoj definiciji deformacija koja nije ortogonalna ne pripada grupi
izotropije g, kada je x neizobli¢ena konfiguracija.

Uocimo takode, da je ovde data definicija pojma neizebliceno stanje curstog
tela drukéija od definicije neizoblideno stanje tzotropnog materijala koja se sadrzi u
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(8.1). Medutim, kada je prosto ¢vrsto telo izotropno one se poklapaju. I prenego
$to predemo na dokaz toga mi cemo prethodno dokazati Kolenan-Nolovu lemu:

Neka su » i » dve neizoblicene konfiguracije Cvrstog telu i neka je P gradijent
transformeije w —= % definisan sa (6.5). Neka je, saglasno teoremi o polarnoj

dekompoziciji P = RyUy ¢ neko su Q 1 Q elementi grupa g, 1 g3, respektivno,
koje su uzajamno konjugovane saglasno Nolovom pravilu. Onda je
P
Q = RQR; (10.2)
U, = Q"U,Q. (10.3)

Dokaz: Kako su x i ® neizoblicene konfiguracije &vrstog tela, po definiciji
Al
su Q i Q ortogonalni tenzori. Takode je

Q = PQP (10.4)
prema Nolovom pravilu, $to moZe mopisati u obliku aP = PQ ili

QR,U, = R,UQ = R,Q (Q"U,Q).

Odavde, na osnovu jedinstvenosti polarne dekompozicije, sledi (10.2) i (10.3). [

Posledica leme:
g>= Rog.Ry; (10.5)
1j., grupa g; je ortogonalno kenjugovana sa grupom g,.
Ovo neposredno sledi iz (10.2).
Ot¢igledno je da su g, i g; uzajamno konjugovane u okviru ortogonalne grupe ¢.
Isti¢udi to mi preciziramo:
Za dve podgrupe u ¢ se kafe da su istog tipa ako su uzajamno konjugovane
u 0.
Samo tip izotropne grupe, ne sama grupa, predstavlja unutrasnje svojstvo prostog
¢vrstog tela.

i) Izotropno &vrsto telo je izotropno i ¢vrsto. Oba ova pojma, kao §to smo
videli, definisana su preko postojanja nekih specijalnih referentnih sistema pri
¢emu je svaki nosio mnaziv neizoblicen. Radi odredenosti, ozna¢i¢emo ih: sa
» — kada je u pitanju izotropno, a sa x — kada je u pitanju ¢vrsto stanje tela.
Tada je, saglasno sa (8.1) i (10.1)

0 C gy g7 Co. (10.6)

Teorema 1:
& =gz = 0. (10.7)

Dokaz: Relacije u (10.6) vaZe za izotropno &vrsto telo jer je ono izotropno i
¢vrsto. Na osnovu (8.6) 1 (8.7) sledi da je g, = ¢ ili g, = u. Ako je g, = u, tada
je, s obzirom na (7.7), gz = PuP™' = u. To je protivureéno sa (10.6),. Prema
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tome mora biti g, =6, tj., *x — predstavlja neizoblicenu konfiguraciju i za
¢vrsto telo,

Potrebno je jo§ pokazati da je g7 = a.

Prema Nolovom pravilu (7.7) za transformaciju x—>x bi¢e sadag, = PgzP! =
= PgP, gde je P gradijent transformacije definisan sa (6.5) (u tom izrazu =
zameniti sa x). Ali tada, s obzirom na (10.5) sledi da je

g: = RpoR{ = o. (10.8)
Druga jednakost u ovom izrazu sledi na osnovu dobro pcznatog stava teorije grupa:
Potpuno ortogonalna grupa o je otrogonalno konjugovana sama sebi.

Na osnovu toga i prvog dela dokaza, tj., g, = e, sledi (10.7) [J
Ali tada ocigledno, s obzirom na (8.7), (9.1) i (10.7 vazi stav:

Svaki izotropni prosti matergjal je ili fluid ili Corsto telo.

ii) Prosto Cvrsto telo je aelotropno ili anizotropno, ako je njegova izotropna
grupa, koja odgovara neizoblicencm referetnom stanju, svojsivena podgrupa g
potpune ortogonalne grupe ¢. Tip enizotropije se karakterife tipom grupe g. U
svakom slucaju, prosto ¢vrsto telo, odredeno grupom g, je anizotropno ako i samo
ako (7.8) vazi za svako Q € g i svaku istoriju F* (s).

Kao 3to smo ve¢ napomenuli na kraju odeljka 7, svaka moguca izotropna
grupa g sadrzi dvoclanu grupu {I, —I} kao podgrupu. Tada je lako pokazati da
se g izvodi na osnovu podgrupe gg, koju éine svojstvene rotacije i —1I. Prema tome,
tip anizotropije odreden je tipom grupe g,. I mada postoji beskonacan broj tipova
rotacionih grupa g, (izgleda da) samo njih dvanaest iscrpljuje vrste simetrija koje
sejavljaju umaterijalu od kojih jedanaest odgovara trideset dvema kristalnim klasama,
a koje su izvedene na csnovu svojstava optitke simetrije. Time u stvari pretpostav-
ljamo da se izotropna grupa g kristalnog tela izvodi na osnovu njegove kristalo-
grafske tackaste giupe g, i inverzije —I. Napominjemo da je, prema teoriji grupa,
za odredivanje izotropne grupe g za &vrsto telo potrebno precizirati skup genera-
tora za odgovaraju¢u grupu rotacije g, tela, tj., skup elemenata g, pomoéu kojih
se bilo koji element g, dobija u obliku proizvoda stepena tih elemenata.

U cilju odredivanja tih grupa simetrija oznaimo sa R pozitivhu rotaciju
za ugao ¢, 0 < @ < 2=, oko ose ¢&iji je pravac i smer odreden jedini¢nim vektorom
n, sa (4, j, k) neku ortogonalnu bazu, a sa m jedini¢ni vektor takav da je m =

=75 (i +J + k). Pravce odredene jedini¢nim vektorima i, j i &, radi defi-
~

nisanosti, nazivamo kristalografske ose.

Sa ovako uvedenim definicijama, koje su uobi¢ajne u kristalografiji, daj'emo
tabelu jedanaest tipova kristalnih klasa bez njihovog izvodenja s obzirom da je to
u domenu kristalografije (tab. 1).

Tabela 1.
| Klasa kristala ; Generatori grupe g |
1. | Trikliniéni sistem ‘ I
sve klase
2. | Monokliniéni sistem R®
| sve klase k
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3. | Rombiéni sistem 7T
sve klase R; Rj
4, | Tetragonalni sistem
tetragonalna bisfenoidska
tetragonalna piramidska
tetragonalna bipiramidska

5. tetragonalna skalenoedarska 1
ditetragonalna piramidska RZ R®

tetragonalna trapezoedarska L

ditetragonalna bipiramidska

6. | Teseralni (kubni) sistem 2
tetraedarpentagondoedarska (tetartoedarska) |, R R'R3
didodekaedarska diploidalna B PSP

7 heksatetraedarska S B0 1
pentagonikositetraedarska (giroedarska) RZ R2 R2
heksaoktaedarska i 7 k

8. | Heksagonalni sistem
trigonalna piramidska R}
trigonalna romboedarska 5

9. ditrigonalna piramidska
trigonalna trapezoedarska RTR}
ditrigonalna heksagonalna (skalenoedarska)

10. trigonalna bipiramidska 1
heksagonalna piramidska R;
heksagonalna bipiramidska

11. ditrigonalna bipiramidska A
diheksagonalna piramidska R} R,:

heksagonalna trapezoedarska
diheksagonalna bipiramidska

Poslednji tip aelctropije se odnosi na transverzalnu izotropiju materijala za
koji se g, sastoji iz jedini¢nog tenzora I i svih rotacija Rg, (0 < ¢ << 27), oko ose
odredena jedini¢nim vektorom k. Transverzalna izotropija odgovara realnim
materijalima koji imaju lamelarnu (lisnatu) ili snopovitu (bundle) strukturu.

Materijal se naziva ortotropmim ako njegova izotropna grupa sadrZi refleksije
(ogledanje) u odnosu na tri medusobno upravne ravni, Takav skup od tri refleksije

1

—
tine —R], —R;, —R;. Posto je RIR] = Ry i (R} )* = R}, sledi da sukristali
navedeni pod 3, 5, 6 i 7 u tabeli ortortopni materijali.

iii) Vratimo se ponovo na razmatranje Cvrstih tela u najopStijem obliku.
Kao §to smo rekli i funkcionel reagovanja i grupa izotropije, u opstem slucaju,
zavise ne samo od materijala nego i od referentne konfiguracije. Zbog toga je nor-
malno oéekivati da su samo posebne konfiguracije ¢vrstih tela neizoblicene. Zaista,
ako je konfiguracija » neizobli¢ena, a  bilc koja druga konfiguracija, tada je, s obzi-
rom na (6.5) i Nolovo pravilo

gz = Pg,P, g.Co, (10.7)

Qdavde je, za ortogonalni tenzor P, PQP-* ortogonalan tenzor za svaki orto-
gonalan tenzor Q € g,.. To znaci da bilo koja ortogonalna transformacija neizobli¢enog
stanja je neizobli¢eno stanje. Za konjugovane grupe izotropije se tada kaZze da
su slicne.
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Tenzor P ne mora biti ortogonalan. Tada, u op§tem sluéaju, neée svi PQP-!
biti ortogonalni tenzori. To znaéi da » nije neizobli¢ena konfiguracija. Prema
tome, sve referentne konfiguracije nisu neizobli¢ene.

Pitanje je: da li postoji takvo necrtogonalno P za koje je referentna konfigu-
racija x takode neizobli¢eno stanje?

Ako postcji, onda za takvo P vazi (10.4). Formalno matemati¢ki problem
se onda svodi na odredivanje neortogonalnog tenzora P takvog da se iz (10.4),

N
koje mora da vazi za svako Q € g,, dobija ortogonalno Q u g;. Kakoje P = R,U,,
gde je R, ortogonalan, a U, pozitivno definitan simetri¢ni tenzor, i kako bilo koja
rotacija neizobli¢enog stanja dovodi do drugog neizobli¢enog stanja, dalje je do-
voijno odrediti pozitivno definitan tenzor U, preko relacije

Q = U,QU;, (10.4a)

N
koja vazi za svako Q € g,,, pod uslovom da je Q € g; ortogonalan tenzor. Ova relacija
se moZe izraziti u obliku

QU, = Q (Q"U,Q).

N
S obzirom na zahtev da tenzori Q i Q moraju biti ortogonalni i da su tenzori U
i Q*UQ pozitivno definitni sledi, na osnovu jedinstvenosti polarne dekompo-
zicije da je

¢=0, U«Q-=aQu, (10.9)

odakle se vidi da U, mora biti komutativno sa svakim ortogonalnim tenzorom
Q< g,. Na osnovu teoreme linearne algebre poznate pod imenom teorema o komu-
tativnosti, to ¢e biti onda i samo onda kada Q ostavlja svaki od karakteristi¢nih
prostora tenzora U, invarijantnim. S obzirom da je tenzor U, simetri¢an i pozitiv-
no definitan, za njega vaZe teoreme glave II, odeljka 10. Podse¢amo se da su tada
moguca tri slu¢aja:

1. Karakteristicne vrednosti tenzora U, su razlifite 1 njima odgovarajuci
karakteristiéni prostori su medusobno upravni.

Ako sa A, u i v obelezimo te karakteristi¢ne vrednosti, a njima odgovarajuce
ortogonalne vektore, koji odreduju invarijantne prostore, sa #, j i &, respektivno,
tada je

Uy,=1®i+ w®j 4 &k QEF, (10.10)
u odnosu na tako odredenu bazu (i, j, k).

2. Due karakreristiéne vrednosti su jednake 1 postoji jedan jednodimenzionalni
karakteristiéni prostor i upravan na njega dvodimenzionalni karakte-
risticni prostor.

U tom slucaju je, recimo, 4 = u. Tada iz (10.10) dobijamo da je
U, =+ ck®F, (10.11)
gdejea=v—41i
I=i®i+j®f + k®E. (10.12)
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3. Karakteristicne vrednosti su jednake, a njima odgovarajuci prostor je
trodimenzionalan; to je ceo trodimenzionalan wvektorski prostor.

Tenzor U, je tada izotropan tenzor, tj.,
U, = I, (10.13)

s obzirom na (10.12) i ¢injenicu da je 1 = u = ».

Koji od ovih moguc¢ih slutajeva odgovara pcjedinim grupama izotropija?
Ili, kakva ograniZenja na oblik Uj;namecu razne grupe izetropija prostih évrstih tela?

Iz prethodne tabele se vidi da triklini¢nim &vrstim telima odgovara grupa
izotropije {I, —1I}. O¢igledno je da su Q i U, konjugovani za sve ¢lanove ove grupe.
To znati da je za triklini¢nu izotropiju svaka konfiguracija neizobli¢eno stanje.
Podseti¢emo se da je isti slucaj bio i sa prostim fluidima. Znaci, triklini¢na prosta
¢vrsta tela i prosti fluidi imaju zajedni¢ku osobinu da nemaju privilegisane konfi-
guracije, ali iz suprotnih razloga. Naime, fluidi poseduju maksimalnu simetriju
u svakoj konfiguraciji, jer je g, = u, dok triklini¢ka ¢vsta tela poseduju minimalnu
simetriju u svakoj konfiguraciji, jer je g, = {I, —I}. To su ujedno i najmanja i
najveca grupa od svih mogucih izotropnih grupa respektivno.

Najveca ogranic¢enja na U, oCigledno, namec¢u prosta ¢vrsta tela sa najvedim
simetri¢nim svojstvima ili, ekvivalentno tome, tela kojim odgovara izotropna grupa
sa najve¢im brojem elemenata. Tako je g, = o za izotropno ¢vrsto telo. U, mora
biti tada izotropan tenzor, tj., U, = AI. U tom sluaju je P = AR,, tj., transfor-
macija x—>x% je konformna (videti zadatak II. 12.7). Time je dokazana jedna
od posledica Koleman-Nolove leme:

Bilo koje neizobli¢eno stanje izotropnog forstog tela moge se dobiti iz nekog
drugog neizoblicenog konformnom deformacijom P = AR,. I, svaka kon-
formna deformacija prevodi jedno neizobliceno stawje u drugo, rakode ne-
izoblideno stanje. ‘

Nije tesko direkino pokazati da je i za kubne teseralne sisteme U, izotropan
tenzor. Tada je na primer

cos-l—zr sin ln 0 0 1 0
2 2
3= |
e =y dads wele 0711 o0
0 0 1 0 0 1
i
0 1 0 0 —1 0
U,=1{ —1 0 0} U, {1 0 0
0 0 1 0 0 1
prema (10.3), odakle se dobija da je
Uy 0 0
U,=1{0 Uis 0 s (Usa = Uyy). (10.14)
0 0 Ups
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Ponavljajudi isti postupak za tako dobijeno U, i za

5 1 0 0
R ={0 0 1
0 —1 0
sledi da je
U=, (= Uy (10.13)

1ln
Octigledno je da je U, sada invarijantno za R . Invarijantno je i za bilo koju rota-
ciju Ri:,n. Prema tome za kubni sistem U, ima oblik (10.13) §to je trebalo pokazati.

Istim postupkom je moguce odrediti oblik U, i za druge kristalne klase. Pri-
mera radi, iz (10.14) neposredno sledi da je, u sluéaju tetragonalneg sistema,

U, =M+ k®k (A=U,, »=U,— Uy, (10.11)

U sledecoj tabeli dajemo oblik U, i za druge kristalne klase pri ¢emu brojevi u
levoj koloni oznacavaju odgovarajuce kristalne sisteme date u prethodnoj tabeli.

Tabela 2

Tip anizotropije Ogranic':enja na U,

Triklini¢an sistem (1) bez ogranifenja

E je karakteristi¢an

Monoklini¢an sistem (2) bty X
o

i, j, k su karakteristi¢ni

Rombican sistem (3) vektori U
0

Tetragonalan sistem (4, 5)
Heksagonalan sistem (8, 9, 10, 11) Uy,=MI + ak®k
Transverzalna izotropija

Kubican (teseralni) sistem (6, 7) U, =i

Geometrijski prikaz ovih sistema je na sl. 52. Na njoj je predstavljeno Zetr-
naest Braveovih (Bravais) ili prostornih reetki koje su grupisane u sedam sistema
u slagasnosti sa sedam tipova konvencionalnih elementarnih kiistalnih celija:
a — triklini¢na, m — monoklini¢na, o — rombi¢na, t — tetragonalna, h — heksa-
gonalna i trigonalna, ¢ — kubi¢na. Na istoj slici je naznacena sa: P — primitivna
reSetka, C — bazno centrirana re§etka, I — zapreminski centrirana re§etka, I —
pljosno centrirana reSetka, R — primitivna romboedarska resetka.
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11. TECNI KRISTALI

Kao $to smo videli, za proste fluide je g, = u dok je za prosta Cvrsta tela g, C
C o C u. Prema tome, prosti fluidi i prosta ¢vrsta tela se uzajamno iskljuéuju. To
znali da materijal ne moZe istovremeno da bude fluid i &vrsto telo.

Medutim, sa prostim fluidima i prostim ¢vrstim telima nisu obuhvaceni svi
prosti materijali. Moguce je da postoje materijali koji nisu ni fluidi ni ¢vrsta tela
u smislu znacenja ovih pojmova. Radi definisanosti takve proste materijale nazva-
¢cemo prosti teéni kristali ili podfluidi (subfluids). Njihova grupa izotropije u odnosu
na bilo koju referentnu konfiguraciju sadrzi neki element koji nije ortogonalan.
To znali da je g,, za takve materijale, svojstvena podgrupa unimodularne grupe.
Ona ne sadrzi ni potpunu ortogonalnu grupu, tj., nije 6 C g, jer bi, u protivnom,
te¢ni kristal bio fluid. Drukéije receno: teéni kristal je fluid ako i samo ako je izo-
tropan; ili, ako te¢ni kristal nije fluid onda je anizotropan. Po tom svojstvu tecni
kristal podse¢a na Cvrsta tela.

Dalje se ne¢emo baviti te¢nim kristalima.
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VII ELASTICNI MATERIJALI

1. DEFINICIJA ELASTICNOG MATERIJALA I ELASTICNOG TELA

Za materijal koji se sve vreme nalazi u stanju mircvanja istorija gradijenta
deformacije je konstantna za svaku materijalnu ¢esticu X, tj.,

F'(s)=F(X, t —s) = F(X). (L.1)

Tada je sve §to se odreduje pomocu istorije gradijenta deformacije F!(s),
odredeno preko F. U specijalnom slucaju, kada je re¢ o prostom materijalu, njegova
konstitutivna jednadina (6.5.3) postaje

T =T (F), ' (1.2)
gde je T Junkcija reagovanja materijala.

i) Definicija. Prosti materijal za koji va#i komstitutivna jednatina (1.2)
za sve istorije deformacije (a ne samo istorije deformacije koje se odnose
na stanje mirovanja) nazivamo elastiénim.

Za telo Cija je svaka materijalna Cestica sac¢injena od elasti¢nog materijala kaze se
da je elasticno telo.

Za elastitne materijale napon je u svakoj Cestici tela jednoznaéno odreden
deformacijom u posmatranom trenutku u odnosu na proizvoljnu fiksnu referentnu
konfiguraciju, tj.,

T()=TI[F()]. (1.3)

Konstitutivna jednadina (1.3) jednostavno tvrdi da napon zavisi samo od
trenutne konfiguracije, tj., nezavisan je od kretanja tela pre dolaska u trenutnu
konfiguraciju. Tako se u klasi¢noj mehanici sila u elasti¢noj opruzi razmatra kao
funkcija samo promene duZine opruge, nezavisno od prosle istorije opruge i brzine
kojom se duzina cpruge menja u toku vremena.

Jednatine (1.2) i (1.3) mogu se dobiti iz (6.5.3) i to (1.2) pod pretpostavkom
daje F (¢t — s) = F = const. za svako s, a (1.3) pod pretpostavkom da T () zavisi
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samo od F (¢t —s) za s = 0. Prema tome, konstitutivne jednadine (1.2) i (1.3)
imaju razli¢ite fizicke interpretacije mada su po svom obliku iste: ¢ — je samo
parametar u (1.3). Ako je elasti¢no telo u ravnotezi bic¢e i u drugom slucaju F () =
= const. i nece biti nikakve razlike izmedu (1.2) i (1.3). Kratko redeno: pri statickoj
deformaciji ne moZe se ustanoviti razlika izmedu prostih i elasti¢nih materijala.
Iz toga sledi da se teorija elasti¢nosti moZe primeniti na staticke probleme svih
prostih materijala, tj. prostih materijala koji se nalaze u ravnoteZnom stanju.

Odavde sledi jedan interesantan i vaZan zakljulak: Dalamberov princip
(D’Alambert) na osnovu koga se dobijaju dinamicke jednaline iz stati¢kih kada
se njima dodaju inercijalne sile, vazi samo u nekim specijalnim teorijama me-
hanike! Iz statike se o dinamici moZe zakljuciti malo ili nista.

Zaista, za sve proste materijale jednadine ravnoteZe glase
divT + pf = 0.

Dodavanjem ,,inercijalne sile” dobijamo

div T + of = oa.

Ovo je dinamicka jednacina koja vazi samo za elasti¢ne materijale.

Kada bi vazio Dalamberov princip, onda bi svi prosti materijali morali biti
elasti¢ni i ne bi postojali takvi materijali kao $to su materijali sa memoiijom. U
specijalnom slu¢aju, svaki fluid bi bio elastitan i prema tome i Navije-Stoksova
(Navier-Stokes) teorija bi bila iskljutena na osnovu oveg principa.

Po definiciji, gradijent deformacije F zavisi od izabrane referentne konfi-
guracije ». Saglasno tome, konstitutivna jednac¢ina (1.3) je data u odnosu na .
U odnosu na drugu referentnu konfiguraciju » bice

T, (F) = T; (FPY). (1.4)

s obzirom na (6.6.4), (6.6.5) 1 (6.6.9). Odavde se vidi da je funkcija reagovanja
elasti¢nih materijala razli¢ita za razli¢ite referentne konfiguracije » i ». Medutim,
ako je poznato reagovanje elasti¢nog materijala u odnesu na jednu konfiguraciju,
npr. x, onda je ono, na osnovu (1.4), odredeno u odnosu na bilo koju drugu refe-
rentnu konfiguraciju. Kratko re¢eno: reagovanjc elastiénog materijala ne zavisi
od izbora referentne konfiguracije iako funkcionel reagovanja zavisi. '

“ i) Konstitutivna jednacina (1.3) mora zadovoljavati princip materijalne indi-
ferentnosti (6.3.96), izrazen sada u cbliku

QT (F) Q" = T (QF). (1.5)

Ova relacija mora biti zadovcljena za svako F i svako ortogonalno @, $to namede

ograni¢enja na oblik funkcije reagovanja _’T"(F). Analizom (1.3) i (1.5) moguce je
izvesti slede¢e redukovane oblike za proste elastine materijale (postupkom koji
je analogan postupku iznetom u cdeljku 5, glava VI)

T = RT (U) R?, (1.6)
T = Rp (C) R7, (1.7)
T=F(), (1.8)
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gde je U desni tenzor izduZenja, R rotacija, € = U? desni Ko§i-Grinov tenzor

i T konvektivan tenzor napona definisan sa (6.5.18a). Konstitutivna jednacina
(1.6) direktno sledi iz (6.5.12) ili (6.5.24) kada se uzme u obzir da T () zavisi samo
od vrednosti Ut (s)ili U (¢t —s)zas =01 U'(0) = U(r) ili U} (O) = I, respek-
tivno. Jednacina (1.7) je bas (6.5.31); (1.8) se dobija iz (6.5.18) kada se uzme u
obzir da je C(X, t —s) = C(X, t). Kao i u odeljku 5, glava VI, lako je pokazati
da (1.6—8) identi¢ki zadovoljavaju princip materijalne indiferentnosti te prema
tome predstavljaju redukovane najopstije konstitutivne jednaline elasticnih mate-
rijala.

Sa fizi¢kog stanovita kcnstitutivna jednacina (1.6) tvrdi sledece : ako se defor-
macija za Cesticu X razlozi na izduZenje U i rotaciju R onda se dobija napon koji
je jednak naponu rotiranom za R koji bi se dobio kada bi se primenilc, samo izdu-
zenje U. Sliéno tumacenje moze se dati 1 za (1.7) i (1.8).

Za reSavnje konkretnih zadataka korisni su i drugi redukovani oblici koji
su ekvivalentni konstitutivnoj jednacini (1.3). Tako npr. za mnestisljive elastiéne
marterjjale konstitutivna jednaéina (6.5b.9), s obzirom na (6.5b.6);, glasi

T, = T =5+ T (1.9)

gde je p neodredeni pritisak, a konstitutivni napon T, 1j. ?(F), definisan je samoc
za det F = + 1. Koriste¢i redukovane oblike (1.6 —8) za kenstitutivni napon moze
se (1.9) izraziti u obliku (Videti glavu VI, odeljak 5b)

T, —pl + T = RT (U)R* = Rp (C) R",

(1.10)
detU=detC=1,

ili
T=_—pC-+F(C), det C =1, (1.11)
kada se uzme u obzir (6.5.18a) i (2.7.14).

Kada je prosti fluid takode elastiCan materijal onda se naziva elastiéan fluid.
Njegova konstitutivna jednadina se dobija iz konstitutivne jednadine prostog fluida
(6.9.22) kada se zahteva da napon T ne zavisi od istorije G (s). Posto funkcionel (R
u(6.9.22) i8Cezava za G (s) = O sledi da (R mora uvek i§¢ezavati. Tada opsta konsti-
tutivna jednacina elasti¢nog fluida ima oblik

T= —p(o)l, €1.12)
gde je kao i u (6.9.22) p (o) pritisak.
Na isti na¢in se moze iz (6.9.25) zakljuditi da je za nestisljive elasticne fluide
T = —pl, (1.13)
gde je p, kao i do sada, neodredeni pritisak.

Materijali za koje vaze konstitutivne jednadine (1.12—13) takode se nazivaju
Ojlerovi fluidi. Karakteridu se nesposobno3cu da podnesu smi¢uéi napon nezavisno
od toga da li se nalaze u stanju mirovanja ili krecu.

Elastiéno &vrsto telo je elasti¢ni materijal koji je takode &vrsto telo. Saglasno
definiciji odeljka 10, glava V1, za takvo telo postoji referentna konfiguracija », koja
se naziva neizoblieno stanje, kojoj odgovara izotropna grupa g, koja je podgrupa
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ortogonalne grupe ¢, tj. za koju vazi (6.10.1). Neizobliceno stanje elasti¢nog mate-
rijala u kome je napon jednak nuli nazivamo prirodnim stamjem (videti odeljak
5, glava VI). Kada je referentna konfiguracija prirodno stamje tada je u (1.6—8)

T()=p)=F(I) =o0. (1.14)

iii) Iz (6.7.4) i (1.2) sledi da je grupa izotropije elastiénog materijala odre-
dena skupom svih unimodularnih tenzora H za koje je

T (F) = T (FH) (1.15)

za sve regularne tenzore F. Takode se iz (6.7.8) vidi da ortogonalni tenzor Q@ pripada
grupi izotropije elasti¢nog materijala ako i samo ako je

QT (F)Q" = T(QFQ") (1.16)
za sve regularne tenzore F.

U daljem delu, ako se ne kaze druk¢ije, mi ¢emo razmatrati samo homogena
elasti¢na tela. U tom slucaju referentna konfiguracija » je izabrana tako da pred-
stavlja homogenu konfiguraciju tela. Tada je Tu (1.2) zaista funkcija samo od F.

2. IZOTROPNI ELASTICNI MATERIJALI

Definicija. Ako je materijal elastican (u smislu definicije odeljka 1) i izo-
tropan (u smislu definicije odeljka 8, glava VI) onda se kaze da je on izotro-
pan elasti¢an materijal.

Saglasno tome, kao posledica (6.7.8) i (1.2) sledi

Teorema 1: Elastitan materijal je izotropan ako i samo ako je funkcionel
reagovanja T (F), ralunat u odnosu na meizobliceno stanje kao referentnu

konfiguraciju, izotropna tenzorska funkcija F, tj., ako i samo ako hfi'(F)
zadovoljava relaciju

QT (F)Q" = T (QFQ") (2.1)
za svako regularno F 1 svako ortogonalno Q.

Otigledno je da (2.1) sledi iz (1.16) kada ono vai za svako Q € g, tj., kada je u
pitanju izotropan elastican materijal. U tom sluéaju se (1.15) svodi na relaciju

T(F)=T[FQ (2.2)

koja mora biti zadovoljena za svako regularno F i ortogonalno Q. Relacija (2.2)
izrazava, takode, potreban i dovoljan uslov koji mora zadovoljavati funkcionel
reagovanja T (F) kada definiSe izotropne elastitne materijale. Zaista, u (1.15)
za H moze biti uzeto bilo koje ortogonalno @Q ako i samo ako je materijal izotropan.

Ako u (2.2) Q nije bilo koji ortogonalan tenzor, nego R, tj., @ = R" i ako
iskoristimo (2.5.14) dobijamo redukovani oblik konstitutivne jednacine za izotropni
elasti¢ni materijal

T =T (V). (2.3)
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Ista jednatina se dobija iz (1.6) kada se iskoristi (2.2) ili (2.1). Na taj nacin se
iz (1.7) pomocu (2.2) dobija

T = RQp (Q"CQ) Q"R

jer se, pri promeni Fu FQ, Rmenjau RQ,a C u Q7CQ. Za Q@ = R" ova relacija
postaje

T=p(B) (2.4)

s obzirom na (2.7.15). Jasno je da (2.4) neposredno sledi iz (2.3) i (2.7.14),.

Funkcije pona$enja TW) i P (B) ne zadovoljavaju (2.1) za svako Q. One
dalje moraju zadovoljavati uslove

QT () Q" = T (QVQ™), (2.5)
Qp (B) Q" = p (QBQ"), (2.6)

tj., za izotropne elastitne materijale funkcije reagovanja T (V) i p (B) moraju
biti izotropne tenzorske funkcije.

Na osnovu svega moZemo kazati:

Teorema 2: Prost materijal je izotropan elastitan materijal ako i samo
ako je njegova konstitutivna jednacing u odnosu na neku referentnu konfi-
guracyju data sa

T =p(B), (2.4)
1 gde funkcija reagovanja Pp zadovoljava relaciju
Qp (B) Q" = p (QBQ") (2.6)

za svako ortogonalno Q 1 svako pozitivno definitno 1 simetriéno B. Obrnuto,
ako (2.4) i (2.6) vage onda je veferentna konfiguracija neizoblideno stanje
tzotropnog elasticnog materijala.

Na osnovu ove teoreme i teoreme Rivlina i Eriksena o predstavljanju izotropnih
tenzorskih funkcija (vidi dodatak o tenzorskim funkcijama) sledi da je

T =gyl + ¢,B + ¢,B? 2.7

gde su koeficijenti reagovanja ili materijalne funkecije ¢, funkcije glavnih inva-
rijanata tenzora B, tj.

g = oy Uiy T, 1L, (=10, 1,2 (2.8)

Konstitutivna jednadina izotropnog elastinog materijala (2.7) moZe biti
predstavljena pomoc¢u Kejli-Hamiltonove teoreme u obliku

T= ¢,I+ o,B-+ ¢ B \2.9)
gde su koeficijenti reagovanja
&, = &, (I, Ilg, IIIg) (A =0,1, —1). (2.10)
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Veza izmedu koeficijenata ponadanja ¢, i @, se lako izvodi i data je relacijama

Dy =@y — gy, Py =91+ Ig@y P_;=1I1lgp, (2.11)
Ig Ip 1
= T2 D, =P =2 Py, Pp=— . .- (212
Po 0 s 1 ¢ 1 111 1 ¥ I1lg 1 )
Na potpuno isti nacin se, na osnovu (2.3) i (2.5), moZe pokazati da je
T = ool + o,V + o, F? (2.13)
T=p0Jd+ 8,V -8,V (2.19)

gde su koeficijenti pona$anja «, i §, funkcije glavnih invarijanata tenzora V:
Iy, Iy, IIly, za koje vaze relacije oblika (2.11) i (2.12).

i) Dalje ¢emo pretpostaviti, ako se drukéije ne kaZe, da se ponaSanje izotropnog
materijala posmatra u odnosu na neizobli¢enu konfiguraciju kao referentnu konfi-
guraciju za koju je B = B ' = I. Tada iz (2.7) sledi da je napon izotropnog elas-
ti¢nog materijala izotropan tenzor i jednak je hidrostatiCkom pritisku.

Iz (2.7) se vidi da je neizobliena konfiguracija prirodna konfiguracija ako i
samo ako je '
@ (3,3, 1) +¢,03,3,1)+¢,(3,3,1) =0. (2.15)

To znadi da ako je jedna neizoblitena konfiguracija prirodna konfiguracija, onda
druge neizobli¢ene konfiguracije, u op$tem sluéaju, to ne moraju da budu. Zaista,
napon u neizobli¢enoj konfiguraciji koji se javlja pri zapreminskom §irenju B = &I
u odnosu na referentnu konfiguraciju je dat konstitutivnhom jedna¢inom

T = [p, (3%, 3%, ) + @ (3&, 3k%, k) - @, (3K, 3R%, B3] 1 (2.16)

Za ovaj napon nema nikakve osnove da se pretpostavi da je nula za k 5= 1. Primer
elasti¢nog fluida sa pozitivnhom funkcijom pritiska p pokazuje da mozZe da postoji
elasti¢an materijal koji nema nikakve prirodne konfiguracije.

ii) Uopste, glavne vrednosti z; (i = 1, 2, 3) tenzora napona T zvacemo glavm
naponi. Njima odgovarajuéi pravci zovu se glavni pravei napona. Trivijalna
posledica konstitutivne jednacine izotropnih materijala je da su glavne ose mera
deformacije takode glavne ose napona. Ako sa V/; oznatimo glavna izduZenja ili
glavne vrednosti tenzora izduzenja V onda su ¥} glavne vrednesti tenzora B §to
sledi iz (2.7.14),. Tada iz (2.7) i (2.9) sledi

t; =@y + @i Vi + @V
= @, + O,V; + @ ,V;? 2.17)
gde su ¢, 1 @, kaofunkcije glavnih invarijanti tenzora B simetri¢ne funkcije od V.
U svakom slucaju je

6 =14V, Ve Vy) (2.17a)
pri ¢emu je funkcionalni oblik 7, (V, V,, V) odreden sa (2.17). Tako je npr.
t1 =0+ Vi + e Vi=1Vy, Vs V)

ty =@y + @, Vi + fsz; =T, (Vs Vs V).
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S obzirom na simetri¢nost funkcija ¢, pe V; odavde sledi da je
f1 V:ls V23 VS) =1, (Vm Vi: V.‘!)

Neka je po definiciji 7, (V4, Vi, Vi) = t (Vy, Vy, V). Tada se na osnovu prethod-
nog razmatranja zakljucuje da je t(v,, vs, v3) simetricna funkcija takva da je

Ly =1 (Vn Vz: Vs)
Iy = E(Vza Vi V) (2-18)
3=t (VSJ Vz: Vi)s

tj., izotropni elastitni materijal je potpuno okarakterisan pomocu simetri¢ne
funkcije ¢ (V,, V,, Vy).

iii) Za nestisljive elasticne materijale moguca je samo izohori¢na deformacija
kada je
IIlg = det B = 1. (2.19)

Za takve materijale, uops$te, dodatni napon je odreden do na necdredeni pritisak
? a (2.7) i (2.9) se svode na

T= —pI+ ¢,B+ @,B* (2.20)
T= —pIl+ &,B+ &_ B, (2.21)
gde su sada ¢4, ¢,, @; 1 @_; funkcije samo glavnih invarijanti Ig, I/g.
Veze izmedu ovih keeficijenata su date izrazima
Gy =¢;+ Igps, Dy =g¢, @ = Py —Igd_,. (2.22)
Napomena:

Pogre$no je smatrati da ista ograni¢enja na funkcionale reagovanja namece
grupa izotropije g, za g, = ¢ 1 g, = u. U opitem slucaju to nije tacno. Ilustro-
vacemo to na primeru elasti¢nog materijala ¢ija je grupa izotropije unimodularna,
1. g, = t.

Neka je u odnosu na referentnu konfiguraciju =

T = h(F)

ineka je g, = u. S obzirom da je o C u za takve materijale, vaze rezultati odeljka 2.
Medutim, u ovem sludaju, saglasno sa (1.15), mora da vaZi
k (F) = h (FH)
L
za svako He u. Tadaje, za H = (det F)® F,

1
h(F)=h[(detF) °I1="h(ol)
s obzirom na (6.9.13). Ali saglasno sa (2.7),/1; (eI) je izotropna funkcija od pI. Njen

konacan oblik se dobija kada se B u (2.7) i (2.8) zameni sa gI. U nafem slucaju
(2.7) se svodi na

h(F)=—p@T
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tj. elasti¢ni materijal, ¢ija je grupa izotropije unimodularna, je susljivi neviskozni
fluid. Za razliku od njega elasti¢ni materijal, Cija je grupa izotropije ortogonalna
grupa, je izotropni elasti¢ni materijal.

3. IZVODENJE LINEARNE TEORIJE ELASTICNOSTI

Vec smo videli da je pomeranje Cestice X u odnosu na referentnu konfiguraciju
# odredeno izrazom
u(X,)=pX,1) — P (2.6.1)

Kada je u definisano za svako XA onda (X, 1) definiSe polje pomeranja.
Tada je gradijent polja pomeranja u odnosu na referentnu konfiguraciju =, tj.,
H = Y/ u, odreden izrazom

H=F—1, (3.1)
s obzirom na (2.6.33),.

Uvodenje polja pomeranja u mehanici kontinuuma je korisno samo kada su
i pomeranja # i gradijent pomeranja H u odredenom smislu male veliCine. Za
dobijanje takvih polja moZemo, polazeci cd nekog zadatog polja pomeranja z, for-
mirati familiju pomeranja ez i pustiti da ¢-0. Veli¢ine koje odgovarzju ovoj
familiji obelezavamo sa . Nas ¢e prvenstveno interesovati njihovo ponasanje kada
g—>0.

Saglasno tako uvedenim oznakama bice
H, = V] (eu) = e¢H. (3.2)

Koristedi ovaj izraz u (2.5.16), i (3.1) vidimo da je

U; = F/F, = (I + ¢H)" (I + ¢H)

=I+e(H+ H") + O (&)

odakle se dobija

U8:I+%5(H—|-HT)+O(52) (3.3)
U ovim izrazima i dalje sa O (&%) oznatavamo ostatak reda ¢iji su ¢&lanovi infini-
tezimale najmanje drugog reda po e.

Iz (3.3) i polarne dekompozicije F, = R,U, lako je pokazati da je
R, =1+ % e (H— H™) 4+ O (&?). (3.4)

Uvedimo oznake

Il

0| =

E (H + H7)

: (3.5)
R (H—H
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Tada je, saglasno sa (2.8.1), E simetri¢an deo gradijenta pomeranja H, a R njegov

antisimetri¢ni deo. Pomoc¢u E i R prethodno izvedene izraze moZemo pisati u
obliku

U, = I+ ¢E = V,
R, = I+ ¢R (3.6)
R? = I —¢R,

gde sa = naznacavamo ta¢nost do na O (2). Takva teorija, uopste, u kojoj se zadrza-
vaju samo Clanovi najniZeg nenultog reda po ¢, naziva se teorija nfinitezimaluh
deformacija.

Za takve deformacije razmatramo konstitutivnu jednacinu elasti¢nog materijala

T = RT (U) R". (1.6)
Pretpostavimo da je f(U) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija i U = L

Tada :f(U), koja odgovara familiji pomeranja su, piSemo, s obzirom na (3.6),,
u obliku '

TW) =TI+ :E+O0(@E)] =T, + ¢L[E] (3.9)
gde je L tenzor Cetvrtog reda definisan sa
L = Ty(U)|y-r (3.8)

Sa matemati¢kog stanovidta L predstavlja operator linearne transformacije kojim
se simetri¢an tenzor drugog reda prevodi u simetri¢an tenzor.

Iz (3.7) se dalje vidi da je
T, = T (3.9)

i da predstavlja polje napona u telu kada se ono nalazi u referentnoj konfiguraciji .
Zbog toga se Cesto naziva poletnim ndaponom.

Smenom (3.7) i (3.6),5 u (1.6) dobijamo, u slucaju cu
T = (I + eR) (T, + ¢L, [E]) (I - ¢R)
= Ty +¢(RT, — T,R + L, [E)).

‘Ovaj izraz se moZe saZetije napisati ako se delje bude podrazumevalo da su eu i

(3.10)

njemu odgovarajuce veli¢ine male za veomsa malo e. Tada ¢emo eu, eR i eE obele-

Zavati samo sa #, R i E respektivno. Imajuéi to u vidu konstitutivnu jednacinu
(3.10), onda piSemo u ekvivalentnom obliku

T = T; + BT, — T;R + L, [Bl (3.11)

‘Ova konstitutivna jednacdina elasti¢nog materijala u sluéaju infinitezimalnih defor-
macija poznata je pod imenom Kosijev zakon.

Iz Kosijevog zakona se vidi da je prira$taj napona (koji je posledica infini-
tezimalne deformacije) odreden zbirom dva priradtaja, jednog koji zavisi samo od
rotacije i drugog koji je zavisan samo od mera deformacije.
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Prvi prirastaj, tj., RT, — TR, zavisi samo od pocéetnog napona i, izuzev
toga, isti je za sve elasticne materijale.

Drugi priradtaj je L, [E] i linearan je po E. Tenzor Cetvrtog reda L, se naziva.
tenzor elastinosti elastitnog materijala u odnosu na referentnu konfiguraciju =
Nagladava se konfiguracija jer jedan isti materijal moZe imati razlitite tenzore
elastiénosti v odnosu na razne konfiguracije ». Svaki od njih se odreduje na osnovu
(3.8). Jasno je da su za razne referentne konfiguracije funkcije reagovanja vezane
relacijom (1.4).

Za analizu tenzora elasti¢nosti pogodno je izraziti L, [E‘] u komponentalnom
obliku, Tada je

(L, [ED)¥ = L¥"™E . (3.12)

Sve komponente tenzora L¥™*, kojih ukupno ima 81, nisu medusobne nezavisne.
Preciznije, L™™® ima 36 nezavisnih komponenti s obzirom na simetri¢nost po
prvom i drugom paru indekse posebno koja se izraZava relacijama

Lk:mn o Llicmn — Lrstnm. (313)

U linearnoj teoriji elasti¢nosti se uzime da je tenzor elasti¢nosti simetri¢an i po
prvom i drugom paru indeksa, tj.

L,= LT ili. [FP®% — [k (3.14)
Tada iz (3.13—14) sledi da L¥™® ima 21 nezavisnu komponentu.

U slu¢aju kada je elasti¢no telo izotropno Kosijev zakon (3.11) se svodi na

T = —pIl+ 4, (tr E)I + 2u,E (3.15)

gde su p, 4, i 4, kensrante. Do ovog izraza se moze doci neposrednom primenom
teoreme o predstavljanju linearnih izotropnih funkcija (vidi Dodatak) ili direktnim
razmatranjem (3.11). Konstante 4, i g, su Lameove (Lamé) konstante; odredene
su u odnosu na neizobli¢enu konfiguraciju kojoj odgovara hidrostati¢ki pritisak.

4. HUKOV ZAKON

U slucaju kada je neizobliCena konfiguracija prirodno stanje bice Ty, = O 1

T = L, [E] (4.1)
ili

TH = LemrE (4.2)

Linearna konstitutivna jednacdina elasti¢nog materijala (4.1), odnosno (4.2) naziva
se generalisani Hukov (Hooke) sakon. Ovaj zakon se u sluCaju izotropnog elas-
tinog materijala svodi ne dobro poznad Hukov zakon

T =2 (tr E)I + 2uE. (4.3)

On neposredno sledi iz (3.15) kada se u njemu stavi p = 0. Indeks p u Lameovim
konstantama se tada izostavlja.
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Vrlo &esto se u literaturi polazi od generalisanog Hukovog zakona (4.2) pri
izvodenju konstitutivne jednacine linearnog izotropmog elastitnog materijala ili
Hukovog tela. U tom slu¢aju tenzor elasti¢nosti L¥™* je izotropan tenzor ¢etvitog
reda i kaoc takav mora identi¢ki zadovoljavati uslov izotropnosti

Lklmn = Qkp querQﬂsLﬂqra (4.4)
za svako ortogonalno Q. Tada tenzor elasti¢nosti mora imati oblik
Lk!mn _— lgktgmn + #glcmgln + ygkng!m. (45)

Tako odredeno L*"" zadovoljava identicki (4.4) i (3.14). Iz (3.13) dalje sledi da
je p =1y tako da (4.5) postaje
Lk!mn — Zg"‘g’"“ + 7 (gkmgln + gkngim). (46)

Iz (4.6) i (4.1) dobijamo (4.3).

Za dalju analizu Hukovog zakona pogodnc je i tenzor napona i tenzor infi-
nitezimalne deformacije razloZiti na sferni i devijatorski deo. Tada je, prema (4.7.20)
i(4.7.21)

T=%(rrT)I+ T T =0 (4.7)
E:%(xrﬁ)l-l—E' tr E' =0. (4.8)

Iz (4.3), (4.7)1 (4.8) je sada lako pokazati da se Kosijev zakon moze izraziti pomocu
dve relacije

trT = KurE, K=z+%,u (4.9)

T = 2uE". (4.10)
Ovi izrazi su pogodni za tumacenje ne samo Hukovog zakona nego i fizickcg smisla
konstanti K i . Tako (4.9) uspostavlja vezu izmedu srednjeg normalnog napona

i tr E koji karakteriSe relativnu promenu zapremine u slucaju infinitezimalne
deformacije. Zaista, tada je

J=detF=det(I+H) =1+uE (4.11)
i
—dV _ % (4.12)
av

s obzirom na (2.15.12).

Kratko reteno: relacije (4.9) i (4.12) tvrde da je promena zapremine materijala
proporcionalna srednjem naponu.

U slucéaju hidrostati¢kog pritiska
T gl (4.13)
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jednatina (4.9) glasi

p= —K(rE) (4.14)
ili, s obzirom na {4.12),
1
K=—p————. 4.15
e (4.15)
av

Zbog toga se K naziva modul kontrakcije ili zapreminski modul..

S obzirom da je tr E = 0, iz (4.12) sledi da devijatorski deo E’ tenzora infi-

nitezimalne deformacije E odreduje deformaciju bez promens zapremine. Pri
takvoj deformaciji relacija (4.10) tvrdi da je devijator napona proporcicnalan de-
vijatoru tenzora infinitezimalne deformacije. U specijalnom slu¢aju, kada je

Ezy # 0, a sve ostale komponente tenzora E jednake nuli, bice

T,, = 2uE,, (4.16)
dok su ostale kompenente tenzora T jednake nuli. Zbog toga se u naziva modul
smicanja ili modul krutosti. U inZenjerskoj praksi obelezava se sa G, tj., u = G.

Za izotropne materijale za koje su modul smicanja u i zapreminski modul K

razliciti od nule Hukov zakon mozZe biti lako refen po E. U tom sluaju iz (4.3)
i (4.9) dobijamo da je

E=l[——’1——(zrr)1+ T]. (4.17)
2u 3+ 2p
Specijalno, kada je

T=1t(n®n) (4.18)

tj., kada je ret o jednoosnom zatezanju veli¢ine ¢ u praveu jedini¢nog vekiora s
(4.17) postaje
E:é[n®n—v(e®e+f®f)] (4.19)

gde su e i f bilo koja dva medusobno ortogonalna vektora u ravni normalnoj na n,

= i
E=,u(3l L 2u) . A

. —————, (4.20)
A+p 2(A+w

Iz (4.19) se vidi da konstanta E predstavlja odnos izmedu primenjenog napona
zatezanja i njime izazvanog istezanja materijala. Zbog toga se konstanta E naziva
modul elasténosti ili Jungov (Young) modul. Modul » je odnos izmedu poprenog
skra¢enja prema uzduZnom istezanju; naziva se Puasonov (Poisson) koeficijent.

Ponekad je korisno znati, koriste¢i (4.10) i (4.20), sledece relacije izmedu
koeficijeneta 4, p, K, Ei»
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7= 2uv Ly _ 3Kv
1 —2» (I+»{1—2) 149
__ ALl —2) E
B % 2(L4+%)
N o — 2, *A*f: !
A+ p A+2u 1—v»

3K =31 +42u = 8 .
1 —2»

Pomoéu ovih relacija mcguce je (4.17) izraziti u oblika

(4.21)

~ 1
Egg = E [Tax — 7 (Tor + Tarar)]

(4.22)
o~ 1+ 1
EKL: E Tye =;TKL (K#LiM):

i

koji se Cesto Kkoristi.

Vrlo je vazno naglasiti da je, prema nasem opftem opredeljenju iznetom u
odeljku 6 glave VI, elasti¢no telo homogeno. Zbog toga su tenzor elasti¢nosti L,,
moduli 4, g, K, E 1 » konstantni. U slu¢aju nehomogenih tela njihova vrednost
se menja u funkciji polozaja ¢estice X u telu 73.

5. LINEARNA ELASTODINAMIKA

Iz (3.1) sledi da je za polje pomeranja eu

Fl=(T+cHy'=I—¢c¢H+ 0(e?
odakle se dobija
Fil=I—H (5.1)

kada je posmatrano pomeranje # infinitezimalno.

Koristeéi ovaj izraz, (4.1), kao i (4.11) u izrazu za Piola-Kirhofov tenzor
prve vrste
T,=JT(F1)”

dobijamo da je u slucaju infinitezimalne deformacije ‘
T oa i LBl (5.2)
Tada osnovne jednadine polja linearne elastodinamike glase
Div Ty + ¢of = eoit’
T, = L[E] (5:3)

E %(Vﬂ + Vu)

I

gde je Y/ u gradijent polja pomeranja u odnosu na materijalne koordinate tj.,
Vu = Grad u.
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Zakon balansa koli¢ine kretanja je identi¢ki zadovoljen s obzirom na (3.14),
ti., s obzirom na simetri¢nost tenzora elasticnosti L, i (5.2).

U jednaginama (5.3) gustina metrijala se pojavljuje preko njene vrednosti
u referentnoj (pocetnoj) konfiguraciji g, za koju pretpostavljamo da je poznata.
Tada zaken balansa mase izraZzen u obliku

pdet F = g, (6.9.13)
otigledno ne mora biti uklju¢en u sistem jednacina (5.3) u cilju odredivanja polja
u, E i T, za zadato polje zapreminske sile f.

Mi dalje pretpostavljamo da je telo 73 ograni¢eno i g, neprekidno u “A.
Dezfinicija: Neka je skup polja {u, E, T.} neprekidan u V u svakom

trenutku t € [0, t,) (u daljem V x[0, t,)), pri éemu je u< C* i neka (5.3)
vagi za polje f definisano nad V %[0, t,).

Onda {u, E, T,} nazivamo elastiéni proces koji odgovara dejstvu sile f.
Pretpostavimo takode da je
tr(L,[E1E)>0  za svako E # O (5.4)
ili
LemE B =0  ako nije By = 0. (5.4a)
Druké&ije redeno, pretpostavimo da je tenzor elasti¢nosti L, pozitivno definitan.
Pokazace se da su simetri¢nost 1 pozitivna definitnost tenzora L, i dovoljni uslovi

egzistencije jedinstvenog reScnja meSovitog problema linearne elastodinamike za
koji je

Sl. 53
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Poznato: polje gustine gy, tenzor elasti¢nosti L,, polje zapreminske sile f na
V%[0, z,), polije pomeranja # na S, %[0, z)), polje poéetnog pomeranja u, na
7B i poCetna brzina v, na ‘A; grani¢na povrs tela B je S i za nju vazi S =S, U Sy
(sl. 53).

Trazi se: elastini proces {u, E, T;} koji odgovara sili f i koji zadovoljava
pocerne uslove:

u (X, 0) = u, (X)
u (X, 0) = u, (X) (5.5)
za svako Xe€ B, i granicne uslove

u=d4 na S, x[0,z)
(5.6)
T:N=p na S;x[0,t,).

Elasti¢ni proces sa ovim osobinama nazvaéemo refenjem meSovitog problema.

Teorema o jedinstvenosti refenja meSovitog problema

Ako je L, simerricno i pozitivno definitno 1 0y > 0 onda postoji najvise
jedno reSenje mesovitog problema,

Dokaz se zasniva na pomo¢nom rezultatu koji iskazujemo lemome:

Neka je L, simetriéno. Neka je {u, E, Ty} elasticni proces koji odgovara
zapreminskoj sili f. Tada je

[ TaN-ddd + [ eof - dV = [UE)+ K@, (57)
S v

gde je
U (E) = | r (BL, (B} av (59)
14

1 naztva se energia deformacije.

Dokaz leme. Koristedi simetri¢nost tenzora L, relaciju (5.2) koja povla&i simetrié-
nost Ty i teoremu o divergenciji, moguce je pokazati da jc

[ Div Ty dt AV = [ [Div (Teit)—tr Tp V] dV
Vv Vv

= [ Tati-NdA — [ or (T, i) dV
S Vv

= [ T.N - iidA — [ tr (EL, [E]) V.
Ry Vv
Kako je

% or (BL, [E]) = -;— or (EL, [B] + EL, [(E))= v (BL, [E))
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bi¢e, s obzirom na (5.8),

[ Div T, adV = [ T,N-itdA —i—IJ'erL,,[E]dV
Vv s d£2V

= [ TN - i dA — G (E).
S
Takode je
[ DivTy-adV+ [ oof adV=[ggii-udV
Vv V 14

_ 4L ey
dr 2 i
= K (u).
Iz ova dva poslednja izraza sledi (5.7). [

Posledica leme. Neka je L, simetriéno i n.ka je {u, E, T} elastican
proces koji odgovara zapreminskoj sili f = 0. Pretpostavimo da je TpN - %t =
=0 na "A. Onda je ukupna energija linearnog elastitnog tela konstantna, tj.,

9 (E) + K (#) = const. (5.9)

Na osnovu ovog rezultata se mozZe zakljuditi da je, u sluéaju kada elasti¢ni
proces po¢ne od nedeformisanog stanja u kome je telo u stanju mirovanja,
1j. u kome je

E(X,0)=0; #(X,0)=0, (5.10)

ukupna energija u pocetnom trenutku jednaka nuli, pa je
UE) + K (#) =0 (5.11)

v
za sve infinitezimalne deformacije E i re [0, 7).

Sada moZemo preéina dokaz teoreme o jedinstvenosti reSenja meSovitog prob-
lema :
Pretpostavljamo da postoje dva re$enja. Tada njihova razlika, koju ¢emo ozna-

¢iti sa {u, E, T}, predstavlja elasti¢ni proces koji odgovara zapreminskoj sili
f =0 i pocetnim uslovima

u(-,00)=u(,0=0 (5.12)

i za koji je
u =0 na S, x[0, 1), T.N =0 na Sgx[0, t,). (5.13)
Tada vazi (5.10) pa prema tome i (5.11) za svako € [0, ;). Takode su i kineti¢ka

energija i energija deformacije nenegativni jer je gg > 0 i r EL,[E] > 0. Tada
iz (5.11) zakljuéujemo da je

%(&):-;_feoa-aw=o
v
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odakle sledi da je = 0 na ¥V x[0, t,). Medutim, kako je %, prema (5.12),, v po-

¢etnom trenutku jednako nuli, bice
u=0na Vx[0,z)- ]

Primenimo ovde izvedene rezultate na slu¢aj Hukovog tela. Za to nam je
potrebna relacija

Div (2E) = Div Grad u + Grad Div u .
= Awu -+ Grad Div u (5.14)
Koriste¢i ovaj izraz, (5.2), (4.3) u (5.3); dobijamo jednadinu
pA\u + (A + w) Grad Div u + pof = 0y, (5.15)

koja se naziva Navijeova (Navier) jednalina.
Koriste¢i identi¢nost

RotRot # = Grad Divu — Aun (5.16)
mozemo Navijeovu jednalinu napisati u obliku
(A + 2u) Grad Div # — p Rot Rot # + gof = g,ii (5.17)

koji je u izvesnim dinami¢kim problemima pogodniji za reSavanje.

U sluéaju Hukovog tela nejednakost (5.4), kojom se definise pozitivna defi-
nitnost tenzora elasti¢nosti, glasi, s obzirom na (4.6),

A(er E)? + 2u (or B2) > 0. (5.18)
Ova nejednakost se, koriste¢i (4.8), moZe izraziti u ekvivalentnom obliku
(A + %p)(zr'ﬁ)z + 2utrE? > 0. (5.19)
Posto se tr E i irE mogu zadavati nezavisno onda (5.19) vazi za svako
E;&Oakoisamoakoje '

w0, K=3’+-§—,u>0, (5.20)

tj. ako i samo ako su modul smicanja i zapremmskl modul pozitivni. Iz (4.21) se
vidi da je

E . E
p=—-—- i K=—"—"—
2(1 +9) 3(1 —2)
$to nam omoguéuje da se (5.20) izrazi pomoéu ekvivalentnih uslova

E> 0, —1<»<%. (5.21)

U stvarnosti nisu poznati materijali za koje je » negativno.
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VIII TERMOELASTICNI I HIPERELASTICNI MATERIJALI

1. TERMOELASTICNI MATERIJALI

Do sada izloZena konstitutivna (mehanicka) teorija zanemarivala je toplotne
efekte. Konstitutivna teorijakoja te efekte uzima u obzir naziva se termodinamicka
konstituriona teorija. U opStem slucaju ova teorija je vrlo sloZena. Zbog toga
se ovde zadrZzavamo samo na nekim elementima termomehanike prostih materijala.

Za dovol]no malu okolinu Cestice X, pod pretpostavkom da su jednaline
kretanja i temperature svih njenih tataka X e —/4/(X) diferencijabilne, relativno
kretanje i temperatura mogu biti aproksimirani sa

x(X,7) —x(X,7) ~ F(X,71)dX (6.5.1)

0(X,7) =~ G(X,r).-l— G(X,7)dX
~ 0(X,7) + g (X, 7)dx (1.1)

gde su G (X, 7) i g (X,7) istorija gradijenta temperature u odnosu na materijalne
i prostorne koordinate respektivno, 1.,

G (X, 7) = Grad 0 (X, 7) = 0 ,GX

(1.2)
g(X,7)=grad 0 (X, 7) = 0,8"
a
Tty A & 85500, (6.4.4)
Iz (1.2) se vidi da je
G(X,7)=F"(X,7)g(X,7). (1.3)

Za materijale, Cije je reagovanje u posmatranoj ¢estici X u datom trenutku
vremena ¢ odredeno istorijom gradijenta deformacije u odnosu na neku referentnu
konfiguraciju, istorijom temperature i gradijenta temperature te Cestice, kaZzemo
da su rermodinamicki prosti materijali.
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Nas ¢e prvenstveno interesovati termoelastiéni materijali koji su definisani
slede¢im termodinamickim konstitutivnim pretpostavkama.

Py S ~ FaN
Postoje funkcije reagovanja T (X, 1), e (X, 1), g(X,1) i n(X, ) koje su
funkcije gradijenta deformacije F (X, t) temperature 0 (X, 1) i gradijenta
temperature G (X, t) a kojima su odredeni napon, unutra$nja energija,
vektor toplotnog fluksa 1 energija u Cestici X u rrenutku vremena t relacijama

T (X,1) = T[F(X,1), (X, 1), G(X, 1]

(X, 1) = [F(X, 1), 0(X,1), G(X, 1]
n (1.4)
q(X,0) =q[F(X,1), 0(X,1), G(X,0)]]

7 (X, 1) = [F(X, 1, 0(X,2, G(X, 0]

Kako su F i G uvek definisani u odnosu na neku referentnu konfiguraciju
NN AN AN

» sledi da su i funkcije reagovanja T, &, g, n zavisne od referentne konfiguracije.
One zavise, takode, eksplicitno od Cestice X ako je termoelasti¢ni materijal ne-
homogen.
U nekim slu¢ajevima pogodnije je umesto unutra$nje energije ¢ koristiti slo-
bodnu energiju p koja je definisana relacijom
py=¢—0p (5.12.16)
Tada je

T = T(F, 0, G)
T})=1P(F,9,G)
~ (1.5)
q=4q(F0,G)
n = 7 (F, 0, G)

gde smo radi jednostavnosti obeleZavanja izostavili pisanje zavisnosti F, 0 i G
od X i koja se dalje, sve dok se drukéije ne kaZze, podrazumeva.

Sigurno je da konstitutivne jednacine (1.5), s obzirom na na¢in kako smo
do njih dosli, zadovoljavaju princip koordinatne invarijantnosti, princip ekvipre-
zensa, princip determinizma i princip lokalnog dejsiva; one moraju zadovoljavati

i princip materijalne indiferentnosti. Taénije, funkcije reagovanja i’\, ;v\, E i ;q\ moraju
zadovoljavati relacije
QT (F,0,G)Q” =T (QF, 0, G)
-~ A
v (F,0,G) =y (QF,0,G)
P ~~
QQ(F:B: G) ZQ(QFJ o, G)

7 (F, 0,G) = 7 (QF; 0, G)

za svako regularno F, za svako 6 > 0, svako G i svako ortogonalno Q.

(1.6)
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2. OGRANIﬁEN_[’A KOJA NA TERMOELASTICNE MATERIJALE
NAMECE DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE

Veé smo ranije videli (odeljak 1, glava VI) da je za preciziranje termodinamic¢-
kog procesa doveljno propisati skup veli¢ina {x, T, v, g, %, 0}. Zato radi defi-
nisanosti kazemo:

U slubaju rermoelasticnih materijala termodinamicki proces je dopustiv
ako je kompatibilan (saglasan) sa konstitutivmim jednaéinama (1.5) u svakoj
Cestici X tela 1 za sve vreme t,

Na osnovu toga moZemo dokazati staw:

Swvakom izboru funkcije kretanja x — x (X, ) 1 raspodele temperature
6 =10(X,1), (X€B, a <t <b), odgovara jedinstevm dopustiv termo-
dinamicki proces u “B.

Dokaz: Neka su x =x (X, 1) i 6 = 0(X, ) funkcije definisane za svako
t<[a, b] i X< B. Onda je sigurno poznato i G = Grad 0 (X, ¢). Na osnovu (1.5)
odredenisui T, ¢, g, nzat< [a, b] i za svako X & 78. Alitadasunad 7B odredena
polja ox, div T, T : D, div g, ¢ pa prema (5.12.16) i £. Za tako odredena polja
uvek moZemo izabrati fi 4 tako da prvi Kosijev zakon (4.8.17) i prvi zakon termo-
dinamike (5.4.13) vaze. Sta viSe, tako odredena polja f1 % su jedinstvena. [

Na csnovu ovog stava moZemo dokazati lema:

Neka je (Fy, 04, G,) proizvolina tatka u domenu definisanosti funkcija
NN VN N

reagovanja T, v, q 1 1 za Cesticu X, S B koja u rrenutku 1y zauzima polofaj
X,. Neka su A, a i o proizvolian tenzor, proizvoljan vektor i proizvoljan
skalar respektivno. Tada postosi dopustiv termodinamicki proces za svako X
u okolini Cestice Xy u B u nekom intervalu [ty, ty + 0] za koji je

F (X, t,) = Fy; F(Xp 1) =4
0 (Xo, o) = 0o; 0(Xp, tg) =& 215
G (X, ty) = Gy; G(Xyt)) = 4.
Dokaz: Posmatrajmo kretanje i raspodelu temperature koji su definiszni sa
x (X, 1) = Xp + [Fo + (¢ — 1) 4] (X — X,)
0(X,0) =0, +a(t—r) +[G, + (t — 1) al (X — X,)

za svako X u okolini X, 8 i # = ¢, dovoljno blisko z,. Tada pestoji takvo d = 0
tako da je za svako t€ [ry, rp + 6]

det [Fy + (t — 2,) A] # 0

(2.2)

Op + o (z — 1) + [Go + (z — 1) a] (X — X;) > 0
za svake X u nekoj okolini &estice X, € 3.

Na osnovu prethodno dckazanog stava, tako izabranim funkcijama x (X, )
i 0 (X, t) onda odgovara neki dopustivi termodinamic¢ki proces u okolini ¢estice X,
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za LE [ty, p + 6]. Lako je proveriti da x (X, ) i 0 (X, ) dati sa (2.2) imaju sve
osobine (2.1) u Xo€B za t=t,. [

Mi dalje zahtevamo da drugi zakon termodinamike takode vaZzi za sve dopustive
termodinamicke procese. Ovaj zahtev povlali za sobom izvesna ograni¢enja na
funkcije ponadanja. Za njihovo izvodenje Kkoristicemo entropijsku nejednakost u
lokalnom obliku (5.14.102).

Kada se u tom izrazu, koristec¢i (1.5), zameni

o /\T . ~ N .
¥ = tr [ygF] +v,0 +y6G (2.3)
i, pomoc¢u (3.8.24) i (3.8.25), odredi (voded¢i ratuna o simetri¢nosti tenzora T)
T:D=uTD = (FTF) (2.4)

dobijamo posle sredivanja ¢lanova disipativhu nejednakost u obliku
ir {[FT (F, 6, G) — apE (F, 0, G)] F} —
— 0 [we (F, 0, G) + 7 (F,0,G)] 0 — (2.5)

_ dwall. b, G)-G+7;—-E(F, 6,G) g >0.

Teorema 1: Disiparivna nejednakost (2.5) je zadovoljena za svaki dopustiv
termodinamicki proces ako 1 same ako:

NN AN

a) funkeije reagovanja vy, T i 1 ne zavise od gradijenta temperature, tj.,

~ s e
py=y(F,0), T=T(F0), n=n(F0); (2.6)
b) napon 1 energija se odreduju pomocu slobodne energije preko naponske
relacije
T = oFyg (F, 0) 2.7
odncsno entropijske relacije
n = —y, (F, 0); (2.8)
¢) toplotni fluks zadovoljava nejednakost toplotnog provodenja
q(F,0,G)-g >0 (2.9)
ili
gde je, s obzirom na (1.3),
q(F,0,g) = q(F, 0, F" g). (2.11)

Dokaz: Neka vazi (2.6—9). Tada je (2.5) zadoveljeno za svaki dopustivi
termodinamicki proces.

Obrnuto, neka je (2.5) zadovoljeno za svaki dopustivi termodinamicki proces
u svakoj Cestici tela 7A.
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Tadaje (2.5) zadovoljeno i za dopustivi proces dat sa (2.2) tako daza proizveljno
X, B u trenutku z, {2.5) postaje, s obzirom na (2.1),

Pt
tr {[FgT (Fy, 6,, Gy) — Qo‘PF(Foa 00, Go)] A} S
— 99 [ws (Fo, 0o, Go) + 1 (Fo, 0y Go)] 2 —

A~ |
— 0oy (Fo, 04 Go) - @ + E‘ q (Fy, 0y, Gy) - gy = 0.

0

Otigledno je da je ova nejednakost linearna po 4, @ i « i za njihov proizvoljan,
izbor njima odgovarajuéi keeficijenti u toj nejednakesti moraju biti jednaki nuli, tj.

A~
T (F,, by, Gy) = QOFOTP;' (Fy, 09, Go)
~ ~
7 (Fos o5 Go) = — W, (Fys 605 G,) (2.12)

ve (Fy, 0y, Gy) = 0.

Tada se entropijska nejednakost svodi na
g (Fy, 00, Gy) - gy =0 (2.13)

q (Fo; 0y, 80) " 80 = 0 (2.14)

ili
s obzirom na (2.11).

Pogto smo X, i ¢, birali proizvoljno, onda (2.12—14) vaZi za svako X€'5 i
svako r. Tada se (2.12—14) svodina (2.6 —10). [J

Na osnovu ove teoreme moZzemo dokazati stav.

Proi zakcen termodinamike (5.4.13) za dopustive termodinamicke procese
u termoelasticnom materijalu mofe biti izragen u obliku

o0n = div q + ph. (2.15)
Dokaz: 1z (2.3), (2.6), i (2.8) se dobija da je
§ = or [ypFl — 0l
aiz (2.4) i (2.7) i ovog izraza
T:D=yp zra;ﬁ
= o9 + eno.
Takode je, s obzirom na (5.12.16),
p=¢—0n—04
tako da je
T:D = ¢ — 0b1.
Smenom ovog izraza u (5.4.13) dobijamo (2.15). [

Definicija: Za dopustivi termodinamicki proces kaZemo da je izentropski

ako je n = 0. :
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Teorema 2: Dopustivi termodinamicki proces je adijabatski, 1j.,
divg + 0h =0 (2.16)
ako 1 samo ako je izentropski.
Dokaz teoreme neposredno sledi iz (2.15). []

Pri reSavanju konkretnih zadataka termoelastiénih materijala ¢esto se koristi
prvi zakon termodinamike u obliku

0,07 = Divq + 0ok (2.17)
koji se dobija iz (2.15), (3.13.4), i (4.7.9).

3. POSLEDICE NEJEDNAKOSTI TOPLOTNOG PROVODENJA
I PRINCIPA MATERIJALNE INDIFERENTNOSTI

Posledice nejednakosti toplotnog provodenja

Na osnovu teoreme 1 prethcdnog odeljka disipativna nejednakost (2.5) se,
u slu¢aju termoelastiénih materijala, svodi na nejednakost toplotnog provodenja

g(F,0,g) g2 >0. (2.10)

Ova nejednakost se naziva i Furijeova (Fourier) nmejednakost i identitna je sa
(5.13.12),. Sa fizickog stanoviSta ona predstavlja ¢injenicu da se toplota nikada
spontano ne prenosi sa hladnijeg na toplije telo. Pomoéu nje moZemo izvesti cdrz-
dene zakljucke u vezi toplotnog fluksa. U tom cilju ozna¢imo sa I funkciju defi-

nisanu izrazom
def

I=gqg-g (3.1

Ona predstavlja entropijsku proizvodnju usled provodenja toplote. Iz (3.1) i (2.10)
se vidi da je

I =1I(F0,g), (3.12)
da je nenegativno za sve dopustive termodinamicke procese i da je
I(F,0,0)=0. (3.2}

Pretpostavimo da je g neprekidno po g. Tada je i I neprekidno po g. Sta vise,
s obzirom na (2.10), (3.1) i (3.2), I ima minimum u g = ( tako da je

I, (F,0,8)|z=0=0. (3.3)
Koristeéi (3.1) u ovom izrazu dobijamo da je
g (F,0,0)=0. (3.4)

Time smo dokazali stav:
Toplotni fluks i$¢ezava uvek kada gradijent temperature i$éezava.

Sa matematickog stanovista to znaci da vektor toplotnog fluksa ima nuluu g =0
i da ga moZemo predstaviti, razvijajuci ga u Tajlorov (Taylor) red u okolini g = 0,
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u obliku

g=Fk(F,0) g+ 0(g (3.5)
gde je tenzorska funkcija drugog reda
k= gg (F,0,2)lg-0
Furijeova nejednakost (2.10) tada ima oblik
g k(F0)g+0(g*=>0
Ona vazi za svako g samo ako je
g k(F0)g=0 (3.6)

za svako g. Odatle sledi da je k (F, 0) pozitivno semi-definitno. Uobi¢ajno je da
sz takva tenzorska funkcija k (F, 0) naziva zenzor provodljivosti.

Znacaj dokazanog stava, tj., (3.4) se ogleda i u slede¢im njegovim posledicama
gr(F,0,0) =0, (3.7

g, (F,0,0) =0, (3.8)

koji se koriste pri linearizaciji konstitutivne jednacine za vektor toplotnog fluksa.
i) Furijeovu nejednakost (2.10) moZemo izraziti u ekvivalentnom obliku
g:-G=0 (3.9)

s obzirom na (5.7.9), (1.3) i (2.4.4). Koriste¢i (5.7.9) konstitutivou jednacinu (1.5)3
kso i &injenicu da je J = det F vidimo da konstitutivna jednacina vektora toplotnog
fluksa u odnosu na referentnu konfiguraciju glasi

q=gq(F 0 G). (3.10)

Na osnovu istog postupka i u slu¢aju Furijeove nejednakosti (2.10), moZemo
sada pokazati da je

q, (F, 6,0) = 0. (3.13)

$to je, kao i u slu¢aju vektora toplotnog fluksa g (F, 6, g), vrlo znacajno pri izvodenju
linearnih konstiwutivnih jedna¢ina. Specijalno, kada se g razvije u okolini G = 0
u Tajlorov red, dobijamo da je
g =K(F,0) G+ O (|G]?. (3.14)
gde K (F, ) mora zadovoljavati nejednaéinu
G-K(F,0)G=0. (3.15)

odakle sledi da je K pozitivno semi-definitan tenzor drugog reda. Keao i u slucaju
tenzora k naziva se renzor porovodljivosti.
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Posledice principa materijaine indiferentnosti

Prema (2.6) sto je posledica teoreme 1 odeljka 2, funkcije reagovanja /\, T i/f:;
ne zavise od G. Posledica toga je da se (1.6) svodi na relacije

¥ (F, 0) =y (QF, 0)
QT (F, 0) Q" = T(QF, 0) (3.16)
7 (F, 0) =7 (QF, 0)
o Qq (F, 6, G) = ¢ (QF. 0, G),

NN
koje ¢, T, 7 i g moraju zadovoljavati za svako regularno F, svako f > 0, svako G
i svako ortogonalno Q.

Kao i ranije, birajuci za Q ba§ R” dobijamo da je
v (F, 0) = p (U, 6) (3.17)
jer je, prema (2.5.14);,, R"F = U.

Fes
Nije teSko pokazati da funkcija reagovanja y (U, ) zadovoljava (3.16), za svako
oitogonalno Q i svako 0 > 0.

Na isti natin se pokazuje da je
n (F,0) = 7 (U, 0). (3.18)

Iz (2.8), (3.18) i (3.17) sevidi da %\(U, ) nije bilo kakva funkcija od U i 0 nego
funkcija koja je data relacijom

n (U, 0) = —y, (U, 8). (3.19)

Dalje je
T = RT(U,0) R (3.20)
s obzirom na identi¢nost oblika relacija (1.5) i (3.16),. Razlika je samo u funk-

P
cionalnoj zavisnosti T od @ $to ne uti¢e na postupak dobijanja redukovanog oblika
konstitutivne jednac¢ine (3.20) koja direktno sledi iz (1.6). Medutim, tako odredeni
s

tenzor reagovanja T (U, 0) nije proizvoljna funkcija svojih argumenata jer u slucaju
termoelasti¢nih materijala tenzor napona T mora zadovoljavati relaciju (2.7).
Zbog toga se za dobijanje konstitutivne jednacine za napon moZe cdmah koristiti
(3.17) u (2.7). Medutim, za izratunavanje izvoda pc F pogodnije je umesto desnog
tenzora izduzenja U koristiti Ko8i-Grinov tenzor C jer je C=U? = F” F. Tada
(3.17) mozemo pisati u obliku

v (F,0) = (U,0) =7 (C*,6) = v (C, 6) (3.21)

Primenjujuéi na (3.21) definiciju unutradnjeg izvoda (vidi Dodatak) i vodedi ratuna
0 simetri¢nosti tenzora € imamo

ir [ (F, 0) 4] = s [pc(C, 0) (A7F + F*A4))
— 2r [pc (G, 0) FTA4] (3.22)
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Posto ova relacija mora da vaZi za proizvoljan tenzor A4 sledi da je

V= (F, 0) = 2yp¢(C, 0) F~. (3.23)

Koristec¢i ovaj izraz u (2.7) dobijamo konstitutivnu relaciju za napon

T = 20Fyc(C, 0) F7. (3.24)

Vrlo je vaZzno uoditi da je tako dobijeni tenzor napona T simetri¢an $to se ne moze
zakljuciti iz (2.7). Prema tome, kao posledica primene principa materijalne indi-
ferentnosti na (2.7) zakon momenta koli¢ine kretanja (4.8.18) je identicki zadovoljen.

Isti zaken se pomocu Piola-Kirhofovog tenzora izraZava sa (4.9.21), u kome
je sada, s obzirom na (4.9.8a) i (3.24),

T, = 20,Fy. (G, 0). (3.25)
U slutaju toplotnog fluksa iz (3.16), na isti nadin se pokazuje da je
q= R/é\(U, 0, G) (3.26)
ili
g=Fq(U,0,G) (3.27)

kada se uzme u obzir da je R = FU'. Ponovo koriste¢i C — U? moZemo prethodnu
konstitutivhu jednacinu pisati u obliku

g = Fq(C,0,G). (3.28)

Sumiraju¢i ovde navedene rezultate vidimo da konstitutivne jednacine
N N
y (F, 0) = v (C,0),

T (F, ) = 20Fyc(C, 0) F,
2 - (3.29)
7 (F, 6) = —y, (C, 6),

~ 5
q(F, 0, G) = Fg(C, 0, G)

zadovoljavaju (3.16) za svako regularno F, svako 6 > 0 svako G i svako ortogo-
nalno Q. Zbog toga (3.29) predstavlja skup najopstijih konstitutionih jednacina ter-
moelasticnih materijala.

i) Ovaj skup konstitutivnih jednacina nije jedini moguci s obzirom da postoje
i njima ekvivalentni redukovani oblici. Primer toga su konstitutivne jednacine
{3:17), (3.19) 1. (3-26).

Drugi pogodni redukovani oblici dobijaju se kada se umesto desnog Kosi-
-Grinovog tenzora deformacije € kao nezavisno promenjiva veli¢ina uvede Lagran-
Zov tenzor relativne deformacije E relacijom

2E=C—1I (2.7.11)
U tom slucaju je

$(C,0) =y (E—1I 6) = p(E, 0) (3.30)
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4(C,0,6)=gQRE—1, 0, G) =q(E0,G). (3.31)
Iz (3.30) i (2.7.11), se lako pokazuje da je

~ 1 ~
U’C(CJ 6) = '5‘ 'PE(E: 0), (332)

tako da sada (3.25) moZemo pisati u obliku

Tr = 0 Fyg (E, ). (3.33)
Iz (3.31), (3.32) i (3.29) odmah dobijamc

v (F, 0) = (E, ),

T (F, 0) — oFypg (E, 0),
(3.34)

1 (F, 0) = —v, (E, 6),
4(F, 0, G) = Fg (E, 0, G).
Njima odgovarajuci ekvivalentni sistem redukovanih konstitutivnih jednacinaje
v =y (E0),

T, = 0,Fyg(E, 0),
(3.35)

7. = 'ﬁaa (E, 0),
qg—=9q (EJ 6: G)

I drugi pogodni redukovani oblici konstitutivnih jednacina se izvode i koriste
pri refavanju ili analizi pojedinih problema termoelasti¢nih materijala.

4. RAZNA TERMODINAMICKA RAZMATRANJA

i) Iz (5.12.16) i (2.8) se vidi da unutra$nja energija zadovoljava konstitutivou
jednadinu oblika
(F, 6), (4.1)
gde je

©(F, 6) = 9 (F, 6) + 07 (F, 6). (4.2)
Oznadimo sa C (F, 0) veli¢inu /s\,, (F, 0), tj.

C(F, 6) ="z, (F, 0). (4.3)

'Tako definisanu veli¢inu C (F, ) nazivamo specifina toplota pri konstaninoj
deformaciji.
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1z (4.2) i (4.3) se vidi da je
= C (F,0) = p, (F, 6) + 7 (F, 0) + 07, (F, 6)
1
C (F, ) = 07, (F; 0), (4.4)
s obzirom na (2.8).
Dalje ¢emo pretpostaviti da je

C(F,0)>0 (4.5)

za svako (F, 0). Posto je 0 > 0, iz (4.4) i (4.5) sledida je /1; (F, 0) glatka invertibilna
funkcija po 0 za svaki izbor F. To znaéi da je mogude izraziti 0 kao funkciju od #, tj.

0 = 0 (F, 7), (4.6)
$to nam omogucéuje da konstitutivne jednadine (2.6) i (1.5); piSemo u obliku
e =¢(F, n),
T =T (F, 7),
_ (4.7)
6 = 6 (F, ),
q=4q (F,n,G),
gde je, npr.,
- -~ e
e(F,n) =¢[F, 8(F, n)]. (4.8)
Takode je, s obzirom na (5.12.16),
i ™ —_ —_—
e (F,m) =y [F, 0(F, 9] + 70 (F, n) (4.9)
odakle se dobija
. ~ A= =
&r = Yr 1+ v30F + n0F
(4.10)

- PN -— -
g, = wbl, + 0 4+ nb,.

Iz ovih izraza, (2.7) i (2.8), lako je pokazati da (4.7) meZemo pisati u obliku

&= E (F’ 7?):
T = oFeL(F, n),
(4.11)
0 =k, (F, n),
s obzirom da je
£¢(F, n) = pr(F, ). (4.12)
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Saglasno sa principom materijalne indiferentnosti konstitutivne jednadine
{4.11) moraju biti nezavisne od posmatraca. To znaCi da mora bit

& (QF, n) = & (F, ),
T (QF,n) = QT (F, 1) Q",
0 (QF, n) = 0 (F, ),
q (QF, 7, G) = Qg (F, 7, G)

za svako regularno F, svakc f > 0, svako G i svako ortogonalno Q.

S obzirom na (4.11) kao i na identi¢an oblik relacija (4.13) i (3.16) odmah
se moze zakljuciti da skup konstitutivnih jednacina

£ (F,n) =5_(C= n)s
T (F,7) = 20Fz, (C, 0) F"

(4.13)

i (4.13a)
0 (F, 1) = £,(C, 0),
g (F, 1, G) = Fg (C, 0, G),

identi¢ki zadovoljava (4.13), pa prema tome, takode predstavlja opste komstitutione
Jednacine termoelasticnog materijala.

if) U slutaju nestisljivog termoelastiénog materijala konstitutivna jednadina
za napcn (2.6), se zamenjuje jedna¢inom

T = —pI + T, (F, 0) (4.14)

gde je p neodredeni hidrostati¢ki pritisak. Tenzor T je odreden samo gradijentom
deformacije koji zadovoljava- uslov nestigljivosti

det F=1ili r D=0. _ (4.14a)
Na osnovu toga sledi da deo napona koji karakteride hidrostaticki pritisak ne dopri-
nosi nista ¢lanu ¢r T D, pa prema tome ni entropijskoj nejednacini. Tada entropijska

nejednadina namece ogranic¢enja samo na Ty na nacin koji je iznet u prethodnom
odeljku za ukupan napon.

iii) Razmotrimo sada slulaj termoelasticnog fluida. Generalifemo konstitu-
tivnu jednacinu za elastiCni fluid Cinedi sledece konstitutivne pretpostavke

T= —po,0,8)1

Y
v =1v(00,8)

(4.15)
n=17/(09:8)
Fas
q= Q(Q: B:g)
Iz (4.15), se vidi da je
P = o TP ~ 5
V=190 + 0 +yg 8 (4.16)
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Takode je
o TD= —per D=2, (4.17)
0

kada se iskoristi jednac¢ina kontinuiteta (3.13.9), u cbliku
o+otrD=0. (4.18)
Smenom (4.16—17) u (5.14.102) i pogodno grupisuéi ¢lanove dobijamo

(—Q%Jr%) e—o(yo+mb —oye g+ TR =0,
odakle sledi da je, koriste¢i teoremu 1, odeljka 2,
P = 0%,

Fal

N = —Pe
(4.19)

Y =0,

g-g=0

1z (4.15) 1 (4.19) se odmah moze zakljuditi da konstitutivne jednadine za napon,
specifi¢nu slobodnu energiju i specifi¢nu entropiju zadcvoljavaju princip materi-
AN

jalne indiferentnosti. Isti princip zahteva da funkcija reagovanja g vektora toplotnog
fluksa zadovoljava relaciju

N ~
Qq (Q: 0: g) =4q (9: 6: Qg>= (420)
za svako p > 0, 0 > 0, svako g i svako ortogonalno Q.

Na osnovu teoreme o reprezentaciji izotropnih vektorskih funkcija [vidi Do~
datak (10.8.37)] onda sledi da je

qg=~Fk(e0,8)8, (4.21)
gleje g =g-g. Iz (4.21) i (4.19) se vidi da je
k(o,0,8) =0. (4.22)

Prema tome, u navedenom slucaju, konstitutivne jednacine termoelasti¢nog
fluida glase

p =0 0),
T = —p(0,0)I= —o%y, (0, 0)1,

n = —p (0, 0),
g=~Fk(0,8)g, k=0

Sli¢ne relacije dobijamo ako razmenimo uloge 6 i 7, odnosno v i e.

(4.23)
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5. IZVODPENJE LINEARNE TEORIJE TERMOELASTICNOSTI

Prethodno ¢emo sumirati neke izraze i rezultate koje smo do sada razmatrali
i izveli, a koji su nam ovde potrebni.

Potpun sistem jednadina polja u nelinearnoj teoriji termoelasti¢nosti u odnosu
na referentnu konfiguraciju = sastoji se iz:

zakona balansa koli¢ine kretanja

Div Ty, + 00 f = 0ot (4.9.22)
zakona balansa energije
0007 = Div g + 0ok, (2.17)
1 konstitutionih jednalina
v = v (E,0),
Tx = o Fyg(E, 0),
o (3.3523)
N = —v, (E, 0),
q = E(E: 9: G))
gde je
F=I14+Yu=I+1+H
2E = F°F — I (5.1)

G = Grad 6.

U slucaju kada je re¢ o polju pomeranja eu lako je pokazati, koristeéi (7.3.1), (7.3.2)
i (7.3.5);, da je

F,=1I+ ¢H,
~ (5.2)
E, = ¢E + O (&?).
Sli¢no tome moZemo pisati
0, =0, + &% (5.3)

gde je 0, uniformno polje temperature u referentnoj konfiguraciji a 9 polje razlike
temperature, tj.
'3' = 6 = 93. (5'4)

Takode je, s obzirom na (5.3) i uvedeni nacin obeleZavanja
G, = ¢ Grad § = e 5. ©(5.5)

Kao i u slu¢aju linearne teorije elasti¢nosti nas ¢e interesovati ponasanje odre-
denih polja u slu¢aju kada e —0. Takva polja su funkcija reagovanja u konsti-
tutivnim jednacinama (3.35) za koje pretpostavljamo da su neprekidne i diferen-
cijabilne funkcije skupa ili podskupa promenljivih (F, E, 6, G) u okolini (I, O, t,, G).
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Njihova vrednost zavisi od izbora referentne konfiguracije. Primera radi: za F = I,
0 = 0,, E = O tenzor napona je odreden relacijom

To = ove (B, 0)s-0= T» (0; fo). (5.6)

Tako odreden tenzor Ty (0,6, predstavlja rezidualni ili zaostali napon pri
uniformnoj temperaturi, tj. napon koji bi telo imalo kada bi se zadrZalo u referentnoj
konfiguraciji na uniformnoj temperaturi 0,. U slu¢aju kada je referentna konfi-
guracija prirodna konfiguracija, napon je jednak nuli, tj.

Ty (0, ) = 0095 (E, 0) [5-0= O. (5.7)

16=0,

Pretpostavke o postojanju prirodne konfiguracije i uniformne temperature su pre-
sudne pri izvodenju klasi¢ne teorije termoelasti¢nosti.

Za pomeranje e i polje temperature &9 imamo sada

e (E, 0) = ppleE + O (&), 0, + 9]

2y\| = ey
=&|(—}| El+ [—=)._o% 5.8
[(aEZ)f:e?[ : (eE ao)f;s? ] >8)

tako da (3.5a), postaje

Ty = 0o (I + eH) pg [¢E + O (¢2), 0, + €]

= (L, [E] + M%) ¢ (5.9)
gde su
o2y
 —— (ﬁﬁ) Tff;j’ (5.10)
2\ |
N = gyl td (5.11)
¢ (6E ae) iy

U ovim izrazima = kao i ranije oznaava tatnost do na O (&%).

Analogno tome (3.35a), postaje
g (E, 0, G) = g [E + O (¢?), 0, + &9, V9]

= g (0, 04, 0) 42 {qg (E, 00, 0) | =0l E] + 5 (0, 0, 0) |y, % +4c (0, 0y, G) |g—0 V9}
(5.12)
Iz (3.10) i (3.35a) se vidi da je

q(F, 0, G) = q(E, 0, G). (5.13)
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Kao posledica relacije, (5.1) i (3.11) sledi da je
q(E 6,0)=0

gz (E,0,0) =0 (5.14)
dy (E> B: 0) == 0.
Smenom ovih izraza u (5.12) dobijamo
gde je
K = g5 (0,0, G)|g-o. (5.16)

Obelezavajudi dalje cu i &9 sa u 19 respektivno i analogno tome njima odgovarajuce
veli¢ine, mozemo (5.9) i (5.15) pisati u obliku

T, = L,[E] + (6 — 0,) M, (5.17)
g = KG. \5.18)

Izvr$imo kratku analizu ovih konstitutivnih jednadina. Relacija (5.17) predstavlja
Duamel-Nojmanov (Duhamel-Neumann) oblik Hukovog zakona. U njoj se ten-
zor Cetvrtog reda L,, kao i u slucaju linearne elasti¢nosti naziva renzor elastic-
nosti. Na nacin kako je definisan sa (5.10) vidi se da zadovoljava uslove (7.3.13)
i(7.3.14) i da prema tome ima, u opstem slucaju, 21 nezavisnu komponentu.

Tenzor drugog reda M, je, s obzirom na simetri¢nost tenzora E i (5.11),
takode simetri¢an. On predstavlja onaj deo napona koji je izazvan temperaturnim
poljem zbog Cega se naziva remzor temperaturnog napona.

Zaista, iz (5.17) se vidi da je
To=(0 —0)M, za E=0. (5.19)

S obzirom na simetri¢nost tenzora L, i M, iz (5.17) se takode moZe zakljuditi da
je prvi Piola-Kirhofov tenzor T, simetri¢an u linearnoj teoriji, tj.

T, =T (5.20)
Tenzore Tp i M, moZemo razmatrati kao vektore u nekom Sestodime¢nzionom
prosto, a L, kao simetri¢an tenzor drugog reda po prvom i drugom paru indeksa.
Ako je L, regularan tenzor,onda se moze rediti po E tako da dobijamo

E=4,[T] + (0 — 6) N, (5.21)
gde je
A, =L, (5.22)
N, = —d, [M,]. (5.23)
Iz (5.21) se vidi da je
E=(0—0)N, kadaje T,=O. (5.24)
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To znadi da tenzor N, odreduje deformaciju koja se javlja pri datoj raspodeli tempe-
rature za koju je napon jednak nuli. Zbogtoga se tenzor N, naziva tenzor termickog
Sirenja.

Dalje prelazimo na kratku analizu konstitutivne jednacdine vektora toplotnog
fluksa. Iz izraza (5.16) kojim je definisan tenzor toplotnog provodenja K ne mozemo
zakljuditi nikakva njegova simetri¢na svojstva. Ali zato, koristeéi (5.18) u Furijeovoj
nejednacini (3.9), mozemo zakljuciti da je on pozitivno semi-definitan.

U cilju kompletiranja klasi¢ne teorije potrebno je izvesti linearan oblik jed-
nadine balansa energije (2.17). Oé&igledno da nam je potrebno da izrazimo # u
navedenom sluc¢aju. Zbog tcga koristimo (3.35a); odakle dobijamo

7 (E, 0) = 7 [eE + O (&), 0, + e9] = —y, [¢E + O (¢?), 0, + &9]

62&; ’ 621,!)|
& i, (0, B — [n»( ) y {f Wk 3]. (5.25)
=l dE 30)|E=2 202 /8=2

S obzirom na nezavisnost parametara ¢ i ¢ iz (5.22) sledi

. - Aad
=—glae{ “ PN _EFi 5.26
" [ (aE aﬂ)jg";,,‘f a0? ,f;ef&] =5
Takode je
0007 = 00 (05 + £9) 7 [:E + O (¢%), 0, + &9]

&y | ey
e [t (aE ae)g - B 062 B= "a] S

oy
f&@u [Il" M E -+ Qo (662)LE B?B']

gde smo koristili (5.11).
Iz (5.2) i (5.3) se vidi dalje da je
E’,zag-l— o) i 6, = 9.

Zbog toga, kao i do sada $to smo radili, obeleZimo eEicdsa Eif respektivno.
Tada prethodnu relaciju moZemo pisati u obliku

0007 = —B tr MLE + cb, (5.28)
gde je po definiciji
)|
— (5.29)
i (aez)h‘i ﬂe

Tako definisana veli¢ina ¢ predstavlja specifinu toplotu.

307



Smenom (5.28) u (2.17) dobijamo slede¢i linearan oblik balansa energije

o = 8, tr ME + Div q + ooh, (5.30)
gde je g dato sa (5.18).
Time smo kompletirali klasi¢nu teoriju termoelasti¢nosti. Ili preciznije, jedna-
gine (4.9.21), (5.30), (5.17), (5.18) i E‘=%(Vu + YV u") odreduju osnovne
jednaline linearizovane teorije termoelasticnosti. Radi preglednosti navedimeo ih

Div Ty + oof = oqii
el = 6y 1r MKE.' + Div g + goh

T,=L,[E]+ (0 — 6,) M, (5.31)
q = KG

E= —; (Vu+ Vu?).

Vazno je ucciti da meterijalne funkcije L,, M,, K, ¢ i g, u op§tem slu¢aju zavise
od 6,. Takede mogu zavisiti i od poloZaja ¢estice X ako telo nije homogeno.

Zbog slozenosti odredivanja reSenja sistema jednadina (5.31) ¢ine se dalja
dodatna uproséenja. Navedimo dva od njih koja se &esto koriste. Prvo se zasniva

na zanemarivanju &lana 0, or M, E u jednacini balansa energije. U tom slucaju se
u jednadini za energiju javlja samo termicki uticaj zbog Cega je takva tecrija poznata
pod imenom mnespregnuta teorija linearne termoelasti¢nosti. Drugo upreséenje
se dobija zanemarivanjem c¢lana pyéi u jednacini balansa kolitine kretanja. Kao
rezultat tcga se dobija kovaszi-staticka teorija. U praksi se ova dva uproicenja
¢ine obi¢no jednovremeno.

6. TEOREMA O SNAZI I ENERGIJI

Izraz

jDiv TR-z';a'V:J’THN-ﬁdA —ftr(TRVit)dV, (6.1)
4 5 4

koji smo koristili u okviru dokaza leme odeljka 5 glave VII vazi u opstem slucaju.
Njegov dalji oblik zavisi od oblika konstitutivne jednaéine za T,. Tako se u sluaju
linearne teorije termoelasti¢nosti podintegralna funkcija zapreminskog integrala
desne strane moze kori$¢enjem (5.31), pisati u obliku

i (ToV #) = or (EL, [E] + 9 M, E)

_ _;_ di o (BL, [B]) + 9 tr ME, (6.2)
L

s obzirom na simetri¢na svojstva tenzora L, i M,, (5.31); i (5.4).
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Dalje se moZe, pomoc¢u (5.31),, pokazati da je

serxi::’:Bisé—ai(Divq + ooh)

0 0
AL PO N (9g) — g+ G + 0,94] (6.3)
20, dr 0,
—° 251 Div(sg) — G- KG + g ),
26, dt B .

gde smo koristili (5.4) i (5.31),.
Iz (6.2) i (6.3) se sada vidi da je

[ (T #)dV = (E, 9) — = [9q-Nd4
7 60 &

— L[ 084V +-- [ G+ KG aV, (6.4)
b, 7 0o iv

gde smo koristili teoremu o divergenciji i gde je

gp=1 [ {rr(ELx[E]) + 5 92l gy, (6.5)
2y 0o
Uvode¢i dalje oznake
s = T;N,
(6.6)
¢=q'N;

za povrSinski napon i toplotni fluks u referentnoj konfiguraciji, smenom (6.4) u
(6.1) dobijamo da ju

fDiv Tﬂ-ﬁdV:J‘sﬂdA—I—flff&gdA—GZZ
4 5 O 5

+— [edhdV —— [ G-KGdV. (6.7)
b0 v 0, v .

0
To nam omogucéuje da postavimo teoremu o snagi i energiji.

Neka je {u, E, T, %, G, q} termoelasticni proces koji odgovara dejstvu
spolinih termilkih i mehanilkih efekata datih skupovima wveliCina {h, g}
1 {f, 8} respektivno. Onda je

[s-aidA +jgof-i£dV+—1~J'q‘}gdA
5 Vv lE303

+-1—jgﬂahdvgijG-KGdV=g'7, (6.8)
0o v 0o v
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gde je F ukupna energija definisana izrazom
1 e o s
T=U+ K= | {go i i+ v (BL, [B)) +ei&2} av. (6.9)
i 0
Dokaz:

Veé smo ranije u okviru dokaza leme odeljka 5 glave VII pokazali da je
[ Div Ty @dV + [ gof - dV = /8
i v

§to vazi u opstem slucaju. Koriste¢i ovaj izraz u (6.7), dobijamo (6.8) i (6.9). []
Iz (6.8) sledi vrlo vaina nejednakost

gs-ddA—i—J'gof-ddV—’—if%}gdA
7 by 5

+ij9§}th~g >0, (6.10)
Bo VvV

s obzirom da je tenzor toplotne provodljivosti pozitivno semi-definitan. Ona nam
omogucuje da postsvimo sledeéu posledicu teoveme o snazi i energiji koja je
od sustinskog znacaja za egzistenciju jedinstvenosti refenja mesovitog problema
linearne termoelasti¢nosti.

Neka je {u, 'E, Ty, 9, G, g} termoelasticni proces koji odgovara dejstvu
spolinih termickih | mehanickih efekara {h, q} i {f, s} respektivno. Pret-
postavimo da je s =99 =0 na Syx[0,2,) i da je f=0, h=0 na
V %[0, ty). Onda je

TO<T0), 0<<y,. (6.11)

Grubo govore¢i ova nejednacdina tvrdi da totalna energija izolovanog tela opada
sa vremenom.

7. MESOVITI PROBLEM LINEARNE TERMOELASTICNOSTL
JEDINSTVENOST RESENJA

Pri refavanju osnovnih jednacina (5.31) linearizovane teorije termoelasti¢nosti
mi pretpostavljamo da su poznate wvelifine

1) zapreminska sila f i specifi¢na proizvodnja toplote 2 — neprekidni na
V<0, 20)5

2) poletno pomeranje #,, brzina v, i temperatura ¥, — neprekidni u V;
3) pomeranje R = neprekidno na S, X [0, t,);

4) povrsinski napon 5 = regularan na S, %[0, zp) i neprekidan po vremenu;
5) povréinska temperatura § — neprekidna na S; %[0, z,);

6) povrsinski toplotni fluks 2 — regularan na §,%[0, ¢,) i neprekidan po
vremenu.
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Pri tome pretpostavljamo da je § = S, U8, = S;US, i da su povr$i §; 1 S,,
odnosno, §; 1 §; komplementarne u odnosu na S.
Onda se mefoviti problem linearne termoelasti¢nosti sastoji u nalaZenju ter-

moelasti¢nog procesa {u, E, Ty, %, G, g} koji odgovara zapreminskoj sili & i
specifi¢noj proizvodnji toplote A i koji zadovoljava:

pocetne uslove
w(0)=u; %n(, =9, #(0)=8u ¥V,
graniéne wuslove
po pomeranju
u=1u na S; %[0, ry),
po ncponu
S=TN=S8 na S;x[0, 1),
po temperaturi
& =/~E\} na S; %[0, t,),
po roplotnem fluksu
g=q-N=7 na S;x[0, ).

Ako takav termoelasti¢ni proces postoji, onda se on naziva refenje meSovitog
problema.

Da je takvo refenje jednoznacno tvrdi feerema o jedinstvenosti veSemja meso-
vitog problema:

Neka je tenzor elastiénosti L, pogzitivno semi-definitan i neka je specificna
toplota pozitivna. Onda meSoviti problem ima najvise jedno reSenje.

Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva reSenja. Onda njihova razlika {u, E Ty,
%, G, g} odgovara pocetnim i grani¢nim uslovima koji su svi nule tako da je

(0 =u(,0=0, $(,00=0 uV (1.1)

s'u=g=4=9=0 na Sx[0, 1), f=0, h=0. (7.2)
Koristedi (7.2) i (6.10) u (6.11) dobijamo da je

g @@= % j‘goi& -2 + or (EL, [E]) + -65 92ldy < F(0), 0<t <1y (7.3)
v

0
Medutim, iz (7.1) i (6.9) se vidi da je
pa je prema tome i
g{t):o: 0t <y,
jer je o0, > 0, trEL [E] 0ic>0
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Kao posledica toga mora biti
=0, 9=0 na Vx[0,z).
Ali, kako je # jednako nuli u pocetnom trenutku, sledi da je

u=0 na Vx[0,z).
Znadi
{#, E, Ts, 9, G, g} = {0,0,0,0,0,0}. []

8. IZOTROPNI TERMOELASTICNI MATERIJALI

U slu¢aju izotropnih materijala tenzori L,, M, i K u konstitutivnim jedna-
¢inama (5.17) i (5.18) su izotropni. Preciznij.

L.[E) = A(tr E)I + 2uE
M, = ml (8.1)
K = kI

Skalari 1 i p su poznate Lameove konstante, m je modul temperaturskog napo-
na, a k — modul toplotne provedljivosti.

Tada osnovne jednaline linearne termoelasti¢nosti (5.31) postaju
Div T + oof = 0ot
e = m@otr;é' + Div g -+ gk
T, =A(r EYI+ 2uE +m(0 —6,) I
= kI

Razmotrimo neke specijalne slucajeve.

(8.2)

1z (8.2), sledi da je za izotropno telo napon jednak prizisku kada deformacija
i8éezava, tj.,

T, =m(0 —6,)I, kadaije E = O. (8.3)

Kako je u # 01 34 + 2u + 0 onda se (8.2), moze reiti po E tako da je

s 1 A
E=—T,— ——————(rTp)I+ a0 —0y)1, 8.4)
2u R 24 (37 + 2u) r Tp) a ( o) (8.4)
gde je
m
o= ——. 8.5
32+ 2u e

Tako definisano o nazivamo koeficijent termiciog Siremja. Uporedujuéi (8.4) sa
(5.21) vidimo da je u slu¢aju izotropnih materijala

N, = of. (8.6)
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Tada (5.24) postaje
E=a(0 —0)I kadaije Tp = O, (8.7)

tj., deformacija je jednaka dilataciji kada napon i§Zezava.

Pri re3avanju konkretnih problema, csnovne jednacine linearne termoelastic-
nosti (8.2) se izrazavaju preko pomeranja i temperature. Napisane u tom obliku
glase

uAw+ (A 4+ p) Y Diva +mN 9 + oof = o4,
(8.8)
EAS -+ ml, Div it + ogh = c¥,

gde je sada §7 =Grad, A=Div Grad i 9=0—0,. Ogigledno da je (8.8), diferencial-
na jednacing kretanja po pomeranju i temperaturi, a (8.8), spregnuta jednalina top-
lotnog provodenja.

Ovaj sistem jednac¢ina ima u sludaju meSovitog problema jedinstveno reSenje
na osnovu teoreme koja je dokazana u prethodnom odeljku.

9. HIPERELASTICNI MATERIJALI

U slu¢aju kada su termodinamicke promenljve ¢ ili % konstantne, tj., u sluc¢aju
kada je re¢ o izctermitkom ili izentropskom kretanju, naponske relacije (2.7) i
(4.11), odgovaraju ¢isto mehanickoj konstitutivnoj jednacini oblika

oo

axix

T= QFO'; (F), THY{= Q‘x?}(

(9.1)

O¢igledno da je (9.1) samo specijalan slucaj konstitutivne jednaéine (7.1.2) za
elasticne materijale. Radi definisanosti:

Elastiéni materyal &ija konstitutivna jednaéina ima oblik (9.1) nazivamo
hiperelastiéni materijal.

Prema tome, hiperelasticni materijal je onaj iji je funkcionel reagovanja izvod
skalarne funkcije po gradijentu deformacije. Skalarna funkcija o (F) se ¢esto naziva
funkcija enevgije deformacije ili nagomilane energije.

Saglasno tome iz (2.7) sledi da je u sluéaju prostih materijala u termickoj

ray
ravnotezi pri uniformnoj temperaturi funkcija energije deformacije jednaka .
Ona je jednaka funkciji &€ u sluCaju prostih materijala u termickoj ravnotezi pri
uniformnoj specifi¢noj entropiji $to sledi iz (4.11)..

S obzirom na simetri¢nost tenzora napona T iz (9.1) imamo
Fof (F) = op(F) F”. 9.2)
Ova relacija zajedno sa (4.9.8a) 1 (9.1) omogucéuje nam da dobijemo konstitutivnu
jednacinu za prvi Piola-Kirhofov tenzor u obliku
do

T, = ooF (F), Tp*= Qi (9.3)
Oxig
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U sluZaju nestiljivih hiperrelastiénih materijala tenzor napona T je definisan
izrazom

T = —pl + oFo% (F). (9.4)

Ova konstitutivna jednacina sledi iz (4.14) kada se uzme u obzir (9.1). Ona je defi-
nisana samo za one vrednosti gradijenta deformacije F za koje je det F = 1.

Sve ovde navedene konstitutivne jednadine moraju zadovoljavati princip
materijalne indiferentnosti. Kada je u pitanju funkcija reagovanja koja je odredena
desnom stranom relacije (9.1) nista novo ne mozemo da izvedemo jer je ceo postupak
primene ovog principa ve¢ razmatran u tre¢em odeljku ove glave. Zbog toga samo
navodimo modifikovane izraze tog odeljka koji vaze u nasem slucaju. Takvi su
izrazi (3.21), (3.23), (3.24) i (3.25) koji sada glase

¢ (F) = o (U) =0 (C) (9.5)
oL (F) = 26¢(C) F7 (9.6)
T = 2oF 6c(C)F” (9.7)
P

T, = 20,F 0c(C). (9.8)

U sluéaju linearne teorije iz (5.17) za 0 = 0, sledi da je
T, = L, [E), (9.9)

gde je
&\ |
L. =, (2 (9.10)
Qﬂ (5E2)£_o

tenzor elasti¢nosti. 1z (9.10) se vidi da on identicki zadovoljava uslove simetri¢nosti
(7.3.13) i (7.3.14) i da ima 21 nezavisnu komponentu. U teoriji hiperelasti¢nih
materijala ili Grinovoj teoriji u kojoj, po pretpostavci, postoji energija deformacije,
to ¢e biti uvek slucaj.

Za razliku od ove teorije, linearna Kosijeva teorija ne pretpostavlja postojanje
funkcije energije deformacije. U takvoj teoriji tenzor elastitnosti L, ima 36
nezavisnih komponenata jer ne postoji osnova po kojoj bi se moglo zakljuditi
da L, zadovoljava uslov simetri¢nosti (7.3.14).

10. GRUPA IZOTROPIJE ZA FUNKCIJU ENERGIJE
DEFORMACIJE

Grupa izotropije g, elastiénog materijala za datu Cesticu i datu referentnu
konfiguraciju » se dobija odredivanjem svih unimodularnih tenzora H za koje
(7.1.15) vazi za svako regularno F. Za hiperelasti¢ne materijale, iz (9.1) i (9.2)
sledi da (7.1.15) glasi

o (F) F? = op(FH) (FH)"
— op(FH) H'F?, (10.1)
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odakle se dobija

or(F) = or(FH) H”. (10.2)

Za fiksno H ova jednaéina se moZe integraliti tako da dobijamo
o (F) = o (FH) + o (H). (10.3)

Za F=1I imamo ¢ (H) =0 (I) — o (H) tako da (10.3) postaje
o (F) =g (FH) + o (I) — o (H). (10.4)

Prema tome elementi grupe izotropije g, su svi unimodularni tenzori H za koje
je (10.4) identi¢ki zadovoljeno po F.

Definicija: U sluéaju funkcije energije deformacije o hiperelastiénog materijala,
grupa 1zotropije g, je, saglasno sa razmatranjima glave VI, odnosno VII, grupa
svth wnimodularnih tenzora za koje je

o (F) = o (FH) (10.5)

zadovoljeno za svako regularno F.

Sa fiziCkog stanovista, razlika izmedu grupe izotropije g, i g, je u sledeéem:

Elementi grupe g, odreduju deformacije koje materijal iz referentne konfi-
guracije » prevode u druge konfiguracije koje se ne mogu razlikovati od referentne
na osnovu bilo koje simetricnosti koja se odnosi na napon.

Elementima, pak, grupe g, cdgovaraju konfiguracija izmedu kojih se ne
moze ustanoviti razlika pomocu eksperimenata koji se odnose na energiju.

U opétem sluéaju, ove dve grupe nisu iste, tj. g,. 7 g,. Ako je'(10.5) zadovoljeno
za neko posebno H, onda stavljaju¢i F = I dobijamo da je o (I) = o (H). Tada
se za bilo koje F (10.4) svodi na (10.5). Znati svako takvo H zadovoljava (10.4),
1j. u tom slucaju je g,Cg,.

Razmotrimo slucajeve kada je g, = g,.. Prvo, na osnovu (6.6.9) se vidi da za
funkciju energije deformacije ¢, i ¢z, koja odgovara dvema referentnim konfigu-

N

racijama i x, vaZi relacija
o, (F) =905 (FPY)
Fay

gde je P, prema (6.6.5), gradijent transformacije referentne konfiguracije » u x.
Iz nje sledi da su grupe izotropije g, od o za dve razli¢ite referentne konfiguracije
vezane relacijom oblika (6.7.7) kojom se izrazava Nelovo pravilo. Na osnovu toga
sledi da je g, = g, za jednu konfiguraciju gko i samo ako je g, = g, za sve konfi-
guracije.

Drugo, na osnovu principa materijalne indiferentnosti funkcija energije defor-
macije mora zadovoljavati relaciju

o (F) = o (QF) (10.6)

za svako F u domenu definisanosti ¢ i za svako ortogonalno Q. Ako je H = @,
onda iz (10.4) i (10.6) takode sledi da je ¢ (H) = o (I) tako da se (10.4) ponovo
svodi na (10.5). Znadi, ortogonalne transformacije u g, i g, su iste. Ako ije materijal
Cvrsto telo, onda je po definiciji g, C ¢ kada je referentna konfiguracija neizobli¢eno
stanje. Tada sledi da je g, = g, §to se moZe iskazati re¢ima:

Za hiperelastiéno &vrsto telo grupa izotropije funkcije energije deformacije
je grupa izotropije materijala.
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Ako se dalje u (10.6) izabere Q = R” i uzme u obzir (2.5.14), onda se dobija
da je
o (F) =a(U). (10.7)

Kao i ranije, umesto tenzora U mi mozemo koristiti desni Ko8i-Grinov tenzor
C = U? = F”F i pisati

¢ (F)=0c(U)=a(0C) (10.8)
Ako se sada uzme da je H = @, onda se iz (10.7), (10.8) i (10.5) dobija
o (U) =0(Q"UQ) (10.9)
ili
G (C) =7 (Q7CQ). (10.10)

Prema tome, grupa izotropije hiperelasti¢nog ¢vrstog tela u odnosu na neizobli¢eno
referentno stanje je grupa svih ortogonalnih transformacija za koje je funkcija
energije deformacije invarijantna ili kratko receno, grupa g, se sastoji od svih orto-
gonalnih @Q za koje vazi (10.9) i (10.10).

Invarijantnost funkcije energije deformacije pod dejstvom grupe izotropije
nemece ograni¢enja na njen mogudi oblik. Za izotropne meterijale, u tom smislu,
mozemo izvesti vrle vazan zaklju¢ak. On se zasniva na prethodnim op8dm raz-
matranjime, a posebno na pokazanoj ¢injenici da sve ortogonalne transformacije
u g, pripadaju takode i g,. U stvari g, Do ako i samo ake je g, Do. Kao posledica
toga sledi:

Hiperelastiéan materijal je izotropan ako 1 samo ako je energija deformacije
o (U) = & (C) izotropna funkcija, tj. ortogonalna invarijanta, pri cemu su
U i C odredeni u odnosu na referentno stanje.

To znadi da su, u sludaju izotropnih materijala, (10.9) i (10.10) identiteti po Q.
Ako u ovim relacijama uzmemo da je Q = R”, onda se, s obzirom na (2.5.16)
i (2.7.15), mcZe pokazati da je

g(F)=0c(U)=0(FV)=0(C)=7a(B). (10.11)

Prema tome, za izotropne hiperelasti¢ne materijale energija deformacije moze
biti izraZena kao izotropna funkcija desnog tenzora izduZenja U, ili levog tenzora
izduzenja V, ili desnog Kosi-Grinovog tenzora € = FF” ili levog Kosi-Grinoveg
tenzora B = FF”.

Ako se na o (F) = ¢(B) = ¢ (FF") primeni pravilo o odredivanju gradijenta
tenzorske funkcije (vidi Dodatak), onda dobij.mo

tr [6% (F) A] = tr [6 (B) (AF” + FA™)]
= 2tr [6 (B) AF™) = 2tr [F"G4 (B) A].

Posto ova jednacina mora da vaZi za svako 4, sledi da je

o (F) = 2F"G4 (B). (10.12)
Smenom (10.12) u (9.1) dobijamc da je
T = 20Bég (B) = 2055 (B) B. (10.13)
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Ova kon stitutivna e dnadina se moZe napisati u obliku
T = oVoy (V) = 0oy (V) V (10.14)
ako se iskoristi idenii¢nost @ (B) = & (V?) = o (F). Takodc se moZe pokawati da
se, za 6 (B) = @ (B™1), (10.13) svodi na oblik
T = —20B%5p: (BY) = —206p- (BY) B (10.15)

N1 osnovu tedreme o reprezentaciji (vidi Dodatak) energija deformacije moZe
biti izraZzena kao funkcija glavnih invarijanti [y, Ily, [Ily tenzora ¥V ili tenzora
U, tj.,

o (V) = o (U) = oIy, Ily, Ily). (10.16)
ili kao funkcija glavnih invarijanti Ig, Ilg, II1p tenzora B ili C, tj.
G (B)=0(C) =20 (Ig, IIg, Illp). (10.17)
Lako je pokazati da je
Ig= It —2Ily, Ilg=II% —2IyIIl,, Illg=IIL. (10.18)
Tada iz (10.16—18) sledi da je
¢ (Iv, Iy, I1ly) = & (I} — 211y, II}, — 2Iyllly, III}). (10.19)

Energija deformacije moZe takode biti izraZena kao funkcija tri momentne
invarijente Iy, Ily, IIIyili Ig, Ilp, IITp tenzora izduZenja ili Ko8i-Grinovog ten-
zora, respekivno, ili kao funkcija raznih drugih invarijanti.

Diferencirajuéi (10.17) po B i koristedi rezultate odeljka u dodatku o gradi-
jentima tenzorske funkcije — preciznije (4.11—12) — mozemo (10.13) izreziti u
obliku

T = @, + ¢;B + ¢,B* (2.7)
gde je
e L —2g(a&+1 ﬂ)
To= 08 e P iy~ " i

(10.20)

95

P2 = —2¢0 .
ollg

Za nastisljive izotropne materijale funkcija energije deformacije o (V) = & (B)
je definisana samo za unimodularne tenzcre V ili B, tj., kada je

detV=1Illy=1, detB=1Illg =1. (10.21)
U tom slucaju je
T = —pI + gop(V) V = —pl + ¢Gs (B) B, (10.22)
gde je
o(V)=oc(ly, IIy), ¢(B)=¢6(Ip, IlB) (10.23)

s obzirom na (10.16), (10.17) i (10.21).
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Sada je lako pokazati da se (10.22), svodi na

oG aa lilo
o e il 3 (k+1 -——)3—2 B, (10.24)
e T ¢ ells )
U sluéaju linearne teorije konstitutivne jednecina za izotropne hiperelasti¢ne

materijale je data se (7.3.15) kada su u pitanju nestidljivi materijali, odnosno sa
(7.4.3) kada su u piranju sti$ljivi materijali.

Uopste, u sluéaju linearne teorije, svi rezultati odeljka 3, 4 i 5 gleve VII vaie
i za linearnu teoriju hiperelastiCnih materijala.




IX NEKE KLASE PROSTIH FLUIDA

1. OPSTA RAZMATRANJA

Definicija prostog fluida je data u cdeljku 9 glave VI. Zasniva se, kao §to smo
videli, na dve fizicke pretpostavke:

a) trenutno stanje napona je odredeno istorijom gradijenta (funkcije) de-
formacije,

b) prosti fluid poseduje maksimalno mogucu materijalnu simetriju.

Na osnovu toga i aksicma konstitutivne teorije, izveden je redukovani oblik
konstitutivne jednacine prostog fluida koji je dat sa (6.9.22) u slucaju sti§ljivog
prostog fluida, odnosno sa (6.9.25) u slucaju nestigljivog prostog fluida. U oba
slu¢aja oblik konstitutivne jednacine je

T(e) = —pl + %[G ©] (L1)
gdje je, s obzirom na (6.8.2),
G()=C,(t —s)—1I (1.2)

Za stiSljive fluide ravnoteZni pritisak p je odredena funkcija gustine p. Pri tome
se podrazumeva da i funkcionel reagovanja R moze takode zavisiti od g kao para-
metra.

Za nestiéljive fluide p je neodredeno, a funkcionel (R je odreden do na skalarni
funkcionel. Neodredenost GR mozZe biti otklcnjena ako se uzme da je

tr (io) [G (5)] = 0. (1.3)
s=0

U tom slu¢aju se neodredeni pritisak p poklapa sa srednjim normalnim naponom,
1j. u tom sludaju je

s _% wT. (1.4)
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Vrednost funkcionela reagovanja (R i§¢ezava kada se fluid nalazi u miru, Saglasno
tome bice

R (0) =0 (L.5)
=0

5

uvek kada je G (s) = 0. Otigledno da je (1.5) ekvivalentno rclaciji (6.9.24). To
znaéi da funkcionel (R opisuje ponasanje fluida u slucaju kada fluid nije u ravnotezi.

Funkcionel reagovanja G u svakom sluéaju mora zadoveljavati uslov izotrop-
nosti, tj.

Q (}:3 [G (9] Q" = ffé [QG (5) Q7] (1.6)

za svako ortogonalno @Q i sve istorije G (s) u domenu definisanosti R.

Dalja redukcija konstitutivne jednaéine nije mogucéa ukoliko se ne precizira
klasa proscih fluida o kojoj je re¢. U tom slucaju pogodnije je, umesto opstih raz-
matranja, direktno pristupiti izvodenju konstitutivne jednacine.

2. RAJNER-RIVLINOVI (REINER-RIVLIN) FLUIDI

Veé je ranije bilo reéi o elasti¢nim ili Ojlerovim fluidima koji su se karakterisali
konstitutivnom jednac¢inom oblika

T = —pl, (2.1)

gde je p = p (o) za sti§ljive fluide, odnosno, neodredeni hidrostatiéki pritisak za
nesti§ljive fluide. Odsustvo smi¢uéeg napona kod takvih fluida ukazuje na odsustvo
trenja izmedu fluidnih Cestica koje uti¢e na njihcva relativna kretanja. Zbog toga
se takvi fluidi nazivaju i neviskozni, idealni ili savrSeni.

Kako je mera relativhog kretanja fluidnih ¢estica odredena tenzorom L, tj.,
gradijentom brzine (vidi odeljak 8, glava IIT), logi¢no je da se takva veli¢ina kao
konstitutivna promenjiva javlja u konstitutivnoj jednaéini viskoznih fluida. Takva
je konstitutivna jednacina

T=—p@I+T (L, 0,%,02) 2.2)

u kojoj smo, radi opstosti, ukljuéili i sve veli¢ine niZeg reda od L. Klasa fluida koja
se karakteri$e ovom konstitutivnom jednadinom o¢igledno je opétija cd Ojlerovih

fluida i nije podklasa elasti¢nih materijala. Za funkciju reagovanja T kojom je
odreden dodatni napon mi pretpostavljamo, saglasno sa prethodnom diskusijom,
da zadovoljava uslov

T(0,0,0,x,0) = O. (2.3)

N
Zavisnost funkcije reagovanja T od skupa promenljivih {p, L, v, x, t} omogucuje
nam da na ovom primeru ilustrujemo snagu principa materijalne indiferentnosti.

P
Talnije, primenjujudi ovaj princip, pokaza¢emo da T ne moze da zavisi od v, 21 1.
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Zaista, na osnovu principa materijalne indiferentnosti, relacije
p(e*) = (o)
QT (o, L, v,x, 1) Q7 = T (0%, L*, v*, x*, (%) (2.4)
moraju biti zadovoljene pri svakom kretanju
x*=Q(0)x + ¢(r)

¥ =1t —a,

(2.5)

gde su, dakle, Q (£) — proizveljan ortogonalan tenzor, ¢ (1) — proizvoljan vektor
i @ — proizvoljna 1ealna konstanta. '

Pri takvim kretanjima je
o* =,
L* =QLQ” + 4, A=QQ"= -4 (2.6)
v¥* =¢ -+ Qv + Qx
s obzirom na (6.3.24), (6.3.27) i (6.3.39).
Ocigledno je da je (2.4), identiénost, dok se (2.4), svodi na relaciju
Q? (0, L, v, x,0) Q" = ?(9*9 L, v, %%, %)
~T( QLQ" + 4,6+ Qv+Qx c+Qx 1 —a) 27

koja mora biti zadovoljena za svaki ortogonalni tenzor Q (1), svaki vektor ¢ (r)
i svaki konstantni skalar a. Prema tome, ova relacija mora da vazii za takav izbor
tenzorske funkcije Q (¢) za koju je

Q-1 Q:—W:——;‘—(L—LT). 2.8)

Tada se (2.7) svodi na
/T\'(Q,L,‘D, x 0 =/T\'(Q,D,é —Wx +v, c+x,t—a).

Dalje redukovana konstitutivna jednacina se dobija kada se za funkcije ¢ (z)
i €(r) i konstantu a izabere da su

c(t) = —x, é(t)=Wx —vo (2.9)
i
a=1i (2.10)
Tada imamo da je
T (o, L, v, x, 1) = T (¢, D), (2.11)

tj. funkcija reagovanja T ne moze da zavisi od v, x 1 ¢. Iz (2.11) 1 (2.4), sledi
QT (¢, D) Q" = T (o*, D)
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ili
QT = (o, D) Q7 = T (9, QDQ?) (2.12)

s obzirom na (2.5), i (6.3.41), koja mora biti zadovoljena za svako ortogonalno @
i svako simetri¢no D.

Fizi¢ka interpretacija primene principa materijalne indeferentnosti u ovom
slucaju bi bila sledeta:

Posmatra¢ u poloZaju x u odnosu na polazni sistem referencije pretpostavlja
da tenzer napona zavisi od skupa promenljivih {g, L, ©, %, r} na natin koji je iskazan
jednac¢inom (2.1). Drugi posmatra¢ u poloZaju x* u odnosu na svoj sistem refe-
rencije se tako rotira i translatorno kreée u prostoru i vremenu sa materijalom
da su u odnosu na njega brzina v™* i tenzor vrtloZnosti W* jednaki nuli. On uocava

P
zavisnost T samo od g i D. Ali na osnovu principa materijalne indiferentnosti i
svi ostali posmatraci moraju da dedu do istog zakljucka kada je u pitanju ponasanje
materijala. Prema tome zaklju¢ujemo da se (2.2) svodi na

N
T=—p(e)I+ T (g D). (2.13)
na koji se dalje primenjuje princip materijalne indiferentnosti koji je iskazan rela-

cijom (2.12). Ona, kratko releno, kazuje da funkcija reagovanja i‘\(g, D) mora
biti izotropna funkcija od D. Na osnovu fundamentalne teoreme o predstavljanju
tenzorske izotropne funkcije sledi da je

T =g+ ¢,D + ¢, D (2.14)

gde su funkcije ¢, (k = 0, 1, 2) skalarne invarijante glavnih invarijanti tenzora D
i gustine p, tj.

) ®x = @i (0> Ip, IIp, I1Ip). (2.15)
Lako je sada videti da je uslov (2.3) zadovoljen ako je
=0 (2.16)

kada je Ip = IIp = IIIp = 0.
Sumirajuci ovde izvedene rezultate iskazane relacijama (2.13), (2.14) i (2.16)
konaéno moZemo pisati '

T=—p(0) I+ @ + ¢, D + ¢, D?

?(0,0,0,0) =0
8to predstavlja najopstiji redukovani oblik konstitutivne jednadine (2.2). Materijali
za koje vaZzi ova konstitutivna jednedina nazivaju se Rajner-Rivlinovi fluidi.
U slucaju nestisljivog Rajner-Rivlinovog fluida, tj. u slu¢aju kada je o = pgs
(2.17) postaje

T = —pl + ¢, (IIp, Illp) D + ¢, (IIp, 11Ip) D*; (2.18)

samo /teCenje za koje je Ip = tr D = 0 je dopustivo.

(2.17)

Napomena: Konstitutivna jednadina (2.13) predstavlja prosireni oblik konsti-
tutivne jednadine

T=—pI+T(D), T(0O)=0 (2.19)
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koju je 1845. godine predloZio Stoks (Stokes) za nelinearni viskozni fluid. U toku
proteklih 100 godina, sve do formulisanja principa materijalne indiferentnosti,
nije postojao sistematiCan prilaz izvodenja redukovanog oblika (2.18).

U tom periodu bile su predloZene razne nelinearne teorije viskoznog fluida
od kojih najveci broj nije po¢ivao na ¢vrstim osnovema konstitutivne teorije meha-
nike kontinuuma,

3. NJUTNOVI (NEWTON) FLUIDI

1z (2.17) neposredno sledi da najopétija linearna relacija izmedu tenzora napona
i tenzora brzine deformacije, koja je saglasna sa principom materijalne indife-
rentnosti, glasi

T= —p(o) I+ Alpl + 2uD. 3.1
Koeficijenti 4 i x4 se nazivaju koeficijenti viskoznosti, preciznije u je smicuéi koefi-

cijent viskoznosti, % = A + ? 1 zapreminski koeficijent viskcznosti.

Materijali za koje vazi konstitutivna jednacina (3.1) nazivaju se seisljivi
Njutnovi fluids.
U sludaju kada je re¢ o nesti$ljivim fluidima, tj. u sludaju kada je o = g,
iz (3.1) dobijamo da je
T = —pI + 2uD, (3.2)

§to predstavlja konstitutivnu jednacinu koja karakteriSe mestidljive Njutnove flu-
ide. 1z (3.2) se lako pokazuje da je tada

p= —%tr T. (3.3)

Konstitutivne jednadine Njutnovog fluida svode se u dva sludaja na
T = —pl.

Prvi je kada je D = O, tj. kada se fluid kruto krece, a drugi kada je 4 = u = 0.
U drugom sluaju linearan viskozni fluid se pretvara u elasti¢an fluid zbog Cega
se, saglasno uvedenoj terminologiji, naziva neviskozni ili savrien.

Napomena: Uporedujuéi jednacine (2.17), (2.18) sa jednadinama (3.1) i

(3.2), mozemo kazati da je Njutnov viskozni fluid Rajner-Rivlinov fluid kod kega
Fal

je zavisnost dodatnog (extra) napona, odredena funkcijom reagovenja T (g, D),

linearna po tenzoru brzine deformacije D. Ustvari, istorijski posmatrzno, Njutnov
fluid se definisao kao materijal za koji vazi konstitutivna jednacina u obliku

; R {4 (3.4)

gde je C — linearan operator kojim se tenzor drugog reda preslikava u tenzor
drugog reda. Njutnov fluid, sa tog stanovista je najprostiji i vrlo koristan model
viskoznog fluida. Primenom principa materijalne indiferentnosti lako se pokazuje
da se (3.4) svodi na

= —pI + C[D] (3.5)
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gde je sada C — izotropan tenzor Cetvrtog reda simetrican posebno po prva dva,
odnosno, druga dva indeksa. Zbog toga je

Cim = Agugm + u (gfkgji = gs:!gjk)' (3.6)
Smenom ovog izraza u (3.5) dobijamo ponovo (3.1) u slu¢aju nestisljivog fluida,
odnosno (3.2) u slué¢aju Njutnovog stisljivog fluida jer je tada Ip = 0.
4. NAVIJE-STOKSOVE JEDNACINE. JEDINSTVENOST RESENJA
Linearna teorija viskoznog fluida zasniva se na jednacini kontinuiteta (3.13.6),
jedna¢inama kretanja (4.8.17), konstitutivnoj jednacini (3.1) i tenzoru brzine defor-
macije D, tj. na jednaCinama
f_@_ + div (pv) = 0
at
v = div T + of (4.1)
T=—p(e) I+ Alpl + 2uD
D = %(L + L"), L = gradw.

Za svodenje ovog sistema jednacina na saZetiji oblik, nuZno je odrediti @ i div D
Tako je

o = % + (grado) (4.2)
t
dok je
2 div D = div [grad » + (grad 2)7]
= div (grad o) - grad (div v) (4.3)
= Awv + grad (div )
jer je
2dM =gt -
Takode je
grad Ip = grad div ». (4.4)
Tada se div T mozZe izraziti u obliku
divT = —grad p + (4 + ) grad div o + pAo. (4.5)

Koriste¢i (4.2) i (4.5) u (4.1) posmatrani sistem jednadina se svodi na
é ;
o [i -+ (grad v) v] = —grad p + (A + p) grad divo + p/Ao + of. (4.6)

Jednaéina (4.6) odreduje Navije-Stoksovu jednalinu stifljivog linearnog viskoz-
nog fluida.
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U slucdaju nesti$ljivog fluida, kada je p = g, (4.1); i (4.6) se svode na
jednadine
v
0 [aT + (grad o) v] — ulv —gradp + gof

4.7
dive = 0, (4.7

koje predstavljaju Navije-Stoksove jednaline nestisljivog fluida.

Sistem jednactina (4.7) definiSe nelinearni sistem paicijalnih diferencijalnih
jednacina po v i pritisku p za date vrednosti y, g, 1 f.

Defini¥uéi kinematicku viskoznost » sa

24

V=—

N Qo
i pisudi

P f

=, b="—

Zo %o
mozemo Navije-Stoksove jednadine (4.7) pisati u obliku
do
= + (grad v) v = v(/A\v) — grad = + b. (4.8)
dive = 0.

U Kklasi¢nom problemu viskoznog teCenja za reSavanje Navije-Stoksovih jednacina
(4.8) pretpostavljamo da su

poznati: zatvorena granitna oblast v, kinematitka viskoznost v > 0, polje zapremin-
ske sile b na v X [0, o), poferna raspodela brzine vy, uv igranmiéna raspodela

Py
brzine v na & x[0, 0).
Trazi se:

polje brzine v klase C* i polje neprekidnog pritiska mw u v %[0, 00) koji
zadovoljavaju Navije-Stoksove jednacine (4.8), poéetni uslov

2 (x, 0) = v, (x) (4.9)
za svako x v i graniéni uslov
v=1° na ¥x[0, ). (4.10)

Par (v, @) koji ima ovde trazena svojstva nazivamo refepje tako formulisanog
problema.

Teorema o jedinstvenosti refenja:
Neka su(vy,7,) 1 (2, m,) refenja (istog) problema viskoznog tecenja. Onda je
v, =10y Wy =m; (4.11)
grad & = 0. (4.12)
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Dokaz teoreme zasniva se na sledecoj lemi:

Neka su w i fi glatko vektorsko i glatko skalarno polje, respektiono, u ©.
Pretpostavljamo da je

divw =0 (4.13)
i da je u svakoj tackina & i w = 01l § = 0. Onda je

[ w - grad g dv = 0. (4.14)

Dokaz leme: Koristeéi identi¢nost
w - grad f = div (fw) — § div w, (4.15)
teoremu o divergenciji i pretpostavke o w i f§ lako je pokazati da je
J'w-gradﬁdv:J’ﬁw-da—fﬁdivwdv=0
o ¥ ®

¢ime je lema dokazana.
Dokaz teoreme: Neka je u = v, — v, i « =@y — 7,. Onda je
#(x,0) =0, #=0naSx[0,cw), dive=0 (4.16)

posto su (v, ,) i (v, 7,) reenja tog problema. Kao takva ona zadovoljavaju jedna-
¢ine (4.8) tako da je
v,
—= + (grad v,) v, = » A\v, —gradz,+ b
ot (4.17)
diveo,=0 (k=1,2).
Ako se od sistema jednalina za & = 1 oduzme sistem jednac¢ina za & = 2 dobija-
mo, § obzirom na uvedene oznake,

%1‘ + (grad v,) 2, — (grad v,) v, = v/ \u — grad «
r

(4.18)
div # = 0.
Kako je
(grad v,) v, = (grad «) v, + (grad v,) v,
mozZe se prva od jednacina izraziti u obliku
_aaf + (grad u) v, -} (grad v,) u = v/Au — grad a. (4.19)
[3
MnozZeéi ovu jednadinu skalarno sa u i koriste¢i identitete
u - Awu = div [(grad »)” u] — |grad u|?,
2
u - (grad u) v, = v, - (grad )" u = v, * grad (—;) 5 (4.20)

u - (grad v,) u = uD,u,
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gde je
D,= é— [grad v, -+ (grad »,)7],

dobijamo

1 ou? u?
———— 4 o,cgrad(—| + u- D,ue
o 1 Er (2) 2

2 (4.21)
= » div [(grad w)* «] — » |grad u|* — u - grad «.
Ako integralimo ovu jednakost po v dobi¢emo
3 J'gt—‘j dv + f u- Dudv = —v [ |grad u|® dv (4.22)
2, 0t & b
jer je
J’ vl-grad(%a) dv =0
J‘ div [(grad #)" u] dv = [ (grad )" wda = 0
@ ¥
j'u-gradatdfu:o
s obzirom na lemu, (4.16), (4.17), i (4.18),.
Uvodeéi oznaku
[ul]? (2) = J' u? (x, 1) do, (4.23)

i koriste¢i ¢injenicu da je

v J' lgrad u|®dv = 0.
v

lako se iz (4.22) i definicije izvoda funkcije koja se izrazava pomocu integrala moze
zakljuciti da je
1 d
— — ||u]]2 + [ w- Dyude < 0. (4.24)
T % |[2el] vj 2

Posto je divw, = tr D, = 0, sledi da je najmanja karakteristi¢na vrednost
simetri¢nog tenzora D, (x, t) najviSe jednaka nuli. Oznacavajuéi je sa —y (x, 1)
sledi da je y =0 i

u- Dyu = —yu’.
Dalje, izaberimo 7 > 0; neka je
A =2supy(x1)
xXEv

DB
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Posto je v, glatko, D, je neprekidno i 0 << 4 < oo. Tada je

u-Dzwz—%u2 na v x[0, 7]

d
— |lu||* — A[|#||* <0 na [0, 7],
dt

s obzircm na (4.23) i (4.24), ili

di (il e™ <0 na [0, 7]
i

Odavde je
[12][% (z) < ||ul]? (0) €.

Medutim, iz (4.23) i (4.16),, sledi da je

[|2]]* (0) = 0
tako da se iz prethodnog izraza dobija da je
[[z]|* (z) = 0

§to povlaci za sobom, s obzirom na (4.23), da je
u(x,7)=10

za svako x € v. Podto smo 7 birali proizvoljno, bi¢e # = 0 i v, = v,. Ali tada iz
(4.18) sledi da je i grada = 0. [
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X DODATAK

A. Elementi vektorskog racuna
1. VEKTORSKI PROSTOR

Vektorski prostor » nad poljem realnih brojeva R je skup elemenata a, b, . ..
proizvoljne prirode, koje nazivamo vektorima. Vektorski prostor J u kome su
definisane dve algebarske operacije: sabiranje vektora i mnoZenje vektora brojem
nazivamo /inearni vekrorski prostor L od n dimenzija.

Pri tome su zadovoljene ove grupe aksioma:

a) Aksiome sabiranja vektora

Svakom paru vektora a i b pridruZuje se vektor a + b. Tada vazi

L a+-b=>b-+a komutativnost

2. a+ (b4 ¢) = (a+ b) + ¢ distributivnost (1.1)

3. Postoji nula vektor 0 takav da je @ + 0 = a za svako a.

4. Svakom vektoru a odgovara njemu suprotan vektor —a tako da je a +
+(—a)=0
za svako a, b, cEV.

b) Aksiome mmnoZenja skalarom

Svakom vektoru a i skalaru 4 odgovara vektor Aa. Tada vazi

1. la=a

2. Alpa) = (Ap) a asocijativnost

3. (A—i—,u)a=;la—l—1ua

4. A(a + b) =la 4+ b
za svako a, beV, i, ueR.

} distributivnost ei(12)
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Definicija: Za n vektora g4, g2, . . .5 &, kRazemo da fine skup linearmno
nezavisnih vektora ako je njihova linearna kombinacija nula vektor, ij.
Mg, =MNg,+...+ g, =0 (1.3)
samo ako su koeficijenti A' (i = 1, 2,...n) jednaki nuli.
Ako postoji u (1.3) bar jedno A' %0, (i = 1,2, ...n), cnda je posmatrani skup
vektora {g,,..., 2.} linearno zavisan.
Bitno je naglasiti da se u (1.3) i dalje po ponovljenim indeksima podrazumeva
sabiranje.
c) Aksiome dimenzionalnosti
1. Postoji n linearno nezavisnih vektora u L.

2. Svaki skup od n 4- 1 vektora je linearno zavisan. Broj n u tom skupu nazi-
vamo dimenzijom vektorskog prostora L.

Sistem od 7 linearno nezavisnih vektora g, (i = 1, 2,...n) naziva se baza
vektorskog prostora L.

2. SKALARNI I VEKTORSKI PROIZVOD

Skalarni i vektorski proizvod, koji su ¢itaocu dobro poznati, moZemo takode
definisati sistemima aksioma.

Prostor L nazivamo Euklidski vektorski prostor E ako je nad njegovim ele-
mentima definisana operacija skalarnog proizvoda kojom se svakom paru vektora
a i b u E na odredeni nacin pripisuje skalar u R. Za skalarni proizvod vektora
a 1 b, koji oznacavamc sa a - b vaze sledece

aksiome skalarnog proizvoda

a-b=>b:a komutativnost
(2a@) - b =w(a-b) asocijativnost
a-(b+ c)=a-b -+ a-c distributivnost (2.1
aa=0 za svako a€ L, pri ¢emu je
a-a=>0 ako i samo ako je a = 0.

za svako a, b, ceL i «ER.

Normea ili intezitet, |a|, vektora a se definiSe sa

ldl =Tas o (2.2)

Vektor ¢&ija je norma jedinica naziva se jedinicni vekior.
Za dva vektora a i b se kaZe da su ortogonalni ako jea - b = 0.

Fundamentalno svojstvo kona¢no dimenzionalnog vektorskog prostora u kome
je definisan unutra$nji ili skalarni proizvod je egzistencija ortonormirane baze.

Tako u euklidskom vektorskom prostoru svaki sistem od 7 vektora e, za koji je
e e =0 (2:3)
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odreduje ortonormiranu bazu. U (2.3) sa d,, smo obelezili Kronekerov § sistem
za koji vazi

1 t=j
8, = 2.4
; {0 o 2.4)
Kako je
a,0,; =a

za svaki sistem a; Kronekerov sistem se naziva supstirucioni.

U odnosu na ortonormiranu bazu e; svaki vektor & u E se moZe jednoznaéno
predstaviti u obliku
a = ae,;; (2.5)

a, nazivamo komponente vektora a u odnosu na bazu e,. Otigledno je iz (2.3)
i(2.5) da je

a, =a-e; (2.6)
i

a=(a-e)e (2.7)

ortonormirana baza e; zajedno sa tackom O, koju nazivamo koordinatni pocetak,
defini§e Dekarrov koordindtni sistem. Ose tog sistema obelezavamo sa z.

U trodimenzionalnom euklidskom prostoru E; sem skalarnog proizvoda
definiSemo i vektorski proizvod kojim svakom paru vektoraai b u E; na potpuno
odredeni nac¢in pridruzujemo vektor u Ej koji ozna¢avamo sa a X b, a za koji vazi:

axb= —bxa
(va + fb)xec =a(axc) + p(bxe)
a (axb)=10 (2.8)

(axb) - (axb)=(a a)(b-b) —(a'b)p?

zasvakoa, bicuE;ia, fuR.

3. TENZOR. TENZORSKI PROIZVOD
Tenzor drugog reda A definiSe se kao linearna transformacija euklidskog
prostora E u samog sebe tako da je
A (xa + pb) = « (da) + p (Ab) (3.1)
zasvakoa, bu Eix, fuR.

Takode je
(4 + B)a = Aa - Ba

(xd) a = o (Aa) (3.2)
(AB) a = A (Ba)

za svako 4, B u £, gde smo sa £ oznadili skup svih tenzoranad E, svakc a u E i
svako o u R.
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Svakom tenzoru A moze se pridruziti jedinstven tenzor 47, koji se naziva
transponovan tenzor tenzora A, takav da je

a-(A"d) = b - (da) (3.3)
za svako a1 b u E.

Nula tenzor O pridruzuje svakom vektoru a nula vektor, dok jedini¢ni tenzor I
pridruzuje vektor a samom sebi, ti.,

Oa=0, Ia=a (3.4)
za svako ac E.

Ureden par vektora (a, b) kome odgovara tenzor oznacen sa a® b nazivamo
tenzorski ili orvoreni proizvod ili dijada vektora a i b. Dijada se definiSe kao renzor
koji svakom vektoru v pridruZuje vektor (b - v) a, tj.,

(a®b)v=(b-v)a (3.5)
za svako ve E.

Lako je, s obzirom na (2.1), pokazati da za tenzorski proizvod vazi

(xa+ b)) ®ov=a(a@2v) + (b ) A
a®(ev + fw)=a(a®2) + f(a®w) .

zasvako a, b,viwu Eia, fuR.
Na osnovu ovih izraza mozemo formulisati ¢itav niz interesantnih zadataka,
Zadatak 1. Pokazati da je
(u@)T =0@ u. (37
Resenje: 1z (3.3) i (3.5) sledi da je
a- (u@0)'b=0b-(u®ov)a
=(a ) (b u
=a (v@u)b
za svako @ i b u E, odakle sledi (3.7).
Zadatak 2. Neka je e, sistem ortonormiranih vektora u E. Onda je

e Qe = I (3.8)
Dckazati.
ReSenje: Uzmimo da je ortonormirani sistem vektora e; vektorska baza u E. Tada
je za svaki vektor @ u E
a = ae,,
gde je
a,=a-e

i

(e;@e)a=(a-e)e, =ae, =a=Ia

s obzirom na (2.1) i (2.6).
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Zadatak 3: Neka su g, bazni vektori u E. Neka su g* vektori koji obrazuju
recipro¢nu bazu u odnosu na g;, tj.,

g g =d (3.9)

g.®g=1I (3.10)

Onda je

Dokazati.
Resenje: Za bilo koji vektor @ u E je

a=dag, d=a-g
s obzirom na (3.9), i

(8. ®g)a=(a g)g =adg =a=la
Zadatak 4: Pokazati da je
(ea@b)(c®@®d)=(b-c)a®d. (3.11)
Reasenje: Neka je e proizvoljan vektor u E. Onda je
(@a®b)(c®d)e=(d-e)(a®@b)c
=(b-c)(d-e)a

=(b-c)(a® d)e
s obzirom na (2.1).

Zadatak 5: Pokazati da je
A(u®v) = (Adu) ® v,
(u@v) 4 =u®(A"v).
ReSenje: Neka je w proizvoljan vektor. Onda je
A(u®@v)w = (w-2) Adu = {(Au) ® v} w;
(@) Aw = {v- (Aw)} u = (v Aw) u =
={w-(4"0)} u = {u® (4"0)} w.

(3.12)

s obzirom na (2.1) i (3.5).

4. KOMPONENTE TENZORA. TRAG TENZORA

Za proizvoljan tenzor 4 bic¢e Ag; vektor koji u odnosu na bazne vektcre g,
moZemo pisati u obliku

Ag, = d'g.. (4.1)

Iz (4.1) i (3.9) se odmah vidi da je
&, =g Ag;, (4.2)

‘Takode iz (4.1) i (3.10) dobijamo
A=ad,g,0g (4.3)

s obzirom na (3.12).
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U odnosu na bazne vektore e; Dekartovog sistema koordinata (4.3) se ocigledno

svodi na
A=a;e De 4.4)

U slu¢aju kada se mnoZe dva proizvoljna tenzora 4 i B bice
4B = (a5, ® g") (b",8, ® &%)
=a,0%(8,®2)(g,®89
= a', 0% (g;8") (8. ® &) (4.5)
= a'; b7} (g: ® g)
=a' b, g, ®g"

Odavde se vidi da su komponente proizvoda tenzora AB date sa a',b%. Na slian
nadin se mogu odrediti komponente proizvoda proizvoljnog broja tenzora.

Trag je linearna operacija koja svakom tenzoru A pridruzuje skalar r 4,
a za koji je
tr(a®b)=a-b (4.6)

za sve vektore a i b u E.
Tz (4.6) i linearnosti ¢r sledi da je

tr A =1r(a;g,®g) =
=d,rg®g =adg g
= d', 8] = a,

gde smo koristili (4.3) 1 (3.9). Znadi, trag tenzora A je definisan sa

tr A = a';. (4.7)
Ova operacija ima sledece osobine
ird = d”

ir AB = tr BA = a';b,.

U literaturi se susrece i oznaka 4 - B za tr AB.

Za razliku od r AB sa
A:B=dy, (4.8)

definifemo unutradnji (skalarni proizvod) tenzora 4 i B.
Ocigledno je
A:B =1 AB". (4.9)
Nije teSko pokazati da je _
I:A=1wr A

A:(BC)=(C™B): A= (AC") : B
u-Av=4 : (u® o)
(@a®@b):(u®v)=(a-u) (b o).

Za dalja izvodenja usvajamo sledeée definicije.

(4.10)
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Tenzer A je simerrican ako je

A=A (4.11)
a antisimetrican ako je
A= —A4". (4.12)
Determinanta tenzora A je determinanta matrice [A]
det 4 = det [4]. (4.13)
Svakom tenzoru A4 ¢ija je det A #* 0 odgovara dnverzan tenzor A takav da je
AAY = A4 =1 (4.14)
Tenzor Q je orrogonalan ako oluvava unutrasnji proizvod
Qu-Qv=u-v (4.15)
za svako # i © u E. Odavde sledi da je
QQ"=Q"Q=I (4.16)
ili ekvivalentno tome
QT =Q1! (4.17)

Sto predstavlja potreban i dovoljan uslov da bi tenzor Q bio ortogonalan.
Za ortogonalan tenzor Q je
detQ = £1. (4.18)

Tenzor Q, za koji je det Q@ = 1, predstavlja rotaciju, a za koji je det Q@ = —1
ogledanje. Svaki ortogonalan tenzor je ili rotacija ili ogledanje, tj. proizvod rota-
cije sa —I.

Tenzor A4 je pozitivno definitan ako je

v-Av >0
za svako » #* 0 u E.

5. KARAKTERISTICNE VREDNOSTI I KARAKTERISTICNI
VEKTORI TENZORA

Neka je A4 proizvoljan tenzor drugog reda. Skalar a je karakieristitna
vrednost tenzora A ako postoji jedini¢ni vektor e za koji je
Ae = ae (5:1)
Za takav vektor e se kaZe da je karakteristiCan wektor tenzora A.
Iz (5.1) sledi da je a karakteristi¢na vrednost tenzora A ako i samo ako je
det(d —al) =0 (5.2)
ili, u razvijenom obliku,
a —Li{A)a '+ Li(MDa ...+ (1)L, (4)=0 (5.3)
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gde su I,(A), (k=1,2,...,n), koeficijenti polinoma definisani sa
I (4) = % AR A TP i (5.4)

Polinom n-tog reda u (5.3) se naziva karakreristiéni polinom tenzora A. Prema
tome, reSenja jednaZine (5.3), koja se naziva karakteristi¢na jednacina, su karak-
teristi¢éne vrednosti tenzora A.

Karakteristi¢an prostor tenzora A, koji odgovara karakteristi¢noj vrednosti
a je prostor V koji ¢ine svi vektori %, a koji zadovoljavaju karakteristi¢nu jednacdinu

Au = au.

Ako taj prostor ima dimenziju » onda se kaze da a ima mulupliciter n.

Spektar tenzora A je skup {a;, @y, .. ., a,} gdesua, < a, <...< a, karak-
teristi¢ne vrednosti a tenzora A pri ¢emu je svaka od njih ponovljena onoliko puta
koliko iznosi njen multiplicitet.

Od znacaja za dalja izvodenja su teoreme |, 2 i 3, koje su formulisane i doka-
zane u odeljku 10, glave II.

6. SPEKTRALNA TEOREMA

Na osnovu prethodnih teorema dokazuje se jedna od najvaznijih teorema line-
arne algebre, tzv. spektralna teorema:

Neka je A simerrican tenzor. Onda u E postoji ortonormirana baza e,
(i=1,2,...,n), koju line karakteristiéni wvektori tenzora A. Ureden
skup {ay, as, . . ., a,} karakreristiénih vrednosti, koji odgovara takvoj bazi e,
obrazuje potpun spektar tenzora A, tako da je

y | :1; ae, ®e,. (6.1)

Obrnuto, ako je A dato sa (6.1), gde je skup vektora {e;} orionormiran,
onda su a, (1 =1,2,...,n), kRarakteristicne vrednosti tenzcra A kojima
odgovaraju karakteristicni vektori e,.

Preciznije,

a) A ima n medusobno razlicitih karakteristicnih vrednosti ako i samo ako
karakteristiéni prostori od A su n uzajamno upravnih pravih:

b) A ima m< n razli¢itih karakteristicnih vrednosti ako © samo ako A do-
pusta reprezentaciju

m—1 m—1
A= ;1 a,e,®e, + a, (I —-G‘Z’l e,@eu). 62)

le;| = 1.
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U tom slucaju a, (6 = 1,2,...,m) su m medusobno razlicitih karakte-
risticnih wvrednosti, a wjima odgovarajuci prostori su medusobno upravne
prave odredene karakteristicnim vektorima e, (v = 1,2,...,m — 1) i na
njih upravan prostor od n — (m — 1) dimenzija, 1., E,_,, 4.

Obrnuto, ako sum — | medusobno upravnih pravih 1 na nju upravan prostor
E,_m-1, karakteristiéni prostori tenzora A onda A mora imati oblik (6.2).

c) A ima samo jednu karakteristicnu vrednost ako i samo ako je
A = al (6.3)

U tom slucaju je a karakteristicna vrednost od A a E njoj odgovarajuci
karakteristicni prostor. Obrnuto, ako je E karakteristicni prostor tensora A
onda A ima oblik (6.3).

Dokaz: Nekasua, (1 = 1,2,...,n) karakteristi¢ne vrednosti tenzora 4 i neka su
¢, njima odgovarajudi karakteristi¢ni vektori. Onda je, po definiciji
Ae, = a.e;.

Neka su, dalje, karakteristi¢ne vrednosti g, medusobno razlicite. Tada su,
saglasno sa teoremom 1, odeljka 10, glave II, njima odgovarajuéi karakteristi¢ni
vektori e; medusobno upravni tako da je e,®e, =1T i

n
A=Al = de,® e, = Z a;e ®e,.
1=1

Obrnuto, ako je A dato sa (6.1) i {e;} ortonormiran skup vektora, onda je

n n
Ae; =% a,(e,®e)e; = Z a; (e -e)e;

7

I
S
;)

1j., a, su karakteristi¢ne vrednosti 4, a e, njima odgovarajuci karakteristi¢ni vektori.
a) Dokaz je sadrzan u dokazu teoreme 1, odeljka 10, glave II.

b) Nekasua, (¢ = 1, 2, .. ., m) svi medusobno razli¢iti i neka je a,, = a,,., =
=...=a, Onda se iz (6.1) dobija

1

m-— n

A= z ae,@e, + Z a.e e,
=1 T=m
m—1

n
a.e,Qe, + a, Z e, ®e,.

T=m

[
N

53
1
-

Koriste¢i u ovom izrazu

m—1 n
I=¢ ®e = 2 e, Re, + Z e, e,
T=m

a=1l
dobijamo (6.2).
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Obrnuto, neka vazi (6.2). Onda je sigurno

de=ae, (c=1,2,...,m—1).
Takode je
Ae = a,e

za svaki jediniéni vektor za koji je e - e, = 0. Medu njima se uvek moze naéi jedan
skup ortonormiranih vektora e, (¢ = m, m + 1, ..., n) koji rastezu prostor E, , 4,
svih vektora # za koji je u - e, = 0.

c) Neka vazi (6.3). Onda je
Ae = ae
za svaki vektor e u E. Znadi, E je karakteristican prostor takvog tenzora A.

Obrnuto, neka je E karakteristi¢an prostor simetri¢nog tenzora 4. Onda je
za bilo koja dva linearno nezavisna vektora # i v u E

Au = lu, Av = wv.
Takode je
A+ 2)=v»u+0) =

= lu + wv

ili
A—rut+(w—»)o=0
odakle sledi, s obzirom na linearnu nezavisnost,
A=w=m
Znaci, tenzor A ima samo jednu karakteristi¢nu vrednost; oznacimo je sa a.
Tada je
A=Al = Ae,Re¢, = ae,®@e;, = al

gde je e, neka ortonormirana baza E. []

U daljem ¢emo sa u, (x = 1, 2,. . ., p < n) oznaavati karakteristi¢ne prostore
tenzora A. Tada se bilo koji vektor » u E mozZe predstaviti u obliku

D= Z ’ﬂa (6.4)
gde su o, Eu,.

Teorema o komutativnosti

Neka je A simetrican tenzor i neka je komutativan sa nekim tenzorom B,
tj. AB = BA. Onda B ostavlja svaki karakteristican prostor tenzora A in-
varijantnim, if., ako v pripada karakteristiénom prostoru A onda i Bv
pripada istom karakteristicnom prostoru.

Obrnuto, ako B ostavlja svaki karakteristiCan prostor simetriénog tenzora
A invargantmim. onda su A i B komutativni.
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Dokaz : Neka su 4 1 B komutativni. Pretpostavimo da je Av = Av Onda je
A (Bv) = B (Av) = ABv
tj., Bo pripada takode karakteristicnom prostoru kome pripada v.

Za dokaz obrnutog stava polazimo od (6.4), tj., od izraza koji pokazuje da se
bilo koji vektor » u E moze razloZiti preko vektora v, karakteristi¢nih prostora u,.
Ako B ostavlja svaki karakteristi¢ni prostor %, od 4 invarijantni onda je Bv, uu, i

4 (Bv,) = 1, (Bv,) = B (1,2,) = B (4v,)

gde je A, karakteristi¢na vrednost koja odgovara »,. Na osnovu toga i (6.4) moZemo
zakljuéiti da je
ABv = z ABv, = Z BAv, = BAv.

Posto je v proizvoljno, sledi da je AB = BA. []

Pestoji samo jedan podprostor od E koji svaka rotacija ostavlja invarijantnim.
To je sam prostor E. Na osnovu toga je moguce pokazati da vazi sledec¢a posledica
spektralne teoreme

Simetrican tenzor A je komutativan sa soakom rotacijom ako 1 samo ako je
A =al (6.5)

7. TEOREMA O POLARNO]J] DEKOMPOZICIJI

Svaki regularan tenzor drugog veda A moge biti predstavijen jednoznad-
no u obliku

4=QU =VQ, (7.1)
gde je Q ortogonalan tenzor, a U i V pogitivno definitni simetricni tenzori.

Dokaz: Poito je Av: Av = vATAv > 0 za svako v %= 01 (ATA)" = A"A4
sledi da je 474 pozitivno definitan i simetri¢an tenzor. Tada je i U definisano
kao njegov kvadratni koren, ftj.

1
U= (474)%, (7.2)

takode simetri¢an i pozitivno definitan tenzor. Ako sa Q definifemo tenzor

Q = AU, (7.3)
onda imamo da je

QQ” = AU~ (AUY)T = AU-U-14" = A (U?)" A" =
= A4 (AT AT =1,

tj. tako definisano Q je ortogonalan tenzor. Iz (7.2) i (7.3) se vididasuU i Q u
potpunosti odredeni preko polaznog tenzora 4.
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Da je QU jednozna¢na desna dekompozicija tenzora 4 pokazujemo na slede¢i
nadin.Pretpostavimo da se A moze takode izraziti u obliku QU, gde je Q ortogo-
nalno, a U simetri¢no i pozitivno definitno. Tada je QU = QU. Transponovanjem
ovog izraza dobijamo UQ" = UQ” i

U* = UQ"QU = UQ™QU = U3,
odakle sledi da je U = U, jer 474 ima samo jedan pozitivno definitan simetri¢an
koren, i

Q=AU'=AU"'=Q.
Na sli¢an naéin se moZe pokazati da je leva dekompozicija

4 =VR,
jednoznacna, gde je
3
V =(447)%,
simetri¢an i pozitivno definitan tenzor, a
R =V14,
ortogonalan tenzor.

Preostalo je da se dokaze da je Q = R. S obzirom na ortogonalnost R i pozi-
tivnu definitnost ¥ bice

A — QU = (RR™) VR — R(R'VR) = R{(V:R)* W R)).

Prema tome QU i R (R"VR) su alternativne leve dekompozicije tenzora 4. Ali, s
obzirom na jednoznacnost te dekompozicije (koju smo dokazali), sledi da je
Q=Ri

U=RVR=Q™VQ. [ (7.4)

Napomenimo da je det Q@ = 1 ili det @ = —1 u zavisnosti od toga da li je
det 4 pozitivna ili negativna.

Iz (7.4) se lako mozZe pokazati da su karakteristi¢ne vrednosti tenzora U i V
iste, dok su njihovi karakteristi¢ni vektori #, i »,, respektivno, vezani relacijom

v, = Qu,.

Dekompozicija (7.1) se naziva polarnom zbog analogije sa polarnom repre-
zentacijom kompleksnog broja

z = re',

Poteg r je pozitivan realan broj i predstavlja modul broja z. Analogno tome V
(ili U) je pozitivno definitan tenzor (realnih karakteristi¢nih vrednosti) i odreduje
velidinu tenzora A. Veli¢ina ¢ je kompleksan broj na jedini¢nom krugu rotiran
u odnosu na realnu osu za ugao @, dok ortogonalan tenzor Q odreduje rotaciju u
E, oko neke ose.
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8. KOVARIJANTNE, KONTRAVARIJANTNE I FIZICKE
KOMPONENTE TENZORA

U opstem sluéaju, krivolinijske koordinate x* se definiu preko Dekartovih
kordinata funkcionalnim relacijama
2% = g% (), (8.1)

za koje je Jakobijan transformacije u nekoj oblasti prostora E

| 82
et o (8.2)
| 0x" |
Tada u toj oblasti postoji i inverzna relacija
w¥ = xk (ol (8.3)
Za vektor poloZaja p neke tatke u E piSemo
P =z"¢ = 3" (') e, = p (¥). (8.4)
Neka je
def CD oz’
gkl:@k:-a? e:. (8'5)

Tako definisani sistem vektora je linearno nezavisan, s obzirom na linearnu neza-
visnost vektora e, i (8.2), i predstavlja novu bazu u E. Njemu reciprocan sistem
vektora g*, tj. vektora za koje vazi

g gh= 8., (8.6)

je takode linearno nezavisan, s obzirom na (8.6), i kao takav defini$e novu bazu,
tzv. recipro¢nu bazu u odnosu na g,.

Neka je
tug. g, "Eg-g. (8.7)
Tada je
g"=g"g, g =8ug (8.8)
odakle sledi da je
gug'™ = or. (8.9)

Svaki vektor i tenzor se mogu predstaviti u odnosu na polaznu i njoj reci-
pro¢nu bazu. Tako je
v =v,g" =g,
(8.10)
Ad=a.8'0g =d"g,0g =4d2g.0g.

Ako se tenzor 4 predstavi u odnosu na polaznu bazu vektora g, onda kaZemo
da su a* njegove konrravarijantne komponente; ako se tenzor A predstavlja
u odnosu na reciproénu bazu vektora g, onda su a, njegove kovarijantne kom-
ponente; kada se tenzor A4 predstavlja u odnosu na obe baze jednovremeno onda
se kaze da su a*, njegove mefovite komponente — kontravarijantne po gornjem,
a kovarijantne po donjem indeksu. Saglasno sa ovim definicijama v, su kovari-
jantne, a " kontravarijantne komponente vektora v.
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Kako je ;
I‘:gk(’:‘)gk:gk:gk@gz'—"
=g'g: 08 =088

(8.11)

sledi da su g;, kovarijantne, g® kontravarijantne, a 0¥ me§ovite komponente metric-

kog tenzora I u E.

Neka je f, jedini¢ni vektor baznog vektora g,, tj.

Tako definisani vektor je bezdimenzioni.

Dalje, neka je

Vh =0 fr =
_ v e
‘/gkk '\/gkk

Tada op nazivamo fizicke komponente vektora o, jer imaju istu
kao sam vektor.

Neka su k* jedini¢ni vektori recipro¢ne baze g*, tj.

o By &
gl g™
Tada su
P = h* = ‘Zf_=g2:
\/gkk _Jgkk’

takode fizitke komponente vektora z.

U sluaju tenzora A njegove fizitke komponente su

afth = B* - AR' — iﬂ -
\/gl:k »\/g”
Ay,
Akl =ft'Af =—=..
l '\/gkic \/g“
at
i o R s s s
* ’ '\/g.w; «/g”
i
atkh=hk.Af: — __%___ —
Ve '\/gkk

(8.12)

(8.13)

dimenziju

(8.14)

(8.15)

(8.16)

pri Cemu smo sa tackicama naznaéili i druge moguée komponentalne reprezentacije

tenzora A.

Reprezentacija tenzora preko njegovih fizickih komponenata nije jedinstvena,
ako se ima u vidu da su to komponente tenzora koje imaju istu dimenziju kao i
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sam tenzor. Npr.: u reprezentacijama
(8.17)

v =0f, = vy h®

. i
v~ 1o, su takode fizitke komponente vektora wv.

9. SKALARNA, VEKTORSKA I TENZORSKA POLJA

Skalarnu funkciju ¢ (x*) definisanu za svako x (x*) u nekoj oblasti R u E

nazivamo skalarno polje ¢ nad R.
Na isti nac¢in se definide vektorsko polje v, odnosno tenzorsko polje 4, nad 2 u E.

Nas uglavnom interesuju promene polja nad 2. Za njihovu komponentalnu
reprezentaciju bitno je odrediti promenu baznih vektora duZ koordinatnih linija,

j —?g-’“-. Iz same definicije baznih vektora g, sledi da je

ox!
) a2 7
g _ Op _ ©.1)
oxt  OxFoxt  oxF
) 1 /@ ) J
8k k=u.4(¢s’:'_"_' ﬂ_@) = [k, m). 9.2)
ox! 2 \ ox* ox! ox™
Sistem treéeg reda [k, m)] se naziva Kristofelov (Christoffel) simbol prve wvrste.
Po definiciji je
m
= g™" [k, n] 9.3
Bt Bl 9.3)

i naziva se Kristofelov simbol druge vrste.
Promene baznih vektora duz koordinatnih linija su takode vektori i kao takvi

se mogu predstaviti u odnosu na bazne vektore g,. Lako je pokazati da je

.@:{’"} - ' 9.4)
ox* k1
Za vektore reciprotne baze je
og* k
- SN m 9.5
ox! {l m} % @)
Iz (8.10), i (9.4) sledi da je
év & s oot og,
(g = 4 i ok
o o B = B ax*
oot [
=f|— + o™ I }) .
(8x" \mk &
Neka je
ot l
v =-— & : (9.6)
T axk {m k}
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Tako definisani sistem ¢', nazivamo kovarijantni izvod konrravarijaninih kompo-
nenata vektora ». Ocigledno je

-% = U & (9.7)
Na isti nacin, polazeé¢i od (8.10);, moZzemo pokazati da je
%:vmg‘. (9.8)
gde je
7, 5 = 23;_ — o, {zmk}' (9.9)

Sistem o, , nazivamo kovarijanini izvod kovarijantnih komponenata vektora o.

Polazeéi od komponentalne reprezentacije tenzorskog polja 4 lako je pokazati
da je

cA
ot =a" 51O =00, 808" =8 Og" (9.10)
gde su
im 7aat_m+arm l]+a"{m}
i Ox* r k r k
da' / r
@pe=—f +an | —d 9.11
T axt i {r k} {m k} el
Gm, k= % _armJ g } _alf{ ¥ }
Ox* 17 & m k

i predstavlja kovarijantne izvode tenzora a'”; a',; @,, redom.

Kovarijantni izvod se definide i kao gradijent odgovaraju¢ih skalarnih, vek-
torskih i tenzorskih polja.

Tako je
op
rad ¢ = g*
B ox*

grad 4 = d*, ,, 2.08' ® g™
Po definiciji je

div # = tr grad u = *,. (9.13)
Iz (9.2) i izraza g = det {g,;}, sledi da je
O __ % gy _ .08 _ Zg{ * }
ox* Og, 0x* dx* kj
ili
A 448 f}
N {k J
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Tada iz (9.13) i (9.6) sledi da je

T 8~ & (9.13a)
g ot
U sluéaju tenzorskog polja 4 definifemo div 4 kao vektorsko polje za koje je
a-div 4 = div A"a, (9.14)
za svako konstantno a€ E. Iz (9.14) sledi da je
divd = A4Y,g,. (9.15)
Na osnovu tako definisanih pojmova moZe se pokazati da je
grad (pu) = ¢ grad # + # ® grad ¢,
div (pu) = ¢ divu + v - grad ¢,
grad (u - v) = (grad u)” - v + (grad )7 - u, 9.16)

div (# ® v) = udivo + (grad u) v,
div (A"u) = u-divd4d + 4 : grad u,
div (pd) = ¢ div A4 + A grad ¢.

10. DVOSTRUKA TENZORSKA POLJA

Skalarnu funkciju ¢ (x*; X%), koja je definisana za svako xR, 1 XER,,
gde su R, 1 Ry neke oblasti prostora E nazivamo dvostrukim skalarnim  poljem.
Na sliéan nadin se defini$u dvostruka wvekrorska i tenzorska polja.

Neka su p (x) i P(X) vektori polozaja tacaka xc R, i X& R,, respektivno,
i neka su
d oP
'—P_"s GK = ¢
Ox* 0Xx
sistemi baznih vektora u R, i Ry. Obelezimo sa g* i G* njima reciproéne sisteme
vektora, tj. vektora za koje je

&g =20, Gy G"=0d% (10.2)

(10.1)

8 =

Neka je
A=d,(x,X)g®G* (10.3)

dvostruko tenzorsko polje. Interesuje nas promena tenzorskog polja 4 u slucaju
kada je x* = x¥ (X*¥). Tada je

-] I ! k

oA_(@aL da';, 0Ox )g,@G"

oxXx 0X% = ox* 0X%
, Og, oOx* oG*

L
b oxt axx ®G t+a.8® aXx

+a
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da' oa'
N ( oxe T a;»c:x?"‘)“’r'® e

l
+a, {k m} *e2,® G —d, [5) g ® G

da' oa' A
=[6X;—aﬂM {2} + ('E;f"‘"“mL {m k}) xfx] £,® G

= (aIL,x + alr.,kx?x) g, ® G*
= atL;Kg: ® G%,

pri ¢emu smo koristili pojam kovarijantnog parcijalnog izvoda tenzora a', po koor-
dinatama x* i X* i uveli oznaku

£ oo 1 k. ko Ox*
aL.x=aL,x+a):,1{x;K: X g = aXx-

(10.4)

Tako definisanu tenzorsku veliinu o', x nazivamo totalni kovarijantni izvod ten-
zora a'y.

Na isti na¢in se moZe pokazati da je, za X% = X* (&),

K
App =01+ d, X5 X& = i . (10.5)

’ ox*

Takode je
aux=a'y % g; a'pp=a'y g X5 (10.6)
Primeri dvostrukih tenzorskih polja su tenzori
ox* (X*) ’

F=3_XK—£"® G*, G=g'g ® G¥ (10.7)

gde je gi (x, X) = g, (x) - G% (X).

11. INTEGRALNE TEOREME

Teorema o divergenciji: Neka je V jednostruko povezana oblast prostora
E, &ijaje graniéna povrs S. Neka je n jedinicni vektor spoljne normale povrsi §
i neka je T tenzorsko polje, neprekidno ¢ diferencijabilno u V. Onda je

]'TndA=fdiv Td4dv. (11.1)
1%

S

Dokaz teoreme se zasniva na poznatoj teoremi o divergenciji vektorskih polja

‘ndA = [ divu Vd. (11.2)
iu f[ v u
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Onda je
a-J'TndA: J’a-TndA=J(TTa)-ndA
5 5 S

= [ div(T"a) dv = J'a-div T dv
v v

=a- [divTd4,
&

za svako konstantno a. [

U specijalnom slucaju kada je T = @I, gde je ¢ skalarno polje iz (11.1)
sledi da je

[ pndd = f grad o dV.
5 4

5 (11.3)

Stoksova (Stokes) teorema: Neka je S deo pnur§i ogranien zatvore-
nom glatkom krivom bmijom C 1 neke je u vektorsko polje neprekidno i
diferencijabilno nad S. Onda je

['rotu-ndA= $u - tds,
5 &

5 (11.4)
gde je t jediniéni vektor na C, a s njen luk.
Dokaz teoreme je op$te poznat.
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B. Tenzorske funkcije

1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

Iz prakti¢nih razloga najée$te ¢emo razmatrati tenzore drugog i niZeg reda.
Skup svih tenzora drugog reda 4 formira prostor & od n® dimenzija, dok

; v , 1 ; s
skup simetri¢nih tenzora formira prostor ¥ od 5 n(n + 1) dimenzija. Prostor

¥ je podprostor prostora &, tj. ¥ C L.

Definicija: Bilo koja funkcija &ije su promenljive i vrednosti tenzori naziva
se tenzorska funkcija.

Specijalno, tenzorska funkcija nultog reda naziva se skalarna funkcyja.
Skalarna funkcija
¢ =g (4) (L.1)

tj., funkcija ¢ija je vrednost skalar, a nezavisno promenljiva tenzor 4 iz £ ili ¥
bice za nas od posebnog interesa. Ista funkcija se moZe pisati u komponentalnom

obliku
=@ (Aku gm) (12)

gde su A,, kovarijantne komponente tenzora A, a g, sistem baznih vektora.
U (1.2) ¢ je realna funkcija »* promenljivih A4, ako je A& S, odnosno
ﬁ% promenjivih A,,, 2 </, ako je A€ &. Zavisnost funkcije ¢ od g, je
neminovna kada se tenzorsko polje 4 izraZava u odnosu na krivolinijske koordinate.
U tom slu¢aju g,,, 4,, pa prema tome i vrednost funkcije ¢ se, u opstem slucaju,
menjaju od tacke do tacke.

Mi ¢emo pisati (1.2) u obliku

?=¢(A4y) ) (1.2a)
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kada naglaSavanje eksplicitne zavisnosti od g, nije bitno. Na isti nacin se postupa
i u slucaju kada je ¢ skalarna funkcija vise tenzorskih promenljivih.

Primeri takvih funkcija su

g=ur A", p(A) =detd, ¢ (4, B)=1r AB". (1.3)

Za nas je, dalje, od interesa tenzorska funkcija
M= M4 (1.4)
Cija je vrednost tenzor M a promenljiva tenzor 4. Komponentalni oblik od (1.4) je
My, = My, (4, 8) ili My, = My, (4,,) (1.5)
u zavisnosti od toga da li Zelimo ili ne da naglasimo zavisnost od baze g,. Ocigledno
je da (1.5) sadrzi n® ili ﬁ(?ﬁ ;_—1)— funkcija ﬂk: u zavisnosti od toga da li je M &

nin-41)

ili M= &. M je funkcija n? ili — promenljivih A4, u zavisnosti od toga
dalijede ¥ ili Ae &. U slucaju da je M funkcija vise tenzorskih promenljivih
razmatranja bi bila analogna.

Primeri tenzorskih funkcija su tenzorski polinomi. Oni su linearna kombi-
nacija, sa konstantim koeficijentima, proizvoda promenljivih 4,, A,, ..., 4,.
Svaki ¢lan tenzorskog polinoma je oblika

cA? AL ... A% (1.6)
gde je ¢ konstanta, p,, ps, ..., P, prirodni brojevi, a &g, .., %, =1, ..., 1.

Drugi primer su tenzorski redovi koji predstavljaju beskonacan zbir ¢lanova

datih sa (1.6) koji konvergira. U slucaju jedne tenzorske promenljive tenzorski

red ima oblik

M=M4) =7 cd. (1.7)
E=0

Ako je samo konadan broj komponenti razli¢it od nule, tenzorski red (1.7) se svodi
na tenzorski polinom jedne tenzorske promenljive. Akoje A€ P ondajei M€ &.
Tenzorski redovi predstavljaju usku klasu tenzorskih funkcija. Cak i u sludaju
kada su komponente M, (4,,) tenzorske funkcije predstavljene konvergentnim
redom ili polinomom, tenzorska funkcija ne mora biti tenzorski red ili polinom

§to se vidi iz slede¢ih primera
MA) =47, MA = AI, M(A) =JA—1 (1.8)

U poslednjem primeru 4 — I mora biti pozitivno semidefinitno i simetricno.

2. INVARIJANTE I IZOTROPNE TENZORSKE FUNKCIJE

Definicija 1: Skalarna funkcija ¢ (A, 4,, . . ., A,) se naziva izotropnom
ako relacija

p(dy,...,4,) =9 (QA4,Q%, ..., Q4,Q7) (2.1)
vagi za svaki ortogonalni tenzor Q 7 svako A, (s=1,...,7) u domenu
definisanosti funkcije @.
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KaZemo da je @ izotropna funkcija u odnosu na g, gde je g podgrupa ortogonalne
grupe ¢ ako (2.1) vazi za svako Q iz g.

Skalarna izotropna funkcija ¢ (4) jedne nezavisno promenljive se naziva
ortogonalna invarijanta, ili kratko invarijante od A. U sluaju viSe nezavisno
promenljivih 4,, (s = 1,2,...), koristi se termin simultana invarijanta. Svi pri-
meri u (1.3) predstavljaju invarijante.

Od posebnog znacaja za nas su glavne invarjante I, (A4), (kR =1,2,...,n),
tenzora A koje su definisane kao koeficijenti (af + 4) polinoma det (af + A4)
po a. Mi pidemo

det(al + &) = a* + I, (A) a™* + ... + I, , (A) a + I, (4)

- i I (A4) a"*, (2.2)
k=0
gde je
I (4) = }Sr T (2.20)
il,=1

Glavne invarijante I, (4), (k =1, 2,...,n), moZemo definisati i kao koefici-
jente karakteristicne jednatine

det(al — A) =a* — I, (A)a™ + ...+ (=1)* I, (4)
- éﬂ(-—lj" I, (4) a"* = 0. (2.3)
Ista jednacina se moze izraziti u obliku
ﬁ (@ —ay) =0, (2.3a)
B=1

gde su a, relenja karakteristitne jednacine (2.3) poznate pod imenom karakre-
risticne vrednosti tenzora A, koje ne moraju biti sve medusobno razlic¢ite. Upo-
redivanjem koeficijenata u izrazima (2.3) i (2.3a) lako je pokazati da je

Ii'(A)=a1+az+-..+aﬂ_,

I,(4) = aja, + @483 + ...+ Ap_1Gns
(2.4)

I,(4) =a,a,...4,.

Desne strane izraza (2.4) predstavljaju elementarne simetricne funkcije. Prema tome
mozemo kazati:

Glavne invarijante se mogu predstaviti odgovarajucim elementarnim simetric-
nim funkcijama.
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Specijalno, iz (2.2a) za k = 1 i & = n sledi

I(A)=wd, I,(4)=detd, (2.5)
respektivno.
Od znacaja su i momentne invarijante I, (A) definisane izrazom
1,(4) = tr 4*. (2.6)
U sluéaju trodimenzionalnih prostora koriste se oznake
I () =1Ia I,(A) =114, I ;(A4) =14 2.7
za glavne invarijante i -
Ly, 114, 1114 (2.8)

za momentne invarijante. Ako se zna da je reé samo o invarijantama tenzors A
moZe se u (2.7) i (2.8) oznadavanje uprostiti ispustanjem oznake tenzora A.

Na osnovu (2.4) i (2.6) mogude je uspostaviti vezu izmedu glavnih i momentnih
invarijanti. U prostoru od tri dimenzije date su izrazima

Iag=14 IIq=14—2II4 IIIq=1I% — 314114+ 31I1s. (2.9)
Kada je re¢ o simultanim invarijantama, nas ¢e naj¢esce interesovati invarijanta

u obliku
@ (A ..., d) =1 A7, A% ... A (2.10)

Definicija2: Za renzorsku funkciju M (Ay5... A,) se kafe da je izotropna
ako relacija

QM(4,,...,4,)Q" = M(Q4,Q",...,Q4,Q") (2.11)
vasi za sve ortogonalne tenzore Q i sve A, (s=1,...,7), u domenu defi-

nisanosti M. Kasemo da je M tzotropno u odnosu na g ako (2.11) vasi za
sve Q grupe g koja je podgrupa svih ortogonalnih tenzord o.

Primeri izotropnih tenzorskih funkcija su tenzorski polinomi, tenzorski redovi
i prve dve funkcije u (1.8).

Pojam izotropije i izotropije u odnosu na podgrupu g, g C 6, moZe biti prosiren
na funkcije &ije su promenljive skalari, vektori ili tenzori bilo kog reda.

U sludaju tenzora viSeg reda od dva nuZna je komponentalna reprezentacija.
U tom sluéaju izotropija u odnosu na g znaci da funkcionalna relacija ostaje nepro-

menjena kada se svaki nezavisno promenljivi tenzor 4 zameni tenzorom A ¢ije su
komponente A,,i___,,y vezane sa komponentama Ay, , tenzora 4 preko trans-
formacionog pravila

Ekl...k? == P04 Qkym?Aml...mr (2.12)

gde je Q {Q,}} bilo koji element g.
Tako je skalarna funkcija ¢ (A,,‘,_.,,?) (¢=1,2,...,9) izotropna u odnosu
na g ako i samo ako funkcionalna relacija

@ (Ah...ky) =@ (Qk,m' vee QkymyAm,...m.y) (2.13)
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vazi za svako ortogonalno Q iz g i svako A,,“__,:y iz domena definisanosti ¢. Za

tenzorsku funkeiju M, . (A.,....) se kaZze da je izotropna u odnosu na g ako
L4

i samo ako relacija

‘_‘J‘x A QI'QMMJ:---J’& (Ay;l‘_ '#})) - Mi.---ia_ (Qk:l % % W QA:;VA;;...!},) (2' I4)
vazi za svako Q € g i svako A,,X,_,,,? iz domena definisanosti M,,__; .

Na analogan nadin se definide izotropna tenzorska funkcija vie nezavisno
promenljivih. Samo po sebi se razume da se (2.11) takode moze predstaviti u kom-
ponentalnom obliku.

U specijalnom slu¢aju kada je re¢ o vektoru o ili tenzoru drugog reda 4,
(2.12) daje

2 =Quv, A=QAQ" (2.15)

respektivno. Tada je vektorska funkcija u (4, v) izotropna u odnosu na g ako i
samo ako je

Qu (4, v) = u(QA4Q", Qv) (2.16)
za svako A = &, sve vektore » 1 sve QEg.

Ako je g potpuno ortogonalna grupa ¢ onda funkciju izotropnu u odnosu
na ¢ nazivamo jednostavno izotropnom. Ako je g svojstvena grupa ortogonalnih
transformacija (det @ = +1) onda se funkcija izotropna u odnosu na g naziva
hemitropna. Primer hemitropne ali ne i izotropne funkcije je vektorski proizvod
vektora @ i w jer je tada za svako ortogonalno Q

Qv x Qw = (det Q) Q (v X w). (2.17)
Primer skalarne funkcije koja je hemitropna ali ne i izotropna predstavlja funkcija
¢ (4, 0) = ""A,0, (2.18)

gde je ¢”™ Ricijev (Ricci) tenzor alternacije. Ona je ujedno primer simultane in-
varijante koja je hemitropna, a ne i izotropna.

Kada je dimenzija prostora neparna i kada su zavisno promenljive i nezavisno
promenljive tenzori parnog reda ne postoji razlika izmedu hemitropnih i izotropnih
funkcija. U tom sluc¢aju transformacija (2.14), za « i ¥ parno ostaje nepromenjena
kada se Q zameni sa —Q.

3. UNUTRASN]JI IZVOD TENZORSKE FUNKCIJE

Za funkcije koje ovde razmatramo pretpostavljamo da su neprekidne i dife-
rencijabilne po svojim argumentima u domenu definisanosti do reda koji nam
treba.

Podsetimo se prvo izvoda f' (x) realne funkcije realne promenljive v = f(x)
koji je, kao $to znamo, definisan sa

£ (%) =}’ij\r;—:l—[f(x ) —F@)] 3.0)
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gde je A realan broj. Postavlja se pitanje: kako bi glasila definicija izvoda tenzorske
funkcije ¢ija je promenljiva tenzor. Primera radi posmatrajmo vektorsku funkciju
vektorske promenljive w = f(2). Formalno, po analogiji sa (3.1), moZemo pisati

lim i [f (@ + w) — £ ()]

iz Cega se vidi da takav izraz sadrZi operaciju deljenja sa vektorom §to nema
nikakvog smisla.

Ponovo se vratimo izvodu realne funkcije realne promenljive. Njega moZemo
izracunati 1 na nacin koji se malo razlikuje od (3.1). Oznacimo sa f' (x; 2) veliinu
koja je definisana izrazom

F (s ) =tim L[t hs) —F ] = Lite+ )| (3.2)
>0 h dh 5=

0
Lako je pokazati da je ovako definisana veli¢ina linearna funkcija z i da je
Filxe)=Ff )= (3.3)
Ova relacija daje vezu izmedu f' (x; z) i f' (x).
Analogno tome, u slucaju vektorske funkcije w = f(v) obelezimo sa f' (v; u)
graniénu vrednost
s, L d ‘
f (v;u) =lim—[f(v + hu) — f(v)] = - f(v + hu) (3.4)
W0 B dh h=0
kada ova vrednost postoji.

Tako odredena vektorska veli¢ina f (v; #) se naziva unurrasnji izvod funkcije
w u o pri priraftaju u.

Teorema: Unutrainji izvod wvekiorske funkcije wvekrorske promenljive je
linearna funkcija po prirastaju, tj.,

[ (v; aw) = af' (v; u) (3.5)
fiu+6)=f(v;u) +f(v;0)

za svako realno a 1 svaki vektor w i svaki vektor t.

Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da vazi (3.5);. Prema (3.4) je
g o
S (v; au) = I;Hi; [f (v + hau) — f(2)]

= fimg f}‘ [f (» + hau) — f(v)]

=0 @
— alim L [f (o + k) —F (O]
k=0 k

= af’ (v; u).
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Takode, saglasno sa (3.4), je
f(o;u+410) =ling[f(v + hu + ht) — f(o)]

— lim % [f (0 + hu) — f(2)] +

h—0
1 Him - fle 4 B ki) — Flo -+ hedl]
=0 h

=f'(o;u) + f (058
¢ime je dokazano tvrdenje (3.5).

Na osnovu ove teoreme sledi da je f'(v; #) linearna transformacija od u.
Drukéije receno:
of (v)
v

f(v;4) = [u] (3.6)

gde je b—f linearna transformacija, tenzor drugog reda i naziva se gradijen:
v

funkcije f po #. Oznacava se takode sa f, f, (¢) i Df (v).
Iz (3.6) i (3.4) sledi da je

fo () [4] = Df (0) [] = lim % Lf (0 + hai) — f (o). 3.7

Tada za svaku funkciju w = f (o) koja ima izvod u » moZemo pisati
f(@+uw) =f(v) + fo (v) [u] + 0 () (3.8)

gde 0 (u) — 0 kada u— 0. Ovaj izraz se koristi pri direktnom izratunavanju f, (o).

Pri cdredivanju izvoda vektorske funkcije vaZe uobitajna pravila diferen-
ciranja. Na primer: za g (v) = g (f (o)) vazi pravilo sloZenog diferenciranja

8o =g kfo (3.9)

pri ¢emu se poredak proizvoda gyzf, ne moZe menjati. Takode se i u slu¢aju izvoda
proizvoda vektorskih funkcija ne moZe menjati mesto ¢inilaca.

U specijalnom sludaju kada je w = f(¢), gde je ¢ parametar, iz (3.7) dobijamo
da je
Jo (2) [2] = of " (2). (3.10)

Sva ova razmatranja se mogu primeniti na tenzorske funkcije uop§te. Mi ¢emo
se dalje zadrzati na tenzorskim funkcijama ¢ija je promenljiva tenzor drugog reda.

4. GRADIJENT TENZORSKE FUNKCIJE

Prvo ¢emo razmotriti skalarnu funkciju ¢ (4) = ¢ (4,,) pretpostavljajucéi da
je neprekidna i diferencijabilna funkcija svojih argumenata A,,. Funkcije f** defi-

dp

kL

nisane sa f¥ = su kontravarijantne komponente tenzorske funkcije koju
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oznacavamo sa

a
53 — g4 =9, (4.1)

i koju nazivamo gradijent funkcije @. Jasno je da gradijent ¢, moZe biti definisan
na direktan nacin preko unutradnjeg izvoda:

d 3]
Z 94+ 5C) |0 =—2— Cyy = tr (95C} = tr {9, C7) (4.2)
ds 045,
gde je C proizvoljan tenzor.

U slucaju kada je ¢ (4) definisano samo za simetri¢ne tenzore A€ ¥ mora
biti i € simetri¢no u (4.2). Tada je i ¢4 simetri¢no, tj., pa= @3, pri éemu se
o

kL

za dobijanje komponenata od ¢4 mora proSiriti domen definisanosti ¢

na prostor & stavljanjem ¢ (4) =g (% (4 + AT)) i uzimanjem izvoda g (4)

u odnosu na n? komponenata 4, od 4 &. Kada se nadu ovi izvodi, ponovo se
A ogranitava na ¥ za dobijanje ¢ 4. Npr.: ako je ¢ (4) = 4,, Za A< ¥ onda je
S — g — — . O tome nismo morali voditi ra¢una kada je nezavisno pro-
0A,, 684, 2
menljiva veli¢ina bila vektor ili parametar.

Teorema 1: Ako je ¢ (A) invarijanta, onda je ¢, tzotropna funkcija.

Dokaz: Ako je ¢ (4) invarijanta, onda, saglasno sa (2.1), relacija

@ (4) = ¢ (Q4Q"), (4.3)
ili, saglasno sa (2.13), njena komponentalna reprezentacija
@ (4) = ¢ (An) = 9 (00" 4,n) 4.4)
vazi za svako ortogonalno Q i svako 4 u domenu definisanosti f-je @. Tada je
Op _ 09 0dum_ g, rg, 0
0Ay 04, 04, 0.
ili
4= Q%p;Q.
Kako je 4 = Q4Q" i QQ” = Q”Q = I prethodna relacija postaje
(pQAQT = Q(PAQT (45)

i vazi za svako ortogonalno Q i svako 4 u domenu definisanosti. f-je ¢ Znadi,
prema definiciji izotropnih funkcija, ¢4 je izotropna funkcija.

Ova teorema se moZe primeniti i na simultane invarijante kada se moze po-
kazati da su parcijalni gradijenti simultane invarijante takode izotropne funkcije.

"~ Za nas su od posebnog interesa gradijenti glavnih invarijanti I, (4). Neka je
det 4 # 0. Potrazimo gradijent invarijante ¢ (4) = I, (4) = det 4 koristeci (4.2).
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Pisemo
det (4 + sC) = 5" (det 4) det (i I+ A—lc)
S
— (det ) {1 + I, (A2C)s + ... + I, (41C)s").

Druga jednakost se dobija iz prve kada se u (2.2) a identifikuje sa L] ,a dsadlC.
s

Tada je
dﬁdet (4 + 5C) |0 = (det 4) I, (4-°C)
§

= tr {(det 4) A71C}.
Posto je C proizvoljno, prema (4.2), sledi da je

0L, (A4) ddetd
34 o4

U odnosu na ortonormiranu bazu, (4.6) mozemo predstaviti u slede¢em kompo-
nentalnom obliku

= dety 4 = (det 4) (47, (4.6)

a

k1

d.et I[qu“ = 0411: (4.7)

gde je 4, kofaktor elementa A,, matrice ||4,,||. VaZno je uoliti da gradijent dety 4
predstavlja takode primer izotropne tenzorske funkcije koja nije tenzorski polinom
mada su njegove komponentne polinomi.

Za odredivanje gradijenata drugih glavnih invarijanti I, (4) moZemo pod¢i od
(2.2), odakle imamo

7 " al
—det(al + A) =S a**—*,
i | ( ) kZo iy |

Takode je, s obzirom na (4.6)
% det (al + A) = det (al + A) [(al + A"
Iz ove dve jednakosti sledi da je
L al
Idet(al + A) = (al + A)T gt
(al + A) = (al + )kzoa o

ili, s obzirom na (2.2),

3

n oI : al
a™ k+1 -7k n—k k
I E 1 -|- ATk Eod =t

k=0 k=0

Izjednacavajuci koeficijente uz iste stepene po a dobijamo rekurentni obrazac

0ly.s oL

IR LI~ A2, (R=10,1,2,.. ), 4.8
* 24" n) (4.8)
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gde je Iy =11 I,,, = 0. Dalje, kori$¢enjem matematicke indukcije lako se po-
kazuje da je

or.(4) kA
T, st (—=1D? I, ., (4) (A" 4.9
5 péu ) (4) (47) (4.9)

Ova formula vazi i za R =n + 1 kada je I,., = 0. Tada je

S (—17 1, (4)4° =0
=0
ili
A -1, A" 4 . 4+ (1)1 I=0 (4.10)
§to je identi¢kog oblika kao i (2.3).
Na taj nacin smo dokazali Kejli- Hamiltonovu (Cayley-Hamilton) ceoremu :
Swvaki tenzor drugog reda A zadovoljava svoju karakteristiénu jednalinu.

U trodimenzionalnom prostoru (4.9), (4.6) i (4.10) se svode na sledeée izraze

o1, oll, oIl 4

L =1, ——=IJd—47"; = (4" =
oA iy | (4.11)
= [A4* — 44 + I14I)"
A — T4A% 4 1144 — III4l = O (4.12)
Njihove komponentalne reprezentacije glase
014 = g", 0114 = Lig" — A%,
A, 04,
a1IT )
A = [, (A7) = A A — LA™ + ILg™
k1
AE ATA" — [4A% A™ + IT4AY — I1I4g" = 0. (4.14)

Osnovna posledica Kejli-Hamiltonove toereme je moguénost izraZavanja tenzora
A", r = n, kao linearne kombinacije tenzora I, 4, 4%, ..., A" pri ¢emu koefici-
jenti te linearne kombinacije su polinomijalne funkcije glavnih invarijanti I, (4),
k=1,2,...,n Tako se u trodimenzionalnom prostoru iz (4.12) dobija da je

A3 = I 0 — IT44 + 144° (4.15)

MnoZenjem ove relacije sa 4 i kori¥¢enjem (4.15) u tako dobijenom izrazu, posle
sredivanja ¢lanova po stepenima tenzora 4, dobijamo

At = TAIITAd 4 (I11a — Iall4) A 4 (I3 — I14) A2
Istim postupkom se moZe pokazati da je
A" = ad + a4 + 0,47 (4.16)

gde su koeficijenti oy, a4 i 2, polinomijalne funkcije glavnih invarijanti T4, [1411114.
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Za odredivanje gradijenata momentnih invarijanti definisanih sa (2.6) pola-
zimo od izraza

tr(A+sCf = [Tk +s(CT1+TCT* 2+ ... +TF1C) +s2(...) +...]
= TF4sorT1C+s2(.)+...

Qdavde se, s obzirom na (4.2), dobija

:s r (T + sC}kIH) = tr[(

%\ T
an‘{-) C]:krr ™" C.
oy |

Posto ova relacija vazi za svako C sledi da je

(ks ) P ;
= L =k (T 1)2 4.17)
id a4 e (
za k=1,2,...,n Specijalno za 2k = 1 bice
omrd
=twrqd=1 4.17a
v 4 ( )

Za trodimenzionalni prostor odgovarajuci gradijenti momentnih invarijanti u
komponentalnom obliku su dati izrazima

aj:‘i = ghl; aﬁA = 2A4%; ?mﬁ

—5;1/;; aAm aAJrl

U sluéaju tenzorske funkcije M (4), ili u komponentalnom obliku M,, (4,,);
koja je neprekidna funkcija svojih argumenata, sa

M,
o4

rq

= 34', 4™ (4.17b)

(Ma)p™ = (4.18)

definidemo komponente tenzora éetvrtog reda koji se naziva gradijent od M 1
koji obeleZzavamo sa

oM
—— = My = M4(4). 4.19
3 a= M4(4) (4.19)

Na isti na¢in kao i u sludaju gradijenta skalarne funkcije gradijent tenzorske funkcije
moZemo definisati direktno sa

oM ‘ d
——[C] = M4[4][C] = M4[C] =
= Loy=Ma [ A1 [€] al€l==

Nije teSko pokazati da je M4 [C] linearna tenzorska funkcija od € i da u
komponentalnom obliku glasi

M4 +sC) . (4.20)

5 1§=0

%"i C
pY¢*

- 4.21
(Mg [CDe = 7 (4.21)

rg

Ako je M (A4) definisano samo za simetri¢ne tenzore 4 € ¥ onda pristupamo izra-

" - M, P 1 oo, . ..
¢unavanju izvoda —— na isti nadin kao i u sluéaju gradijenta skalarne funkcije
pq
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¢ (A). Naime, prvo se mora prosiriti domen definisanosti M na prostor &
stavljanjem M (4) = M ( é (4 + AT)) . Zatim se M (A) diferencira po #% kom-

ponenata A€ & i onda 4 ograniéi na &.

Na isti naéin kao i u slu¢aju invarijante moZe se dokazati teorema 2:

Ako je M (A4) izotropna funkcija onda je i M4 (A) [C) izotropna funkcija.

U slucaju tenzorske funkcije viSe promenljivih mogu postojati izvodi po svakoj
promenljivoj koje tada nazivamo parcijalni gradijenti. U tom slucaju vaze uobi-
¢ajna pravila diferenciranja medu koja spada i pravilo sloZenog diferenciranja.

Na sli¢an nacin se mogu definisati i parcijalni izvodi videg reda.

U slucaju izvoda proizvoda tenzorskih funkcija mora se voditi racuna o mestu
svakog ¢&inoca proizvoda.
Npr.: gradijent proizvoda M (4) N (4) = §(A) je po definiciji

S4[C] = .i- S(4+s0) = %[M(A +5C) (4 + sC)]j

s=0 s=0

4 M@ +s0] N+ M@INALs0)
ds ds 3

|s=0 ls=0

M4 [CIN + MN,4[C]

I

Y (MN)4[C] = M4[C]N + MN4[C]. (4.22)
Sada je lako pokazati da je
r
-gg[c] - C, aa‘: [C] = CT” (4.23)
?(;:‘ [0 = % (4 + s(;)kt:0 =§:_0 Ar CA*-1m, (4.24)
5:; [C] = — 4-1CA. (4.25)

Relacija (4.23) sledi neposredno iz (4.20) za M = A4; (4.24) se moZe dokazati
metodom matemati¢ke indukcije. Za izvodenje (4.25) polazimo od izraza A4~ =1I

na koji primenjujemo pravilo (4.22) i (4.23), i ¢injenicu da je fz [Cl=0.
0

5. TAJLOROV RED
U nekim slucajevima ¢e biti nuzno razviti tenzorsku funkciju tenzorske pro-

menljive u red. Kao i u odeljku 3 poéeéemo prvo sa realnim funkcijama realne
promenljive y = f(x). Za takve funkcije znamo da njihov Tajlorov red glasi

n hE " i
flx+h)= kZOEf (x) + 0 (A" (5.1)
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gde je
lim — (hn) = 0. (5.2)

h—>0 h"

Takode znamo da je za vektorsku funkciju w = f(x) realnog parametra x Tajlorov
red dat izrazom

flx+h) = i £ () + 0 () (5:3)
gde je
fim 290 _ (5.4)
0 A"
i
dk
£ @) = - £ ). (5.5)
dx

U slucaju vektorske funkcije vektorske promenljive w = f(2) moZemo f (v + hu)
posmatrati kao vektorsku funkciju realnog parametra 4. U okolini 2 = 0 Tajlorov
red funkcije f(o + hu), s obzirom na (5.3), sada postaje

n A dk
J(v + hu) = z Egh—"f(v + hu)[ -I— 0 (™). (5.6)
Uvodeéi oznaku
dl.: |
0 (93 ) = - hu) . 5.7
O W= ) (5.7)
moze se (5.6) pisati u obliku
n hk
VCERIOESY ;'f"" (vs u) + 0 (h"). (5.8)
E=o k!

Nije tesko pokazati da je f* (¢; «) homogen i simetri¢an polinom k-tog stepena
po u. Tada iz (5.8) sledi da je

fo+u)= éo}el_lf(k) (03 ) + 0 (ul") (5.9)
gde je
fim 000 _ (5.10)
lul>0 2|

Sva ova razmatranja mogu se trivijalno prosiriti na tenzorske funkcije tenzorsklh
promenljivih proizvoljnog reda.
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Teoreme o predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija

6. PREDSTAVLJANJE INVARIJANTI IZOTROPNIH TENZORSKIH
FUNKCIJA

Nekasu 41 Bu & inekasu I, (4)i I, (B) njihove glavne invarijante respek-
tivno. Oznacimo sa ay, (k= 1,2, ..., n), karakteristi¢ne vrednosti tenzora 4 koje
su, po definiciji, reSenja karakteristi¢ne jednacine (2.3) tenzora 4. Analogno tome
karakteristi¢na jednacina tenzora B je

@ — I, (BYa" + ...+ (—1)* L. (B) = 0. (6.1)

ReSenja ove jednadine, tj., karakteristi¢ne vrednosti tenzora B, oznadimo sa b,
(B=1,2;u vustt)

Teorema 1: Glavne invarijante simetriénih tenzora A i B se poklapaju, 1.,
L) = LB, (Re==1s25 ey (6.2)

ako i samo ako je
B = QA4Q" (6.2a)
za neko ortogonalno Q.

Dokaz: Neka (6.2) vazi. Tada su karakteristi¢ne jednadine tenzora 4 i B,
s obzirom na (2.3) i (6.1), iste a njihove karakteristi¢ne vrednosti se poklapaju.
Mozemo uvek urediti skup vrednosti b, tako da je

@G =by (B=1,2...n. (6.3)

Posto je A simetritno onda postoji ortonormirana baza karakteristi¢nih vektora
takvih da je

Ae, = ae, (6.4)
Isto tako postoji ortonormirana baza f, takva da je
Bf, = b.f. = a.f (6.5)

Za ortonormirane baze e; 1 f, postoji jednoznacno ortogonalno @ koje prevodi
bazu e, u f, tako da je

Qe = f. (6.6)
Tada iz (6.4—6.6) sledi da je
Qde, = a,Qe, = a,f, = Bf, = BQe,
ili
Q4 = BQ
odakle se dobija (6.2a).
Obrnuto, neka (6.2a) vazi za neku cortogonalnu transformaciju Q. Tada je

det (al + B) = det (aQQ” + QAQ™)
= det (al + 4). (6.7)
Koristedi to u (2.2) dobijamo (6.2). [
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Drugi deo dokaza teoreme 1, taénije (6.7), oligledno vazi za svako Q i svako
A i B (ne nesphodno simetri¢ne) za koje vazi (6.2a). Zbog toga on predstavlja
dokaz teoreme 2:

Glavne invarijante I, (A) tenzora A su invarijantne.
Sada smo u situaciji da dokazemo teoremu o predstavijanju inverijanti:

Skalarna funkcija ¢ (A) simetricnog tenzora A je invarijantna ako it samo
ako se moge izraziti kao funkcija glavnih invarijanti tenzora A, tj., ako 1
samo ako je

o) =9y, ... 1) (6.8)
Dokaz: Neka je ¢ (A) invarijanta. Onda je, saglasno sa (2.1)
¢ (4) = ¢ (B) (6.9)
uvek kada je
B = QA4Q” (6.10)

gde je A bilo koji ortogonalni tenzor. Ali tada na osnovu teoreme 1, prema kojoj
kada vazi (6.10) vazi (6.2) i obrnuto, moZemo kazati da (6.9) vazi uvek kada je
I.(4)=I.(B), (k =1,2,...,n). To Ce biti sigurno za svako Q kada je ¢ (4) =
= P [Il (A): Iz (A): siwoey Iﬂ (A)]

Obrnuto, neka je ¢ (A) dato sa (6.8). Tada je ¢ (4) sigurno invarijanta jer je,
na osnovu teoreme 2, gFuu Iy ... I,) invarijanta. []

Na osnovu (2.4) smo zakljutili da su glavne invarijante I, = I, (4) elemen-
tarne simetri¢ne funkcije elementarnih simetri¢nih funkcija karakteristi¢nih brojeva
ay, od A. Funkcionalna teorema o simetri¢nim funkcijama tvrdi da ako je ¢ polinom
po a, onda je g (I,, ..., I,) polinom po I, Ali karakteristi¢ne vrednosti g, su ele-
menti na glavnoj dijagonali matrice koja odgovara tenzoru 4 u odnosu na prethodno
pomenutu bazu g,. Tada se teorema o predstavljanju invarijanti moZe dopuniti
slede¢im stavom:

Ako je ¢ (A) polinomijalna invarijania, tj., inparijanta koja je polinom
po komponentama A, onda se mofe izraziti kao polinom po glavnim invari-
jantama I, od A.

Umesto glavnih invarijanti moZemo u (6.8) koristiti proth n momentnih
invarganti 1, (A). Mi tada kagemo:

Bilo koja invarijanta ¢ (A) se moge izraziti kao funkcija proih n momentnih
invarijanti I, (A) = tr A* od 4, 4.,

pd)=9y...1). (6.9)
Ako je @ (4) polinomijalna invarijanta po I, onda je @ (Iy, . . ., I) polinom
po 1.
Specijalno, kada je ¢ (A4) linearna invarijanta po 4 bice
gAd)=crir A, (6.10)

gde je ¢ konstanta.
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7. PREDSTAVLJANJE SIMULTANIH INVARIJANTI
Prvo ¢emo razmatrati singularne invarijante &ije su promenljive vektori. U
tom sluCaju znacajnu ulogu ima

Teorema 1: Za dva skupa vektora vy, ..., U, t Uy, ..., %, skalarne
funkcije v, © wu,; se poklapaju, 1j.,

V,0; = UU;, (B = 15254 s )5 (7.1)
ako 1 samo ako je
Qo, = u,
za neko ortogonalno Q.

Dokaz: Neka je v prostor rastegnut vektorima o,,..., 2,. Dimenzija ovog
prostora odredena je brojem linearno nezavisnih vektora v, v, ..., 2,. Neka
ihima p. Bez gubljenja u opStosti moZemo uzeti da su to vektori v;, v, .. ., 7,.
Tada je sigurno

det|lo, - vpll %0, (@B =1,2,...,p) (7.2)

e s tim2 izraZava potreban i dovoljan uslov linearne nezavisnosti vektora v,
o .

Neka (7.1) vazi. Iz (7.1) i (7.2) sledi da su vektori u,;, . . ., u, takode linearno
nezavisni. Onda postoji jednozna¢no odredena linearna transformacija Q koja
prevodi vektcre 7, u u,, tj.,

Qv,=u, (@x=1,2,...,p), (7.3)

a koja se svodi na identi¢nost u odnosu na ortogonalni komplement w od ». (Po-
kazati!)

Iz (7.3) i (7.1) se dobija

Qu, ' Qug = u, " us = v, * vy, (0f=1,2,...,p) (7.4)
odakle sledi da je Q ortogonalne.

U odnosu na linearno nezavisne vektore v, . . ., v, svaki vektor v, p < k& < m,
se mozs izraziti kao njihova linearna kombinacija, tj.,

®
Ty = AUy (1.5
Za odredivanje koeficijenata 1, pomnozimo skalarno (7.5) sa vz. Tada dobijamo
pl
VU = 2 Ag¥s Vg (B=1,2,.. ..0) (7.6)
a=1

S obzirom na (7.2) sistem jednacina (7.6) jednoznadno odreduje koeficijente 4,.
Lako je pokazati, s obzirom na (7.5) i (7.1), da je

u, = zp: Aty (1.7)
a=1
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Tada iz (7.5), (7.3) i (7.7) dobijamo
)
Qu,. = Au,=u (7.8)
& ;] 3

za svako p << k << m. Kratko reteno, kada (7.1) vaZi onda iz (7.3) i (7.8) sledi da
je Qv,=wu,zai=1,2,...,m.

Obrnuto, ako je Qu, = u; za i =1,2,...,m onda je
u, - u; = Qu, * Qv, = v,Q7Qv, = v,v, (7.9)
tj., (7.1) vazi. [J

Saglasno definiciji izotropnih funkcija za skalarnu funkciju ¢ (24,...,7,)
s¢ kaZe da je izotropna ako je

P (D15 -+ 03 0p) = @(Q0y5 . . ., Quy) (7 10)
za svako ortogonalno Q isvako »; (i = 1, 2, ..., m) iz domena definisanosti funk-
cije .

Za takve funkcije vaZzi osmovna teorema o predstaviljanu simultanih in-
varijanti koju je postavio Kosi.

Skalarna funkcija @ (v, ..., v,) je izotropna ili invarijanina u odnosu
na potpunu grupu ¢ ako i samo ako se mose predstaviti kao funkcija skalarnog
proizvoda vektora

v, U, &i=152,...,m), (7.11)
za svako v, (i =1,2,...,m) iz domena definisanosti ¢.

Dokaz ove tecreme spada u domen teorije grupa. Dajemo njegov kratak prikaz.
Neka je ¢ izotropno. Tada je, s obzirom na (7.10)

P00 p) =@ (U .. .5 Uy) (7.12)
u, = Qu, (7.13)

gde je Q proizvoljan ortogonalan tenzor. Ali tada, na osnovu teoreme 1 keja tvrdidaje

uvek kada je

v, U= U (7.3)
uvek kada vaZi (7.13), i obrnuto, moZemo kazati: (7.12) vazi uvek kada vazi (7.3).
To ¢e biti sigurno kada je ¢ (94, . . ., 2,,) funkcijaod 2, - v, (i, =1,2,..., m).
Obrnuto, neka je ¢ funkcija od o, ' 7, (/,7 = 1,2,...,m). Tada je ¢ izo-
tropno jer je, prema (7.9),
v, - 9; = Qu; - Qu,
za svako ortogonalno Q. []

Kadag (v,, .. ., v,) nije izotropno nego hemitropno, tj., invarijantno u odnosu
na svojstvenu grupu ortogonalnih transformacija, onda listi skalarnog proizvoda
v, * 9; moraju biti dodati ,,preizvodi” [o;,...,9,]. U slutaju n =3 bice

[0 iy D] = 2y - (25, X 2y). (7.14)
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Koriste¢i Kosijevu teoremu mozemo dokazati teoremu 2:

Tenzorska funkcija je izotropna ako i samo ako funkcije njenih kompo-
nenata zavise od baze g, samo preko komponenata jedinitnog tenzora g, =
=&r " &1

Dokaz ove teoreme ¢emo izvesti za invarijantu
¢ =g (4) =¢(4"g,08) = ¢ (4"; gn)- (7.15)

Polazimo od toga da ortogonalna transfermacija Q prevodi sistem baznih vektora
2, u drugi sistem linearno nezavisnih vektora f, tako da je

Qz: = Ji- (7.16)
Posto je ¢ (4) izotropno, tj.,
¢ (4) = ¢ (Q4Q")
za svako ortogonalno @Q, sledi da je, s obzirom na (7.15) i (7.16),
¢ (4"; gn) = ¢ (Q4"g.22,Q")
= ¢ (4"Qg,®Qg)
= @ (4"f.®f);

e (4% g) = @ (4%; Qgu). (7.17)
Na osnevu Kosijeve teoreme invarijanta ¢ zavisi od g, samo preko ortogonalnih
invarijanti g,, = g £, baznih vektora g,.

Isti postupak za dokazivanje teoreme se primenjuje u slutaju bilo koje izo-
tropne tenzorske funkcije. [J

7|

Posledica teoreme 2: U specijalnom slucaju tenzorska funkcija je izotropna
ako 1 samo ako su funkcije njenth komponenata iste za sve ortogonalne baze.

U slu¢aju simultanih invarijanti koje su funkcije tenzora znamo neke rezultate.
Bez upustanja u dokaz navodimo slede¢i rezultat koji vazi za n-dimenzioni prostor.

Skalarna funkcija @ (A, v) simetricnog tenzora A i vektora v je ortogonalna
invarijanta ako 1 samo ako moZe biti izrafena kao funkcija 2n posebnih
mvaryanti

I, (), ... I,(4), 2% v-do,..,0 A0 (7.15)

Ako je @ polinom po A i v onda je zavisnost odgovarajuce funkcije od in-
varganata (7.15) takode u obliku polinoma.

8. TENZORSKA FUNKCIJA JEDNE PROMENL]JIVE

Za nas je tenzorska funkcija M (A4) od posebnog interesa. Ako je M (A4) izotrop-
na f-ja onda je, na osnovu definicije izotropnih tenzorskih funkcija

QM (4) Q" = M (Q4Q") (8.1)

za svako ortogonalno Q.
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Teorema 1: Ako je M (A) izotropna funkcija simetricnog tenzora A< ¥
onda je svaki karakreristiéni vektor tenzora A takode karakreristian vekror

tenzora M (4).

Dokaz: Neka je e karakteristi¢an vektor tenzora A i neka je Q ¢ odredeno tako
da je

Qe= —e, Qf=fakoje fre=0. (8.2)

Tako odredeno ortegonalno @Q predstavlja ogledanje (refleksiju) u odnosu na ravan
upravnu na e.

Tenzoru A4, kao i svakom drugom simetri¢nom tenzoru, odgovara »n karak-
teristi¢nih vektora koji su medusobno upravni. Jedan takav vekter je e, a preostali
Sos .. 5 f su takvi da je

e f =0, (=2 s"h
Za takve vektore je, prema (8.2),
Q.fm =fu,3 (05 =2,... ﬂ). (83)

Tenzor A, keristeéi spektralnu teoremu, moZemo predstaviti u obliku
n
A = ale®e + z amfu®fo:
a=2

gde su ay, a,, . . ., a, karakteristicne vrednosti tenzora 4.

Sada je lako pokazati, koristedi (8.2), i (8.3) da je
Q4Q* = A. (8.4)

Posto je M (A4) izotropna f-ja za takvu tenzorsku funkciju vazi relacija (8.1). Iz
(8.1) 1 (8.4) sledi da je
QM (4) Q" = M (4)
ili
QM (4) = M (4) Q.
Tada je
QM (A)e = M(A) Qe = —M(A)e,

t) ., Q transformise M (4) e u njemu suprotan vektor. Ali to je, prema (8.2),, mogude
samo onda kada je M (A) kolinearno sa e, tj.,

M (4) e = we. (8.5)

Znaéi e je karakteristi¢ni vektor temzora M (A4). [J

Pored ove teoreme veliki zna¢aj u predstavljanju izotropnih tenzorskih funk-
cija ima
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Vangova (Wang) lema: Necka je AC ¥ i neka je njegova spekiralna
dekompozicija

A= ,2::1 ae ® e (8.6)

gde su a karakteristicne vrednosti, a e, njima odgovarajuéi karakteristitni
vektori takvi da je e, - e, = J,,.

Neka A ima m + 1 < n medusobno razlifitth karakteristiénih  brojeva
takvih da je bez gubljenja u opitosti

ai#aE#"'#am+1=am+2="'=an3
tako da je
m m
A= Z Ay ® ey + Apsq (I . z €, ® ea) . (8.7)
a=1 \ a=1
Onda je skup {I, 4, ..., A™} linearno nezavisan i mofe se izraziti kao

linearna kombinacija elemenata skupa

{e;® e e 0e,....e,0e,,1 — e,®e,}.

N3

Dokaz leme: Prema definiciji, skup {I, 4, ..., 4™} je linearno nezavisan ako je
linearna kombinacija njegovih elemenata jednaka nula tenzoru, tj.

cl+cd+ ...+ c, A" =0 (8.8)
samo kada su svi koeficijenti ¢y, ¢y, . . ., ¢,, jednovremeno jednaki nuli.

Saglasno sa tim, a u cilju dokaza linearne nezavisnosti skupa {I, 4, ..., 4™},
primenimo (8.8) na karakteristitne vektore e,. Tada dobijamo

(W%

[coteca+...4¢cn(@a)"]e =0
1

ili
+eg,+...+ec, (@) =0 (=12,...,n). (8.9)

U homogenom sistemu # linearnih jednadina ima samo m -+ 1 nezavisnih i one
odgovaraju medusobno razli¢itim karakteristi¢nim brojevima a,, dg; . « s @y 1. 1O SU

€+ c@y+ ...+ cn(a)" =0
Co+C1a2+-..+Cm(a2)m=0

Co + 10y + oo F 0y (@py)™ = 0.

Ovom sistemu m + 1 homogenih jednaéina po m + 1 koeficijenata cg, ¢y . .« €5
odgovara jedinstveno reSenje

GH=¢C=...=¢, =0, (8.10)
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jer je determinanta sistema razli¢ita od nule, tj.

Ioa o (@)™ |

1 ds sz @) |
| =Tl —ad 28 E—5%..amt0 B
I j<k

1 i« o (@pen)” |

Time smo dokazali da je skup {I, 4, ..., 4™} linearno nezavisan.

Da se elementi ovog skupa mogu izraziti preko elemenata skupa

{ei®e1s 92®92,.. 'sem®em3 I_Z el@ec}
a=1
sledi iz ¢injenice da je
I=> e ®e,+ (I - > e, ® ea) (8.12)

n m m
AP = 1-; (GJP €; ® ei = gl (arx)p e, @ €, _1’, (aerl)p (I - OCZ €, ® ea) (813)

1
za svako p=1,2,...,m. ]

QOd znacaja su dva specijalna slu¢aja keji slede kao posledice Vangove leme:

Posledica 1: Ako su sve karakteristine vrednosti tenzora A& ¥ medusobno
razli¢ite onda je skup {I, 4, . . ., A" '} linearno nezavisan. Elementi
toga skupa se mogu izraziti kao linearna kombinacija elemenata
skupa {e; ® ey, ..., €, ® e,} gde su e, karakteristi¢ni vektori ten-
zora A takvi da je e, - ¢; = 0.

Posledica 2: Ako su sve karakteristiéne vrednosti tenzora 4 € & jednake, onda
je A4 = al, a ceo prostor je karakteristiCan prostor tenzora A.

Sada smo u situaciji da dokazemo fundamentalnu teoremu o predstavijanju
tenzorske izotropne funkcife koju su postavili Rivlin i Eriksen (Ericksen):

Tenzorska funkcija M = M (A), M, Ac &, je izotropna ako i samo ako
se moZe predstaviti u obliku

M=Md)=gl+pd+...+g9, .4 (8.14)

gde su i, izotropne funkcije od A i prema tome mogu biti izraene kao funk-
cije glavnih invarijanata tenzora A, 1.,

P =0 Uy Las .o s L)y (B=0,1,2,...,m— 1), (8.15)
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Dokaz: Neka je M = M (4) dato sa (8.14), gde su funkcije g, date sa (8.15).
Na osnovu teoreme o predstavljanju invarijanata funkcije ¢, su invarijante.
Tada je

M(QAQ") = pl + 9.Q4Q" +. .. + ¢,.,Q4™Q
=Q (gl + 914+ ... + @, , 4" Q7
= QM () QT

tj. M (4) je izotropno.

Obrnute, neka je M = M (4) 1zotropna tenzorska funkcija. Na osnovu teo-
reme 1 karakteristi¢ni vektori e; (e,' e, =4, i,7=1,2,...,n) tenzora 4 su

takode karakteristi¢ni vekteri tenzorske funkcue M 4, 1.,

M(A) e, = we, (8.16)
ili
M) = Z we @ e (8.17)
kada se uzme u obzir da je
i ®e (8.18)

U slu¢aju kada za 4 u domenu definisanosti f-je M (A) vazi (8.7), sledi da je svaka
linearna kombinacija vektora e, (¢ = m + 1,...,n) takode karakteristi¢an vektor

tenzora A ali i funkcije M (A) na osnovu teoreme 1. Tada se iz (8.16) odmah dobija
daje w4 = Wy.s =...= w,, aiz (8.17) i (8.18) da je

S ). 8.19
> e.oe) (8.19)

a=

Bd) =3 00,0 e+ o (I -
=1

To znadi, na osnovu Vangove leme, da se M (4) moZe predstaviti kao linearna kom-
binacija elemenata skupa {I, 4, 4, ..., A"}, 1j.,

M) =g+ ¢ d+...+ 0. A" (8.20)
Koeficijenti ¢, u (8.20) su funkcije od 4, tj.,
pe=0:(4), (k=12,....m)
i invarijante su. Zaista, na osnovu pretpostavke da je M (A4) izotropno, tj., da je
QM (4) Q" — M(Q4Q") =0
ili
M (4) — Q"M (Q4Q") Q =0,
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sledi, pomocu (8.20), da je
[0 (4) — 0 (QAQ)] I + [py (4) — 1 (RQAQT)] 4 + . ..

+ [9n (4) — ¢, (QAQ)] A" = O
Ali tada je
o (4) = ¢, (Q4Q")

?1 (4) = ¢, (Q4Q")
’ (8.21)

P (4) = ¢ (Q4QT)

kao posledica linearne nezavisnosti elemenata skupa {I, 4, ..., 4™} tj., ¢.(4),
(k=0,1,2,..., m), su invarijante. Ocigledno je da se (8.20) moZe napisati u obliku
(8.14) kada se uzme da je

Pm+a (A) = Pm+z (A) == g s =Py (4)=0. O

Napominjemo jo$ da se (8.20) i (8.14) poklapaju kada je m = n — 1. Kada
je m =0 iz (8.20) i (8.21) dobijamo

M (4) = oI (8.22)
igd)=9p,(A)=...=¢,,(4)=0. U tom sluéaju ceo prostor je karak-
teristican prostor funkcije M(4).

U sludaju trodimenzionalnog prostora (8.14) postaje
M (A) = @I + 914 + 9. 4%, g = 95 (La 114, I114) (8.23)
gde je 2 =0,1, — 2.

Ako je tenzor A4 regularan (tj. det 4 # 0), onda se (8.23) mozZe, pomocu Kejli-
-Hamiltonove teoreme, izraziti u obliku

M (A) =y I +pd +yp A7 =y, (Las I IILa), (8.24)
gde je I=0,1, 1.
Teorema o predstavijanju izotropnih linearnih funkcija

Linearna tenzorska funkcija M = M (4), M, A= ¥ je izotropna ako i
samo ako postoje skalari L 1 p takvi da je

MA) =A3r I+ 2ud (8.25)
za svako A€ &.

Dokaz: Teoremu ¢emo dokazati koristeéi rezultate prethodne teoreme.

Neka je M (A) izotropna f-ja i neka je ¢ skup svih jediniénih vektora. Za
ec ¢ tenzor e®e ima karakteristiéne vrednosti odredene skupom {1,0,...,0}.
Koriste¢i (8.19) moZemo sada pisati

M (e@e) = 4 (e) I + 2u (€) e®e (8.26)

za svako e, gde je A = w, i 2u = w; — w,.
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Izaberimo e i fE¢. Tada uvek postoji crtogonalno Q za koje je Qe = f.
Posto je QexeQ” = faf i M (A) izotropna f-ja sledi da je
QM (ee) Q" — M(fof) =
=[A(e —AUNNT+2[u(e) —pNlfef=0,
Ae)=21(f), p(e)=p(f) (8.27)

s cbzirom na linearnu nezavisnest {I, f®f}. Prema tome 4 i x moraju biti konstante
tako da (8.26) postaje

ili

M (e®e) = A + 2uee. (8.28)

Neka je sada 4 neki proizvoljan simetriéan tenzor u %. Na osnovu spektralne
teoreme je

A = i ae®e,

=1
gde su karakteristiCni vektori e, ortogonalni, tj., e, -e; = d,. Tada s obzirom
na (8.28) i linearncst M (A4) imamo

MUA) =M (i a,e‘®e,-) — En: aM (e,®e;)
1=1 i=1
= i a, (AL 4 2ue,®e,)
=1

=1 (:2; a‘-) I+ 24 Z a.e,®e;
=A(r A)I + 2uAd
jer je r A = ;1 &
Obrnuto, neka (8.25) vazi. Tada je
QM (4) Q" = A (r A)I + 211 QAQ"
=2A[r (QAQM] I + 21 Q4Q"
= M (Q4Q"),

tj., M (A4) je izotropna f-ja. [J

Pri predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija moZemo koristiti teoremu 1
odeljka 4. Primenimo je na slucaj invarijante ¢ (4) = ¢ (Iy, . . ., I,,) koja je nepre-
kidna i diferencijabilna funkcija glavnih invarijanti I,. Na osnovu navedene teo-
reme 1 gradijent ¢4 (4) je izotropna tenzorska funkcija i data je izrazom

Op O

or_$ WL 3005 ey, (a)(aoy (8.29)
A il oA & az,,;a i '
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gde smo koristili (4.9). Za n = 3 dobijamo

op (dp Op . Op dp  Op 0
L A G SO O I I—(— —f-I)AT-:—-—— 47, (8.30
04 (af Tor " e ) o1l oI orr A" (830

Za regularan tenzor 4 ova jednakost se moZe predstaviti u obliku

A - T |
L (“3_‘?’+ ﬂf) 1—% 47 4 % 11147 (8.31)
éd \or a1} eI o111

kada se, s obzirom na (4.15), uzme u obzir da je

A> =14 — 11+ IIT 4. (8.32)
Komponentalni oblik (8.31) je dat izrazom
A (ai’ 3ol 1) g — 9P qu 0P quy (8.33)
04, \oI ' aIl oIl o111

Ako je invarijanta ¢ (4) izraZena preko momentnih invarijanti, tj., ako je
od) =9y...,1,), ondaje

Ao oo M N (8.34)
64 &al o4 & ol

kada se uzme u obzir (4.17).
Za n =3 iz (8.34) se dobija

O _ 901425 gr 3 % (g (8.35)
oA ol oIl oIIT

ili, u komponentalncm obliku,

dp Oy 0P O
_ Bt 290 qu 3 P g gme 8.36
ad, @i’ atl oIl (8.36)

Koristedi teoremu 1 odeljka 4 moZe se pokazati da vaZe sledeci rezultati:

Vektorska funkcija v = v (A, #) kao funkcija simetrifnog tenzora A
vektora u je izotropna ako i samo ako se moge predstaviti u obliku

2= (pd + 94 + ...+ 94" 1] (8.37)

gde su @, (k=0,1,2,...,n — 1) simultane invarijante od A i u i mogui
biti izrafene kao fumnkcije invarijanti (7.15).
Na isti nac¢in se moZe pokazati da polinomijalna izotropna tenzorska funkcija
M = M (A, B), 4, BE ¥, glasi
M = oI + p. A + 9B + p, 4* 4 p,B* + y; (AB + BA) (8.38)
+ s (A°B + BA?) + v, (AB? + B*A4) + v, (4B + B*A4?)
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gde su g, ..., Py polinomi deset osmovnih invarijanti
ir A, tr A2, tr A%, ir B, tr B2, tr B?,
tr (AB), tr (AB?), tr (BA®), tr (4°B?).

(8.39)

U slucaju tenzorskih izotropnih funkcija vi§e nezavisno promenljivih tenzora ili
vektora problem je znatno slozeniji. Potpunija literatura s tim u vezi moZe se naci
u monografiji NLFT.
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C. O Pfafovim jednacCinama

PFAFOVA JEDNACINA

Razmatranje ¢emo vriiti u odnosu na Dekartove koordinate x, (1 = 1, 2, .. ., n)
n-dimenzionalnog euklidskog prostora E,, s obzirom da je prostor nasih fizic¢kih
dogadaja euklidski.

Linearna diferencijalna jednacina
X,dx, = 0, (D

gde su veli¢ine X, = X, (x;) neprekidne i diferencijabilne funkcije svojih argume-
nata, naziva se Pfafova jednalina.

Potpuno integrabilna Pfafova jednaéina

Definicija: Pfafova jednacina je potpuno integrabilna ako postoji funkcija

p = p(x), 2)
koja, pomnofena sa levom stranom jednacine (1), ovu pretvara u totalni diferen-
cijal neke funkcije ¢ = & (x,), 4.

d$ = pX,d,. 3)
Takva funkcija p se naziva integractoni faktor. Tada je

i)

% i, 4

dx;
pod uslovom da desna strana (4) zadovoljava uslove integrabilnosti

2 2 :
o S i =21} (5)

0x;, 0x;  Oux; Ox,

374




S obzirom na (4) ovi uslovi postaju
Xig— Xjs + X, (log p),; — X, (logp);, =0,
gde »,« oznacava parcijalni izvod po x,.
MnczZenjem ove relacije sa X, dobiajmo

(X — X0 Xi + XX, (log p); — X, X, (log ), = 0,
odakle ciklickom permutacijom indeksa 7, j i & sledi

(X — Xip) Xi + XX, (log p) . — XX, (log ), = 0,

(X — Xi) X; + XX, (log p),, — X, X, (log p) . = 0.
Niihovim sabiranjem dobijamo sistem jednacina

Qe = (Xi,j - Xj.i) ch =+ (Xf,l: = Xk.j) X« =t (Xk,i == Xs,rc) }(;; =0 (6)

koji predstavlja uslove integrabilnosti Pfafove jednacine (1).

Lako je pokazati da je a;; potpuno antisimetrian sistem treceg reda i da,
prema tome, broj jednaéina (6) koje nisu identicki jednake nuli iznosi

(n) nn—1)(n-—2)
3 6 )

Ove jednaline nisu sve nezavisne. Zaista, ako bi napisali Cetiri jednaline koje
sadrZe tri od Cetiri velitine X, X, X, X, svaka od ovih jednalina bi se mogla

izvesti preko ostale tri. Zbog toga broj nezavisnih uslova intetgrabilnosti (6) iznosi
svega

%@fuwmm )

Odavde se vidi da su zan = 1, 2, tj. za slucaj Pfafove forme jedne ili dve nezavisno
promenljive, uslovi integrabilnosti identi¢ki zadovoljeni.

Teorema 1: Uslovi (6) su i potrebni 1 dovoljni za potpunu integrabilnost
Pfafove jednacine (1).
Dokaz teoreme 1: Da su uslovi (6) potrebni sledi iz ovde iznetog njihovog iz-
vodenja.

Za dokaz dovoljncsti uslova (6), tj., egzistancije integracionog faktora x Pfafove
jednatine (1), prethodno ¢emo dokazati pomocni stav

Ako je
Qi (X)=0,
gde je a,; dato sa (6),, onda je ¢
o (AX) = 0, ®

gde je A (x;) proizvolina, neprekidna funkcija svojih argumenata.
Dokaz stava: Prema definiciji ay, sledi, posle kratke i proste ratunice, da je
@iji (ZX) = lzauka

&ime je stav dokazan.
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Dalje ¢emo se iz prakti¢nih razloga ograniciti na slu¢aj tri nezavisno promen-
ljive x, y 1 z; uvodenjem oznaka P = X,, O = X,1 R = X, (1) i (6) mogu se
izraziti u cbliku

Pdx + Qdy 4+ Rdz =0, €))
F-rot F=0, (10)
(AF) - rotAF = 0, (11)

gde je F= (P, Q, R).

Prema uslovu zadatka, uslovi integrabilnosti (10) su zadovcljeni. Dokazacemo
dajetoi dovolino za postojanje integracionog faktora p jednacine (9) ili funkcije
¢ (x, v, 2) ¢&iji su odgovarajuci parcijalni izvodi proporcicnalni funkcijama P, O
i R. U tom cilju, privremeno, pretpostavimo da je & parametar koji s¢ ne menja u
(9), tako da (9) postaje

P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy = 0. (12)

Poznato je da je diferencijlna jednaéina dve promenljive ovog oblika uvek integra—
bilna. Tc¢ znadi da posto;t funkcija, recimo U (x, ¥ z), takva da su njeni izvodi
proporcionalni sa P i Q. Prema tome, moZemo pisati

U(x, v, 2) = C, C= const, (13)
i
s,
U _up, Y=o, (14)
Ox By
Smenom (14) u (9) dobijamc da je
—l——ggd —I-—l—ﬂ] dy + Rdz = 0,
u Ox ooy
za svako z. Dodavanjem i oduzimanjem ¢&lana l- Rdz ovaj izraz se moZe pisati
1
u obliku
LY f—d + kdﬁ , (,uR ufg) dg =0,
6 y dz
ili
dU 4+ K (x,v,2)dz =0, (15)
gde je
K (x5 = uR — 22, 16)
Iz ovog izraza i (14) sledi da je
‘uP——a—U, ,uQ=aU ,uR‘—"aU*i"K:
ox ay cz

ili
uF = grad U + K,
gde je K= (0,0, K). Tada je
rot uF = rot K,
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jer je rot grad U = 0. Koristeéi ovu relaciju u (11) dobijamo da je

uF - grad up — 20K QUK _0(WUK)_

ox dy Oy 0Ox d(x,y)
To znaZi da izmedu U i K postoji funkcionalna relacija koja ne sadrzi ni x ni y, tj.

K=K(U,?z). (17
Tada jednatina (15) postaje
dU + K (U, 2)dz =0,

Y., diferencijalna jedna¢ina dve promenljive koja je integrabilna. Njeno reSenje

¢ (U, ) = const. (18)
posle smene (13) postaje funkcija

@ (x,y,2) = ¢ (U (%, 2), 2)

koja je reenje polazne diferencijalne jednac¢ine (1) i koje glasi

¢ (x, v, 2) = const. (19)

Otigledno takva jednaina onda poseduje i integracioni fakter. Time je dokaz
teoreme 1, u navedenom sludaju, zaviden.

Napomena 1. Integracioni faktor u potpuno integrabilne Pfafove jednacine
(1) nije jedinstven. Zaista, za integracioni faktor u kome odgovara funkcija ¢,
takva da je

pXdx; = d

svaka funkcija p' definisana sa
.
=

gde je @ (¢) proizvoljna, ali jedncznatna, neprekidna i diferencijabilna funkcija
od ¢, je takode integracioni faktor. Tada

&b
p X dx, = pX,dx, e do,
dé
tj., tako odredenom integracionom faktoru x' odgovara funkcija @ kao reSenje
Pfafove diferencijalne jednadine (1). Jasno je da
b=r
povlaéi za sobom relaciju
=k

gde je k' = @ (k). Ove relacije definidu istu jednoparametarsku familiju hiper-
povréi u E, tako da kroz datu tadku u E, prolazi samo jedna takva hiperpovrs.

Napomena 2. U opitem slulaju, sa teorijskog stanovidta, a posebno sa sta-
novista njene primenc u termodinamici na prvi zakon termodinamike, znacajna je
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Teorema 2: Potreban i dovoljan uslov da Pfafova jednalina (1) bude integra-
bilna jeste da njene promenifive x; zadovoljavaju relaciju

fx) =0. (a)

Dokaz: Oznake ¢emo pirlagodit tumacenju u termodinamici izvedenih rezulta-
ta, a posebno odeljka (V. 12).

Uslov (a) je potreban. Neka je (1) integrabilno. Tada vazi (4) u obliku
X, =T ®)

Pfafova jednacdina sada glasi
dn =20

ili
7 (x,) = const.

$to pokazuje potrebnost uslova (a).

Uslov (a) je dovoljan. Znatli, ako (a) vazi onda u E, ono predstavlja
hiperpovr§. U tom prostoru jednacina te hiperpovrii moze biti data
u parametarskom obliku

xt = 2" (%) (e=1,2,..,n—1)
gde su U* koordinate na hiperpovréi.
Definidimo koordinatnu transformaciju
x = x, (U% &),

tako da je koordinatna linija & upravna na hiperpovrs (a). Njoj inverzne
relacije su

U* = U*(x,)

& =§&(x).
Tada je, zbog ortogonalnosti £ na hiperpovrs (a)
& A
o o _
Ox, Ox,

[Radi definisanosti, neka je hiperpovrs (a) odredena sa £ = 0 ili sa jed-
nacdinama

(c)

;= L) = w2 (%]

U odnosu na tako izabrani koordinatni sistem komponente vektora X,
postaju Y, koje se cdreduju iz izraza

Y, = i_é‘xi"
au*

Y, =X, E’—c".
ot
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Takode je
ou= a
Py 4y, (@
dx;

+

X,

A ned

ox

Koriste¢i ove relacije u (1) dobijamo odgovaraju¢u Pfafovu jzdnadinu
u odnosu na novoizabrani koordinatni sistem (U%, &), koja glasi
Y dUs=
s obzirom na (c).
U ovoj jednatini su sada dU* potpunc proizvoljne veli¢ine zbog &ega

mora biti
Y., =0
za svako « = 1,2,...,n — 1.
Tada se (d) svodi na oblik
X, = ﬁ YE
Ox,

§to je potpunc ekvivalentno sa (b), tako da se ¥, moZe identifikovati
sa T, a & sa .

Time je dokaz dovoljnosti zavrien. []

Na osnovu ova teoreme vidi se, iz (b), da je
=T x),

zentropska povrs, tj., povr§ za koju je m = const.
Uslov ortogonalnosti (¢) nam omoguéuje da se pokaZe da su i kontravarijantne
komponente Y* = 0, jer je
au* of oU®
oo g B _ B AL o
ox; ox* ox

i

Dostupne i nedostupne talke. Karateodorijeva teorema

U E; familija povrsi ¢ (x, v, 2) = ¢, koja je reSenje jednadine (9), je naslici 54.

Svaka od njih ima osobinu da je njihov linijski element dr (dx, dy, dz) upravan
ma vektor F (P, O, R) u datoj tac¢ki povrsi, saglasno diferencijalnoj jednacini (9).

Do opitijeg zakljuc¢ka moZeme da dodajemo ake razmatramo vektorsko polje F.
Kao &to je poznato, ono jednoznaéno odreduje vektorske linije koje su prikazane
na slici. Za takve linije reenja ¢ (x, v, 2) = ¢ potpuno integrabilre Pfafove dife-
rencijalne jednacine predstavljaju jednoparametarsku familiju povrdi upravnu na
vektorske linije vektorskog polja F.

Ocigledno je da i bilo koja linija u bilo kojcj povrsi ¢ = const. je takode
redenje diferencijalne jednacine (9). Na osnevu toga i prethodne napomene, moZemo
zakljuciti: sve takve mogude krive obrazuju jednoparametarsku familiju povréi
¢ = ¢. Prema tome, nemogude je naéi krivu, koja je refenje potpuno integrabilne
Pfafove diferencijalne jednadine, a koja bi pripadala dvema povriima iz skupa
povrdi ¢ = ¢, bez obzira koliko te povrsi bile bliske.
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X

Sl 54

Na taj na¢in dolazimo do pojma matematicke dostupnosti, odnosno nedos-
Lupnosti.

Definicija: Duve tacke se nazivaju dostupnim ako moze da se nade kriva
koja ih spaja a koja je reSenje Pfafove diferencijalne jednacine (9). Tacke
za koje ne postoji takva kriva nazivaju se nedostupnim.

Jasno je, na osnovu svega do sada retenog, da par dostupnih ta¢aka za potpuno
integrabilnu diferencijalnu jednac¢inu (9) leZzi na istoj povrsi jedne od jednopara-
metarskih familija povr$i ¢ = ¢. Na primer: tatke 1 i 2kaoi3i4 su parovi takvih
tacaka dok su tacke 6 i 7 nedostupne tacki 5. Time je dokazana Karateodorijeva
Leorema.

U okolini bilo koje tacke A, bez obzira koliko ta okolina bila mala, u vek-
torskom polju kojem odgovara potpuno integrabilna diferencijalna jednaiina
(9) postoje racke koje su nedostupne tacki A duz krivih koje su refenja dife-
rencijalne jednaéine (9).

Pfafova jednacina nije potpuno integrabilna
U tom sluéaju je
F-rotF+#0 (20)
tj., nisu zadovoljeni uslovi integrabilnosti (10). Tada ne postoji integracioni faktor u
niti reSenje ¢ (x, v, 2) = ¢ koje przdstavlja jednoparametarsku familiju povrsi.
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Tada trazimo refenje u obliku krive. U tom slu¢aju ¢e u Pfafovoj jednadini
{9) samo jedna od promenjivih x, y i z biti nezavisna. Njena integracija sadrzi u
sebi veliki stepen proizvoljnosti.
MoZemo uzeti proizvoljnu funkciju
v (*y,2) =0, (21)
koja predstavlja, sa geometrijskog stanovista, neku povr$ u E; i potraziti na njoj
krivu koja bi bila reSenje jednadine (9). Na toj povrsi je odiglednc

aﬁdx+?—wdy+g?dz=0. (22)
dx cy z
Tada iz (22) i (9) dobijamo
i il 0
(Rﬁ—P—'f)der(R-f—Q@)dy—o. 23)
dx iz iy oz
Eliminacijom 2z pomocu (21) u ovoj jednacini dobijamo jednacinu oblika
M(x,y)dx + N(x,y)dx =0 (24)
koja je integrabilna. Neka je
¢ (x,y) =k (25)
reSenje ove jednacine. Tada presek povrsi
P (x: y) =0 i ‘?E’ (x, y) =k, (26)

odreduje traZenu jednoparametarsku familiju krivih na povrsi v (x,y, 2) = 0.
Jasno je da se tako odredene krive na povrsi ¢ (x, v, 2) = 0 ne seku, jer se cilind-
Tiéne povrsi (25), kao reSenje jednatine (24) ne seku.

Na slici 55 je geometrijski prikaz krivih odredenih sa (26).

<X
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Tako dobijene krive su u svakoj svojoj tacki upravne na vekter F, Za povrs v =0
to ne vazi, jer su za to potrebne najmanje dve krive na p koje se seku i na koje bi
vektor F u njihovoj preseéndj tacki bio upravan. Kako se krive na v, odredene
jednacinama (16), ne seku (kac $to smo istakli) taj uslov nije zadovoljen.

Izborom druge povrdi, recimo ¢ (x, v, 2) = 0, istim postupkom odredili bismo
novu jednoparametarsku familiju krivih koje su re$enje polazne Pfafove jednatine
(9). Jasno je da se te krive na povrsi @ = 0 ne scku i da njihov oblik zavisi od izbora
povrsi ¢ = 0.

SL. 56

To znadi da za neku izabranu tatku u E;, recimo tacku 1 na slici 56 a,
1 za neku proizvoljnu povr§ p = 0 kroz tu tacku uvek moZemo odrediti krivu na
toj povrsi kroz tu tacku koja bi bila reSenje jednacine (9).

Ako se kroz tu tacku povuku sve moguce povrsi, ili, $tc se svodi na isto, ako
se povr§ v = 0, zami3ljamo, neprekidno deformi$e na sve moguce nacine, onda
tako dobijene sve mogudée linije kroz tu tadku nece obrazovati element povréi nego
element prostora. U samoj tacki sve one moraju biti upravne na vektor F, tj. njihove
tangente leZe u ravni ¢ upravnoj na F u toj tacki (sl. 56 b). To znaéi da su
tacki 1 dostupne sve tatke njene okoline, tj. da uvek postoji kriva koja spaja tatku
1 sa bilo kojom tackom njene okoline, a koja je reSenje Pfafove jed nadine (9).
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Pfafova jednaéina je integrabilna

U slu¢aju kada je F -roc F = 0, tj., kada je Pfafova jednaéina (9) potpuno
integrabilna, moZe se prethodni postupak primeniti za odredivanje krivih koje su
resenje te jednainer Medutim, u tom sludaju je Pfafova jednadina (9) potpuno
integrabilna 1 prema definiciji postoji funkcija @ (x,y, z) takva da je

grad @=pF ii gy=——=——=—"— X

Povré @ (x, y, z) = const. je, prema tome, U svakoj tacki upravna na F. Jednadina
(23) se onda moZe napisati u obliku

6o 0 000 D0 toke Gl
(ﬁ ¥ "’) dx + (— i —"") dy =0 @7
0z 0x Ox Oz z0 0y dy 0z

odakle se vidi da dalji postupak zavisi od odnosa funkcija @ i .

Za @ 7 y prethodno izneti postupak u potpunosti vazi. Ako je pak v = @,
onda se jednacina (27) svodi na identitet

Tada ne postoji funkcija ¢ (x,y) = const. koja bi za tako izabranu funkciju »
bila reSenje jednacine (24). To znadi da je bilo koja kriva za tako izabrano  resenje
jednacine (9), ili, kratko receno, cela povr = const. je u svakoi svojoj tacki upravna
na vektorsko polje F.

Sada moZemo pre¢i na obrrnutu Karateodorijevu teoremu:

Ako vekrorsko polje ima osobinu da, za proizvoljnu okolinu bilo koje ratke
u tom polju (ma koliko ta okolina bila mala), postoje taike koje su njoj ne-
dostupne, onda je Pfafova jednalina, koja odgovara tom vektorskom polju,
putpuno integrabilna.

Ova i prethodna teorema mogu se saZeti u jednu matematiéku formulaciju
Karateodorijeve teoreme:

Pfafova diferencijalna jednaéina (9) je porpuno integrabilna ako 1 samo ako
u okolini tacke A u vektorskom polju F, kome odgovara diferencijulna jedna-
&ina (9), postoje njoj nedostupne talke.

Dokaz obrnute Karateodorijeve teoreme. Postoji vise dokaza ove teoreme. Mi
¢emo se zadrZati na geometrijskom dokazu koji je dao Karateodori i koji je baziran
na dosadadnjem geomctrijskom prilazu.

Neka u okolini proizvoljne tatke 4, u domenu definisanosti vektora F, prema
obrnutoj teoremi Karateodori, postoji beskona¢no mnogo njoj nedostupnih tacaka,
pri ¢emu je tatka N jedna od njih (sl. 57 a). Neka je a linija kroz A, koja nije
reSenje Pfafove jednaéine (9). Takve linije uvek postoje. Bez gubljenja u opstosti
mozemo uzeti da je a prava linija. Kroz tu pravu i tatku N moZemo postaviti
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recimo, ravan z ili bilo koju drugu povrs. Na toj ravni =, kao i na svakoj drugoj,
povrsi, postojace kriva ¢ kroz N koja je reSenje jednacine (9). Ova kriva ne moze
prolaziti kroz A, jer bi tada tacka N njoj bila dostupna, §to je suprotno pretpostavci.
Neka kriva ¢ preseca pravu a u tacki B. Pogodnim izborom tatke N mogucée je
ta¢ku B udiniti bliskom tacki A koliko Zelimo. To dokazuje da u okolini tacke A
na pravoj a postoje tacke nedostupne tacki A4, jer su dostupne tackama N koje su
nedostupne tacki A. Ove tacke B lezace sa obe strane tatke A na pravoj a, blisko
tacki A4 koliko Zelimo.

Ao

Sl 57

Izaberimo sada pravu [ paralelnu sa g, vodeci ra¢una o tome da / takode nije
resenje jednacine (9). Kroz ove dve prave, a i /, moZemo provuéi cilindriénu povr$
¢;. Na toj pevr$i mozemo, na poznati naéin, odrediti krivu p,, kroz 4 koja je resenje
jednacine (9). Ova kriva seéi ¢e pravu / u tacki L. Za neku drugu cilindri¢nu povr$
oy kroz a il postojace druga kriva p, kroz A koja je refenje jednacine (9). Ova
kriva mora seéi pravu / u istoj taki L kao i prava p,. U protivnom, kao §to je pri-
kazano na slici 57 pod b, iz tatke M, M 5 L, bilo bi moguce pomoc¢u krive ps,
kao reSenja jednacine (9), doéi do tacke D (D # A) na pravoj a. Onda bi tacka D
bila dostupna tac¢ki 4 duZ pravih p, i ps kroz M. Medutim, to je suprotno onome
§to smo prethodno pokazali, naime, da tatke u okolini taéke 4, na pravoj a, moraju
biti njoj nedcstupne.

Zamislimo sada neprekidan niz cilindriénih povr§i ¢ kroz prave a i . Na
svakoj od njih postojade kriva p koja je redenje jednacine (9) i koja prolazi krcz
tatke A i L. Ocigledno je da sve te krive obrazuju povr§ X koja prolazi kroz tacke
A i L i prave p; i p,.

Variranjem tacke A4 dobili bi familiju nepresecajucih povrsi, jer bi u protivhom
tatke na pravoj a, u okolini taéke 4, njoj bile dostupne. []
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Napomena 3. U slyéaju kada ne bi postojale nedostupne racke, bio bi mogud
sluéaj Lp Ap,MpsD koji je prikazan na sl. 57 b. Tada bi krive py,
Ds t Py ispunjavale element prostora i ne bi &inile povrs.

EGZISTENCIJA ENTROPIJE I TEMPERATURE

U odeljku (V.12), u slu¢aju reverzibilnih i ireverzibilnih sistema, uvedena
je temperatura T kao promenljiva stanja. Dalje je pokazana, kori§¢enjem Karateo-
dorijevih postulata i teoreme, egzistencija entropije # kao funkcije stanja.

Moguce je, pod odredenim pretpostavkama, pokazati egzistenciju entropije
(i temperature) za reverzibilne i ireverzibilne sisteme bez prethodnog uvodenja
temperature kao promenljive stanja. To ¢emo ovde ilustrovati.

Reverzibilan sistem

Definicija. Za sistem se kage da je reverzibilan:

a) ako je, za adijabatske procese, njegova unutrainja energija e funkcija
samo deformacije x; i

b) ako su sile X, u Pfafovoj formi prvog zakona termodinamike funkcije
unutrasnje emergije € i deformacije x;.

Ova definicija je u saglasnosti sa (5.12.5) kojom je definisan reverzibilan sistem
i za koji je pretpostavljena a priori egzistencija temperature 7. Zaista, iz (5.12.5),
sledi da je

T= T (eg): €))
Smencm ovog izraza u (5.12.5), dobijamo
X, =X, (&x) (2)

5to je u saglasnosti sa stavom b) definicije.
Takode, s obzirom na (5.12(1)) iz (5.12.5), vidi se da je
e =¢(x;) (3)
Sto je u saglasnosti sa stavom a) iste definicije.
Tada prvi zakon termodinamike (5.12.6) moZemo pisati u obliku
de — X; (g, x;) dx; = dg. 4

Prema Karateodorijevoj teoremi Pfafova forma, definisana levom stranom ovog iz-
raza, je integrabilna ako u okolini neke taéke G, u prostoru promenljivih € i x; po-
stoje tacke koje su njoj nedostupne duz krivih koje su refenje Pfafove jednacine

de — X, (e, x,) dx, = 0. (5)

Medutim, kao posledica Karateodorijevog postulata, ovaj uslov je zadovoljen za re-
verzibilne i adijabatske procese. Prema tome, odgovaraju¢a Pfafova forma (4) je inte-
grabilna. Saglasno definiciji integrabilnosti bice

de — X, (&, x;) dx; = 0 (e, x;) dn (&, x,), (6)
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gde je
on| '
_I_=q_n; = Xi = —f _6e_i ) (7)
6 dg|x ox,\,
To znaci da integrabilnost prvog zakona termodinamike za reverzibilne sisteme
dovodi do egzistencije dve funkcije stanja f i # takvih da je

0 = 0 (g x,), 1 = 1(e; x,)- (8)

Ako se zameni uloga 0 i ¢ kao zavisne i nezavisne promenljive i uvede slobodna
energija vy (0, x,) preko izraza

p=¢—10n, (a)
onda se (7) moze pisati u obliku
_%
e |
Ox,
(10)
ap
=T

Ovi izrazi su identi¢ni sa (5.12.17—18) na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da 5 i f u
(10) nisu nista drugo nego entropija i temperatura respektivno.

Ireverzibilan sistem

Definicija. Sistem je ireverzibilan ako je
X, =X, (x,8;4.) (1)
i & nije funkcija od x; i q,. Formalno,
e 7 f (%5 €. (12)
gde su g, — unutras$nje promenljive stanja.
Prvi zakon termodinamike sada glasi
de — X, (g, x;, q,) dx, = dg. (13)

Neka tatka G, u prostoru promenljivih ¢ i x; reprezentuje termodinamicko stanje.
Onda, prema Karateodorijevom postulatu, postoje tactke u okolini tatke G, koje
joj nisu dostupne procesima koji su reverzibilni i adijabatski, tj. duz krivih koje
su resenje jednacine

de — X, (e,x,,q,)dx; =0 (14)

za g, = const.
Tada je, na osnovu Karateodorijeve teoreme, leva strana (13) integrabilna, tj.
de — X, (&, %, 4.) dx, = 0 (6, %,, ) d (&, %, 0.) (15)

za g, = const.

386




Prema tome, vazi stao

Za ireverzibilne sisteme, za koje je g, = const., proi zakon termodinamike
je integrabilan. Tada za takve sisteme postoje funkcije 0 koja se naziva
temperatura i 1 koja se naziva entropija takve da su

0 =00(x,4q); n=n(x,d).

Razmenom uloga funkcija ¢ i 6 kao zavisne i nezavisne promenljive, (14) postaje
oblika

E‘?l 40 + 25 dx, — X,dx, = 6dn),,
89,% @xizqa ‘

$to je identi¢no sa (5.12.22). Tada cvde vaze i dalji zakljuéci tog odeljka.

Napomena. Pretpostavka da je ¢ = ¢(x,, ¢,) dovela bi nas do zakljucka da
bi prvi zakon termodinamike bio integrabilan u prostoru promenljivih (e, x;, 7,)

sa posledicom da je tada a—w = 0 3$to je suprotno pretpostavci da je sistem ire-
ox

verzibilan. Otuda i zahtev (12).

PFAFOVA FORMA

Linearna diferencijalna forma oblika
¢ = Xdx;, (0
naziva se Pfafova forma. Analizirajmo tri moguca slu¢aja forme (1):

1. Ako je desna strana (1) totalni diferencijal neke funkcije m, tj. ako je

Xdx, =w 2
i
v dw
S X 3
dx, ! ©)

funkcije X, onda moraju zadovcljavati uslove
Kgg gy =10 4)
Nije tesko pokazati da su ovi uslovi i dovoljni za egzistenciju takve funkcije .

Tako, na primer, u slu¢aju tri promenljive x, v i 5, kada se Pfafova forma
moZe napisati u obliku

dw = Pdx + QOdy + Rdz, (5
1j. kada, prema uslovima (4) vazi
op 00 6Q ©OR oR 0P ©)
oy ox’ oz dy ox 0z
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iz jednaine (3) se dobija
x 3 z
W= f P(x,y,2) dx + f 0 (xp, ¥, ) dy +J1'R(x0,yoz)dz—l- c, (7
Xo No Zy

gde je C proizvoljna konstanta.
2. Mogu¢ je i slu¢aj kada je
uX,dx, = dw, (8)

tj., kada postoji funkcija u (x;) koja ¢ini desnu stranu Pfafove forme totalnim dife-
rencijalom funkcije zv. Taj slucaj je detaljno razmatran u prethodnom odeljku
kada je pokazano da funkcije X, moraju da zadovoljavaju uslove

A — (X{,j - Xj,f) Xy + (Xj,k == Xk,j) X; + (X;m: — Xi,k) ‘X-—J =0. (9)

Takode je pokazano da su uslovi (4) i dovoljni za dovodenje Pfafove forme (1)
na oblik (8).

3. U ops$tem sluéaju Pfafova forma se ne moZe izraziti u obliku totalnog dife-
rencijala neke funkcije ali ju je mogude izraziti u prostijem tzv. kanonskom obliku.

Razmatrajmo to na slu¢aju forme tri nezavisne promenljive x, y i =
P(x,v,2)dx+ Q(x,5, 2)dy + R(x,5,2)dz =0 (10)
za koju nisu ispunjeni uslovi (6) i (9).
Potrazimo funkciju U (x,y, ) takvu da forma
Pdx + Qdy+ Rde —dU = P dx + O, dy + R, dz (1)
zadovoljava uslove (9) ili
gde su P,, O, i R, dati izrazima

o} oU oU
2 =g, m-r1 . a3

Py =P ) .
ox ay Oz

Tada (12), posle izvesnog sredivanja, postaje

(EQ BP)GU (6R GP)GU (EP 6Q)£

E 62:=

6z oy ox  0z) dy ' \dy ox
:P(QQ_?I_Q)_i_Q(M?_ai)-i-R(CLP—-a-Q). (14)
dz Oy ox 0Oz dy Ox
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Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini odgovara sistem obiénih diferencijalnih
jednacina
e .
ZQ a_P_ER _&P“@_P 00
oz dy déx 08z dy Ox

(15)
_ du
~ /00 6R 0R OP P 80\’
o (e ko o (U - i
(Bz 6y)+Q(6x 63) o (631 6x)

Svi uslovi za postojanje resenja ovog sistema diferencijatih jednadina su ispunjeni
(diferencijabilnost, nijedan brojitelj nije jednak nuli). Kao funkciju « moZemo
uzeti bilo koje re§enje ovog sistema. Uocavajuéi da forma (10) potpada pod slucaj
(2), dobijamo da je

Pdx + Qdy + Rdz = U + Vduw, (16)
gde je VE—L.
u

Na osnovu svega se mozZe zakljuciti da se Pfafova forma (10) svodi na jedan
od tri kanonska oblika

au, vav, dU + Vauw. an

Najmanji broj promenljivih, preko kojih se izrazava Pfafova forma, odreduje njenu
klasu. U slu¢aju tri promenljive, na osnovu (17) se vidi da ona mozZe piipadati
prvoj, drugoj i trecoj klasi.

Izjednacavajuc¢i sa nulom Pfafovu formu dobijamo Pfafovu diferencijalnu
jednadinu. U slucaju 1. 1 2. ona je integrabilna dajudi refenja U = const. i w =
= const. U opstem slucaju Pfafova diferencijalna jednacina, kao §to smo ranije
zakljudili, rije potpuno integrabilna.
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