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]. КАРАМАТА 

О САNТОR-ОВИМ БРОЈНиМ СИСТЕМИМА 

~ТОR-ОВИ ставови О развијаљу реалних бројева у редове облика (2) су 
нешто допуљени и дат је прегледнији доказ. . 

у једном од својих првих радова G. CлNтОR· [2Ј (ви'дК и flJ, 
[3Ј, [51 и [@ је проучавао MOryhнOCТ једнозначног претстављаља ре­
ammx бројева редовима Об~ 

d1 dt dз 
~+.-.-+--. -+ .. , 
ql . ql qa ql qa qa . 

и добио ове резулта~: 

Нека је (qn} низ йрuродНUX бројева йодвргнуших једино услову 

qn ;;:: 2, . V n .. N. (1) 

Сваки реалан број C~ 0< t ~ 1, може се йреШсШйвuii'iu на један ис1со 
један начин бесконачнUAt редом об,!U1<а 

со d" 
e~= L:. , 

,.-1 ql qa ···qn 
. (2) 

шако да су "дeцшtале" d,. цели бројеви који задовољавају услов 

(3) 

Преmоставка да је . ред (2}беСI<Оначан садржи у 'ееби услов 

d,,>O за бесконачно много ncN. (4) 

1 У овом раду сиcrематcюi употребљавамо ове' dзнаRе и СЈфаЬ:еsИце:·N - низ 
природних бројева, OiN; Q - скуп рационa.mmx бројева; R - скуп реалних бро­
јева; А => В - ,,А имплицира всс·Или ,iиз А следи ВСС; А ~ В - ,,вз А следи В и 
обрвyrо"; а .--- постоји (најмаље један); V - ма који (ма какав био); V х е: N - ма 
који природни број Х; (а,Ь) - највehи зајеДВИЧЈ<И делитељ брОјев«Q и Ь. 

1 Зборник Математичког иис'tИТYта 
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Овај став следи из чињеюще што су при оваквом развитку де­
цимале dn дате изразима 

(5) 
где је 

(х]*=највеhи цео број који је < х. 

Заиста, ако ставимо 

Еn = ql q2'" qn-l t - (ql q2'" Qn-l е] *, n= 2, З, ... , Е1 = Е, (6) 

и из (5) и (6) елиминишемо заграде [ ]*, биhе 

(7) 
а отуда следи 

t = dn + d,.+1 + d,.H + .. " V nr.N, 
п qn qn Qn+l Qn Qn+l qn+2 

(8) 

што за n=l даје Е1 =С, тј. ред (2). 

При томе 
(5)=> (З) 

јер је 
о ~ [nх]*-n [х]* ~ n-l~ V nr.N и xr.R, 

а 

(6) и (8)=> (4) 
јер је 

х- [х]* > О, V xr.R. 

Исто тако лако можемо увидети да је под условима (З) и (4) раз­
витак (2) једнозначан, јер 

(З), (4) и (8) => 0< Еn ~ 1, V nr.N, 

а према (2) и (8) је 

(9) 

отуда следи да је са (3) и (4) низ Idn \ једнозначно одређен изразима (5). 

Напомиљемо да све ово важи за V qn r. R ако је само 

тада децимале dn нису дате обрасцем (5) већ са (7) и 

dn = [qn Еn]* , 

(види W. SIERPINSKI [4]). 
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Поред овог става CлNтОR даје и два I<ритеријУЛlа да би teQ, и то: 

а. Ако низ йриродних бројева (qn! задовољава йоред услова (1) још 
и услов 

v keN, 3: nkeN, шакво да k дели ql q2'" q", V П ~ nk' (10) 

шада, да би teQ, ii.оШребно је и довољно да 

3: noeN шакво даје d,,=q,,-l, Yn~no. 

Ь. Ако нUЗ (q,,) задовољава услов (1) и ако је он ii.ериодичан ii.очев 
од uзвесног п-а, да би te Q, йошребно је и довољно да и низ децUAШЛа 
(d,,) буде ii.ериодичан йочев од извесног uндeKca n. 

Приметимо најпре да је и I<pитеријум а. непосредна последица 
обрасца (5), и да из овога можемо добити и следеhи нешто прецизнији 
резултат: 

с. Нека је CCQ, шакав да аЈЬеС aI<0 је (a~b)= 1 и ако 

3: keN шакво да Ь дели ql q •... qn-}) V П ~ k. 

Да би збир t реда (2) бuo број скуйа C~ Шј. да би teC~ 0< t ~ 1, 
йошреБНО' је и довољно да 

3: keN шакво да је d,,=q,,-l, Vn~k. 

Јер, aI<O Ь дели qlqa ... q"-l' биhе, према (5), 

d"=qlq2".d,,l-l-q,,(qlq2 ... q"-lt-l)=q,,-1, Vn~kj 

обрнуто, al<o ово важи, биhе 

Al<o НИЗ I q,,) испуљава услов (1 О) тада је С = Q, па је према томе 
CANtOR-ОВ став а. садржан у с. 

Изгледа, међутим, да се у општем случају, тј. I<ад се о низу jqn) 
ништа не претпостави, не могу добити задовољавајyhи I<pитеријуми 
за рационалност збира t редова оБЛИl<а (2). 

ИПaI< постоји потпуна аналогија између развијаља рационалних 
бројева у редове оБЛИl<а (2) и у периодичне децималне раЗЛОМl<е aI<0 
при томе, правило I<oje важи за децималне . раЗЛОМl<е oвal<o форму­

. пишемо: 

СваЮf рационални број 

а 
t=-, О<а·<Ь, (а,Ь)=l или t=a=b=l, (11) 

Ь 
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може се једнозначно разви:rи у беСlсоначан периодичан децим.алан раз­
лом.ак оБЛИI<a 

.~ ~ . . 
E=~-, аnе:(О, 1,3, ... ,9), Vne:N; 
~ lOn n=l 

ако са 1 означимо дужину пеРИQде а са k- 1 број цифара које прет­
ходе периоду, тада су k и 1 најмаљи природни бројеви . такви. да 

Ь дели 10k - 1 (Ш~ 1); 

најзад, Н t' е: Q такво даје 

d.. 101-1+dn+1101-2+ ... +dnH~'l=·e'(101_1), Vn~ k . 

Познато је Ha~Me да,' 
. ','; . 

V be:N, Н k,le:N такви да Ь дели 10k - 1 (101-1), 

и, ма K~HO изгледало' на први поглед изненађујуће, . слИчно важи и над 
низ десетица (qn== 10, Vne:N). заменИмопроизвољним. ,низом (qn) ано 
је само qn ~ 2, Vne:N; наиме, 

. V beN, Н бес~оН!iчан СI<У'п NbC: N, такав да Ь дели} " - , ' , (12) 
ql q2'" qn-l (qn qn+1'" qm-l-. 1), V n,m,е: fVb', 

Шта више, ако, је te:Q, облика (11), и ако образујем.о M~ I<О;И од 
СI<упова Nb који одговара' именитељу Ь броја' Е, тада Н е' е: Q такво да је 

аn qn+1 ..• qm-l + аn+1 qnH' .. qm-l +- . ; .. + d.n-2 qm-l + аm-1 = 

= е' (qn qn+1' .. qm-l- 1),Vn, me:Nb• 

Да бисмо ОВО увид~ли, приметимо најпре да према, (6) 

te:Q => tne:Q, Vne:N, 

тако да можемо, према (9), ставити 

а,,' . , , 
Еn·=:- са аn , bne:N, 0< аn < Ьn , 

Ьn " ~ 

(аn, Ьn)= 1 или ~ = Ьn = 1 
и, 

а тада се (6) своди на 

(13) 

(14) 
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Из (14) ВИДИll10 да 
Ьn дели Ь, V no.N, 

и да се, према томе, низ (tnl састоји само из коначног броја различи­
тих чланова. 

Даље можемо показати да је 

(15) 

Ово следи непосредно из 

а 
qlq2 .• ·qn-l (qnqn+P··qm-l- 1)-= [qlq2···qm-l с]* - [qlq2 ... qn-l е]* + tm-tn • 

Ь . 
а ову једначину добиhемо из (6). 

Како низ (tnl може имати само коначно много различитих чла­
нова, то се извесни чланови морају поновити беCI<Оначно много 
пута, па ако означимо са Nbr;;.N скуп индекса једног таквог бес­
KOHa~oг низа, тј. 

tn = tm ~'n, mo.Nb, 
тада видимо да 

(15) и (16) => (12), 

јер број bo.N можемоnPоиз~ољно бирати. 
Ако ~авИмо још' 

tn=tm=t', V п, mo.Nb , 

и ако приметимо да из (8) следи 

dn dn+l d",-l ' 1т' 
tn =-+ + .. , + +-_.......:.:.'----

qn qn qn+l qn qn+l'" qm-l qn Qn+l'" qm-l 

то из (15) и ове једначине добивамо и тврђење (13). 

(:16) 

Напоменимо јОlIl да услов облИЮl (13) 'npетставља истовремено 
и критеријум, иако веома сложен, за рацио~алност збира редова об~ 
(2). Јер, ако постоји број l'o.Q И бесконачан скуп Nbt;;N такав да (13) 
важи, тада је с .. Q. Заиста, ако са 

n<m<Т<ј< ... 

означимо један бесконачаА: низ бројева из' N b , биhе, према (13), 

dn + d..+l + ... + dm- 1 = е' (1- 1 ) 
qn qn qn+l qn qn+l· .. qm-l ,qn· .. qm-l ' 

dm 'd.n+l d'-l '(1- 1 ) + + ... + =е . , 
qm qm qm+l ~т qm+l' . ,! q,-l , qm" ·q'-l 

d, + ~1 + .. , + ds- 1 .· = е' (1- 1 ), 
q, q,q'+l q,q'+l· .. q'-l q,· .. q'-l 
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а како 

то је 

Ј. Карамата 

је, према (8), 

dn dm- 1 tn =-+ .. ·+ 
qn qnqn+1,,·qm-1 

dm d,.-1 
tm=-+ .. ·+ 

qт qmqm+1'" qr-1 

d,. dS- 1 t,=-+ ... + 
qr qr qr+l ... q'-1 

tm +--- , 

+ 

+ 

qn qn+l ... qm-1 

tr 
qmqт+l'" qr-l 

ts 

q, qr+1 ... qS-1 

1 
+ 

qn qn+1 ". qr-1 

+ 1 _ ... )=t'e: Q, а tne: Q=> te:Q. 
qn qn+1 ... qr-1 

Одавде !'IlОжемо добити и CлNтОR-ОВ критеријум Ь. Јер ако су 
низови {qnl и {d,,1 периодични са периодом 11' односно ~, тада ће (13) 
бити испуљено ако за скуп Nb узмемо извесну аритметичку прогресију 
чија је разлика једнака најмаљем заједничком садржатељу бројева 11 и 12' 

Обрнуто, ако је t е: Q и низ (qnl периодичан са периодом 1, тада 
из (5) и (12) следи да и низ Idnl мора биТ'rt периодичан са периодом 
која је дељива са 1. Јер, ако ставимо 

q= qn qn+1 ... q"+Z-1' 

И (12) применимо на низ 

ql> q2' ..• , qn-1' q, q, q, ... , 

добиhемо да 

:I re:N тако да Ь дели q1 q2 .•. qn-l (qt-l), 

а отуда следw, пре!'llа (15), да је 

tn = tn+rl' V П ~ по· 

Како, према (5), 

јер је 

dm = (q1 qa'" qn-1 (qn qn+1'" qm-l- 1) t + ql qz .. · qn-1 qm (]*­

- qт [q1 qa .. · qn-1 (qn qn+l'" qт-1- 1) t + q1 qa .. · qn-l []* = 

= (q1 qa .. · qn-1 qm t]* -qm [ql qz .. · qn-1 t]*, 

то мора и низ [dn] бити периодичан, са периодом дужине rl. 

(Примљено 17-VI-1960; 
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SUR LES SYSTEМES NUMERIQES DE CANTOR 

Рас Ј. КARAМATA (Geneve) 

Soit (qnl иnе suite de nombres naturels satisfaisant а l'unique 
condition 

qn~2, VneN. 

G. CANTOR [2] а montre que tout nombre reel t, О <t ~ 1, est. 

developpable d 'une seule mani ere еn serie de la forme 

оо d 

t= Lq1 q2~ •• qn ' 
n=! 

(1) 

а condition que lа suite des "decima1es" (dnl soit une suite d 'entiers te1s que 

et que 
0< dn, роис une infinite de n. 

Il montre еn outre que, а) si 

V k, н: nkeN tel que k divise qlq2 .•• q.n, V П ~ nk (2) 

alors, te Q si et seulement si 

d,. =qn-1, а partir d'un п, 

Ь) si 1а suite (qn) est periodique а partir d'un п, alors teQ si et seule­
ment si la suite (dnl est periodique а partir d'un n. 
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Оп montre que lе premier theoreme est une consequeuce tres 
simple du fait que 1а suite des decimales Idnl est donnee par 

(3) 

0\1 [х]* designe le plus grand entier < х. 11 suffit en effet de poser 

Еn def ql q2 .•• qn-l [- [ql q2." qn-l с]*, 

pour n= 2,3, ... , et t1- t. 

La proposition а) est de m&ne .une consequence immediate de (3), 
car оп en deduit sans peine lа suivante. 

Soit CS; Q tel que !: еС si et seu1ement si Са, Ь) = 1 et s'i1 existe k 
Ь 

tel que 

Ь divise QiQ2'" Qn-1' V П ~ k; 

pour que teC, О<с:::;l, i1 faut et i1 suffit que 

g keN tel que d..=Qn-1, Vn~k. 

f 

се resu1tat contient lа proposition а) de CлNТОR car (2) => С= Q. 

ОП peut de тете en deduire 1а proposition Ь) en montrant аи 
prealable que V beN, g un ensemble infini NbS;N tel que 

Ь divise Q1Q2'" qn-1 (qn qn+1'" Qm-l- 1), V П, meNb ; 

i1 en decou1e une ana10gie presque complete entre les developpements 
des nombres rationnels en series de lа forme (1) et leur developpement 
en fractions decimales. 
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С. АЉАНЧИЋ 

6 НЕКИМ НОВИЈИМ РЕЗУЛТАТИМА ИЗ ТРИГОНОМЕТ~~СКЕ 
АПРОКСИМАЦИЈЕl 

1. УВОД. (ј) Нека је С простор непрекидних и пери()д'1ЧКИХ функ­
ција периоде2n. Једном за, свагда претпоставиhемо да је средља вред­
ност функције јеС једнаю нули, тј. 

2" 

Ј f(x)dX=O.2 
О 

Нека је Тn(Л(n= 1,2, ... ) uосшуuак айрокcuмације који свакој функ­
цији јеС координира одређени ТРШ'оно:и.етриски полином Т в(ј; х) реда 
~ n. Такав поступак аПРОl<симације је, нaiIpимер~ низ делшшчних сума 
sn (ј) И низ аpuшмеш.ичких средина (Јп (Л Fourit:r-овог реда' функције ј 
или низ трШ'с;mометрискихполинома најбољеаUРОКСUJrlацuје Т:и) ф у Н­
ције ј. 

За одређени поступак апроксимације Т 11 (1), величина 

LlcU;Tn) = Ilј--:Тn 11 с= шах Ј!Сх)-Tn(f;x) I 
О;О;.,:О;2n 

\. 

је оШсш.уUање полинома Тn(Ј) од функције ј. 

Нека је м' с: С. Скуп отступаља 

(1.1) 

карактерише поступак ащ:юксимације Т п (Л у односу на класу М у 
целини. У вези са овим скупом могу се поставити неколико питаља: 

. ,." 

1 У ·овом експозиторном чланку изложена .су нека питаља изтригонометриске 
апроксимације, о којој, нарочито у најновије време, постоји богата литература. 
Члав:ак је не.што употпуљеии семинар из н!Щедене области који је одржав: 'у летњем 
семестру 1960 на Природно-математичком факултету У Београду. . 

2 Ово није никакво битно ограничење за Ј. 
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(А) За одређени поступак апроксимације Т п (Л и дату класу функ­
ција М оценити с горље стране скуп (1.1). Такав исказ, типа3 

JtM => Ilc(f; Тn) ~K <реп) 
зове се дuрекшан сШав. 

(В) За одређени поступак апроксимације Т П (Л и дату функцију 
<р(n), одредити класу функција М, за коју је <р (п) мајоранта СI<упа (1.1). 
Такав исказ, типа 

6.с и; Тn) ~ К <р (п) => Ј<.М 
зове се uнверзан сШав. 

(е) За одређени поступак апроксимације Тn (1) одредити класу 
функција М и функцију <р(n), тако да за пар (М, <р) важи и директан 
и liнверзан став. Такав исказ, ТdШI 

JtM <=> 6.с и;тn) ~K<p(n) 
зове се сшав еквuваленције. 

На исказе ове прv.:роде указали су још 1908 године Н. LEBESGUB 
[22а] и DB LA VALLEE POUSSIN [40Ы, а први директан став (за поступак 
SN (Ј)) потиче од Н. LEВESGUE-a {22Ь, с]. Значајан корак унапред прет­
стављају радови D. ЈЛСКSОN-а {19Ь] и С. Н. БЕРНIIIТвйн-а [7а, Ь], 
који су дали први директан односно инверзан став за најбољу апрок­
симацију функције Еn(Л. А. ZYGMUND-Y {44Ы припада први нетриви­
јалан став еквиваленције за Еn(Л. 

(Н) Код директних ставова поставља се и питаље најбоље могуће 
констанТе К за одређену класу М, или, што је исто, да се одреди 
величина 

Ес [М; Т п (Л] = sup 6.си; Т п). 
I&М 

Ес[М;Тn(Л] је најбоља айрокcuмацuја класе М ЙосШуЙко.w Тnи). Само 
изузетно могуће је ову тачно израчунати; зато се прибегава одређиваљу 
љеног асимптотског понашаља или љеног реда величине када п -+ оо • 

Први асимптотски образац за најбољу апроксимацију класе функ­
ција (за поступак Sn(Л) дао је А. Н. Колмогоров [21], а прва тачна 
вредност најбоље апроксимације једне класе функција (за поступак 
Еn (1)) потиче од Ј. FЛVАRD-а [13а,Ь]. 

(Ш) Могло би се очекивати да ће за одређени поступак апрок­
симације Т п (1) најбоља аnpоксимација класе М, Ес [М; Т 11 (Л), брже те­
жити нули када n-+ оо уколико је класа М ужа, тј. уколико о љеним 
елементима Ј више претпоставимо. Међутим, ово није увек случај. 
Има поступака апроксимације Т1I (Л, например аn(1) (Е. HILLE [18]), 
који сужаваљем класе М дају све бољу апроксимацију, али само до 
У.звесне грающе - свако даље сужавање класе М ту аnpоксимацију 

• к на разним местима уопште означава различите константе. Kp,q,r • ... значи 
да оне зависе од параметара p,q,T, ... Ако није од интереса да се истакне константа 
К, nисаћемо O[~(n)], 
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~ише не побољшава сем у тр'Ивијалном случају фУНIЩ1iје идентиЧI<и 
једнаке нули. ПреЦ-iзкије, l:звесщм поступц-?ма апроксимације Тn(ј) 
одговара фУНКЦ-iја q>TCn) -+0, n-+ оо, и класа фУНI<Цilја МТ, тако да 

1 о dc (ј; Т п) = о [q>TCn)] => ЈСх) == О; 

20 за пар СМт , q>T) важи став еквиваленције. 

За такве поступке Т п СЛ кажемо да се засuћују (саШурuрају). 
q>T(n) је најбоља айроксимација U о с шу йК а Т n(ј). Класа Мт је класа 
засuћења (сашурацuје) поступка Т п СЛ. 

Исказ о .класи сатурације неког поступка који се засиhује ;~, 
дакле, један став еквиваленције. Но тај став еквиваленције (коме 
одговара пар (Мт' q>T)) битно се разликује од ставова еквиваленције 
тог истог поступака за парове (М, q» такве да q>T/q> -+ О када n-+ оо • 

Зато код поступака који се засиhују овом специјалном ставу еКвива­
ленције дајемо нарочито име - сшав саШурацtlје. 

Појам сатурације увео је Ј. FЛVЛRD [13с]. За поступке аnpокси­
мације који су остварени неким поступком збирљивости Г п СЛ приме­
љеним на Fouri~ r-OB ред фУНIщије ј, 

п 

Гn(Л=Гn(ј;х)= L y~Cay cos vx+bysin ух), 
у=l 

од реда величине l-y~ зависи најбоља апроксимација тим поступком. 

Прецзније (Ј. FЛVARD [13d]), поступак Гn(Л се заcиhује и најбоља 
апроксимација тим поступ.ком је реда q> сп) ако постоје две позитивне 

константе Ку!) и K~2) такве да је г 

(1.2) О <~1) q>/n) ~ 11 - Y~ 1 ~ ~2) q>/n) за свако v = 1, 2, ... , n. 

Први став сатурације (за поступак (1n (ј)) следио је из резултата 
до којих су дошли G. ALEXIТS [За] и М. ZЛМЛNSКУ [42а]. 

Civ) Поред простора С, аналогна разматраља могу се спровести 
и у другим просторима. Ми ћемо се овде задржати још и на айроксu­
мацији у средњем,. тј. на апроксимаци;и у смислу метрике у LP, 

1 ~ Р ~ оо 4. Уводеhи ошсшуйање у средњем, полинома Т п сл од Фун-
кције ! .. LP

, ' 

dLP (Ј;Тn) = II! -Тn IILP = {~ S I!Сх) - тn (Ј; х) ,р dX}I /P 

2" о ----
, L оо, је простор М скоро свуда ограничених функција у коме је 

IIII! =supess If(x) 1 ' 
м O;o; .. ;o;2тt 

коначан број. Кад пишемо р;:;; 1 под тим подразумевамо само 1 ~p < С>О. 

Г~ 
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постављају се аналогни проблеми за скуп 

(6.LP (ј; Т n)IЈе:М, 

где је сада М c:.LP
, односно за величину 

ELP [М; Т n(Л] = sup ДLР (!; т п). 
, ' ЈЕМ 

(v) Овде ћемо (уз већ класичде) изложити најновије резултате 
о исказима типа (А), (В), (С), и још неке који са овима стоје у вези, 
за ·-неке специјалне поступке апроксимације: најбољу апроксимацију 
функције, делимичне суме Fоuгiег-ова реда, љене средине Cesaro-Bor, 
Нбldег-овог, Riesz-овог, Rogozinski-евог, de lа Vallee-Роussin-овог типа, 
затим за de lа ValIee-Роussin-ов и Jackson-de lа Vallee Poussin-ов 
интеграл, као и за опште линеарне поступке и оне дефинисане сума­
торном функцијом. Уопште неЋе бити речи о апроксимацији интерпо­
лационим . тригонометриским полиномима; за ова, као и друга питаља 
тригонометриске апроксимације упyhујемо на монографије DE LA V ЛLLEБ­
PousSIN-а [40 а], D. }AcksoN-а [19а], Н. И. АхИЕЗЕр-а [1] и И. П. НАТАН­
сон-а [26а]. 

2. КЛАСЕ ФУНКЦИЈА 

2.1. КЛАСЕ дЕФИНИСАНЕ МОДУЛОМ НЕПРЕКИДНОСТИ. (i) Нека 
.f е: С. Величина 

<t) (8)= <t) (8;Л=тах maxlf(x+h)-f(x) I =тахl! ЈСх + h)-J(x) Ilc Ih!:;>S O:;;x~21t jhl;:;;S 

је модул нейрекuдносшu функције Ј. 

За свако је:С, модул непрекидности, посматранкао функциј,а 
од 8, не опада и теши нули када 8 -- О. Meђ~M, ово нису једине 
карактеристичне особине модула непрекидноСти. да-би дата функција 
~ (8) била модул непрекидности неке фующије ј, йошребно је и довољно 
(С. М. Никольский [27 d]) да је 

1) ~ (0)= О, 

2) ~ (8) не опада, 

3) ~ (3) је непрекидна функција од 8, 

4) ~(8+'1));;;;~(8)+~('1)) за свако 8~0 и '1);;;:::0: 

Функције које задовољавају услове 1-4) зовемо модулима непрекид­
ности. Ови услови ће сигурно бити испуљени ако уз 1-3) важи и 
да ср (8) 18 не расте.5 

Нека је ~ (8) функција која је l\lОДУЛ непрекидности. Класу функ­
ција ј за које је <t) (8; f) ;;;; ср (8) означаваhемо са Л!р' 

6 За детаље о МОдУЛУ непреЮiДИОСТИ и љеговим особинама види DE LA 
VALLЙЕ POUSSIN [40а], и. п. НАТАНСОН [26 а], С. М. никольский [27d} и н. к. 
БАРИ и С. Б. СТЕЧКИН [6]. ' 
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Као што смо вен напоменуЈГ?, за свако јеС, (0)(8) -+ о. Прецизи­
рајуhи брзину којом (0)(8)-+ о, долазимо до спеЦ-:.fјалнr.х класа фующија 
у с. Например; 

10' Lt'pschitz-oey класу lАех, О < о( ~ 1, образују функције код KOjV.X је 

(о)(8;ј) ~ к ~ . 
с обзиром на дефv.ницију' модула непр'еКидности, ово је екВивалентно 
захтеву 

I!(x+h) - ј(х) I ~ КI h ,ех. 

Ако наРОЧЈiТО жеm!мо да истакнемо константу К у 'овој неједначыlИ, 
пишемо К1Аа.; специјално, РАех значи да је ова константа једнака 
• 8 
ЈеД:1I1F.ЦИ. 

ФункЦија која задовољава Lipschitz-OB YC~OB са о( > 1 своди се 
на константу. Од нарочитог f,нтереса је о класа lА1 : Је lА1 тада И само 
тада ако је апсолутно непрекидна и 'Ј'(х) I ~ к скоро свуда.? 

20 Класу W образују фУН1{~је за које је 

(о)(8;ј) ~ k. 8110g81. 

Између; класе W и Lipschitz-овиХ класа lАiIt постоји.стриктна:инкщrзија: 

11\1 С W с ~AO( ,за свако О < о( <.). 
~. 'о • • 

(јј) Модул непрекидности (0)2 (8;ј) другог реда дефию:сан је са 

(0)2 (8) = (0)2 (8;ј) =пlax ,пlax lј(Х+ћ) +ј(х-ћ)-:-2ј(х)1 
'ы� ;;; 8 о;;; х;;; 2тr, " 

=тах IЈЈ(х+ћ) +ј(х-ћ)-2ј(х) НС. 
'lhl';;;8 'о О о' 

Zуgmund~ову.класу .2Аех (А., iУG~щm [44Ь]) образују функЦије, ј 
за које је о (О)а (8;ј) ~:K !hr' , оо 

• Под lАо ,подразумевамо КЩ1су огравичевих фушщија. 
7 Заиста, ако /еК lА1, она је апсолутно непрекидна и orpaничене варијације, 

, I/(X+h)-/(X) I 
те има изв<щ Cl<Opocвyдa; ИЗ h ;;; К тада .следи I.(х)' ;;;,~o скоро свуда, 

Обрнуто, ако је / апсолутно непреки.џа и IГ(х)I;;;;;К Cl<OpO свуда, / је интеграл, 
1f 

тј. Ј(х) =Ј tp (е) dt и l' (х) =ЧЈ(х) Cl<Opo свуда,. па према томе и 1 tp (х) 1 ;;;к скоро 
... ОЈ<+Ь 

свуда; дакле, /f(x+h) - /(х) 1=1$ ~(t)dt.l;;;;; К I h 1. - Наравно, ако ,г(х) I :i! К 
х 

за свако х, тада /e1A1. Али ако је I г (х) 1;;; К само скоро свуда, мора се uреШuо­
сШaвuШu да је / апсолутно непреющна, јер постоји (види, например, Е. с. TITCH­
МARзн [39], § 11.72) непрекидна функција која има извод скоро свуда једнак 
нули а ипак није апсолутно непрекидна. 
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или, што је исто, 

IЈСх+ h)+ j(x-h)-2j(x) 1 ~ к Ihl oc • 

За О < ас < 1 класе lАос и 2Аос се поклапају (А. ZYGMUND (44а] , т. 1> 
стр. 120). Међутим, lА1 =F 2А1 ; Haњ~e, фуmщије класе lА1 имају скор:> 
свуда ограни.чен извод, док класи 2А1 припадају и функц-,је које нигде 
немају извод (А. ZYGMUND (44Ь]). Прец~;зније: 

(2.1) је 2А1 => (U(~;f);;:;;K~l1og~1 

(А. ZYGMUND (44а], т. 1, стр. 44) и ова процена се не може побољшати. 
Према томе, . 

lA1 c 2A1 cW. 

Примеhујемо да је и други знак ИНКЛУЗ";је у стрШ<тном СМ1iСЛУ. 

(Ш) Модуле непреКИДНОC'rА В~iшег ред:\8 

k 

(Uk(~)= (Uk(~;f)=max 2: (_I)k-X (k)j(x+xh) 
Ihl~8 х=О х С 

увео је С. Н. БЕРнmТЕЙН [7а]. О особинама (Uk(~;f) в"ди А. МлR­
CНAUD [24], С. Б. Ствчкин [33а, с], Н. К. БАРИ И С. Б. СТЕЧКИН [6]. 

(iv) Појам модула непрекидности преноси се из простора С у 
простор и, р ~ 1. Иншегралнu .модул нейрекuдносшu k-тОГ реда функ­
ције ј дефинисан је са' 

k 

(U:(~)=6>:(~;f)=sup L(- l)k-X(~)j(x+xh) . 
Ihl~8 )(=0 LP 

За свако jeLP, (Ј}Р(~;Л-- О када ~-- +0. Ако ЈеС, (Ј}Р(~;Л-- <и(~,j) 
када р __ оо. У простору LP дефинишу се класе 1~ и 2А:, о < ас ~ 1, 

са <ир('8;Л;;:;;К'8ОС односно <иН'8;Л;;:;;К'8ОС ; оне су различите само за ас= 1. 
Примећујемо да, насупрот исказу (2.1) У простору С, који је ту нај­
бољи могући, У простору LP важи 

2 Р _. {K~ll0g~11IP, l;;:;;р;;:;;2; 
је Ар l;;:;;р < оо -> (йР (8,Л;;:;; K'811og811/2 ,р ~ 2; 

и ова процена се не може побољшаТ:I (А. Ф. ТИМАН и М. Ф. ТИМАН 
(38] за р= 2, а за остале вреДНОСТ21 А. ZYGMUND (44е]). . 

2.2. КЛАСЕ ФУНКЦИЈА дЕФИНИСАНЕ ИЗВОДОМ. (1) Једна од класа 
које се вајчешhе сусрећу је класа функција које имају ограничени r-ти из­
вод, Tj.ljrrJ(x) ,;;:;;к за свако х. Општије, W(rJ (r= 1,2, ... ) је класа фуНI<-

8 <»} (8;Л=<» (8;1). 

• <»f(8;f)=<»P(8;f). 
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ција које иыају апсолутно непрекидан (r-l)-и извод а r-ти извод им 
је скоро свуда ограничен, тј. 

IIJfrJ IIM=SUP ess IJfr)(x) I ~к. 
" 

с обзиром на примедбу',јеw(r) тада и само тада ако ј има (r-l)-и 
извод који припада lA1 • 

Уводеhи појам интеграла и ~звода реда r > О, где r не мора· да 
буде цео позитиван број, могу се дефшmсати још оnштије нласе. 

(н) Нека је ј L-Шlтеграбилна цериодичка функција периоде 27r 
(и као увек, средље вредности једнаке нули) и нека је 

оо 

f(x) f"O.J L av cos vx + bv ~jп vx 
V=l 

љен Fourier--ов ред. 

Weyl-08 инШеграл ј, (х) реда т> О фУНIЩИје ј(х) дефинише се са 
(види А. ZVGMUND [44 а] СЬ. ХII, § 8 и 9) 

., () r7r~ avcosvx+bvsinvx . r7r~ avsinvx-~cosvx 
Ј' х =cos-~ + Sln-~ . • 

2 h1 ~ 2~1 ~ 

Тригонометриски ред на десној страни конвергира за скоро свако х 
и Fourier-ов је ред своје суме /т(х). Из дефиниције следи (/')'=/Т+8' 
Како се за r = 1, 2, ... Weyl-ов интеграл своди на r пута поновљени 
обични Шlтеграл, то је, с обзиром на претходну особину, нарочито 
иитересантан случај ј, (х), 0< r < 1. 

Weyl-ов Интеграл може се изразити и у облику 

(2.2) 
1 211: 

јт(Х) =-;-S j(t)'I"r(x-t)dt, 
о 

где је 

'1~ ( ) уn ~ соз vx . ТN ~ sin vx ~ cos (vx-rn/2) 
Тт Х =соз- L., -- + SlD - L., --= L., . 

2 '1=1 '1' 2 '1=1 v' '1=1 v' 

Ред на десној страни конвергира за х #: О и он је Fourier-OB ред 
своје суме 'f r (х). 

Weyl-ов uзвод јГтЈ(х) реда Т, О <т<l, функције ј(х) дефиниmе 
се са (види А. ZYGMUND [44 а] , СЬ. ХII, §§ 8 и 9) 

рт) (x)=~ /1-Т(Х)' 
dx 
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Општије, ако је r > О и п најl\lањн цео број који је веhи од Т, 

dn 
рт) (х) = dxn/ n- r (х). 

Нарочито је важан специјалан случај (једноставности ради, узе­
ћемо 0< r < 1) кад,а је /l-r(Х) апсолутно непрекидна функција. Тада 
се, наиме, Fourier-OB ред од prJ (х) добија формалним диферещџ!ра­
њем Fourier-овог реда од fl-r (х). Шта вр-ше, у овом специјаЈШОМ слу­
чају, могуће' је (С. М. НИКОЛЪСКИЙ [27с]) функције која имају Weyl-ов 
извод овако окарактерисати: 

L-интеграбилна перУ.одичка функција qi (х), периоде; 1t И средље 
вредности једнане нули, је Weyl-ов извод т-тог реда фунн:ције ЈСх), 
ако између /(х) и qi (х2 постоји веза 

1 21< 

/(х)=-; S qi(t)'Yr(x-t)dt, СТ > О). 
о . ' 

Заиста, поредеhиовај сбразац са (2.2), следи да је / = СРђ па је 
/ 1-т = (СРТ)1-Т= ћ = Ј qi d х; дакле, /1-' је нао' l:нтеграл апсолутно непре-

нидна функција и d~(fl-r)= qi скьро свуда. 
у овом раду ми ћемо под Weyl-ОВИl\l изводом увек подразуме­

вати овај· специјалан случај. 

" (Щ) Нека, је r > ~ и ~ реалан број и ставимо 
со ' 

'YT(X;~) = 2: cos (vx:,-~~/~) . 

·v=l· 

са W(r)«(3) означиhемо класу непр~ющних функција ноје имају репре­
зентацију (С. Б. СТЕЧI<ИН [33е]) 

1 21< 

(2.3) /(х)=-; Ј lfI(t)'Yr (x-t;(3)dt 

где је 
о 

21< 

Ј lfI(x)dx=O и IlqiIlM;;;K. 
о 

Ако желимо да истакнено нонстанту К пишемо К w(r)«(3); специјално, 
1 w(r)((3) значи да је она једнана јединиД':'i. 

Нарочнто су интересантни ови специјални случајеви класе W(r)(Ю: 
W(r)(r) = W(Т) и wrr)(o). Прва је маса функција ноје имају Weyl-ов 
извод /(тЈ реда т > О (у смислу прецизираном у (јј)) за ноји је 
'I/(Т) II

M
;;; К. . 
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Примећујемо да за О < r < 1 маса WfrJ стоји према класи lA,: у 
истом односу нао маса lA1 према MaCIf алl . Наиме, с једне стране је 
по деф:>ниц rји 

јЕ WfrJ еквивалентно са јl_1'Е1Лl' 

дон је с друге стране (А. ZYGMUND [44], СЬ. ХII, ТЬ.8.13 и 8.14) 

ј е 1 ЛТ eI<Br: вэлентно са ј1-, Е 2 Л1 • 
. ;" . .:' 

Данле, за 0< r < 1, ваtlщ стринтна,,'Еннлузија 
WfrJ c1Ar , 

дон је W(l) = 1 Л1 • Ово даје повода, а и други резултати на то уназују, 
да је природно продужење I<ласе lЛа;(=2Л(Х), O<rl<l, маса 2Л!> а 

не нласа lЛl , ноја је ПР'lРОДНО продужење масе WfrJ, 0< r< 1. у том 
смислу говорзhемо да је WrrJ, О<:т<'l, маса 'типа lЛ1 , а да је lЛа;, 
О < (х < 1, маса тrша ЗА1 . 

, . 
Аналогон класе W(r) (Ю у простору L образују L-интеграбилне 

фушщије / «оје у мају репрезентацију (2.З) 'Са . 

27<' 

,Ј ~(x) tJх=;,Ои II~ IIL ~ К. 
о 

Ову масу означавамо са wtJ(~). Спец-,флно, WtJ(r) = wtJ је маса 
фунКцF.ја које имају Weyl-ов извод ј(rЈреда r > О за који је!! ј(тЈ IIL ;:;:;; К. 

" ~ , l' -

(iy) КО,'1бинујУh:-,I масе дефиm~сане изводом Н, оне Д~фlЩИ~е 
модулом непрещноСтИ, могу се' формирати сложене I<Ласе: 

W(1'J А<р, r > О, је класа фушщи:ја које имају непренидан Weyl-ов 
извод /(1'Ј чији је модул непреI<ИДИОСТИ CI)(~;1'1'J);:;:;;cp(~). 

W(r) lЛIJ(, т> О, О <<<<1, је класа фyнiщ11ја «оје имају Weyi";OB 
извод јМ који Е 1Ла;; по дефиницији нојусмо далИ WfrJ 1Л1 = W(r+1J. 

W(rJ 2Аех , r > О, 0< rl';:;:;; 1, је, маса фymщија «ојеЕмају Weyl-ов 
ГЗ130Д 1'1') 'I<оји Е 2Лех • ' 

Аналогно се дефинишу сложене масе ,фyнI<Ц~iја у простору 

L P Р > 1 . WfrЈЛР w(r)1ЛР w(rJ ЗЛР , =. <\1' ех', ех • 

2.3. КОЊУГОВАНЕ КЛАСЕ ФУНКЦИЈА. (i) Нена .feL и нека је 
оо 

S иј = 2: av COS,vx + Ьу sin УХ 
У=1 

Fourier-OB {:ед функције ЈСХ); коњугованu ред OBollle је 
оо , , 

S [Ј) = 2: ау sin 'Јх-Ьу COS УХ. 
У=1 

2 ЗборНlU( Математичког института 
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За СК)РО свако х llC)cтoj ... lO 

7t' 

ј(Х)= - 2 Нт jf(X+t) - j(x-t) dt; 
7t <'-..+0 2tg t/2 

ј(х) је коњугована ФУl-l1<цuја функцзји ј(х). Оправдање за ове називе 

лежи у томе што постоји известан параIIелизам између ј и S [Л с _ једне 
и i и s [Ј] с друге стране. Но тај паралелизам није потпун. Тако, ј(х) 
не мора бити L-интеграбилна, нити ограничена или непрекидна ако је 

таква ј(х). 

(Н) Некз је дата класа функција М. Њој коњуговану класу М обра­

зују оне фУНlщије ј чија коњугована функцја ј припада М. Операција 
коњуговања класе не доводи увек до нове класе, тј. ова може бити 

рефлексивна. Искази "М = М" су ставови Приваловљева типа. 
И. И. I1PИВАЛОВ [29] јо показао да 

N 

je1lw., O<ot< 1 => je 1Arx.. 

Како је (Ј) = - ј, то важи и обрнут исказ, тј. 
(2.4) 1Аа. = lAct за O<ot < 1. 

За ot= 1 ово више није тачно, тј. класе 1Al и lA1 су неупоредиве. 

Међутим, -као што је то- показаоА. ZYGMUND [44Ь], класа 2Аl је 

рефлексивна,. тј. jE~A1 <=> јеВА}; што заједно са (2.4) даје 

(2.5) 

Из изложеног следи да -су и класе w(rJ 1 Arx., О < ос < 1, и 
w:(r! 2Arx._~ 0< ос ~ 1~ рефлексивне, док, то није сЛучај ~a класом w(rJ 
или W{I') (О), У чију дефиницију ИМIIJIИцитно улази класа 1А1 • 

УопIIiтењем Приваловљева става на класе- фущщија дефинисане 
модулом непрекидности бавили су се Н: К. БАРИ И С. Б. СТЕЧ:Кин. 

Н. К БАРИ [5] је доказала да за свако ГЈ. > О и k> ГЈ. 

(i)k (~;j) = о (~rx.) > (i)k (~;ћ == O(~) , 

што садржи претходни резултат ПРИВАлов-а и ZYGMUND-a. 

Још општије, Н. КВАРЦ [5] је дала довољне услове, а Н. К. БАРИ 
И С. Б. СТЕЧКИН [6] заједно, йошребне и довољне услове које мора да 
испуњава фУНlщија !р (8) да би се класе функција за које је 

(i) (а;!) = о [~(8)] и (i) (8;/) = о [ср (8)] 

ПОЮIапале. Прецизније: 

10 За ово и даље ВИДИ, наuример, А. ZYGMUND [44а], Ch Н, § 5. 
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Нена фунюџlja ср (8), О ~ 8;5;; п, задовољава ове услове: 1) ср (8) 
је непреющна у [О, п]; 2) ср (8) не опада; 3) ср (8) 'i='O за 0< 8 ~ п; 
4) ср (8) ~ О нада 8 ~.+ О; 5) ср (8) /8 не расте. Потребан и довољан 
услов да би ИCRазй 

cu(8;f)=O[cp(8)] и cu(8;ћ=О[ср(8)] 

били енвивалентни јесте да је 

АналОI1IИ иснази важе и у простору L р ,р ;;::: 1, за интегралне 
модуле непреRИДНОСТИ. Међутим, у простору LP, р> 1, таRВИ ИCRaзИ 
су неинтересантни (с. Б. СТЕЧI<ИН [33d]), јер на основу познатог 
М. RIESZ-ОВОГ резултата 

(р> 1) 

непосредно следи 

cu~ (8;ј) ~ Кр cu~ (8;ј) (р >1). 

КЗRО важи и обрнути ИСRaз, то су У LP, Р > 1, МОДУЈШ cut (8; f) и 
cu~ (8;ј) увен велиtlИНе истог реда. 

, 3. НАЈБОЉА АПРОКСИМАЦИЈА фУНКЦИЈЕ. (ј) Нена је Нп снуп 
тригонометрисi<иx полинома Т реда'::;;: n.за даТо је С, сКуп бројева 
Аси; Т), нада Т пролази све полИноме из Нп, оrpаничен је с доље 
стРане; те има иНф7.МУМ; овај ћемо озна~ти,са 

Еп=Еn(Л= inf АсСј; Т). 
. ТЕН,. 

Еп (ј) је најбоља айрокcШtaцuја функције ј поmшомина из Нп • Е. ВОRБL 
[8] је показао да за СВЗRО п йосШоји у НN полином Т:(Ј) танав :да је 

Аси; Т;)=Епи) 

и тиме оправдао уведену терминологију. Из ЧЕБЫШЕВ-Љевих. резул­
тата (види, наnpимер, и. п. НлТАНСОН [26а]) следи да за СВЗRО п 
постоји само један танав полином Т:(Л. Низ Т-:и) , n="l,2, ... , 
је Низ Шршоно.нeiii.рucкux Йолuно.на најбоље aйpoKcи.нaцuje функцuјi ј реда 
~ п, и љиме је, дакле, остварен један поступан аnpоксимације тпи)· 

Јасно је да Еп не расте са п, а из WEIERSTRASS-ОВОГ става следи 
да Еn - О када п ~ ОО. 

На аналоган начин се дефинише најбоља аnpоксимација функције 
у простору LP

, Р б. 1: ' 

Епи) LP =1 inf А Lp(f; Т). 
ТЕН,. 

2'-
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(ii) Од D. JACKSON-a [l9а, Ь] п:>тичу прве процене најбоље апр.ж­
симације. Ако ЈеС ;.0 им.а мсдул непрекидноС'IИ (о) (О;Л, тада је 

Одавде специјално следи: 

(3.1) 

(3.2) 

je1Aoc , 0< <х ~ 1 => Еn (л= О (n-а.), 

jeW~> Еn (Л = O(n- 1 l0gn). 

Оmптије, ако ј има има непрекидан 1'-ТИ извсд j(rJ, r = 1, 2, ... , 
тада је. 

и специјално 

(3.3) 

Ове резултате пренео је у простор и, р б:: 1,11 Е. S. QUADE 

[30]. ОН је показао да ако ј има извод j(rJ у LP да је тада 

Еn(Лu ;;;; Кт;р n-Т {о)Р (n- 1 ; ј(тЈ), r = О, 1,2, ... , 

и специјално 

jelA~ , р б:: 1, 0< IX ;;;; 1 => EnCj)LP = о (п-ос). 

(iii) ЈАСКSОN-ОВИ ставови закључују из ди~ренцијалних особина 
функције о љеној најбољојanpоксимацији Еnи). С.· Н. БЕРНШТЕЙН 
[7 а, Ь] је, обрнуто, полазећи од најбоље апроксимације функције 
закључио о љеним диференцијалним особинама. Он је показао да 

{
je1Aa., O<IX< 1; 

(3.4) Еn(Л=О(n-ОС),О<IX~l=> jeW, 1X;'1; 

и оmптије, да 

{

f(rJelJ\a., O<IX < 1; 
(3.5) Еn(Л=О(n-т-ОС), r= 1,2, ... , O<IX;;;; 1=> j(rJeW, IX= 1. 

Инверзне ставове у којима се закључује о модулу непрекидности 
функције или љеног ИЗI;lода дао је DE LA VALLEE POUSSIN [40а]: 

Нека је .Q (х) монотона функција која -70 када х -7 оо И нека је 

'" i S О(х) : <оо . 

Ако је 

Еn (Л;;;; n-Т Q(n), ј'= 0,1, ... , 

11 И У друге општије просторе. 
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тада / има непреRидан r-ти извод и . ! al8 00' Ј (ЈЈ (~;/(r)) -;;;;. K r ~ S Q (х) d х + S Q (х) d х, " 
, ,а Ч8 х 

где K r и а не зависе од ~ . 

Специјално, ако се, поред већ наведених услова за Q (х), може 
наћи константа ос таква да хо( Q (х) не опада (од извесног хо), тада је 

оо 

(JJ(~;f(r)) ~K, S Q (х) dx. 
о I~ Х 

Услов ј x-l Q (х) d х < оо је битан; например, за r = 1 ,ОД љега 
зависи да ли не /' бити непрекидна или прекидна функција~ 

Овај DE LA VЛLLЙВ POUSSIN-OB резултат важи и у простору 
р ~ 1 . Е. S. QUADE [30] је показао да из 

En(f)U-;;;;.n-rQ(n), r=O, 1, ... , 

следи да / има апсолутно непрекидан извод /(r-l), да постој~ /(у) 

скоро свуда ::;;"I};>; K,.,j~? Q (x)dx+ ј Q (х) d хЈ. 
а 1/13 Х 

Специјално, одавде следи , 

, о ~nи) р =0 (п-о() => {/ .. Чј,,~, 0<0«1; " 
L cuP(~;f)=O(~llog~I), ос= 1. 

Примећујемо да се 'исказ за ос = 1 може побољша'rи када је р > 1, 
корцсте\iи ZYGMUND-<;>B резултат за, простор LP из наредне таЧl<е (ј,-) 
и § 2.1 (iv). , " " ' 

, ' . ',' 

(iv) Из (3.1) и (3.4) непосредно следи став екВиваленЦИје, 
',! ".' ',' .' . 'о 

(3.6) / .. lAO( <=> Еn (ј) = О (n-а.) за 0<0« 1. 

За' О( = 1 овај ИCI<aз више не важИ'. 'о Могло би се за'rО помислити 
да било исказ 

(3.7) 

б~о исказ, 

(3.8) 
.. 

Вn (Л=О(n"'7.1)-:-:-:> /e:W, 

није довољно прециЗан.' МеђуТим, ооа'су у извесном смислу ~јбоља 
MOгyha; ,као щтото показују фуннциј~ (р = I sin х I и ф = ,1:у-1 Зin' ух. 
(види И. П. НлТАНсон [26 а], стр. '92-94). Наиме, с једнестраие) 

. \ .1 
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ср=:lЛи а за њу је Бn (ср»[21t (2n+ 1)]-1 те се (3.7) не може побољ­
шати; с друге стране, Еп (ф)=0(n-1), а Ф не прииада lЛ1 , тако да 
се у (3.8) W не може заменити са lА1 • 

Питање карактеризащ'је класе функција за коју је Бп (Л=0(n-1) 
решио је А. ZYGMUND [44Ь] уводеliи класу 2А1 ; он је показао да важи 
став еквиваленције: 

(3.9) 

с обзиром на lAex = 2Лех , 0<: а< 1, (3.6) и (3.9) можемо овако написати: 

(3.10) ј <. 2Аа: <=> Бп (Л = о (п-ех) за О < ех ~ 1. 

Oпiuтије, из (3.3) и првог исказа у (3.5) следи 

.j(r)=:lAIX <=> Бп(л=о(n-r-ех) за т=1,2, ... ; 0<а<1. 

што заједно са ZУGМUND-ОВИМ резултатом 

/СТ) <. 2Л1 <~> Бп (Л = о (n- r - 1) за r = 1, 2, ... , 

можемо писати у облику 

(3.11) ј(тЈ <.2Лех <=> Еп (Л =0 (п.,-r-ех) за Т= 1,2, ... ; О < а ~ 1. 

Слични резултати постоје у простору LP, Р б 1. Из Е .. S. QUADE­
ових резултата у (ii) и (Ш), непосредно следи 

ј<.lЛ~ <=> Еп (ЛLР = О (п-ех) за О < ех < 1. 

Примеliујемо да су овај став еквиваленције, без доказа, исказ~и 
G. Н. НлRDУ И Ј. Е. LITTLEWOOD [17]. Нетривијалан став еквиваЛенције 

j=:2A~ <=> Бп(ЛLр=0(n- 1) 

дао је А. ZYGMUND [44Ь]. Слични искази важе и за извод ј(Т). 

(v) ZYGMUND-OB резултат указао је на значај модула непрекид­
ности другог реда када је реч о најбољој апроксимацији. То је пот­
стакло многе ауторе, да уведу и модуле непрекидности вишег реда. 

Тако је С. Б. СТЕЧКИН [33а] дао најОIПIIтију формулацијУ}АСКSОN­
овом ставу: 

(3.12) ј(ТЈ<. С => Бп (Л ~ Kr.k n-r {J}k (n- 1 ;јМ), r = 0,1, ... ; k= 1, 2, ... 

Слично важи у простору LP, Р б 1; 

јМ <.LP => Бп (ЛLР ~ Kr,k,p n-r <ut (n-1 ;j(r)), т= О, 1, ... ; k= 1,2, ... 

из }ACKSON-ОВОГ дире:ктног и DE LA VАLLЁЕ POUSSIN-ОВОГ инверзног 
става за модуле непрекидности, не може ,се простим спајањем дqбити 
став еквиваленције. Зато су даље испитиваља ишла у правцу да се 

погодно ограничи функцијаQ (х) у DE LA V ~E POUSS!N"'OBOM ставу 
'тако да инверзни став заједно са ДирекТним да непосредно .став екви­
.:fiаленције. 
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С. Б. СТЕчЮrн [33а] дао. је довољне усло.ве за функцију qJ (8) 'да би 

Еnи) =0 [qJ(n':" I )] " > <u~(8jj)'=O[qJ(8)]. 
Ово. заједно. са исказо.м (3.12) за r = О, даје ctaв.еквиваленције. 

С. М. Лозинский [23] је дао. uoiiiребне "и довољне усЛо.ве за фун­
:кцију qJ(8) да би важио. сТав е:квивалеlЩИје: 

Не:ка је Ф класа фymщија qJ, та:к~их да је: 1) qJ (8) непре:кидна 
за О s;; 8 < ОО; 2) 0< qJ (8') ;;;;; qJ (8") за 0< 8' :s;; 8"; 3) qJ (О) = О. 

l С Не:ка је k цео. по.зитиван бро.ј, qJе:Ф и не:ка постојибро.ј К> 1 
та:кав да је 

. . m (К 8) 
limsup т < Kk. 
3-+0 qJ (8) 

(3.13) 

Тада је за сва:ку непре:кидну фун:кцију ! 
(3.14) <Uk(8;f) =0 [qJ (8)] <=> Еn (1) =0 [qJ{n-1)]. 

А:ко. (3.13) није испуљено., тада по.сто.ји непре:кидна фун:кција ј таква 
да важи исказ на десно.ј страни у (3.14), али не важи онај на лево.ј. 

20 Не:ка је k цео по.з.:тиван бро.ј, qJе:Ф, и не:ка посто.ји број К> 1 
та:кав да је . 

1 li inf qJ (К 8) .- lim qJ СК 8) К" 
<т . ~ sup <. 

8_+0 qJ (8) 8-+0 qJ (8) 
(3.15) 

Тада је за сва:ку непрекидну фyНI<цију f 
(3.16) јМе:С и <Uk(8;j(rJ)=0[qJ(8)] <=> En(l)=n-rО[qJ(n-1)]. 

А:ко. услов (3.15) није испуљен, посто.ји непре:кидна фymщија ј та:ква 
да важи ис:каз на десној страни у (3.16), али не важи о.нај на лево.ј. 

(vi) С. Б. Ствчкин [33а] , А. Ф. ТИМАн [36а] , ,као. и А. Ф. ТИМАН 
И М. Ф. Тимлн [38] заједно., фо.рмулисали су инверзне ставо.ве ана­
ло.то о.но.ме :како. је то. учинио. DE LA VALLf!E POU$SIN: (види (Ш», 
упОТРебљујући при ,томе суме уместо. интеграла.Прецизније: 

~ " . 

.. 
<ut (n-1 ;1) ~ Кр." n~" L .,"-1 Бv~, Cf)LP (k = 1,2, ... ). 

У=, 

20 А:ко je:LP, l;;;;;р;;;;;оо, и заl,lе~о фи:ксирано. r (=1,2, ... ) 
оо " 

'L ут- 1 Бv-I ef)LP < оо 
у=, 

тада ј им~ r~ти извод ртЈ e:LP ~ 
.,. оо '* 

6)l (n-1;!(rЈ);;;;; Kp'k,r{ n-
" 
6,vk+r-1 Еу-', (I)LP '+ 6.:;1 Ёv~'(f)LP} (k=: 1~2"",) 

. ~:- t . .:........ ,. 
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СТЕклов-љев резултат се односи само на случај р = CXI, тј. када 
је реч о простору М. Искази 10 и 20 садрже БЕРНШТЕЙН-ОВ, ZYG­
MUND-OB, ЏЕ LA VALL~E PO'USSIN-OB И QUADE-OB резултат из (Ш) и (iv). 

Процене у последња два изказа су за р = 1 и Р = CXI наiбоље мо­
гуће; за 1 < Р < CXI то, међутим, ,више није случај (види и А. Ф. 
ТиМАН И М. Ф. ТИМАН [38] и А. ZYGMUND [44е]). М. Ф. Тимлн 
[37] пабољшао је ове I:сказе за 1 < Р < CXI: 

10 Ако JELP
, 1 <р < CXI, 

Kp.k ll- k {~ vkp - 1 E~-l СЛ LP }IIP, 1 <р ~ 2; 

~P,k n- k {~I v2k - 1 E~_l (Л LP }1/2, 2·~ Р < CXI • 

20 Ако ЈЕ и, 1 < Р < CXI, И за неко фиксtiрано r (= 1, 2, ... ) 
со 

2~T-l EV - 1 (fkp < CXI, 

v=1 

тада Ј l'Ma "-ТИ извод ЈМЕ и и важи 
(tJ~(n-l,Ј(r) ~ 

Kp'k,r{ n-k (~ vp(k~r)-l ~~-l (Л LP )1: ~+lvr-lЕ'oI_l(Л и}' 1 <p~2; 

к •. "! n-.(~ .,.r>HHвJ_. (љ,)'~ ~+:~'EH(f)L') ,2"'p<~. 
(vii) Ј. FAVARD [lЗа, Ь] прю је постав":о питање најбоље могуће 

константе у Д;'ректним ставовима за Еn (Л и успео да одреда: ову за 
класу функција w(r). Наиме, он је показао да je12 . 

Ес [1 W fr); Еn(Л] = sup 11 ј..,...Т: "С = к,. n-Т (.т = 11' 22, ... ), 
/e:\W(r) n= , , .. . 

где је 
. ',;" ~ *C-l)vСт,r 1) 

к,. 7t L- (2v + lУ+1 • 
V=1 ; 

Слично важи за класу W(r) (Н. И. АхиЕЗЕР И М. Г. КРвйн [2]) 

( т: 1,2, .. ')', 
n-l,2, ... 

l' Види И §9(Щ. 

; ; 
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где је 

"" KT=~ 2: (_I)VТ 
1t '1=0 (2'1 + lУ+l . 

Аналогнп резуmати! ПОСТQје (Н. И. fuщЕЗЕР [1], Стр. 210) II за • 
апроксимацију у средњем (р ~ 1): 

ELp [1 w(r); Епи)] =Куn-У И ЕLр[lw(rј;Еп(л]=in-r,(~:~:;::::) 
са истим константама К, и Ку • 

FЛVARD-ова ИСIIИтива~а продужили су Н. И. АХИЕЗЕР И М. Г. 
КРЕЙН (2], В. Sz. NЛGУ [25а] и. други (види Н. И. АХИЕЗЕР т, стр. 
191 и даље) .. 

Ана.логан проблем за класе W(rJ И wtJ; . о < r < 1, решио је 
В. К. Дзядык (11Ь]. Он је показао да је 

( Ј ) 4 . r1t Ес [1 W r ; Епи ] =Ес (1 WfJ; Вn(!)] = -ст sш-n-r (n= 1,2, ... ), 
.1t 2 

где је 

С. Б. СТЕЧКИН [33е] одредио је најбољу апроксимацију класе 
w(rJ(~);O<r<l, т</3;;;';2-у: 

) 4 {31t. 
Ес [1 WlrJ({3); Епи)] = EL [1 ~t ({3); Еп (Л] = -; С, sin 2 n-т , 

где је cr иста константа као у претходном дзяды-овомM резуmaту. 
В. К. Дзядык [lla] посматрао је класу функција I<оје имају 

апсолутно непреl<ИДан (r--'-l)-и извод j(T-:- 1) I<оји је са своје стране 
интеграл функције ср = ј(уЈ ограничене варијације. Нека је 'р = g + ћ, где 
је g функција СI<Ока и h апсолутно непреки.дна. Тада је 

En(f)L = 1t~ Куп n-r- 1 ~ 13'1 1 (~ 13'1 1 > о) 
где су 3'1 СI<ОКОВИ функције g у [-1t,1t) а К, FЛVARD-Qва I<ОНстанта. 

(viii) Све npоцене,како у диреI<ТНИМ тако и у инверзним ста­
ВОВИJlilaу I<оје смо до сада навеЈШ биле су са горње стране. 

Прву процену с доње стране.дао је још С. Н. БЕРнmТЕЙН [7Ь]. 
он је ПОl<азао да ако . су аv и bv Fоurier-ови коефицијенти од f да 
је тада ' 
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С. Б. СТЕЧКИН дао је процене с доље стране сасвим другог 
карактера. У два своја рада [33а, Ь] он је показао да када је реч о 
реду велuчuне модула непрекидности односно најбоље апроксимације 
важе следеhи ставови13 : 

1 о Ако је k цео позитиван број и О < ос < k, тада је 

Еn (Л ,...., n-ос <=> (,)k(8; Л,...., 8ОС • 

20 Ако је ос> О, k ·иr цели позитивни бројеви такви да је 

О ~ r < ос и k+ r > 0(, тада је 

En(f),...",n- rx <=> (,)k(8;f(r}),....,8 rx - r• 

С. М. Лозинский [23] уопштио је овеСТЕчкин-оверезултате, узи­
мајуhи уместо степена општије поредбене функције. Он је показао 
да његови резултати које смо навели у (v) под 10 и 20 важе неnpо­
Niењено и за обострану процену; треба једино знак О свуда заме­
нити са ,...., . 

(ix) Ако је fнепрекиДна функција, таква не мора да буде њој 
коњугована фуш<ција ј. Другњ'\'i речима, из EnCJ)-+О уопште не следи 
Еn СЛ -+ О када п -+ оо. Али, ако и претпоставимо да је ј неnpекиднэ, 
остаје отворено nитање шта се може реhи о брзини којом ЕnCћ-+ О 
кад се зна брзина којом Еп(Л -+ О. Овим проблемом бавила се Н. К. 

БАРИ [5] И дала следеhи одговор: 

Нека је Ф класа функција ср таквих да ср (8) не опада, ср (0)= О 
и qJ (8) > О за О < а < 27t. Ако !р е:Ф, из Еn (Ј) = о [ср (n- 1)] следи непре­

кидност коњуговане функције ј тада и само тада ако је 

оо 1 1 2: ~cp (.~) <оо. 
V=l 

(3.17) 

Услов14 

(3.18) 

је . потребан и довољан да би 

(3.19) . Еn (Л =,0 [ср (rг 1)] <=> Еn 0)= О [ср (n- 1)]. 

.. "Било да су у nитaљу функције или низови, ср-ф значи да постоје две 
позитивне константе К1 и Ка такве да је 0< К1 ;;;о 'ip/ф ;;:;; Ка. 

1" Услов (3.18) еквивалентан је ЛОЗИНСКИй-евом услову: постоји кон-
станта К>l таква да је 

. • ср (KI.\) 
11mlnf-(,,)- > 1. 
1.\--++0 ср о 
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Функција, <р(8) = 801: , О < ех ~ 1, очШ'ледно задовољава услове 
(3.17) и (3.18). Исказ (3.19) може се, у овом специјалном случају, 
добити и примељујуhи редом инверзни део исказа (3.10), затим исказ 
(2.5) и најзад директни део исказа (3.10) по схеми: 

ЕnСЈ) = О (n-OI:) => је2Аа=> је 2Аа:=> Еn (ћ = О (n-IX). 

Примеhујемо да под истим условима исказ (3.19) важи у про:­
Стору, LP, Р ~ 1, тј. 

Еn (f)LP =0 [t:p (n- 1)] <=> Еn (ћLР =0 [t:p (n-1)]. 

Овај резултат није интересантанза р > 1, јер из познатог М. RIESZ-овог 

стаВа, Ili IILP ~ Кр IIj IILP ср> 1), следи 

.Еn (ћ LP ~ lC,p Еn (Л LP , 
... 

па су за р > 1 ве.iшчине Еn (ј) LP и Еn (Л LP увек истог реда. 

Наведене резултате уопштили СУ у једНом заједничком раду 
Н. К. БАРИ И С. Б. СТЕЧКИН [6]. Опису показали: Ако ~еФ и 
задовољен је услов (3.18), тада су 2т+ 2 исказа (за фиксирано т=О, 1', ... ) 

Еn (ј(Р) = nр-т O[t:p(n-1)] , р =0,1, ... , Т; 

En(j(q) =nq-r О[t:p(n-1)], q=O, 1, ... ,т; 
међу собом еквивалентни. 

Услов (3.]8) је овде неопходан. Наиме, ако он за неко t:pеФ није 
испуљен, тада за свако Т постоји функција ј таква да Т-ТИ исказ из 
прве групе важи а да т-ти исказ из друге групе не важи. 

Примеhујемо да овај БАРИ - СТЕЧКИН-ОВ резултат важи и ако 
свуда знак О заменимо са ,..". ' 

На други начин поредио је С. Б. СТЕЧКИН [зза] величине 

E~CJ) и Еn(ћ. Он је показао: ' 

Ако јеС и ако је за неко фиксирано т=О, 1, ... 

CIO 2 yT-IЕ.;СЈ) < оо , 

Тада ј има непрекидан т-ти ИЗЈ30Д ј(т) и 

Еn сј(т) ~ К, { СП + I)Т Еn(Л + ~ , yT-l ЕvCЛ }. 
. . , . у= .. +l , 

Сличан исказ важи и у простору L Р, Р ~ 1. За R > 1 ,такав исказ 
није ,ИНтересантан. 
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(х) У дефиницији најбоље апроксимације функције Ј 

(3.20) Еn(Л= inf IIJ-TII 
ТЕНn 

НN је класа тригонометриских полинома реда ~ п, који иначе не под­
лежу никаквом ограничењу. Говоримо од једносшраној најбољој апрок­
симацији Е;(Л функције Ј ако inf узимамо преко класе Н: триго­
нометриских полионома Т реда ~ п за које важи Т ~ Ј (или т ~ Л. 
Појам једностране најбоље апрексимације у простору С није интере­
сантан, јер је ту 

Е;СЛ ~ 2 Еn(ј); 

Међутим, он се показао веома корисним у простору LP, а специјално 
у простору L.15 

Т. GЛNЕLIUS [16] је испитивао једнострану најбољу апроксимацију 
тригонометриским ПОЛИНО!l1Има у простору L и показао: 

Нека је Нт, r = 1, 2, ... , класа функција које имају непрекидан 
(r-l)-и извод /(Т-1) и овај је интеграл неке функције Јт ограничене 
варијације. Тада за ЈЕН, И свако п постоји полином ТN реда (n-l) 
тако да је 

Tn~J 
и 

(3.21) 

V (Л је тотална варијација функције Ј, а 

СТ = 1 {sup br+1 - inf br+l} 
47t (r + 1)! 

где је 
оо 

Ьm (х) = - 2 т! L: k- m cos (kx-m7t{2), т= 1, 2 .... 
k=1 

Константа ст у (3.21) је најбоља могућа. Примећујемо да тада важи: 
и V(Tn-Л~Кr V(j~)n-r. 

4. АПРОКСИМАЦИЈА FОUR1ЕR-ОВИМ СУМАМА. (i) Нека је 
п 

(4.1) sn(Л = Sn (Ј; х) = 2: tlv ~OS\lX + Ь\l sin \lХ 
\1=1 

низ делимичних сума Fourier-овог реда функције Ј. . 

Н. LbbESGUE-QВ [22 Ь, с] резултат 

(4.2) !J(x)-sn(f; х) I ~ (3 + log п) Еn(Л (п ~ 2). 

15 Н. WEYL [41], L. FEJ:eR [14], Ј. КЛRлМАТЛ [20] и G. FREUD [15] користили 
су једнострану апроксимацију а/lZебаРСКUAl полиномима у разним гранама Аналнзе ~ 
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показује да је апрокси:\!ација поступком $11(1) незнатно слабија од нај­
боље M()ryЋe апроксимације Еn (1) . -Користећи процене за Еn (Ј) за разне класе функција (§ 3), 
добијамо из (4.2) одговарајуће процене за поступак S1l (Л. Например, 
користеhи директни део исказа (3.10) односно (3.11), добијамо 

је 2Аа., O<a.~ 1 => j-S1!(1) = О (n-Чоg п), 
односно 

јМе2Аа., r=1,2, ... ; O<:a.~1 ,>ј-S1l(л=о(n-т-а.lоgn). 

Нигде се овде СИil1.бол О не може заменити симболом о. Примеhујемо 
да се за rJ. = 1, заменом класе 2А1 класом lА1 не може добити ншпта 
бољи резултат. 

~ простору.!!', Р б 1, аналогон исказа (4.2} се битно разликује 
према томе да ли је Р > 1 или је р= 1. Е. S. QUADE [30] је показао 
да је 

! Кр Еn(ЛLр за Р. > 1; 
"ј -$n (1) IILP ~ 

К(I+lоgn)Еn(ЛL за Р=I; 

одакле спечијално следИ 

"ј о (п-ос) , Р> 1; 
11I -sn (1) IILP = " 

, ' O(n-ОСlоgn), Р.= 1. 
је 1Л:, Рб1, O<~~t=> 

. . 

(Н) Најбоља, могућа константа у директНим исказима за поступак 
S1I (Ј) није до Данас одређена Низа једну спенијалну класу фую<ција 
Међутим, А. Н. Колмогоров-у [21] успело је да нађе асимптотско пона­
шаље најбоЉе могуће апроксимаЦије за КЛасу w(rJ, r= 1, 2 ... ;; наиме, 

Ес [1 w(rJ; 'S1I (Л] = sup 11 1 - $11 (1)lIc = ,4/og п + О (п-Т). 
, Је 1 wrr) , п п' . 

Аналоган резултат важи и у простору L; у горљем исказу треба 
само С формално замен:ити са L (С. М. Никольский [27е]. 

С. М. НИКОЛЪСКИЙ [27 b~ с] И В. Т. ПИНКЕВИЧ [28] уоппrrили 
су l{олмогоров-љев резултат У' два корака: први га је пренео на 
1<.ј1асу w(rJ, r > О, а други на још општију класу w(rJlAoc , r б О, 
О ~ a.~ 1. Љихов резултат гласи: 

(4.3) 

Ес [1 w(rJ 1Асх ; $n СЛ] = Ес(1 w(rJ lАсх ; $11 (1)] = 

2(Х+! log п тr/2 
= -- -- i z4 sin t dt + О (n-т-а;) . 

,,2 nТ+СХ.! 
о 

и. Г. Соколоъ [32] и С. Г. СЕЛИВАНОВА [31] дали су прецизнију 
границуза константу I<oja зависи од r и(Ј.' у другом члану асимnтот­
ског обрасца (4.3). 
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Даље уопштеље· постигао је С. М. Никольский [27 сЈ уводеhи, 
уместо Lipscbltz-ове, класу Аср ФУНI<ЦИја чији је модул непрекидности 
(Ј)(8;Ј) ~ ср(8) , где је ср (3) непрекидна, неопадајућа и коНвексна фун­
кција за коју је ср (О) = О. Он је показао да је 

Ес [АЧI; sn(f)] = 2" log п '" ср -- sin t dt + О ср _ТС_ • 2 7</2 ( 4t ) [ (2 )] 
тс ~ 2n+1 2n+1 

Аналогон исказа (4.3) за класу W(r) 2A~ потиче од А. В. Ефи­

мов-а [11а]. Како класе 1A~ и 2A~ дају најбољу апроксимацију Еn (Л 
истог реда величине (види (3.3) и (3.11»), то ће на основу (4.2), то 
бити случај и код апроксимације поступком S1l(f); једина разлика 
је у константи првог члана и у процени другог: 

где је 

Што се тиче 

Ес[1 W(r) 2Аа.; sn(f)] = Ес [1 W(r) 2A~; s1l(л] = 

=~(a.) log п + О (lOg10g n) 
тс2 nна. nT+~ 

(Т б; О, О<ос ~ 1) 

7< 
~ (ос) = sup I Ј j(x)cos xdx I . 

ј&РАа, -7< 

константе ~ (ос) примећујемо, да у исказу (4.3) фигу-
рише константа 

7</2 7<. 
К1 (ос)=21+ot Ј t~sintdt = sup I Ј j(x)cosxdxl· 

о jr.PAa. -7< 

А. В. Ефимов [12 а] је дао аналогне резултате и за класу WM((j) 2A~ .16 

(iii) С. М.- Никольский [27 f] добио је интересантне резултате 
за функције које имају т-ти извод јМ, т::?: О, ограничене варијације. 
'Навешћемо неке од љих: 

./ 
10 Нека су xv' v= 1,2, ... , тачке прекида од јМ у [0,2тс] и нека 

су 3" скокови У тим тачкама. Тада је 

11 j-sn(f) IILP = Ст,р (~13v Ip)1/Pn-r- 1/
p+ о (n-Т-1/Р), 1< р ~ Оо. 

v 

где је константа Ст. р дата одређеним интегралом; нарочито једно­
ставна је Со. оо = 1/2 . 

20 Ако са V(f) означимо тоталну варијацију од ј у [0,2тс], тада 
у простору L важи 

11 j-sn (Ј) IIL ~ К V (ј(Т) n-r- 1 1og п . 

18 Види И најновији рад А. В. ЕФИМОВ-а [12 с] где се третирају аналогна 
питаља за класу функција чији Weyl-ов извод јМ има моДУл непрекидности оо, (8) 
односно (ј)а (8). 
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5. AIIPОКСИМАЦИЈА FЕЈЕR-ОВИМ СУМАМА. (i) Fејеr-ови поли­
номи (ЈnСЈ) функције Ј дефинисани су са 

(Ј) - СЈ') - So сл + SI СЛ + ... + SN (ј) (Јп - (јп ,х _ --=--.;с:...=...--==-=--=--__ ---"" 
n;7- 1 

= ! (1- _v_) (av cos vx+bv sin 'ЈХ), 
'Ј-1 n+ 1 

тј. добијају се применом Cesaro-Bor (е, 1) поступка збирљивости на 
на Fourier-ов ред функције Ј. Како је код овог поступка збирљивост, 

v 
матрица поступка дата са 'Y~ = 1- --, то се, на основу (1.2), посту-

n+l 
пак (јn(Л засићује и љегова најбоља апроксимација је реда 1 јп . 

(п) Први директан став за' поступак (јn(Л потиче од е. н. БЕРН­
штвйн-а [7а]: 

(5.1) J e1Ars., O<~~l => J-(Јn(Л= {o(n-rs.), O<rs.<l; 
O(n-1 10g п), ~ = 1. 

Овде се О не може заменити са о. 

Аналоroн овог Бврнштвйн-овог става у простору L ~ , р ;;=:: 1, дао је 
Е. S. QuADE [30]: 

ЈеlЛ~, р ~ 1, О <~~ 1=> ilJ-(Ј1I (Ј) "u = п за ех = 1 и Р> 1 , ~
O(_CX) ~<lир;;=::l, 

О(n-Чоg п) за rx. = р =i' 1. • 

е. м. Ниl<олъский је посветио неколико својих радова директним 
ставовима за поступак (ЈnСЈ). Тако је показао 

(5.2) 

и 

1° у раду [27а]: 

[2 Г (~) . ~1t -сх (-сх) О l' ,-;- ГO-~) Юn2 . п + о п , <<<< , 
Ес [РЛсх ; аn(л] = ., '() 

f 2. 10g п + о 10g п ,~= 1; 
i 1t П _ П 

20 у раду [27с]: 

'1 
.' о (n- r) , о S;; r < 1; 

Је W(r), у;;=:: О => Ј ~(Jn СЈ) = О (n-Чоg п), r = 1; 
О(n-1),у> 1; 

ј 
О (n- r- CX), О ~ r + ~ < 1; 

Је w(rJ lАсх , r ~ О, O~ rx. ~ 1 => Ј-аn СЛ = . О (n-1 logn), У+ rx. = 1; 
О (n-1), r+rx.> 1; 
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30 У радовима [27с, е]: 

(503) Ес[l w(rJ; O"n(f)]=EL [1 w(rЈ;О"n(Л]=Кr n- 1 +0(n-r),r> 1, 

где, када је r цео број ~ 2, 3, '0" константа КТ има једноставан облик 

Примеhује1\Ю да се ни у једном од исказа у 10 и 20 симбол О не 
не може заменити симболом о. 

Прегледа ради, наводимо овде и неке резултате А. В. ЕФимов-'а 
[12а], који падају у најновије време: 

1 J~[ ( 2Е) (2Е) ] dt 1° JCX)-О""l-1СЈ;х)=- 27t 1 Х+-;;- +1 х--;;- -2ј(х) ~+ 

а 

где је а произвољна константа. Овај резултат за (,)2 (3;Л= 3 дао је 
М .. ZЛМАNSКУ [42а]. 

/(х)-;n-l (ј; х) = 

~- ~nJ(X+ ~)-J(X- ~)]S~'dt+O(~), 
о 

и 

где је а1 најмањи корен једначине f г1 sin ~ dt = 7t/20 
о 

Ес [12А1 ; О"n(Л] = 1', log п +- o(~). 
21og(V2 + 1) п п 

Са гледишта најбоље апроксимације поступком 0"1I(f) , нарочито 
је интересантан исказ (5.3); он показује да за Т> 1 сужавање класе 
више не утиче на апроксимацију већ Cal'iIO на процену другог члана о 
Међуrим, питање нетривијалне класе функција која постиже најбољу 
апроксимацију поступка 0"1I(Ј) , овим реЈулrатом није решено. То је 
постигао G. ALEXITS [3а], IIоказавши да 

(5.4) 1 s: lА1 => 1 - О"n (Л = О(n-1)0 

Због ратних прилика, овај резултат који је претходио Никольский-евим 
наведеним под 20 и 30, остао је дуго незапажен, тако да су у и~ом 
правцу чињени и други покушајио 
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Тако је А. ZYGMUND [44с] показао да за функције ТШIа потеlЩИ­
јa.JПIОГ реда, тј. OH~ чији је Fourier-ов ред облика 

оо 

(5.5) ј ех),...., L: Су ејух, 
у={ 

важи 

(5.6) lf(x)-О"n(Л! ~K(,)(2n1t) 

где је с.> (а) моДУл непрекидности од ј. Одавде cn~цијално следи 

ј е 1Al => ј - О"n СЈ) = о (n-1). 

Аналогон ставу (5.6) важи и у простору LP, Р ;;;;. 1. 

(Ш) Један неинтересантан став еквивалеIЩИје за поступак аn (Л 
следи непосредно из. БЕРНIПТЕЙН-ОВОГ инверзног става (3.4) за најбољу 
апроксимацију ЕnСЈ). Наиме, ако је ј -аn (Л = О(n-«), 0< се < 1, тим 
пре је Еn(ј) = О(n-а.), па на основу поменутог БЕРНmтвйн-овог става 
следи је 1Ла.. Заједно са првим исказом у (5.1) ово даје став екви­
валенције 

(5.7) је lЛа. '<=> ј- аn (Л = О(n-а.) за 0< се < 1 . 

• Овакав начИн закључиваља ефикасан је увек када одређени по-
ступак т nСЈ) даје за неку класу ~ja М апроксимацију реда ''Р(n), 
а за поступак најбоље апроксимације ЕnСЈ) и пар (М, 'Р) вlщщ став 
еквивалеlЩИје. Ниједан од исКаза 20 у (Н), а специјално исказ (5.4), 
не може се на овај начин обрнути. Међутим, М. ZAМANSKY [42а] је 
показао да 

ј - аn (Ј) = О(n-1) => је lЛl , 

што заједно са (5.4) даје став сатурације за поступак О"nСЛ: 

(5.8) је lЛ1 <=> j- аnи)=О(n-1). 

Оба k_сказа, (5.7) и (5.8), су ставови еКВ4валенције за поступак 
о"n СЛ, али, по класи функција ноја у љима фшурише,9fЗВ сатурације 
(5.8) отступа од ставова еквиваленције (5.7), што оправдава увођеље 
специјa.JПIОГ назива за исказ (5.8). 

(iv) G. ALEXIТS [3Ь] пренео је став сатурације за поступан а1l СЛ 
у пр;ктор ЈЈ'Ј р ~ ], а Ј. РАУЛW [13d] га је уопштио на апронсимацију 
Gеsаrо-вимсумамаk-тогреда а: (ј)(k= 1,2, ... ). Ове су дефИЈшсане са 

а:и) = а: (Ј; х) = 

= i(1- n :1)(1- n ;2)'" (l-n;k)(аусоsvх'+ЬvSinvХ). 
y~1 . 

3 Зборник МатемаТИЧЈ(оr ин~а 
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из (1.2) следи да се поступак а: (Л засиhује и да је љегова нај­
боља апроксимација реда 1/n. Класа сатурације за поступак (1~ (Л 

1) У простору С је класа оних фушщија f чија кољугована функ-
ција је lА1 ; . 

2) у простору L је класа оних функција f чија кољугована функ­
ција ј је ограничене варијације; 

3) у простору и, р> 1, је класа оних фуню:rија f чија је кољу­
гована функција ј еквивалентна апсолутно непрекидној фующији g 
која l'ма извод g'eLP. 

Другим речима, став сатурације за поступак а: (Л глаС11: 

( fe1A1 (У простору С); 
I 

l'ј-(1: сл IIc,z.P = о (n-1
) <=> 1 ј ограничене варијације (у простору L); 

ј еквивалентна апсолутно непрекидној 
функцији g чији извод g' е L р (У про­
стору LP,p > 1). t 

Познато је да је поступак (1: (Л као поступак збuрљuвосшu уто­
лико ефинаснији уколико је k веће. Наведени резултат показује да је 
он као поступак aйpOKcuмaцuje, бар у погледу реда величине апрокси.,. 
мације, еквивалентан за свако k. Разлика постоји само у најбољој мо­
гућој константи која до данас није одређена. 

(v) С обзиром на последљу примедбу, од интереса је упоредити 
у погледу апроксимац."lје поступак а: (Л са Нб1dеr-овим поступком 
H~ (Л, јер су ова два поступка, с глеДIiшта збирљивости, еквивалентни. 

Нб1der-ов поступак Н: (Л, примељен на Fourier-ов ред функције 
ј, дефинисан је k-TOCТPYKOM интерацијом поступка (1n (Л. Експmщитно 
он је дат са 

п 

H~ (Л= H~ (ј; х)= L h~ (k) (ау cos ух+ Ьу sin ух) (k= 1, 2, ... ) 
у=l 

где је 

~ (k)= 1- _у ___ V_{7t(l) + ... +7t(k-l)} 
п + 1 п + 1 У, п У, п 

и 

Како је 
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то. се по.ступЗ1< н: (Л засићује и љегова најбо.ља апроксимација је реда 
n-1logk - 1 n. с. АљАНЧИЋ [4а, Ь] је дао став сатурације за ПЈСТУПЗ1< н: (Л: 

I 

T..k (lOgk-l п) 
Ilf- Ј1n (f):!с,LP=О ~-n- <=> 

f.. е lЛ1 . (у простору С); 
ј о.граничене варијације (у 
IЭ'о.сто.ру L); 
ј еквивалентна апсо.лутно не­
прекидној функцији gчији 
изво.дg'еLР (у простор.у LP , 

р> 1) . 

. у свако.м од наведених про.сто.ра, класа сатурације је, дакле, иста 
као. нод по.ступка r!:.(Л, али о.дго.варајућа апро.ксимација је слабија. 
Поредеhи, за исто. k, поступке а: (1) И H~ (ј), видимо да два поступка 
еквивалентна у по.гледу збирљивости то. не морају бити и у погледу 
апроксимације. Слично., поредеhи по.ступке Н:(Л, за две различите 

вредно.сти k, видимо. да о.д два по.ступка један мо.же бити ефикаснији 
у по.гледу збирљивости а да је при то.ме ефективно. слабији у погледу 
апроксимације. Другим речима, ефикасно.ст неко.г по.ступка у по.гледу 
збирљиво.сти не мора да утиче на ред апро.ксимације но.ју о.н пружа, 
и обрнуто. . 

6. АПРОКСИМЛЦИЈА RIЕSZ-ОВИМ ТИПИЧНИМ СРЕДИНАМА. (i) 
RiesZ-о.в по.ступак типиЧ1ШХ средина је нарочито. по.го.дан да се илу­
струје место. става сатурације у о.квиру ставова еквиваленције за 
по.ступке ко.ји се засиfiују. 

Нека је лn низ бро.јева ко.ји моното.но. тежи беско.начно.сти и нека 
је р> о. RiesZ-о.в по.ступак, примељен .на Fourier-о.в ред функци~е ј. 
дефинисан }е са . 

п 

R (ј; Х; лn;р) = 6 ( 1- ~: Ј (ау co.s ух+Ьу sln УХ).· 

Овај по.ступак се засићује и најбо.ља апро.ксимација му је реда l/Лn. 

Специјално., R (ј; х; nл ;.]) где је л> О, о.значавaliемо. са Щ (1); љегова 
најбо.~а апроксимација је реда 1јnЛ. Примећујемо. да је R~(Л = an_~ (ј). 

(Н) ПоступЗ1< R~(1) испитивало је у погледу 2.про.ксимације више 
ауто.ра. А. ZYGMUND [44d], се ограничио. на 1..= 1,2, ... и по.казао.: 

1° За йарно л и цео. бро.ј r ~ л 

(6.1) је W(r/ => f-R~(j) =О(n-Т). 

20 За неиарно л и r ~ 1..-1 о.пет важи (6.1), али za r = л следи сам!) 

ј е W(r) => ј-щ,(f) = О(n-т log п), 

и логаритам на десно.ј страни не мо.же се укло.нити. 
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3" Општије, ако је t' < Л 

је: W(r) lЛIX , 0<(1. < 1.=> ј-R~(Л = О (n-r-,.IX). 

Овај резултат важи и за (1. = 1 уколико Л није непарно и r = л - 1. 

Аналогни искази важе и за класе W(r) односно W(r) lAIX; фор­
мално треба једино реч "паран" заменити са "непаран" и обрнуто. 

Специјално, ако је ј типа потенцијалног реда [види (5.5)], када 
јеј-- - z'j, (6.1) важи независно да ли је Л парно или непарно. 

(Ш) В. Sz. NAGY [25Ь] испитивао је апроксимацију поступцима 
који су дефинисани суматорном функцијом (види § 9). Општи р~зул­
тати до l<ојих је· дошао садрже и исказе о апроксимацији поступком 

Щ(Л, л> О (не обавезно цео број). У том раду В. Sz. NЛGУ је увео 
класу функција ~t7(r)(O), r '> О (види § 2.2), као класу оних функција 

за које је 

оо 

ј r-J 2: av cos 'ЈХ+ bv sin 'ЈХ 
'1=1 

ос 

L vr(avcosvx+bvsinvx) 
'1=1 

Fourier-ов ред неке ограничене функције. ПрИ1l'lеhујемо да се класа 
w(r) (О) може и овако дефинисати: ј е: w(r)(o) ако 

f cos Т;. + I ;in ~1t е: w(rJ . 

Одавде се види да се . W(r) (О) за 'целе парне вредности r своди 

на W(r) а за целе непарне на W(r). Обрнуто је случај код кољуго­

ване класе W(r)(O). 

Нека су Л и r позитивни бројеви; тада 

! O(n-IX), л> (1.; 
10 је: l~, 0< (1. < 1 =>f-R~(Л = O(n- IX lоgn), Л=(1.; 

'. О(n- л), л < (1.; 

20 ј е: W(rJ(O) => ј_ Щ (Л = {' О(n=т), л;;;; Т;. 
. . О(nл),л<r, 

! О(n-Т), Л > Т; 
30 је: WrrJ(O) => ј-Щ (л= О(n-Т logn), л=r; 

О(n-л), Л < Т; 
. !o(n-r-IX),л>r+IX:; 

40 је:w(r)(О)lЛqt, 0< (1.< 1=> ј-R~(Л= O(n-r-IXlоgn), Л=r+(1.; 
О(n-л), Л<r+IX:. 
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1Щг.це се у исказИма ,1- 40 СИ!'1бол О не м~ще заменити симбо-
лом о. ,. 

Неке од ових резултата В. Sz. NЛGУ дао је и у npецизнијем 
облику. Нека је 

Тада је 

~ (-I)V 
Кт,). = Lt (2'11+ l)т-).+1 '. 

( v=O, , 

. 1 2 logn .. ---+О(n-Т), ).=Т; 
Ec [lw(rJ(O); R~(Л] = 7t N' 

Kr,).n-)..+o(n- r), л < Т; 

Од наведених директних ставова само се први исказ у 1 о може 
тривијално обрнути (види. § 5 (Ш)) и такО добити став еквиваленције 

!f.lЛrx.<=>!-R~(f)=О(n-rx.) за O<rx.<l и Л>rx.. 

М. ZAмANSI<Y [42ЬЈ је дао за поступак R~(f), л= 1,2, ... , нетри­
вијални став еквиваленције, ~ то став сатурације: 

! - zt;. (Л = О(n ) <=> . 
-). 1ј<)..-I) f. lЛ1 , Л парно, 

ј<).-I) .. 1 Л1 , Л непарно. 

Примећујемо да је директни део овог исказа садржан већ у ZYG­

МUND-овим резултатима из (Щ. 

(iv) У § 3 (iv) видели смо да је код ставова еквиваленције за 
поступак Еn(Л адекватна класа функција типа 2А1 (види § 2.2 (Ш)). 
С. АљЛНЧИЋ r 4 а] је показао да је то случај и код cтanOBa еквива­
ленuије поступка R~ (Л, с изузетком· става сатурације код кога је 
адекватна класа функција типа lЛ1 • Другим речима, поступци Еn (Ј) 
и R~J), од I<ојихсе само други засиhује, ПОl<азујуу погледу ставова 
е.квиваленције подједнако понашање све до тренутка засиhења поступка 

R: (Ј). Прецизније: 
Нека је л > q, ~ ~ Л и ставимо ~ = r + ос са r = О, 1, ... и О < ос ~ 1. 

Тада је 

(
!М Е2Аос, f3 < Л; 

!-R~(Л=О(n-l') <=> 
!eW(I')(O), [3=).. 

Специјално, ако је ! типа потенцијалног реда (види (5.5)), I<ада 
је i = - ј!, класа' сатура[]ије W«(3)(O) своди се на w«(3). 
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с. АљАНЧИЋ [4а, с] је дао став сатурације иза поступак 
R (Ј; х;лn; 1), а из опIIlТИХ резултата G. SUNoUCHI-а и с. WATARI-a 

[34] следи, као спещ:јални случај, класа сатураIJије за поступак 

R (Ј; х; nЛ ; р), л > о. Последља два аутора одредила су класу сату­
рацоје и у простору L Р, р;;;;' 1. 

Cv) Однос става сатурације према другим ставовима еквивален­
ције .који постоји код поступака R~(Л, није ограничен само на овај 
поступак. Слично важи и за поступак (Јn(Л који је дао ROGOSINSкr; 
овај је дефиносан са 

71-1 

= L cos ~ Cav cos 'Јх + bv sin 'Јх). 
'.1-1 2n 

Поступак (Јп СЛ се засиhује и најбоља апроксимација му је реда n-2 • 

с. Н. Бврнштвйн [7с] је показао да 

(6.2) јЕ1Л(Ј.' O<Cl;;;;;l => j-рn(Л=О(n-r:t.) , 

а према једној А. ZYGMUND-ОВОј [36 Ј] примедби 

(6.3) f'Е 1Лос , O<Cl;;;;;l => j-рn(Л=О(n-1-rx). 

Оба ова исказа се могу тривијално обрнути када је О < cl < 1 
и тако добити ставови еквивалеlЩИје. Но за ос = 1 ситуација у ова 
два исказа је битно различита. Наиме, први се може побољшати 
(с. АљАНЧИЋ [4d]) 

и тек као 'l'aHaB тривијално обрнути, дон се други исназ ~lОже 
(нетривијално) обрнути (G. SUNOUCНl и с. WATARI [34]), тако да је 
W(l)lЛ1 = W(2) = Н7(2)(О) нласа сатурације поступна (Јп СЛ . 

7. АПРОКСИМАЦИЈА DE LA VALLEE РОUSSIN-ОВИМСУМАМА. 
(i) De 1а Vallt~e Рошsјn-ове суме VN (Л (види [40а]) дефинисане су са 

где је 

1 271-1 

Vn(Л= Vn (Ј; х) = 2а2n_1 (л- (1'1-1 (л=-;; L Sy (Л 
\1==1 

2n-l 

= 2: y~(avcos\lx+bysinvx), 
'.1=1 

n_{1, O;;;;;v;;;;;n; 
Уу - . 

2 - v fn, 1Х;;;;; '1 ;;;;; 2n . 
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Основни резултат за de 1а YaЊ~e Poussin-ове суме Vn(J) јесте 
да оне да;у anроксимацију истог реда као поЈПШОМИ најбоље апро­
ксимације т; , тј. 
(7:1) Ј- Vn(f) = о [ЕnСЈ)]· 

Примеhујемо . једино да су тригонометриски полиноми V nСЈ) реда 
2n-1 за разлику од т; који су реда :s;; n. 

Исказом (7.1) У принципу је код поступка Vn(f) решено питаље 
директних,инверзних и ставова еквиваленције за поједине класе фун­
кција. Наиме, сваком директном ставу за Еn(Ј) одговара на основу 
(7.1) и директан став за 'v n(Ј). Иgо тако, сваком ставу еквивален­
ције за ЕnСЈ), на основу (7.1), тривијално одговара став еквива­
ленције за поступак Vn(f) (види примедбу после (5.7)). Једино питаље 
које остаје отворено то је најбоља MOгyh:a константа у директним 
ставовима. 

(н) Уопштена de la Vallee Poussin-ова сума 

,;n,ри) (р=р(n)=О, 1, ... ,n) 

дефинисана је са 

_ СЈ)- СЈ' )_сn+ Оаn(f)-Сn-р) an-p-l(f) - 1 ~ 'СЈ) 
'n,Р -."'i,p ,х - - --L.. Sv 

. . р + 1 Р + 1 у=n-р 

тде је 

Специјално 

·n 

= L Y~ ср) (ау cos ух+ Ьу sin ух), 
У=1 

1

1, O~y~n-p; 
уп (р) = 

V n-у+ 1 
---, n-p~y~n. 
р+1 

(7.2) "2n-l, п -1 СЈ) = V п (Ј), ':n, О (Ј) = Sn и), '":n, п СЈ) = аn СЛ· 

DE LA VАLLЁЕ POUSSIN [40c~a] је показао да је 

(7.3) 
п + 1 I ј(х)-,:n,р (Ј; х) I ~ 2 -Еn_р СЛ· 
р+1 

Одавде се види да апроксимација de 1а Vallee Роussin-овим 
сумама битно зависи од односа бројева п и р=О, 1, ... , n. Ако рјn-6, 
п _ ОО, у принципу треба разликовати случај еве : 1 о 6 = О; 20 0< 6 < 1 
и 30 6 = 1. За 6 = О суме ';n, р СЛ су "блиске" Fоuгiег-овим сумама 
$n (Л, а ~a 6 = 1 Оне су "блиске" Fејег-овим: сумама a~ (Ј) (види (7.2)). 
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Случај 6=0 исrmтао је А. Ф. ТИМАН [36Ь] И показао да је 

Ес [l w(rЈ1ЛIX ; ":n, р (Ј)] = Ес [1 W(r) lЛIX ; "t'n, р (Л] = 

21X+1 1 п 1</2 

= -- ---log -- f еlX sin t dt + О (n- Т- IX) 
п2 nl"+lX р + 1 о 

(T~O, 0< IX;;;; 1) 

Интересантно је упоредити овај резултат са одговарајућом проценом 
~.~за~(/). . 

Случај 0<6~ 1 посматрао је С. А. ТЕЛЯКОВСКИЙ [38а,Ь]. За 

0< 6~1 већ из (7.3) следи 

1 & w(r) или W(r) => I--'n, р (Л = о (n-Т) (Т= 1, 2, ... ). 

ТЕЛЯКОВСКИЙ је прецизирао овај резултат, показавши да је 

Ес [1 Wfr); "t'1I, Р (Л] = Ст, е n-r + о (n-Т) (Т = 1, 2, ... ) 

где је константа Ст, е дата вишеструI<ИМ одређеним интегралом. За 
6= 1, ТЕЛЯКОЬСКИЙ је разликовао два случаја, према томе да ли је 
n-p=const ИЛИ n-р-+rxJ. 

А. В. Ефимов [12 Ь] испитивао је аnpоксимацију поступком 
"п р (Л це npeтnостављајући да постоји гранична вредност количника 
p/~ када n-+ (ХЈ. Он је показао: 

1 о Нека је qJ (~) позитивна функција која је МОдуЛ непреI<ИДНО­
сти (види § 2.1) и означимо са Л!ј> класу функција чији је модул не­
преI<ИДНОСТИ (ј) (8) ~ q> (8). Тада је 

IC[.~(.) log р: 1 +0[.( ~ )], О,;;р,;; ~ ; 

ЕСРЛ!ј>;":n,Р(Л]= I 2 nfPq>(t) d о[ ( 1)] п 
п(Р+l)_4 -;;: t+ q> -;; '"2 ;;;;p~n-l; 

.n+l 

где је 

C[n)(q»= sup 'Ј... SICx)cOSnxdx 1. 
Јс.А!ј> п_те 

20 За свако О;;;;р;;;;n - 1 и 0< 'X~ 1 важи 
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где је 

(п) П (log 10g n) п 
С2 (IX) Iog Р+ 1 +0 nrJ. ,0~P~2' O<rxS;: 1; 

Bn,p(rJ.)= O(n-rJ.), n/2~p~n-l, О<ос< 1; 

1 1 n+l п . 
--- og --, - S;: Р 5, п - 1, IX = 1; 
7t (р + 1) п -Р 2 

и 

cin)(rx) = sup I Ј.. f ј(х) cos nx ах 1. 
fr.1l~ п_n: 

Не постављајући НИЮU<ва ограничења у погледу односа бројева 
п и Р, А. д. ЩЕРБИНА [45] је показала да 

N 4 п 
'ј(х) 15, 1 => !ЈСХ)-Тn,р(ј;х)!5, -Iog- +0(1). 

п2 Р + 1 

8. АПРОКСИМАЦИЈА DE LA VALLEE РОUSSIN-ОВИМ ИНТЕГРА­
ЛОМ. Dela Vallee Роussiп-ов интегралом (види [40 а] и [26 а] ,стр. 183) 

где је 

и 

(8.1) 

h п: t 
Vn(f)=Yn(f; х)= 2n 

Sf(x+t)COS2n2:dt 
7t -'" 
п 

= L: y~ (а." cos \lX + Ь., sin \lX) , 

\1=1 

hn= 2n(2n-2)оо. 4.2 
(2n-l)(2n-3)оо. 3.1 

у= =1--+0-, п (n!)2 \12 ( 1 ) 
\1 (n-\l)! (n+\I)! п n2 , 

дефинисан је поступак anроксимације тригонометриским полииомима. 
На основу (8.1) он се засићује и љегова најбоља апроксимације је 
реда l/n. 

И. П. НАТАСОН [26 Ь] је показао да је за 0< or. 5, 1 

EcPArJ.; УnСЈ)]= ~ гС ;or.) n-rJ. /2+ 0 (n- СЈ). 

Onшти;е директне ставове дэ,о је Р. L. BUТZER (10а]. Он је 
поназао да је у простору С 

ј - Уn (Л = О [Ыз (n- 1 /2 ;Л] 
и 
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а у простору LI1, p~ 1, 

IIJ - VN (Л II LI1 = О [(iI~(fгI/2; Л] 
и 1 

l'е1Л:, 0<1X~1 => IIJ-Vп(ЛI!Lр=о(n-i<1+СХ»). 

Р. L. BUТZER17 [10с] је наслутио, а G .. SUNOUCНI и С. WЛТARl[34] 
су доказали став сатурације за de lа Vallee Роussiп-ов интеграл: 

1

1' еlЛl (у простору С), 
IIJ - VN (Л IIс LP=O(n-1) <=> l' ограниченеваријације(упростору L) 

, Ј" eLP (у простору LP, Р> 1). 

9. АПРОКСИМАЦИЈА СУМАТОРНОМ ФУНКЦИЈОМ. (i) Нека је 
функција g(t) дефинисана У размаку [0,1] и нека jeg(O)= 1 и g(I)=O. 
Овом "суматорном" функцијом дефинисан је поступак апроксимације 

n-l 

, Gn (Л = Lg (:!.-.) (ау cos ух+ Ьу sin ух) ~ 
У-l П 

Ако је g(t) непрекидна у тачки е=О и ограничене варијације у [0,1], 
поступак Gn , као поступак збирљивости, је регуларан. 

Суматорни поступак Gn садржи као специјалне случај еве : 
10 Fourier-ове суме када је get) = 1, O~t< 1; 
20 Fejer-ове суме када је g(t)= l-t; 
30 Rogosinski-еве суме када је g(t)=cos(1ttI2); 
40 Riesz-ове суме Rn(f; nл ; р) када је g(t)=(l-tл)Р; 
50 De lа Va11ee Poussin-ове суме спадају исто тако у суматорне 

поступке, само како су оне тригонометриски полиноми (2n-l)-ог реда, 
то је код одговарајуће суматорне функције g размак [0,2] а не [0,1] 
основан и 

(7.4) 

где је 

2n-l 

Vn (Л = L g (:!.-.) (ау cos ух + Ьу sin ух), 
у=l П 

i(t)= {1, O~t~ 1 ; 
2-t, 1 :::;;e~2. 

60 Jackson-de 1а Vallee Роussiп-ов интеграл. 

А + ос ( 2 е) sin4. t lп(Л=lпи;х)=- S Ј х+- -dt, 
21t -оо П t'" 

где је 

17 Појам сатурације пренео је Р. L. BUTZER [10 Ь, с] и на синrуларне инте­
грале који нису тригонометриски полиноми. 
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такође одређује један суматорШl поступак, истог типа као што су de 
lа Vallee Роussiп-ове суме. Наиме (види н. и. АхиВЗЕР [1]), 

2n-l 

Јп (Л = L g (2.) (ау c~ ух+ Ьу sin ух) 
У-l П 

где је 

(13. З З 0--1 
I --Е·+ -Е ;;::,t;;::,; 

2 4' 
g (с)= t 

~(2-t)З: i ;;5;;с;;5;;2. 
4 , 

(Н) У § З (vi) СМО навели да је Ј. FЛVARD одредио најбољу могућу 
константу за поступмк Еn(Л и класу w(r). Он је то постигао на та; 
начин што је ефективно конструисао поступак апроксимадије G:(f) , 
који се за класу w(r) поклапа са најбољом апроксимације функције 
не само по реду величине апроксимације већ И по најбољој lI-югуfiој 
константи. За поступак G:(Л, дакле, важи 

sup 111 - G:СЛ IIc = sup ЕnСЈ)· 
!EIW(r) !EIw(r) 

FЛVARD-ОВ поступак G:(Л је један CYll-lаторни поступак дефинисан 
функцијом 

оо {l 1} * t = l-Е' -1 У+l + g() L() (2v-t)r (2v+t)r 
У=I 

када је r парно, и 
- _ ОО,{ 1 - 1 } 

*t-l-t' -g С)- L (2у-с)'" (2У+С)Т 
У_l 

када је r непарно. 

(Ш) В. Sz. NЛGУ [26Ь] испи-тивао је аnpоксим,ацију општим сума­
торним фУНI<цијама и дао lШЗ директних ставова за класе lAa, W(r}(O) , 
W(,J(O), w(rJ(O) lл<х (r~O, 0< Ot;;5;; 1). За те опште ставове уnyћујемо 
на оригинални рад, а овде, примера ради, наводимо само ;едан: 

Нека је 

1) g(t) апсолутно непрекидна у [0,1] и нека је g'(t) ограничене 
варијације сем у околиlШ коначно много тачака; 

1-0 { 1 1 +и 
2) Ig'( +0) I +- S (1-и) 2+!og-}ldg'(t) 1< ОО; 

2it +0 ] -и _ 

З) f It-a I'-IX I dg'(t) I < оо у околини сваке изузетне тачке а из 1). 

г 
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Тада 

je1/\.rx., 0<rx.<1 => j-GnСЛ=ОСn-r:t.). 

ИЗ NЛGУ-ОВИХ општих ставова добија се за специјалне суматорне 
поступке sn(f),f1nСЛ,R(f;nл;р),рnСЛ читав низ резултата, већ позна-

тих и нових. Оне за поступак R~ СЛ навели смо § 6. 

(iv) Овде ћемо се задржати још на Jackson-de 1а Vallee Pous­
sin-овом интегралу Јп (Л. Овај поступак апроксимације се засићује 
и његова најбоља апроксимација је реда l/n2 • Поменуliемо само 
став сатурације, у коме инверзни део потиче .од G. SUNoUCHI-а и 
С. \Vлтлю-а [34]: 

, \ f'(x) е:1Л1 (у простору С); 

111 -Јn(Лliс, LP = О (n- 2) <=>'tf'(X) огран. варијације (у простору L); 

J"(x)e:LP (у простору LP, р>l) 

10. ЛИНЕАРНИ ПОСТУПЦИ АПРОКСИМАЦИЈЕ. (i) Нека је 

I~("=O, 1, ... , n+ 1; l(ј= 1; У.:н =0) 

произвољна троугаона матрица бројева и нека је 

п 

Гn(Л= L I~(GZv cos "х+Ь" sin "х). 
"=1 

лuнеарнu йосшуuак аЙроксuм.ацuје примељен на Fourier-ов ред функције ј. 

А. Ф. ТиМАН [36 Ь] је испитивао апроксимацију линеарним по­
ступцима. ОН је поставио питаље које услове треба да задовољава 
матрица уп да би одговарајуhи линеарни поступак Г п (Л давао апро­

" ксимацију истог реда величине као најбоља апроксимација Еn (Л. 
А. Ф. ТИМАН је дошао до ових резултата: 

1 о Да би линеарни: поступак Г п СЛ када п -+ оо давао за све 

класе w(r)lЛrx. и w(rЈ1Лrx. (O~rx.< 1) апроксимацију истог реда вели­
чине као sup Еn (Л, Uoшребно је 'да је 

f 

(9.1) 
~ 1- '(П log' п ( 1 ) 
~-_---!":.....-. = -- + о - . 
"=I"r(n-"+l) n' n

r 

Услов (9.1) није довољан као што показује линеарни поступак 
Гn(ј) дефинисан матрицом 

_ \1' o~" ~[n/2]; 
y~= О, [n/2] <" ~n+ 1, 
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који задовољава (9.1) а за који је 

Ee[W(r) lA ; Ј\ (Ј)] "" lo~. 
~ nT+~ 

20 Нека је маТРlЩа уп линеарног поступка Г п (ј) таква да бројеви 
v 

задовољавају 

(9.2) 

Тада је услов (9.1) uошребан и довољан да би поступак Гn(Ј) 
за све класе W(r) lA~ и W(r) lA~ (О ~ ~ < 1) давао апроксимацију истог 
реда Вe1IиЧИне као sup Еn (ј) . 

f 

А. Ф. ТИМАН је дао и Н~КОЛИI<О ОПШТИХ процена за апрокси­
мацију линеарним поступком, и то како с горље тако и с доље стране. 
Овде ћемо навести само две најједноставније. 

1 о Ако матрица уп поступка Г п (ј) задовољава услове 
v 

тада је за О < ~ < 1 

= --s fXsшtdt . L +0 -
ЕеО lA~; гnи)] Ј 2~+1 7</2. ~ ~ ( 1 ) 

ЕеР lA~; Гnи)] 1t'2n~ о v~l n-v + 1 n~' 

20 Ако матрица уп поступка Г п (ј) задовољава услове (9.2), тада 
v 

је за 0< <Х< 1 
Ее [w(rJ lA~ ;Г п (Ј)] = 

2~+1 тr:/2. . П 1 - уп log п (1 Т 
=--S~SШldt." v -- +0-

1t'ln~ . Lvr(n-v+I) nr nr+cx • 
о V=l 

Овај резултат важи и за <Х= 1 ако десну страну' помножимо са 2. 

(и) G. SUNOUCНI и С. WATARI [34] дали су читав низ ставова 
сатурације за cnецијалне поступке апроксимације (види §§ 6 (iv), 8, 9 (iv» 
користеhи један општи инверзан став. Нека је квадраШНОAt матрицом 
yn(v=O, 1, ... ; n=О, 1, ... ) дефинисан поступак апроксимације 

v 

оо 

Гn(Ј) =Гnи;Х) = L ~(av cos vx+bv sin vx) 
. 'V_l . 
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Ако постоје позитивни бројеви с, r и р такви да је 

1iП1nr[1-'У~]=СVР (у=о, 1, ... ) 
n--+(>c 

и ако са F означимо тригонометриски ред 

тада из 

следи да је 

оо L уР (ау sin ух-Ьу cos 'Јх), 
у=1 

1) F Fourier-ов ред неке скоро свуда ограничене фушщије (у 
простору С), . 

2) F Fourier-Siеltјеs-ов ред неке функције ограничене варија­
ције (у простору L), 

3) F Fourier-ов ред неке функције из LP (у простору LP, р> 1). 

Још оnштији став сатурације за квадратне поступке Г 11 (Л дао 
је недавно Н. BUCНWALTВR [9 а]: 

Нека је ср (п) позитивна функција која тежи нули када n--НО 
и нека је низ Лv такав да је 

О ~ ло < ЛV < лv+! - оо, )'Нl = О (лv) . 

Претпоставимо још да је 

оо 

1).LI~I<oo за свако n=О,I, ... ; 
'1=0 

2) 1-'Y~ -'Ау ср (п) за свако '1 = 0,1, ... и n- оо ; 

'Y~-'Y~+1 3) 'УП и монотоно, теже нули иада v _ оо за свако 
'1 ЛV+1-Лv 

довољно велико п; 

n--l 

4) L '1 I Лv--l - 2 ЛV + лv+l I + п (Л1l- Л1l--1) = о (Л1l) • 
'Ј=1 

Под наведеним условима поступаи Г 11 (Л се засићује, најбоља 
аnPОl<симација му је реда ср (п), И 

11 f -г 11 СЛ IIC,LP = О [ср (п)] 

Код G. SUNоuсш-а и С. WATARI-a параметар п не мора да буде цео пози­
тиван број, те су могуliи и други гранични прелази а не само п ..... оо. Например,. 
за I~=nv", 0< п < 1 и п ->- 1-0 обухвaliен је Abel-0В поступак. 
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тада и само тада ако је 

оо 

1) С= L Лv v-1 (а", sin 'ЈХ - bv cos 'ЈХ) е:1Л1 (у простору С); 
'Ј=1 

оо 

2) С'" L "v v-1 (av sin vx-bv cos 'Јх) ограничене варијације (у 
'Ј=1 

простору L); 

оо 

3) g"'LЛv(а",СОS'IХ+ЬvSiпvх)е:LР су простору LP, р>l). 
'Ј=1 

(јјј) Појам сатураци;е третирало је у ОПIIIтим просторима више 
аутора (Ј. РАУЛW [13 d], Р. L. BUТZER [10 a~ Ь, с], к. ZELLER [43], 
Н. BUCНWALТER [9 Ь, С])Ј но то излази из оквира овог приказа. Овде 
наводимо само да из општих ВUCНWALТER-QВИХ резултата' следи класа 
сатурације за Н61dег-ове (§ 5 (У)) и Riesz-Qве (§ 6 (iv)) суме, као и за 
Nбг1uпd-ове суме у простору L,P р> 1 . 
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QUELQUES RESULTATS RECENTS SUR L'APPROXlМATION 
PAR POLYNOМES TRIGONOмETRIQUES 

s. ALJANCIC (Belgrade) 

Soit С Ј'езрасе des fonctions continues periodiques de periode 2~ 
et а valeur тоуеппе пиНе. Soit Т nи) ип procede d'approximation qui 
а tout јеС fait correspondre un роЈупоте trigonom6trique d'ordre ~ n. 
Soit М с с. L'ensemble 
(*) (lIј-тnи) lIе }/еМ 

caracterise Је procede Т п (Ј) par rapport а Ја сЈаззе de fonctions conti­
пиез М. Les problemes suivants зе posent: 

(А) Роит un procede Т п (Ј) paтcuЦeт et ипе classe М donnee, 
determiner ипе majorante de Ј'ensзтЫе (*). Un tel enопсе, 

јеМ=> Ilj-Tn(f) Ile ~ к rp(n) , 

ев! ип theoreme ттше. 

(В) Pour un procede Т п (Л particulier et ипе fonction positive rp(n) 
qui tend vers zero lorsque п -'r оо, d6terminer Ја classe de fonction М 
роит laque11e rp (п) est ипе ma;orante de 1'ensemble (*). Un tel enопсе, 

liј-тnи) Ile~Krp(n)=> јеМ 

ез! ип teoreme inverse. 

(С) Роит un procede Т п (Л particu1ier, determiner unе c1asse М 
е! ипе fonction ср (п), de sOrte que роит М et ср а Неи simu1tanement 
Је шеотете directe et 1е шеотете inverse. Un te1 enопсе, 

јеМ <=> Ilj-T 1I (f) Ile ~ к ср (п), 

ез! un theoreme d'equivalence. 

Dans Је саз des theoremes directes оп реи! розет aussi 1а question 
de 1а теi1lеите constante К роит Ја с1аззе М donnee, се qui revient а 
determiner 

Ее[М; Тnи)] =вир l!j-Тn(Л Ile. 
ЈеМ 

• 
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En general оп n'arrive qu'a determiner lе comportement asymptotique 
de Ес [М; Т п (Л] 10rsque п -НО. 

Certains procedes d'approximation Т п (Л sont satures, с. а. d. i1 
existe une fonction <?т(n) е! иnе c1asse МТ (dite de saturation) {еllе que 

10 11/-Тn(Л Нс = о [<рт(n)] => /=0; 

20 1!/-Тn(Л Il е = о [<рт(n)] <=> /ЕМт . 

L'enonce sur 1а classe de saturation d'un tel procede est donc un theo­
reme d'equivalence de nature particuliere; оп lиј donne le пот du {Ыо­
reme de saturation. 

Оп pose des questions analogues dans l' espace L Р, р ~ ј. 

Dans lе present expose оп donne un aperqu sur les theoremes 
directes, inverses, d'equivalence е! de saturation, et sur-quelques questi­
ons qui s'y rattachent, pour quelques proce;:es d'approximation particu-
1iers: mei11eure approximation Еп (Л (§ 3), sommes de FOURIER SN (Л (§ 4): 
de FEJER (Јп (Л (§ 5), de НБLDЕR н: (Л (§ 5), de RIESZ R~ (Л (§ 6) , 
de ROGOSINSKI p~ (Л (§ 6), de DE LA V ALLEE POUSSIN 't'n, р (Л (§ 7), integrale 
de DE LA VALLEE POUSSIN vn(л (§ 8), integra1e de ЈЛСКSОN-DЕ LA VЛLLЕЕ 
POUSSIN Јп (Л (§ 9) et рои! les procedes lineaires Г п (Л (§ 10) et сеих 
definis par une fonctions sommatoire ОП (Л (§ 9\ 

, 
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ВЛАДЕТА ВУЧКОВИЋ 

ЈЕдАН О-ИНВЕРЗАН СТАВ 

1. Предмет овог рада је ДОI<аз следеhег става: 

Нека је функција А (и), дефинисана за и;;;:; О, огранuчеш варијације 
у сваком коначном размаку, нека је А (0)= О и нека uншеграл 

(1.1) Ј
ОО dA(и) 

S(x)= о (и+х)Р-l' р> 1, 

конвергира за једно (и шиме свако) х> О. 

Ако функција А (и) задовољава услов конвергенције 

(1.2) A(v)-А(и»-muУ за свако и~v~ли, 

где је у йроuзвољан реалан број а л > 1, шада UЗ· 

(1.3) S(X)=O(XY-P+I), х_оо, 
следи 

(1.4) А (и)=О(иУ), џ .... оо . 

Овај став употреб:.гли су у једном rаду Р. БОЈАНИЋ И .В. Вучко­
ВИЋ [lJ, уnyћујућ'! за љегов доназ на {:асщ:аву [2] О. SZA~z.a, у нојој 
додуше став н: је ф~рмул.сан, ал.: се може извеСLI аналогним по­
СТУШ<ОМ. И аутор овог чланI<З је у в' ше наврата норист.ю исти став 
(в. [3], (4]), оп~т без д:жазз. Како је меТ~Д"ша доказа СЛ'IЧIПХ ставова 
у наведеном раду О. SZAsz-а прил·.ЧНО комnл кована, It..звешhу овде 
елементарни доназ наведеног става,пр.·меном једног оnштег ПОСТУПl<а 
за ДОI<аз О-:,нверзних ставова I<oj.r ПОТР.че од" Ј. КлРАМАТЕ (в. (5Ј). 

Случај у = о познат је те ћемо га ЕСI<ЉУЧ:?ТИ ~:з даљег разматраља> 
јер се поступаI< доназ' ваља lI10ра за љега нешто изменити. OclIM тога 
можемо без ограЮ'.чеља општоСТ'~ претnосrав:.ТИ да је у < р - 1, јер 
већ 1. з нонвергенције интеграла (1.1) следи 

А (и)=о(1.4Р- 1), 1.4- оо, 
(в. [6] стр. 330). 
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2. Пr:;е него што п~еђемо на ДОl<аз става r:звешhе!'tlО две ле!'tlе. 

ЛЕМА 1. Из услова (1.2) следи да функција А (и) за свС/ко О ~ х ~ у 
задовОЈьава и услов 

(2.1) 

(2.2) 

. (';'У-l 
А (у)-А(х» - mхУ ----, (';';60). 

лУ -1 

Доказ. За CBal<O у> х могу наfiи природан број k такав да је 

Из услова (1.2) следи да важе неједначине: 

А (y)·-А(Лkх) > -mхУлkУ 

А(лkх)-А(лk- 1 х) > -mхУ л(k-l)У 

.Ар.х).-А(х) > -тхУ , 

па се њ:. ховим сабирањеl\l добз ја 
j(k+l)Y - 1 

А(у)-А(х) > - т . " . 
. . л( -'- 1 

ПрииеНО!\l неједначина (2.2) следи одавде тврђење леме. 

НаЙомена. Кад је "{ = о УСЛОВ (2.1) има облик 

А(у)-А(х) > - -log л-. т (у) 
lоgл х 

и због тога се рачуни у l<ојима се он примењује разликују од оних 
за "{;60. МеђутР.м, меТОДСКЕ поступак је исти. 

ЛЕМА 2. Нека је 
(2.3) а(х)= Мах (-А(Е»). 

О:>"е:О;" 

Тада функција ,,(х) задовољава за све O~ x~y услов 

(2.4) 

("У)У -] 
о ~oc(y)-oc(x) ~ тхУ х ,(у;60). 

. . ЛУ -1 . 

Доказ неhеио наводити јер је идентичан са доказо!'tl лемеа 2 у [5]. 

3. Прелазимо сада на доказ самог става. Као што смо приметили' 
претпоставиhемо да је у =1= О и да је, без ограничења општости, у < ? - 1. 



Ј 

(3.1) 

Један О-инверзан став 

Парцијалном интеграцијом интеграла (1.1) добија --се 

S(x) = -(1-р) r A(u)du. 
. g (и+х)Р 

Из процене (1.3) следи да постоји број М>О такав да је 

r A(u)du r A(u)du r A(u)du 
М XY- Р+ 1 > Ј = Ј + Ј --'-':.--

О (и+х)Р о (и+х)Р Р" (и+х)Р' 

где је р позитиван број који ћемо касније прецизније одредr.ти. 
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Према дефиницији функције сх:(х) и леми 1 добија се из горље 
неједначине 

. P"d co d (3.2) MxY-Р+1>-а(Рх)ј u +А(рх)\ u _ 
о (и+Х)Р. рх(и+х)Р 

_ mрУхУ. r [(UЛ)У_ 1 ]Сu + х)-Р du. 
дУ",,"" 1 Ј рх . . 

. р" 

Како је 

(3.3) 

то из (3.2) добијамо 
а Ь 

MXY- Р + 1 > -сх:(рх)-- +А(рх)-- + О (XY-Р+I) . 
xP-1 x P- 1 

и на крају 

(3.4) 
а 

А (х) <-сх:(х) +О(хУ) , х_оо. 
Ь 

с друге стране, опет на основу неједначине (1.3), је 

(3.5) М У-Р-'-1 sQX А(и) du r А(и) du _ Ј r 
- Х ,< + Ј - 1+"2' 

О (и+х)Р qx (и+х)Р 

где је q позитиван број који ћемо касније прецизније одредити. 
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(3.6) 

(3.7) 

то е 

(3.8) 

Владета ВУЧ1<овић 

Применом леме 1 добија се из (3.5), 

QfX du т qx [' хЛ)'У ] Ј1 < A(qx) + --S иУ {L ~ 1 (и + х)-Р du. 
1> (и+х)Р лУ-l 0 \ и 

Како је 

( Qs" du - _1_[1_ 1 Ј. _1_ -~ 
I о (и+х)Р - р-Ј (q + l)Р-l xP- 1 - xP- 1 ' 

! r иУ [( q:,)' -1]си + .)-' du~ о (.У-' +1 ), 

Ј1 < A(qx)~ +O(xY-Р+ 1 ). 
xP- 1 

Применом неједнаЧШIе (3.4) и леме 2 добија се даље 

Ј2 < -- du+O(1) du< -a.(qx) --
Ь. (и+х)Р (и+х)Р Ь (и + х)Р 
р р • р r 

а ј"'1 а.(и) ЈОС иУ а ЈОС du 

(3.9) I 
+ ~. mqYXYJOC[(U")Y -Ј](U+Х)-РdU+О(ХУ-Р+1). 

Ь "У-l qx 
qx 

Како је 

ОС 

Ј 
du 1 d 

. (и+х)Р = (p-l)(q+ Ј)Р-l xP- 1 = ~P-l' 
qx 

(3.10) 

ЈОС [(ил V ] , хУ qx)'-l (U+X)-Рdu=О(ХУ-Р+l) , 

Qx 

то из (3.9) и (3.10) следи 

(3.11 ) т ild a.(qx) О( У-Р-Н) "2<---+ х ,x~oo. 
Ь xP- 1 , , 

, R : i 



Један О-инверзаи став 

Из (3.8) и (3.11), уношењем у (3.5), добија се 

тј. 

и најзад 

(3.12) 

аl ad rx.(qx) , 
-МХУ-Р+l<А(qх)-- + - . -- +O(xY-Р ..,.I), 

, xP- 1 q xP- 1 

ad 
-A(qx)< -rx.(qх)+О(хУ) 

a1b 

, ad 
-А(х» -rx.(x) + О(хУ) , х"""*ОО 

аl Ь 
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Како је rx.(x) најмаља монотона фуmщија која је већа од -А(х)" 
то из (3.12) следи 

ad 
(3.13) rx.(x) ~ -rx.(х)+О(хУ) , х"""*оо . 

аl Ь 

Како је 
ad (p+l)P-l~1 

аl Ь (q+ I)Р-l_1 
узевши р < q, добија се 

rx.(x) = О (хУ) , х"""* оо, 

а одавде, према (3.4) и дефи:ющ:;ји функције rx.(x) , следи коначно 

А (X)=-О(ХУ) , X"""*OQ, 

што је и требало ДОЈ<азати. 

(Саойшшено 30-ХIl-1959) 
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EIN O-INVERSIONSSATZ 

VLADEТA VUCKOVI<: (Zrenjanin) 

Es wird folgender Satz bewiesen: 

Sei А(и) VOt! beschriinkter Schwankutlg аиј jeder endlichen Strecke, 
А(О)=О und 

оо 

S (х) = f _d_A-..:.Сu-,-)_ Ј (? > 1) 
. (и+х)Р-l 
О 

konvergiere јљ" ет (und somit fйr аие) х > О . 

Aus 
S(X)=O(XY-P+l) , Х-'.>-ОО 

und der Коm;еrgеnzЬгdingung 

A(z.')-А(u»-muУ fйr jedes u~v~лu (/.>1) 

folgt dan 
А(и)=О(uУ), и~OO. 

Dieser Satz wurde mehrmals vom Verfasser in [3] und [4] und 
zusammen mit R. BO]ANIC in [1] ohne Beweis angewandt, jedoch mit 
dem Hinweis auf die Note [2] von О. SZASZ, nach deren Muster щаn einen 
Beweis herleiten konnte. Hier wird derSatz, als Anwendung der al1ge­
meinen Methode zur Herleitung der O-Inversionssatze, die von Ј. КлRA­
МАТА herriihrt, elementar bc.wiesen. 
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Ћ.МУШИЦКИ 

ЈЕДНА АКСИОМАтикА ЕЛ;ЕКТРОДIЏIАМИ~ 

.' . УВОД. - Ма да је еЛ~I\ТРОДk\НамУ.I\а већ оДавно постала I\ла-:­
С:1Чна Д}:СЦ~.плина теОРИCI<е фИЗИI\е, мало је рађено на проблему љене 
{lI\сиоматизаw.је, тј. на љеном строго логичком засниваљу на Р.зве­
сном низу 'основних закона као аксИома. У вehинн уџбеника елеI<­
тродинамиК'е оВ'ом пИтаљу се не' пос:еећује пажља, а 'уколИко се ТО и 
чини, обично се то чини npећутно или непотпуно. При томе се обично 
полази од Cou1omb':OBor ~aKOHa, закона непо~ојањамагнeniиx полова, 
Faraday,.eBor закона:; Ampere';oBe теореме и хипотезе ДОnyНске-troм.ерајне 
струје, која се одређује на основу закона о одРжаљу наелектрисања, 
аЛИ се може поhн и од дрyn.х закона. W. PANOFSKY иМ. PHILLIPS [1] У 
свомуџ6енику узимају као основне законе Cou1omb-ов,Amper~в, 
Faraday-ев закон, х;,'Потезу ДОПУНСI<е струје и закон о одржаљу наелек­
Tp:-~caљa. Л. ЛЛНДАУ и Е. лифшиц [2Ј IIолазе чак од сасвим' друге 
основе,од ваР:fационог' принципа са погодНо изабраном Lagrange-еВОМ 
функцијом и на тој бази заснивају" .своје Fзлагање .електродинамике. 
А. SOММERFELb [3] узима као основне законе Faraday-ев закон и Лmрerе-ову 
теорему и ,назива их основним аксиомама електродинзмике, а љима 

прикључује и закон непостојаља мarнетних полова као ДОnYНCI<У акси­
ому, 'м~утим при томе уводи а priori егзистенцију ·ивредност. поме­
рајне струје. Ј. SТRAТГОN [4] постулира као аксиоме Maxwell-ове једна-

, '-...... . 
чине за·rоt Е и rot Н и закон о одржању наелектрисања и помоhуњих ... ~ 

I~ЗВОДИ Maxwel1-ове једначине за div Е и div В под· ДОПУНCIq{м усло-
вом да постоји бар један тренутак у коме нема електррмагнетног поља 
у посматраној области. У свим овим формулацијама електродинамике 
поред наведених основних з.акона морају се узети и допунске једна­
чине, које карактеришу стаље средине и зависе од љене природе. 
А. MERCIER [5] први је дао једну строгу, али врло апстрактну аксио­
ма:тику електродинамш<е, која базllра на Cliffоrd-овимбројевима у Мiп­
kovski-евом простору,' при чему се за укупну струју и' електромагнетно 
поље постулира да су C1iffоrd'"ови бројеви ј<оји задовољавајуизsесне 
одређене услове. Недавно је Ј. НОRVАТН [6] дао једну исцрпну аI\СИG­
матику Maxwell-ове електродинамике, која је формулисана По угледу 
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на Натт:l-0ВУ аксиоматику мехаН':ке и у њој се узима пет група акси­
ома: аКСИОl\lе произвођења, aKCv.OMe егзистенције, aI{C .оме стања, akCl-:­
оме везе и аксиоме материј е, 

Све наведене аксzоматике базирају на Maxwell-овом тумачењу 
електромагнетизма и постулирају а prz'orz' померајну струју, у овом раду 
покушаћемо да дамо једну такву аксиоматику која задовољава сле­
деће услове: 1) заснива се доследно на Lоrепtz-овом микрофизичком 
тумачењу електромагнетизма, 2) не постулира а priori померајну струју, 
3) не захтева никакве допунске услове, 4) има интегрални облик који 
садржи само мерне величине, 5) узима у најоnштијем облику допун­
ске једначине које карактеришу стање средине, 6) уводи појам енер­
гије електромагнетног поља на основу механичких закона без икакве 
допунске хипотезе. При томе ћемо аксиоме електродинамике према 
њиховој природи поделити у три групе: основне аксиоме, аксиоме везе 
и аксиому енергије, а у оквиру овог система аксиома изложићемо и одго­

варајући систем дефиниција и основних образаца електродинамике. 

ДЕФИНИЦИЈЕ ОПШТИ Х ПОЈМОВА ЕЛЕКТРОДИНАМИКЕ. -- Као 

основни појам електродинамике изаберимо наелекшрисање, при чему јеДи­
ница наелектрисања зависи од избора система јединица. У даљем изла­
гању употребићемо Giоrgi-ев сисШе.м, у коме су основни појмови дужина, 
маса, време и наелектрисање, а одговарајуће јединице метар, I<ИЛО­
грам, секунд и кулон, 

Дефинишимо сад помоћу појма наелектрисања опште појмове 
електродинамике, Ако уочимо неко врло мало пробно наелектрисање 

-+ 

е' у миру и .ако на њега дејствује извесна сила Р1 , кажемо да у овом 
простору постоји елекшрично йоље и помоћу ових величина дефщmше -се· јачина елекшричног йоља Е обрасцем 

(l) 
-+ 

Ако .-се ово пробно наелектрисање налази у кретању са брзином v' и 
-+. 

ако на њега тада дејствује још извесна допунска сила Р<Ј" кажемо да 
у овом простору постоји и .магнеШно йоље и помоћу ових величина 

дефинише се јачина .магнеШног йоља В обрасцем 

-+ (-+-+) Р<Ј,= е' v' х В (2) 

под условом да овај образац важи за .свако v~, Ли:није код којих се 
у свакој тачки правац Taнreнтe поклапа са правцем јачине електрич­
ног или магнетног поља називају се елекШричне.дuније сила односно 
магнешне линије сила, Пр~а конвенцији узима се толико линија силэ. 
кроз нормално постављену јединицу површине колико износи јачина 

електричног односно магнетног поља на том. месту, 



Једна аксиоматика електродинамике 61 

Ако уочимо око неке тачке М малу з.апремину А V у којој се 
налази наелектрисање Ае, zусшuна наелекiiiрuсања дефинише се обрасцем 

р = lim Ае, 
t,V-+О dV 

(3) 

и претставља количину наелектрисања по јединици запремине. Израз 

(4) 

где је v брзина наелектрисања, назива се гусшuна сшрује И по свом 
интензитету претставља количину наелектрищња која прође I<рОЗ нор­

мално постављену јединицу површине на том месту у јединици вре­
мена, а израз 

Ј= !JdS (5) 
s 

где је S ма Kal<Ba површина, назива се јачнiа сшрује и претставља 
укупну количину наелектрисања која прође кроз површину S У једи­
ници времена. 

Ако уочимо извесну затворену линију L, израз 

E=fEdl (6) 
L 

назива се елекшром.ошорна сила и претставља рад који је потребан да 
се јединично наелектрисање обнесе једанпут по контури L, а на сли­
чан начин дефинише се и м.аzнtШо.моШорна сила обрасцем 

B=Bdl Ј
-+ -+ 

(7) 
L 

Ако уочимо извесну ПОВРШIIНУ S,. израз 

ФЕ = fEdS (8) 
s 

назива се флукс елекшрuчног йоља И према наведеној конв~нцији прет­
ставља број електричних линија сила које пролазе кроз површину S, 
а на сличан начин дефннише се и giлукс маmеШног йоља обрасцем 

ј -+ -
ФВ = BdS. (9) 

s 

ОСНОВНЕ АКСИОМЕ ЕЛЕКТРОДИНАМИКЕ.- За основне аксиоме 

електродинамике узмимо следеће законе електромагнетизма, које можемо 
сматрати као резултате експери.~енталног проучавања електромагнет­

ннх појава. 



62 Ћ. МУШИЦЮl 
--------------------------~-----------------------------

АкСИОМА 1: Ф лукс елекшрu'Чног йоља кроз .Ita коју малу зашворену 
йовршuну сраз.uеран је l(оЛИ'ЧU1IИ наелекшpuсања у унушрашњосши iue 
йоврИlиче 

(10) 

где је Ео = 8,854·10-12 фарадЈм (сл. 1). Овај за­
кон назива се Gаиss-ова Шеоре.ttа. 

АксиоМА 2: Ф лукс .ttагнеШног йоља кроз 
.t!a коју .nалу зашворену uовршину увек је јед­
нак нули без обзира на расйоделу наелекшрисања 

JBdS=O (11) 
s 

(сл. 1). Овај закон назива се Аmрете-ова хи­
йошеза или закон неuосшојања .uагнеШних Uолова. 

I ! \ 
Сл. 1 

АКСИОМА 3: Свака Йро.uена флукса магнешног йоља кроз ма коју 
.uалу ошворену йовршину сшвара елекшромошорну силу дуж коншуре ше 
йовршине, која је сразмерна uромени флукса MaгHeiйHoг йоља у јединици 
времена 

-+ -+ д --+-+ 

Ј Edl= -- Ј BdS 
L дс s 

(12) 

(сл. 2). Овај закон назива се Faraday-ee закон. 

Ј t \ 
Сл. 2 

АкСИОМА 4: Свака йромена флукса елек­
шрu'Чног йоља кроз .ка коју малу oiйвopeHY 

йовршину сшвара магнешомошорну силу дуж 

коншуре ше йовршuне, која је сразмерна йро­

мени r#,лукса елекшрu'Чног йоља у јединици 

вре.иена 

-+-+ дЈ--+-+ Ј В dl = Ео fLo - Е dS 
L дс s 

(13), 

где је fLo= 4т.·l0- 7 henryJm (сл. 2). Овај за­
кон назива се Maxwzll-oe закон. 

Ове аксиоме претстављају основне, независне и довољне законе, 

из којих се могу добити Maxwell-ове једначине, као што ћемо видети 
из даљег излагања, и стога ћемо ове аксиоме звати основне аксиоме 
елекШродинамике. Оне се заснивају на Lorentz-OBOM микрофизичком ту-
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мачељу елеюромагнетизма, не постулирају а przorz померајну струју, 
не захтевају никакве допунске услове и имају интегрални облин који 
садржи само мерне величине. 

ЕЛЕКТРИЧНО И МАГНЕТНО ПОЉЕ НАЕЛЕКТРИСАЊА. - Јачина 

елеюричног поља које ствара извесно мало наелектрисаље е у произвољ­
ној тачюi М (сл. 3) може се нам на основу а:ксиоме 1, ако 01<0 овог 
наелект.рисаља оnишемо сферу која пролази кроз тачку М. На основу 
обрасца (1 О) тада добијамо 

-+ 

-+ 1 е-+ 
E=---ro 

41t€o r 2 
(14). 

где је ro јединични вектор вектора поло-
жаја тачке М. Сила којом наелектри­
сање е дејствује на наелектрисање е' на 
растојаљу r према обрасцима (1) и (14) 
износи 

(15) 

Сп. 3 и овај образац изражава Coulomb-ов закон. 

Јачина мanIeтнoг поља које ствара наеле:ктрисаље е креhylш се 
-+ 

брзином 'V У произвољно; тач:ки М (сл. 4) може се нам на основу 
аксиоме 4 и обрасца (14). ЕлеI<тpИЧНО 
поље наелеI<тpИсаља помера се кроз про- М 
стор заједно са љим, што изазива ме­
љаље јачине електричног поља у тач:ки 
М, а то према аксиоми 4 изазива ства­
раље мanIeтHOГ поља. Ако за контуру L 
узмеМо :круг приказан на СЛИЦИ, може се 
показати (7] да се на основу образаца f' 

(13) и (14) добија 

-+ ...... 

:8= !Ј.о e'O х r o 

41t у2 
(16) 

Тада Д0nYНCKa сила којом наелектрисаље 
-.. 

б са брзнном 'о дејствује на наелектрисаље е' са 
јаљу r према обрасцима (2) и (16) износи 

-+ ..... ---
Fz=i:!!. ее' 'о' х ('о Х ro) 

41t у2 

и овај образац изражава Аmрете-ов заКОll. 

Сл. 4 

.... 
брзином 'О' на расте-

(17) 
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·М 

Сл. 5 

Сл. 6 

Ћ. МУШИЦКИ 

Ако уочимо елемент линиског провод­

ника аl кроз који протиче струја јачине Ј 
(сл. 5) и посматрамо магнетно поље еле-
1I1ентарних наелектрисања у овом елементу; 

на основу обрасца (16) добијамо да јачина 
магнетног поља које потиче од овог еле­
мента струје на растојању r од Ji..era износи 

-+ -+ 

iB=~ Jdlx ro 
41' r2 

(18) 

и то је Lарlасе-ов закон. На основу овог за­
кона l\юже се показати [8] да се укупна ја­
чина магнетног поља у произвољној тачки 
М ван проводника може написати у облику 

-+ (1.01 
B=--grad П, 

41' 
(19) 

где је Q просторни угао под којИl\l се из 
тачке lvf види контура проводника L'. Тада 
за ма какву контуру L која обавија низ 
проводника кроз које протичу струје ја­

чине ]1' Ј2 , Ј3 •••• (сл. 6) на основу обрасца 
(19) добијамо да магнетоиоторна сила дуж 
контуре L износи 

Јв dl= (1.0 Ј (20) 
L 

где је Ј збир јачина свих посматраних струја. 
Овај став, који је у извесном смИслу аналог 
Gauss-овој теореми (10), назива се IAmpere­
ова Шеорема. 

МAXWELL-OBE ЈЕДНАЧИНЕ ЗА ВАКУУМ. - На основу основних 

аксиома електродинамике и наведених последица ових аксиома могу се 

добити Maxwell-ове једначине за BaKYYl\l. Посматрајмо електромагнетно 
поље у извесној области у којој се налазе слободна наелектрисања 
у вакууму са датом просторно-временском расподелом ових наелек­

трисања. Према обрасцу (10), који изражава аксиому 1, и Gauss-овој 
теореl\lИ из теорије вектора Иl\lамо 

f div Е dV = e:~J r dV 

v v 
(21) 
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а зб.о1' пр.оизв.ољн.ости запремине V oдaвд~c ~обијам.о . 

.... 1 
div Е=-р 

65 

(22) 

и то је прва Maxwell-ова једначшm Према обрасцу (11),. који прет­
ставља акси.ому 2, и GaUSS-оВОј те.ореми је 

Јш-; B.dV=O. (23) 
v 

а .одавде због произвољн.ости запремИне V следује . 
div В=О (24) 

а то је друга Maxwe1l-oвa једначииа. Према обрасцу (12), који иска­
зује аксиому 3, и· StokeS-ово; теореми из теорије веНТОЈЈа: биhе 

-+ 

fr.otEds= - f~J dS 
·s s 

а .одавде· због· произв.ољности п.овршине . S налазим.о 

-+ дВ 
rot Е=-­

дt 

(25), 

'If' ~ .,' .... 
(26) 

-+ . 
и т.оје трећа Мaxwell-.oBa једначина. Најзад, .означИм.о са В1 к.омп.о:': 
ненту јачине мarнeтн.oг п.оља к.оја потиче од кретаља наелектрисаља, 

-+' - '. 

а·са Ва .ону љену к.омп.оненту к.оја п.отиче.од промене Флукса елек­
тричн.о1' поља. Тада, према обрасцу (20), к.оји је добијен на .основу 
акси.ома 1 и 4, и St.okes-.овој теореми з.о прву компоненту имам.о 

Ј -+ -оо Ј--+ rot В1 dS= fLO ј dS, :' (27) 
S S 

а .одавде зб.ог произв.ољности површине S добијам.о 

-+ -+ 

. . с,.., _.}.otB1 = fLoj • (2~)· 
За другу к.омпОненТУ·~, обраС.Ui (13), који изражава аксиому 4, и 
St.okes-.ов.ој теореми биhе 

-+ 

fr.ot~dS= e;o~,J: dS,.. (29) 

ss 
а .одавде зб.ог пр.оизв.ољности површине S сЛедује .-

-+ дЕ 
r.ot Ва = Eo!J.o-. 

дt 

s зборник Матемаrичког института 

(30) 
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За укупну јачину магнетног поља тада добијамо 

->- -+ дЕ 
rot В = !Ј.ој + &0 !Ј.о - , 

дЕ 

а то је четврта Maxwell":oBa једначина. 

(31) 

Одавде видимо да су M::..xwell-ове једначине за вакуум добије~е 
доследно на основу наведених основних аксиома електродинамике. 

При томе се посматране запремине и површине могу изабрати произ­
вољно мале, те добијене Maxwell-~Be једначине важе. сасЈ3ИМ crpoгo. 

ДЕФИНИЦИЈЕ ПОЈМОВА ЕЛЕКТРОДИНАМИКЕ МАТЕРИЈАЛНИХ 

СРЕДИНА. - у материјалним срединама поред слободних постоје и везана 
наелектрисаља и у том случају уводе се нови појмови елеRтpОДШIамике 
који карактериniy овакве среДlше. При томе величине које шракте­
ришу право електр:>магнетно поље претстављају .мuкрофuзuчке веЛUЧUIle, 
а величине ноје се добијају мерељем претстављају средље вредности 
ових величина - .маКРОУ;U31А.чке веЛUЧUllе. Замислимо око неке тачке 
M(x,y,z) такав мали елемент запремине AV који је врло мали у од­
носу на посматрану запремину а врло веди:ки у одцосу на е.лементарне 

честице, а око извесног тренутка t такав мали интервал времена 6." 
који је врло мали у односу на посматрани интервал времена а врло 
вели:ки у односу на периоде кретања елементарних честица. Ако ми­
крофизичке величине означимо индексом т, вредност ма какве 1'ttaкpo­
физичке величине 'У у тачки М у тренут . t деФ~щ:ана је обрасцем 

. . 1 АТ/2 -+ -+ '. " '. ' 

'У='Ут = 6.V.6." f f 'Yт (r+r',{+t')dV'4.t',. (32) 
'0 • АУ -4т/2. \.'. .'- . ..... 

где је r' вект::р положаја елемента· запремине d V' у односу на тачку М. 
->-

Помоћу овог појма јаЧUllа, елекшPUЧ1l0г йоља Е и јачuна .маmеШ1l0г 
->-

йоља В као макрофизичке величине дефинишу се обрасцима 
" -\. : .. - - ->- ->-

Е=Ет , В=Вт (33) 

и ове велнчине карактеришу макрофизичко електромагнетно поље у 
'материјa.riним срединама. 'Материјална ереДШIа у којој се' јачина елек­
тричног или магнетног поља разликује од јачии·.= одг6варајућег п)ља 
у вакууму назива се дuелекшрuк односно .магнеШuк. 

Ако уочимо произвољан систем везаних наелектрисања е], (2 > 

<3' ... и ако означимо њихове векторе положаја са r), У2 , 1з, ... > 

а њихове БРЗЮ1е са 'Z.'], 'Z.'2' vз, ... , израз 

(34) 
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назива се елекшрuчнu момеmи овог система. Систем састављен од два 
једнака а супротна наелектрисаља .на блиском међусобном растојаљу 
(сл. 7) ,назива" се елекшрuчнu дuйол и тада имамо 

..... ->-

..... р=е 1, (35) 
где је 1 вектор уперен' од негативног I<а 
позитивном наеледтрисаљу. Ако 01<0 неl<е 
таЧI<е М заМИСЛИМ9 малу запремину f1 V 

->-

са електричним MOMeнтo~ 4р, јачuна елек­
шрuчне йоларuзацuједефинише Сј;: обрасц~ 

р =[mf1р/ДV 
Av->-o 

и претставља .еледтрични момент. по је­
диници запремине. . 

За'.-уочени ,систем везаних наелеl<­
Iрисаља израз 

-+ ..... -+ 
m'= 1/2 L еј (ђ Х vд (37) 

назива се :маmеШнu .мо.менШ овог система. 
Систем 'састављен од наелектрисаља I<оја 
се крећу у виду елементарне струје у 
равни (сл. 8) назива се .маmеШнu дuйол 
И.у том случају имамо 

..... ..... 
m=JS, (38) 

() 

s 

где је Ј јаЧиНli ове струје, а S описана повр- Сл. 8 
Шина. На сличан начин као у претходном 
случају дефинише се јачuна .маmеШне ЙолаРUЗQци.iе обрасцем 

-+ -+ 
'С • М= lim'f1m/AP' 

Av-+o 

и 6йа npетстзвљз мantетнимомент по јединици заnpемине~" 

) 

(39) 

СРЕДЊА ГУСТИНА НАЕЛЕКТРИСАЊА И ГУСТИНА СТРУЈЕ.­

АI<О величине које се односе на сл.:бодна и""везана наеле1<ТрИсања озна­
чимо индекси.'tlа s и v, средље врwости густине наелектрисања и 

густине струје одређене су обрасцима 
)', ,_._-

pm=P8+PVJ jm=js+jf]' (40) 

При томе су средље вредности густине наелектРиciња и густине Струје 
које потичу од слобо~них наеледтрисања идентичне са раније уведe1IЩ4-
појмовима густине наелектрисаља и I)·стине струје, које ћемо као и 

10,' -+ 

раније обележити са р и ј 

(41) 
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На .основу дефиниције п.ојма сџдље вредности видим.о да средља 

-вредност густине везаних :наелектрисања п.отиче само услед промене 

љих.ових п.ол.ожаја при поларизацији ди­
електрика и ак.о посматрам.о електричне 

дип.оле у мал.ом елементу запремине око 

у.очене тачке М (сл. 9), м.оже се п.оказати 
(9] д~ се д.обија 

-+ 

Р17= -ШvР. (42) 
Средља вредн.ост густине струје везаних 
наелектрисања потиче како услед љихо­

вог кретаља у м.олекулима диелектрика 

так.о и услед елементарних струја у мо-
Сл. 9 .ттекулима магнетика И ако п.осматрамо 

електричне и MarнeтHe диполе у малом 

Сл. 10 

елементу запремине .око тачке М (сл. 10], 
м.оже се показати [10] да се добија 

-:+ дР -+ 
J'IJ=7it + r.otM. (43) 

На .основу ових образаца налазимо да 
средље вредности густине наелектрисаља 

и густине струје ИЗf;I.осе 

-+ ::; -оо дР -+ 

Рт = р - div Р, јт = ј + дt + rot М. (44) 
,.. .......··:-~ __ v~ 

MAXWELL-OBE ЈЕДНА ЧЙНЕ ЗА МАТЕРИЈАЛНЕ СРЕДИНЕ. -­
Maxwel1-ове ;едначине (22)~ (24), (26) и (31) важе сам.о за праве, 
~lИкр.офизичке ве.џиЧИf;Iе . 

• _; " С.,,:., . -+-. .~ 

-+ 1 -+ дВ'· -+ -+.... дЕ 
ј Шv. Ет =-Рт, rotEт = -~, div Вт=О, r.otBm=fA.ojт+eofA.o~, (45) 
• ео д! . дt 

а ак.о УЗМt;.~R·qp~ ВР<i~.ости,.обеју страна .ових једначина, на осн.оВУ 
.образаца (33) и (44) д.обијамо 

.... .... '. 7 .. 1 .: ., ........ 
..... : еЦУ Б = -;- ср - div Р) , 
.v '1' ....... .: ,': • .:.:,..,;: ~ О .. _. .' 

-+ дВ 
rot Е=--, 

дх 
....... 

-+ (- дР ..... ) дЕ 
div В = О, о. rO,t. В ~!Lo ј + дt' + rot М + ео fA.o дt' . 

'Лl<.о уведем.о величиiiе 
:' "':1 . ..•. ":,", ~. . ј -:. 1-+' " 7!" -+ -+ 1 -+ -+ , 

,; ". ' ,D=seE+P, Н=-В-М, 
,. '., '. . . •.... .... fA.o 

претх.одне' је.tџiачmtе- можем.о 'написати у .облику 

( . 
-.. .... дВ 

div D = р, rot Е=,,- -'­
дt ' 

..... -+ -+ дD 
divB=O, rotH=j+-, 

дt 

(46) 

(47) 

(48) 
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. и то су MaxweH-ове једначине за материјалне средине. Величина D ... 
назива се ]ачина елекшричне индукције, а величина Н јачина магнешне 
1!ндукције, при чему напомиљемо да смо супротно уобичајеној тpaДJ:I-

-+ ... 

цији величину В назвали јачином магнетног поља, а величину Н ја­
чином магнетне индукције, јер овако употребљени називи много боље 
одговарају садржају ових појмова. 

Одавде видимо да су Maxwell-o:ae једначине за материјалне средине 
добијене само на основу основних аксиома електродинамике без ХШIOтезе 
о допунској, померајној струји и без икаквих допунских услова. 

АКСИОМЕ ВЕЗЕ ЕЛЕКТРОДИНАМИКЕ. - У систему Махwеll-ових 
једначина a'\ia више непознатих него што има једначина и стога овим 
једнаЧIшама морамо додати још извесне допунске једначине. Ове до­
пунске једнач:цне увешfiемо следеhим аксиомама, које прет.стављају 
извесна уопштаваља веза у облику линеарних Функционела [11]. 

АкСИОМА 5: Јачина елекшричне Uoларuзације у некој шачки 
М(х,у,в) у шренушку t одређена је само вредносШима јачине елекшPUч­
ног йоља у целој йосмашраној обласши и у целокуйном йрешходном ин­
шејЈвалу времена йрема закону 

о 

Р(т,Е) = f f K1(: + -;;, t+ с') в(;;, t) dV' ас', (49) 
у-оо 

-+ 

йри чему облик језгра K 1 (Т, с) зависи од йрироде средине. 

АкСИОМА 6: Јачина магнешне йоларuзације у некој шачки М (х,у,в) 
у шренушку t одређена је само вредносшuма јачuне .ftагнеШног йоља у 
целој йосмашраној обласШu u у целокуйном йРеШходном uншервалу вре­
",ена йрема закону 

о 

М (-;, t) = f f К2 (;:+;;, с + t') в(;, с') dV' dt' , (50) 
у-оо 

-+ 

где је т' векшор Uoложаја елеменша зайремuне dV' у односу на шачку 
-+ 

М, йри чему облик језгра К2 (Т, с) зависи од йрuроде средине. 

АкСИОМА 7: Гусшина сшрује слободних наелекшрuсања у некој 
шачки М (Х'ћ В) У шренушку с одређена је само вредносШима јачuне 
укуйног елекшрuчног йоља у целој йосмашраној обласшu u у целокуйном 
йрешходном иншервалу времена йрема закону . 

о 
-+-+ f -t> -+ ~-+ ...... -+ 
ј (У, t) = f КЗ (У + у', t + с')[Е(у', с') + Е'(у', с')] dV' ас' , (51) 

у-оо 

где је Е' јачина сшраног елекшричног йоља, йри чему облик језгра 

Ка (У, с) зависи од йрироде средине. 
Ове аксиоме успостављају везе између величина које каракте­

ришу појаве у матеЈ:ијалним срединама и ве-личине које . претстав-
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љају узроке ових ·појава. Стога Ьемо ове аксиоме· звати аксиоме везе 
елекшродuна,иuке и из њих се могу добити тражене ДОПУНСI<е једначине. 

ЈЕДНАЧИНЕ СТАЊА СРЕДИНЕ. - На. основу образаца (49), (50) и 
(51) који изражавају аксиоме 5, 6 и 7, и образаца (47) добијамо 

о 

Ђ= ЕоЕ + f f К1 (-; + -;, с+ [') ЕС;, с') dV' dt'. 
r·· -оо 

о . 
-+ 11 -+ -+......... -!оо 

H=~-B~ Ј JK2 (r+r',t+t')B(r', t') dV' dt'. (52) 
(О v-oo 
О 

7~ f f Кз (-:+17, t + с') [E(;~ Е') + Е-; с;, [')] dV' dt'. 
v-oo 

Ове једначине претстаВљају допунске једначине електродинамике и 
заједно са Махwеl1':овим једначинама потпуно одређују посматрано 
електромагнетно поље. Теориским расуђивањем не може се наhи ни-

какав општи облик језгара K 1 (r,t), Кз(r,t) и Кз(r~.t) ~<ојибива~о 
за све материјалне сре,r..ине, те ове једначине зависе од пр~роде сре­
дине и стога се називају једна:чине сшаiьа средине. На пр. код i<ри-

стаЛН1L'{ средина облю< језгра К1 (У, t) карактерише зависност полари­
зације од праваца КРИСl'алних оса, а код феромагнетних средина облик 

->-

језгра Кз (r, с) зависност· магнетизације од. nредисторије. магнетика. 
-+ -+ .-!ОО 

Ако су језгра К1(r,t)~К2(i';t)и'Кз(r,t) зане:vl:арљиво мала ван 
неке врло' мале' оБЛасти!::Ј.. V 'око таЧке М и ван врло малог 'интервала 

. ~. '. . ..... -+-: 

времент (t~!::J..'t", t) и ако се Ilюже сматрати да су величине B~ В.Ј'! Е' 
константне у тој области и том интервалу времена, једначине (52) 
можемо написати· у облику 

1 ->- ->-

D=o.E, Н= -В, ј=а(Е+Е'), 
(Ј-

(53) 

Ове услове задовољавају хомогене и ,неферомагнетне средине, а ОЈ;Јако 
уведене величине .0., fL И cr зависе од природе средине и називају се 
дuелеТ<tирuчна кон.сiUащиа, 'лtаг/iеiuна йер/,tеаБШ11l0СШ и сйецug;llчна йро-
водљuвосш п;хматран:: с' ·ед?'не. . . 

АКСИОМА ЕНЕРГИЈЕ ЕЛЕКТРОДИНАМИКЕ. - О постојању елек­
тромагнетног поља може се закључити само по ИЗЕеснимефектима који 
су повезани са појављивањем других познатих облика енергије на рачун 
енергије елеI<ТРОЈ)шгнетног поља. Међутим само на основу система 
М"хwеll-ових једначина и једначина стања средине не може се одре­
дити енергија електромагнетног поља и стога' уведимо скаларни и 

векторски потецијал q:> и А обрасцима 

Е= -grrd q:>-дАfдt~ B=rot А. (54) 
који дефинишу ове појмове, па поставимо следеhу аКСИО!l1У 
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,АКСИОМА 8: Ако се Maxwbll-ове једначине могу добиши из извесног 
варијационог йрuнцuйа, йри че.му се за генералисане координаше елекшро­

магнеш.ног йоља' узимају скаларни и векшррски ЙоШенци.iал, из гусшине 
·одговарајуће Lagrange..,eBe функцје .може се добиши гусшина енергије 
елекШро.магнеШног йоља на uсши начин као у ,механuци, ,Шј. йо закону 

дА. дЛ· дЛ· дА· 
w =-ф -.-Ах+-. Ау + -.-А .. -А. 

д~ , дАх дАу дА .. 
(55) 

Ова аксиома повезује механички појам енергије са појмовима 
електроДИнамике и на основу ље може се одредити енергија електро­
магнетног поља.' Стога ћемо ову аКСИОl\1У звати аксиома енергије елек­
шродинамике и P:tIa УПОтпуllава раније H~BeдeHe основне аксиоме и 
аксиоме везе електродинамике. 

ЕНЕРГИЈА ЕЛЕКТРОМАГНЕТI;ЮГ ПОЉА-Може се показати[12] да 

се у случају хомогених и нефе:РО~lагнетних средина Maxwell-ове једна­
чине 'с 48) могу добити из варијационог ПрИ1ЩИПа 

.(56) 

L= _(.;Е2- -В2)+Ај-рrp dV. Ј [
' I ' 1 .~...... 'Ј 

v 2 fl 
(57) 

Густина La~а!1gе-еве фYIJкције самог електромагнетног поља износи 

1 (. 1 ) А=- ЕЕ2- -В2 , 
2 џ. 

(58) 

а одговарајућа густина е'Нергије електромагнетног поља добија се' на 
основу обрасЦа (55), који изражава аксиому 8;- у облику , . . 

....... 
...... дА Е 1 

'Ш= -ЕЕ- - _\Е2 + -В2 . 
. дt 2 2(Ј. 

(59) 

,Тада укупнаенерги'ја електрdмагнетног' поља у области која обухвата -
потпуно поље има вредноСт 

. 1 Ј 1. 
W= -...., (ЕР + - В2) dV. 

, 2 v fl . 

(60) 

и овај образац одређује енергију електромагнетног поља, локализо­
вану у посматраном делу простора. 
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На тај начин на основу наведених осам аксиомаелектродинамике 
добили смо Maxwell-ове једначине (48), једначине стања средине (52) 
и образац за енергију електромагнетног поља (60). Скуп ових образаца 
претставља основне обрасце електродинамике, на којима се може изгра­
дити целокупна Maxwell-Lоrentz-ова теорија електромагнетизма. 

(СаоUzuше1l0 2-IХ-1960) 
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UNE AXIOMATIQUE DE L'ELECTRODYNAМIQUE 

Par Dj. MU~ICКI (Belgrade) 

Dans cet article оп donne иnе axiomatique de l'electrodynamique 
classique; qui est basee strictement а l'interpretation microphysique des 
phenomenes electromagnetiques de Lorentz et qui nе postule pas а pri­
ori le courant de deplacement. Le systeme desaxiomes est divise d'apres 
leur nature еn trois groupes: les axiomes fondamentaux, les axiomes de 
liason et l'axiome d'energie. Pour les axiomes fondamentaux, sont choi,.. 
sis: lе theoreme deGauss (10), l'hypothese d'Ampere (11), lа lој de 
Faraday (12) et lа loi de Мзxwеll (13) dans lе vide. Lesaxiomes de liai­
son sont pris sous Ја forme des fonctionnelles lineaires (49), (50) et (51) 
et l'аюоmе d'energie est l'extension de relation entre lа fonction de 
Lagrange et l'energie correspondante а l'electrodynamique (55). А partir 
de ces axiomes sont obtenues toutes les formules fondamentales de l'electl0-
dynamique: les equations de Maxwell (48), les equations d'etat (52) et 
l'expression d'energie du champs electromagnetique (60). 
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В. ВУЧКОВИЋ и В. СИМОНОВИЋ 

ЗБИРЉИВОСТ FОURIER-ОВИХ РЕДОВА SТIRLING-ОВИМ 

ПОСТУПЦИМА ЗБИРЉИВОСТИ 

1. У вшuе скорашњих радова ([1], [2], [3], [4]) уведени' СУ неки 
нови врло ефикасlШ поступци збирљивости помоhу Stirling-ових бро­
јева и љихових генералиЗaIЏfја. Први је такве постулкепосматрао 
Ј. Карамата. 

Нека су бројеви { ~] дефинисаlШ за о:::; v ~ п релацијом 

(1.1) х (х+ 1).(х+2) ... (х+ n-,l) = i[~]xv 
. v-o 

а за v < О и v > n нека је [~J "'" О. Бројеви [~] 'СУ очито Stirliпg-ови: 

бројеви прве врсте узети по апсолутној вредности. 

За низ I$"J кажемо да је збирљив Карамата-Stirliпg-овим поступ­
ком КЈо аl<О IШз 

(1.2) ntI() de/ . 1 L" [n]kv 
..)" $ = $v' 

k(k+l) ... (k+n-l) v 
v-o , 

k>O 

конвергира. 

Ове поступке збирљивости увео је Ј. КАРЛМЛТЛ {5], доказао љи­
хову регуларносТ као и један став о љиховом односу према ЕиIеr-овим 
поступцима и' Borel-овом поступку збирљивости .. 

Независно од Ј. I(лpЛМЛТЕ, В. ЛОТОlЏ{ИЙ У [6] увео је и: детаљно 
испитао cnецијалан случај уведених поступка К' када је k= 1. AGNEW 

У [1] је упростиометоде ЛОТОЦКОГ и истакао значај тог специјалног 
случаја. 
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В. ВУЧКОВИЋ У [2] испитао је узајамну инклузију Kapamata-Stirliпg­
ових поступака Kk и оценио ред величине низова збирљивих овим 
поступцима. У [4] он је модифицирао Stirling-ове поступке збирљи­
вости на следеhи начин: 

HeI<a су функције a~(O(), параметра 0(, дефинисане за О ~ -. ~ п 
релацијом 

п 

(1.3) (х+о() (X+o(+l) ... (x+O(+n-l)= 2: O"~(o()J:1I 
-.=0 

а за -.<0 и 'Ј>n нека је 0"~(0()=0. 

За низ (Snl реhи ћемо да је аа_ збирљив ако низ 

а аеј 1 2:n 
. п 

Тn (ј) = '. а-.(О(\ S'V' 0(> --1, 
(0(+ 1) (0(+ 2) ... (0(+ п) , 

. 'Ј=О 

(i .4) 

Еснвергира. Ови поступц~ су регуларни и о" = kl, јер је o"~ (О) = [~] . 

. А.' }AКIMOVSКl [3] дао је једну другу генерализацију, на тај начин 

што је уместо Stirliпg-ових бројева [~~J увео њихова уопштења р~дефи­
нисана са 

п п 

( 1.5) 
П(х+d-.)=2:р~х-" O~-.~n, 
'Ј=\ -.=\ 

p~=O за -'<0 и -.>n, 
п 

тј. симетричне функције корена полинома П (х +Ј-.) . 
. -.=\ 

. . 
2. У овоме раду испитаhемо збирљивост Fоuriеr-ових редова 

непрекидних функција помоhу ·поступака Kk и аО( И доказати 

СТАВ 1. Fourier-ов ред сваке Йерuодu'Чн.е н.ейрекидн.е фун.кцuје ЈСх) 
збuр//,>uв је сваким регуларн.uм Карамаша-Stirlt'ng-овuм йосшуйком Kk, 
унuфор.мн.о iю х, У свакој ша'Чкu х ка вредн.осШu g;ун.кцuје ј (х) . 

СТАВ 2. Fourier-ов ред сваке ЙерuодtL'Чн.е н.еЙрекидн.е фун.кцuје ј(х) 
збuрљuв је сваким регуларн.uм ЙОСШУЙКОМ аО(, YHug':op,nNo ио х, i свакој 
ШЙ'Чкu х ка вредносйlи фун.кцuје ј(х) . 

Доказе ових ставова МОГУЋе је r:,обити применом општих Николь­
ский-евих р] и КлРАМАТА-ТОМИЋ-евих L 8] ставова. Међутим, ови 
ставови се односе на факторе конвергенције. Њихово преформулисање 
и рад потребан за доказе ставова 1 и 2 били би у . суштини исти као 
и директни докази. Стога ћемо дати директне доказе, који су, уоста­
лом, елементарни. 
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3. Предходно ћемо доказати неколико лема које су нам потребне 
за доказ ставова 1 и 2. 

ЛЕМА 1. 

Доказ. Како је 
Г (х+n) 

хС:с+ 1) .. . (х-+ n-l)=---, ' 
г (х) 

десна страна наведеног идентитета може се написати у облику 

~ (еје/2 k(;it (k(;it+ 1) .... (k~it+ll-": 1) - гјЕ/2 kгii (ke:"' it+ 1) ... (ke- it + n- I)Ј. 
2Ј . . 

На основу дефиниције (Ј.1) овај израз постаје 

-* [п] v tiCVH/2)t_e-i(V+l/2)t * v [п] : ( 1 ) - ~ k --- = ~ k .S1П v + - t = Kn(t, k) . 
"..о v 2i 'Ј-о v 2 -

то је 

ЛЕМА 2. Нека је Kn(t, k) ФУНКUј-а из леАt( 1_ Тада је за 0< t<.2.. 
. 2 

Доказ. Како је за Re(p»O и Re(q»O 

Г(р) r(q) =в(р, q) Г(р+ q) и В(р, q) = ECq,p), 

r(ke-it) r(k(;it + 11) = r(ke- it + k)t -+- п) B(ke-it, kei' + п), 

r(k~it) Г(kг it + п) = r(k~it + kгi' + п) ВCk(;it, ke-i' + п) 
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и 

п t = .- е" ke"+n е-" -е-Ј' В е-I'+n е" = К ( k) r(ke-i'+kti'+n) 1 {'/2В(' k·) '/2 (k' k ')} 
, r(kei ') r(ke-it) 2i' , 

1 

= ._ eit/2xkcost+n-l(l_x)kcost-l x-iksint(l_x)-iksintdx_ г (ke- it + ktit + п) 1 { f 
r(k6It) r(ke-it) 2ј 

о 

1 

_e-it/2 Ј xkcost+n-l (1_x)kcost-l x-iksin t(l_x)iksin t d X } = 

о 

1 

= r(ke-
it

+ kei
t
+ п) {JxkCOSt+n-l(l-х)kСоst-lsiП[~+ k sint ln ~JdX}. 

г (kt:;it)r(ke- it) 2 l-x 
1) 

ЛЕМА 3. За довољно .мало 8(0< а < т./2 и о<с<з је 

I 
к.n(С, k) I ~Mr(k cos t + п) ~Mr(k + п) 
sшt/2 

где .. \1 не зависи од t и n. 

Доказ. Узмимо за Кn(С, k) облик из леме 2. Тада је 

I к.n(t,k) I~Ml (k)r(2kcos t+ п) • 
sш С/2 

. \ ј Х'~<+Н(Ј-Х)"~'-'siП[~ +ksin,Jn Ј х x](Sin ~Г'"' 
Како је I sin и I < I u I и sin":';;;;;":' за 0< t < 8 < ~, то је 

2 т. 2 

I sin [..:. + ksin t-ln _х_Ј 
I 2 . t 1-х ~ т. {~ + k \ЈП 1 х х \}, 

I SШ'2 
па је 

1 

1

1 к.n(с,ћ) 1 ~ Мз(k) r(2k cos t + п) {! xkcost+n-l (l_x)kcost-l dx + 
юпtР о 

1 

+ [XkCost+n-l(l_Х)kСоst-l\lП 1 Х Х \dХ}=Мз(k)Г(2kсоst+n)(Јl+Ј2 1. 
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Интеграл Ј1 се може непосредно израчунати. 

Ј B(k k) 
r(kcost+n)r(kcost) 

1 = cos t + п, cos t = --'-----'-""""'-----~ 
r(2kcos с+n) 

Процениhемо сада 

• ,(х) 

Ј2 = Ј xkco8 t+n-l(I_Х)kсost-l\IП l-х I ах. 
о ' х 

I 
l-х I . Због израза ln -х-' интеграл Ј. морамо 

раздвојити на три интеграла, тј. 

е: l-е: 1 

Ј2 = f + Ј + Ј ' о с /-с Ј , :t' 

о е: l-е: сл. 1 

где је е: > О (В. сл. 1). Због симетрије, први и трем интеграл изра­
чунавају се на исти начин, а други као Ј1 • Наводимо зато само про­
цену за први интеграл: 

1 x"COSt+n-l(I_х)kсost- 1 1 1П l:xl dX = 

е: е: 

= fx"cos 1+,,-1 (1 "-х)kСО8t-l!lп О-Х) I ах+ Jx"COSHn-Ч1-х)kcol t-l!lnxldx 
о о 

1 е: " 

;;;;; 11n О-е:)1 fxkCOS I+n-l (I _x)Acose-l ах + Ј х"СоВ е+n-2 (l_x)Acose-Ј,х Iln х I ах 
о ' о 

1 

~ С(е:) B(k cos Е+ п, kcos с) + JxAcost+n- 1 (l_x)kCOS е-l ах 
о 

~ C(e:)B(kcos Е+n, kcos t)+ВCkcos t+n-l, kcos t);' 

јер је х Iln х! < 1 за О < х < 1. Тако се добија да је 

'lк.n(t,k)/::;;;М(k,е:)Г(2kсоst+n){ r(kcost+n) + r(kcost+n-l)};;;;; 
Sln t/2 r(2k cos t + п) r(2k cos t + n- 1) 

;;;;;M(k,e:){r(kCost+n)+ r(2kcost+n) Г(kСоst+n-l)}. 
r(2kcos е+n-l) 

Но кa~o је 

r(2kcos Е+n) =(2kcos е+ n-l) r(2kcos Е+ n-l) 

то коначно добијамо тврђење леме. 
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ЛЕМА 4. За О < 8 < t < 7t је 

'1 к.n(t,k) I~Mr(kcos8+n) 
S111 t /2 

где .М не зависи од п и Е. 

Доказ. Пођимо од израза за Кn(с,n) из леме 1 и напишимо га 
у 9блику 

tit/2 e- it/2 
Kn(t,k) = -kl-it (ktit + 1) ... (kfJt+ n-l)--- ke-it(ke-it + 1) ... (ke-i' + n-l). 

2; . 2; " 
, -

Очигледно је да се овај израз може написати у облику 

eil/2 r(tikt + п) e-it/2 r(tikl + п) 
KnCt, k) = -- . - - --- -~----" 

2i, г (t.ikt) 2ж' r(tikt) 

ИЩi, стављајyhи eikt = z 

1 {(it/2r(z+n) e- it/2r(z+n) 
Kn(t,k)=- ----

-, 2i " r(z) r(z) 

= Ј.. [ч'" (z, п) - ч' (z, п)] = Ј... 2; Im I\f"(z, n)\ = Im 1Ч'(z, n)Ј, 
~ • ~ • 1_ 

где смо цртом означава..'IИ коњуговане вредности. Функција \f" (z, п) 
дата је изразом 

r(z+ п) ,,'t/2 ЈОО \f"(z, п) = t il/2 _____ = - е-е ln+kcos I-l+ik sin 1 dt = 
r(z) l'(z) о 

t it/2 оо 
= - . f е- ј! ln+k cos 1-1. t ik sin 1 ас = 

r(z) о 

(,;Е/2 .. ' ' - eit/2 ' , 

= -, f е- ! ln+kcos/-ll cos (ksin t:ln t) + isin (ksin t·ln с)! ас = --- (ос + i~) > 
rW ГОО" 

о '_ 

где је 
- оо 

ос = Ј е- ! tn+kёоs 1-1 cos (ksin C·ln t) at, 

о 

~= Ј е- ! .n+kcost-l~in (ksin t·ln t) dt. 
о 
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Међутим, нама је потребан само имагинарви део ФУН1ЩИје 'P'(Zj п) и 
њeroвa процена. ми вемо сада дати ту"проц~ну, 1<оја је, веома груба, 
али сасвим довољна за наше потребе. ' 

Ставимо 

Тада је 

_1_= u(k, с) + iv(k~ с). 
r(z) 

'P'(k, с) = ei'/2 (IX + j~)(и + iv) = б;1/21(IXU-:-~V) + i (~u + IX'V)) =, 
" , 

= (со] ; + i~in ~ ){(IXU-~V) + j(~и + ~'V)}F 

= [(IXU-~V)сОS ~ -(~u+lXv)siп ~]+{(IXU-~V)Sifi~ +(~u+аv)соз ;} 

Значи да је 

Iт I 'P'(k~ с)) = (au-~v) sin ~ + (~u + IXV) cos ~ . 
" 22 

Јасно је, даље, да ве бити 

!JI'P'(k, е)Ј I ~2111X 11 u 1 + '~ 11 vl). 

Но пошто је _1_ цела фушщија и Z = еШ ограничен број, постоји 
, r(z) 

коначна позИтивна константа M(k) таква да је . 

I u I ~ M~k)_ и I v I ~ M~k) • 

Тако добивамо' .' 

ао 

I JI'P'(k~ с))1 ~M(k) 11 а 1:- 1 ~ 1) ~2M(k) f е- ' tn+kcos 1-1 dt ~ 
'о. , . L " '. о'," 

~ 2M(k) r(k соз t + п) 

за свако Е. А пошто је за 7t > t >: 8> О, cos t < cos 8, то је 

1 JI'P'(k~ с)) i ~ 2M(k) r(k cos 8+ п). 
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је 

4 . . Сада ће мо доказати став 1. 

За Fourier-:OB ред фУНlщије ј(х) 

1 ОО. 

ј (х) =- ао + 2: (a,,-cos '1 х+ ЬV sinvx) 
2 '1=1 

Sn(x)=~ jf(t+x). sin(n+1/2)t ас 
27t -п . sin t /2 

те ј е њена ~ -сума дата изразом 
п 

S~= 1 2: [п] kV svCx) = 
k(k+1) ... (k+n-1)v=0 '1 

1 1 ЈП f(x+ с) 2:n 
[ ] . = ----- • - dt n

v 
kV sin ('1 -;- 1/2) [, 

k(k+l) ... (k+rl-l) 27t_,.sint/2 '1=0 

тј. према ОЗНaI<ама леме 1 

Snk= 1 .~ ЈП ј(Х+Е) ..:....:.~~. кn(с, k). 
k(k+ 1) ... (k+n-1) 27t_

n 
sint/2 

Пошто је 

Кn(Е, k}= ~Kn( -t, k) 

то се лако добија 

П 

S~ = 1 . ~ Ј f(x+t) + ј(х- с2. К,,(с, k dt. 
k(k+ 1) ... (k+n-l) 7t о 2 sin t/2 

С друге стране је 

1 ЈП кn(с, k)· 1 ЈП ~ [п]. . - . dt=- ~ '1 kV sш(v+l/2)t(sшt/2)-ldt= 
7t о sш t/2 7t о '1-0 

јер је 

~ [Ј 1 П sin ('1 + 1/2)t = ~ ~ kV
_ Ј. dt=k(k+ l) ... (k+n-l), 

'1-0 7t О Sln Е/2 

~ "r sin ('1 + 112) t -----dt=l, 
7t о . sin tl2 
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и отуда 

1 = 1 . ~ Ј K,,(t, k) dt. 
k(kj-l) ... (k+n-I) 7t o sint/2 

Тако добивамо 
11' 

S~ _ј (х) = 1 f ј(х + t) + ј (х- t)- 2ј(х) • K,,(t,k) dt. 
k(k+l) ... (k+n-l)o 27t sint/2 

Како је, по претпоставци, ј(х) непрекидна функција, то за про­
извољно мало Е> О можемо наћи једно 8> О тако да је 

'ј(х+ t) + j(x-t)-2j(x) 1 < 2Е за 0< t < 8. 

При томе, због униформе непрекидности, 8 не зависи од х. Онда је 

I ~ - ј(х) 1 ~ Г(n) . ~ Ј I K,,(t, k) I dt + - Г(n) .м] I K,,(t,k) I dt. 
r(k+n) 7t о sin t/2 r(k+n) 8 sin t/2 

По леми 3 за О < t < 8 је 

I K,,(t,k) 1< M1r(k+n) 
sin t/2 

а по леми 4 за 8 < t < 7t је 

I _K~(t, k) I < МзГ(k cos 8 + и) 
Sln t/2 

те је 

k r(k cos 8+n) IS" -r- ј (х) 1 ~ Е M1(8, k) + Мз(8, k) . 
r(k + п) 

Но како је 

r(k cos 8 + п) 1 . 
"" ~ О, код n~ со , 

r(k+n) nk(l-cos8) 

јер 8 можемо одабрати тако да буде l-cos 8 > О, то одавде следи да је 

lim S~=f(x) 
n--+ОО 

униформно по х. 

5. Што се тиче доказа става 2, нећемо га овде изводити, јер је 
он скоро потпуно идентичан са доказом става 1. Користе се четири 
леме сасвим сличне лемама из тачке 3. 

(Саоuшшено 25-XI-19~9) 

б зборвик Математичког института 
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LIMITIERВARКEIT FOURIERSCHER REIHEN МIТТЕL 
STIRLINGSCНE VERF AНREN 

V. VU(:KOVIC und V. SIМONOVIC (Ве1grad) 

Fur die Кaramata-Stirlingsche Verfahren Kk, definiert durch (1.1) 
und (1.2), und die уот ersten Author eingefilhrten modifizierten Stirlin­
gaschen Verfahren а«, definiert durch (1.3) und (1.4), wird bewiesen dass 
sie ffu jedes х die Fouriersche Reihe einer stetigen periodischen Funktion. 
zu ih~em Werte Ј(х) uniform nach х limitieren. 
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ЗОРА ПЕТРИЋ 

О АПСОЛУТНОЈ КОНВЕРГЕНЦИЈИ НЕКИХ 

-ОРТОГОНАЛНИХ РЕДОВА 

1. УВОД. Познати су PALEy-еви ставови [2, стр. 72]: 

1. Ако је 1(6) ограничена йарна функција~ њен Foиrier-oo ред даш са 
се 

S [Ј(6)] =~ + L ау cos у6, 
2 У-l 

и ау;:;:;:; О, шада је 

П. Ако је 1(6) ограничена нейарна функција~ њен Foиrier-oo ред 
даш са 

оо 

S [Ј(6)] = L Ьу sin v6, 
у=1 

и Ьу ;:;:;:; О, шада је 

а) делШtuчна сума 
п 

Sn (6,!) = 2: Ьу sin у6 
у=l 

унuформно огранuчена за свако 6 е; [О, 7t]; 

Ь) ако је 1(6) нейрекидна функција, йiада Sn (6,!) униформно 
конвергира. 

Предмет овог рада је покушај да се теореме 1 и II прошире на 
случај ау и Ьу макакБОГ знака. То се може учинити ако се протпостави 
да је испуљен услов да је ред 

~ Еу sin УХ • {+ 1, ау:;:: О, Ьу :;:: О 
~ --'---, где Је Еу = 
У-l у --1, ау<О, Ьу<О 
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Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације. Ставови 1 и II 
су тада специјални случајеви, јер је за е:') = + 1 

оо • 
"'" sш v х _ т;; - х О . _ 
L,-----' <х<", 
'1=1 '1 2 

Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације. 

Даљи предмет рада је да се Докаже аналоган став Paley-евом 
ставу 1 за Fourier-ов ред у односу на Legendre-ове полиноме 

и проширени став за исте редове где су ау l\Ш каквог знака. 

2. СТАВОВИ КОЈИ СЕ ОДНОСЕ НА ТРИГОНОМЕТРИСКЕ 
FOURIER-OBE РЕДОВЕ 

2.1. Уопштење става 1 гласи: 

СТАВ 1. Ако је ј (х) йарна и огранuчена функција, њен Fourie1'-oe 
ред даш са 

оо 

S [ј(х)] = а') + L ау cos 'ЈХ 
2 '1=1 

u ако је. исuуњен услов да је ред 

(i) ~ е:') sin v х {+ 1, а') ~ О L, -'---, са е:') = 
'1=1 '1 -1, av < О, 

Fourier-oe ред једне функције ограничене варијације, iйада је 
оо 

L lav 1< ОО. 
'1=1 

Д О К а з: По претпоставци је I f (х) I < М; тада је, као што је 
добро познато и Fejer-ова средина Fourier-овог реда функције ЈСх), 

n-1 

(јn(Х) = ~o + 6 ( 1 - :) а') cos 'ЈХ 
ограничена, тј. 

n-1 

(j~(X) = L(l- 2..) а') cos 'ЈХ < М. 
'1=1 П 

Познато је да је услов [4, стр. 82] 

'" f I p~(6) I d6 = 0(1), 
о 
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где је 
т-l 

р;"(х) = L (1 :- ~) e:\I cos 'JX~ 
\1=1 т, 

потребан и довољан да би ред (i) био Fourier-ов ред једне фушщије 
огранИчене варијације. Ако се формира израз: 

" " n-1 ;""'1 

Тn== Ј а;(х) p~(x) dx= Ј {I (1~ :) a\l COS \lx} {2: (1 - :) e:\I COS \lx} dx, 
о о \1=1 \1=1 

С једне стране је тада 

" 
I'Tnl·~ Мах 1 a~(x) 1 Ј 'p~(x) 1 dx=0(1), 

. х О 

а са друге .стране Тn се може израчунати. Како је 

] cos \lX cos kx dx = j'~ ~ \1 = k 
о O,\I;6k, 

доб::~ја се 
n-l 2 

Tn=~ L(1-~) la\ll· 
2 \1=1 П 

ЗнаЧI 
n-l . 2 

2: ( 1- :) I a\l' < М' , 
\1=1 

где М' не зависи од n. За цео број' k < (n-1)/2 бине отуда 

± (1- : )2, a\l I ~ ~ (1- : у 1, a\l I < М' , 
\1=1 \1=1 

тј. 
k 

L la\ll < М". 
\1=1 

Како је k произвољан цео број, следи тврђење: 
ос> 

2:lavl<oo. 
\1=1 

Доказ се може извести много краним путем ако се корист.! РЛLEУ- . 

ев став 1 и следeli'Ј craB М. PEКETE~a [4, стр., 100, став А]. Ако је ред 
ос> 

(1) ао + 2: (a\l cos 'ЈХ + bv sin -ЈХ) 
2 \1=1' 
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Fourier-ов ред ограничене фУНlщије ЈСх) ~ М и ред 

оо , 

(2) 2Лv SЮVХ 
'Ј=1 V 

Fourier-ов ред једне фуЮ<Цv.је ограНИ.чене варијащ:је, тада је ред 

(3) 
.00 2 Лv (av cos 'ЈХ + Ьу sin ух) 
'1-1 

Fourier-ов ред једне ограю-_чене' функције, 

2.2, Уопштење става II дато је с:ледеh: м ставом: 

СТАВ 2: 1) Ако је ј(х) нейарна и ограничена функција, њен 
Fourt'er-ов ред 

(*) 

и ако је ред 

(ii) 

оо 

S [ј(х)] = 2: Ьу sin 'ЈХ, 

оо , 2: EySln 'ЈХ , 

у=1 v 

'Ј=1 

Еу ={+I, bv~O 
-1, bv < о 

Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације, шад-а је 
,. 

Sn (х, f) = 2: bv sin 'ЈХ униФормно ограничено. 
'1=1 

2) Ако је ЈСх) нейрокидна функција, шада йод йрешходним усло­
вима ред (*) униформно конвергира. 

Д о к а з; 1) Ако се примени наведени став А из претходног па­
раграфа, добија се да је заједно са редом (*) и ред 

оо оо 

2: Еv Ьу sin 'Јх = 2: , Ьу ' sin 'Јх 
у=1' 'Ј=1 

Fourier-он ред једне ограНИ.чене фушщије. По' наведеном РЛLЕу-евом 
ставу II У.З увода, тада је 

,. 
S: (х) = 2: I bv I sin 'ЈХ униформно ограни. чено. 

у=1 

Лако се може показати да је I S:(x) I ~ К1 М, где је К1 апсолутна кон­
станта а М ограничење фушщије ј(х), ако се користи чињеница да је 

1 21< 

S:(x)=- f crn(x+t)dL(t), 
7t О 
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хде је а" (х) Fejer~oBa средина Fourier~Ba реда (*), а 

L(t),...., ~ Avsin vx . 
v-l v 

Даље је, ако је испуљен услов (ii), испуљен и услов да је ред 

~ (ev-l) sin vx ev sin vx 7t-X (О ..-) L"":""':--'---= --- <x.:::.7t 
1 

v V 2 -
v-

Fourier~oB ред. једне функције ограиичене варијације. Према томе, 

I<ористеliе став А, следи да је и ред 
со L bv(ev- 1)sin vx 

v-l 
Fourier~OB ред ограничене функције, и юu\о је 1 bv 1- bv ~ О, према 
CfaBY II је тада .. 

S,,(x)~ L bv(ev-l)sin vx униформио .ограничено 
v-l 

тј. 

Како је 

" 11 11 

S .. (x)= 2 bv sin vx = 2' bvlsinvx-2(1 bv l-bv) sin vx, 
v-l v-l v-l 

следи тврђеље става 2. тј. 

1 S,,(x) I ~ КМ. 

2) ЈСх) је по претпоставци непрекидна функција, па, по добро 
познатом ставУ, Fejer~Ba средина а,,(х) униформио конверrиpа ка 
фушщији ј(х). Значи за довољно велико n=n(е) је 

ЈСх)=а,,(х)+с(х), 'с(х)! < е . 

за свако х. Ащ, се примени претхоДШI део 1) овог става на Fourier~oB 
ред ограничене фymщије с(х), добија седа је S,,(x, с) униформио 
ограничено, тј. IS,,(x,g)! < Ке. Према томе је 

! Sp(X, g)-Sq (х, с) 1 ~ 2Ке за свако P>Il"i:. п и свако х 
и 

!Sp(x,a,,)-Sq(х,аQ)! =0 за p>q':?:.n. 

Значи за р> q г. п, ! Sp(x,f) - Sq(x,f)! =:;: Ае, тј. Fourier~oB ред не­
прекидне функције ЈСх) је униформио конвергешан. 

Доказ дела 2) се може извести и на ОСНОВУ цитираног става А 
за класу непрекидних фymщија. . 



88 Петрић Зора 

3. СТАВОВИ КОЈИ СЕ ОДНОСЕ НА FOURIER-OBE РЕДОВЕ У ОДНОСУ 
НА LEGENDRE-OBE ПОЛИНОМЕ Р" (х) - LAPLACE-OBE РЕДОВЕ 

3.1: Аналогно ставу 1 може се ДОI<азати 
СТАВ 3. Функција ј (х) је дефинисана у иншервалу [-1, + 1] . 

Ако је 
IЈСх) I <М, хе:[-I, +1], 

и њен формални Lарlасе-ов ред даш са 
оо 

(4) ЈСх) "" .L av Pv (х), 
v-o 

где су av Fоиrier-овu коефицијенши функције ј(х) у одuосу на Legendre­
ове йолиноме, Шј. 

+1 
2n+ 1 f av= -- f(x)Pv(x)dx, 

2 -1 

и ако је av;;;::: О, шада је 

~:-~l< ОО. 
V=12v+ 1 

ДОI<аз. На основу једног Fejer-овог става [3] ано је m~j(x)~M 
за свако х е: [ - 1, + 1], тада су Cesaro-ве средине другог реда од (4) 
У.сто тако ограничене, тј. 

где је 

Израз 

се може с једне стране израчунати и имамо 

T~= ~2лnv~, 6 2v+ 1 
јер за Legendre-ове полиноме 

1 dn(x2 _l)n 
Рn(Х) = ___ ---O..-_~ 

2n n! dx" 
важи особина ортогоналносrrt 

+1 , јо,m..=n 

Ј Pm(z)Pn(z)dz= 2 . , m=n. 
-1' 2n+1 
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С друге стране, користеhи чиљенv.цу да је према L. FВЈйR-у [3] 

РО (cos у) + Р1 (cos у) + ... + Рn (cos '(»О , 

за свако п и O<y<7t Ј може се на T~ примеН>lТИ први став о сред­
љој вредности. Имаhемо· тада 

+1 +1 +1 

т Ј ~ P'J(x)dx~ Ј "n(X){~P'J(X)}dX~M Ј ~P'J(X)dX' 
-1 -1 -1 

значи T~~Ml' тј. 
п av 

2: л"v 2'Ј + 1 <М. 
'Ј-О 

Узимајуhи k= [n/2] сабирака, добија се 
k п 

2:л~~<2:лn'Ј~<М 
. 'Ј-О 2'Ј + 1 'Ј=О 2'Ј + 1 

п за П_ОО 

k 

2:~<M. 
'Ј_о2'Ј + 1 

Пошто ово важи за свако k, слеД-d тврђеље става 3. 

3.2 Став 3 се може ПрОШИрИТ:d на случај а'Ј ма каквог знака, уз 
претпоставку 

Ј+l п () ! + 1, а'Ј ~ О 
(Ш) М [О"n(Х)] = 12: 1- п: 1 e'JP'J(x)l~ V, са ~= 

-1 'Ј-О - 1, а'Ј < О • 
тако добивамо 

со 

СТАВ 4. Ако је Ј/(Х) Ј < М, ј(х)", L ~P'J(X) U ако је исuуњен 
'Ј=о 

услов (Нј), шада је 

~~<oo. 
'J~O 2'Ј+ 1 

Д о к а з. У доказу се користи йапред наведени став L. FBJER-a [3]. 
Ако се форм?ра израз 

+1 

Аn = Ј "n(Х) О"n(Х) dx, 

-1 
доб.Iја се с једне стране 

Аn = f+lf~Л'Јnа'ЈР'Ј(х)}{~(I--'Ј )е'ЈР'Ј(Х)} = ~(1--' v )2~~. 
-1 ~~ 6 n+ 1 6 n+ 1 2v+ 1 
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с друге стране је 

+1 +1 

1 Аn 1 ~ f I тn(х) 11 аn(х) 1 ах ~ М f 1 аn(х) 1 ах= 0(1). 

-1 -1 

Према томе 

i(I--V )л ~<M у=о п + 1 nv 2у + 1 

п аналогю; м поступком као у ставу 3, следи тврђење става 4. 

Може се лако показати да је услов (Ш) аналоган условима (i) 
(Н). Наиме, потпуно аналогно доказу YOUNG-ОВОГ става [4, стр. 79], 
може се показати да је услов (Ш) . йошребан и довољан услов да ред 

(5) 

буде Fоиrier-Stiеltјеs-ов ред. 

Д о к а з: а) Услов (Ш) је довољан. Претпоставља се, значи, да је 
+1. 

М [аn(х)] = f '~ (1-п: 1) enРn(Х) I ax~ v. 
-1 

Нека је 
х 

Рn(Х) = f crn(t) dt . 

-1 

Рn(Х) је униформно ограничене варијације у (-1, + 1), и како је 
Рn ( -1) = О за n= 1, 2, ... може се применити HELLy-ева лема [4, стр. 80] 
йО којој йосшојu унuформно огранu'Чен йоднuз {Рn (х)} који конвергира 
функцuји Р(х) огранu'Чене варијације. Ј 

Према томе 
+1 n. 

(
1 __ 

У )с:у=2У+l f {~(I __ Y )с:уРу(х)}Ру(х)ах 
щ+l 2 6 n;+1 

-1 

+1 +1 

= 2у + 1 f аn.ру(х)ах = 2у + 1 [Рn.(х). Ру(х) - f Рn. Р' (х) ах], 
2 Ј 2 Ј Ј V 

-1 -1 

За ј -+ оо добивамо 
+1 +1 

2у + 1 [ Ј'] 2у + 1 f С:у = -2- Р(х) рn(х) - Р(х) Р у(х) dx = -2- Ру(х) d Р(х) . 

-1 -1 
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Ь) Услов (Ш) је ЙоШребан. Ако је ред (5) Fourier-Stiеltјеs-ов, тј. 
+1 

ау =--. Pv(t) d F(t)~ 2v+ 1 f 
. 2 

-1 

тада је 
+1 

стn(х) = i (1- _v_) 2v + 1 { f Py(t) d Р(Е) } Ру(Х), 
у=О n+ 1 2 

-1 

1 аn(х) 1 ~ ј+1 1 d F(t) 1 * (1- _v_yv + 11 Pv(t) Ру(Х) 1. 
-1 6. n+l 2 

Oryда је 
+1 +1 п +1 

М [аn(х)] = f 1 аn(х) 1 dx~ f 1 d F(t)16
2V

; 1 f (1- п: 1)IPy (t). Py(x)ldx. 

-1 -1 -1 

Како је по једном ставу А. HAAR-a [1] 
+1 
ј(l- _v_) 1 Py(t) Ру(х) 1 dx <G, 
·n+l 

-1 

следи изпоследње неједначине 

М [аn(х)] < V. 

Примедба. Познат је РЛLЕу-ев став [4, стр. 202]: 

СТАВ С. Ако је jeL/1 и ако су Cl' С2 ,... Fоuiеr-ови коеф1ЩИјеlПИ 
од ј у односу на неки ортогонални и нормални систем униформно 
ограm:.чених функција ч>n(х), тада је 

оо L 1 сп 1/1 n/1-2 < оо , за l<p~2. 
n-l 

Очевидно став 4 lШје обухваliен ставом с. 

(Саойшшено 17-II-1960) 
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SUR LA CONVERGENCE ABSOLUE DE CERTAINES 
SERIES ORTHOGONALES 

z. PETRlC (Belgrade) 

, Dans cette note les tblorems suivants sont demontres: 1. Soit ЈСх) 
une fonction paire et bornee е! soit S [Ј] = ао /2 + ~ ау cos v х sa serie de 
Fourier. Si 

(i) { 
+ 1, ауб о, 

avec Еу = 

-1, ау < о, 

represente une fonction а variation Ьоmее, оп а ~ I ау I < ОО. La serle 
(i) est une telle serie, si par exemple, ауб о [2, р. 72]. 2. Soit ј impaire 
et Ьоmее, S [Ј] = ~ Ьу sin у х et la condition (i) soit remplie avec Еу = 
1+ 1, Ьу б о; - 1, Ьу < 01; alors S [Ј] converge uniforment. 3. Soit ј 
defini et I ј I < м dans [-1, 1] et ЈСх) '" ~ ау Ру (х) оu Ру (Х) designe les 
polynomes de Legendre c.-a.-d. soit ~ ау Ру (Х) la seriet formellede Laplace 
de ј. Soit еn plus 

1 I п . I {;;::: О 
(iii) м [аn(х)] = Ј L(I--~-)EYPV(X)1 <М, Еу = +1, йv- , 

-1 y~O П т 1 .. -1, ау < о. 

Alors· 

L 'а,,' . -- < ОО. 
2у+ 1 

Оп demontre ensuite que 1а condition (Ш) est la condition necessaire 
et suffisапtе pour que 1а serie ~ Еу Ру (Х) soit uпе serie de Fourier-Stieltjes, 
autrement dit, 1а condiion (Ш) represente la condition analogue avec (ј). 

11 faut remarquer, que le theoreme соnnи de РЛLЕУ [4, р. 200] 
nе contient pas le theoreme 3. 
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РАСТКО СТОЈАНОВИЋ 

О КРЕТАЊУ НЕПРЕКИДНИХ 
ДЕФОРМАБИЛНИХ МАТЕРИЈАЛНИХ СИСТЕМА 

СА КОНАЧНИМ БРОЈЕМ ПАРАМЕТАРА 

1. УВОД 

При проучавању кретања недеформабилног материјалног система 
(т.зв. чврстог тела) унапред уводимо претпоставку да су растојања 
међу тачкаыа система за време !<ретања непроменљива. Увођењем двају 
координантних система, реЦЕМО хј и хј (i = 1,2,3), уз претпоставку да 
је за време кретања xi=const. за сваку тачку система, проучаI?ање 
кретања недеформабилног система је еквивалентно са проучавањем 
групе изометрискР.х трансформација 

О.l) 

(1.2) 

. _јј г.;:l -2 -3. 1 2 6) -јј г.;: ) • ха - ,х, х ,х , а, а , ... ,а ,= ,х, а , 

-хј - тј (xl х2 х3 • a1 а2 а6) - тј (х а) ., -т " , , , ... , '=т , , 

где су аС1 (ос = 1,2, ... ,6) параметри трансформационе гр;упе и прају 
улогу коорДИната чврстог тела. Како су хј при кретању непроменљиве 
величине, то ве xi зависити од времена преко параметара аС1 и 

(1.3) 

јесу коначне једначине кретања. Познато је да групе изометрисю:х 
трансформација у тро)Џ!мензионом еуклидском простору Ва зависе од 
шест међусобно независних параметара, чији се број може смаљити 
само ограничењем слободе покретног триједра (односно тела) везама. 

Ако су gjj и 'Сјј координате метричког тензора у Ва У односу на 
координантне системе хј и хј, респективно, потребан и ДОВОЉан услов 
да трансформације (1.1) и (1.2) одре ,у ју надеформабилно кретање јесте 

(1.4) 2ејј= gkZI!(X, а)Ј дХ: д:_сјј= О, 
дхј дх1 

или 

(1.5) 
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Међутим, ако горљи услови нису задовољени, кретаље одређено 
једначинама (1.1) и (1.2) није недеформабилно, а величине ејј и ёјј 
одређују Green-St. Vепапt-ову меру деформације при таквом кретаљу. 

Циљ овог рада је проучаваље кретаља непрекидног материјалног 
система под дејством датих сила, а под претпоставком да је кретаље 
одређено неком непрекидном трансформационом r-параметарском групом 
Gr која, у оnштем случају, није група изометрије, тј. ејј =1= о. Природно, 
можемо допустити да групе изометрије буду подгрупе опште Gr • Општа 
расуђиваља ћемо применити на случај када је посматрани материјални 
систем еластичан, при чему ћемо се ограничити на мале деформације 
како би веза између напона и деформације била линеарна и ТI~Me у 
примерима избегнуте небитне тешкоhе анаЛИТIrчке природе. 

2. ОПШТА ТЕОРИЈА 

Свако кретаље непрекидног материјалног система можемо посма­
трати као непрекидну трансформацију неког подручја So (почетна 
конфигурација система) у неко друго које се меља са временом 
(конфигурација S(t)). Нека је хј у Ва неки непроменљив систем 
коорд-йната. Свакој тачки РО у конфигурацији So одговара тачка 
Р у S и обрнуто, тако да између· тачака у So и S постоји обострано 
једнозначна коресподенција са пунктуалном трансформацијом x~o - x~: 

(2.1) 

и обрнуто 

(2.2) 

х ј =јј(х ) 
Р РО ' 

. Овој пунктуалној трансформацији можемо асоциирати НООРДИ­
натну увођељем превученог1 (в. [1], стр. 102) координатног система 
хј на тај начин што претпостављамо да је у односу на нови систем, 
КООР д:шата Xi: 

(2.3) 

Како овај израз вреди за све тачке подручј'а So и S~ то је xi превучени 
КООРД"dнатни систем - превучен пунктуалном трансформацијОJlil - а 
одговарајуће координатне трансформације су 

(2.4) д .) 
Det( д~ =1= О 

и инверзне 

(2.5) 

1 Бројеви у угластим саградама [ ) односе се на списак литературе приложен 
па крају. 
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Из дефиниције превученог координатног система произилази да 
за сваку таЧI<y Р у S и за сво време кретаља јесте ха = const. Ј едначине 
(2.5) и (2.6) претстављају везу између машеpuјаЛ1lUX координата Х' 
таЧaI<а у S и йросШорнux координата xi истих материјалних таЧaI<а. 

Наша основна претпоставка је сада да шрансформацuје (2.5) обра­
зују неку неирекuдну коначну r-йарамeiЛарску груйу G,. Тада је кретаље 
у omnтeM случају ОдРеђено једначинама 

(2.6) 

при чему су 

(2.7) 

х' = Ji (Xl, Х2, х3 ; a1, а2, ••• , аТ) =р ех, а), 

-" . ( 1 -,~ --~ 1 2 )' ( ) х' = ср' х ,.;г, ~-; а , а , ... ,а" = ср' х, а , 

(ос = 1,2, ... , Т) 

непре:кидне фУНI<ЦИје времена и претстављају коначне једначине кре­
таља; вредности параметара аОС у датом тренутку времена одређују у 
потпуности конфигурацију S. За неке вредности a~ трансформације 
(2.6) су идентичне, , 
(2.8) xj=P(x~ ao)=Xi; xj=cpj(x~ ao)=xi 

и одговарају почетној конфигурацији So. 
За материјалне системе чије је кретаље у потпуности ОдРеђено 

неком групом GT~ где је r коначан цео број~ казaliемо да имају r сте­
пени слободе. 

Брзина тачке Р у S је 

'v' dвJ dxi = х'ј. 
- dt 

МеђY'fИМ, просторне координате у (2.6) зависе од времена преко а:ОС , па је2 

(2.10) vi ;"" дxi a'OC=P~ (х, а) а'ОС, 
даОС 

или, према првој Lle-овој основној теореми теорије непрекидних тран-
дxi· (л) 

сформационих група ([2], стр. 376) - = ~(Л) (х)Аос (а) и 
даОС 

I Користећи се у овом раду елементима тензорског рачуна доследно ћемо 
користити и конвенцију за сабираље по два пута поновљеним индексима. Уколико 
у тексту не буде другачије щзначено латввскн индекси ће узимати вредности 
1.2.3. а грчки 1.2 •... • Т. Индекси који нису тензорског карактера биће стављени 
у заграду да бисмо избегли нејасиости. на пример. ~~ значи ј-ту коитраваријанту -координату вектора ~()..) а индекс л означава редни број вектора. којих је укупно т: 

-+ -+ -
~(ф ~(2), ••• ,.~). 

ј 
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(2.11 ) v i = ~~Л) (х) A~) (а) а'а, 
~i. • 

где с,о,) претстављаЈУ основе векторе померања групе, контраварИЈантнс 

при КООРДf:натним трансформацијама у Ез• Изрази (2.10) н (2.11) нам 
с могућу ју да нашшемо израз за живу силу Сl'.стема S. 

Нека је g;j основни метрички тензор и нека је mр маса везана за 

тачку (деш;Ь.) Р; гмамо 

(2.12) 

одно:но 

(2.13) 2Т= 2,mp gij p~ (Х) а) p~ (Х, а) а'а a'~· 
р 

Конфигурација S(t) и кинетичка енергија посматраног материјал­
ног систеРiЩ су потпуно одређени параметрима а<Х групе Gr• Стога мо­
жемо посматрање материјалног система у Ба да сведемо на посматрање 
кретања једне тачке у групном простору Пr У коме су координате 
а\ ... , аТ а риманска lI:етрика је одређена кинеl"llатичким линиским еле­
ментом 

(2.14) 

где је 

(2.15) 1 аеЈ "" 1:i 1:ј А(Л) А(Л) "" рј рј la~ = L.mрgiЈ"'(Л) "'(џ.) <х fL = L.mpg;j <х ~. 
р р 

Пr је конфигурациони простор система S. Свакој тачки у Пr одговара 
једна потпуно одређена конфигурација S jI обрнуто. 

Величине 

(2.16) 

зваЋемо коефицијентима инерције посматраног система у односу на 

параметре аЛ и afL • . 

. Термин "коефицијенти инерције" смемо да уведемо овде стога 
што претстављају непосредну генерализацију онога што у теорији не­
деформабилног кретања називамо коефицијентима инерције, премда се 
обично другачије нешто дефинишу. 

у Ва, У односу Декартове IIравоугле координате, вектори ;h, имају за групу 
изометриских трансформација (т. зв. групу кретаља) координате 

..... ..... ..... 
~(l)=(I;O,o); ~(2)=(O,I,O); ~(з)~(о,о,ll; 

..... ..... ..... 
~(4) = (О, хЗ, _х2 ); ~(5) = (-х3,О, x 1 ); ~(6) = (х2, -x1,0 Ј· 

{ 

1 i=· 
Изрази за коефицијенте инерције ЈЛ[Ј., одређени са (2.16), пошто jegjj=Ojj= О: i: ј 

ч:: 
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(Кrопесkеr-ови симбоЈШ), дају 

J11 =Јаа=Јаа=! mр =-М (укупна маса система) 

Ј«= L: mр [(х,,)1 + (4)2]; Јаа= L: mр [(хј,)2 + (х}:.)']; Jss=L: mр[(хј:.)1 + (х}»I]; 
р Р Р 

J15=-L:mp xj,; J1S=L:mpxj,; Ј.,- L:mpxj,; J2s=-L:mpx}:.; 
р р р р 

Ја4= - 2: mрх,,; Јаs= 2: mрхј:.; 
р р 

Ј,а=- L:mpx}:.xj,; Jse=-L:mpx"xj,; J"=-:L:mp4x}:., 
р р р 

Према томе, матрица (Јлџ.] је идентична са матрицом инерције <щрстог тела ([4], 

стр. 5). 

Сада за живу силу деформабилног материјаJПIОГ система S мо-
жемо писати . 

(2.17) 

при чему 1<оефицијенти Јлџ. не зависе од параметара aIX • 

Не1<а на таЧ1<е Р система S делују силе рХј• Према (2.11) је 

(2.18) 8~~ = ( дх
ј

) 8 а'а. = ;~ A~ 8аСС , 
dxIX р 

па за рад 'сила Х; на помераљима 8хј можемо писати 

8А= 2:рХ; 8xip = 2PXi;~A~8aIX. 
р р 

Величине 

(2.19) ХIX d4f 2: рХ; ~ A~ 
р 

" , 

очигледно зав~'_се само од 1<ООРДИната репрезентативне таЧ1<е у групном 

простору Пr у 1<оме претстављају 1<оординате 1<оваријантног ве1<Тора и 
зваћемо их генералисаним 1<ООРДинатама силе у Пr • 

Полазећи од d' Alembert-овог пршщипа, можемо сада извести 
диференцијалне једна'lине Kpeiйaњa. Не1<а је рХ; сила 1<оја делује на 
тачI<y Р, HeI<a су ~ 1<оординате те таЧ1<е и HeI<a је 2Тр љеНа жива 

сила; УI<yПНа жива сила читавог система s износи 2Т=.22:' ТРз где 
р 

се збир протеже на све таЧ1<е система. D' Alembert-ов приНIЏШ гласи 

7 Зборник Матсмаmчког института 



98 РаСТКО Стојановиli 

(2.20) 

где је тр маса тачке Р, а WPi љено убрзаље, док је a~ виртуелн() 

помераље. Како је 

и 

(2.21) 

Већ смо у (2.19) стаБWШ да је 

LPXi axi = Х(/. 8а(/.. 
р 

За виртуелни рад ииерционих сила имамо 

(2.22) t(:C ~~~ - ~~~)8х~=~[:С(gЬХ'Ј)-gklГ~~:~]р(:~)р8а(/.~ 
где је г: Christoffe1-0B симбол друге врсте формиран с обзиром на 
gii. Развијаљем десне стране израза (2.22), узимајyhу у обзир (2.16) и 
(2.17), добиliемо да је 

",,(~ дТр _ дТР)ах; = (~дT _ дТ)8а(/. f dt дх'Ј, дx~ р dt да'(/. да(/. • 

Заменом овога у (2.20) коначно за d'A1embert-ов пршщип следи израз 

[Х(/. - (~.!I.-) Ј 8а(/. = О. dt да'(/. 

Како су варијације 8а(/. потпуно произвољне и слободне, добивамо 
диференцијалне једначине кретаља у облику 

(2.23) ~ дТ _ дТ _ Х ( 
- ot (/.=1,2, .... Т). 

dt да'(/. да(/. 

Интеграли а(/. = а(/. (t, ао, a~), где је a~ (/. почетна брзина репре­
зентативне тачке у I<ОНфигурационом групном простору, У потпуНости 
одређују кретаље непреI<ИДНОГ материјалног система S, ако је кре­

таље дато групом Gr • 
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3. ГРУПЕ ИНФИНИТЕ3ИМАЛНИХ ТРАНСФОРМАЦИЈА 

у многим мехаIШЧКИМ процесиМа су отступаља конфигурације S 
од почетне So довољно мала да трансформације (2.6) смемо сматрати 
линеарним. Развијаљем трансформацио1ШХ једначина у ред у оl<олини 
a~ добивамо 

(3.1) x,=xj+(acx_a~)(дX') +~(acx-a~)(a(3-a~) ( д
2

х· ) + ... 
даСХ о 2 о да" да!3 о о 

Сматрајмо сада раЗJIШ<е aCX-a~ довољно малим тако да све члаНове 
реда у којима се те разJIШ<е јављају на степену вшпем од првог 
смемо занемарити; тада је 

(3.2) 

јер за аСХ = a~ имамо х' ==:х' и 

( дХј) = ;ЬЈ(х) A~ (ао). 
даСХ о ' 

Како је A~ (ао) = const., Mo~eMO ставити да су 

сЛ=(аСХ-а~) A~(ao) 

сада нови параметри ~аНСформаЦионе групе и 

(3.3) х' = х' + сЛ ~(x). 

Ове трансформације су, очигледно, идентичне за с;; = о . 
Вектори ~~ одређују r једноnaраметарских трансформација из 

којих се састоји наша посматрана Gr • у односу на сваку од ових 
трансформација можемо одредити одговарајућу инфинитезималну 
ефЈ<'Мl . ii према (1.4), што ,се своди на 

(3.4) 

где је Vi сИмбол к6варијантног диференцираља по координаm х' а у 
односу ,на метрику gij. Укупна деформација система ће сада бити дата са 

(3.5) 

а ё('A)i1 су комnонеталне деформације у одговарајућим правцима ~bJ· 

Из (3.3) за брзину система S имамо 
оо dx' . 
v'=-=~с'Л 

dt о 
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па ће, према (2.13), жива сила бити 

2Т = Јлџ. с'), с'}1 , 

Пр<I чему су 

(3.6) Ј - ~ -,.ј,.ј 
).[.1 = L. трgјјl:,щ 1:,«(.1) 

р 

коефицијенти инерције за поме~ања у правцима ~~Л) (х) и ~~}1) (Х), тј. у 
односу на координаТе с), и сџ. систеМ::l у групном конфигурационсм 
простору. 

Како су виртуелна померања сада 

(3.7) 

за елементарни рад можемо П': сати 

(3.8) а А = L РХј ~~),) (х р) ас), , 
р 

па су генералисане силе 

(3.9) 

у случају 1. нфинитезималних трансформација диференцијалне јед­
начине кретаља ће имати једноставнији облик 

(3.10) Ј- ил Х 
л(.1 С = (.1' (сил ;;: d2 ?, ') 

dt2 

. 4. ПРИМЕНА НА ЕЛАСТИЧНЕ СИСТЕМЕ 

диференцијалне једначине (2.23) l'fюгу обухватити најопштији 
случај сила. Међутим, овде ћемо посматрати случај када је посма­
трани метеријални систем So еластичан: при кретаљу So -+ S јављају 
се унутрашље силе - напони - који са своје стране утичу на кре­
таља. Претпоставиhемо да је систем So хомоген и изотропан и да су 
помераља довољно мала,· тако да за везу између напона и дефор­
мације можемо узети Hooke-ов закон 

( 4.1) 

где су л и (.1 Lame-ове константе еластичности, а I l прва инваријанта 
тензора деформације ёјј. 

Ако са dVo обележимо заnpемински елемент посматраног ела­
стичног тела у конфигурацији so, за рад еластичних сила на вир­
туеЛRИМ помераљима имамо познати нзраз 



Окретаљу Непре:кидних деформабилних материјалних сиСТема... 1 О 1 

(4.2) аА'= fgikgilС;јаёkldVо. 
УО 

Како је према ·(3.5) 

(4.3) 

јер су у (3.5) само параметри сА npоменљиви~ ~обивамо· 

(4.4) а А' = f gik gil tjJ ёооk1dvоаrf . 
УО 

За генералисане еластичне СИЈIе можемо сада писати 

(4.5) Х, а·Ј f-fk -д т - - dV: л = g g С;ј .. q erq есхщ о . 
УО 

Опште диференцијалне једначине кретаља сада ће гласати 

(4.6) ~ дТ _ дТ = ХО( + Х' , 
dt да'О( даО( о( 

где су ХО( генералисащ;; запремИнске силе~ а X~ генерарисане. ела­
стичне силе. 

Ако се посматрани материјални систем креће под једновременим 
дејством и заnpеминсI<ИX и еластичних сила није нужно да трансфо}:­
мације које карактеришу то кретаље буду у потnyноСТИ: инфинитези­
l\-laлне. Ово у толико пре што спољне запреминске силе, према томе 

. каквим је везама огранич,е~а слобода кретщьа посматраног тела, могу 
довести до је.Цновреl'4еног - у односу на известан број параметара;.­
деформабилног и - у односу на остале параметре - недеформабилног 
кретаља. За naraMeтpe у односу на које је крет.1ље деформабилно 
щ:етпостављаhемо да се мало разликују од вредности које имају у 
почетном положају, док остали могу имати произвољне вредности. 

За примену на конкретне проблеl\-lе потребно је одредити - или 
на ма који начин унапред познавати - трансформациону групу Gr 

која одређује карзктер посматраног кретаља; . док у случају недефор­
мабилног кретаља знамо да је то 6-параметарска група изометриCI<ИX 
трансформација еуклидског npостор~, чији нам је аналитички облик 
добро ПОЗНLТ, З1 деформабилно кретаље а prz'ori не можемо реhи ништа. 

За известан број проблеМl, међутим, потребне податке може да 
да еластостатика. ПреТПQставимо ли да се посматрани· еластични 

систем Сограничавамо се на хомогене изотrопне системе) креће под 
дејством запреминских сила Хј и да су дати гранични услови, поме­
раља t!- ~ј(л) морају у положају равнотеже да задовољавају систем 

Lamе-ових једначина 

) дl(О()l Х 
сО(лd~(О()ј + СЛ +!Ј. (,СХ --+ ј= О, 

дх' 
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где су ~C()i коваријантне координате вектора КОМIlоненталних поме­
рања, а ~C()l је прва инваријанта тензора ё(С()и КОМIlоненталне дефор­
мације. 

Нека је решеље статичког проблема облика 

иt = c~ 'I"(C()i ех) , 

где су 'I"(C()i међусобно независне фушщије положаја. Ако се решеље 
може изразити помоhу коначног збира тога облика, онда је кретаље 
истог тела у истом пољу сила и са истим граничним условима кара­

терисано групом инфинитезималних трансформација 

xi = xi + ui == Х' + d- ~i " ~i = -(;'1" '->ОЈ "о.) - g ОЈј 

при чему су ~ вредности параметара групе у равнотежном положају. 

5. ПРИМЕРИ 

Напред изложена општа разматраља примeниhемо на два елемен­
тарна примера. Један пример ће садржати једновремено деформабилно 
кретаље и недеформабилно, док ће се други односити искључиво на 
деформабилно. 

1. Раван хомогени кружнu елаcUiuчнu диск обрliе се око осе кроз 
средuшше, уйравне на диск. 

Нека су (У, q» у равни дv.ска непокретне поларне координате 
(просторне координате) тачака диска. Сматрајуhи центриФУГалну силу за 
запреминску, Lзmе-ове једначине дају за l<оординате вектора помераља 

Ur==U= ау3 + Ьу; и~ = О. 

Положај тачака диска (тј. конфшурација S за време кретаља) 
одређен је помоhу три параметра - а и Ь који одређују дилатацију 
полупречника и ос - угао обртаља диска. Ако као материјалне коор­
динате тачака диска уведемо поларне координате (Ј, ~ које се неће 
мељати за време кретаља, имамо 

у=т+и(у); q>=q>, 

па је, ако је Оху Descartes-ов систем координата у равни диска, са 
почетком у непомичном средишту О диска, 

х = r cos(q> + ос); у =у sin (q> + ос). 

Жива сила диска је ср је густина диска) 

2Т = Р fСХ'2 +у '2) dVo= 

УО 
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112 
-МR8 а'2+-МR2 [Ь'2+(1 + 2Ь) !Х'а] +-МR'(а'Ь' +аос'2). 
4 2 3 '. 

За поларне координате је grr= 1, ј<р<р=;8, тако да за КООРДИ­
Еате тензора деформације добивамо према (3.4) и (3.5): 

ё,.,. =ё 3а;2 + Ь; ё,.tp = О; ёtptp =,2 (ат2 + Ь) . 

Из (4.1) следи да су коваријантне координате напона 

ё" = 2аr2(2л + 3џ.) + 2Ь(л + џ.); trtp = О; itptp = 2r2(л + џ.) (2~T2 + Ь), 

.а контраваријантне координате Ёјј =јА gi1 tkl не бити 

trr"'Etrr; 'irIP = О; itptp ~ ~(л+ џ.)(2аrз + Ь). 
т2 

Према (4.3) имамо за виртуалне деформације 

8ё". = 3т2 8а + 8Ь; 8ё,.tp = О; 8ёсрtp = iЗ(Т28а + 8Ь), 

па из (4.5) добивамо изразе за генералисане еластичне силе 

X~=-2~R' [~ R2а(8Л+llџ.)+2Ь(Л+џ.)} 

X~=-2~R2 [~ R2a(4~+ 5(L)+'2Ь(Л+(L)]~ 

X~=O. 

1Iошто се диCl< обрне по инерцији, координате спољних сила су 

Xa=~=X!x=O' 

Диференцијалне једначине :кретаља (4.6) сада li.егласити 

{5.1) ~(~MR6 a:+~MR'b')'- ~MR'!X'2=X' 
dt 4 3 3 . а, 

(5.2) 

Ове се једнаЧlШе односе на параметре а и Ь У односу на које је кре­
'Таље деформа,фuIНО. Тре~naраметар осnpетста~. ЦИЮIИЧI<y КООРДИ­
Еату са одговарајyliим интегралом. ..... '.,' . , . 

(5.3) . !X'[~MR2 (1'+ 2b)+~klR"'a];= ,const. =~M.R2 ~.:'''' 
'2 . 3 " '2 'V 

. ,... . ~ . " ", , . ~ . ~~' . , . .... 
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Из диференцијалних једначина кретаља другог реда добићеАtО' 
услове рав1l0шеже ако йрешйосшавимо да нема убрзања~ тј. а" = Ь" = О. 
Ако обележимо угаону брзину обртаља диска са (1.' = си, из (5.1) и (5.2) 
добиhемо вредности параметара у равнотежној КОНфИГУрaIЏiји: 

1 рси2 
а. = - ---'----

2 4)..+ 7f1. 

Ако уведемо ознаку 

коваријантне координате тензора напона у равнотежној конфигурацији 
ве бити 

- 3 + ~ 2 R2 -2 1 + 3~ 2 -4 t =--рси r - --рси Т, 

"8 8 

док су фИЗИЧI<е координате 

- - - 3 + ~ 2 R2 1 + 3~ 2 -2 
tT = trr ; t, = -8- рси - -8- рси r . 

Ови изрази су идентични са одговарајуhим изразима које даје еласто­
стаТИl<а (в. на пример [5], стр. 98). 

Једначина (5.3) даје везу између параметара а и Ь, почетне угаоне 
брзине (1.0 и угаоне брзине (1.': 

4 
1+2b+-R2 a 

3 

одакле следи да угаона брзина не може бити константна ако се плоча 
деформише, сем уколико нису вредности параметара а и Ь довољно 
мале да смемо сматрати бројитељ да је једнак јединици. Бројитељ је 
једнак јединици кад између параметара а и Ь постоји веза 

6b+4R2 а= О, 

која у статичком случају није задовољена идентички, па а и Ь при­
ближно морају бити једнаки нули . 

. П. Тежак хомоген еласшuчан кружни ваљак са вершикалном осом 
слободно са деформише услед сойсшвеllе Шежине. 

Нека је М маса ваљка, У специфична тежина материјала, р = y{g 
густина, R полупречник основе и L дужина ваљка. z-oca се поклапа 
са осом BaљI<a и оријентисана је вертИl<ално навише. 
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Под претпоставном да је тачна А (O,O,L) ваљна непомична у 
простору и да ваљан не може да се обрliе оно те тачне, Lame-ове јед­
начине дају два ве:ктора помераља, 

па је нретаље одређено, 2-параметарсном групом инфинитезималних 
трансформатија 

где је 

Жива сила ваљна је 

2Т= р f (х'2 +у'2 +Z'2) dVo= 

УО 

Пошто је систем ноqрдината О х у z ортогонални Descartes-ов, непо­
средним диференцираљем ноордината ве:ктора помераља добивамо З1 
тензор деформације пр~ма (3.5) 

! -Ь2: О 
{ёиl={аёСа)б+ЬёСЬ)јјl= , О -bz 

, О О 

О ) 

a~ • 

За напоне имамо из Hooke-овог занона 

_ _ Е (аа-Ь) _ _ Е [а-а (а+ 2Ь)] 
tп = t22 = Z; tзз = ; ЕјЈ = О, i =F ј 

(1 + а) (1- 2а) (1 + а) (1- 2а ) 

где је Е YOung-ОВ моДУо, а cr Poisson-ова нонстанта еластичности. 

3апреминсна сила F = - у k = - р g k ј е нонста:нтна и делу ј е само 
у правцу осе ваљна; нано је 

8Z=~(Х2+у2)8Ь+~(Z2-L2) 8а, 
2 2 

за рад запреминске силе на помераљу 8z добив~М:о 

8А= f-rdVо8z=-у(: VR28b++VL28a)'. 

УО 
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Коефицијенти уз аа и аь јесу генералисане координате запреминске 
силе: 

1 X=--'rVL2 
а 3' , 

1 
Хь=--уVR2. 

4, 
Из израза за рад еластичних сила 

добивамо непосредно и генералисане координате еластичних сила у 
у односу на параметре а и Ь.: 

х = _ VL3E[(I-a)a-2ab] . 
а 3 (1 + а) (1- 2а) , 

х _ 2V L2 Е(аа-Ь) 
ь- 3 C1+a)(1-2a) 

Дифернцијалне јадначине кретаља су једначине облика (3.10): 

2МL~а,,-Ј:..МL2R2Ь"=Х +х 
15 3 а а' 

- Ј:.. ML2R2а" + ~МR2(2L2+R2)Ь'' =Хь+Х'. 
3 3 ь 

Према томе, ваљак који се деформише услед сопствене тежине 
кретаће се као материјални систем са два степена слободе. 

Равнотежна конфигурација ваљка је одређена са а" = О, Ь" = О, 
па се добивају за равнотежни положај следеliе вредности параметара 

a~ = _ ~ (1- ~ :~2); 

b~ = - ..r.[a-~ R2 (l-а)] 
Е 8 L2 ' 

тако да' су помераља 

~x=u=-b~zx; ~JI=v=-Ь~§z; 

Ови изрази задовољавају идентички услове равнотеже које даје 
еластостатика, али се разликују од израза који се обично налазе у 
уџбеницима теорије еластичности (в. на пример [5], стр. 36, или [6], 
сТр. 106). Овде добивени изрази ће'се свести на оне које налазимо 
у уџбеницима ако је. полупречник основе цилиндра R довољно мали 
у поређељу са дужином L. '. 

(Саойшшено 10-II-1960) 
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ON ТНЕ MOTION OF CONTINUOUS DEFORMAВLE MATERIAL 
SYSTEMS WITH А FINITE NUMBER OF PARAMETERS 

Ьу 

RASTKO STOJANOVIТCH (Веlgradе) 

In dynamics of continuous deformable "material systems lt 1S in 
some cases possible to describ~ the motion Ьу а finite continuous r-par~­
metric group Gr of transformations. In such cases the parameters of the 
group can Ье considered as coordinates of the system, and the motion 

, of the system can b~ interpreted as motion with the tinite number (f 
degrces of freedom, equal to the number of essential parameters (r) of 
the group Gr • ТЬе r-dimensional group space Пr with paramet~rs of 
th~ group as cordinates is th:: space of configurations of the system 
considered; Пr is а Riemannian space with the kinematical linе-еlеmшt 
ds2 = 2Т dt2 as а fundamental form, Т being the kinetic energy of th:: 
system. 

ТЬе differential equations of motion can Ье written as Lagrangean 
equations (2.23), reducing to the equations with constant соеffiсiшts 
(3.10) when the motion is describej Ьу а group of infinitesimal tran­
sformations; the co::fficients represent th~ generalized coefficients of 
inertia о! th~ system. 

As an i1ustration, the ditferential equations of motion are derived 
for rotation of а plain circular disk and for vibrations of а circular cylinder 
strached Ьу its own weight. ТЬе disk rotates in the horizontal plane 
about its fixed centre (the influence of gravity is neglect::d) and the motion 
has three d::grees of freedom: t\VO parrmeters are needed for determi­
nat;on of the di1atation of the radius and the third for dE'scription ot' the 
rigid 10tation. ТЬе cy1inder is supported in а suitable manner at its 
upper base (with axis vertical) and cscillates with two degreesof freedom 
аЬош the configuration of elastic equilibrium. 
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Д. М. СИМЕУНОВИЋ 

О КРИТЕРИЈУМИМА ЗА РЕШАВАЊЕ RICCATI-EBE 
ЈЕДНАЧИНЕ ПОМОЋУ КВАДРАТУРА 

Прво, D. BERNOULLI, ~ затим EULER, показали су да се специјална 
Riccati-ева једначина 

(1) 
d о 

2 +у2=л.ха. 
dx 

може решити квадратурама ако је у љој 

4k' 
(2) ot=--- (k=0,1,2, ... ) или ot=-2 (k~+oo). 

2k±1 
Lюuvп.LЕ је доказао да се за вреднос.ти параметра ot различите од 
(2) rешеље једначине (1) не може добити помоhу квадРатура нити да 
га је Moгyhe изразити у коначном облику оо помоhу елементарних 
функција. -

Што се тиче опniте Riccati-еве jeДHa~He 

(3) . dy + Ру2+ Qy +R= О, (Р =1= O~ R =1=0) 
~ .' • "0 

где су Р, Q, R произвољне функције од х, познато је да 'се она може 
свести на линеарну једначину, па щ;ема 'томе и решити помоhу ~­
дратура,ако јој се зна један, ма који, партикуларни интеграл. 

Међутим, у литератуrи се могу нам и многи специјални кри­
теријуми када је могуће опш'fY Riccati-еву једначину решити квадра­
турама. T~ критеријуми своде се на одређене релације које морају 
постојати између. коефицијената Р, Q, R. Riccati-еве једначине (3). 

Наводимо неке од тих критеријума: 

(4) 
, '( ) 4k R==epe-2fQdx Jpe-fQdХ dx -2k±1, (е константа); 

cnецијашiO, за k = О, следи одавде 

(5) R = ePe-2ј Qdx, 

(6) 
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р р+1 р р+1 

R= S 2Р+1 +PS 2Р+1 + 
--Р- ( QS2P+l + pPS -2ф+l)' _2L (QS2P+l +PPS-2P+1)2 

2Р 2Р 
(7) 2р 

+ CPS-2P+1, [S ... -(2р+ 1) JPdX, Р константа]; 

(8) 

(а, Ь, с произвољне функције од х, а С константа); 

(9) P+Q+R=O и оnштије a2P+abQ+b2R=0, (а и Ь константе); 

(10) 'У'-Р'f"2-Ф'У+R=О, где је Ф=-(Q+2Р1f"), 

(спеЦИја1ШО са Ф = О, Ф = - Q + 2y'P.R, Ф = ~ ~) ; 

( Р')' (11) P(a'+Pa2 +Qa+R)- Q+2Pa-р =0, (а фушщија од х). 

Критеријум (4) потиче од ПЕЈОВИЋ-а [1], (7) и (8) од l<лPАПАН­
ЏИЋ-а [2], (6) од БУГАЕВ-а [2], (5) од ABEL-a [3], (9) од KURENSKOG 
[3 стр. 23-24], (10) од МитриновиЋ..а [3 стр. 23-24], док критеријум 
(11) потиче од AbDELKADER-а [4]. 

У овом раду дајемо много општији критеријум, који наведене 
садржи као специјалне случајеве. Ипак, основни циљ нам је да ука­
жемо да је сваки такав критеријум еквивалентан захтеву да општа 
Riccati-ева једначина има партикуларни интеграл одређеног типа; у 
суштини, дакле, једино познаваље партикуларног интеграла омогућује 
интеграцију квадратурама. 

п 

Показаhемо сада да се сви горе наведени критеријуми могу до­
бити као специјални случајеви једног општијег критеријума, из којег 
се може извести специјализацијом још бесконачно много других раз­
них специјалних критеријума. При томе се нећемо обазирати на 
услове о егзистенцији интеграла, јер је извођеље чисто формалног 
карактера. 

Узеhемо произвољну функцију u (х) и извршити замену про­
менљивих 

(ot) 
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На тај начин ће се оnшта Riccati-ева једначина свести на канонички 
обmш 

(Ю 

где је 

(у) 

d"Yj . 
-+"Yj2=P(~), 
d~ 

P(~) = - - - + Ри2 + Qu + R е2 (Q+2Pи)dx. 1 (dU . ) f 
Pdx . 

Функцији P(~) у (~) Може се даПI облик какав се хоће, одакле с 
обзиром на (~) и (у) имамо 

(у') . ~: + N + Qu + R = - Ре-'" f (Q+2Pи}d" • F {Ј Ре- f (Q+2Pи)dx dx} . 
Видимо да се из (у') може наhи произвољно много веза за 

Р, Q, R при којима се фУНКIЏlји P(~) у (~) може даПI унапред одре­
ђен облик. За то је довољно да се произвољно ј функцији и(х) дају 
разне одређене вредности. 

ми ћемо се овде задржати на једном специјалном случају функ­
ције PC~) у једначини (~). Према .напред реченом, једначииа (~) моћн 
ће се решити квадратурама ако је у љој 

4Ао 

P(~) = лС2k:l:1 ' 

па ће се тада н дата општа Riccati-ева једначнна моhи решити ква-
дратурама. , 

Можемо, дакле, реhи: ако uосШоји функција и(х), консШанша л 
и цео 'uозuшиван број k, шако да је 

. 4Ао 

(12) ~: + Ри2+ Qu +R= _лРе-2f(Q+2Ри)dx • [Ј Ре - f(Q+2Pu)dx Јх ]-2Ао±1 , 

ойшша Шссаti-ева једначчuна може се решиши квадрашурама~' йри шоме 
долази у обзир и k=O и k~ + ОО.' . . 

III 

Узимајуhи специјалне и, k и л, добиhемо из (12) разне специ­
јалне критеријуме. Тако за и = О добијамо критеријум (4) 

4Ао 

(А) R = -~Pe -2fQdx. (f Ре- fQdx dX) -2Н:l. 

За k=O излази одавде критеријум (5) док за свако друrо k= 1,2, ... 
и k ~ + оо добија се други. 

Десна страна у (12) упроcтиhе се ако у љој узмемо u=-Q/2P. 
Тада добијамо, извршившИ све рачуне, 

(В) .4R=~+2(~)' -4лР(ЈРdХ)-2:~1. 
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За k = О имамо одавде критеријум (6), но за свако друго k = 1, 2, ... 
и k -+ + оо добиhе се други. 

Специјално за k = О, релација (12) гласи 

(С) du +Рu2+Оu+R=_лРе-2Ј(Q+2Рu)dх 
dx - • 

. Q р 
Критеријум (7) ће се добити кад се узме и= - - - -- , а 

. 2Р 2S 

-Ј!!...dХ f С J!!...dX I<РIтеријум (8) кад се узме и= -е а • -;е а dx. Уосталом, 

~lоже се у (е) узети за и шта се хоће; свако ново u даће и' нови 
критеријум. 

(D) 

Узмемо ли у (12) л=О, добиhемо 
du . 
- +Ри2 + Qu+R=O, 
dx 

што значи да за u ТРеба узети ма какав партикуларни интеграл дате 
I\.iccati-еве једначине, што је позната ствар. У критеријуму (9) узето 
је да она има константу у = а/Ь за партикуларни интеграл, специјално 
у= 1. У (10) је узето да је партикуларни интеграл у= -(Q+ф)/2Р, 
док је у (11) узет партикуларни интеграл у= -a(x)-Q{P+P'/P2. 

IV 

На сснови (D), јасно се види да критеријуми (9), (10) и (11) 
оперишу са уцапред датим партикуларним интегралима опште Riccati­
еве једначине: унапред дата функција у = ср (х, Р, Q, R) прогласи се 
партикуларним интегралом опште Riccati-еве једначине, па се онда 
добију услови за Р, Q, R под којима ве то бити (критеријум). Пошто 
је једном један партикуларни ИН'Iеграл познат, она се може свести 
на линеарну, тј. решити квадратурама. 

Показаhемо да је у основи ово принцип и у критеријумима (5) 
до (8). Тада се општа Riccati-ева једначина своди на канонички облик 

dYj - +Уј2=л, 
d~ . 

за коју је лако уочити партикуларни интеграл. На тај начин крите­
ријуми (5) до (8) не значе ништа друго него да су општој Riccati-евој 
једначини hametHYTI-I"редом ови партикуларни интеграли: 

V}:e -ЈQdх; - Q/2P + Гл; - Q/2P + p/2S + V'i: S-2:+1; 

ь ь 

е-Ј adx
( Vл - f : е Ј ~~ dx ). 

Слично се може показати и за општије критеријуме СА), СВ) и СС). 
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v 
Р. I<лmлнин [5] У једном, свом раду испитивао је да ли се може 

помоћу партикуларног интеграла диференцијалне једначине 

du 
(13) - = M1ym1 + Маyms + '," + Mkymk, О~7nз.<m:a'" <mk 

dx 

снизити степен ПОЈПШома на десној страни; овде су t1tj цели бројеви, 
а М; ма KaI<Вe функције од х, но које нису идентиЧICИ једнаке Нули. 
При томе се може преmоставити да бројеви t1tj-l немају заједниЧI<ОГ 
делитеља (редУКована једначина) јер, ако имају зајеДНИЧICИ делитељ v 
онда већ супституција у = у-у смаљује степен. 

Резултат, до кога је дошао Р. КAmAнин, је ово: да би, не прет- . 
постављајући ништа о функцијама M i , постојала за сваки партику,:, 
ларни интеграл Yl супституција У = rp(Yl'Y) којом не се смаљити степен 
полинома у редукованој једначини (13), потребно је и довољно да 
буде mk:S;;.2, тј. да једначина буде или Riccati-ева или линеарна. Иначе 
је то могуће постићи само код извесних Специјалних једначина тога 
типа, и то са нарочитим партикуларним интегралима,а не са сваким. 

Због свега овога је јасно откуда толики разноврсни и много­
бројни критеријуми за решавање опште Riccati-еве једначине помоћу 
I<Вaдpaтypa: од свих реДУКованих једначина облика (13) само се код 
Riccati-еве партикуларни интеграл може употребити за снижаваље 
степена ПОЈПШОма по У који У љој долази, тј. за свођеље на линеарну 
једначину, тј. за решаваље помоћу I<Вaдpaтypa. Свидо сада дати кри­
теријуми, ма '\којим начином да су добијени, нисуниmта друго него везе 
између Р, Q,R које се добијају када се извесна функција од x,PJQJR 
прогласи партикулирним интегралом опште Riccati-еве једначине. 

(Саойшшено 7-Х-1959) 
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SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE 

DE RICCATI А L'AIDE DE QUADRATURES 
Ри D. М. SIМEUNOVIC (Веlgrade) 

La transformation 

(а) ~ = f Pe-Ј(Q+2Рu)сЬ: ах, у = u +"1Ј e-ЈЩ+2Ри)сЬ:, 

О\1и represente une fonction arbitraire de x~ reduit 1'equation genera1e 
de Riccati 

(Ь) ау + Ру2 + Qy + R = О, 
ах 

а 1а forme 

(е) 

0\1 P(~) est donnee par 

(а) P(~) = - ~ (~: + Ри2 + Qu + R) iJ (Q+2Pu)cb:. 

Etant donne que PC~) est completement arbitraire, оп obtient, en 
tenant compte de (а), (Ь) et Са) 

(е) ~: + Ри2 + Qu+R = _Pe-2Ј (Q+2Рu)dХ F {! Pe-!Щ+2Ри)сЬ:ах}. 
En particи1ier, si F(~)=л~lX~ ).=const, «=-~, k=0,1, ... 

2k±1 
Сшете роuт k= оо, с. а. d. «= -2), l'equation Се) se reduit а l'щиа­
tion particи1iere de Riccati resoluble рат quadratures. Dans се cas lа ге-
1ation Се) prend Ја for-me 

СЛ 

4k 

аи +Ри2 + Qu+ R= _лРе-2!(Q+2Рu)сЬ: [fpe~(Q+2Pи)cb:dx J-2k±1' 
ах. 

Autrement dit: s'il existe la fonction и, 1а constante ). et un entier 
positif k tel que 1а condition (Л soit satisfaite, l'equation genera1e de 
Riccati СЬ) peut-etre resolue рат quadratures (les valeurs k = О et k = оо 
sont aussi admises). 

De cette maniere Ја relation СЛ est un critere general donant la 
solution de 1'c~quation de Riccati рат quadratures. En choisissant и, k et 
л d'une maniere convenable, оп obtient divers criteres connus1 : de Рвуо­
VlTCН (4), d'AвВL (5), de BOUGAEFF (6), de КлRлPANDZIТСН (7), (8), de 
KURENSKY (9), de MlТRINOVlTCН (10) et d'AвDВLКADER (11). 

Notre procble general те! en evidenceque tout critere resиlte en 
imposant а l'equation de Riccati une integrale particиliere. Autrement 
dit, si l'on impose une fonction donnee а l'avance (ј) Сх,Р, Q, R,) сотте 
l'integrale particuliere de l'equation de Riccati, оп obtient une re1ation 
entre Р, Q et R et cette relation est lе critere en question. 

1 Voir le texte en serbe. 
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БОГДАН БАЈШАНCI<И 

УВОЂЕЉЕ ТОПОЛОГИЈЕ ФАМИЛИЈОМ РЕЛАЦИЈА 

О. Постоји неколико појмова који се дефинишу у ОIПIIТем ме­
ТРИЧI<ом простору, али се не могу уоnштити на тополошке просторе. 

То су, на пример, својство низа тачака да буде l<ошиев, својство про­
стора да буде потпун, својство функције да буде униформно непрекидна. 
Та својства се не могу пренети у тополошке просторе, јер - као што 
је примерима лако показати - нису тополоШI<И инваријантна. Потреба 
за преношељем тих својстава на просторе оnштије од метриЧI<ИX, по­
треба која је била настала у вези са изучаваљем тополошких група, 
навела је Андре Вејла на ствараље такозваних униформних простора. 
Поред Вејловог поступка, постоји низ других поступака (преко гене­
ралисаних отстојања, преко фамилија псеудометрика, преко релације 
близине В. А. Ефремовича итд) који сви имају за циљ да генералишу 
раније поменуте појмове, дефинисане првобитно у метричкиМ просто­
рима, али сви су ти постухщи међусобно еквивалентни, и разлике 

t између љих су углавном терминолошке природе. 

Наш циљ је да покажемо да - као што једна произвољна фами­
лија потcкynова скупа Х на природан начин може да индуцира топо­
лошку структуру на скупу Х, на пр., ако се скупови дате фамИлије 
схвате као суббаза једне топологије - да слично томе произвољна 
фамилија потcкynова скупа ХхХ, или, друкчије речено, једна фамилија 
релација дефинисаних над истим скупом Х на природан начин гене­
рише извесне тополошке структуре на скупу Х. 

Најпре, на један сасвим тривиалан начин свака фамилија релација 
дефинисаних над истим скупом генерише једну фамилију рефлексивних 
и симетричних релација. Филтар peJIaIЏlja који има добијену фамилију 
З,а суббазу звahемо генералисаном униформном структуром. Свака гене­
ралисана униформна структура на један природан начин, као што hемо 
то ~оказати, генерише једну униформну структуру. 

У вези са појмом генералисане униформне ,структуре појављује 
се неколико питаља. 

Прво, постоје свакако два природна Щlчина на који једна гене­
ралисана униформна структура генерише једну тополошку структуру. 
Једну генерише директно, а другу посредно, као тополошку структуру 
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униформне структуре коју генерише. Показаhемо да су у општем случају 
те две тополошке структуре различите. ОДГОЈ:~ориhемо и на извесна 
питања у вези односа тих двеју топологија. 

Друго, поставља се питање која је класа тополошких простора 
чија се топологија може непосредно генерисати једном генералисаном 
униформном структуром. (Питање која је класа тополошких простор2. 
чија се топологија може посредним путем генералисати једном генера­
лисаном униформном структуром решено је познатом теоремом о по­
требним и довољним условима за један тополошки простор да би се 
у њега могла увести униформна топологија.) 

Нагласимо, на крају, да се у овом раду не даје никаква генерали­

зација теорије униформних·простора. Ми можемо дефинисати, на пример, 
Кошиеве низове тачака у сваком скупу који је снабдевен једном гене­
ралисаном униформном структуром. Да бисмо могли формулисати ста­
вове о Кошиевим низовима, на пример да бисмо могли одговорити на 
питање да ли је сваки конвергентан низ Кошиев, потребно је снабдети 
простор топологијом. Можемо га снабдети или топологијом коју дата 
генералисана униформна структура посредно генерише - и добијена 
теорија у том случају претставља само други вид излагања Вејлове 
теорије, или топологијом .непосредно генерисаном, али у том случају 
основни ставови - као, исти пример, да је сваки конвергентан низ 
Кошиев - без изузетка престају да важе. 

Ради прегледнијег излагања ми ћемо најпре дефинисати неколико 
појмова и увести неколико ознака. 

1. Композицијом двеју релација Pl и Р2 дефинисаних на скупу Х 
називамо релацију Р дефинисану на следеhи начин: 

хру онда и само онда кад постоји елемент Z скупа такав да је 
истовремено Х Pl Z И Z РзУ • 

Уобичајено је КОМПОЗИЦИју релација означавати кружиhем, писати, 
например, Р = Plo Р2' ми ћемо отступити од те ознаке и писаhемо 
Р = Pl + Р2' да бисмо јаче истакли аналогију метричких и униформних 
простора .. 

Дефинисана композиција релација јесте, што је једноставно по­
казати, асоцијативна. Наиме, за· сваке три релације Pl' Р2' Рз важи 

CPl + рз) + Рз = Pl + СР2 + Рв). 
Даље, писаhемо 1· Р = Р 

Ck+ l)p=kp+.p за сваки природан број k. 

Дакле, Х kp У значи да постоји· k-l елемената Zl' Z2"" Zk":'l У 
скупу над којим је р елаЩl ј а р дефинисана, таквих да је XPZl' ZlpZ2"'" 

Zk-l ру. 

Пресеком релација Pl и Рз називамо, као што је уобичајено, рела­
цију Р дефинисану на следеhи начин: хру еквивалентно. је са исказом 
даје истовремено XPIY и ~P2Y' Пишемо p=p1n Рао 
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Реhиhемо да .РелацИја Р има за пОследицу релацију р' и писаhемо 
Р = > р' ако из хру увек следи хр 'у . 

Ако је F фамилија РелацИја, са F означавамо фамилију свих по­
следща релација из Р, то јест 

F={7t IHp.pEF,p >~}" 

За једну фамилију F релација Р дефинисаних над истим:скупом 
Х реliи ћемо да образује филтар релација ако су испуљена следеhа два 
услова 

ј} ако је РЕР и р=> р' тада је Р'ЕР, 

Н) из P1EF, Р2ЕР следи Pl п Р2ЕР. 

За један потскуп В филтра релација F реliи ћемо да претставља 
базу филтра F ако свака релација из F јесте последща неке релације 
из В. 

Потребан и довољан услов да би дата фамилија В релација обра­
зовала базу филтра релација јесте, очшледно, да кад год две релације 
ПРШIадају скупу. В да тада љихов пресек буде последща неке релације 
из В. 

За један ПОТСКУП S филтра реЛar(Ија F реliи ћемо да претставља 
су6базу филтра F ако свака релација из F јесте послеДlЩa неког пресека 
коначно много релација из S. . 

Очшледно је да свака фамилија релација дефинисаних над истим 
скупом претставља суббазу неког филтра релација. 

Нека је F једна фамилија релација које су све дефинисане над 
истим скупом. Са Ћ, k природан број, означићемо 'фамилију свих ре­
лација оБЛИI<а k Р, тојест 

Fk = { k Р I Р Е Р} . 
Са pk, k природан број, означиhемо фамилију свих релација 

оБЛИI<a Pl + Р2 .... + Pk' то јест 

pk=!7tI7t=Pl+P2+",+Pk, РјЕР, i~1,2, ... kJ. 

Навешhемо некоЛИI<О тврђеља о овим изведеним скуповима ре­
лација, да би раЗЛИI<а у дефиницији униформних и генералисаних"уни­
формних структура била јаснија. 

Увек је Pk с pk. 
Ако је Р база једног филтра релација, Pk и pk претстављају базе 

једног истог филтра релација. довољно је показати да је Р!. база једног 
филтра релација. Нека 7t1,7t2CPk, Тада у Р постоје реЛаЦије Pl'. Р2 

такве да је 7tl = kPl" 7t2 = kpa. Пошто је Р база филтра, Р садржи релациу 
Р такву да Р => Pl nР2' Стога релација kp = 7t ПРШIaда Pk.Кaкo р =>Р1> 
Р => Ра, то kp' => kPl' kp => kp2' па према томе 7t = kp => kPl п 
kP2 = 7tl П 7t2' дакле Pk је база једног филтра релација. 
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Нека су све релације фамилије F рефлексивне. Тада је РНI с Fk, 

рНI С pk за сваки природан број k. Доказ. Нека је р произвољна рела­
ција из р. Тада kp припада Fk • Због рефлексивности релације р, ре­

лација kp има за последицу релацију (k+ l)р. Како Fk садржи релацију 
kp и сваку њену последицу, Fk садржи и релацију (k+ l)р. Слично се 
доказује и друга инклузија. 

Ако је F један филтар релација и ако је F с р2, тада је Fk с Fk+I' 
Fk С FkH. Доказ. Нека је р произвољна релација из р. Пошто она 

припада р2 , постоји релац~ја р' у F таква да је 2р' => р. Према томе, 
релација kp = (k-l) р + р последица је релације (k-l) р + 2р' која следи 
из релације (k + 1) (р п р'). Последња релација, међутим, припада Fk+I, 
јер р п р'-Ерипада р. Стога релација kp припада Ан. Свака рела­
ција из Fk као последица неке релације kp припада зато скупу Fk+l. 
Друга инклузија доказује се слично. 

Последња два закључка дају следеhу послеДIЩУ: 

Ако је F филтар рефлексивних релација и F с р2 , тада је F = Fk = Fk 
за сваки природан број k. 

·2. ДЕФИНИЦИЈА 1. Генералисаном униформном структуром на скупу 
Х називамо филтар G рефлексивних и симетричних релација дефини­
саних на х. 

Да бисмо показали што јасније разлику између униформних и 
генералисаних униформних структура, навешhе1'lЮ и дефиницију УНИ­
формних структура стилизовану на исти начин: 

Униформном структуром на скупу Х називамо филтар U рефлек­
сивних и симетричних релација дефинисаних на х, ако је U с и2 • 

Сваку базу (суббазу) поменутог филтра називаhемо у ова два 
случаја базом (суббазом) генералисане униформне, односно униформне 
структуре. 

Нека је G произвољна фамилија рефлексивних релација. Тада по-
стоји фамилија р, садржана у а, која има особину да је F с F k за сваки 
природан број k. Таква је, на пример, фамилија која се састоји од је­
дине релације р дефинисане помоhу: хру за свако х и у. Нека је Uунија 
свих фамилија р. Тада јеи с Uk за сваког k и U је максимална од свих 
фамилија са поменутим својством које су садржане у о. 

На сличан начин свакој генералисаној униформној структури G 
може се коренспондирати једна униформна структура и1 при чему у 
специјалном случају кад је G униформна структура, добијамо да је 
и=о. 

Међутим, дата дефиниција униформне структуре U кореспонди­
ране генералисаној униформној структури G разликује се од ефективне 
КОНСТРУIЩије структуре и. у првоме случају U је дефинисано помоhу 
и, наиме, дефинисано је дескриптивно, помоhу својстава која има, те 
стога да бисмо одговорили које релације припадају Uтреба да познајемо 
и. у другом случају U ће бити дефинисано конструктивно и да бисмо 
одговорили на питање да ШI одређена ре.rIaција припада или не струк-
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тури и, биће довољно познаваље структуре G. На тај Начин смо у стаљу 
да све резултате о униформним структурама изразимо у терминима 
генералисаних униформних структура, и да дамо једно алтернативно 
излaraље теорије униформних простора. Конструкција коју ћемо дати 
нема за нас других интереса о<:им поменутих и неће бити коришfiена 
даље. 

Постављени задатак може се решити на два начина: диреl<ТНО 
се свакој генералисаној униформној структури конструише одговарајућа 
униформна структура, или индиректно, произвољној бази генералисане 
униформне структуре кореспондира се фамилија релација која прет­
ставља суббазу једне генералисане униформне структуре. ми ћемо 
дати другу КОНСТРУI<ЦИју, јер је она једноставнија, и доказаћемо да је 
резултат једнозначно одређен, то јест да не зависи од изабране базе 
генералисане униформне структуре. 

Констру!щију ћемо извршити за један случај који је оnurtији од 
нашег, наиме произвољној фамилији F рефлексивних релација форми­
раћемо максималну фамилију и садржану у F која има својство да је 
садржана у Uk за свако k. 

Ради ове конструкције потребна су нам два нова појма, појам 
нормазшог низа и појам реДУIЩИје фамилије релација. 

ДвФИНИЦИ]А 2. Нека је F произвољна фамилија релација дефини­
санихнад истим скупом. За низ Iрn) релација из F рећи ћемо да је нор­
малан низ релација ако за свака два природна броја k и р важи да 

(1)рр=> kPkP' 

Очигледно је да се у свакој фамилији F рефлексивних релација 
дефинисаних над истим скупом могу образовати нормални низови ре­
лација. Наnpимер, нека је 8 произвољна релација из F. Тада је низ 
(8n) , 8n = 8 за свако п, један нормалан низ рела.цИја. . 

ДВФИНИЦИЈА 3. Нека је F произвољна фамилија релација дефи­
нисаних над истим скупом Х. Нека је сваком нормалном низу (8nl рела­
ција F кореcnондирана релација е дефинисана на Х помоћу 

(2) хеу онда и само оНда кад постоји п таЈ<ВО да је xn8nу. 

Скуп тако дефинисаних релација е називамо редукцијом R(F) 
фамилије F. 

СТАВ 1. Нека 'СУ G, Н йроизвољне фамилије рефмксивнux релација 
дефинисаних над исшшt скуйом, и нека је G= G. Тада је 

(i) R CG) с G, 
СЩ R CG) с [R(GЉ за сваки йриродан број k, 
(Ш) из Н с G, Н с Hk следи Н с R(G). 

Доказ. О) Свака релација е из R(G) последица је неке релације 
из G, дакле припада G = G . 
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Релација е дефинисана је не:ким. нормалним низом релација {еЦ. Из 
x81y следи да постоји п такво да је xn8nу, дакле хеу. 

(Н) Пошто је G фамилија рефлексивних релација, дефиниција 
релације е која је дата у (2) еквивалентна је следећој дефиницији 

(
3) хеу онда и само онда кад постоји N такво да је xn8nу за све п 

који су мултипли од N. 
Довољно је да покажемо да су искази xn8nу за све п који су 

мултипли од N и xN8Ny е:квивалентни. 
Пошто је низ релација (8nl нормалан, из (1) следи да за n=kN 

'iiN=> k'iikN. Како су релације 8n рефлексивне, биће N8N => Nk8kN == n8n , 

што је требало доказати. 

Нека је р једна релација из R(G). Потребно је да докажемо да р 
припада скупу [R(G)]k' то јест да постоји релација р' у R(G) таква да 
је kp'=p. 

РелаЦИја р дефинисана је неким нормалним низом {1tnJ релација 
из а. Према' (1) "Р=> 11tkP што даје специјално "IФ=> 11tklP за све 
k, 1, р. Стога је низ {1tknl такође нормалан. Означимо релацију редукције 
дефинисану тим низом са р'. Тада xkp'y значи да постоји k-l тачака 
Zl' ZЗ, ... , Zk-l таквих да је истовремено хр'Zl'ZlР'zз, ... , Zk-1P' у. Међу­
тим, ZjP'Zj+l' i=O,I, ••. ,k-l, где смо ставили Zo=X,Zk=y, значи, 
према (3), да постоје Ni такви да за све п који су мултипли од N j , 

k-l 
Zjn1tknzin за свако i=O,l, ... ,k-l. Дакле, ако ставимо N= ПNј,има-

;=0 
ћемо, за свако i=O,I, ... ,k-l, ZjN1tkNZj+1. Одателе следи XkN1tkNY. 
Према дефИНИЦИји (2) релације р доказано је да је хру, д:кале, kp'=> р. 
Из хру следи, према (3), да постоји N такво да је Xn1tnY за све п који 
су мултипли од N; Специјално xkN1tknY, одакле следи да постоји 
k-l тачака Zj,i=1,2, ... ,k-l таквих да је XN1tkNZ1' ... ' Zk-1N1tkNУ. 
Према (2) XP'Zl,ZlP'Z2, ... ,Zk-1Р'у, одакле следи хkр'у.Дакле р=> kp'. 

из kp'=>p и р=> kp' следи р= kp'. 
(Ш) Нека је ћЕН. Због hEHk постоји за свако k релација hk у Н 

таква да је h=khk • 

Могућно је да постоје за исто k различите релације hkE Н такве 
да је ћ= khk • Да бисмо избегли ту вишезначност која би нам оне­
могуhила да спроведемо доказ, поступићемо на следећи начин. 

Изаберимо најпре једну релацији ћ21 из Н такву да је ћ= 2h21 • 

Изаберимо даље једну релацију ћ31 из Н такву да је ћ21 = 3ћЗ1 и, 
УОIШIте, изаберимо релацију h(n+1)1 такву да је ћn! = (n+ 1) h(n+1)I. Ста­
вимо најзад hk=(k-l)!hk! за сваl<И природан број k, што је лако 
видети да је у сагласности са претходно датом дефиницијом у слу­
чају када је k факторијел. 

Формирај мо низ релација (hkl. Тај низ је нормалан низ јер је 

hk=(k-l)! hkl= (k-l)! (k+ 1)(k+2) ... (kp) h(kP)1 = (lф)! hџ.р)1 = 
k 

= Р (kp-l)! ћџ.Р)1 = phkP • 
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Како Н С G, то релација Х ={h,.J f;: R (G) . 

С друге стране, хху значи да постоји једно п такво да је 
xnh"y, што је еюзивалентно са xhy. Дакле~ h=.x ER(G). Према 
томе, Н С R(G). 

Као последицу става Добијамо следеlш резултат. 

Нека је G генералиеана униформна структура. Тадафилтар и 
чија је суббаза R( G) има својство. да је и с: ,fh. . Наиме, неКа је ,. релација 
из и. Тада постоје релације Pl,PS, ... ,pnER(G) такве да Pln рап ... 
п Рn=>'" Како је Рј= kPik' где PikER(G), то имамо,· стављајуlш 

Plk п P2k п ... п Pnk =,.' Е и, • 
Ь' =k(Plk П Рм п ... п Рnk)=> kplk п kp2k п ... п kpnk = Pl П Раоо. П Рn =", 

па за свако ,. из и следи да постоји ,.' у и такво да је ,.' после­
дица од k,.'. 

На основу претходне примедбе, а како из дефИIIIЩИје з следи 
непосредно да ако је G фамилија рефлексив1ШХ, односно симетриtffiИX 
релација, тада је, и R(G) фамилија рефлексив1ШХ, односно симетричних 
релација, добијамо да и претставља униформиу структуру. 

3. Нека је на скупу Е дефинисана генералисана униформна струк­
тура G. 

Посматрајмо Фамилију о скупова Х С Е који имају следеће свој­
ство: свакој тачки х ЕХ одговара релација Е Е G тако да из ХЕУ следи 
УЕХ. 

Да бисмо показали да скупови фамилије О претстављају отворене 
скупове једне. топологије, довољно је да покажемо ,следеће: 

(ј) Унија скупова фамилије О јесте један скуп фамилије О. 

(јј) Пресек коначно много скупова фамилије О јесте скуп фа­
милије О. 

(ј) Нека је Х = иосеА Хос, нека сваки од скупова Хос, ОСЕА, припада 
фамилији О, и нека је х произвољна тачка скупа Х. Тада постоји ОСо Е А 
такво да х Е Ха.о. Како ХОСО припада фамилији О, постоји релација Е таква 
да изх ЕУ следи У Е Хсхо С Х. 

(јј) Нека је Х = nосеА Хсх , А коначан скуп индекса, нека сваки од 
скупова Хос, ОС Е А припада фамилији О, и нека је х произвољна тачка 
скупа Х. Тада х припада свакоме од скупова Хос, ОСЕА. Како ТИ' скупови 
припадају Фамилији О, постоје у G релације ЕIX , ОС Е А, такве да изх ЕIXУ 
следи У Е Хос. Пошто је А коначан скуп, број релација ЕОС је коначан. 
Како jeG филтар релацИја и садржи све релације ЕIX,садржи и љихов 
пресек, релацију Е, из које следи свака релација E~. Поематрајмо скуп 
тачака У простора.х таквих да је ХЕУ. Свака таква тачка У припада 
свакоме од скупова ХIX , ОС ~ А ) . јер из х Е У следи х &ОС У, одакле произи-

/ 
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лази у Е X(f.. Према томе, свака од тачака у припада СКУПУ Х, што 
значи да скуп Х припада фамилији о. 

Ако желимо, дакле, да у једном генералисаном униформном про­
стору индуцирамо топологију преко отворених скупова, чиним.о .то на 
исти начин као и у униформним просторима. 

Међутим, MOГYhнo је у униформним просторима генерисати 
исту тополошку структуру И на други начин, на пример, најуобича­
јенији начин јесте генерисаље тополошке структуре дефиницијом око­
лина у униформном простору. 

Посматрајмо фамилију скупова Ve;(X) = (у I xzyJ, ХЕ Е, ZEG. У уни­
формним просторима та фамилија скупова образује један систем 
околина генерисаног тополошког простора. Код генералисаних уни­
формних структура, у општем случају, то тврђеље није тачно. Наиме, 
фамилија скупова Ve;(X) , Х Е Е, ::: Е а, или претставља систем окоЛина 
једног тополошког простора СИ тада је топологија тог простора иден­
тична са топологијом коју смо увели преко отворених скупова) или не 
претставља систем околина ниједног тополошког простора. Да бисмо 
доказали последљу МОГУћНОСТ, довољан је један пример. Нека је Е 
скуп реалних бројева, нека генералисана униформна структура G буде 
дефинисана својом базом која садржи једну једину релацију Е, при 
чему Х z у значи I Х - у 1< 1. .'\.ко би скупови Ve (Х) , Х Е Е, е Е а, 
образовали систем околина једног тополошкогпростора, тада би свака 
околина тачке х садржала једну околину од Х која би била околина 
сваке своје тачке. Пошто релација е; није последица ниједне Друге ре­
лације из а, скуп бројева у таквих да је IX - у 1< 1 за фиксирано Х 
морао би бити 'околина сваке своје тачке. Када би то било, из 
I х - у I < 1 и I у - z 1 < 1 слеДИЈIO би I Х - Z I < 1, што очигледно 
није случај. Општији пример исте врсте: ако база од G садржи 
само једну релцаију, да би фамилија скупова Ve Сх), Х Е Е, е; Е а, пред­
стављала систе1'l1 околина једног тополошког простора потребно је 
и довољно да релација е; буде транзитивна. 

I . 

Поставља се питаље шта у простору Е У који је топологија уведена 
на описани начин претстављају скупови Ve (Х), Х Е Е, е; Е G. Лако је 
показати да систем тих скупова задовољава следеhе услове: 

а) Сваки скуп фамилије Ve (х) садржи тачку Х. 

Ь) Пресек два скупа фамилије Ve; (Х) ~адржи неки скуп фами­
лије Ve(x). 

с) Скуп чији потскуп припада фамилији Ve; (Х) И сам припада 
фамилији Ve(x). 

d) Сваки отворен скуп топол:ошког простора Е који садржи тачку 
Х припада фамилији Ve (х). 

е) Скуп који са сваком својом таЧКОl\\ Х садржи и скуп фамилије 
Ve (х) јесте отворен скуп тополошког простора. 
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Сваки систем СI<упова једног ТОПОЛОШI<ОГ простора наЗtfваliемо 
системом псеУДООI<олина тог ТОПОЛОШI<ОГ простора aI<o задовољава 

услове а) - е). 

Очигледно је из дефиниције да систем ОI<олина ТОПОЛОШI<ОГ 
простора Е јесте специјалан систем псеУДООI<олина простора Е. Даље, 
из с) и d) следи да сваки систем псеУДООI<олина од Е садржи систем 
ОI<олина простора Е. 

РазЛИI<Y између система ОI<олина и система псеУДООI<олина прет­
ставља чиљеница да У дефиницији последљих не захтевамо да CBaI<a 
псеуДООI<олина садржи псеУДООI<ОЛИНУ I<oja би била· псеУДООI<олина 
CBaI<e своје таЧI<е. 

Очигледно је да један тополошки простор може садржати разне 
системе псеУДООI<ОЛИна. Например, посматрајмо простор I<оји садржи 
беСI<оначно много тачаI<а и I<оји је снабдевен најгрубљом T1 топологијОl'll 
(то јест HeI<a је један СI<yП таЧI<а у том простору затворен онда и само 
онда I<aд је I<оначав:). HeI<a је х једна произвољна таЧI<а тог простора. 
CBaI<Oj тачI<И простора I<оренсподирамо један систем СI<упова на следеnи 
начин: тачI<И х све беСI<оначне СI<упове I<оји садрже х, CBaI<Oj другој 
тачки љен систем ОI<олина. Добијени систем с:купова не претставља· 
систем ОI<олина, већ систем псеУДООI<олина. 

,Међутим, ЛaI<О је приметити да је појава система псеУДООI<олина 
доста изузетна, да се I<ОД простора у I<ојима влада јача сепарација не 
могу појавити системи псеУДООI<олина различити од система ОI<Олина~ 

На пример, у једном Хаусдорфовом простору I<оји задовољава 
прву aI<СИОМУ пребројивости сваI<И систем щ:еУДООI<олина је систем 
ОI<олина. Да бисмо то ПОI<азали, претпоставимо да је Р једна псеудо­
ОI<олина једне таЧI<е х тог простора, и да она није ОI<олина таЧI<е х. Тада 
CBaI<a ОI<олина таЧI<е х садржи таЧI<е из СР. Према томе, х је таЧI<а наго­
милавања за СР. Пошто, на основу прве аI<сиоме пребјюјивости, таЧI<а 
х има пребројиву ОI<ОЛИНСI<У базу, то СР садржи низ IxnJ = м I<оји 
I<онвергира I<a х. Пошто је простор Хаусдорфов, тај низ нема других 
тачаI<а нЭ,Гомилаваља. Стога је сI<yп М u (хЈ затворен. Према томе 
СМ" IxJ је отворен СI<УП. СI<УП СМ садржи псеУДООI<ОЛИНУ Р таЧI<е 
х и ОI<ОЛИИУ СМ " IxJ CBaI<e друге своје таЧI<е. Стога је отворен. Онда 
је СI<УП М затворен. Али СI<yП М не садржи х иаI<О му је х таЧI<а нагоми­
лавања. Стога у посматраном простору не могу постојати системи псеудо­
ОI<Олина различити од система ОI<Олина. 

4. Да бисмо ПОI<азали да топологија Т индуцирана генералисаном 
униформном CТPYI<ТYPOM G на начин описан у тачки 3 и топологија т' 
на. истом СI<УПУ индуцирана униформном CТPYI<ТYPOM I<oja је генерисана 
помоliу G, нису у општем случају идентичне, довољан је пример. Пример 
I<оји дајемо ПОI<азаliе знатно више: топологија Т у општем случају може 
бити тaI<Вa да -- не само униформна CТPYI<тypa генерисана помоliу G, 
-- већ ниједна униформна cтpYI<тypa не може генерисати Т. 
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Дефинишимо на скупу реалних бројева следеhи низ IpnJ релација 

f Х = О, У = скуп природних бројева ~ 2, 

х=n, i~n, YE(n-~, n+ ~), 
, п 

ХрјУ 

у Е(n ~ -Т, n++), х=n, i < п, 

3 
xi=O, n,-, У=Х. t 2 

Помоhу низа Ipn) дефинишимо низlо:n ) релација на следеhи начин: 
ХО:nУ ОЈЩа и само онда кад је бар један од следеhиx исказа тачан 
ХРnУ, УРnХ, х=у. Релације О:n су рефлексивне, симетричне и, пошто 
О:n => О:т за т < п, претстављају базу једне генералисане униформне 
структуре G, чију ћемо топологију, непосредно ИНДУЦирану, означити 
са Т. 

Сваки отворен скуп О топологије Т који садржи тачку О мора 
садржати све тачке које су у једној о: релацији са О. Међутим за свако 
0:, тачкаО је у релацији са свим тачкама n. Према томе скуп О мора 
садржати све тачке 11.' Пошто садржи тачку П, он мора садржати и 
све тачке (п _l/n, П + l/n) , јер за свако о: те су тачке у о: релацији са n. 
Међутим, скуп који се састоји од тачке О и свих тачака интервала 
(п - t /n' п + l/n) јесте отворен скуп, пошто са тачком О садржи и све 
тачке које су с љом у 0:1 релацији, са сваком тачком п све тачке које 
су са љом у релацији En, и најзад, са сваком тачком Х из (n- 1/n, п + l/n) 
све тачке Koie су с љом у релацији En+t, t=2(2x-3)-I. Дакле, скуп О 
је најмаљи отворен скуп који садржи тачку О. . 

Међутим, со није отворен скуп, јер свака околина тачке 3/2 са­
држи тачке које не припадају со. Посматрајмо затворен скуп СО и 
тачку О. Кад би постојале дисјунктне околине 01' и 02 тога скупа и 
те тачке, тада би 01 П 02 = 0. Међутим, 02 садржи скуп о, као нај­
маљи отворен скуп који садржи тачку О. Стога би 01 С со, па би било 

. 01 = со, што није могућно јер СО није отворен скуп. Према томе, по­
сматрани тополошки простор није, регуларан, па утолико пре ни ком­

плетно регуларан те љегова топологија не може бит генерисана ни­
једном унифорМном структуром. 

5. СТАВ 2.ПоШребан и довољан услов да би йосшојала генерали­
сана униформна сшРукшура која би индуцирала дашу шойологију шойо­

ло;,џког йросШора Т; јесше да йосшоји сисшем йсеудооколина Рйросшора 
Т шакав да, ако је Р йроиз~ољm~ зашвор~н скуйџз Т, Х йроизвољна 
шачка .из ср, да шада у Р йосшоји йсеудооколина скуйа Р 'која не 
садржи шачку Х. 
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ПОСЛЕДИЦА. Свака Тсшойологuја .може се uндуцuрашu једно.м 
генералuсано.м унuфор.мно.м сШрукшуро.м. 

, . 
Доказ. (i) Услов j~ .џотребан. Претпоставимо да постоји генера­

лисан~ униформна структура G = {е:Ј. која индуцира једну топологију 
која не задовољава поменути ус.дов. Тада. за ',СВaIOI систем псеудо­

. окоЛИНа Р ПОC'rоји затворен сI<yII.F,и таЧЈ<е,Х.Е СЕ, у Е Р, такве да свака 
псеудооколина тачке у садржи х. Тада за сваку. релацију е: из G важи 
да,уе:х,. јер би у супротном случају G индуцирало СИС1.'ем псеудоокоЛШla 
Р' у коме у има псеудооколину која не садржи х. Пошто су релације е: 
симетрцчне важило .би за свако у, хе:у. Према томе, свака ш;еудо­
околина од х садржалабиу. Специјално, сваки отворен скуп· који садржи 
х садржао биу, ца биу Е СР, што је у КОНТРa.диI<ЦИји са претпоставком. 

(и)" Услов је довољан. Постоји' по претпоставци један систем 
псеудооколина Р такав да -- ако је F јатворен скуп их тачка ван тог 
скупа - тада постоји у Р псеудооколина од F која не садржи х. Ради­
ћемо непрекидно у једном таквом, унапред фИI<сираном, СИСТe.z\'[у псеу­
дооколина Р. 

Помоliу система псеудооколина Р дефинисаliемо j~H скуп ре­
лација, за које ћемо показати да 'претстављају једну генералисану уни­
формну структуру G. Затим ћемо показати да је топологија генерисана 
помоliу G идентична топологији простора Т. 

Посматрајмо једну фамилију С псеудоокоЛШla из Р која садржи 
псеуiџ)Околину сваке тачке простора. Т. Такву фамилију назив.aliемо 
покриваљем простора Т. Свако покриваље генерише на j~ocтaвaн 
начин једну рефлексивну и симетричну релацију е: дефщmсану на сле-. 
деliи начин: хе:у значи да у припада унији псеудоокоЛШla из С које 
садрже х. Пресеком С два покриваља С1 и С2 назовимо онај скуп псеудо­
околина који садржи сваки пресек сваке .псеудооколине из С1 са сваком 
псеудооколином из Са. Очигледно ј е да пресек С претставља. ј ~o 
покриваље простора Т, јер пресек две псеудооколине исте таЧЈ<е у 
истом систему псеудооколина претставља псеудооколину те таЧЈ<е. 

Рела,ција е: коју С дефинише има за поCJiедицу релацију е:1 П е:.. Да 
бисмо тО доказали, приметимо да иЗ хе:у следи дау приriaдa унији псеудо 
око.лиНа из С које садрже х . Значи да у припада једној псеУдOQКОЛИНИ 
О из С која садржи х. Тада j~ О пресек двеју псеудооколиНа 01 и О. 
из С1, односно Са. Стога је О с 01' О с 02 . Према томе, и 01 и О. су псеудо­
о~олинеи садрже хиу. Стога је хе:1у, хе:2У' Дакле е:=> e:l n.е:2' Значи, 
ако посматрамо скуп свих покриваља простора Т, он генерише једну 
фамилију G рефлексивIЩX и симетричних релација која. претставЉа 
базу једног филтра, дакле базу једне генералисанеуниформне струщуре. 

Потребно је да.ПО:кажемо да је топодогија простора Т идентична 
топологији генерисаној помоliу G, то јест да сваки отвореНСI<yП.прве 
ТОПОЛОГИје.јесте. отворен.ску:п друге топологије, и обратно,. 

Покaяarnо да сваки отворен скуп О из Т јесте отворен скуп топо-, 
логије генерисане помоliу·. G, За то је довољно да покажеМО да сваком 
х из О одговара једна рела,ција е: из G таква да из хе:у слеДИУЕО. ЈСон-
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струисаћемо ту релацију е:. Постоји по претпоставци псеУДооколина Р1 
затвореног скупа СО која не садржи х. на основу дефиниције псеудо­
околине скупа тачака и на основу чињенице да сваки скуп који садржи 

псеудооколину неке тачке јесте псеудооколина те тачке следи да је 
Р1 псеудооколина сваке тачке из СО. Даље, отворен скуп О је псеудо­
околина сваке своје тачке. Стога скупови P1 и О образују једно покривање 
простора Т. Релација дефинисана тим покривањем је таква да из хе:у 
следи у::еО, јер у супротном случају постојала би нека тачка у из СО 
чија би псеудооколина P1 садржала Х, што је супротно дефиницији 
скупа Р1 • 

Најзад, да сваки отворен скуп генерисан ПОМОћУ G јесте отворен 
скуп тополоmје Т, очигледно је. Јер, ако сваком х из О одговара е: 
из G такво да О садржи све у који се налазе у е: релацији са х, онда О 
садржи све у који припадају некој унији псеудооколина једног по­
кривања које садрже х, па О садржи утолико пре све у који припадају 
једној псеудооколини тачке Х, па је отворен скуп топологије Т. 

Учинимо на крају још једну напомену. 
Услов сепарације Т1 - наиме услов да, ако су х иу две произвољне 

тачке простора, да тада постоји околина од х која не садржи у и околина 
од у која не садржи х - еквивалентан је привидно оnштијем услову -
да постоји псеудооколина од х која не садржи у, и псеудооколина од 
у која не садржи х, што је лако видети. Могло би се поверовати стога 
да је услов нашег става еквивалентан следеhем, на изглед јачем, услову: 
ако је F затворен скуп који не садржи тачку х, тада постоји отворен 
скуп који садржи Р, а не садржи х. Међутим, овај услов није екви­
валентан услову става. Например, овај услов не задовољава простор 
наведен као ПРИl~ер у тачки 4, али тај простор очигледно задовољава 
услов нашег става. 

6. У услову става 2 јавља се појам псеудооколине. Да бисмо, 
тај појам избегли преформулисahемо став 2. Доказаhемо~ наиме, да 
важи 

СтАВ 2'. Пошребан и довољан услов да би Uoсшојала генерали­
сана унuформна cUiРУкшура која би индуцирала дашу шоuологију шойо­
лошког йросiiioра Т јесше да сваки коначан скуй у Т који је йресек 
неке фамилије ошiюренux скуйова буде заШворен. 

Доказ. Довољно је, очигледно, да докажемо еквивалентност 
услова у ставовима 2 и 2', то јест да покащемо да су следеhа два 
тврђења еквивалентна: 

Са) Постоји систем псеудооколина Р у простору Т такав да ако је 
F произвољан затворен скуп из Т, х ·произвољна тачка из Т, која 
не припада Р, да тада у систему Р постоји псеудооколина скупа F 
која не садржи х. 

(d) CвaIOI коначан скуп који је пресек фамилије отворених ску­
пова јесте заТВОреН. 

Увешhемо, ради прегледности доказа, и ознаке за следеhа два 
тврђења: 
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(Ь) Постоји систем псеудо~коЈШНа Р у простору Т такав да ако 
је Х произвољ~ тачка из Т која има ОК~ЈШну која не садржи тачку У, 
тада у Р ПОСТОЈИ псеудоокоЈШна од У КОЈа не садржи· х. 

(е) Ако са Т' озна~' тополошку структуру генерисану на 
простору Е помоћу љегове топологије Т на следећи начин 

Т' је топологија директно генерисана системом псеУДОоколина 
чију суббазу претстављају сви скупови који се могу приказатИ као 
V(x),(y!, при чему је V(x) нека ОКОЈШна тачке Х у топологији Т, 
и У нека тачка из Е која у топологији Т има околину која не садржи 
Х, тада је 

Т' с Т. 

Еквиваленцију тврђеља (а) и (d) Доказаћемо тиме што ћемо 
установити да важе следеће импликације 

(а)=> (Ь)=> (d)=> (е)=> (Ь)=> (а). 

(а)=> (Ь). Нека је V(x) окоmrna од Х која не садржи у. Тада 
постоји отворен скуп О који садржи Х али неи У. Комплемент тог 
скупа је затворен, садржи У и не саДРЖИ х. Према (а) постоји у Р 
псеудооколина тог скупа СО која садржи У, али не и је. Та псеудо-
околина од СО је и псеудоокоЈШНа од у. . 

(Ь)=>(d).Претпостэвимодаје К коначан скуп који се може прика­
зати као пресек фамилије отворених скупова. Показаћемо да је при услову 
(Ь) скуп СК отворен. Ради тога је довољно да покажемо да у систему 
псеУДООКОЈШна Р из услова (Ь) скуп СК са сваком тачком садржи и 
једну љезину псеудооколину. Нека су елементи од К, x1 , Х2 • ... , Xk' 

Нека је У произвољна тачка из СК. Постоји отворен скуп који садржи 
К а не садржи у. (У супротном случају пресек свих отворених ску­
пова који садрже К садржао би и у, те К не би био пресек фами­
ЈШје отворених скупова.) Према услову (Ь), пошто постоји околина 
тачака Хј, i = 1,2, ... , k која не садржи у, постоје у Р псеудооколине 
од у, Рј(у), које не садрже Хј, i = 1,2, ... , k. Пресек nj~l Рј(у) је псе­
удооколина од У која не садржи ни један од елемената из k, те према 
томе лежи у СК. Дакле, СК је отворен, па је К затворен скуп, 

(d) => (е). Нека је О' произвољан отворен скуп топологије Т'. 
Тада је О' = Ц:rЕО'Р(х) где се свако Р(х) може приказати у облику 

Р(х) = О(х) "W(x) , 

при чему је О(х) отворен скуп топологије Т који qlдpЖИ Х, а W(x) сО(х) 
коначан скуп такав 'да за свако ,у Е W(x) постоји У топологији Т око­
лина од у која не садржи х. Означимо са W,,(x) скуп свих оних еле­
мената из W(y) који имају особину да се око љих могу описаm 
отворени скупови који не садрже х. Можемо писати 
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0'= u u (O(y),,-Wу(Х» 
уеОхеР(у) 

Потребно је да покажемо да је скуп О' отворен скуп топологије Т. 
Ради тога је довољно да покажемо да је за свако у скуп 

Q(y) = U СО(у) "-Wy(x») 
хеР(у) 

отворен скуп топологије Т. 

Приметимо, најпре, да је О(у):Ј Q(y):J O(y),-W(y). Стога је 
Q(y) = О(у) "Z(y) , при чему је Z(y) с Q(y), Z(y) п CWy(x) =" за свако 
х Е О(у) "- W(y) и Z(y) коначан скуп. Међутим, из ~=Z(y) п CWy(X) 
за свако х Е О(у) "- W(y), следи Z(y) с Wy(X) за све х Е О(у) " W(y). 

Покажимо да за свако х Е CZ(y) постоји отворен скуп топологије 
т који садржи Z(y) а не садржи Х. Разликоваhемо три случаја 

(i) х Е СО(у) , 

(н) х Е О(у),,- W(y) , 

(Ш) х Е W(y),,-Z(y) . 

(i) О(у) је отворен скуп, садржи Z(y), не садржи х. 

(Н) Како је Z(y) коначан скуп, нека су љегови елементи Zl' Z2' 

••• , Zk. За произвољно х Е О(у) ,-W(y) имаhемо да је Z; Е Wy(x) за i = 1, 
2, ... ,k. Стога, према дефишщији скупа Wy(x), постоје отворени ску­
пови О;, i = 1, 2, ... , k који садрже Z; а не садрже х. Унија тих k отво­
рених скупова јесте отворен скуп који садржи Z (у) а не садржи х. 

(Ш) Претпоставимо да у овом случају наше тврђеље није тачно. 
Тада би постојало Zl Е Z(y) И ХО Е W(y) , Z(y) такви да би сваки отво­
рени скуп који садржи Zl садржао и Хо. Пошто хо не припада Z(y), по­
стојало би једно ИЕР(у) = О (у)" W(y)TaКEo да хоне би припадало Wy(u). 
То значи да би сваки отворен скуп који садржи хо садржао и. Тада 
би, дакле, сваки отворен скуп који садржи Zl садржао и, па Zl не би 
припадало Wy (и), што је у контрадикцији са чиљеницом да је Z (у) с 
Wy(x) за све ХЕО (у) "-W(y). 

Пошто за свако х Е CZ(y) постоји отВорен скуп који садржи Z(y) 
а не садржи х, Z (у) је пресек једне фамилије отворених скупова. 
Пошто је скуп Z(y) такође и коначан, то је он према услову (d) за­
творен у топологији Т. Стогаје скуп О(у) ,,-Z(y) = Q (у) отворен у топо-
логији Т, што је, и требало доказати. . 

(с).:---":':'> (Ь). Ако са Р означимо сиСтем псеудооколина чију суббазу 
претстављају скупови V (х)"- Iу),где је У(х) нека околина тачке хау неКа 
. ачка која има околшIy која не садржи х,тада је тај систем IIсеудо-



Увођеље топологије фамилијом релација 129 

. околина О према (е) - један систем псеудооколина простора Т. Нека 
је у тачка која има околину која ве садржи х. Тада у р постоји псе­
удооколина од х која не садржи у - то је, lЩnpимер, произвољно 
У(х) ,(у). 

(Ь)=> Са). Нека је F произвољан затворен скуп простора Т, х 
тачка вавскупа Р. За свако у Е F постоји околина СР од 'Х која не 
садржи у. Стога према (Ь)· постоји систем псеудоокOJIИНa Р такав да 
свако у Е F има псеудоокоЈШНУ која ве садржи х. Унија тих лсеудо­
околина јесте псеудоо:колина затвореног скупа F и она не садржи х. 

(СaoitшШено 11. П. 1959) 



L'INTRODUCTION DE TOPOLOGIE PAR UNE FAMILLE 
DE RELATIONS 

BOGDAN BAjSANSКI (ВЕLGRADЕ) 

Soit F une famille de relations refiexives е! symmetriques qui sont 
toutes dсШniеs sur un тете ensemble Х, telle que si ~ Е F, ~ Е F ~ 
alors i1 existe une re1ation е Е F telle que е: => ез. ~ е: => ~. 

Un sousensemble О de Х est un ensemble F-ouvert si pour х Е О 
existe une relation е:=е:(х) Е F telle que хе:у implique у Е О. Оп d6-
montre que l'ensemble des F-ouverts satisfait аих зxiотез topologiques~ 
с. а. d. que les F-ouverts sont des ouverts аи sens topologique. La fami11e 
de : relations F sur Х engendre donc une topologie dans Х. 

THЁOREмв. Soit Х un espace lopologique, muni de ја еороlосје ". Роит­
qu' јl exisle иnе jamille de r~lalions F sur Х qui engendre la topologie .. 
dans Х, i1 est necessaire ее sujfisant que dans Х chaque ensemble лnј (Јиј est 
l'intersection d'une јатјllе d'enseтbles ouverts esl иn enseтble јетте. 

CORROLLAIRВ. Chaque T1-zopologie рeuе 4tre engendree par unе јаmШе 
de relations. 
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БРАНИСЛАВ МАРТИЋ 

ПРИМЕДБА НА ЈЕДНУ СТЕРЕОМЕТРИСКУ НЕЈЕДНА ЧИНУ 

М. ПЕТРОВИЋА 

. 1. Нека је h висина а р полупречник средљег кpyra зарубљене 
купе. Запремина V такве купе може имати разне вредности тј. није 
одређена. М. П:ВТРОВИЋ [1Ј је показао да за запремину V важи дво­
струка неједначина: 

(1) 

и извео из тога закључак да не постоје две зарубљене купе које имају 
исти средљи круг и исту висину, а од којих би једна била по зanpемини 
више од 21/2 пута већа од друге. 

У овом раду показу јем да уместо (1) важи следеlia процена 

4,. 
,.hp2 :5: V :5: З hp2 (2) 

и да је процена (2) најбоља могућа. 

2. Нека су х и ! полуnpечници кружних основа зарубљене купе 
са датом висином h и полynpечником р средљег круга. Тада је љена 
заnpемина V 

(3) 

Из 

и чиљеJ:.IИЦе да је геометриска средина два ненегативна броја маља или 
једнака љиховој аритметичкој средини, тј. 

JГXi -- х+х - __ Гx+~2 fI 
хХ..::;" --- ХХ..::;,,---
-- 2 ' -- 4 
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имамо 

(3') 

а затим 

(3") 

Из (3), (3') и (3") излази управо (2). 
да би показали да је нађена процена (2) и најбоља могућа потребно 

је и довољно да нађемо два примера за која је 

.!:"=тr:ћp2 

и 

V- 4тr:ћ 2 
=- Р 

3 

а то су баш екстремни случајеви и то: .!:" је запремина ваљка са полу­
пречником основе р и висином ћ, а V је запремина купе са полупречником 
основе 2р и висином ћ. 

(Примљено 15-1I-1960) 
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REМARQUE SUR UNE lNEGALITE STEREOMETRIQUE 
DE М. PETROVITCH 

BRANISLAV МARTIC (Sarajcvo) 

Par un procede tout-a-fait elementaire l'auteur а donne les 1imites les 
mei11eures possibles entre lesquelles se trouve le volume V d'un cone tron­
que dont оп connait la hauteur h et le rayon р du cercle moyen. 
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N, PAREZANOVICH and Ј. PEТRICHl 

А SOLUTION ОР ТНЕ SYSТEM ОР ВАLЛNСЕ EOUATIONS 
ОР GASEOUS СОМВUSТIОN PRODUCТS ·ВУ .. UNIVAC-60" 

DIGITAL COМPUTING МАСНINБ 

1 - SUММARY 

Solution ·of the problem of finding the balance of а gaзеоuз mixture 
is rather. frequently encountered both Ьу сћешiса1 engineers and chemists 
dealing with rocket propeI1ant research. ТЫз problem is defined Ьу. а -non­
linеах system of algebraic equations, the computation of which is з: lengthy 
and tiresome numeiical јоЬ. Тhe numerica1 solution of зисЬ .а problem Ьу 
desk computing machines requires several days of work for еасЬ separate 
solution, and is of course subject to human errors made Ьу the. ca1culator 
himse1f. It, therefore, Ьесате apparent that the use о! Digital Computing 
Мachine was indispensable. So far, tbls problem has been tack1ed Ьу high 
memory capacity computing ,machines, but since manу of the engineers 
dealing with it cannо! have such machines made readily available to them, 
the authors believe that there shou1d ье given а method of solving the рто­
Ыет Ьу employing the optimum efficiency of low capacity digital сот­
puting macblnes. А complete solution isgiven here for aI1.components of 
the solution, tbls being the most complicated part of the РтоЫет. No nите­
rica1 difficulties should ье experienced Ьу using the calculated components 
for plotting the (i, $) T-diagrams. . 

II - INТRODUCTION 

Тће problem at issue has Ьееn dealt with Ьу quite а number of authors, 
all of whom proceeded from the wel1 known system of nonlinear algebraic 
equations used to define the balance о! а gaseous mixture. Some variations 
тау Ье noted in the mathematical treatment of this problem Ьу different 
authors, such variations being the result of different approaches to the pro­
blem as wel1 as different methods used for this purpose [1-3]. Тће зо­
caI1ed method of trial-and-error has been used most frequently aI1d it ћаз 
also been used in tbls paper. Up tШ now, the problem involved has been 
solved Ьу employing either the desk computing machines 01' the high те-

1 Inst. of Nuc1ear Sciences "В. КјшјсЬ", Be1grade. YugosJavia 
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тоту digital computing тасЫnез, both of wblch types of computing та­
chines, most certainly, having their disadvantages. The digital computing 
machines of higher тетоту capacity are nо! readily available to а тајо­
rity of experts engaged with this kind of problem. 

However, it is of considerable interest to show that the sma1ler digital 
computing machines, operating at their optimum efficiency, сan Ье used 
most successfully Ьу engineers who study the matter. 

For successful solution of the system of non-1inear algebraic balance 
equations for а gaэеоиз mixture Ьу теans of the UNIVAC-60 computing 
тасЫљ .. , it is nесеээату to draw particular attention to the optimum effi­
ciency of the memorycapacity feature of the machine аэ wel1 аэ the trans­
formation of the working equations. ТЬе former of these requirements is 
allowed for Ьу the proper employment of selectors, while the latter is ful­
fil1ed Ьу writing the working equations in а тоте suitable form) wblch is 
very useful јn establishing operating programmes. 

ТЫэ paper brings forth а complete solution for all components of 
the system, this being the most complicated numerical part of the whole 
јоЬ. Further employment of the results obtained for practical purposes, 
эисЬ as plotting the (i, s) T-diagrams, does not create anу numerical diffi­
culties and therefore will not Ье dealt with Ьу this paper. It has been felt 
that it will Ье superfluous to discuss the thermodynamical and chemical 
aspects of the .problem, particularly because these questions have already 
been treated Ьу numerous other authors. 

Logica1 schedules have Ьееn used јn establishing the working pro­
gramme for the mасЫnе. ТЫэ method of approaching the setting ир of 
the programme еnаЫеэ аn easy and quick establishment of the basic idea 
of the programme. In these schedules detai1s wblch тау hinder complete 
anticipation of the problem are omitted. The logical schedule has been 
drawnup for the entire problem and does not apply to any particular та­
chine. Since, however, such а programme could not have taken uр Ьу а 
single pair of programme discs of the UNIV АС-60 computing тасhinе, 
it has Ьееn broken down into three parts. It was particularly important 
to include in the first pair of discs the iteration method of working out the 
unknown quantities from the working equations. The next part of the pro­
gramme јз working ои! the эит in view of the anticipated Узlие of this sum. 
The· number of corrections depends оп the accuracy required and uзиаиу 
is not higher {Ьаn 4. ТЬе third and last part of the programme is in fact 
the working out of all the ten components of а given system. 

The current schedules of the entire programme are given for UNIV АС-
60 with complete arrangement instructions for storage and selectors. 

III - МАТНЕМА TlCAL BASIS ОР ТНЕ PROBLEM 

For the mathematical treatment of ШЗ problem, а' start wШ Ье made 
from the wel1 known equations (1 through 10) without going into their 
origin, which тау Ье found in manу reference books and papers Ьу а number 
of authors who Ьауе зо far dealt with the problem о! stаЬШtу of а gaseous 
mixture. These equations take the following form: 



А soIution о! the system о! baJ.anCe equations ..• lЗS 

1/ 2 
=K1 (1), n~nHI =ка (.!!...) 1(2), n~no.=Кe(:!...)(3)' 

nнl nн.о р. nн.о р 

nн.о nСО 

K7(~)(4), n1f. =K.(~)1f\S)' ni/.. nOH=KIo(~)1fI(6), 
р пк. р nн.о р 

2nH.+2nH•O+nOH+nH=H (7), 

nнаО + nсо + 2nco. + 2n0. + nно + nOн + ПО = О (8), 

nCo+ncйt=C (9), 2nH.+nHO=N (10). 

In these equations, there are variables, constants and parameters as 
well as the sum 

(f =nн. + nн.о+ nсо+ nCйt + nйt +nн. + nон+ nно + ПО + nн· 
Тhey are 1isted together with the corresponding mathematica1 symbo1s in 
the following table. 

ТаЫе 1. - ТransIaооп о! the chemical notations into mathematical notations 

Variables Constants Рaramеterз 

nн. -+- Xl Н -+- ~ K 1 

nнаО -+- Ха О -+- tlt Ка parameteIS 
nсо -+- Ха С -+- аз 

К. 
dependant 

nCйt -+- Х." N -+- а." ирon the 

ПО. -+- Х" Р -+- Р 
К7 temperature 

nН. -+- Х. кs 
nOн -+- Х7 

nNO -+- Ха 

ПО -+- Х. 

NН -+- XIO 

:Ву using the symbo1s from ТаЫе 1, the equations (1 throu$h 10) will yie1d, 
when the terms Ха, Х.", xs, Хе, Х7' Х. and XIO have been e1iminated, the fol-
lowing tШее equations: . 

~ -2хI-К8(а/р?I.~1 

Ха= ') K 10(a/p)1f1 
~+ :t!:.'. 1 

(Н) 
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10 

where хј (i = '1,2, ... ,10) are the compone~ts of а = 6 х; 
Thus, the problem of solving the system of non-linear algebraic equ­

ations (1 through 10) has been reduced to solving the equations (11 through 
13) instead. . 
-- However, the equations (11 through 13) in their present form are not 
very suitable for progrlimining оп the 10w шешоту capacity· computing 
machines. 

Тherefore, they are transformed into а more suitable form, such as 

(14) 

z==---- -Х Х +K10 - --(К7 +2КеУ) , а аа Ч8[ 1/. ( а )111 а ] 
у K 1 +у Р Р 

(15) 

F(y,z)=:r- ~з(;) (a,,-уz)=О, (16) 

where 

Х2 ХВ X=X1 , у=-, z=- and 
Xl Х2 

Xl 

We have ca11ed these equations working equations, and they тll prove 
to ье more convenient for programme making than their previous form 
(equations 11 through 13) has ever been. Computing the factors х, у and z 
from Equaucns (14 through 16) тау ье accomp1ished with sиfficient асси­
racy Ьу applying the so-called tria1-and-error method, wblch consists in 
the fcllowing: one assumes the value for ~/a in Eq. (14) and works out the 
value fcr у, wblle Eq. (15) produces the value for z Ьу introducing into Бq. 
05) the assumed values fcr х1Јв and х, and the previcusly computed va1ue 
for у. Thus, for the computed values for у and z, with assumed value for 
~/a, Eq. (16) shoи1d Ье fu11y satisfied. ТЬе values fcr х, у and z obtained 
оп the basis of assumptions, as shown above, wi11 ье the soluticns fcr Equ­
ations (14 thrcugh 16). Ifthe values for х, у and z ье such that using Eq. 
(16), I F (у, z) I ~ 10-<1, the system components wi11 ье sиfficiently accurate. 
Тhere are several va1ues for х, у and z wblch шау satisfy the conditicn of 
I F (у, z) I ;;;:; 10-4 bиt the first of them to satisfy tbls condition wil1 Ье 
discharged Ьу the nщсhinе as the resи1t of the problem. 

Computation cf the system components is most conveniently carried 
out ьу the following equations: 
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x1=x (17), Хв=Х'У (18), 

aaK1 (19), ' ClaУ (20), Ха=-- XI.=--
K1+y K1+y 

Х6== К. (; )у2 (21) , 
al.-YZ 

Хе=---

2 
(22), 

(а УЈ. Х7= К10 Р Х-Јау (23), Xs=Y'Z (24), 

Х8=-К7 (; )У (24), ( а ) 1Ј. XIO = К. Р х1Ја (26) . 

If greater ассшасу is required for the system components xj{i = 1,2, ... ,1 О) 
the va1ue for I Р{у, z) I shou1d ье chosen to Ье as lowas possible. То do 
шis, particu1ar attention shou1d ье paid to the respective amounts Ьу which 
,(оЈа andx are corrected in Equations (14 фrough 16). 

An expression for а is readily оЬtainaЫе from Equations (17 through 26) 
in the following manner: 

·а= ~ {~ + а+ а" -У[ Х+ K1a:y -К7(;) Ј +К.(; YJa
:r1J1 }+ аа. (27) 

Тhis expression for а is very usefu1 for programmeS making, as it does not 
шakе it necessary to work out the system components х; (ј= 1,2, ... ,10) unti1 
the required асситсу for а is obtained. ' 

IV - LOGlCAL SCHEDULES 

Тhe problem of programme making has been tackled Ьу means of 
logical schedu1es, since they permit an easy understanding of the problem 
in its entirety as well as of the method used to solve it. 
, An effott has been made to reduce the number of symbols in these 

schedu1es to а miniтит without neglecting the need for making the logical 
~chedu1es clear. The symbols used in the logical schedu1es are as foll0WS: 

А; - Arithmetic operation (one or more arithmetic operations). 
qj - Conclusion which тау affect the course of the programme. An 

explanation is given in brackets after the symbol qj' as to what 
kind of conclusion is in question. Provided the condition given 
in the brackets is fu1filled, the programme is continued with 
the next operation in the same line. If this is not the case, the 
programme is directed to the operation indicated Ьу the arrow. 
ТЬе condition in the brackets тау consist either of а репо­
rated hole in the card or of any result of mathematical opera­
tions. For example, in th~ logical schedu1e 
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the condition ql is to ье understood as meaning that if there 
is а zero in the first column of the card, the programme should 
Ье transferred to the arithmetical operation АI\' If, оп the 
other hand, there is по zero in the first column, the programme 
goes over tO the arithmetica1 operation Аз . Јп the same 10gical 
schedu1e, the condition ql\ has the following meaning: if х > О, 
the programme is passed over to the mathematica1 operation Аз, 
and, if however, х ::;; О, the operation A1 is carried out instead. 

S - sorting out sequence. А card bearing this sущЬоl is directed 
to the sorting storage space. 

+ - perforation, the оЬјес! of perforation being given in brackets 
following the symbol. 

С; - storage cance1lation. 

Т - card discharge and end of programme. 

'УЈ; - programe is following the path indicated Ьу the arrOW on1y. 

А complete 10gical schedu1e for the solution of а system of non1inear 
algebraic equations of Ьa1anсе in а gaseous mixture mау Ье written in the 
following form: 

Јп tbls schedu1e, A1 represents the group of arithmetica1 operations needed 
to соmрше у Ьу means of the first working equation, АI\ represents the 
arithmetica1 operation needed to compute z, whi1e Аз denotes the arith­
metica1 operations of the third working equation. 

The conclusion ql refers to the degree of accuracy with which а check is 
made of the condition I F (у, z) 1 ::;; 10-4. Ьу means of the tblrd working 
equation. Jf I F (у, z) 1::::;; 10-4., а тау Ье worked out; if not, however, а 
correction of х1Ј1 is made Ьу the operation А4. and the procedure just outlined 
follows anew. 

Нaving completed the computation of ај, (А5), а check is made, Ьу 
comparing the va1ue of а; with the previous ар, whether it satisfies the con­
dition or not. Jf I ар-а; I ::;; 4х 1О-з as worked out Ьу the operation (АБ), 
the computation of аН the ten components of the system (А8) mау 
start, thus completing the programe СТ). Jf the condition is not satisfied, 
then the term (а/р)ЧI СА7) should Ье worked out and the procedure is 
repeated until а satisfactory resu1t is obtained. 

For the 10gica1 schedule given above, the computation programme 
could not ЬаУе been made out оп а single pair of UNJVAC-60 programme 
cards, so it was divided into three parts, Ј, П and ЈП. 
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The first pair of the programme cards (1) contain the сопесtiоns of 

the assumed values for ,с/а and х, until the condition I F (у, z) I :::;; 10-« 
is fulfilled. Тће second pair of the programme cards (11) provides for the 
computation of о' and its сопеctiоns until the prescribed condition is fu1-
fi11ed. Тhus, the entire numerica1 operation of determination of х, у, z, о' 
and I F (у, z) I satisfyingthe required accuracy, is solved оп two рзirs of 
programme cards. It shou1d Ье notedhere, that this is the most complicated 
part in solving this problem. Тће working.out of values for each component 
of the system shou1d not тзkе any difficu1ty since the· equations for their 
solutions ате very simple. This can Ье" сапiеd out Ьу the tЫrd pair of рro­
gramme cards (111). 

Logical Schedule for Programтe 1 

А more complete logical schedule for programme (1) should ье given 
in the ferm: . 

where ql denotes that the programme is 1:0 Ье continued depending оп whether 
the card contains а zero in the ninetieth column (0/90), or not. For еасћ 
solution, k+ 1 card зrе required for k corrections, and onIy the first card 
from that set has (0/90). A 1 ате the arithmetica1 operations needed to work 
out у, А2 those for z, Аа for Р, and fina1ly А, is an arithhemica1 operation 
to correct ,с/а and х. Since physical conditions impose а restriction that a1l 
the values or х; (;=1,2, ... ,10) Ье positive, then qз is а condition for working 
out F пот the third working equation, provided that z ~ О пот the second 
working equation. Ву means of qa а check is made to see whether the values 
for :С/а and х, computed Ьу means of the assumed values for у and z, do 
satisfy the condition that F from the third working equa~ion is such that 
I F (у, z) I ~ 10-'. 

Logical Schedule for Programтe II 

This schedu1e тау Ье written as follows: 
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where qa denotes а check whether а is satisfactory or not. If it is, а perfora­
tion is made of sign 1 in the ninetieth column (1/90). If it is not, the calси­
lation of (a/pY/. is taken out. It is important to note that the card wblch 
satisfies both F and а receives the (1/90) performation, thus providingfor 
the fina1 selection of the (1/90) card, on1y bearing solutions s~tisfying the 
condition. The symbol qa means that the programme is to Ье taken out 
depending оп whether the previous card received the (1/90) perforation or 
not. If the card contains (1/90), the storages are cancelled and the programme 
is completed. If it does not, perforations of (а /р )11., а and (0/90) are requi­
red for the next correction. C1 and СВ both denote cancellations. 

Logical Schedule Јor Programme 111 

А 10gica1 schedule for the computation of а11 system components 
Х, (ј=I,2, ... ,IО) can Ье written in tbls way: 

where A1 denotes computation procedures for Xl' Х., Х7 , Х, and XIO wЫ1e 
Аа denotes such procedures for Ха, Х" XIi' Хв and Ха !{*)-denotes perforation 
of Хз, Х" Х5 , Хв, Ха and (3/90) as we11 as Xl' Ха, Х7 , Х" x10 and (3/90). 

v - EМPLOYMENT OF ТНЕ UNIVAC-60 МACHlNE 

The UNIVAC-60 is an electronic computing machine operating оп 
the perforated cards principle. It consists of an electronkally powered 
arithmetical unit and an input-output unit partly тесhaniС:al, partly еlес­
tronic. The operation speed depends upon the arithmetica1 operations wblch 
take place. The length of time required for individual operations is as 
fo110WS: . 

addition 

subtraction 

multiplication 

division 

10 msec 

10 msec 

50 msec}fi or two five-digit numbers 
50 msec 

The length of time for mechanical passage is as long as 200 msec, permit­
ting а card How of 9000 cards per hour, depending оп numbers and types 
of operations. 
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Capacity оЈ the UN IV АС-60 , 
Electronic storage 
Input storage 
Output storage 
Constants 
Selectors 
Programme steps 
Elements 

6х 10 digits 
90 digits 
90 digits 
27 digits 
18 
20 
,12 

Symbols изеС! јп а current programme schedule are as follows: 

а[Нз] х [Sa]=>[SJ -denoting that the first value is the element N., 
wblle the second value is located in the storage 
зрасе S3' The multiplication result јз contained 
in the storage space [SJ. If letters а and Ь are 
found adjacent to the programme step питЬет, 
they denote that the programme step is used twice, 
i. е., а, for the first passage, and Ь, for the sec­
ond passage following the selection. 

[SJ [SaJ - cance11ation of values kept .in stQrage. spaces S. 
and Sз . 

. [S4J [SJ' - perforation of cards with results contained in sto­
rage spaces S4 and Ss. 

- sorting. 

- shifting the selector controlinto "SELECTOR" 
IюSitiоп. The :uNIVAC-60 тасhinе has four PS 
(programme Selector), controls .• The programme 
card should contain special indication, such as 
"SEL. HOLD" adjacent to the PS. control sym­
Ьоl if the selector control is to Ье left in the "SE­
LECТOR" position after the "ТRJP" order јз 
given. 

- selector. The selector number is written inside the 
symbol, whereas anoth~r indication арpearing ad-. 
jacent to it denotes the selector control to Ье used~ 
The selectorside is that side of the symbol tri 
angle bearing the indication. 
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- start of programme. 

- end of programme and discharge of the card 
into the output storage space. 

Operation оЈ ,ће UNIV АС-60 Computing тасЫnе 

The card set ир is such as to юakе unnecessary any reproduction of 
data from one card to another. In addition, по sorting of cards is necessary. 
In other words, when al1 cards ше properly set ир, and the machine starts its 
operation, the procedure goes оп until the whole јоЬ is done. For each solu­
tion, three от four corrections have been made, but it is also possible to 
юakе any additiona1 number of corrections, if required. Shou1d k corrections 
Ье made for any one solution, then it is necessary to have k+ 1 cards, en­
suring that only the first card has the symbol (0/90) and the assumed values 
for ~/a and (Ј. 

The ртоblет of balance of а gaseous mixture is of such а nature that 
system components of а related ртоblет group shou1d Ье found where Щ 
ше permanent constants, while к; ате variable parameters. Let п Ье the 
number of related problems, and kthe number of corrections required for 
the solution of each ртоblет, then the tota1 number of cards used to solve 
the related group is n(k+l). On1y the first one of al1 n(k+l) cards 
used, has been perforated as an assumed value for х'-!s. Since а related group 
contains п related problems, their cards arranged either in accordance with 
decreasing от increasing va1ues for К;, it has been found suitable to етрl0У 
the corrected value for ~/a of the previous ртоblет as an assumed уаlие 
for the next ртоblет of the same related group. ln other words, the сот­
puted values for х'-/а and х, respectively, obtained from the first correction, 
ате to ье used as assumed ones foт the next corrections. 

Assuming the values for ~/a instead of х is one of the great facilities 
in solving this ртоblет. In this way, the solution is obtained much тоте 
readi1y, programme making is less complicated and the employment of 
the machine memory capacity тоте efficient. Оп Ље strength of ше great 
number of ртоblешs solved Ьу the UNIV АС-60 computing тасhinе, 
we тау draw the conclusion that the time required for each solution is one 
minute. 

Fig. 1 represents а current diagram foт programme (1). It shou1d ье 
noted that when the first correction for хlJа is worked out, storages S2 and 
S з ате not cancelled, thus permitting, as mentioned Ьеfoте, that computed 
values for хlJа from а preceding ртоblет Ье used as an assumed Уаlие for 
the next one belonging to the same related group of problems. When work­
ing out the second, third, etc., corrections, storages S2 and Sз ате cancelled. 

The programme selector PS1 permits the selection of va1ues in рто­
gramme steps 3 through 15, and together with the programme selectors 
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PS2 and PS4 , makes it possible to use the iterative method of correcting 
the value for х"ll; оп the other hand, the programme selector РSз is used 
to determine whether the va1ues for х should Ье decreased от increased. 

Тће e1ements and storages used for programme (1) have the fol1owing 
va1ues: 

[N10]=>K7 , [N11]=> Ке от а, 
[ Sl ]=> Z, [ S2 ]=>хЧа, [~8 ]=> хЧа, 
The va1ues read direct1y from the cards ате: 

x"1. assumed' K1, ~i, 2К8, К7, К., К10 and (; )Ч2, 
wbl]e those read {тот the programme discs are 

аl; аз; а4; а; О; 10-4 and 10-3. 

The current diagram for Programme (П) is shown јп Fig 2. Тће first 
мер in tbls programme is designed to sblft the se1ector 2, if (0/90) exiSts. 
If such а step does not exist, the se1ector might not ье shifter into position 
,.SELECTOR" and the programme wou1d follow а wrong course. Тhe 
result; of the 13th programme step· operation is a1ways negative and it јз 
used to perforate (1/90). Тhe programme wi11 follow the course of tbls рто­
gramme step on1y if the computed va1ue for а gives the required accuracy. 
Shou1d the contrary ье the case, the va1ue for (a/pY/. is worked out and the 
card is sorted. For the Пех! cards, namе1у those for а so]ution, the programme 
either follows the 20th programme step or not, depending оп whether the 
solution has given the accuracy required for а. If the preceding so1ution 
is corrected, the following card is perforated at (а/р)Ч:, а and (0/90), since 
the resu1t of the arithmetica1 operation јп the 20th programme step is a1ways 
negative. Connection with the "SEL. HOLD" position is interrupted when 
the РSз starts to operate. . . 

Тhe e1ements and storages used for programme СП) ћауе fol1owing 
va1ues: . 

[N1]=>K1,or 1, [N2]=>y, [Nз]=>аа, [N.]=>x1f2
, 

[Ns]=> (,*Г, [Ns]=>K7 orlap- Ciil =4Хl0~з,[N7Ј=>а1> 
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[NaJ=>aora, [Ne]=>a" [N1oJ=>Ke, [NuJ=>2, 
[N1зЈ=> p~ [SзЈ=> а, [SaJ=> (%)111. 

ТЬе elements read directly from the cards in this programme are: ,cl.) Y:I Ku 
К7, Ке, ај and (а/р)Ча, while those read from the programme panel are: 

аl; аз; а,; а; р; 2; 1 and 4х 10-а 

ТЬе current diagram for programme (П!) is shown in Fig. 3. This 
programme is used on1y when the va1ues for Х, У and Z are found from а11 
problems. Such solutions are perforated into the cards bearing the sign 
(1/90). Two empty cards shoи1d Ье inserted next to еасЬ of these cards, 
оп which solutions for Хј (i = 1,2, ... ,10) will ье perforated, the computations 
and perforations for Ха) Х" Х6' Хе and Ха taking рlaсе during the first passage, 
and those for Хl) Хз, Х7 , Хе and Хl0 during the second passage. The pro­
gramme for determining а11 the ten components is set ир Ьу means of Equa­
tions (17 through 26). ТЬе elements and storages used have the following 
va1ues: 

[N1J=> (%)11., [Ns]=> 2Ке, 

[N&J=> К10) [Ne]=> К7, 

[Ng]=> К1 , [N10J=> аа, 

[Na]=>Y, [N,]=>z:I 

[N7J=>Ke) [Ns]=> ,cl. 

[N11]=> 2 [N1Z]=> а" 

[ S6] = > Ха, or Xl' [ Se Ј = > Х" or Х2 •. 

ТЬе following values ar~ read directly from the сщ-ds 

хЧа, У, Z, K1 , 2Ке, 'К7, Ке, K1o and(;)1I1 , 

while those read from the discs ше: 

аа, а, and 2. 
(~c~ved 6-IV-1960) 
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РЕШЕЊЕ СИСТЕМА ЈЕДНА ЧИНА РАВНОТЕЖЕ ГАСНИХ 
ПРОДYRA.ТА САГОРЕВАЊА ПОМОЂУ ДИ1ЋТАПНЕ 

МАШИНЕ "UNIVAC-60" 

Н. Парезановић и Ј. Петрић (Беоrрад) 

Решење проблема равнотеже у гасној смеши се врло често среће 
у пракси технолога и хе!\'iИчара који раде на проучавању састава горива. 

Овај проблем. је дефинисан системом нелинеарних алгебаРСlillХ јед­
начина Чије решавање, ако се користе стоне машине, захтева велиlill ну­
!\'\ерички посао који траје више дана и праhен је субјективним грешкама 
калкуланата. Отуда је за решавање овог проблема неопходно користити 
модерна техничка средства као -што су дигиталне рачунске м.ашине. 

До сада је овај проблем решаван ПОМОћУ дигиталних машина великих 
капацитета меморије [1], али како многи ИНЖељери који се у својој 
пракси баве овим проблемом немају на располагаљу овакве м.ашине, 
то је од веЈ1ИКог интереса показати како се овај проблем може решавати 
на ДИГитаџним м.ашинам.а малог капацитета меморије. 

Полазеhи од познатих једначина са којима је дефинисана равнотежа 
гасне Q\lеше' 

Х2' ХЗ = К1 (1), 
Xl"X", 

Х1' Xg = K7(~) (4), 
Х2 Р 

2Хl + 2Х2 + Х7 + Х1 О = ~ 
Ха+Х", =аа 

(2), (3), 

Х1О _ к ( (Ј )112 x~12" Х7 _ К (~)Ч2 ---т,-- 9 - (5), --- 10 (6), 
Х1 2 Р Х2 Р 

(7), Х2+Ха+2Х4+2Х5+Х7+ХВ+Х9=а2 (8), 

(9), 2Х6 + Ха = а4 (10), 
10 

где су Xi (i= 1,2, ... ,10) компоненте састава а (Ј= L: Xi, није тешко 
i=l 

показати да се из једначина (1-10), елим.инисаље!\'1 Ха, Х4' ХБ , Х6 , Х7 , Xg 

И Х10' могу добити следеhе три' једначине 
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а1 - ХЧ2 [2хЧ2 + K g ((Ј ј р )Ч2 ] 
У= 

xl/a[2x1fa +K10 (ajp)1fa] 

z=~-~ - X1fS[Xl/2 + Кlo (~)Ч2]_(.'!.....)(К7+ 2К6у) 
У K1+y Р Р 

Р(у, z) =Z2_1j2K~ (; )(а-ух) =0, 
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(11) 

(12) 

(13) 

ноје Сil'Ю назвали раДНИј\l једначинама. У једначинама (1l-13) задржане су 

све озна:ке из једначица (1-10) ОСИ1l1 X=Xl'Y =~, z= ~ и а=а2-аз. 
Х1 Х2/Хl 

једначине (11-13) су много погодније за прорачун :КОllшонената 
сагореваља од оних једцачица ноје су дате у [1], [2] и [3]. Изrачунаваље 
Х, у И Z може се извршити са задовољавајућом тачношћу а:ко се ис:ко­
ристи тзв. метод по:кушаја и греш:ке :који се састоји у следећем: прет­
постави се вредност ХЧ2 и израчуна У помоћу једначине (11), затим се 
претпостављено хЧа и изrачунато У уврсти у једначину (12) и израчуна 
z и најзад, ако израчунато у и z задов<.>ље, ПI:ема једначини (13), услов 

I F(y,z) I ~ €l' (14) 

онда, на тај начин, добијене вредности за Х, у и z претстав.ц,ају тражено 
решеље. А:ко услов (14) није задовољен, увећава се или смаљује прет­
постављено хЧа за неку малу вредност и постynа:к се наставља изнова 
све до:к се не постигну за х, У и z резултати жељене тачности. Међутим, 
:ка:ко је (Ј = Ј(Хј), i = 1,2, ... ,10, нумерич:ка обрада овог проблема щ:ема 
ауторима [1], [2] и [3] је била веома гломазна и захтевала је посао од 
више дана рачунаља на стони.~l машинама или употребу матина вели:ких 
:капацитета меморије. Познато је да се (Ј може приближно одредити 
претходним термодинамичким прорачуном и та вредност за а=(Јр се 

I<ОРИСТИ :као претпостављена полазна вредност. ми смо израз за а=ј(хд 
свели на обли:к а=ЈСх, у, z) :који зависи само од х, у и z 

(Ј= ~{~ + а + а,,-у[х + a~ - К7 (.'!.....)] + K g (.'!.....)1fZx1fz}+aa (15) 
2 K1T у Р р. 

та:ко се ни:када не рачунају :КОllшоненте Х; (ј= 1,2., ... , 10) пре него што 
се помоћу вредности Х, у и z :које задовољавају услов (14) не израчуна 
(Ј=(Ј; према једначини (15). А:ко је испуљен услов 

(16) 

онда се Р2чунају вредности свих десет :КОllшонената хј' а а:ко није, онда 
се 1I1ecTo (Ј=(Јр уноси у једначине (11-13) нова вредност (Ј=(Јј и цео 
поступа:к тече изнова све до:к не буду испуљени услови (14) и (16). 
Оба ова поступка су нонвергентна. На овај начин, постигнуто је да се 
систем нелинеарних алгебарсЮL'С једначина равнотеже у гасној смети 
може успешно решавати и на дигиталним машииама малих :капацитета 
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меморије као што је и "UNIVAC-60", а ако се врши решаваље на 
стоним шинам.а, такође се постиже уштеда у времену. Састављаљу 
:црограма смо пришли преко логичких шема које ОМОГУћују лакши 
увид и брже схватаље целине :цроблема и начина на који се решава. 

Из великог броја :цримера које смо решили на "UNIVAC 60" 
и npактичне примене добијеНих резултата, показало се да је довољно 
усвојити &1=10-4 И &з=4ХlО-4. У :цракси се јавља потреба за решавање 
више група сродних задатака, нарочито када је у питаљу састављаље 

(i, s) Т дијаграма. У случају када једна група има 20-30 сродних за­
датака, време npорачуна свих 10 KOНnOHeHaTa за све задатке целе групе 
није пре.iIaЗИЛО 30 МИН., што значи да за сваки задатак, понаособ, ко­
ришhељем "UNIVAC-60", није уторшено вреЈйе веће од једног минута. 
Коришhеље израчунатих конпонената. за састављаље (i, s) Т дијаграма 
не претставља нумеричке тешкоhе. 
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ИДЕНТИФИКОВАЉЕ ТРАЈЕКТОРИЈА ТАЧКЕ ПРОМЕНЉИВЕ 
МАСЕ СА АУТОПАРАРЕЛАМА 

Е. КллУ3ЕР је показао (2] да је могуће у ОIШIТем случају иденти~ 
фиковати динзмичке трајекторије са аутопаралелама' простора одређене 
опште повезаности. Ти радови се односе на динам.ичке системе са кон­
стантном масом. Наш циљ је ца у овом раду покажемо да се трајекторије 
тачке променљиве масе могу идентификовати са аутопаралелама лине­
арно повезаних простора. 

1. ОIШIТе једначине кретаља тачке променљщзе масе у односу на 
Декартов систем координата (како се још често н~ивају опште једначине 
~епrqерског[5]) гласе: 

(1) 

или 

т:У1X.=УIX.+ФIX. 

rдје су иЉ и и~) апсолутне брзине отпадајyhиx и припа;ајyliиx чеC'l'ИЦа, 

уа. = dy су координате вектора БРЗЩlе тачке, у« координате резултанте 
dt d d 

активних, а Фа. = ",(1) (и« _ ја.) + ",(2) (~ _ jtx.) одговарајуће коор-
. dt (1) dt (2) 

динате реактивних сИла. Маса т је одређена као фym<ЦИја времена 
у сваком тренутку времена обрасцем [4] 

, ' , 
т=~- f I d~;l) Idt + fd~t(2) dt. 

о о 

Умјесто правоуЈШХ Декартових координата, као. и посматраља У 
еуклидском npосторгу Ва, можемо по<;матрати неки n-,Димензиони еу-



152 Вељке А. Вујичић 

Ю1Идски просто Еn , У коме ће једначине (1) задржати своју форму, а 
индекси i, ј, k, ... ће узимати вр~ости од 1 до п (реално до 3); такође 
можемо увести неки систем од п генералисаних координата x1, :х2, :х2, ... , 
везаних за Декартове релацијама 

уј = уј (Xl~ ... , хn), 

па се једначине Мешчерског своде аналогно оном за једначине кретаља 
тачке непроменљиве масе (1) на облик 

(2) - =х+ хх = + • 3Х' .. {i} k '/ ()i Р' 
3t kl -

гдје Qi И рј претстављају координате активне Хј и реактивне силе Z 
у генералисаним координатама, подељеним са масом, тј. 

,Х; ,Zf 
Q'=-; Р'=-. 

т т 

Кристофелови симболи друге врсте {;1} наm::сани су у односу на 
метрички тензор a~ форме 

( ) 
2 ,,2Т 

3 ds = lZjjdx'dxJ = -. dt'" 
т 

гдје је Т кинетичка енергија посматране тачке, а т љена маса у тренутку 
Е. Можемо претпоставити да метрика није само еУЮIИдска, већ општија, 
риманска. 

2. Једначине аутоиаралела у линеарно повезаном простору 4, [3] 
са коефицијентима повезаности r ~ су 
(4) х' + r 11 xkjl = tpxi 

гдје је tp нека функција параметра t, таква да задовољава диференци­
јалну једначину 

(5) - 'О (, dS) .s-tpS= S=Тt' 

при чему је S лук у Еn и истовремено афини параметар у 4, [3]. 
Ако поставимо за."{тјев да симетрични тензор lZjj, дефинисан ме­

тричком формом (3) У Еn, буде фундаментални тензор у Ln , коефи­
цијенти повезаности морају имати облик [3] 

(6) r1z= {~l}+T1z 
тако да упоређиваљем једначина кретаља (2) и једначина эутопаралела 
(4) сада добијамо да мора бити 
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(7) 

ако желимо да трајеюорије идентифиI<}'jемо са аутопаралелама у Ln. 
с друге стране због (5) и (3) можемо ставити 

1 dT 1 dm 
q>=----_. 

2Т dt 2m dt 

А нано из занона I<ИНетИЧI<е енергије за таЧI<Y променљиве масе [4 Ј имамо 

dT . Т dm 
- =m(Qr+Pr)xr+--
dt т dc 

то је 

па (7) ноначно можемо написати у оБЛИI<Y, у номе множитељ ср има по­
знату вредност 

(8) klX:.v=-.;Ј·Х .. Х'-.;Ј·= -х .... -Оу • T i . k.··l т с..." .' c'i (m..;4 I)ј ) S .. 
2Т 2Т 

Једначине (8) претстављају систем од п једначина са 1/2 n2 (n + 1) 
непознатих. Једно од могућих решеља је да сведемо задатан на то да 
број непознатих буде једнан броју једначина, тј. да симетрични тензор 

Tk изразимо помоћу само једног непознатот вентора, на пр. у оБЈШКУ 

ОдaI<Ле лако 

(9) 

односно 

тЈа= G'aIU 
добијамо 

Qi=~{~XiX _3i }sr 
2Т 2Т .. r 

kl = 'akl=- -ic'x .. -or "аы, Т
ј 

G" т {т ,", I)ј} S 
2Т 2Т 

Ради одређиваља периоде ноефlЩИјената повезаности (6), ~TO c~ 
своди на одређивщье природе вектора Gi, раставимо венторе Q' и Р 
на по двије номпоненте, једну у правцу TaнreHTe на трајекторији, а 
другу у равни нормалној на трајеюорији, тј,: 

Qi = aXi + Ьџ.ј; Р = OC.Xi + ~џ.j 
si = (ос + a)Xi + (Ь + Юџ.i = АХј + Nџ.i 

(10) 

гдје је 

џ.јџ.;= 1 и XkILk=O: 

Замјеном (10) у (9) слиједи: 
. т . " 

G' = - Nџ.' == Rџ.' 
2Т 
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па коефицијенти повезанос!и (~) коначно добијају вредност 

. ' 

(10') 
. 1"; '., {. i,} R' '. 

I.·М =.. . + џ!аи .' 
k1 . 

Они заједно са метриком (3) одређују тражени простор у коме се 
трајекторије тачке променљиве масе поклапају са аутопаралелам.а. Из 
тог слиједи теорема: 

- Динамичке трај~кторије тачке променљиве масе,која се креће 
под дејством активних и реактивних сила, изазваних отпадањем и 
припајаљем честица, јесу аутопаралеле у простору са симетричном 
повезаношhу 

Г ~ = { i } + RfJ.i akl одређеном фундаменталним тензором <Јјј и си-
Ы .' . 

лама које дјелују' на тачку. 

Кретаље тачке константне масе под дејством активних сИла' саМо 
је посебан случај овог проблема. 

Лако се уочава из (6) да· су коеФицијенти повезаности једнаки 

Кристофеловим .симболима друге врсте {;1} ако је, T~ једнако нули. У 
1:~,~I:~лу~ај{~ора б~ти·., '. .., .. 

(11) . Gi,;.~N(Li'=!!!....(b+~)(Li'= О 
2Т 2Т 

па је простор Ln Риманов VN са метриком (3). 
Услов (11) је задовољен у два случаја и то: 

1 о - кад Т ~ ОО, а маса т и нормацне компоненте активних и 
реактивних сила имају коначну величину, што није предмет разма.-
траља у овом раду. ' 

20 - кад кинетичка енергија има коначну вредност а нормална 
компонента активне и реактивне силе N ='Ь + ~ једнака је нули, што 
може бити под условом 

, а) да је .~ .. ,:" .:.:..~ .нор~ална компонента активне' силе по интенз;итету 
и правцу,једнака, а по смјеру супротна нормалној компоненти реактивне 
силе и . .' . 

Ь) да уопште нема нормалне компоненте сила. 

Из овога на основу (6) и закључака иза (11) слиједи: 
- Динамичке трајекториј'е тачке npоме~љиве масе, која се креће 

под дејством активних и реактивних сила, изазваних отпадаљем и 
припајаљем честица, јесу г~одезиске линије у риманском простору ако 
се компоненте сила које ,lil;јелују HOpмaJIНo на правац,крета~ узајамно 
поништавају, или ако те I<омпоненте уопште не постоје. 

Такође имамо: 

- Трајекторије тачке променљиве масе под дејством само реак­
ТlИвних СИЛ~Ј(ада jt;, .~псолутна или релативна брзина отпадајуhих и 

,. .' '. . '. " 
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припајајуhиx честица једнака НУЈШ увијек је геодезиска линија риман­
ског простора. 

4. Решење система (8) може се написати у оБЈШКУ 

(12) 2т.~=2Giаы=8~ф!+8~Фk-2аklфi 
гдје су фi координате неком арбитрерног вектора, а ~ Кронекерови 
симбоЈШ. Заиста, композиција (12) са xk xl доводи до 

Gi . т ( .' '1.' ... 2Т.,» =- Х'Х'1'I--'1" . 
2Т· .. 'm 

односно, ако вектору фi дамо вредност 

до 

.,: m. 1 . 
'1"=-Si=-ф' 

2Т 2 

, 2Т 2Т··' . 
, Эt·. 11'1 {т,... ~j} 1 
. =_. -. -Х'ХI-Оl S 

што је идентиiш6' с:а: (9).. . ; 
Повезаност 'дефинИсана Ic~(12) .мОЖе се измијенити додаџањем 

члана 1/2(8~Фl+ 8:Фk) , а да се при том аутопаралеле не промијене. 
Тада за г.fu добијамо 

Г i {i} ЈЈ ~j i .) ·м= kl + 2\Оk Фl+'8Z Фk- аыФ ' . 

За услов да нормалне компоненте генералних сила не зависе од 
брзина важи d,akl+ аklФј=О (dj - оператор за коваријантни извод) што 
са (13) дефинише линеарну повезаност сличну Вајловој. Одавде 
слиједи: 

- Трајекторије тачке променљиве масе која се креће под деј­
ством активних и реактивних сила, условљеш,1X одвајањем и припајањем 
честица очувавају својство аутопаралела у простору повезаности сличне 
Вајловој кад се за арбитрерни вектор узме количник силе и кинетичке 
енергије. 

На крају напомињемо да о повезаности линеарних простора има 
смисла говорити ако она не зависи од брзина, те се због тога задржавамо 
на третирање само оних кретања под дејством сила независних од брзина 
кад те силе улазе у објект повезаности. 

(Саойшшено 11-111-1959) 
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IDENTIFICATION ОР DYNAMICAL TRAJECTORIES 
OF А Р ARTICLE OF VARIABLE МASS AS 

AUTOP ARALLELS 

Veljko А. Vujiac (Belgrad~) 

Comparison of t.nsorial equations of motion (2) of а particle of 
variable mass with equations (4) of autoparailels in an L" fumishes the 
coefficients of connection of L n such that the autoparaUels are trajecto­
ries of the particle. Analysis of (1 Ј) gives the conditions und,r which tra­
jectories of the particle are geodesics in а riemannian space. Trajectories 
are identified, too, эs autoparaUels in а Weyl space. Тhe forces consider­
ed in the paper are independent of velociti s. 


