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Glava 1

Uvod

1.1 Cilj rada

Tema ovog rada je dublje razumevanje efekta Jarkovskog kod asteroida koji su
ekstremno brzi rotatori unutar populacije asteroida bliskih Zemlji (u daljem tekstu
bi¢e koristi¢ena engleska skracenica NEA — Near-Earth Asteroids). Rad se fokusira
na ispitivanje efikasnosti ovog efekta u slucajevima kada periodi rotacije asteroida
traju izuzetno kratko, od nekoliko sekundi do nekoliko minuta. Takode, ispituje se
primenljivost postojec¢ih analitickih modela efekta Jarkovskog u ovim specificnim

okolnostima.

Asteroidi bliski Zemlji imaju rotacione periode koji variraju od nekoliko sekundi
do nekoliko meseci. Veéina ovih asteroida, medutim, ima rotacione periode duze od
priblizno 2.2 sata, Sto predstavlja takozvanu rotacionu barijeru. Ova barijera definise
najbrzu mogucu rotaciju koju asteroidi bez unutrasnje ¢vrstoce (tzv. ,rubber piles”)
mogu da izdrze bez raspadanja usled centrifugalnih sila. Na slici 1.1 prikazane su

veli¢ine i rotacioni periodi asteroida u blizini Zemlje [26, 2.
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Slika 1.1: Mereni periodi rotacije asteroida bliskih Zemlji.

Na slici 1.1 moze se uociti da asteroidi manji od oko 150-200 metara ¢esto imaju
periode rotacije ispod rotacione barijere. Ustvari, ustanovljeno je da brzi rotatori
¢ine veé¢inu malih asteroida u blizini Zemlje, Sto ih svrstava u znacajnu, ali slabo
istrazenu subpopulaciju. U skorije vreme otkriveno je viSe objekata koji imaju ek-
tremno brze rotacije, poput asteroida 2011 PT sa periodom rotacije od 11 minuta
[4, 2] ili asteroida 2016 GE1 sa periodom rotacije od svega 34 sekunde [25, 3].

Osim ovoga, kod nekih brzih rotatora, poput prethodno pomenutih, takode je
uocena znacajna promena velike poluose. Primera radi, promena velike poluose kod
asteroida 2016 GE1 je oko 0.06 auMy ™!, tj. oko 9 kmy ™) [3]. Imajuéi u vidu da efekat
Jarkovskog nije jedini negravitacioni efekat koji moze izazvati promenu orbitalne
energije asteroida, potrebno je ispitati da li je ovaj efekat dovoljno efikasan kod
asteroida sa izuzetno brzim rotacionim periodima, i u slucaju da jeste, koje fizicke
karakteristike asteroida omoguéavaju takvu efikasnost. Zbog toga je vazno razviti
model pomoc¢u kojeg je moguce ispitati efikasnost ovog efekta kod veoma brzih

rotatora.

Specifi¢ni cilj ovog rada je razvijanje robusnog numerickog modela efekta Jarkov-
skog, baziranog na simulaciji toplotne kondukcije kroz asteroid, kao i apsorpcije

suncevog zracenja i njegove emisije u infracrvenom domenu. Ovaj model ukljucuje
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razvoj Python koda, u kojem ¢e se primeniti metoda kona¢nih razlika kako bi se
odredila raspodela temperature na povrsini asteroida, a zatim i sila koja izaziva efe-
kat Jarkovskog, odnosno promenu velike poluose asteroida. Koris¢enjem razvijenog
numerickog modela efekta Jarkovskog, bic¢e ispitana njegova efikasnost kod brzih

rotatora, kao i primenljivost postojecih teorijskih modela u ovim sluc¢ajevima.

1.2 Princip delovanja efekta Jarkovskog

Efekat Jarkovskog predstavlja negravitacioni fenomen koji se javlja usled
anizotropne emisije toplote kao posledice nejednake raspodele temperature na povr-
Sini asteroida. Ovaj efekat izaziva promenu u orbitalnoj energiji asteroida, odnosno
u njegovoj velikoj poluosi, a intenzitet efekta zavisi, izmedu ostalog, i od fizickih
karakteristika povrSine asteroida, kao i njihove unutrasnje strukture. Shodno to-
me, efekat Jarkovskog predstavlja mesto gde se susrec¢u orbitalna dinamika i fizicke
osobine asteroida. Teorijski modeli efekta Jarkovskog omoguéavaju izracunavanje
promene velike poluose asteroida na osnovu razli¢itih relevantnih parametara (peri-
od rotacije, polozaj ose rotacije, gustina, toplotna provodljivost, toplotni kapacitet,
albedo). Buduéi da efekat Jarkovskog izaziva povrsinska sila, ona je srazmerna povr-
Sini asteroida, tj. kvadratu pre¢nika (~ D?). Medutim, ubrzanje koje je posledica te
sile je obrnuto srazmerno masi asteroida, koja je sa druge strane direktno srazmer-
na zapremini tj. treéem stepenu prec¢nika (~ D73). Ova dva efekta dovode do toga
da je efekat Jarkovskog zapravo obrnuto srazmeran pre¢niku asteroida (~ 1/D), te

analiza ovog efekta ima poseban znacaj za male asteroide.

Takozvani generalni efekat Jarkovskog sastoji se iz dve komponente - dnevne i
sezonske. Na slici 1.2 Sematski je prikazan princip delovanja dnevne komponente

efekta Jarkovskog.
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Slika 1.2: Gornji panel ilustruje raspodelu temperature po povrsini asteroida, kao
i anizotropnu emisiju zrac¢enja. Intenzitet reemisije zracenja simboli¢no je prikazan
duzinom strelica na gornjoj slici, sto ¢e direktno uticati na pravac pomeranja asteroi-
da. Pravac orbitalnog kretanja asteroida oznacen je velikom svetlo plavom strelicom.
Donji panel ilustruje termicko zaostajanje u sluc¢aju direktne (levo) i retrogradne (de-
sno) rotacije. Pravac pomeranja asteroida ¢e zavisiti od poloZaja zagrejanije strane
u odnosu na Sunce, tj. od smera rotacije asteroida. Termicko zaostajenje je pojava
gde povrsina asteroida, usled termalne inercije povrsine, ima maksimalnu tempera-
turu nesto kasnije u odnosu na trenutak kada je najintenzivnije osvetljena Suncem.

Kao $to se moze videti na gornjem panelu slike 1.2, usled akumulacije toplote i
termalne inercije povrSine asteroida, popodnevna strana asteroida je nesto toplija
od prepodnevne strane. Ovo uzrokuje da popodnevna strana reemituje nesto vise

energije u vidu zracenja u infracrvenom opsegu. Posledica ovog zracenja je mala



GLAVA 1. UVOD 5

sila koja dovodi do pomeranja asteorida. Na donjem panelu slike 1.2 vidi se da kod
direktnih rotatora ova sila deluje u smeru vektora brzine, dovodeéi tako do postepe-
nog povecanja mehanicke energije, sto na duzim vremenskim skalama za posledicu
ima povecanje velike poluose asteroida. Sa druge strane, kod retrogradnih rotatora,
ova sila usmerena je suprotno od vektora brzine, dovodeéi tako do smanjenja velike

poluose.

Sa druge strane, sezonska komponenta efekta Jarkovskog posledica je orbitalnog
kretanja oko Sunca. Za razliku od dnevne, sezonska komponenta uvek dovodi do
smanjenja velike poluose asteroida. Na slici 1.3 prikazan je princip delovanja ove

komponente efekta.

Slika 1.3: Princip delovanja sezonske komponenete efekta Jarkovskog.

Kao sto se moze videti na slici 1.3, termalno kasnjenje uvek izaziva silu usmerenu

suprotno od vektora brzine, te tako dovodi do smanjenja velike poluose.

Struktura ovag master rada je takva da je u nastavku ovog poglavlja opisan
princip delovanja efekta Jarkovskog, kao i dosadasnji radovi o njegovom odrediva-
nju analitickim i numerickim pristupom. U Poglavlju 2 predstavljena je teorijska
analiza efekta Jarkovskog, sa detaljnim osvrtom na osnovne zakone fizike koji su
uzrok ovog efekta, model prenosa toplote, odredivanje temperaturnog polja po po-
vrsini 1 unutra$njosti asteroida, kao i sila koja dovodi do efekta Jarkovskog. U ovom

poglavlju je takode dat detaljan osvrt na neke analiticke pristupe za odredivanje
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ovog efekta kako bi se ukazalo na njihovu slozenost ¢ak i nakon uvodenja znac¢ajnih
aproksimacija. U Poglavlju 3 opisan je numericki model efekta Jarkovskog koji je ra-
zvijen u ovom radu, dok su u Poglavlju 4 prikazani dobijeni rezultati, kao i zakljuc¢ci

i mogudi pravci daljeg istrazivanja.

1.3 Dosadasnja istrazivanja efekta Jarkovskog

Efekat Jarkovskog dobio je ime po Ivanu Osipovi¢u Jarkovskom, rusko-
poljskom inZenjeru i nauc¢niku. Iako je prvenstveno bio inZenjer, njegovo interesova-
nje obuhvatalo je i oblasti fizike i astronomije. Njegove teorije o etru i gravitaciji,
koje nisu bile Siroko prihvacene, postavile su temelje za njegovu ideju o termalnom
efektu koji utice na kretanje nebeskih tela. Tako efekat nosi njegovo ime, njegovi ra-
dovi u kojem se prvi put opisuje efekat u teorijskom smislu, dugo su ostali nepoznati
Siroj nau¢noj zajednici. Ponovno otkri¢e Jarkovskog efekta dogodilo se zahvaljujuéi
radu Ernesta Opika [10] i Vladimira Radzievskog [12] tokom 1950-ih, koji su ne-
zavisno jedan od drugog teoretizovali slicne efekte. Njihovo zanimanje za dinamiku
asteroida podstaklo je dalja istrazivanja koja su potvrdila i prosirila originalnu ideju

Jarkovskog.

Mnogi autori su istrazivali Jarkovski efekat. Medutim, zbog razli¢itih aproksi-
macija koje su koristili, dostupni prostor uticajnih parametara u tim studijama je
ogranicen. Peterson [11] je koristio Furijeovu ekspanziju skracenu na ¢etvrti red kako
bi proucio tzv. dnevni efekat Jarkovskog, uzrokovan rotacijom asteroida. Rubincam
[13, 14] je identifikovao sezonsku komponentu efekta Jarkovskog i uveo linearizaciju
grani¢nih uslova na povrsini asteroida [15, 16|, te su njegovi rezultati vazeci samo za
male ekscentri¢nosti orbite. Vokrouhlicky i Farinella [22] razvili su nelinearizovani
pristup sezonskom efektu koji je vazeci za velika tela. Isti autori su u kasnijem radu
[23] uklonili ogranicenje na velika tela, ali je taj pristup nepraktican za relativno

velike ekscentri¢nosti.

Pored toga, drugi efekti koji bi mogli biti vazni za odredivanje raspodele tempe-
rature na povrsini asteroida tretirani su uz uvodenje razli¢itih aproksimacija kako
bi se problem pojednostavio. Ovi efekti ukljucuju izolaciju regolitom [21], nesferic-
ne oblike [19], dok mnogi drugi efekti poput poroznosti materijala, temperaturne
zavisnosti toplotne provodljivosti i toplotnog kapaciteta i sl. jos uvek nemaju odgo-

varajué¢i model.
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Osim analitickog pristupa, postoji vise radova u kojima se efekat Jarkovskog
odreduje numerickim putem. Spitale i Greenberg [17| predstavljaju model kona¢nih
elemenata u kojem se jednacine prenosa toplote resavaju numerickim putem. Ovaj
pristup je koriséen kao osnova za razvoj numerickog modela predstavljenog u ovom
master radu. U poslednje vreme za analizu efekta Jarkovskog autori su koristili
komercijalne softverske pakete koji se koriste u inZenjerskim aplikacijama. Xu et al.
[27] koriste softver COMSOL za analizu efekta Jarkovskog kod tela nepravilnog
oblika.

Treba takode istac¢i da efekat Jarkovskog, osim uticaja na orbitalnu dinamiku
i evoluciju populacija malih tela Suncevog sistema, moze da predstavlja posred-
ni mehanizam preko koga se mogu analizirati drugi fenomeni poput karakteristika
materijala od kojih su asteroidi sacinjeni |[npr. 8| i odredivanja starosti sudarnih
familija asteroida [npr. 7]. Uzimajuéi sve navedeno u obzir, jasno je da odredivanje
efekta Jarkovskog, posebno u slucajevima kojima do sada nije bilo posveéeno mno-
go paznje, predstavlja vazan zadatak, te je Siri cilj ovog master rada da generalno

doprinese boljem razumevanju ovog efekta.



Glava 2
Teorijska analiza efekta Jarkovskog

Numericki model efekta Jarkovskog koji je razvijen u ovom radu zasniva se
na simulaciji kretanja toplotne energije kroz asteroid. Imajuéi to u vidu, posebna
paznja posvecena je teorijskim konceptima kao i izvodenju svi relevantnih jednacina

implementiranih u numeric¢ki model za analizu ovog problema.

2.1 Jednacina energije

Zakon odrZanja energije

Zakon odrzanja energije je jedan od osnovnih zakona fizike koji se takode
naziva i prvi zakon termodinamike ili jednacina energije. On glasi: promena energije
materijalnog sistema u toku vremena jednaka je zbiru snaga svih sila i razmenjene
kolicine toplote. Ovaj zakon kaze da se energija materijalnog sistema ne moze izgu-
biti ve¢ samo moze preéi iz jednog oblika u drugi. Matematicka formulacija zakona
odrzanja energije je

DE

o =W +Q (2.1.1)

gde su: E ukupna energija sistema, W suma snaga svih sila i Q razmenjena
koli¢ina toplote. Ovde se pod terminom razmenjena koli¢ina toplote podrazume-
va samo koli¢ina toplote razmenjene kondukcijom, i nec¢e se uracunati one koli¢ine
toplote koje se mogu razmeniti zra¢enjem, sagorevanjem ili nekom drugom hemij-
skom reakcijom. Ukoliko se sada posmatra odredena zapremina nekog kontinuuma,
elementarni deli¢ tog kontinuuma ¢e imati zapreminu: dV', gustinu p, temperaturu

T i brzinu v. Ukupna energija ¢elije elementarne zapremine dV jednaka je zbiru
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unutrasnje energije dU i kineticke energije d Ej, odnosno
1
dE =dU + dE, = edm + §U2dm,

odnosno 1, 1,
dE = e—|—§v dm = e+§v pdV, (2.1.2)

Gde je e je specificna unutrasnja energija (unutrasnja energija po jedinici mase)
i v intenzitet vektora brzine elementarne zapremine dV. Integraljenjem jednacine
(2.1.2) se dobija izraz za ukupnu energiju materijalnog sistema u posmatranoj kon-

trolnoj zapremini kontinuuma Vj:

E = Hf <e + %1)2) pdV, (2.1.3)

Vevy

odnosno, kada se izraz (2.1.3) uvrsti u zakon odrzanja ukupne energije sistema

(2.1.1)
211 (e+§v2> oAV = W 4 . (2.1.4)

VeV
Kada se primeni Lajbnicovo pravilo o pravu zamene redosleda integraljenja i
diferenciranja, i kada se ukupna snaga sila koje dejstvuju na elementarnu zapreminu
dV razlozi na snagu zapreminskih sila Wy i snagu povrsinskih sila Wa jednacina
(2.1.4) dobija sledeci oblik

D 1 : : :
ffjpﬁ (e + 52)2) dV =Wy + Wy + Q. (2.1.5)
Vevy

Na elementarni deli¢ posmatranog kontinuuma dejstvuje elementarna zapremin-

ska sila
dFy = fdm = fpdV, (2.1.6)

¢ija je snaga na celokupnoj kontrolnoj zapremini posmatranog kontinuuma
Wy = va -dfy, = prfv -vdV. (2.1.7)
meVy Vevy

Sa druge strane, na elementarni deo kontrolne povrsine dejstvuje elementarna

povrsinska sila
dF4 = 0,dA = fpdV, (2.1.8)
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¢ija je snaga na celokupnoj kontrolnoj povrsini posmatranog kontinuuma

Wy = Jf o, vdA = JJ o -vndA4, (2.1.9)

AcAy A€Ayg

odnosno, primenom teoreme Gaus-Ostrogradski, prethodni izraz se svodi na

Wy = ﬂjv (v -e)dV, (2.1.10)

Vevy

gde je o tenzor ukupnog napona. Razmenjena koli¢ina toplote kontinuuma sa

okolinom preko kontrolne povrsine je

Q=— # q-ndA = —H V- qdV, (2.1.11)

AcAy VeV

gde je q specifi¢ni toplotni fluks. UvrStavanjem u polazni oblik zakona odrza-
nja energije (2.1.5) svih prethodnih predmetnih ¢lanova, (2.1.9)-(2.1.11) dobija se

integralni oblik zakona odrZanja

f” pD% (e + %zﬂ) dv = JH pfv-vdv+fﬂV-(v.g)dV—JHv.qdv. (2.1.12)

Vevy VeV VeV VeV

Na osnovu prethodne jednacine, integralnog oblika zakona odrzanja energije,
dobija se i lokalni oblik jednacine promene ukupne energije posmatranog materijanog
sistema kao

'ODRt (e+%v2>:pfv-erV-('v-o-)—V-q. (2.1.13)

Jednacina energije (2.1.13) je osnovni oblik zakona odrzanja energije. Ova jedna-

¢ina moze da se izvesnim transformacijama napiSe u vise razli¢itih oblika pogodnim

za namenske primene.

Furijeov zakon za toplotni fluks

Furijeov zakon predstavlja jedan od fundamentalnih zakona termodinamike i
opisuje kako se toplota prenosi kroz materijal. Ovaj zakon je klju¢an za razumevanje
procesa kondukcije toplote i ima Siroku primenu u mehanici, fizici, geofizici i mnogim

drugim nau¢nim disciplinama. Matematicka formulacija Furijeovog zakona je

q=—kVT, (2.1.14)
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gde su q vektor toplotnog fluksa (koli¢ina toplote koja prolazi kroz jedinicu povrsi-
ne po jedinici vremena), k koeficijent toplotne provodljivosti materijala (konstantna
karakteristika materijala) i VT gradijent temperature (promena temperature po
jedinici duzine). Ukoliko se prostiranje toplote prati u Dekartovom trodimenzional-
nom ortonormiranom koordinatnom sistemu, Furijeov zakon se moze na pisati na
sledeéi nacin:
T .
q=—kVT =—-k—e;, i=u2x,y,z2 (2.1.15)
8xj
Sada se izraz za jednac¢inu energije (2.1.13), koji je direktna posledica razmenjene

koli¢ine toplote kontinuuma sa okolinom —Vq, moze napisati kao

0g;
— = — 2.1.1
Vq 9, (2.1.16)
odnosno 0 oT
— =V - (kVT)=— | k . 2.1.1
Vq=V-(kVT) o, ( 8%) ( 7)

Sto se tice fizickog znacenja moze se reéi sledece: Furijeov zakon kaze da je to-
plotni fluks proporcionalan negativnom gradijentu temperature. To znaci da toplota
teCe iz oblasti viSe temperature prema oblasti nize temperature. Negativni znak u
formuli oznacava da je pravac toplotnog fluksa suprotan pravcu porasta temperatu-
re. Koeficijent toplotne provodljivosti £ zavisi od materijala i moze znacajno varirati.
Na primer, metali imaju visoku toplotnu provodljivost (npr. bakar i aluminijum),

dok materijali poput stakla, plastike i gasa imaju nisku toplotnu provodljivost.

Uzimajuci u obzir i Furijeov zakon za toplotni fluks (2.1.16) i (2.1.17), jednac¢ina

energije (2.1.13) se sada moze napisati u slede¢em obliku

D 1
D <e+§v2) =pfy v+V.(v-o)+ V- (EVT). (2.1.18)

Sada ostaje da se vidi na koji nacin se moze leva strana jednacine (2.1.18) trans-

formisati.

Jednacina za entalpiju

Entalpija kao jedna od osnovnih energetskih termodinamickih veli¢ina defi-

nisana je kao:

p po|J
h=cT=e+==cyT+ = [—], 2.1.19
p PR b ( )
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gde su ¢, speceifi¢na toplota pri konstantnom pritisku i ¢y specificna toplota
pri konstantnoj zapremini, ¢ija je merna jedinica [J/(kgK)]. Iz izraza za definiciju
entalpije (2.1.19) sledi

b b
e=h—=—=c¢,7 — -. 2.1.20
, el = ( )

Kada se izraz (2.1.20) uvrsti u izraz za jednacinu energije (2.1.18) on dobija

sledeéi oblik

D 1
Dy <cpT — % + 52)2) =pfy - v+V.-(v-o)+ V- (EVT). (2.1.21)

Zakon odrZanja energije za homogeno kruto telo

Kada je u pitanju homogeno kruto telo, po samoj definiciji, to znaci da je
rad svih unutrasnjih sila na ma kom virtualnom pomeraju jednak nuli. UopStenije
receno, to podrazumeva da rastojanja izmedu bilo koje dve proizvoljne tacke tog

tela bivaju nepromenjena tokom kretanja tog tela u prostoru i tokom vremena.

Kod priblizno krutog tela moze se re¢i da su brzine ¢elija, odnosno elementarnih
zapremina tog tela bliske nuli, gotovo zanemarljive v = 0. Prema tome, snage svih
sila koje dejstvuju na celiju tog krutog tela su priblizne nuli, ¢ija je direktna posledica

pfy -v=0, V-(v-o)=0, (2.1.22)
Sto isto vazi i za izraz za kineticku energiju ¢elije, odnosno

p D(v?)
2 Dt

~ 0. (2.1.23)

Ukoliko su termofizicke karakteristike materijala, odnosno asteroida, neprome-

njene veli¢ine u toku vremena jednacina energije (2.1.21) se moze napisati u slede¢em
obliku

p% (¢,T) =V - (kVT). (2.1.24)

Sto se tice totalnog izvoda, odnosno izraza sa leve strane jednakosti izraza
(2.1.24), vazi sledece

D _ 0(eT)
D (e, T) = P TrY V(e,T), (2.1.25)

a, s obzirom da je v = 0 prethodni izraz postaje

e, ) 0T
o P (2.1.26)
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Sada se izraz za zakon odrzanja ukupne energije homogenog krutog tela sa kon-

stantnim termofizickim svojstvima moze napisati u slede¢em obliku kao

T
pcp%—t =V (kVT) = kV?T = kAT, (2.1.27)
odnosno, ako se sad uvede pojam termalne difuzivnosti materijala o = k/(pc,), sledi
da je
oT
— = aAT 2.1.28
8{; O{ M) ( )

Sto se u literaturi naziva jednacina kondukcije. Jednacina kondukcije u otvore-
nom/razvijenom obliku, u trodimenzionalnom dekartovom desnoorijentisanom or-

tonormiranom koordinatnom sistemu ima sledeéi oblik

odnosno ukoliko se za prostorne koordinate usvoje xz, y i z, postaje

2 2 2
8T_k<6T 0°T 8T>' (2129

N 022 © Oy? T oz

2.2 Model prenosa toplote kod asteroida

Model prenosa toplote kod asteoida se zasniva na numerickom resavanju jed-
nacine kondukcije 2.1.29. Da bi se uslo u proces reSavanja ove jednacine potrebno
je postaviti pocetne i grani¢ne uslove. Pocetni uslovi su definisani tako da astero-
id ima homogeno temperaturno polje sa temperaturom koja odgovara takozvanoj

ravnoteznoj temperaturi.

Ravnotezna temperatura

RavnoteZna temperatura 7T,, asteroida moZze se izracunati na osnovu pret-
postavke da je energija koju asteroid prima od Sunca u potpunosti balansirana sa
energijom koju emituje u svemir. Matematicki, ovo stanje ravnoteze moze se izraziti

pomocu sledece jednacine:

TR*(1 - A) 4L® = 41 R0 T

- I
7'('7’2 ed

(2.2.1)

gde R predstavlja usrednjeni radijus asteroida, A Bondov albedo, L lumino-

znost Sunca, tj. ukupnu snagu Suncéevog zracenja ¢ija je vrednost Le, = 3.83-10%6 W,
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r predstavlja rastojanje posmatranog asteroida od Sunca, € emisivnost, dok je o
Stefan-Bolcmanova konstanta. Kada se jednacina 2.2.1 resi po ravnoteznoj tempe-
raturi T¢, sledi

(1 —=A)Lg

T., = .
1 16meor?

(2.2.2)

Jednacina kondukcije

Jednacina kondukcije je klju¢na za razumevanje kako se toplota prostire kroz
unutrasnjost asteroida. U kontekstu asteroida, ova jednacina opisuje kako se energija

prenosi kroz razli¢ite slojeve materijala od povrsine prema unutrasnjosti i obrnuto.

Dakle, prostiranje toplote unutar asteroida se vrsi putem kondukcije,
dok je jednac¢ina kojom se opisuje takvo stanje prostiranja toplote odredena izrazom
(2.1.29) i naziva se jednacina kondukcije, koja u svom osnovnom obliku za slucaj

konstante toplotne provodljivosti glasi:
T
pcp%—t(t, r) =V [kVT(t,r)] = kV*T(t,1), (2.2.3)

gde su k termicka/toplotna provodljivost asteroida, p gustina asteroida, ¢, spe-
cifi¢ni toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku, 7" temperatura, a ¢ vreme. Ova
jednacina opisuje kako temperatura T varira sa vremenom ¢ i polozajem r unu-
tar asteroida. Jednacina kondukcije se koristi za odredivanje temperaturnog polja

unutar asteroida i po njegovoj povrsini.

Definisanje grani¢nog uslova

U modeliranju termalnih procesa kod asteroida, grani¢ni uslovi igraju kljuc-
nu ulogu u odredivanju kako toplota uti¢e na povrsinu asteroida. Jedan od osnovnih
grani¢nih uslova ukljuc¢uje razmatranje kako asteroid apsorbuje, emituje i reflektu-
je Suncevu energiju. Ove interakcije su direktno povezane sa svojstvima povrSine

asteroida, kao $to su albedo, emisivnost i toplotna provodljivost.

U kontekstu grani¢nog uslova za model kondukcije, neophodno je uzeti u ob-
zir kako se toplota prenosi sa povrSine u unutrasnjost asteroida. Granic¢ni uslov se
formuliSe tako Sto se na povrSini asteroida balansira emisija toplote i apsorbovana
Sunceva energija. Matematicki posmatrano, ovo se moze izraziti pomocu sledece

relacije:

kaa—z +eoT* = (1 - A)E(t) -ny(r) (2.2.4)

povrsina
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gde k predstavlja toplotnu provodljivost asteroida, € - emisivnost povrsinskog
sloja asteroida, o Stefan-Boltzmannovu konstantu, A Bondov albedo, T' temperaturu
na povrsini, E(¢) lokalni fluks sunéevog zracenja, a n (r) je jedini¢ni normalni vektor

na povrsini asteroida.

Bondov albedo A predstavlja deo upadne Sunceve svetlosti (na svim talasnim
duzinama) koja se reflektuje sa povrsine asteroida, bez apsorpcije. Vrednost albeda
moze znacajno varirati zavisno od sastava i strukture povrSine asteroida. Sa druge
strane, emisivnost € je merilo koliko efikasno materijal emituje toplotnu energiju u

poredenju sa idealnim crnim telom.

Ovaj grani¢ni uslov omogucava numericko modelovanje temperaturnog polja u
unutrasnjosti i po povrsini asteroida, i odredivanje efekta Jarkovskog, o ¢emu je

detaljno diskutovano u Poglavlju 3.

2.3 Sila efekta Jarkovskog

Energija zracenja i specificni svetlostni intenzitet

Fluks predstavlja meru koja se odnosi na ukupnu koli¢inu energije koju nose
svi svetlostni zraci dok prolaze kroz odredenu povrsinu. Da bi se bolje razumelo
zracenje, potrebno je usresrediti se na ukupnu energiju koju prenose pojedinacni
svetlostni zraci. Medutim, ono $to je u ovom slucaju specifi¢no i sto treba odmah
napomenuti je da jedan svetlostni zrak sam po sebi prakti¢no ne prenosi energiju,
jer je energija koju nosi jedan zrak veoma mala, gotovo zanemarljiva. Zbog toga, da
bi se adekvatno opisala energija zracenja, mora se posmatrati energija koju nosi ceo

snop zraka.

Da bi se definisao izraz za energiju zracenja potrebno je ukljuciti sledec¢e korake.
Najpre, potrebno je definisati elementarnu povrsinu dA normalnu na pravac snopa
zrac¢enja i smatrati da pravci svih zraka prolaze kroz povrsinu odredenu elementar-
nim prostornim uglom df2 datog snopa zracenja. Ono Sto je karakteristi¢no za ovaj
slucaj je to da je oblast definisana diferencijalom prostornog ugla d{2 paralelna sa
ravni odredenoj elementarnom povrsinom dA (slika 2.1). Ukupna koli¢ina energije
koja prolazi kroz diferencijal povrsine dA u vremenskom intervalu dt i frekventnom

opsegu dv je definisana pomocu sledece relacije:

dE,, = I,dAdtdQdy, (2.3.1)
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pri éemu je I, specificni intenzitet zracenja koji ima dimenziju Js~'m~2ster 1 Hz 7!,

Slika 2.1: Geometrija normalno usmerenih zraka.

Dakle, kao $to se moze videti iz jednacine (2.3.1), specifi¢ni intenzitet 1, je veli¢i-
na koja zavisi od prostornih koordinata, pravca (orijentacije) i frekvencije zracenja.
Diferencijal frekvecnije dv definiSe se odredenom relacijom koja uzima u obzir sve
zrake unutar pomenutog prostornog ugla za dati frekventni domen. Sada se posta-
vlja pitanje, kako bi izgledao izraz za energiju (2.3.1) kad bi se zraenje vrsilo od
povrsine dA u pravcu ugla @, pravcu definisanom u odnosu na normalu diferencijala
povrsine dA kroz diferencijal prostornog ugla d2 (2.3). Za ovako odredeni slucaj,

izraz za energiju je jednacina (2.3.1) pomnozena sa cos 6, odnosno sledeci izraz:
dE, =dE,| cosO = I, cos d AdtdQdv. (2.3.2)

Ovakav pristup omogucava detaljan opis kako se energija prenosi kroz prostor
i kako razli¢iti faktori, poput ugla pod kojim zraci prolaze kroz povrsinu, uti¢u na

koli¢inu prenesene energije.

Slika 2.2: Geometrija proizvoljno/koso usmerenih zraka.
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Relativisticka energija i implus Cestice

Da bi se postupak dobijanja izraza za pritisak zracenja odredio do kraja, po-
trebno je sada osvrnuti se na postupak dobijanja ukupne energije Cestice iz specijalne
teorije relativiteta. Jedan od fundamentalnih rezultata specijalne teorije relativno-
sti, koju je utemeljio Albert Ajnstajn (Albert Finstein) 1905. godine, jeste relacija
koja povezuje masu Cestice i energiju Cestice, poznata kao ¢uvena Ajnstajnova for-
mula E = mc®. Ova formula direktno ukazuje na to da masa mirovanja cestice
predstavlja zapravo oblik energije. Medutim, kada se Cestica kreé¢e ovaj izraz mora
imati dopunski ¢lan koji bi dovodio do uticaja i samog kretanja na ukupnu energiju
¢estice. Dakle, kada se Cestica krece, njena ukupna energija nije samo energija mi-
rovanja, ve¢ ukljucuje i kineti¢ku energiju cestice. Cilj ovog poglavlja rada jeste da
pokaze kako izgleda opsti izraz za ukupnu energiju Cestice u pokretu, koji uzima u

obzir kako energiju mirovanja, tako i kineticku energiju.

Osnova za izvodenje izraza za ukupnu energiju relativisticke Cestice pocinje od
Lorencovih transformacija koje definisu kako energija i impuls/koli¢ina kretanja za-
vise od brzine cestice. Za cesticu koja se krece, ukupna energija £ i impuls p su
povezani sa masom m Kkoju ¢estica ima u toku mirovanja i brzinom svetlosti c.

Ukupna energija cestice odredena je kao
E = ymc?, (2.3.3)

gde je v Lorencov faktor definisan kao

1

V=
Vi-g

Sa druge strane, izraz za odredivanje impulsa Cestice koji takode zavisi od Lo-

(2.3.4)

rencovog faktora i brzine ¢estice moze da se predstavi kao
p = ymu, (2.3.5)

gde je v brzina kretanja cestice.
Nakon $to se Lorencov faktor uvrsti u izraz za ukupnu energiju Cestice (2.3.3)
on postaje

E=— " _ (2.3.6)
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Sa druge strane, kada se izraz za Lorencov faktor (2.3.4) uvrsti u izraz za im-

puls/koli¢inu kretanja Cestice (2.3.5), on dobija slede¢i oblik

muv

p=—F—
v2
Vi—-a

Da bi odredio opsti izraz za ukupnu energiju Cestice £ u funkciji impulsa p i

(2.3.7)

mase mirovanja m potrebno je da se izrazi (2.3.6) i (2.3.7) kvadriraju, pa se dobiju

relacije
2
2 2 4
me mec
FP=| —— | = o (2.3.8)
11— 1=
odnosno 2 -
muv mav
p? = = | = . (2.3.9)
_ w2 - =
c? ¢

Kada se jednacina (2.3.9) pomnoZi sa kvadratom brzine svetlosti ona postaje

2,,2.2
P =10 (2.3.10)

c2

Sada se od izraza za ukupnu energiju ¢estice (2.3.8) moze oduzeti izraz (2.3.10),

pri cemu se dobija sledeca relacija:

E? —p*c® = - — (2.3.11)
2 -z
odakle sledi
2 22 m*c? 2 2
B —pd =10 (2 —0?). (2.3.12)
2

1 c
— — 7 2.3.13
s vEew o
odnosno 1 c?
2
V== : (2.3.14)
— C—j 2 — 2
odakle sledi )
2 2 _ 2 v
cc—vi=c (1 - §> (2.3.15)

Kada se relacija (2.3.15) uvrsti u izraz (2.3.12) on postaje
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E? = p?c + m2c (2.3.16)

Ovaj izraz predstavlja fundamentalnu relaciju u specijalnoj teoriji relativiteta,
koja povezuje ukupnu energiju Cestice E sa njenim impulsom p i masom u toku
stanja mirovanja m. Izraz E? = p*c? + m?c? je univerzalan i primenljiv na sve
Cestice, uklju¢ujuéi i fotone (koji imaju nultu masu mirovanja), pri ¢emu se ovaj

izraz svodi na E = pc.

Pritisak zracenja

Da bi se odredio pritisak kojim cestice dejstvuju na telo izloZzeno njima po-
trebno je, najpre, odrediti impuls ¢estice. Impuls Cestice figuriSe u izrazu za ukupnu

energiju Cestice u kvantnoj mehanici koji je odreden relacijom (2.3.16), odnosno:
E? = p2@ + m2c,

Vazna karakteristika ove relacije je da moze biti primenjena na kontinualne ve-
licine kao i na same cestice. Kao §to je ve¢ napomenuto, za slucaj zracenja, Cestice
koje se analiziraju su fotoni i njihova masa je jednaka nuli. Prema tome, izraz za

ukupnu energiju cestice - fotona Ey odreden je slede¢om relacijom:

E; = pc. (2.3.17)
Kada se prethodni izraz diferencira i izrazi impuls/koli¢ina kretanja cestice vazi

1
dEf=cdp — dp=-dE;. (2.3.18)

c

Sa druge strane, diferencijal emitovane energije zracenja dat je izrazom (2.3.2)
dE, = I, cos 0d AdtdQ2dv.

Prema tome, kada se izraz (2.3.2) uvrsti u izraz (2.3.18) dobije se izraz za im-

puls/koli¢inu kretanja u sledec¢oj formi:

1
dp = EL, cos #d AdtdQddv (2.3.19)

Da bi se formulisao pritisak zracenja d®, (v) kojim Cestica dejstvuje na elemen-

tarnu povrsinu dA potrebno je, najpre, odrediti silu kojom foton dejstvuje na nju.
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Dakle ako je impuls/koli¢ina kretanja ¢estice odreden kao dp = yvdm, to znaci da

je sila (W) odredena kao izvod impulsa po vremenu, odnosno:

d
dp= 0dt — W= d—lz. (2.3.20)

Prema tome, pritisak kojim cestice dejstvuju na elementarnu povrsinu dA odre-

den je kao:

¥ .n
o = —
e ) = "33

Sada se moze formulisati diferencijal pritiska zracenja d®, (), koristeéi definiciju

(2.3.21)

da pritisak izazvan zraCenjem predstavlja transfer impulsa u pravcu normale i kroz

elementarnu povrsinu dA, te moze biti predstavljen izrazom

dp
dd,.(v) = Tad; C% ¥ (¥,n), (2.3.22)
odnosno
d®,(v) = dp cos 6 (2.3.23)
" dAdt ' o

Izraz (2.3.28) predstavlja pritisak izazvan zracenjem sa elementarne povrsi dA.
Sada, kada se izraz (2.3.19) uvrsti u izraz (2.3.28) on dobija sledeéi oblik:

1 1
do,(v) = TAd (E]V Ccos QdAdtdeu> cos 0, (2.3.24)
odnosno .
d®,(v) = =1, cos® HdQdv. (2.3.25)
c

S obzirom da je asteroid oblika sfere potrebno je primetiti da element elemen-
tarne povrsine dA zraci izotropno u polusferu u pravcu njegove spoljasnje normale.
Ukupni pritisak po jedinici frekvencije u jednoj tacki moze se dobiti integraljenjem

po polusferi na sledeéi nacin

o, (v) = EJJ I, cos? HdQdv. (2.3.26)

c

Da bi se uprostio rac¢un, prethodni izraz se moze napisati na sledeé¢i nacin

1
P, (v) = E/ (/ dl/) I, cos® 6dQ, (2.3.27)
v)

pri ¢emu je zbog pretpostavke da se odreduje pritisak zracenja pri jedini¢noj

/ dv=1
(v)

frekvenciji
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Sada se izraz (2.3.27) moze napisati u svom novom obliku kao

. (v) = 1/L, cos? AdS. (2.3.28)

Cc

S obzirom da je sada potrebno integraliti po polusferi iznad povrsine, potrebno
je izraz za diferencijal prostornog ugla df2 napisati u funkciji zenitskog i azimutalnog

ugla kao:
dQ) = sin 6dfdp,

pri ¢emu treba voditi ra¢una o slede¢im granicama koje ovi uglovi imaju

0<6<Z, 0<p<om
Sada izraz za pritisak zracenja (2.3.28) postaje
1 1 27 5
d,.(v)=- /L, cos” 0dQ) = —/ / I, cos? 0 sin 0dOdep. (2.3.29)
c clo Jo

Ako ne postoje informacije o raspodeli specifi¢cnog intenziteta po polusferi koja
okruzuje odredenu tacku, moze se pretpostaviti da je specifi¢ni intenzitet konstantan
u odnosu na ugao posmatranja. Ipak, moze se dozvoliti moguénost da se ovaj in-
tenzitet menja sa razli¢itim polozajima na povrsini. Uzimajuéi ovo u obzir, integral

pritiska zracenja moze se transformisati na slede¢i nacin

1 2m z
Q. (v) = EIU/O /02 cos? 0 sin dOdep, (2.3.30)

odnosno

1 3 [ [ I, [2
o, (v) = —IV/ (/ dgp) cos” 0 sin 0d) = QW?/ cos? 0 sin 0d6. (2.3.31)
0 0 0

c

Resenje preostale integralne sume iz relacije (2.3.31) ima slede¢u vrednost

2 1
/ cos’fsinfdf = =,
0 3
pa se moze napisati izraz za pritisak zracenja u slede¢em obliku

27,
3¢

I, (2
D,.(v) = 27'('?'/ / cos? fsin fdf = (2.3.32)
0

Ako se pretpostavi da je u pitanju zracenje crnog tela, moze se napisati sledece

2hv3 1
wl, = R (2.3.33)




GLAVA 2. TEORIJSKA ANALIZA EFEKTA JARKOVSKOG 22

gde je h Plankova konstanta. Broj m stoji sa leve strane izraza uz [, da bi kon-
vertovao I, iz W/(m?Hz ster) u W/(m?Hz) tako da se slaZe sa jedinicom Plankovog
zakona. Da bi se nasli svi intenziteti kroz sve moguce frekvencije Plankov zakon se

integrali tako da se dobije relacija

d7 B 2hv3 1

Wa = o[ (2.3.34)
odnosno o o .
_ v 4
TI(r 1) = /0 iy =0T 1), (2.3.35)

gde je o Stefan-Bolemanova konstanta (Stefan-Boltzman), a sama desna strana
prethodnog izraza predstavlja Stefan-Bolcmanov zakon. Merna jedinica dobijenog
izraza je W/m?. Kona¢no, moZe se predstaviti izraz za ukupni pritisak zracenja za
sve moguce frekvencije kao

B, (r,1) = / B, (v)dv = %EUT‘*(r,t), (2.3.36)

gde je € emisioni koeficijent s obzirom da asteroid ne emituje zrac¢enje kao idealno
crno telo. Merna jedinica dobijenog izraza je N/m?. Kao $to se moze videti, pritisak
zracenja @, (r,t) zavisi od prostornih koordinata r i vremena t jer je temperaturno

polje funkcija istih veli¢ina.

Sila efekta Jarkovskog

Sada kad je odreden pritisak zracenja moze se prec¢i na odredivanje sile efekta
Jarkovskog. Poznavajuéi temperaturno polje asteroida 7'(r,t), odnosno temperatur-
no polje bilo kog tela, moze se odrediti elementarna sila zracenja koja je direktna
posledica emisije fotona, noseé¢i koli¢inu kretanja dalje od elementarne povrsine d A
kao

dFy = —®,(r,t)dA = —®,(r,¢)n(r)dA (2.3.37)

odnosno, kad se izraz za pritisak zrac¢enja (2.3.36) uvrsti u prethodnu relaciju dobija
se da je
2
dFy = —3—60T4(I‘, t)n(r)dA, (2.3.38)
c

gde je n jedini¢ni spoljasnji vektor normale (orijentisan od asteroida ka okolini), dok

predznak minus figuriSe u jednacini da bi promenio dejstvo sile koja gura asteroid na
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suprotnu stranu od emisije fotona sa elementarne povrsine dA. Naravno, ukupna sila,
odnosno integralni oblik sile efekta Jarkovskog, odredena je integralom jednacine
(2.3.38) kao:

Fy = — ﬁ; ieoT‘l(r,t)n(r)dA. (2.3.39)
Aast

Kao sto se moze pretpostaviti, analiticki pristup resavanju ovakvog problema

za prostorni slucaj, zahtevao bi vrlo slozen proces, koji u opstem sluc¢aju ne bi ni

bio izvodljiv, tako da se uticaj sile Jarkovskog na kretanje asteroida moze odrediti

uvodenjem odgovarajué¢ih aproksimacija ili numerickim putem kao Sto je slucaj u

ovom radu.

2.4 Analiticko reSenje za slucaj jednodimenzionog

problema

Odredivanje temperaturnog polja

Da bi se odredio efekat Jarkovskog analitickim putem potrebno je resiti vrlo
slozen matematicki problem $to u opstem slucaju nije moguce. Analiticki pristup
ovom problemu moze da se sagleda u tome da se asteroid podeli na tanke niti,
usmerene od centra asteroida ka njegovoj povrsini, tako da svakoj niti odgovara
jedan deo povrsine asteroida koji je u odredenom trenutku izloZen Sunc¢evim zracima.
Menjajuéi svoj polozaj u odnosu na asteroid, smenjuju se i razli¢ite niti (ili ¢elije,
tj. male povrsine izmedu susednih niti) izlozene Sun¢evim zracima, slika 2.3.

Dakle, razmatra se jedan jednodimenzioni model: poluprostor > 0 koji se
sastoji od homogenog materijala, izlozen periodi¢nom zracenju sa fluksom E(t).
Medutim, da bi se krenulo dalje, potrebno je videti na $ta ¢e da se svedu jednaci-
na kondukcije i grani¢ni uslov. Za jednodimenzioni problem, jednacina kondukcije,
odredena izrazom (2.1.29) moze da se napiSe na slede¢i nacin

T 0*T

= (t.2) = aZ(t,2), (2.4.1)

gde je a koeficijent termicke difuzivnosti materijala o = k/(pc,). Sa druge strane,
grani¢ni uslov, odreden jednac¢inom (2.2.4), za jednodimenzioni problem ima sledeci

oblik 5
—k:a—z;(t, z) 4+ eocTH(t,2) = (1 — A)E(t). (2.4.2)
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T; (t,%5)

x

T;(t,x")

Slika 2.3: Sematski prikaz modela za jednodimenzionu analizu temperaturnog polja.
Na levoj slici prikazana je numericka mreza sa naznacenom j-tom Celijom. Sa desne
strane je dat Sematski prikaz raspodele temperaturnog polja j-te celije asteroida u
tri preseka. Pocetak celije (prema postavljenom lokalnom koordinatnom sistemu)
ima temperaturu 7;(t, 0), proizvoljni polozaj unutar ¢elije odreden je koordinatom
x* lokalnog koordinatnog sistema x;, dok je temperatura j-te celije na dubini /;
Tj (t> lj)'

Ovde je zadatak odrediti funkciju temperature T'(z,t) koja zavisi od rastojanja
x 1 vremena t. Sada je potrebno videti kako se moze predstaviti periodi¢no zracenje
fluksa E(t). S obzirom na priorodu problema, periodi¢no zracenje fluksa E(t) moze

biti predstavljeno slede¢om relacijom
E(t) = Eﬁ + Egei%rft, (243)

gde frekvencija f moZe oznacavati dnevno ili sezonsko kretanje Sunca. Prethodni

izraz se moze napisati kao

E(t) = Eg + Eqcos(2m ft) + iEq sin(27 ft). (2.4.4)

Naravno, samo realni deo fluksa, odnosno prethodne jednacine
RAE(t)} = Es + Eqcos(27 ft) (2.4.5)

je relevantan za razmatranje. Sa druge strane, kako je E(t) harmoni¢na funkcija,
i temperatura 7T'(¢, ) moZe da se pretpostavi u istom obliku. To znaci da ¢e i odgovor
temperature u stacionarnom stanju biti slicnog odgovora/odziva na dati fluks koji
na asteroid dejstvuje. Dakle, pretpostavka je da nestacionarno polje temperature

ima sledeéi oblik
T(t,x) =Tz + Tg(x)eﬂ’rft, (2.4.6)
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pri ¢emu Tq(z) moZe biti kompleksna funkcija, $to direktno podrazumeva fazni
pomak /promenu temperature u odnosu na ulazno zracenje. Sada je jednac¢inu (2.4.6)
potrebno uvrstiti u jedna¢inu kondukcije za jednodimenzioni sluc¢aj (2.4.1), pri ¢emu

su dati izvodi odredeni kao

or ,
——(t,x) = i2m fTo(x)e™™ ",
ot

odnosno 9 9
o0“T d*Tq

(x)ez'%rft7

Z(t.x) =
Ox? (t.z) da?
tako da se sada izraz (2.4.1) moze napisati u slede¢em obliku

d*Ty

s (2)e?™ = 21 fTo(x)e™ 1, (2.4.7)

Radi dobijanja netrivijalnog resenja potrebno je da vazi
ei27rft # O,

pri ¢emu se sada jednacina (2.4.7) svodi na sledeci oblik

d*Tq
a
dz?

(x) = 27 fTo(x). (2.4.8)

S obzirom da je T = Tq(z), i kako su sve ostale veli¢ine koje figurisu u jednacini
konstantne veli¢ine, jednacina (2.4.8) se naziva homogena linearna diferencijalna
jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima, odnosno drugacije zapisana
kao .

d2TQ 227Tf
dr2 (gj) -
x

To(z) = 0. (2.4.9)

Resenje ove diferencijalne jednacine se moze lako predstaviti na sledeé¢i nacin
To(z) = AjeVirl/or 4 Aje=Vi2nf/az, (2.4.10)

gde su A; i A, integracione konstante. Da bi se dobilo nedivergentno resenje,
potrebno je da vazi A; = 0, Sto se lako moze zakljuciti iz prethodne jednacine, dok
se sa druge strane druga integraciona konstanta A, moze odrediti iz jednog pocetnog
uslova. Da bi se nedivergentni sluc¢aj zadovoljio, lako se moze pokazati da grani¢ni

uslovi imaju slede¢e vrednosti
TQ($O) = TQ(O) (2.4.11)

kao i
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(%) +/i2rf JaTa(0) = 0, (2.4.12)

gde je x0 koordinata zadatog grani¢nog uslova - u ovom slucaju usvaja se da je

0 zato 8to je lokalni koordinatni sistem postavljen na samoj stranici j-te éelije.

Primenjujuéi pomenute grani¢ne uslove (2.4.11) i (2.4.12), na jednacinu (2.4.10),
sledi

odnosno <c% > — i2nfJa(Ar — As) = —/i2n f]aTa(0) (2.4.14)
z0

odakle se dobija nedivergentno resenje jendacine (2.4.9) dato u sledeé¢em obliku
To(z) = To(0)e~ Vi /aw — T (0)e~ UV /ax, (2.4.15)

Sada se jednac¢ina (2.4.15) moze uvrstiti u jednacinu (2.4.6) pri ¢emu je
T(t,x) = Ts + T(0)e IFIVm/azgizn] (2.4.16)
Moze se videti da se promene temperature smanjuju sa dubinom x kao e=*/% gde
je dubina prodiranja termalnog talasa reda veli¢ine 0 = 4/a/ (7w f). Takode, postoji
i odredeni fazni pomak. Medutim, ono $to jos uvek nije poznato to je temperatura

T(0,t). Ovde se koristi grani¢ni uslov (2.4.2) u koji je potrebno uvrstiti prethodnu
jednacinu (2.4.16), gde je izvod

T .
oo (te) = =(1+1) W7 f[aTo(0)e” My mf/azgizn] (2.4.17)

Sada granicni uslov (2.4.2), kada se prethodni izraz uvrsti u njega, postaje

k(l + ’l) /ﬂ_f/oéTQ<0)ef(1+i)«/ﬂf/azei2ﬂf+
) ) 4 )
€o [Tﬁ + T (0)e~ WHDVmf/azizn] ] = (1 — A) (Es + Eqe™/") . (2.4.18)

Sada je potrebno odrediti kolika je vrednost funkcije kada je x = 0, odnosno
T(t,0)

k(1 + i)W/7f[aTo(0)e*™ + eo [Ts + To(0)e™]" = (1 — A) (Es + Eqe®™?) .
(2.4.19)
[zracunavanje ¢etvrtog stepena, a posebno nalazenje resenja, bilo bi veoma sloze-

no. Ipak, moze se pretpostaviti da je To(0) < Tj (tj. promene temperature su male u
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odnosu na srednju temperaturu). Takode, sada je potrebno linearizovati prethodnu
jednacinu kao
[T5 + Ta(0)]" ~ T4 + 4T3To(0) + O [T3(0)] .

Sada se mogu oduzeti clanovi sa T i Ej, jer oni tacno odgovaraju ravnoteznoj
temperaturi u jednacini (2.4.19), tako da se dobija linearna jednacina za T (0)

slede¢eg oblika

(14 i)\/m fheppTa(0) + 4e0 T2 To(0) = (1 — A)Eq. (2.4.20)

Dakle, povrsinska temperatura ¢elije jedne niti posmatranog asteroida moze da

se izrazi kao ‘
(1 _ A)Eﬂez%rft

+ .
(1+d)/7mfkepp + deoTy,

Kao sto se da primetiti, u brojiocu se nalazi kompleksan broj. Nakon pojedinih

T(t,0) =T, (2.4.21)

algebarskih operacija, prethodni izraz moze da se napise na sledec¢i nacin

(1-A)Eq 1 (27 ft
T(t,0) =T, i(2m ft+en) 2.4.22
00 =Tt oTs 1726 1 262 (2.4.22)

gde su termalni parametar © i fazni pomak ¢, odredeni kao

VTS kep © (2.4.23)

O=—">—"—{H t =——.
drecT3 ' 8 1+0

Iako nije od klu¢nog znacaja, jer se proces prostiranja toplote unutar asteroida
vrsi putem kondukcije, konacan izraz za temperaturu 7'(¢,z) odreden je sledecom

jednacinom

T(t,z) =T, i@nfttém—y/nl/az)g=/ml/ox (94,24
(o) =To s 1120 7 202" ‘ (2.4.24)

Graficki prikaz jednacine (2.4.24) moze da se vidi na dijagramu prikazanom na
slici 2.3 sa datim opisom slike i vrednostima, kao i materijalom za koji je dijagram
formiran. Dijagram je formiran za balzatnu stenu ¢ija je gustina p = 3500 kg/m?’,
specifinéne toplote pri konstantnom pritisku ¢, = 680 J/(kgK), toplotne provodlji-
vosti k = 1.5 W/(m - K).
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T{t.x) - Temperatura u zavisnosti od dubine i viemena

g Dubina (m)

s
1x1a‘3"--.\_ =
Wreme () g L G

Slika 2.4: 3D grafikon dubine z u odnosu na vreme ¢t u odnosu na temperaturu
T(t,x) kao rezultat jednodimenzionalnog modela problema (jednac¢ina (2.4.24)).
Svojstva materijala odgovaraju bazaltnoj steni, sa termalnom provodljivoséu k =
1.5 W/(mK). Amplituda fluksa Eq je polovina ravnoteznog fluksa Ez na 2.5 AU
od Sunca; frekvencija fluksa F(t) odgovara orbitalnom periodu od P = 4 godine.
Fluks je prikazan kao tanka linija u (¢,7) ravni i skaliran je isto kao i amplituda
povrsinske temperature T (0). Termalno kasnjenje izmedu incidentnog fluksa FE(t)
i povrsinske temperature 7'(0,t) tada iznosi (¢, ~ —4°).

Odredivanje sile Jakrovskog

Znajudi povrsinsku temperaturu 7'(¢, 0) (na objektu bilo kog oblika), mozemo
izracunati elementarnu silu zracenja efekta Jarkovskog usled emisije fotona, koji nose

impuls sa pojedina¢nog povrsinskog elementa dA, odredenu izrazom (2.3.38) kao:

2
dFy = —3—60‘T4(I‘, t)n(r)dA,
¢

Faktor % odgovara Lambertovom zakonu rasipanja; n oznacava spoljasnji nor-

malni jedini¢ni vektor. Za jednodimenzionalni slucaj, ovaj izraz se svodi na
2 4 2 4
dFym = —3—€O'T (t, O)H(O)dA = 3—€0T (t, O)Gdi, (2425)
c c

gde je n(0) = —e, zapravno jedini¢ni vektor normalne na povrsinski sloj posma-
trane niti materijalnog sistema - asteroida, pri ¢emu je e, jedini¢ni vektor orijentisan
u pozitivhom smeru x ose. Ubrzanje nastalo kao posledica efekta Jarkovskog - ubr-
zanje homogenog tela - asteroida ukupne mase m se zatim dobija integracijom preko

cele povrsine:

_EEHdAn 0)T(t,0) ~ —§3T3 HdAn )Ta(0 (2.4.26)

3me
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gde se ponovo moze koristiti linearizovani oblik temperaturnog polja T%4(¢,0) u

tacki x = 0. Kada se prethodna jednacina napise kao projekcija na x osu dobija

sledeéi oblik
8 ea

ay H dAe, To (0 (2.4.27)

Smc

Glavna orbitalna perturbacija uzrokovana ubrzanjem koje je direktna posledica
efekta Jarkovskog (2.4.27) ay je drift - poremecaj velike poluose asteroida. Prva

Gaussova jednacina [1] onda glasi:

da 27
— = — 2.4.2
=2 o) (24.28)

gde 7 oznacava transverzalnu komponentu ubrzanja ay,. Kao sto se moze videti
iz jednacine (2.4.27), rezultirajuée ukupno transverzalno ubrzanje 7 (stoga, stopa
drifta velike poluosu ) je proporcionalno odstupanjima temperature od ravnoteze i
obrnuto proporcionalno veli¢ini asteroida (jer Fy o< povrsini asteroida A i ay = %)
Iz prethodnog razmatranja oc¢igledno je koliko je analiticki model efekta Jarkov-
skog slozen, cak i u slucaju jednodimenzione aproksimacije, tako da razvoj nume-

rickih modela predstavlja prirodnu alternativu.

2.5 Linearna teorija efekta Jarkovskog za kruzZne

orbite

Model efekta Jarkovskog koji je koris¢en za poredenje sa rezultatima dobije-
nih pomocéu razvijenog numerickog modela, opisan je u radovima Davida Vokrolickog
i saradnika [20, 18]. U daljem tekstu, ovaj model bi¢e nazivan linearni model. Ovaj
model predstavlja standard u izuCavanju efekta Jarkovskog, kao i njegovom korisée-
nju za odredivanje fizickih karakteristika asteroida, poput toplotne provodljivosti i

termalne inercije |2, 3, 8, 6].

U ovom modelu materijalni sistem, $to je u ovom slu¢aju razmatranja asteroid, se
posmatra kao sferno telo koje se kreée po kruznoj orbiti oko zvezde, u ovom sluc¢aju
oko Sunca. Da bi se resila jednacina prenosa toplote - kondukcije (2.1.29), jer se
asteroid smatra idealno krutim telom, neophodno je linearizovati grani¢ne uslove.
Kao rezultat, promena velike poluose orbite asteroida da/dt uzrokovana efektom
Jarkovskog moze se podeliti na dva osnovna doprinosa/sabirka: deo koji je posledica

sezonskog efekta Jarkovskog, oznacen kao (da/dt),, i deo koji je posledica dnevnog
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efekta Jarkovskog, oznac¢en kao (da/dt),. Promena velike poluose orbite asteroida
koja je direktna posledica sezonskog efekta jarkovskog moze se odrediti pomocu

1zraza

da) 4a® , . 9
<E)s = §WrevF<R87@S)Sm v, (2.5.1)

dok se promena velike poluose orbite asteroida koje je direktna posledica dnevnog

efekta Jarkovskog moze predstaviti pomocu izraza

_8a0

da
— | = F(R,,© . 2.5.2
(F) = 5o F (00 cosy (252)

U prethodne dve jednacine, o predstavlja koeficijent apsorpcije na povrsini aste-
roida, dok ® oznacava koeficijent pritiska zracenja [24], v oznacava nagib ose rotacije,
dok je wyey ugaona brzina orbitalnog kretanja asteroida oko zvezde - Sunca. Sa druge
strane parametri R, i R, su bezdimenzionalne veli¢ine, odnosno skalirane vrednosti
radijusa asteroida R, definisane pomocu sledeé¢ih izraza:

R , R

=7 (2.5.3)

Ova dva izraza uvode skaliranje koje ukljuc¢uje dubine prodiranja sezonskih i

dnevnih toplotnih talasa, oznacene kao [, i g, definisane su sledeé¢im izrazima, re-

k k
Iy =4/ , la=4/ : 2.5.4
prrev d PCpWrot ( )

pri ¢emu k predstavlja termicku/toplotnu provodljivost asteroida, ¢, je specifi¢éni

spektivno:

toplotni kapacitet asteroida, dok p oznacava gustinu asteroida. Dubine prodiranja
ls 114 direktno zavise od ovih termalnih svojstava asteroida. Pored toga, ove dubine
prodiranja zavise i od frekvencija rotacije - ugaone brzire rotacije asteroida, pri
demu se w,o; odnosi na frekvenciju rotacije asteroida oko sopstvene ose, dok wyey,
predstavlja orbitalnu frekvenciju asteroida oko Sunca. Ugaona brzina asteroida wy

odredena je slede¢im izrazom
27
Wrot = 5 (2.5.5)

gde je P period rotacije posmatranog asteroida. Termalni parametri, oznaceni
kao ©, i B4, takode su povezani sa fizickim svojstvima asteroida. Oni su definisani

pomocu sledeéih relacija:

pKC’wrev pKOwrot
_ _ PR CYre 2.5.
O, eaT3 O eol3 (256)
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U prethodne dve jednaciname, o predstavlja Stefan-Bolcmanovu konstantu, dok
€ predstavlja emisivnost povrsine asteroida, T, oznacava temperaturu subsolarne

tacke asteroida, koja se moze izraziti na sledeéi nacin:

g
T, = 4252 (2.5.7)

€o
gde je & solarni fluks zracenja na odredenoj udaljenosti asteroida od Sunca. U
jedna¢inama (2.5.1) i (2.5.2) figuriSe i funkcija F' i ona ima slede¢i oblik:

ki (R ©

F(R.,©)=— :
.0 = T m etk () e

(2.5.8)

Ova funkcija zavisi od skaliranog radijusa asteroida, R’, kao i od termalnog pa-
rametra ©. Koeficijenti ki, ko, 1 k3 su pozitivne analiticke funkcije koje zavise od
skaliranog radijusa - konstante R’ [19, 20]. Na slici 2.5 koja predstavlja zavisnost
ovih koeficijenata od vrednosti konstante skaliranog radijusa R, moZe se primetiti

da svi koeficijenti teze vrednosti 1/2 kada je skalirani radijus R’ dovoljno veliki.

102
_kl
_k2
)
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100 \\&
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-2 | \
10
107" 10° 10! 102

R/
Slika 2.5: Funkcionalni prikaz zavisnosti koeficijenata ki, ks i k3 od koeficijenta ska-
liranog radijusa R’. Promena koeficijenta ki u zavisnosti od R’ prikazana je plavom

bojom, zavisnost kg prikazana je narandzastom bojom, dok je zavisnost koeficijenta
ks prikazana zZutom bojom.

Kao sto je ranije istaknuto, sezonska komponenta Jarkovskog efekta uvek iza-
ziva smanjenje velike poluose. Nasuprot tome, pravac migracije asteroida koji je
uzrokovan dnevnom komponentom efekta Jarkovskog zavisi od polozaja, odnosno
nagiba ose rotacije v u odnosu na orbitalnu ravan asteroida, pri ¢emu je migracija

najizrazenija kada + ima vrednosti od 0° ili 180°.



Glava 3
Numericki model efekta Jarkovskog

U ovom radu razvijen je napredni numericki pristup zasnovan na metodu ko-
nacnih elemenata kako bi se sprovela nezavisna provera ranijih resenja u slucajevima
gde su ti modeli bili validirani i pouzdani, kao i da bi se prosirila teorija na nove
rezime koji do sada nisu bili detaljno razmatrani u prethodnim istrazivanjima. Me-
todologija prati prethodno opisani pristup za numericku analizu efekta Jarkovskog
[17]. Numericki model je implementiran u programskom jeziku Python i dostupan je
u GitHub repozitorijumu!. Dobijeni rezultati su uporedivani sa linearnim modelom,

koji je takode implementiran u Python kod i dostupan je u istom repozitorijumu.

3.1 Formiranje numericke mreze

Da bi se precizno odredilo stanje temperaturnog polja asteroida, koristi se
metoda konac¢nih razlika za reSavanje jednacine prenosa toplote 2.1.29. Ova metoda
ukljucuje podelu tela na diskretne ¢éelije, pri ¢emu se pretpostavlja da su materijalna
svojstva i temperatura unutar svake ¢elije uniformni. Granicni uslovi usled solarne

insolacije (2.2.4) rac¢unaju se za svaki vremenski korak tokom rotacije asteroida.

U ovom istrazivanju se pretpostavlja da je telo asteroida sferno, iako je pristup
razvijen na nacin koji omogucava lako prilagodavanje za elipsoidna tela. Centar tela
zauzima jedna sferna celija, a oko nje se prostire mreza Celija koje su uniformno
rasporedene u pravcu duzine i Sirine. U radijalnom pravcu, ¢elije su posebno tanke

blizu povrsine tela, kako bi se omoguéilo precizno pracenje temperaturnog profila

Thttps://github.com /dusanmarceta,/ Yarkovsky
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blize povrsini gde su promene temperature vece. Geometrija mreze sacinjene od

konac¢nih elemenata koja se koristi za racunanje je prikazana na slici 3.1.

Slika 3.1: Sema mreze koja se koristi za reSavanje jednacine prenosa toplote unutar
sfernog tela. Celije su ravnomerno rasporedene duz linija kolatitude # i longitude
. U radijalnom pravcu, razmak izmedu celija nije konstantan, ve¢ se postepeno
smanjuje prema povrsini, gde postaje izuzetno mali kako bi se obezbedila preciznost
u modeliranju termalnih efekata na povrsini. U samom centru tela nalazi se jedna
velika sferna celija C' koja predstavlja osnovu mreze i od koje se ostatak mreze Siri
prema spoljasnjim slojevima. Proizvoljna j-ta ¢elija numericke mreze oznacena je sa

yE

Sada je potrebno obratiti paznju na proizvolju j-tu ¢eliju numericke mreze.
Na slici 3.2 prikazana je tipi¢na necentralna proizvoljna celija postavljene nume-
ricke mreze. Vektor S;; oznacava normalni jedini¢ni vektor povrSine svake celi-
je, gde prvi indeks j, j € Z; oznacava indeks Celije numericke mreze, dok dru-
gi indeks ¢ predstavlja sfernu koordinatu koja je konstantna na toj povrsini celije
1 = r+,7r—, 0+, p—, 04, 0—, pri ¢emu znak pored odgovarajuce sferne koordinate
(+ ili —) oznacava da li je data normala usmerena u pravcu porasta ili smanje-
nja odgovarajuce koordinate. Na primer, S,,,;+ oznacava jedini¢ni vektor normale
u radijalnom pravcu m-te ¢elije, koja je usmerena ka spoljasnjosti sfere. Vazno je
napomenuti da centralna ¢elija ima granice samo u radijalnom pravcu, s obzirom na

njen poseban polozaj u centru tela i na njen oblik - oblik sfere.
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S0

1,9+

S.
Sj,0+¢ Ty

Slika 3.2: Geometrija proizvoljne ¢elije prikazana je sa definisanim normalnim vekto-
rima za svaku stranu ¢elije. Normalni vektor za svaku stranu identifikovan je pomocu
dva indeksa, pri ¢emu je prvi indeks indeks ¢elije, dok drugi indeks ukazuje na to
koja sferna koordinata (r, 0 ili ¢) ostaje konstantna duZ te strane ¢elije. Drugi in-
deks sadrzi znak + ili — koji sluzi za razlikovanje izmedu dve suprotne strane koje
definisu granice ¢elije u tom pravcu. Ovakva identifikacija omoguéava precizno pra-
¢enje i analizu prostorne orijentacije svake ¢elije u mrezi.

3.2 Ojlerova metoda za resavanje jednacine

prenosa toplote

Racunanje temperature 7'(r) u svakoj celiji tela u trenutku ¢y + At vrsi se na
osnovu temperature u prethodnom vremenskom trenutku ¢y,. Ovo se postize kori-
S¢enjem QOjlerove metode prvog reda, jednostavne ali efikasne numericke metode
koja omogucava kontinuirano azuriranje vrednosti temperature u svakom kona¢nom
elementu asteroida u svakom vremenskom koraku, pruzajuci detaljnu sliku tempe-
raturnog polja asteroida tokom vremena.

Racunanje temperature j-te cCelije posmatranog asteroida u slede¢em vremen-
skom intervalu ty + At odredeno je na slede¢i nacin

to
Ono sto je karakteristicno za ove probleme je moguénost pojave nestabilog nu-
merickog procesa. Da bi numericki prorac¢un bio stabilan, potrebno je definisati
odgovarajuc¢i vremenski korak. Veli¢ina vremenskog koraka At odredena je dimen-
zijom ¢elije u mrezi, jer u svakom vremenskom intervalu termalna perturbacija se

Siri na odredenu udaljenost, koja se moze izraziti slede¢om formulom formulom:

| ~ k_At
pcp.
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U ovoj formuli, £ predstavlja toplotnu provodljivost materijala, p je gustina, dok
je ¢, specificni toplotni kapacitet materijala od kojeg je asteroid sacinjen. Ako bi
vremenski korak bio prevelik, termalna perturbacija bi mogla da se Siri dalje nego
Sto je dimenzija celije, §to bi dovelo do nerealnih rezultata jer u takvom slucaju
¢elije u mrezi mogu komunicirati samo sa svojim neposrednim susedima. Dakle, da
bi se usvojio odgovarajuéi vremenski korak, kao faktor sigurnosti, bi¢e odreden na
osnovu najmanje ¢elije numericke mreze ¢ija je karakteristicna dimenzija l,,;,, pa se

moze napisati sledece
kEAt*
Lnin = (3.2.2)
PCp

odakle je odgovarajuci vremenski korak At* odreden kao

2,
At = %. (3.2.3)

Ovaj problem bi se donekle mogao ublaziti primenom numericke metode viseg
reda, ¢ime bi se postigla veé¢a preciznost. Ipak, umesto da se uvode kompleksnije
metode, vremenski korak je jednostavno ogranic¢en, kao Sto je gore pokazano, tako
da bude dovoljno kratak (obi¢no je dovoljno da bude manji od 1/20 perioda rotacije).

Sada se temperatura j-te ¢elije u slede¢em vremenskom intervalu ty + At* odre-

duje kao

oT;
to
¢ime je, uz poznati vremenski gradijent temperature u svakom konac¢nom ele-
mentu posmatranog materijalnog sistema 97;/0t|, (r;,t), potpuno odredeno tem-

peraturno polje asteroida T'(r,t).
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3.3 Diskretizacija diferencijalne jednacine

kondukcije

Da bi se izvrsila diskretizacija diferencijalne jednacine prenosenja toplote
- jednacine kondukcije (2.1.29), prvo je potrebno nju pomnoziti sa diferencijalom
zapremine (elementarnim zapreminskim delom) posmatranog asteroida tako da se
dobije sledece

oT;
ajdv = aAT;dV;, (3.3.1)

gde je T temperatura asteroida u neposrednoj okolini tacke j ogranicene lokal-
nom elementarnom zapreminom dVj. Sada se prethodna jednacina moze napisati

kao

e, 8Jdv —kz Jdv (3.3.2)

Sada se prethodni izraz (3.3.2) moZe napisati u integralnom obliku kao

J”pcp Vi = kaZ T34 (3.3.3)

Levi izraz u prethodnoj jednacini, nakon integracije, dobija sledeé¢i oblik

oT;
Jﬂpcp aJdV = ey, =Ly, (3.3.4)

gde je sada V; zapremina j—tog konac¢nog elemeneta posmatranog asteroida. Sada

se jednacina (3.3.3) moZe napisati u slede¢em obliku

pCp a HJ’“Z aZTJ (3.3.5)

Izraz sa desne strane jednakosti (3.3.5) moze da se transformise na sledeéi na¢in

kaz (ZJT; dv; = MZ 90 (3%> (3.3.6)

odnosno, kada se izvr§i prva aproksimacija po koordinati g;

WZ o0 <aqz> Vi = kZ# [(8%)]“” - (?9?>|

dA;;.  (3.3.7)
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Sada kada se izvrsi aproksimacija i gradijenta temperature 07}/0¢; dobija se

iy R T - 1"
fﬂkz Vi = kZﬁ ( qu ey - Ag; y 4.
J 1 Il

(3.3.8)

S obzirom na poznatu geometriju numericke mreze poznate su povrSine svih

kona¢nih elemenata. Prema tome, diferencijal povrsine dA4,;; je odreden u svom

kona¢nom obliku, pa se prethodna jednacina moze napisati kao

(n) (n) (n)
- T T —T:
2 : J _ 2 : J+1 J Jj+1 J
j+1[i jlé
(3.3.9)
odnosno, radi lakSeg zapisa:

s - ()

Sada, kada se jednacina (3.3.10) uvrsti u jednac¢inu (3.3.5) dobija se diskretizo-

1)

AA; ;. (3.3.10)

Jli

vani oblik diferencijalne jednacine kondukcije

J+1i

AA

e

pcpanAv —kZA( ﬂ“Aq J )

odakle se direktno moze odrediti vremenski gradijent temperature 907;/0t u j-toj

i (3.3.11)

Jlé

éeliji
(n) )\ P
o7, ko=, (DT
= AT AA; (3.3.12)
ot pCPA‘/j; ( Ag; i ’
odnosno oT o
I (3.3.13)
ot pc,AV;

gde je ®; ukupan toplotni fluks j-te celije definisan desnom stranom izraza
(3.3.11). Sada se na osnovu jednacine (3.2.4) moze odrediti temperatura j-te ce-

lije u narednom vremenskom trenutku ¢, + At* kao

. 3 () _ () [
(n+1) (n) At*k 7}+1 - Tj] *2
. _ 7 AT AA, ; A, 3.14
J i pcp, AV Z Ag; s HOBE, (B34
P J =1 Jjli
odnosno A
o) ) —= D, + O(A?). (3.3.15)

J J ppAV
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Primenom jednacine (3.3.15) za svaku ¢eliju numericke mreze elemenata, tem-

peraturno polje asteroida T'(r,t) je poptuno odredeno.

3.4 Toplotni fluks, pritisak zracenja i granic¢ni

uslovi

Toplotni fluks - uopstena forma

Ako se obrati paznja na toplotni bilans j-te ¢elije ®; u izrazu (3.3.11), moze se
zakljuciti da se on sastoji od Sest ¢lanova, tj. flukseva pomnozenih sa odgovarajué¢om

povrsinom j-te ¢elije asteroida. Ovaj izraz moze se napisati i u slede¢em obliku

T(n) T( n)
D, =k) A[-LHE
Z ( Ag;

gde je p broj stranica koje celija ima. U opStem slucaju necentralna celija ima

]+1|7,

Z JiAA; (3.4.1)

gli
Sest stranica, dok celije koja se nalaze uz osu obrtanja mogu imati manje povrsina.

Takode, ¢elije koje se nalaze na povrsini nemaju susednu ¢eliju u smeru r+. Izraz

za toplotni fluks kroz proizvoljnu stranu ¢éelije se moze zapisati u obliku

(n) (n)
I =k T =157
! Ag;

Kada se za proizvoljnu necentralnu ¢eliju izraz (3.4.1) napise pomocu prethodno

(3.4.2)

jli

uvedene notacije (slika 3.2) vazi sledece

(Pj :Jj,’r‘-i-AAj,T—I— + Jj,’r—AAj,'r‘— + JJ 9+AA]‘ 9++

(3.4.3)
Jijo-AAj -+ Jjpr AAj o + Jj o AAj .

Ova jednacina se koristi za izra¢unavanje energetskog bilansa svake ¢elije u sva-
kom trenutku vremena, kao i za izracunavanje temepratura celije pomoc¢u jednacine

(3.3.15).

Toplotni fluks usled kondukcije

U izrazu (3.4.3), ne moraju svi sabirci biti posledica iste prirode toplotnog

dejstva na celiju. Ukoliko je re¢ o proizvoljnoj unutrasnjoj celiji, re¢ je o toplotnoj
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kondukciji, a za toplotni fluks se onda kaze da je konduktivan toplotni fluks. On se

moze predstaviti i u vektorskom obliku na osnovu jednacine (3.4.1), na sledeci nacin

(n) (n)
oo (T
o Ag;

gde je S;; jedini¢ni vektor normale na i-tu stranicu j-te celije, a gradijent (VT})]

T 7
Ty, = 2+ 7
(VI ( v

Temperaturni gradijent k (VTj)|, koji predstavlja promenu temperature preko

=k (VT})l; - S, (3.4.4)

ili

%

(3.4.5)

Jlé

povrsine jedne ¢elije koja se nalazi na koordinatama (r, 6, ¢), izracunava se koriscée-
njem aproksimacije razlike. Ova metoda se zasniva na prora¢unu pravca normalnog
na datu povrsinu, odnosno duz pravca na kojem temperatura najbrze raste ili opada.
Na primer, u radijalnom pravcu, temperaturni gradijent (3.4.5) moze se izraziti kao
razlika u temperaturi izmedu tacke koja se nalazi na rastojanju Ar; od centra celije
i same tacke u centru, podeljena sa istim tim rastojanjem, tj. rastojanjem izmedu
tezista celija:

T(rj+ Arjy, 05,05 t) = T(rj, 05, 055 1)

Arjp '

(vj-']')r-ﬁ- ~

Toplotni fluks usled Suncevog zracenja

U kontekstu grani¢nog uslova za model kondukcije, neophodno je uzeti u
obzir kako se toplota prenosi sa povrsine u unutrasnjost asteroida. Grani¢ni uslov se
formuliSe tako Sto se na povrsini asteroida balansira emisija toplote i apsorbovana

Sunceva energija.

Matematicki posmatrano, ovo se moze izraziti pomocu relaciije (2.2.4) i ona, za

povrsinsku/spoljasnju ¢eliju s ¢ija je povrSina [, ima sledeéi oblik:

0T,
or 5

k +eoTt = (1 — A)Eo(t) - n,py (ry), (3.4.6)

gde k predstavlja termicku provodljivost asteroida, € - emisivnost povrsinskog
sloja asteroida, o Stefan-Boltzmannovu konstantu, 7T, temperaturu na povrsini aste-
roida u tacki s, Eg () lokalni fluks suncevog zrac¢enja, A predstavlja Bondov albedo,

dok je ng 5, (rs) jedini¢ni normalni vektor na povrsini asteroida u posmatranoj ¢eliji
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mreze. 1z izraza (3.4.6) moze se lako izraziti fluks solarnog zracenja kroz povrsinu

B, s-te celije
0T,

Jop= k2]
or 8

(3.4.7)

Dakle, za celije koje se nalaze na povrsini, toplotni fluks J; g predstavlja razliku
izmedu Suncevog zrac¢enja koje dopire do povrsine asteroida i toplotnog zrac¢enja koje
ta povrsina emituje. Na osnovu jedna¢ina (3.4.6) i (3.4.7), izraz za ovaj toplotni fluks

u s-toj ¢eliji kroz izloZenu /spoljasnju stranicu 3, moze se izraziti slede¢om formulom
Jsp = (1= A)Eq(t) 1,51 (r,) — €Ty (3.4.8)

Ukoliko je, okolna temperatura 7T, u kojoj se asteroid nalazi razli¢ita od nule, jed-

nacina (3.4.8) postaje
Jsp = (1= A)Eq(t) - n,p.(r) —eo (T§1 - Tfo) . (3.4.9)

Na dnevnoj strani asteroida, Suncevo zracenje doprinosi ukupnom toplotnom
protoku, dok je na noénoj strani, gde nema direktnog Suncevog zracenja, jedini
relevantan ¢lan u izrazu toplotno zracenje koje asteroid emituje u svemir. Ova ra-
zlika izmedu ulaznog i izlaznog toplotnog toka igra klju¢nu ulogu u odredivanju

temperaturnog stanja na samoj povrsini asteroida.
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3.5 Odredivanje povrsina i zapremina c¢elija

Kao $to se moze videti u jednacini za odredivanje toplotnog bilansa za jed-
nu ¢eliju (3.4.3), za odredivanje temperature, pored toplotnih flukseva, potrebno
je odrediti i povrsine svih celija. Sa druge strane, ako se obrati paznja na jedna-
¢inu (3.3.15) koja predstavlja izraz za odredivanje temperature celije u sledec¢em

vremenskom trenutku.

Slika 3.3: Prikaz mreze (levo) i polozaja j-te ¢elije u sfernom koordinatnom sistemu

(desno).

Radi lakSeg racuna i prirode problema, povrsine i zapremine ¢elija su odredene

u sfernom koordinatnom sistemu, u prostoru koordinata r, 6 i ¢ (slika 3.3.).

Odredivanje zapremine celija

Diferencijal zapremine asteroida dV, u sfernom koordinatnom sistemu, je
oblika
dV = r?sin fdrdedd. (3.5.1)

Ukoliko je polozaj j-te ¢elije odreden tako da su vrednosti koordinata r, 6 i ¢
sledece
rj- ST <rip, 02 <0<0;, ¢ <o <@y, (3.5.2)

onda je, na osnovu jednac¢ine (3.5.1), i granica posmatranog domena (3.5.2),

zapremina j-te Celije asteroidne mreze odredena pomocu sledece integralne sume

rit 0+ Pi+
AV; = ffj r? sin Odrdpdf = / 7“2d7"/ sin 9d9/ de, (3.5.3)
Tj— 0;_ Pj
V;

J J—
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odnosno

AV, = 5 (=12 ) [eos (6,0) —cos (6,)] (s —0y) . (35.4)

Razlika dva ugla ¢, — ¢;_ ima istu vrednost za sve celije asteroidne mreze, pa

vazi sledeée

Apj =it —pj- = Ay, (3.5.5)
tako da se sada zapremina j-te ¢elije moze napisati u slede¢em obliku
1
AV, = 3 (r2, —r3_) [cos (6;-) — cos (6;4+)] Agp. (3.5.6)

Odredivanje povrsina celija

U opstem slucaj (isklju¢ujuéi centralnu éeliju) éelija numericke mreze moze
imati maksimalno 6 stranica. Takvih ¢elija svakako ima najvise u numerickoj mrezi
¢elija asteroida. Numeracija stranica c¢elije koja ima Sest strana prikazana je na slici
(3.2)

Slika 3.4: Prikaz usvojenih oznaka povrsina jedne Sestostrane ¢elije numericke mreze
asteroida.

Kada se pogleda slika 3.4 mozZe se zakljuciti da su ,boc¢ne” stranice celije AA; 4

i AA;,_ jednake. To podrazumeva da se moze napisati sledeca relacija

AAj =NA;,_ = AA; . (3.5.7)
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Diferencijal te povrSine moze da se odredi na slede¢i nacin
dA, = rdrde, (3.5.8)

odakle se integraljenjem dalje odreduje vrednost povrsina AA; ,+ kao

Tj+

1 0. 1
AAj ,p = H rdrdy = §7~2 0l = 3 (r2, —7r2) (04— 0;-). (3.5.9)

Ajpt

Tj—

Razlika dva ugla 6,4 — 6;_ ima istu vrednost za ¢elije asteroidne mreze, pa vazi
sledece
AO; =04 —0;_ = A0,
tako da se sada povrsina ¢ j-te Celije moze napisati u slede¢em obliku

1
Adjpr = 5 (rfy —rj-) A0, (3.5.10)

Sada se moZze preé¢i na odredivanje povrsina AA;g, i AAjs_. Analogno kao i u

sluc¢aju sa prethodnom povrsinom, diferencijal ove povrsine dAy je odreden kao
dAy = rsinfdrdep, (3.5.11)

odakle se integraljenjem dalje odreduje vrednost povrsina AA; ,+ kao

1 Ti+
AAjpr = JJ rsinfdrdy = 57"2

Aj o+

. 1 .
Plg sin e = 5 (s —172) (950 — ) sin O,
T'j,

(3.5.12)

gde je sada sa razlogom u jednacini ostala oznaka 6, $to podrazumeva da ove
dve povrsine nisu iste. Tac¢nije, svakoj od povrSina odgovara jedna vrednost ugla
8;, Sto podrazumeva da ¢e povrsinama AA; g, i AA;y_ odgovarati vrednosti uglova
6,4+, odnosno 6;_, respektivno. Uzimajuéi ovo u obzir, kao i relaciju (3.5.5), povrsine

6. j-te celije mogu se napisati u slede¢em obliku

AAjpr = = (rf, — 1) Apsinb; .. (3.5.13)

N | —

Preostalo je jos da se odrede povrsine AA;,. i AA,,_ koje su upravne na ra-
dijalni pravac/poteg r. Diferencijal ove sferne povrsine dA, moze da se odredi na
slede¢i nacin

dA, = r?sin dodey, (3.5.14)
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odakle se integraljenjem dalje odreduje vrednost povrsina AA;,+ kao

0+ Pi+
AA;y = Jf r? sin dfdy = 7"]2#/ sin 9d9/ de

05— ®j-
Ajrt

0; it
— 2, cosbllyt gl =12, [eos () — cos (65:)] (o4 — 1), (35.15)

gde je sada sa razlogom u jednacini ostala oznaka r;+ §to podrazumeva da ove
dve povrsine nisu iste. Ta¢nije, svakoj od povrsina odgovara jedna vrednost polarnog
potega/koordinate 7;, $to podrazumeva da ¢e povrsinama AA;,, i AA;,_ odgova-
rati vrednosti polarnih potega 7,4, odnosno r;_, respektivno. Uzimajuéi ovo u obzir,

kao i relaciju (3.5.15), povrina r1 j-te éelije moZe se napisati u sledec¢em obliku
AAj,p =73y [cos (6;-) — cos (6;4)] Ap. (3.5.16)

Izrazima (3.5.6), (3.5.10), (3.5.13) i (3.5.16) odredene su sve povrsine i zapremine
¢elija numericke mreze elemenata posmatranog materijalnog sistema, u ovom slucaju
asteroida. Sada se mogu resiti klju¢ni izrazi (3.3.15) i (3.4.3) koji sluze za odredivanje
toplotnog bilansa celije, gde je, pored toplotnih flukseva kroz povrsi celija, potreban
podatak o samim povrSinama ¢elija i, naravno sracunavanje temperature u slede¢em

vremenskom trenutku, Sto podrazumeva i podatak o zapremini ¢elija.

3.6 Izracunavanje sile efekta Jarkovskog

Ukupna sila definisana u svom integralnom obliku koja je direktna posledica
efekta Jarkovskog, odredena je integralom jednacine (2.3.39) kao:
2 4
Fy = — p —coT"(r;t)n(r)dA,

3¢
Aast

gde je n jedini¢ni eksterni/spoljasnji vektor normale orijentisan od asteroida ka
okolini, dok predznak minus figuriSe u jednac¢ini da bi promenio dejstvo sile koja

gura asteroid na suprotnu stranu od emisije fotona sa elementarne povrsine dA.

Kao $to je ve¢ napomenuto, analiticki pristup reSavanju ovakvog problema za
prostorni slucaj, zahtevao bi vrlo slozen i naporan proces, koji u opstem slucaju ne
bi ni bio mogué, tako da se uticaj sile Jarkovskog na kretanje asteroida moze odrediti
numerickim putem ili uvodenjem razli¢itih aproksimacija. Sada, kada je mehanicki

sistem podeljen na konacan broj elemenata, formulacija sile efekta Jarkovskog mora
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biti prilagodena tom sluc¢aju. Za spoljnu ¢eliju s ¢ija je stranica § = r, izlozena
dejstvu pritiska Solarnog zrac¢enja, elementarna sila (samo za tu spoljnu ¢eliju) efekta

Jarkovskog se odreduje na slede¢i nacin

FYs,mr = ff _GO-T r87 )nT+(rs>dA (361)
ST+

gde je T (ry;t) temperatura s-te celije, a n,, (rs) - spoljasnji vektor normalne
za posmatranu s-tu celiju. Za granicu integrala jasno stoji AA,,  $to podrazumeva
da se integrali samo za taj deo sfere koji je ogranic¢en tom spoljasnjom stranicom
¢elije. Sada kada je potrebno odrediti ukupnu - rezultujucu silu efekta Jarkovskog

na asteroid kao celinu, potrebno je sabrati sve sile odredene jednacinom (3.6.1) kao

Neng

Z H —GUTQ" (rs;t)n,, (ry)dA, (3.6.2)

gde je n,ny ukupan broj spoljasnjih celija asteroida. Medutim, numericki prora-
¢un bi se dosta zakomplikovao kada bi se ovaj integral resavao. Da bi se to zaobislo
moze se postaviti sledeca relacija koja podrazumeva da se sa pove¢anjem ¢elija nu-
mericke mreze povrsinske éelije asteroida smanjuju pa samim tim teze da postanu
bliske ravnim glatkim povrsima, Sto bi znacilo da vektor normale za datu povrs
ostaje uvek upravan na novu ravan. To podrazumeva da Ay i Af moraju biti Sto

manji, odnosno

ny,ng neng
2
. 4
Aggo Jf —eoT, (rg;t)n,, (ry)dA ~ Z —eaT (ro;t)n,, (rs)AA,, .,
Ag—0 =1 Asry
(3.6.3)
¢ime se odreduje sila efekta Jarkovskog kao
Nyng
Fy, = — SZI §EOT (re;t)n,, (rs)AA,, . (3.6.4)

Nakon $to se izracuna sila Jarkovskog, ona se moze razloziti na radijalnu kom-
ponentu (Fyr), koja nema znacajnijeg uticaja na orbitu asteroida, i na poprecnu
komponentu (Fyr), koja dovodi do promene velike poluose usled efekta Jarkovskog.

Promena velike poluose se ra¢una na osnovu Gausove jednacine [1]

d
¢ = 2 1= Fyy, (3.6.5)

dt  nrm
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gde je n srednje kretanje, r trenutno rastojanje do Sunca, e ekscentri¢nost orbite, i

m masa asteroida.

Validacija razvijenog mumerickog modela izvrsena je u odnosu na linerani mo-
del [20], kao i na numericki model [17], koji je sluzio kao osnov za razvoj modela
prezentovanog u ovom radu. Na slici 3.5 uporedeni su rezultati, na osnovu cega se

vidi da je razvijeni model u saglasnosti sa pomenutim modelima.

—— Linearni model
e Spitale, 2001
—— Razvijeni numeric¢ki model

2.5 3.0

1.0 15

2.0
velika poluosa (au)

Slika 3.5: Prikazana je promena velike poluose usled efekta Jarkovskog dobijena
pomocu tri razli¢ita modela. Rezultati se odnose na asteroid sa slede¢im karakte-
ristikama: p = 2500 kg/m?, k = 1.5 W/(m-K), ¢, = 1000 J/(kg-K), e =1, p = 0,
v = 180°.



Glava 4
Rezultati 1 diskusija

U ovom radu paznja je fokusirana na intenzivno testiranje razvijenog nu-
merickog modela, kao i na njegovu primenu na brzo rotirajuée asteroide i analizu
uticaja karakteristika materijala na efekat Jarkovskog. Numericki model ra¢una ge-
neralni efekat Jarkovskog, ali je testiran samo doprinos dnevne komponente efekta
Jarkovskog, dok testiranje doprinosa sezonske komponente tek sledi. Iako trenutna
verzija koda moze da racuna efekat Jarkovskog za asteroide sa nagnutom ekvator-
skom ravni u odnosu na orbitalnu ravan, kao i za ekscentri¢ne orbite, u ovom odeljku
su prikazani rezultati za slucaj asteroida na kruznoj orbiti polupre¢nika 1 AJ i osu
rotacije upravnu na orbitalnu ravan, sa ciljem da se fokus stavi na uticaj brzine rota-
cije i karakteristika materijala. Rezultati su prikazani za sferni asteroid sa slede¢im

fizickim karakteristikama:

precnik, D = 1m

gustina, p = 1000 kg/m®

toplotni kapacitet, C, = 1000 J/(kg - K)

Bondov albedo, p = 0

emisivnost, € = 1

U cilju analize uticaja perioda rotacije analizirani su vrednosti od 10 s do 2h,

dok su za analizu uticaja karakteristika materijala analizirane vrednosti toplotne
provodljivosti od 107° do 10 W/(m-K). Na ovaj nacin pokriven je Sirok opseg tak-

sonomskih klasa asteroida [5, 9.

47
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4.1 Analiza raspodele temperature

Buduéi da je efekat Jarkovskog posledica specificne raspodele temeprature
po povrsini, kao i po unutrasnjosti asterioda, izvrSena je analiza kako ove raspo-
dele zavise od toplotne provodljivosti i perioda rotacije. Na slici 4.1 prikazane su
raspodele temperature po karakteristi¢nim popre¢nim presecima asteorida. Jedan
karakteristican presek sadrzi podnevni i ponoéni meridijan, dok drugi sadrzi jutar-
nji i vecernji terminator. Na ovaj na¢in mozemo da sagledamo kako se temperatura

menja ispod povrsine u ternutku podneva, ponodi, izlaza i zalaza Sunca.

Na slici 4.1 prikazane su raspodele temperature po karakteri¢nim presecima za
slucaj izuzetno brze rotacije sa periodom od samo 10 s. Da bi se prikazao uticaj
karakteristika materijala, raspodele su prikazane za tri vrednosti toplotne provodlji-
vosti - 0.1, 11 10 W/(m-K).



GLAVA 4. REZULTATI I DISKUSIJA 49

Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator

Vecernji terminator
k=0.1Wm/K

Temperatura (K)
245 250 255 260 265 270 275 280 285

Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator
Vecernji terminator

1 W/m/K

k=

Temperatura (K)
274

Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator
Vecernji terminator

10 W/m/K

k:

Temperatura (K)
276.5 277 2775 278 2785 279

Slika 4.1: Raspodele temperature po karakteristicnim popre¢nim presecima astero-
ida za period rotacije P = 10 s. Parovi raspodela odgovaraju razli¢itim toplotnim
provodljivostima: gornji par za k = 0.1 W/(m-K), srednji par k = 1 W/(m-K), donji
par za k = 10 W/(m-K).
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Na slici 4.1 uodljivo je da su raspodele priblizno simetri¢ne, $to znaci da nema
velike razlike izmedu raspodele temperature ispod podnevnog i ponoénog meridi-
jana, ili izmedu jutarnjeg i veCernjeg terminatora. Ovo je posledica izuzetno brze
rotacije sa periodom od samo 10 s, koja dovodi do toga da je temperaturno polje

unutar asteroida skoro nezavisno od vremena.

Sto se tie uticaja toplotne provodljivosti, uporedivanjem parova raspodela za
razli¢ite vrednosti ove veli¢ine, moze se uociti da i pri ovako velikim ugaonim br-
zinama rotacije, ona ima znacajan uticaj na promenu temperature sa dubinom. Za
vece vrednosti toplotne provodljivosti dolazi do zagrevanja dubljih slojeva astero-
ida. Takode, uocljivo je da povecanje toplotne provodljivosti dovodi do znacajnog
smanjenja opsega temperature. Na dijagramu gde je prikazano temperaturno polje
asteroida, slika 4.1, moze se primetiti da je opseg temperature za vrednost koeficijen-
ta termicke provodljivosti £ = 0.1 W/(mK) od 245 K do 290 K, dok je za vrednosti
k =10 W/(mK) taj opseg od 275 K do 280 K.

Da bi se analiziralo kako se temperaturno polje menja prilikom promene brzine
rotacije, i dalje ostajuéi u zoni super brze rotacije, na slici 4.2 prikane su iste raspo-
dele za slucaj perioda rotacije od 1 min. Na slici 4.2 moze se uociti da i u slucaju
6 puta sporije rotacije, nema velikih promena u raspodelama temperature po ka-
rakteristi¢nim presecima, i da se u ovom slucaju mogu izvuci veoma sli¢ni zakljucci
kao i u slu¢aju perioda rotacije od 10 s. Drugim re¢ima, moze se uociti da je period
rotacije od 1 min, nedovoljan da bi doveo da uocljivije zavisnosti temperaturnog

polja od vremena.

Da bi se prethodne raspodele uporedile sa slu¢ajem znacajno sporije rotacije, na
slici 4.3 prikazane su raspodele temperature po karakteristi¢nim presecima za slucaj
rotacije sa periodom od 1 h. Treba napomenuti da i ovaj sluc¢aj predstavlja slucaj
brze rotacije, buduéi da je i dalje znacajno ispod takozvane spin barijere (~ 2.2 h),
ali se ipak ne moze kvalifikovati kao slucaj super brze rotacije, kao u prethodna dva

slucaja.
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Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator

Vecernji terminator
k=0.1Wm/K

Temperatura (K)
2 27 275 280 285

Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator
Vecernji terminator

1 W/m/K

k=

Temperatura (K)
266 268 270 272 274 276 278 280 282

Pono¢ni meridijan
Podnevni meridijan
Jutarnji terminator
Vecernji terminator

10 W/m/K

k:

Temperatura (K)
275 2755 276 276.5 277 277.5 278 278.5 279 279.5

Slika 4.2: Raspodele temperature po karakteristicnim popre¢nim presecima astero-
ida za period rotacije P = 60 s. Parovi raspodela odgovaraju razli¢itim toplotnim
provodljivostima: gornji par za k = 0.1 W/(m-K), srednji par k = 1 W/(m-K), donji
par za k = 10 W/(m-K).
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Za razliku od slucajeva sa periodom rotacije od 10 s i 1 min, na slici 4.3 moze se
uociti znacajna asimetrija u raspodeli temperature po karakteristi¢nim poprecénim
presecima. Uocljivo je da je podnevni meridijan znatno topliji od ponoénog, i $to
je presudno znacajno za efekat Jarkovskog, vecernji terminator je znatno topliji od
jutarnjeg. Ova pojava je posledica akumulacije toplote tokom jednog perioda rota-
cije. Ova akumulacija dovodi do toga da je popodnevna strana asteroida toplija od
prepodnevne, Sto rezultira anizotropnim zrac¢enjem u infracrvenom opsegu i efektom

Jarkovskog.

Da bi se dobio detaljniji uvid u efekat akumulacije toplote, kao i u uticaj toplotne
provodljivosti, analizirana je promena temperature sa dubinom na ekvatoru. Na
slici 4.4 prikazane su ove promene za slucaj veoma male toplotne provodljivosti
od 0.1 W/(m-K) i za Cetiri karakteristi¢na trenutka tokom jednog perioda rotacije
asteroida. Da bi se analizirao uticaj perioda rotacije, prikazana su tri slucaja: 10 s,
1minilh.

Kao sto je i ocekivano na osnovu analize temperaturnog polja po poprec¢nim
presecima, u slu¢ajevima super brze rotacije (10 i 60 s) krive su veoma sli¢ne, kako
medusobno, tako i za razli¢ite trenutke tokom rotacije asteroida. Sa druge strane, u
slu¢aju rotacije sa znatno duzim periodom (1 h) dnevne promene su veoma uo¢lji-
ve. Na gornjem levom panelu se vidi da je temperatura povrsine najniza u trenutku
izlaza Sunca, kao i da se ona povec¢ava sa dubinom, budué¢i da su unutrasnji slojevi
izolovani povrsinskim slojevima. Do podneva (gornji desni panel) temperatura povr-
Sine znacajno poraste (za oko 35 K) usled akumulacije toplote, dok se temperatura
unutrasnjih slojeva menja u daleko manjoj meri. Uocljiva je zanimljiva pojava da
se minimalna temperatura u podne ljavlja na oko 2 cm dubine, §to je priblizno ista

dubina na kojoj se u podne i u trenutku izlaza Sunca javlja najveca temperatura.
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Izlaz Sunca, k = 0.1 W/(mK) Podne, k = 0.1 W/(mK)
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Slika 4.4: Promena temperature sa dubinom na ekvatoru za cetiri karakteristi¢na
trenutka tokom dana. Promene su prikazane za tri perioda rotacije: 10 s, 1 min, 1h,
kao i za vrednost koeficijenta toplotne provodljivosti od 0.1 W/(m-K). Na dijagramu
je uocljivo da se vrednost temperature kada su periodi rotacija P =10si P =60s
priblizno jednake tako da se plava i narandzasta linija zbog malih razlika preklapaju.

Do ovoga dolazi upravo zbog ¢injenice da se povrsinski slojevi zagrevaju znat-
no brze od unutrasnjih. U trenutku zalaza Sunca (donji levi panel), temperatura
povrsine je skoro ista kao i u trenutku podneva. Temepratura povrsine je zapravo
nastavila da raste nakon podneva, a potom je opala na skoro istu vrednost u tre-
nutku zalaza Sunca. Ova pojava nije uocljiva na ovim dijagramima, buduéi da nije
obuhvaéen period izmedu podneva i zalaza Sunca, ali ¢e biti naglasena u nastavku
ovog poglavlja, prilikom analize raspodele temeprature po samoj povrsini asteroida.
Nakon zalaza Sunca, kao $to je i oCekivano, temperatura nastavlja da pada, sto je
uocljivo na donjem desnom panelu slike 4.4. T u ovom slucaju, pad temperature je

viSe izrazen na povrsini, nego u unutrasnjosti asteroida.

U prethodnom sluc¢aju toplotna provodljivost je vema mala (0.1 W/(m-K)). Zbog
ovoga je temperaturno polje, pogotovo kod veoma brze rotacije, dominantno odre-
deno apsorpcijom i reemisijom zrac¢enja sa Sunca. Kondukcija je previse spora da bi

tokom kratkog perioda rotacije mogla znacajnije da utic¢e na raspodelu temperature.
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Da bi se videlo kako veca toplotna provodljivost moze da uti¢e na ovu raspodelu,
prikazani su isti dijagrami kao na slici 4.4, ali ovog puta za veée vrednosti toplotne
provodljivosti. Na slici 4.5 koris¢ena je toplotna provodljivost od 1 W/(m-K), dok
je na slici 4.6 koris¢ena je vrednost od 10 W/(m-K).

I1zlaz Sunca, k = 1 W/(mK) Podne, k = 1 W/(mK)
285
— P=10s = — P=10s
o~ 284 = 292
X P=60s X P=60s
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> 282 S 288
4 4
© © 256
© 281 ()
g_ 2284
280 +
o ) 282
= 279 4 = 280 \
278 I | 7‘ I I I I 278 t ; T — i i i ;
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
dubina ispod povrsine (m) dubina ispod povrsine (m)
. Zalaz Sunca, k = 1 W/(mK) Ponoé, k = 1 W/(mK)
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0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
dubina ispod povrsine (m) dubina ispod povrsine (m)

Slika 4.5: Promena temperature sa dubinom na ekvatoru za cetiri karakteristi¢na
trenutka tokom dana. Promene su prikazane za tri perioda rotacije: 10 s, 1 min, 1h,
kao i za vrednost koeficijenta toplotne provodljivosti od 1 W /(m-K).
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1zlaz Sunca, k = 10 W/(mK) Podne, k = 10 W/(mK)
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Slika 4.6: Promena temperature sa dubinom na ekvatoru za cetiri karakteristi¢na
trenutka tokom dana. Promene su prikazane za tri perioda rotacije: 10 s, 1 min, 1h,
kao i za vrednost koeficijenta toplotne provodljivosti od 10 W /(m-K).

Na slikama 4.5 i 4.6 moze se uocCiti da koeficijent toplotne provodljivosti od 1
W/(m-K) i dalje nije dovoljan da bi napravio uocljivu razliku izmedu dva slucaja
veoma brze rotacije, jer se dve krive za temperaturnu razliku (plava i narandzasta)
skoro poklapaju. Sa druge strane, u sluc¢aju koeficijenta toplotne provodljivosti od
10 W/(m-K), ova razlika postaje uocljiva. U ovom slucaju kondukcija je dovoljno
efikasna da napravi znacajnije promene temperaturnog polja tokom dana. Moze se
uociti da temperaturno polje kod perioda rotacije od 1 min pokazuje slicne karak-
teristike kao Sto je prethodno opisano za rotaciju od 1 h, samo naravno u mnogo

manjoj meri.

Budud¢i da je efekat Jarkovskog posledica raspodele temperature po povrsini
asteroida, ovoj raspodeli je posveéena posebna paznja. Posto, kao sto je prethodno
pokazano, razlike u raspodeli temperature za dva slu¢aja veoma brze rotacije (10
s 1 60 s) nisu vizuelno upecatljive, u nastavku je prikazan samo jedan od ova dva
slucaja (P = 60 s) i uporedivan je sa slucajem sporije rotacije (P = 1h). Takode,
radi preglednosti, prikazani su rezultati za dve vrednosti koeficijenta toplotne pro-

vodljivosti: 0.1 i 10 W/(m-K). Na slici 4.7 prikazana je raspodela temperature po
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povrsini asteroida za toplotnu konduktivnost 0.1 W/(m-K).

P =60s, k = 0.1 W/(mK)
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Slika 4.7: Raspodela temperature po povrsini asteroida za P = 60 s (gornji ipanel)
i P = 1h (donji panel). U oba slu¢aja je koris¢en koeficijent toplotne provodljivosti
od 0.1 W/(m-K).

Na slici 4.7 moze se uociti koliko period rotacije znacajno utice na raspodelu
temperature po povrsini asteroida. Zanimljivo je da je takozvano termicko zaostaja-
nje, koje predstavlja meru koliko je najtoplija tacka na ekvatoru vremenski udaljena
od podneva, priblizno isto u oba slucaja, tako da je najtoplija tacka javlja na oko 4
h posle podne!. Sa druge strane, promena temperature je znacajno veéa u slucaju

sporije rotacije, $to je prikazano na slici 4.8.

!Bez obzira na period rotacije, u ovom slu¢aju merna jedinica od jednog ¢asa (h) predstavlja
vreme koje je potrebno da se astroid okrene za 15° oko svoje ose.
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Slika 4.8: Promena temperature na ekvatoru tokom jedne rotacije za koeficijent
toplotne provodljivosti od 0.1 W/(m-K).

Na slici 4.8 uocava se da je dnevna promena temperature na ekvatoru oko 50 K
(u rasponu od 270 do 320K) u slu¢aju sporije rotacije (P = 1 h), dok je u slucaju
veoma brze rotacije (P = 60 s) ova promena svega nekoliko stepeni (286.5 K do
289.6 K).

Na slici 4.9 prikazana je raspodela temperature po povrsini asteroida za dva
perioda rotacije (1 min i 1 h), ovog puta za veéi koeficijent toplotne provodljivosti
od 10 W/(m-K).
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Slika 4.9: Raspodela temperature po povrsini asteroida za P = 60 s (gornji ipanel)
i P = 1h (donji panel). U oba slu¢aja je koris¢en koeficijent toplotne provodljivosti
od 10 W/(m-K).

Na slici 4.9 se uocava da je u slucaju sporije rotacije dobijena mnogo veé¢a pro-

mena temperature po povrsini asteroida, koja na ekvatoru iznosi oko 10 stepeni.

Sa druge strane, kod veoma brze rotacije, temperatura je skoro konstantna duz iste

latitude.
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Na slici 4.9 uocava se da je termicko zaostajanje u ovom slucaju manje, te se
maksimalna temperatura javalja oko 3 h posle podne. Takode dnevna promena te-
meprature je znacajno manja, kao Sto se moze videti na slici 4.10. Oba ova efekta

dovode do smanjenja efekta Jarkovskog.

k = 10 W/(mK)
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Slika 4.10: Promena temperature na ekvatoru tokom jedne rotacije za koeficijent
toplotne provodljivosti od 10 W/(m-K).

4.2 Analiza efekta Jarkovskog

Nakon analize temepraturnog polja po povrsini i unutrasnjosti asteroida,
prikazana je analiza samog efekta Jarkovskog, tj. promene velike poluose orbite, i
kako ona zavisi od razli¢itih parametara. Takode, rezultati dobijeni pomocu razvi-
jenog numerickog modela su uporedeni sa Linearnim modelom [20], koji predstavlja
standard za analizu efekta Jarkovskog. Na slici 4.11 prikazana je zavisnost efekta
Jarkovskog od perioda rotacije u opsegu od 10 s do 2h za toplotnu provodljivost od
10 W/(m-K).
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Slika 4.11: Promena velike poluose u zavisnosti od perioda rotacije za koeficijent
toplotne provodljivosti od 10 W/(m-K). Prikazane su vrednosti dobijene pomocu
razvijenog numerickog modela, kao i pomoc¢u Linearnog modela.

Na slici 4.11 se moze uociti da su rezultati dobijeni pomocu razvijenog nume-
rickog modela u saglasnosti sa rezultatima dobijenim pomocu linearnog modela.
Ova saglasnost predstavlja jos jednu validaciju razvijenog numerickog modela. Ta-
kode, vidi se da je promena, u ovom sluc¢aju velike poluose, oko 1km/god do oko

40 km/god u zavisnosti od perioda rotacije asteroida.

Ipak, za veoma kratke periode rotacije, dolazi do znacajnijeg odstupanja, kao
Sto je prikazano na slici 4.12.
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Slika 4.12: Uporedivanje razvijenog numeri¢kog modela i Linearnog modela za slu-
¢ajeve ekstremno brze rotacije.

Na slici 4.12 uocljivo je da za ekstremno male periode rotacije, linearni model
daje dvostruko veée vrednosti efekta Jarkovskog. Primera radi, za period rotacije
od 10s, promene su 0.72 km/god i 1.44 km/god, za numericki i za linearni model,

respektivno.

Kada je re¢ o znacajno manjim vrednostima toplotne provodljivosti, razlike iz-
medu modela su veoma znacajne. Na slici 4.13 prikazani su rezultati za veoma male

vrednosti k: 1071, 1072 1 107° W/(m-K).
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Slika 4.13: Promena velike poluose u zavisnosti od perioda rotacije za koeficijent
toplotne provodljivosti od 0.1 W/(m-K) (gornji panel), 1072 W/(m-K) - srednji panel
i 107 W/(m-K) - donji panel. Prikazane su vrednosti dobijene pomoc¢u razvijenog
numerickog modela, kao i pomoc¢u Linearnog modela.

Na slici 4.13 uocljive su dve znacajne ¢injenice. Prvo, linearni model ne daje re-
alisti¢ne rezultate za veoma male vrednosti koeficijenta toplotne provodljivosti. Ovo
je uocljivo za slucajeve kada je k = 1072 i k = 1075 W/(m-K) gde linearni model ne
daje ocekivanu zavisnost efekta Jarkovskog od perioda. Sa druge strane, razvijeni
numericki model daje konzistentne rezultate i u ovim sluc¢ajevima. Drugi znacajan
zakljucak je da kod jako malih vrednosti koeficijenata toplotne provodljivosti, nje-
gova vrednost prestaje da ima znacajniji uticaj na efekat Jarkovskog. Ova ¢injenica
moze se uociti uporedivanjem rezultata dobijenih pomoé¢u numerickog modela za
k=10"21ik = 10" W/(mK), gde se vidi da je efekat Jarkovskog priblizno isti.
U ovim slucajevima, koeficijent toplotne provodljivosti je toliko mali da kondukci-
ja viSe ne igra znacajnu ulogu za uspostavljanje temperaturnog polja po povrsini

asteroida, te zbog toga ima i zanemarljiv uticaj na efekat Jarkovskog.

Razlog zbog kojeg linearni model ne daje realisti¢ne rezultate za ekstremno male
vrednosti toplotne provodljivosti je u ponaSanju funkcije F(R’, 6) (jednacina 2.5.8),
koja figuriSe u izrazima za dnevnu i sezonsku komponentu efekta Jarkovskog u
linearnom modelu (jednacine 2.5.1 i 2.5.2). Na slici 4.14 prikazana je ova funkcija u

zavisnosti od toplotne provodljivosti, za period rotacije od 60 s.
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Slika 4.14: Funkcija F/(R',0) (jedna¢ina 2.5.8) u zavisnosti od toplotne provodljivosti,
za period rotacije od 60 s.

Kao sto se moze videti na slici 4.14, u oblasti ekstremno male toplotne pro-
vodljivosti, F(R’,0) asimptotski tezi ka —oo, §to za posledicu ima nerealno velike

vrednosti efekta Jarkovskog.

4.3 Numericke performanse razvijenog modela

U prethodna dva poglavlja pokazano je da razvijeni numericki model daje
rezultate koji su u saglasnosti sa dostupnim modelima. Medutim, osim tacnosti, za
svaki numericki model veliki znacaj ima i njegova numericka efikasnost. Kao sto je
prethodno opisano, simulacija zapocinje pod pretpostavkom da sve celije imaju istu
temperaturu, koja je jednaka ravnoteznoj povrsinskoj temperaturi. Nakon toga, u
iterativnom postupku, temperaturno polje se racuna dok ne dode do konvergencije.

Tipi¢an proces konvergencije za razvijeni numericki model prikazan je na slici 4.15.
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Slika 4.15: Proces konvergencije kod razvijenog numerickog modela.

Na slici 4.15 uocava se da promene velike poluose usled efekta Jarkovskog osciluju
oko resenja sa periodom od jednog perioda rotacije. U trenutnoj verziji koda, resenje
se usvaja kao srednja vrednost susednih lokalnih ekstrema kada je njihova razlika
manja od neke definisane vrednosti. Medutim, vizuelnom inspekcijom slike 4.15 moze
se uociti da bi se slicna vrednost dobila ako se uzmu i prva dva lokalna ekstrema. Na
ovaj nacin moze se znacajno ubrzati preoces dobijanja resenja uz minimalni gubitak

tacnosti.

Vreme izra¢unavanja zavisi najvise od rezolucije numericke mreze, tj. broja ko-
nacnih elemenata, kao i od koeficijenta toplotne provodljivosti. Na slici 4.16 prika-
zano je vreme izracunavanja u zavisnosti od ova dva parametra, za sluc¢aj ekstremno

brze rotacije od 10 s.
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Slika 4.16: Vreme izrac¢unavanja u zavisnosti od rezolucije i toplotne provodljivosti.
[zracunavanje je vrseno na jednom jezgru Intel Core i5-9500 CPU @ 3.00GHz. Uslov
konvergencije je postavljn tako da razlika izmedu dva susedna ekstrema funkcije
prikazane na slici 4.15 bude manja od 5 %.

Na slici 4.16 moze se uociti da vreme izracunavanja ne zavisi linearno od rezo-
lucije numericke mreze. Takode, toplotna provodljivost ima veliki uticaj na proces
konvergencije, buduéi da ima kljuénu ulogu u jednacini kondukeije (2.1.29) koja se
reSava u svakoj iteraciji. lako postoji vise nacina da se unapredi numericka efikasnost
modela, od kojih su neki navedeni u narednom poglavlju, i u sadasnjem obliku model

moze da se primenjuje za sistematsku analizu na dostupnim radnim stanicama.

4.4 Zakljucci i moguéi pravci daljeg istrazivanja

U okviru rada na ovoj master tezi razvijen je numericki model efekta Jar-
kovskog ¢ija validacija je izvrSena u odnosu na postojeée modele. Ovaj model omo-
gucuje proSirenje opsega parametara na kojima postojeé¢i modeli ne daju adekvatne
rezultate. Ovo se pre svega odnosi na slucajeve veoma malog koeficijenta toplotne
provodljivosti. Numericka efikasnost modela u sadasnjem obliku dozvoljava njego-
vu sistematsku upotrebu, ali je dalje unapredenje ovog aspekta pozeljno, pogotovo

imajuéi u vidu njegovu primenu na ekscentri¢ne orbite.

Dalji razvoj numerickog modela efekta Jarkovskog bi¢e usmeren u dva pravca.

Jedan pravac ¢e biti usmeren ka sistematskom testiranju efekata koji su ugradeni u
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postojecu verziju modela, poput ekscentri¢nosti i nagiba ose rotacije. Sa druge strane
radi¢e se na ukljucivanju drugih moguc¢nosti, poput slojeva sa razli¢itim fizickim

karakteristikama.

Kada je re¢ o unapredenju numericke efikasnosti koda, neke moguénosti su veé¢
ugradene, ali zahtevaju sistematsko testiranje. Primera radi, kod veoma malih vred-
nosti koeficijenata toplotne provodljivosti, promene temperature se desavaju u veo-
ma tankom povrsinskom sloju asteroida, o ¢emu je diskutovano u poglavlju 4. U ovim
slucajevima nema razloga vrsiti numericki zahtevnu simulaciju toplotne kondukci-
je u ¢elijama koje se nalaze duboko unutar asteroida, veé¢ je neophodno simulirati
ovaj proces samo u tankoj ljusci na njegovoj povrsini. Jos jedna od moguénosti za
unepredenje numericke efikasnosti je ispitivanje konvergencije resenja i uticaj izbora

lokalnih ekstrema na tacnost reSenja, o cemu je diskutovano u poglavlju 4.3
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Evropske saradnje u nauci i tehnologiji, u tri radne grupe: WG2: Tamna materija
i kosmologija, WG3: WISPs u astrofizici, WG5: Diseminacija i komunikacija. Clan
je Srpskog drustva za mehaniku. Trenutno radi na tri evropska projekta klase —
Horizon Europe Projects i na tri drzavna projekta Republike Srbije.
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