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1 Uvod

Polinomi imaju Siroku primenu u raznim granama matematike, od elemen-
tarne algebre do apstraktne algebre, a takode i u razli¢itim primenama u inze-
njerstvu, racunarstvu, fizici i drugim disciplinama. Ova istrazivanja se fokusiraju
na proucavanje polinoma nad poljima, ¢ime se proSiruje osnovno razumevanje
ovog matematickog pojma.

Polinomi jedne promenljive predstavjaju izraze koji se sastoje od neodredenih,
koeficijenata i eksponenata sa osnovnim oblikom

P(z) =ana™ + 12" L+ ...+ a1z + ag,

gde su a; koeficijenti, = neodredena, a n stepen polinoma. Polinomi imaju
kljuénu ulogu u mnogim matematickim disciplinama, poput algebre, analize,
numerickih metoda i teorije brojeva.

Bavi¢emo se polinomima nad brojevnim poljima, koja predstavljaju bilo koje
potpolje polja kompleksnih brojeva. Na primer, kada radimo sa polinomima sa
realnim koeficijentima, koristimo polje realnih brojeva. Slicno tome, kada radi-
mo sa polinomima sa kompleksnim koeficijentima, koristimo polje kompleksnih
brojeva. Polja omogucéuju operacije kao $to su sabiranje, oduzimanje, mnozenje
i deljenje polinoma.

Rad se sastoji od Sest glava. U ovom radu istrazujemo faktorizaciju polinoma
nad brojevnim poljima. Faktorizacija polinoma je povezana sa prstenom koefi-
cijenata polinoma, paznja je usmerena na polje sa racionalnim koeficijentima.

U drugoj glavi uvodimo osnovne pojmove vezane za polinome.

U trec¢oj glavi su predstavljeni vazni pojmovi kao sto su Bezuova teorema,
Euklidov algoritam, Vietove formule koje ¢emo kasnije koristiti u radu.

U cetvrtoj glavi su predstavljeni poznati rezultati i teoreme vezane za rasta-
vljivost polinoma.

U petoj glavi uvodimo minimalni polinom i rasirenja polja.

U Sestoj glavi su osmisljeni zadaci vezani za rastavljivost polinoma.

Cilj ovog istrazivanja je predstavljanje faktorizacije polinoma i analiza nula
polinoma ¢iji koeficijenti pripadaju skupu racionalnih brojeva. Na primer, date

su neke nule polinoma sa racionalnim koeficijentima, a treba odrediti sve ostale
nule.



2 Algebra polinoma

U ovom poglavlju ¢emo definisati polinom i navesti njegova osnovna svojstva.
Pokazacemo kada su dva polinoma jednaka i kako se polinomi sabiraju i mnoze.

2.1 Prsten polinoma

Neka je (F,+,-) polje koje éemo oznacavati sa F i neka su 0 i 1 neutralni
elementi u odnosu na operacije + i -. Umesto a - b (a,b € F) pisa¢emo ab. Neka
je operacija stepenovanja uvedena na uobicajeni nac¢in pomocu

(Vo € F)2® = 1,2% = 22" (k € N).

Definicija 1. Ako ap € F (k=0,1,...,n), formalni izraz

n
P(z) = apa™ + an 12" '+ .. tax+ag= Z apz”

k=0
naziva se algebarski polinom mad poljem F, za elemente ay kaZemo da su koe-
ficijenti polinoma P(x). Ako je koeficijent a,, # 0, za polinom P(z) kaZemo da
je stepena n i to oznacavamo sa degP(x) = n. Za koeficijent a,, # 0 kaZemo da
je vodedéi ili nagstariji koeficijent polinoma P(x), a broj ag zovemo slobodnim
¢lanom il slobodnim koeficijentom polinoma P.

Definicija 2. Za polinom
O(x) =040z + ... +0z" " +0z"
kaZemo da je nula polinom i oznacavamo ga sa 0.

Stepen nula polinoma O(x) se ne definige. Polinomi stepena nula se nazivaju
konstante i to su elementi polja F. Element x moze se interpretirati kao polinom
prvog stepena definisan sa P(z) = z. Za element x koristi se termin neodredena.
Za polinom P(z) definisan sa

n
P(r) = apa" + Un_12" P+ Farx 4 ag = Zakmk
k=0

kaze se da je polinom po neodredenoj x.

Definicija 3. Za polinom ¢iji je vodeéi koeficijent jednak jedinici kaZemo da je
monicéan. Monican polinom ima oblik
-1
Plz)=ag+a1x+ ... +ap_12" " + 2"

Skup svih ovih polinoma nad poljem F oznacavamo sa F[z].

U ovom radu ¢emo se najviSe baviti polinomima nad Q,R i C.
Definicija 4. Polinom se sastoji od izraza apx®, ap_ 121, ... a1z, ag koje na-
zivamo monomima. Monome polinoma zovemo jos i ¢lanovima polinoma.



Polinome mozemo posmatrati kao funkcije, na primer polinom P(z) € R[z]
mozemo gledati kao funkciju P : R — R.

Nula(koren) polinoma je ona vrednost nezavisne promenljive = za koju je
vrednost P(z) = 0.

Polinom nultog stepena je konstanta:

Py(x) = ag,ap € R, (ap # 0)
Polinom prvog stepena je oblika:
Pi(z) = a1z + ag, a1,a0 € R, (a1 # 0)

i naziva se linearna funkcija.
Polinom drugog stepena je oblika:

Py(x) = asx”® + a1z + ag, az, a1, ap € R, (az # 0)
i naziva se kvadratna funkcija.

Primer 1. Napisi polinom P(z) = (z 4 1)° + (2% — 2)2 u kanonskom obliku.
Odredi mu stepen, vodeci i slobodni koeficijent.

Kubirajudi i kvadrirajuéi date polinome, dobijamo:
P(z) = (z 4+ 1)°+(a® — 2)2 = 234327 4 3x 41+t —4a? +4 = 2 42® —2? 4+ 3245,

Dakle, kanonski oblik polinoma P je P(x) = 2* + 2% — 22 + 32 + 5.
Stepen polinoma P je 4, sto zapisujemo: deg P = 4.
Vodedi koeficijent polinoma je 1, a slobodni koeficijent 5.

Primer 2. Neka je P polinom takav da vazi P(x —1) = 222 + 3z + 5. Odredi
njegov kanonski oblik.

Najpre uo¢imo da je P polinom drugog stepena. Kanonski oblik polinoma
drugog stepena je:
P(x) = a2z’ + a1z + ag.

Da bismo resili zadatak, potrebno je da uvedemo smenu t = x — 1. Odavde sledi
da je x =t + 1, pa polinom p mozemo zapisati kao:

P(t) =2(t+ 1) +3(t+ 1) +5.
Sredjivanjem dobijamo:
Pit)=2>4+2t+1)+3(t+1)+5=2t2 + 4t + 2+ 3t + 3+ 5= 2t> + 7t + 10.

Kanonski oblik polinoma P je P(t) = 2t2 + 7t + 10.



2.2 Jednakost polinoma

U skupu F[z] mozemo uvesti relaciju jednakost.
Polinomi
P(z) = ana™ + 12" '+ ...+ a1z + ag

Q) = bypx™ + by 1™ . by + by

su jednaki ako je n = m i samo ako je ax = by, za svako k > 0, to jest kada su
njihovi koeficijenti jednaki.

Primer 3. Dat je polinom P(x) = 2° — x + 1. Odredi polinom Q takav da vaZi
Qlz —1) = P(x)

Posto je polinom P treéeg stepena i polinom () mora biti treéeg stepena.
Neka je
Q(z) = A2® + B2 + Cx+ D, A, B,C,D € R.

Tada je
Qx—1)=Ax—-1>3+Blx—-1)?+C(z—1)+D.

Prema uslovu zadatka sledi
2 —r+1=A@-1>+Blx—-1)*+C(x—1)+D.

Zadatak ¢emo resiti ako odredimo A, B,C' i D € R tako da za svako = € R vazi
prethodna jednakost.
Sredujuéi desnu stranu, dobijamo

2} —x+1=A@* 32> +3r - 1)+ B@®> -2z +1)+C(zx — 1) + D,
odnosno
2 —x+1=A2°+(-3A+B)2* + (BA-2B+C)x+ (-A+B-C+ D).

Prema teoremi o jednakosti polinoma sledi:

A = 1
—-34 +B = 0
3A —-2B +C = -1

~A +B -C +D =

Resavanjem ovog sistema dobijamo A=1,B=3,C=2,D = 1.
Konaéno imamo

2 —2+1=(2-1>+3@x-1)*+2@x—-1)+1.

Trazeni polinom je
Q(z) = 2% 4+ 322 + 2z + 1.



2.3 Operacije sa polinomima

U ovom poglavlju ¢emo nakon upoznavanja sa osnovnim svojstvima i pojmo-
vima vezanim za polinome pokazati kako se definisu zbir i proizvod dva polinoma
i pokazacemo kako se stepen polinoma menja pri prethodno navedenim opera-
cijama.

Neka su P(z) = apz"™ + ap_ 12" 1 + ...+ a1z +ag i Q(x) = bpz™ +
bn_12™ 1 + ...+ bix + by polinomi zadani svojim kanonskim oblicima.

(P +Q)(z) = P(x) + Q(2),

(P-Q)(x) = P(x) - Q(x),

Zbir polinoma P(z) i Q(x) je polinom R(z) sa koeficijentima cg, to jest vazi
da je ¢ = ap + by, za sve k > 0.

Dva polinoma se sabiraju tako sto se saberu njihovi ¢lanovi istog stepena.
Za polinome P i @ vazi deg(P 4 @) < max{deg P, deg Q}.

Proizvod polinoma P(z) i Q(x) je polinom R(z) sa koeficijentima ¢, =
k
Z aibk_i.
i=0
Mnozenjem polinoma P i ) dobijamo:
(P-Q)(z) = P(z) - Q(x) = (anx™ + apn_12" L + ... + a1 + ag)-
(b @™ +by 1™ b1 24D) = Anb T (A by 1A 1 by )2

+...+ (a0b1 + albo)x + apby.

Primer 4. Odredi zbir polinoma P(x) = 32* + x — 2 i Q(z) = 2> — 3z + 5.
Polinomi se sabiraju tako sto se sabiraju njuhovi ¢lanovi istog stepena.
(P+Q)(x)=Pz) +Q(x) =32+ —2+2° — 32 +5=2>+ 32> — 20 + 3.

Primetimo da je deg P = 2, a deg Q = 3. Sabiranjem ova dva polinoma do-
bijamo polinom stepena 3, dakle stepen polinoma dobijen sabiranjem polinoma
P i@ uovom slucaju je jednak stepenu polinoma @ koji je veteg stepena.



Primer 5. Odredi proizvod polinoma P(x) =4z —3 i Q(z) = 2® + 2 + 2

Dva polinoma ¢emo pomnoziti tako $to éemo svaki ¢lan jednog polinoma
pomnoziti sa svakim ¢lanom drugog polinoma.

(P-Q)(x) = P(z) - Qz) = (4o — 3)(z° + = +2)
=dx(x3 +2+2)—3(z3 +2+2)
=4x* + 422 +8x — 32> - 32 —6

= 4z* — 323 + 422 + 5z — 6.

Primer 6. Odredi proizvod polinoma P(x) = 32>+ —2 i Q(z) = 23 — 32 +5.

Prvi nacin je da racunamo na isti nacin kao i u prethodnom primeru.
(P-Q)(z) =P(x) - Qx) = 32% + & — 2)(a® — 3z + 5)

=3z%(2® — 3z +5) + x(a® — 3z +5) — 2(2® — 3z +5)

= 32° — 923 + 1522 + 2* — 32% + 52 — 223 + 62 — 10

= 32° + 2t — 112® + 122* + 11z — 10.

Drugi nacin je da napisemo proizvod preko formule za opsti ¢lan proizvoda
dva polinoma. Dakle,

(P-Q)x)=(3 -1)a%+ (1-1)a* +(-2-1-3-3)a3+

+(5-3+1-(=3)x2+(-1—-2-(=3))z—(2-5)

=325 + 2% — 1123 + 1222 + 112 — 10.

Primetimo da smo u Primeru 5 mnozeéi polinome prvog i treceg stepena
dobili polinom c¢etvrtog stepena, a u Primeru 6 mnozeéi polinome drugog i

treéeg stepena dobili polinom petog stepena. Dakle, proizvod dva polinoma je
polinom i njegov stepen je jednak zbiru stepena polinoma koje mnozimo.



3 Deljenje polinoma

U prethodnom poglavlju pokazali smo sabiranje i mnozenje dva polinoma.
Sada cemo se baviti deljenjem polinoma.

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kada je jedan polinom deljiv drugim, opi-
sac¢emo postupak deljenja dva polinoma i navesti neka svojstva dobijenog ostat-
ka.

Definicija 5. Polinom P € F[z] je deljiv polinomom S # 0 ako postoji polinom
Q takav da za svako x € F vazi P(x) = S(z) - Q(z).

3.1 Teorema o deljenju sa ostatkom

O deljenju dva polinoma nam najbolje govori sledeca teorema:

Teorema 1. (Teorema o deljenju sa ostatkom) Za svaka dva polinoma P,S €
R[z], S # 0 postoje jedinstveni polinomi Q, R € R[zx] takvi da je

P(z) = S(x)Q(x) + R(x)
pri cemu je R =0 ili deg R < deg S.

Dokaz. Ako je P =0, onda teorema vazi za svako @ = R = 0.
Ako je P # 0 razlikujemo dva slucaja:

1) deg P < deg S
U ovom slucaju jednakost P(z) = S(x)Q(z) + R(z) zadovoljavaju polinomi
Q=0iR=PivazidegR=degP <degs.

2)deg P > deg S
Dokazujemo matematickom indukcijom po stepenu polinoma P.

Za deg P = 0 sledi da je i deg S = 0. Dakle, P i .S su konstantni polinomi, to
jest P, S € R. Sada jednakost P(x) = S(z)Q(x) + R(x) zadovoljavaju polinomi
Q = g i R = 0. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve polinome stepena
manjeg od n, to jest da postoje polinomi R i @ takvi da je deg R < deg S i vazi
P =5-@Q+ R. Neka su kanonski zapisi polinoma P i S

P(z) = anz™ + an_12" " + ...+ a1z +ag,an # 0

S(x) = bypx™ + by 1™ L byw + Do, by # 0
i neka je n > m. Tada mozemo definisati polinom P;(z) € R[z]

afnbm_l)LEnil =+ ...

Pi(z) = P(z) — 220" "mS(2) = (an_1 — )

bm



Posto je stepen svih preostalih monoma manji od n—1, onda je deg P; < n—
1. Primenimo pretpostavku na polinom P; . Postoje polinomi @ i Ry, deg Ry <
deg S takvi da

S(z) - Qi(x) + Ri(x) = Py(z) = P(z) — %x”—msu).

Sledi da je

P(z) = S(z) - (Qu(x) + Z—;x”ﬂ + Ry (2).

Sada vidimo da polinomi

Q(x) = Qi () + %x“f’”ﬁ(x) = Ry(x)

zadovoljavaju jednakost P(z) = S(z)Q(x) + R(z), pri ¢emu je deg R < deg S.
Ovim smo dokazali egzistenciju.

Ostalo je jos da dokazemo jedinstvenost. Pretpostavimo da za date polinome
P i S postoje polinomi Q,R1i @' i R’ takvi da Vz € R vazi

P(z) = S(x)Q(z) + R(z),R=0V deg R < deg S

P(z) = 5(z)Q'(x) + R'(z), R =0V deg R’ < deg S".
Oduzimanjem ovih jednakosti sledi
S()(Qx) - Q'(x)) + (R(x) — R'(x)) = 0.

Ako je R— R =0, sledi da je i S(Q — Q') = 0. Posto je S # 0, sledi da je
iQ —Q =0 iz ¢ega sledi jedinstvenost kolicnika. Takode, ako je Q@ — Q' =0
sledi R— R' = 0.

Pretpostavimo sada da je R — R’ # 01 Q — Q" # 0. Uporedujuéi stepene iz
S(x)(Q(z) — Q'(x)) + (R(z) — R'(x)) = 0 zaklju¢ujemo

deg S + deg(Q — Q') = deg(R — R').

Sledi da deg(R — R') < max{deg R,deg R'}.
Stepen razlike dva polinoma je vedi ili jednak 0(deg(Q — Q') > 0)), pa sledi

deg S < deg S + deg(Q — Q).
Sada iz prethodne jednakosti i nejednakosti sledi
deg S < deg S + deg(Q — Q') = deg(R — R') < max{deg R,deg R'}.
Kako je deg R < deg S i deg R’ < deg S, sledi
deg S < deg S + deg(Q — Q') = deg(R — R') < max{deg R,deg R’} < deg S.

Dobili smo deg S < deg S, sto je kontradikicija. Dakle, slucaj R # R’ i S # S’
nije moguc. O



3.2 Bezuova teorema

Sada ¢emo uvesti teoremu koja ¢e nam biti u daljem radu od velike koristi
pri deljenju polinoma sa polinomom prvog stepena.

Teorema 2. (Bezuova teorema) Neka je P(x) € Rlz] i a € R. Ostatak pri
deljenju polinoma P sa © — a iznosi P(a).

Dokaz. Neka je P(x) € R[z] i S(z) = « — a, gde je a € R. Prema teoremi o
deljenju sa ostatkom postoji jedinstveni polinom @ € R[z] i jedinstveni realan
broj R takav da vazi

P(z) = (z — a)Q(x) + R.

Zato je
P(a) = R.

Dakle, ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa « — a jednak je P(a).
Posledica Bezuove teoreme:

Realan broj a je nula polinoma P(x) ako i samo ako x — a deli P(x).

Primer 7. Podeliti polinom P(x) = x3 — 422 + 62 — 4 polinomom S(x) = z — 2.

Resenje:
(23 —d2? 462 —4): (v —2) =% — 20 +2
—(z3  —22?)
—22? 46z
—(—22? +4x)
2z —4
— (22 —4)
0
Provera:

(22 =20 +2) - (x—2)=2° - 202 + 22 — 227 + 4o — 4 = 2® — 42? + 62 — 4.
U ovom primeru je ostatak pri deljanju jednak nuli.
Primer 8. Podeliti polinom P(x) = 23+ 3x2+ 72+ 10 polinomom S(x) = x+1.
Resenje:

(3 +32% 472 4+10): (z+1) =22 +22+5
—(2® +a?)
227 +7x
— (222 +27)
o5z +10
—(5x +5)
5

10



Provera:
(22422 +5) (zr+1) =23 + 2% + 222 + 20+ 52 + 5+ 5 = 2° + 327 + Tz + 10.

U ovom primeru je ostatak pri deljenju jednak 5. To je polinom stepena 0.

Primer 9. Podeliti polinom P(x) = 6z* — 223 — 1122 + 1 polinomom S(z) =
222 — 3.

Resenje:

(6x* —22% —11a22 +1): (223 = 3) = Q(x)

— (624 —922)
—2z3 227
—(—223 +3z)
—22% —3x+1
—(—22?2 +3)

—3x -2
gde je Q(z) = 322 —x — 1.

Provera:

(322 —xz—1) (222 = 3) =32 — 2 = 62* — 922 — 22° + 32 — 222 + 3 — 3z — 2
= 6zt — 22% — 1122 + 1.

Ostatak pri deljenju je polinom prvog stepena.

Posmatrajuéi prethodna tri primera vidimo da polinom P mozemo da za-
pisemo u obliku P(z) = S(z)Q(x)+ R(x), pri ¢emu je polinom S polinom kojim
smo delili polinom P, @ je polinom koji smo dobili deljenjem polinoma P poli-
nomom S, a R je ostatak pri deljenju. U Primeru 10 je R = 0, dok je u Primeru
11 i Primeru 12 deg R < deg S.

Primer 10. Neka je P € Rlz|. Odredi ostatak pri deljenju polinoma P(x) =
1012199 + 1002%8 + ... + 22 + 1 polinomom S(z) = z — 1.

Resenje: Prema teoremi o deljenju sa ostatakom, ostatak je polinom najvise
prvog stepena, tj R(z) = Az + B, A, B € R. Ozna¢imo koli¢nik sa Q(z).

1012'%° 4+ 1002% 4 ... + 22 +1 = (2 = 1)Q(z) + (Az + B),Yz € R (1)

S(x)=a2%2 1= (x—1)(x+1), to jest, z1 = 1 i 29 = —1.
Ako x1 1 29 zamenimo u (1), dobijamo:

101 + 100 + ... +
101 - 100 + ... —

1 =A+B

2 +
2 + 1 =—A+B

11



U prvoj jednacini na levoj strani je zbir svih prirodnih brojeva manjih od 102:

101 - 102
101+100+...—|—2+1:T:101-51:5151

Levu stranu jednakosti u drugoj jedna¢ini mozemo zapisati kao:
101 —100+...—2+1=(101 —100) + (99— 98) + ...+ (3—2) +1

=1+1+...4+1=051.
—_——

51 puta
Sada mozemo sistem jednacina zapisati kao:

5151=A+ B

51=—-A+B

Resavanjem sistema dobijamo A=2550, B=2601. Dakle, ostatak pri deljenju po-
linoma P polinomom @ je R(x) = 2550z + 2601.

Primer 11. Odredi ostatak pri deljenju polinoma P(x) = 2?°'® — 22 + 4 poli-
nomom S(x) =x — 1.

Prvo resenje: Prema teoremi o deljenju sa ostatkom, ostatak polinoma je
polinom najviseg stepena nula, tj. konstantni polinom R(z) = a,a € R. Neka je
Q@ koli¢nik. Sledi:

2?1 _2p 4+ 4= (2 -1)Q(x) +a,Vz € R
Ako z =1 zamenimo u gornju jednac¢inu, dobijamo:

12018 —244= (]_ — 1)@(1) + a,

3=0-Q(1) +a,
to jest, a = 3, R(x) = a.

Primer 12. Odredi koeficijente A, B,C € R tako da je polinom P(z) = x3 +
Ax? + Bz + C deljiv polinomom Fy(z) = x + 2, a pri deljenju polinomom
Fy(x) = 22 — 1 daje ostatak R(x) = 2x + 3.

Resenje: Posto je polinom P deljiv polinomom F7, ostatak pri deljenju poli-
noma P polinomom F} je jednak 0.Prema Bezuovoj teoremi sledi:

P(—2) = -8+ 44— 2B+ C =0. 2)
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Podelimo sada polinom P polinomom F5:

(23 +Ax? +Bx +0) (22 -1)=z+A
(& )
Az +(B+ 1)z +C
— (Ax? —A)
Btz +4A+C

Iz uslova zadatka sledi:

z(B+1)+A+C=2z+3.

B+1=2
A+ C =3,
odnosno
B=1
A=3-C.

Kada prethodno zamenimo (2) u dobijamo:
—-84+4B3-C)—-2+C=0
2

Posto je A=3—C, sledi A = %
Dakle, P(z) = 2% + Z2? + o + 2.

3.3 Hornerova Sema

Britanski matematicar Vilijam Dzordz Horner je napravio Semu za deljenje
polinoma P(z) = a,z"™ + a,_12" 1 + ... + a1 + ag sa  — c. Ideju je dobio u
teoremi o jednakosti dva polinoma koja se pominje u drugom poglavlju.

Kada delimo polinom P(z) = a,z" + a,_12" "' + ...+ a1x + ap koji je n—tog
stepena sa x — ¢ dobijamo polinom Q(x) = b, 12" 1 +b, 22" 2 +...+bix+by
koji je n — 1 stepena i ostatak, to jest:

Pu(w) = (2 = ) Qu-1(z) +1-
Sredujuci ovo i uporedujuci koeficijente, dobijamo sledeée formule:
bp_1 = an
b1 =ag +c-bg,
gde je k =1,2,...,n — 1. Takode je
r=agp+c-bg.
Ovaj metod moze da se zapiSe i u obliku Seme:

bp—1=ax+c-bg, gdejek=1,2,...n—1

Qp, Ap—1 ag ap

c|bp1 | bpo=ap_1+c-bpq1|..|bp_1=ar+c-by|..|Tr=0ag+c by

13



Pomoéu Hornerove Seme efikasnije i brze mozemo deliti brojeve. To ¢emo
pokazati na sledeCem primeru.

Primer 13. Podeliti polinom P(x) =2z* — 2% — 42 +1 sa x — 1.

Resenje:
Iz polinoma P(z) = 22* — 2% — 42 4+ 1 moZemo lako zakljuciti da je:
a4:2, 03:—1,(12:3,(11:—4, (ZQ:l.

Iz polinoma x — 1 uo¢avamo da je ¢ = 1.
Hornerova Sema:

a4 as ag ay ap
C b3 bg b1 bo r

Menjamo poznate vrednosti:

2 |13 | -4
1 b3 b2 b1 bo r

Ostale vrednosti ra¢unamo po Hornerovim formulama:

b3 =a4 =2
bo=a3+c-b3=—-14+1-2=-14+2=2
bi=ay+c-bp=3+1-1=34+1=4
bp=a1+c-bp=—4+1-4=-4+4=0
r=aqy+c-bp=14+1-0=14+0=1.

21 -113]-4]1
11211 (4]0 |1

Dobili smo polinom treéeg stepena ¢iji su koeficijenti: bg = 2,by = 1,01 = 4,
a slobodan ¢lan je 0.

Imamo dakle:

20t — 2% —dx+ 1= (z —1)(22° + 2 +42) + 1.
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3.4 NZD i NZS polinoma

Definicija 6. Neka su A(x) i B(x) polinomi iz Flz]. Za polinom C(x) € F|x]
kazemo da je zajednicki delilac polinoma A(x) i polinoma B(x) ako C(x) deli
A(x) i ako C(x) deli B(z). Najveéi zajednicki delilac(NZD) polinoma A(z) i
polinoma B(x) (kada su A(x), B(z) razliciti od nultog polinoma) bice onaj po-
linom D(x) koji je zajednicki delilac tih polinoma i koji je sam deljiv bilo kojim
deliocem tih polinoma.

Polinom D(x) pronalazimo (ukoliko on postoji) pomoéu Euklidovog algorit-
ma ili faktorisanjem polinoma na ¢inioce koji se ne mogu dalje rastavljati.

Definicija 7. Neka su A(x) i B(x) polinomi iz F[z]. Za polinom C(x) € F|x]
kazemo da je zajednicki sadrzalac polinoma A(x) i B(xz) ako su oba polinoma
njegovi delioci. Najmangi zajednicki sadrzalac (NZS) polinoma A(x) i polinoma
B(z) bide onaj polinom D(z) koji je njihov zajednicki sadrZalac i koji je sam
delilac bilo kojeg drugog zajednickog sadrzaoca tih polinoma.

NZS polinoma uvek postoji i odredujemo ga faktorizacijom.

Ukoliko je nemoguce koristiti faktorizaciju, koristimo nacin naveden u na-
rednoj teoremi.

Teorema 3. Neka su A(x) i B(z) polinomi iz Flx| sa najstarijim koeficijentom
jednakim 1. Tada je proizvod najveéeg zajednickog delioca (NZD) i najmanjeg za-
jednickog sadrzaoca (NZS) tih polinoma jednak proizvodu samih polinoma A(x)
i B(x).
Dokaz. Neka su A(z) i B(x) polinomi iz F[z]. Oznac¢imo sa D(z) njihov najvedi
zajednicki delilac, a sa S(x) njihov najmanji zajednicki sadrzalac.

Po definiciji, D(z) deli oba polinoma A(z) i B(x) pa ih mozemo zapisati kao:

Aw) = D(x) - Qs (x)
B(z) = D(x) - Qa2(x).

Posmatrajmo polinom S(z) zadat sa:

Polinom

= ————— = Q1(2)Q2(z)D(x).

I A(z) i B(z) dele Q1(x)Q2(x)D(x). Polinomi @Qq(x) i Q2(x) nemaju zajed-
nicke faktore jer je D(x) NZD polinoma A(z) i B(z). Ako bi A(z) i B(x) delili
neki polinom S;(x), tada bi i Q1(x)Q2(x)D(x) delio polinom S;(z), odakle za-
kljuéujemo da je S(x) NZS navedenih polinoma.
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Dakle, polinom S(z) mozemo zaista napisati u obliku

3.5 Euklidov algoritam
U ovom poglavlju ¢emo predstaviti poznati algoritam koji nam sluzi za

odredivanje najveceg zajednickog delioca dva polinoma.

Koraci Euklidovog algoritma:
1. Podelimo A(z) polinomom B(x) (sa eventualnim ostatkom):
A(z) = B(2)Q1(z) + R ()

2. Podelimo sada B(z) dobijenim ostatkom R;(z): B(x) = Ri(x)Q2(x) +
Ry ()

3. Delimo R;(x) sa dobijenim ostatkom Ry(x):
Ry (z) = Ra(2)Qs(z) + Rs()
4. Ovaj postupak ponavljamo dok ne dobijemo kao ostatak nulti polinom

5. Dva poslednja koraka izgledace ovako:
Ri—2(x) = Re—1(2)Qx(2) + Ri(x)
Ri—1(z) = Ri(2)Qr1(2)
Teorema 4. Poslednji ostatak Ry (x) razlicit od nultog, w opisanom postupku,

jeste najvedi zajednicki delilac (NZD) polinoma A(x) i B(z) (u definiciji smo
ga oznadcili sa D(x)).

Dokaz. Euklidov algoritam:

A=BQ1+ R
B =RiQ2+ Ry
Ry = RyQ3 + R3
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Ry_3 = Rp_2Qr—1 + Ri—1
R0 = Rp_1Qr + Ry,
Ry = RypQiy-

Iz poslednje jednakosti vidimo da Ry deli Ry_1. Kako Ry deli Rx_; jedna-
kost Rp_2 = Rr_1Qk + Ry mozemo zapisati kao Ry_o = RrxQrQri1 + Rr =
Ry (QrQr+1 + 1) iz koje zakljucujemo da Ry, deli Rg_». Sada iz

Ry_3 =Ry _2Qr—1 + Ri—1

Ri—3 = Rip(QrQr+1 + 1)Qr—1 + RiQri1
Ri_3 = Rip((QrQrs1 +1)Qr—1 + Qr+1)

zaklju¢ujemo da Ry deli Ry_3.

Nastavljajuéi ovaj postupak zakljucujemo da Ry deli R3 i Rs, pa iz Ry =
RoQ3 + R3 sledi da Ry deli Ry, iz B = R1Q2 + Rs sledi da Ry, deli B, a iz
A = BQ1 + R; sledi da Ry deli A.

Zakljucujemo da je Ry delilac od A i B.

Treba jos da dokazemo da je Ry najvedi zajednicki delilac od A i B.

Neka je polinom D neki drugi delilac od A i B.

Iz A= BQ@Q1+ Ry sledi Ry = A — BQ1, a kako D deli Ai B, onda on deli i
R;.

Na isti nacin iz B = R1Q2 + Rs sledi Ry = B— R1Q2, a kako D deli B i Ry,
onda on deli i Rs.

Nastavljajuc¢i ovaj postupak zakljucujemo da D deli Ry.

Dakle, Ry je najveéi zajednicki delilac od A i B. O

Teorema 5. Neka je F polje. Za svaka dva polinoma A(x), B(x) € Flx] \ {0}
postoje polinomi P(x), Q(z) € Flx] takvi da je:

A(2)P(x) + B(x)Q(x) = NZD(A(x), B(x)).

Dokaz. Neka je
A=BQ1+ R
B=RiQ2+ Ry

Ry = R2Q3 + R3
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Rn—4 = Rn—3Qn—2 + Rn—2
Rn73 = Rn72Qn71 +Rn1
Rn72 = Rnlen + Rn

Poslednji nenula ostatak R, je najveci zajednicki delilac polinoma A i B.
Iz prethodnih jednakosti dobijamo:

Rn = Rn72 - Rnlen

Rnfl = Rn73 - Rn72Qn71
Rn72 = Rn74 - Rn73Qn72

R3 = R1 — RoQs
Ro =B — R1Q2
Rl :A_BQla

pa je

Rn = Rn_Q - Rn—lQn

= Rn—Q - (Rn—S - Rn—2Qn—1)Qn

= Rn—2 - Rn—3Qn + Rn—QQn—lQn

= —Rn,?,Qn + (1 + anlQn)Rn*Q

= _Rn73Qn + (1 + anlQn)(Rnfél - Rnf?)anQ)
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= Rn—SQn + Rn—4 - Rn—QQn—Z + Rn—4Qn—2Qn—1 - Rn—SQn—QQn—lQn

= (1 + Qn—lQn—Z)Rn—4 - (Qn + Qn—Z + Qn—QQn—lQn)Rn—3

= (1 + Qn—QQn—l)Rn—4 - (Qn + Qn—Q + Qn—QQn—lQn)(Rn—5 - Rn—4Qn—3)

= (1 + Qn—2Qn—1)Rn—4 - (Rn—E')Qn - Rn—4QnQn—3 + Rn—SQn—2
_Rn74Qn73Qn72 + Rn75Qn72Qn71Qn - Rn74Qn73Qn72Qn71Qn)

= _(Qn + Qn72 + Qn72Qn71Qn)Rn75
+(1 + Qn—2Qn—1 + Qn—BQn + Qn—SQn—Q + Qn—3Qn—2Qn—1Qn)Rn—4-

Nastavljaju¢i ovaj postupak, R, ¢emo izraziti preko R; i R2, a kada dalje
zamenimo Ry = B — R1Q2 1 Ry = A — B(Q1, dobijamo da postoje polinomi P i
Q@ takvi da je

Ry (z) = A(z)P(x) + B(2)Q(x).

Posto je R, (x) = NZD(A(x), B(z)), dobijamo:

A(2)P(z) + B(2)Q(z) = NZD(A(x), B(x)).

Primer 14. Nadi NZD i NZS za polinome:
P(z) =2 -4
Qz) =2 —z -2
R(z) =2 -3z +2
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Resenje:
Prvo moramo svaki od njih da rastavimo na ¢inioce:

Plx)=22—-4=22-22=(2-2)(z+2)
Qr)=2>—-2-2=22-2r+2-2=2(x—-2)+(z—-2)=(r—2)(x+ 1)
Rz)=2>-3z+2=2-a0-22+2=a(z—-1)-2(x—1) = (z—1)(z - 2)

Sledi da je

NZD(P(z),Q(z), R(x)) =z — 2

NZS(P(z),Q(x), R(x)) = (x — 2)(z + 2)(z — 1)(xz + 1).

Primer 15. Primenom Fuklidovog algoritma odrediti najveci zajednicki delilac
polinoma A(x) = 25 — 22° — 2% + 223 + 2% — 30 +2 i B(x) = 2° — 3a* + 223 —
22+ 3z — 2.

1. Podelimo A(x) polinomom B(x) = 2® — 3z* + 223 — 2% + 3z — 2:

(28 —225 —a* 4223 422 -3242):B(x)=2+1
— (2% —32° 422 —2® +32% —27)
x® =3z +3x% —22%  —1 42
—(2® —32* +22% —2% +3x -2)
3 —x? —dx +4

Qi(z)=z+1
Ri(z) =2 — 2% — 4z + 4.

2. Podelimo sada B(x) dobijenim ostatkom Rj(z) = x> — 22 — 4z + 4

(5 =32* +22% —2? +32-2) :Ri(z)=22-22+4
—(2® —rt —dad +42?)
=227 +62° —5r? +3v -2
—(—22*  +22° +822? —8x)
423 —132% +11x —2
—(—4x® —42% —162 +16)
—927 +27x —18

Qa(x) =2® — 2244
Ry(z) = —92% + 272 — 18.
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3. Delimo R;(x) sa dobijenim ostatkom Ry(x) = —922 + 27x — 18:

(mi —2% —4z +4): Ry(z) = —jz — £
x

—( —x2 +21)
227 —6x +4
—(22% —6x +4)
0
3_ .2 2 L 2
0 —z® —dr+4=(-9z —|—27x—18)-(—§m—§)—|—0

1
a:3—:L‘2—4a?+4=—9(x2—3x+2)-(—§)(33+2)+0

23 —a2? —dr+4= (2 -32+2) - (x+2)+0.

Poslednji nenula ostatak je

NZD(A(z), B(z)) = (#* — 32+ 2) = (z — 1)(z — 2)

Vidimo da NZD(A(z), B(z)) mozemo izraziti kao

NZD(A(z), B(z)) = A(z)P(x) + B(z)Q(x).

NZD(A(x),B(z)) = B — RiQ,

NZD(A(x), B(x)) = B — (A — BQ1)Q-

NZD(A(z), B(x)) = B — AQa + BQ1Q

NZD(A(x), B(x)) = —AQs + (1 + Q1Q2)B.

U ovom primeru je:

NZD(A(z),B(z)) = —A(z)(2® — 2z +4) + B(z)(1 + (z + 1)(2? — 22 + 4))
NZD(A(z), B(x)) = A(z)(—22+22—4)+ B(z) (1423 —22% + 4 +22 — 22+4)
NZD(A(z), B(x)) = A(z)(—2% + 22 — 4) + B(z) (23 — 2% + 222 + 5),

gde su
P(x) = —2® 4+ 2x — 4

Q(z) =23 — 2% + 222 + 5.
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4 Faktorizacija polinoma

4.1 Racionalne nule polinoma sa celobrojnim koeficijenti-
ma

Teorema 6. Neka jen € Ny, P(z) = apa™ +a, 12" ' +...+a1x+ag polinom

sa celobrojnim koeficijentima i neka je a nula polinoma P(x). Ako je o = %, za

neke p,q € Z takve da je NZD(p,q) =1, onda q|a, i plao.

Dokaz. Pretpostavimo da je o nula polinoma P(z). To znaé¢i da je P(a) = 0.
Odnosno,
and” 4+ ap_10" M+ .+ aa4ag=0

n n—1
an(p> +an1(p> —i—...—&—alg—i—ao:O
q q q

Kada ovu jednakost pomnozimo sa ¢" dobijamo:
anp" + anap" g+ .+ apg" !+ aog" =0

anp™ 4+ qlan1p" " o apg” T a1 =0
anp™ = —q(an—1p" "+ ...+ a1pg" " + apg" ")

Kako je desna strana deljiva sa g, onda i leva strana mora biti deljiva sa gq,
odnosno gla,p™. Ali kako je NZD(p,q) =1, onda g|a,,.
Sli¢no,

Planp™ '+ an1p" g+ . +a1q" ) +aog” =0

aoq" = —planp™ 4+ an_1p" 2q+ ...+ a;g"t)

Kako je desna strana deljiva sa p, onda i leva strana mora biti deljiva sa ¢,
odnosno plagg™. Kako je NZD(p,q) = 1, onda p|ap.
O

Iz prethodne teoreme se za dati polinom sa celobrojnim vrednostima odreduju
kandidati za racionalne nule, a da li je neki od tih brojeva kandidata stvarno
nula moramo da proverimo direktno. Ova teorema nam daje potreban ali ne i
dovoljan uslov.

Jos jedan karakteristican slucaj je kada su koeficijenti polinoma racionalni bro-
jevi, a jedan njegov koren iracionalan broj, na primer, a+by/a onda taj polinom
ima i koren a — by/a. Ovo ¢ée biti dokazano u sledeéoj glavi.

Zadaci u kojima se ovo koristi su Cesti na prijemnim ispitima.

4.2 Kompleksne nule polinoma sa realnim koeficijentima

Teorema 7. Neka je P: C — C, P(z) = apa™ + ap_12™ 1 + ... + a12 + ao,
P € Rlz|. Ako je xg = a + bi,a,b € R;b # 0 nula polinoma P, onda je i
Zo = a — bi takode nula tog polinoma.
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Dokaz. Neka je S(z) = (x — x0)(x — 2p).
Tada S € R[z] jer:
S(x) = (z — xo)(x — %)
=22 - ({,CO + {LT())LL' + xoXo
=2% — (a+bi +a—bi)x + (a + bi)(a — bi)
= 2% — 2ax + a® + b2

Posto su a, b realni brojevi, mozemo da zaklju¢imo da je polinom S polinom sa
realnim koeficijentima.

Prema teoremi o deljenju sa ostatkom, kada polinom P podelimo sa polino-
mom S dobijamo:

P(z) = S(x)Q(x) + R(z),deg R < deg S
P(z) = (z — xo)(z — 20)Q(x) + R(z),deg R < deg S

Polinomi P i S su polinomi sa realnim koeficijentima, odatle sledi da su i poli-
nomi ) i R polinomi sa realnim koeficijentima.

Iz jednakosti S(z) = 2% — 2az + a? + b? vidimo da je degS = 2, pa za-
klju¢ujemo da deg R < 1.

Neka je R(x) = Az + B, A, B € R. Za svako = € C vazi:

P(z) = (x — x0)(x — %0)Q(z) + Az + B
Posto ova jednakost vazi za svako z € C, onda vazi i za x = xg:
P(xg) = Azp + B.
Kako je ¢ nula polinoma P, onda sledi da je
Arg+B =0

, to jest
Ala+bi)+B=0

Aa+ B+ Abi = 0.

Realni i imaginarni deo moraju biti jednaki nuli, jer su A i B realni brojevi.
Aa+B=0

Ab=0

Znamo da je b # 0, pa zaklju¢ujemo da je A = 0, iz ¢ega sledi i da je B = 0.
Dakle, R(z) = 0 i vazi:

iz ¢ega sledi:
Dakle, %y je nula polinoma P. U
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4.3 Osnovni stav algebre

Osnovna teorema algebre je jedna od najznacajnijih teorema u matematici,
koja istrazuje fundamentalna svojstva kompleksnih brojeva i polinoma. Ova
teorema ima dugu istoriju i Siroku primenu u razli¢itim granama matematike i
nauke.

Teorema 8. Svaki polinom nad poljem kompleksnih brojeva stepena bar jedan
ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih brojeva.

4.4 Teorema o faktorizaciji polinoma

Sledeca teorema nam omogucéava da polinome rastavimo na proizvod faktora
manjeg stepena.

Teorema 9. Svaki polinom P(z) € C[z] n-tog stepena moZe se na jedinstven
nacin predstaviti w obliku proizvoda n linearnih faktora.

P(2) = ap2" +an_12" '+ ...+ a1z + ag

=ap(z—a1)(z—ag) ... (2 — an),
an #0,a1,...,a, € C su nule polinoma P(z).
Moze se desiti da su neki od aj, . .., o, jednaki medu sobom, pa se navedena

faktorizacija iz teoreme moze zapisati u malo drugacijem obliku:

P(2) = ap2" + an_12"" '+ ...+ a1z + ag

k k km
=ap(z—a)M(z—a2)” ... (z—am)

)

gde su aq,...,q, medusobno razli¢ite nule polinoma P(z), a ki,...,k;, su
prirodni brojevi, takvi da je njihov zbir k; + ko + ... + k;y, = n = deg P(2).
Ovakva faktorizacija se naziva kanonska faktorizacija polinoma.

Dokaz. Prema osnovnoj teoremi algebre, P(z) ima bar jednu nulu. Oznacimo tu
nulu sa oy, a P(z) ozna¢imo sa P,(z). Prema Bezuovoj teoremi P, (z) je deljiv
sa (z — a1), pa odatle sledi:

Po(2) = (2 — a1) - Q(2).

Sada Q(z) oznacimo sa P, _1(z) koji prema osnovnoj teoremi algebre ima bar
jednu nulu as, nastavljamo analogno:

Po(z) = (2 — 1) - Poo1(2),
Po(2) = (2 — o) (2 — a2) - Pr2(2),

P.(z)=(z—a1)(z—ag)...(z —ap),

Sto je i trebalo dokazati. O
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4.5 Vietove formule

Vietove formule povezuju nule polinoma sa njegovim koeficijentima. Posebno
su znacajne za polinome vecih stepena i one vrlo cesto jedine koje daju rezultate
o nulama polinoma.

Teorema 10. Neka je dat polinom P(z) = anz™ + ap_12" 1 + ... + a2 + ao,

P € Clz] i neka su x1,xa,...,x, nule polinoma P, tada vaze Vietove formule:
An—1
r1+x0+...+x, = — n
427
Up—2

12 + 213+ ... + Tp_1Ty =
n

ap—3
Qp

T1X2X3 + L1X2X4 + ... + Tp_2Lp_1Ty = —

(=1)"ao
an

129 ... LTy =

Dokaz. Teoremu ¢éemo dokazati matematickom indukcijom.
Dokazimo da tvrdenje vazi za n=1. Neka je P(x) = a1z + a¢ polinom prvog
stepena i neka je x; nula polinoma P. Tada je
ao
T = ——.
a
Dakle, tvrdenje vazi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki polinom @ € C[z]| stepena n € N
oblika:
Q(x) = bpa™ + bp_12" ...+ b + by,

takav sa su x1, 9, -, z, nule polinoma Q, to jest vazi sledece tvrdenje:
bnfl
1 +xo+...+xy = —
bn,
bn—2
12 + 2123+ ...+ Tp_12Ty =
bn
bn—S
T1T2%3 + T122T4 + ... + Tp—2Tp—1Tp = — b
n
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(=1)"bo
b,

Dokazimo sada da tvrdenje vazi za polinom P € C|z] stepena n + 1:

L1x2 ... Ty =

P(z) = app12™ + apz™ + ...+ a1z + ap.

Neka su x1,---,Zp, Tyt sve nule polinoma P. Na osnovu posledice Bezu-
ove teoreme polinom P je deljiv polinomom S(x) = x — x,41, to jest postoje
bo, b1, ...,b, takvi da vazi:

P(z) = (z — 2n41)Q(x),

P(x) = (2 — Zpy1) (bpa™ + bp_12™ 1 ..+ by + by),

odnosno,
1
12" a ™+ Far +ag =

(= 2py1) (bpx™ +bp_12™  + . 4 bz + by),

np12" ™ F a4+ .+ ar +ag =
bz Tt 4 by 2™ 4 byox™ 4+ b2 + bz
—.’En+1(bn.’£n + bn,1$n71 + ...+ bl.’E + b())7

Primenjujuéi teoremu o jednakosti polinoma sledi:

Ap4+1 = bn

Gy, =bp_1 — bnxn-i-l

Gp—1 = bp_o — bn—lxn+1

ag = 7b0xn+17

odnosno
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bn = Qp+1
bn—l =anp + bnxn+1

bn72 = Qp-1+ bnflxn+1

ao

bO = - ;
Tn41

Iz prethodno dobijenih jednakosti i iz pretpostavke indukcije sledi:

bnfl
ml—&-xg—f—...—l—xnﬂz—b——i—an
n
an_Fan+1mn+1
An+41
Qnp
An+1

(x122 + 123+ ... + T 1T + T1T 1)
+(zaws + X2xg + ...+ ToZp + ToXpy1) + o+ T 1T + TpTppl
=12+ 2123+ ... +Tp_1Tn

+Tpp1(xr F a2+ ...+ )

bn—2 bn—l
= +x 1(—
bn n+ ( bn )
_ bn72 - bnflanrl _ Ap—1
by Ap+41
(—=1)"bo
L1X2 .. . Tndp+l = T *Tn+1
n
a
)
A1 n+1
(=1)"*ag
an+1 '

Ovim smo dokazali da Vijetove formule vaze i za polinome stepena n+ 1, pa
po principu matematicke indukcije vaze za polinome bilo kog stepena. O
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Primer 16. Nadi parametar A, ako je zbir dva korena x1 + x2 = 1 jednacine
223 — 2?2 —Tr+ A =0.

Resenje:
Upotrebi¢emo Vietove formule za jednacinu treéeg stepena:
as

T+ T+ 13 =——
as

ay

T1X2 + 123 + Tox3z = —
az

ag

L1y — ——.

a3

Iz jednacine 22> — 22 — 7z + X = 0 dobijamo:
az =2,a0 = —1,a1 = —7,a09 = A,

pa je:
T -1 1
r1+rot+x3=—"FT ==
1 2 3 9 9
-7 7

T1%2 + T123 + Tox3 = 5 T3

X1X2x3 = —5.
Iz uslova zadatka x1 + 9 = 1 sledi 3 = % —
T1%T2 + T1T3 + Tox3 = —

1 1 7
12 +$1 . (75) +I2 . (75) = 75

1
T1xo — 5(:101 +x9) = —=

a odavde je:



Primer 17. Neka je P(z) = 2¢3 + 42 +x+5. Ako su x1, x2, 3 nule polinoma
P(x), odrediti polinom Q(z) = ax®+ bx? + cx +d ¢ije su nule yy = x1+1,y2 =
xo+1,y3 = x5+ 1 i vazi Q(0) = 6.

Resenje:
as = 2,(12 = 4,a1 = ].,(10 =5
Primeniéemo Vietove formule:

4
$1+$2+$3=—§:—2.

1
T1To + T1T3 + Tox3 = B}

T1ToT3 = 5
12223 = 5
Posto je Q(x) = az3 + bx? + cx + d i Q(0) = 6, sledi:

d=6.

b
Y1+ Y2 +y3:*a~

C
Y1Y2 + Y1ys + Yyays = o

d 6
Yiy2ys = —— = ——.
a a

Ubacujemo y1 =1 + 1,yo =22+ 1,y3 = x3 + 1:
b
(x1+1)+(x2+1)—|—(x3+1):—g
c
(1 +D)(xa+ )+ (1 + D(zs+ 1)+ (22 + 1)(a3+1) = -

Sredivanjem dobijamo:

b
(1‘1+$2+$3)+3:—E

c
(551{172 + z123 + £C2$3) + 2(!171 + 29 + l’d) +3= E

6
T1X9T3 —+ (Ill‘g + Ir1x3 —+ Izzg) + (931 + X9 + $3) —+ 1 = _E
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Koristeéi Vietove formule za polinom P, dobijamo:

b
—243=—
a
1 c
- +2-(-2)4+3=-
2 +2-(=2)+ a
5 1
—— 4+ - —241=-
2 + 2 + ’
odnosno
1=—-
a
1 ¢
2 a
6
—3=_2,
a
Iz trece jednakosti = a = 2. Zamenom u jednakost 1 = —g dobijamo b = —2,
a iz jednakosti f% =c=c=-L

Dakle, koeficijenti polinoma Q(z) su:

a=2,b=-2,¢c=-1,d =6,

pa je:
Q(z) = 22% — 227 —z +6.

Primer 18. Ispitati da li polinom P(z) = 2% + 2z — 3 ima racionalne nule.

Resenje:
Kandidati za racionalnu nulu, z = %, takvu da p| — 3 1 ¢|1 su: -3,-1,1,3. Iz

racunavanjem P(—3), P(—1), P(1), P(3) dobijamo samo da je z = 1 racionalna
nula.
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5 RasSirenja polja

5.1

Kronekerova konstrukcija

U narednim razmatranjima bi¢e nam potreban slede¢i pojam.

Definicija 8. Polinom P € F[z] je nerastavljiv nad poljem F ako ne postoje
polinomi Q, S € F, stepena barem jedan, takvi da je P = @S.

Teorema 11. Neka je F polje i A(x) € F[z]\{0} nerastavljiv polinom. Tada

vazi:

1.

e

E = Fz]/(A(x)) je polje.
Polje E sadrzi potpolje izomorfno polju F.
Polinom A(x) ima bar jednu nulu u polju E.

Kako je F C E, onda je E vektorski prostor nad poljem F i dimenzija tog
prostora je jednaka stepenu polinomina A(zx).

Dokaz. 1. Treba da dokazemo da je E polje, to jest da svaki element iz E

koji nije nula ima inverz u odnosu na mnozenje. Neka je I = (A(x)) ideal.
Dakle, E = F[z]/] i nula u tom prstenu je 0+ I = I.

Pretpostavimo da je C(z) + I # I, to jest C(x) ¢ I. Odavde sledi
da A(z) ne deli C(z), a kako je A(x) nerastavljiv polinom sledi da je
NZD(A(x),C(x)) = 1, to jest postoje polinomi P(z) i Q(z) takvi da vazi

A(z)P(z) + C(2)Q(x) = 1.
Prelaskom na koli¢nicki prsten dobijamo:
(A(x) + I)(P(z) + 1)+ (C(x) + D)(Q(z) + 1) =1+1
Kako je A(z) € I, dobijamo:
Cla)+D(Qx)+1)=1+1

pa element C'(z) ima inverz u E.
E je polje.

DefiniSemo homomorfizam f : F — E sa
fla)=a+I,VaeF.

Posto su {0} i celo polje jedini ideali u bilo kom polju, zaklju¢ujemo da je
Ker(f) = {0} (Jezgro je uvek ideal, ali ne moze biti jednako celom polju
posto se pri homomorfizmu jedinica slika u jedinicu, a ne u nulu). Dakle,
homomorfizam f uspostavlja izomorfizam izmedu F i slike od f, koja je
potpolje od E.
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3. Nekajex' =z +I€Ria =a+I,Vael. Ako je
A(z) = apz™ + ...+ a1z + ao,

onda je
A" =a,a™ + ...+ djz + q

Ay =(an+ D+ D"+ ...+ (a1 + D(z+ 1)+ (ag + 1)
A(@) = (apz" + ...+ a1z +ag) + I = 1.
x’ je nula polinoma A(x).

4. Kako je F C E, elemente polja E mozemo sabirati ali i mnoziti sa elemen-
tima iz polja F. Na osnovu svojstava operacija u polju £ dobijamo da je E
vektorski prostor nad poljem F. Treba da dokazemo da je dimenzija ovog
prostora jednaka deg A(x). Dokazademo da je

M+Tz+1,...2" 1 +1]

jedna baza prostora E ako je polinom A(z) stepena n. Pokazimo prvo da
je{l+I,z+1,...,2" ' + I} generatrisa. Neka je P(x)+ I € E, tada je:

P(z) = Q(x)A(x) + R(x),
gde je R(z) = 0 ili deg R(z) < deg A(z) = n. Dakle,
R(z) =rp_12™ 4+ ...+ 1z + 70,
gde r; € F mogu biti jednaki 0. U tom slucaju je:
Px)+1I=(Q(x)+ I)(A(x)+I)+ (R(zx) + 1)
Pa)+I=rp 1(z" '+ D)+ ... +r(z+1)+ro(1+1).
Sledi da 14 I,z +1I,...,2" "' 4 I generisu E nad poljem F.

Dokazimo sada da je sistem [1+1,x+1,...,2" ! +I] linearno nezavisan.
Neka je

o1 P+ D+t + D) Feo(l+I)=0+1,Yc, €F

Tada je:
(cn,lxn_l +...+ax+c)+I=1
o1z M et co € 1= (Ax)).

Ali, polinom A(z) je stepena n i on moze da deli ¢,a™ + ...+ c1z + ¢p ako

je Cn1z2” '+ . .+ +cp=0 Tozadidac, 1 =...=c¢ =co=0.
Odavde zakljuéujemo da je sistem [1 + I,z + I,...,2"~! + I] linearno
nezavisan.

U
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Jedna zanimljiva primena ove teoreme je slede¢i primer:
Primer 19. Konstruisati polje koje ima tacéno 4 elementa.

Resenje:

Zs je polje koje ima 2 elementa.

Ako nademo nerastavljiv polinom A(x) € Zs[z], koji je stepena n, onda
¢e Zslx]/{A(x)) na osnovu prethodne teoreme biti polje. Na osnovu prethodne
teoreme Zso[x]/(A(x)) ¢ée bitii vektorski prostor dimenzije n. Dakle, Zs[x]/{A(x))
je kao vektorski prostor nad Zy izomorfno Z%, pa ima 2" elemenata.

Nama je potrebno polje sa 4 elemenata, to jest potreban nam je nerastavljiv
polinom iz Zs[z] stepena 2. Neka je

Alx) =2 + 2+ 1.
Polinom A(z) je nerastavljiv ako i samo ako nema nijednu nulu u Z,.
A(0) =1, A(1) =1,
polinom A(x) je nerastavljiv polinom. Dakle, polje Fy je dato sa:
Fy = Zylz]/(x® + x4+ 1)
Neka je ¢ = z + (2% + x + 1) u ovom polje, dobijamo da je
Fy,={0,1,¢0,1+ ¢}.

Kako u polju F4 vazi: ¢> = 1 + ¢, mozemo napisati i tablice sabiranja i
mnozenja:

Tablica sabiranja:

+ 0 1 0] 1+¢

0 0 1 1) 1+¢

1 1 0 1+¢ 0]

0] 0] 1+¢ 0 1
140 | 1+¢ 10) 1 0
Tablica mnozenja:

- 0 1 0] 1+¢

0 0 0 0 0

1 0 1 10) 1+¢

o) 0 0] 1+¢ 1
1+6 |0 1+¢ 1 &
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5.2 Algebarska rasirenja

Neka su F i E polja. F je potpolje polja E ako i samo ako je F algebarska
potstruktura polja E. U tom slu¢aju pisemo F C E. Tako je Q C R C C. Svako
potpolje od C se naziva brojevnim poljem.

Na primer, Q(v/2) = {z + yv/2|z,y € Q} je jedno brojevno polje.

Definicija 9. Polje E je rasirenje polja F ako polje E sadrzi potpolje izomorfno
polju F. E je vektorski prostor nad poljem F, a dimenzija ovog prostora se zove
stepen rasirenja polja B nad F i oznacavamo sa [E : F].

Ako je stepen konacan, onda se rasSirenje zove kona¢no rasirenje.

Definicija 10. Neka je A(z) € F[x]\{0}, gde je F polje. Korensko polje polino-
ma A(x) je nagmange rasirenje polja F u kome A(x) ima linearnu faktorizaciju.

Prsten polinoma F|z] je komutativan i nema pravih delitelja nule. Polje ra-
cionalnih izraza nad tim prstenom oznacavamo sa

F(z) = {’q’|gde sup, ¢ € Fla], ¢ # o}

Ono je rasirenje polja F, ali ne i kona¢no jer sadrzi, na primer, beskona¢nu li-
nearnu familiju [1,z, 2%, .. .].

Kao sto je F[z] skup polinoma po z, tako je i Fla] skup polinoma po «.
Sliéno, F(«) je skup racionalnih izraza po « i to je jedno polje.

Definicija 11. Neka je F potpolje od C i o € C. Tada je o algebarski nad F
ako postoji polinom P(x) € Flx] za koji je P(a) = 0.

F(«) je najmanje potpolje od C koje sadrzi a.

Fla] su svi polinomi po a.

Sada se mozemo zapitati da li su skupovi Fla] i F(a) nekada jednaki.
Teorema 12. F(a)= F[a] ako i samo ako je a algebarski nad F.

Dokaz. (=): Neka je Fla] polje. Tada svaki element iz Fla] ima inverz pa a €
Fla] ima inverz u F[a].

a- f(a) =1, gde je f(a) element u Fla]

a-(ag+ara+... +ap_1a"t 4 akak) =1
apa + a1a2 + ...+ ak,lak + akcu’“rl =1
apo + a1a2 +...+ ak_lak + akak+1 —1=0

P(z) = apx + a1z + .. Fap 12" + apttt — 1

P(a) =0 = a je algebarski.
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(«<): Pretpostavimo da je « algebarski nad F. Tada mozemo da posmatramo
ideal definisan sa:
I ={A(z) € Flz] : A(a) = 0}.

Fz] je glavnoidealski jer je F polje. Dakle, I <F[z] = I je glavni ideal.

Kako je I glavni ideal, on je generisan jednim elementom, to jest postoji
monican polinom g, () za koji je I =< pq >. Treba da pokazemo da je polinom
o () nerastavljiv. Pretpostavimo suprotno, neka je po(x) rastavljiv polinom,
to jest neka je pq(z) = A(z)B(x) za neke nekonstantne polinome A(x), B(x) €
Flz]. Tada je A(a)B(a) = po(e) =0 pa sledi da je A(a) =0 1ili B(a) = 0.

Ako je A(a) =0, onda je A(x) € I, pa uq(x)|A(z), a to je nemogude jer je
deg A(x) < deg pa ().

Ako je B(a) =0, onda je B(x) € I, pa po(x)|B(x), a to je nemogude jer je
deg B(x) < deg po(x).

Dakle, () je nerastavljiv polinom.

Posmatrajmo homomorfizam

f:Flz] = Fla]

definisan sa f(P(x)) = P(«).

Homomorfizam f je "NA”, a Ker(f) = I. Odavde dobijamo da je F[z]/T =
Fla]. Kako je pq(x) nerastavljiv polinom, Flz]/I je polje na osnovu teoreme 11,
pa je i F[a] takode polje.

O

Definicija 12. Polinom pq(x) iz teoreme se zove MINIMALNI POLINOM
elementa o.

Naime, p14(x) je moni¢an polinom najmanjeg stepena takav da je uq(«) = 0,
to jest monic¢an nerastavljiv polinom tako da je pq(a) = 0.
Takode ako je P(a) = 0 za neki polinom P € F[z], tada pq(z)|P.

F(«) je jedno rasirenje nad F stepena deg(u,) = n.
Bazu za vektorski prostor F(a) nad F ¢ine 1,a,a?,...,a" L.

Primer 20. Neka je o = /2 + /3. a) Pokazati da je o algebarski nad Q. b)
Naéi minimalni polinom za o nad Q. c¢) Odrediti %ﬁ u obliku P(«) za neki
polinom P(z) € Qx].

Resenje:
a) Treba da pronademo polinom koji element « anulira.

a=v2+3
a—V2=13

Kada kvadriramo prethodnu jedna¢inu dobijamo:
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(@ —v2)? = (V3)?
a?—2v2a+2=3
a271:2\f2a

Ponovnim kvadriranjem dobijamo:

(a® — 1) = (2v2a)*
a* =202 +1=8a

a* =102 +1=0

Dobili smo polinom P(z) = 2% — 1022 + 1, P(a) = 0.

b) Pokazimo da je P(z) minimalni polinom elementa «. Neka je p(z) =
x* — 1022 + 1. Treba da dokazemo da je ovaj polinom nerastavljiv nad Q. Pret-
postavimo suprotno, neka je polinom u(z) rastavljiv nad Q. Kako je u pitanju
polinom ¢etvrtog stepena, on se rastavlja na proizvod polinoma prvog i polino-
ma treceg stepena ili na proizvod dva polinoma drugog stepena.

1% Neka je u(x) proizvod polinoma prvog i polinoma treéeg stepena nad po-
ljem Q. Odavde sledi da p(z) ima nulu u Q. Ako polinom a,z"+. ..4a;x+ay =0
ima racionalnu nulu £, NZD(r,s) = 1, onda rlag i slan. p(z) = 2* — 1022 +1 =
ap, = ay = 1iay =1, parl[lis|l. Dakle, r € {-1,1}, s € {-1,1}, pa
e {-1,1}, ali -1 i 1 nisu nule polinoma y(x), pa ovaj slucaj nije moguc.

20 Neka je u(x) proizvod dva polinoma drugog stepena nad Q.

w(z) = (2?4 az + b)(2* + cx + d)

w(z) = z* + cx® + do® + ax® + acx® + adx + br® + bex + bd

2t =102 + 1 =2+ (a + ¢)2® + (b + ac + d)z® + (ad + be)x + bd.

Izjednacavanjem odgovarajuéih koeficijenata dobijamo:

a+c=0
b+ac+d=0
ad+bc=0

bd =1

Kako je a + ¢ = 0, onda je ¢ = —a. Zamenom u ad + bc = 0, dobijamo
ad —ac =10, odnosno a(d —¢) =0.lijea=0ilijed —c=0.
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e Ako je a =0, onda je i ¢ = 0 i sistem se svodi na:
b+d=-10

bd =1

Izbd=1=d= %, zamenom u b+ d = —10, dobijamo:

1
b+ L~ 10
3

Kada pomnozimo i levu i desnu stranu sa b, dobijamo:
b +1=—-10b

b2 —10b+1=0

—10+ /100 — 4

b1,2 = B)
—10 £+ /96
b1,2 = f
—~10+4v6
51,2 = 9
bio=—5+4V6

Kako v/6 ¢ Q, ovaj slucaj nije mogu¢.

e Ako je b—d = 0, onda je b = d. Zamenom u jednaéinu bd = 1 dobijamo
b?> =1, to jest b € {—1,1}, a zamenom u jedna¢inu b + ac +d = —10(b = d i
¢ = —a), dobijamo:
b+a-(—a)+b=-10

2b — a® = —10.

Akojeb:71:>727a2:710:>a2:8:>a::|:2\/§,akak0\/§¢Q
onda ovaj sluc¢aj nije moguc.

Akojeb=1=2—-0a?=—10 = a®> = 12 = a = +2/3, a kako v/3 ¢ Q onda
ni ovaj slucaj nije mogucé.
Zaklju¢ujemo da polinom p(z) nije rastavljiv nad Q. Dakle, p(z) je mini-
malni polinom za element a.
1

¢) Kako bi pronasli Py koristicemo metod neodredenih koeficijenata.

Postoje a,b,c,d € Q takvi da je
1

=a+ba+ ca® + da?
a+3

Kada levu i desnu stranu pomnozimo sa a + 3 dobijamo:

37



1= (a+3)(a+ba+ ca’ 4 da?)
1 = aa + ba® + ca® + da* + 3a + 3bda + 3ca® + 3da’
1 =da* + (c +3d)a® + (b+ 3c)a? + (a + 3d)a + 3a.
Kako je a* =10a? — 11 1, , a2, o® linearno nezavisni dobijamo:
1=d(10a* — 1) + (c + 3d)a® + (b + 3c)a® + (a + 3d)a + 3a
1 =10da? — d+ (¢ + 3d)a® + (b+ 3c)a? + (a + 3d)a + 3a
1= (c+3d)a® + (b+3c+10d)a* + (a + 3d)a + (3a — 1).

Dobijamo sistem jednacina:

3a—d=1

a+3b=0
b+3c+10d =0

c+3d=0

Izc+3d=0=c=—-3d.

Zamenom u b+ 3c+ 10d = 0 dobijamo b +3—-3d+10d=0=b+d=0=
b= —d.

Kada b = —d zamenimo u a + 3b = 0 dobijamo a + 3 - (—d) =0 = a = 3d.

Konacno, kada a = 3d zamenimo u 3a — d = 1 dobijamo 3-3d—d =1 =
8d=1=d=4.

Dakle, koeficijenti su a = %, b= —

1 _
a+3

Teorema 13. Ako je P (deg P > 1) polinom sa realnim koeficijentima i a—bv/d
njegova nula onda je i a+bv/d nula polinoma P, d je prirodan broj veéi od nule
1 bezkvadratni.

Dokaz. Neka je z = a — bv/d.
a—z=b/d
Kada kvadriramo prethodnu jednakost, dobijamo:
(a—a)? = (bWVd)?

a’® — 2ax + 2% = b%d

Sada imamo polinom sa racionalnim koeficijentima po x:

2% — 2ax + (a* — db*) =0
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20+ Va2 —4a? + 40%d _ 2a +2bVd bV
2 2
Njegove nule su iracionalni brojevi pa je on nerastavljiv nad Q.
Ako je P bilo koji polinom nad Q &ja je nula a — bv/d, onda minimalni
polinom za ovaj element mora da deli P, a druga nula minimalnog polinoma je
a+ bVd, pa je nula i od polinoma P.

T12 =

O

1

[}

Primer 21. Jedno resenje jednacine 2> + 41 = 14z + 19 je 2 — /3. Odrediti

ostala resenja.

v

Resenje:
22 4+41 =14z + 170 prosirujemo sa z.
Znamo da je drugo resenje zo = 2 + /3.

P41z 1422 -10= (2 — 24+ V3) (2 —2—V3) - Q(z) = (2 — 42+ 1) - Q(2).
Koristedi teoremu o faktorizaciji, pomnozimo sa (z — a)
23 441z — 14272 —10 = (22 — 42+ 1)(z — a)
poznat nam je slobodan ¢lan
23 441z — 1427 — 10 = (2% — 4z + 1)(z — 10)
Dakle, z3 = 10 je jos jedno resenje date jednacine.

Teorema 14. (Teorema o primitivnom elementu) Svako konacéno rasirenje E
polja Q je oblika Q(«), za neko a € E.

Element « je primitivni element rasirenja E.

Naveséemo jedan primer o primitivnom elementu.

Primer 22. Naéi jedan primitivni element korenskog polja polinoma z* — x2 —

2 € Qlx].

Resenje:

Faktorisa¢emo na$ polinom nad Q metodom kompletiranja kvadrata:

39



= (& = V2)(z + V2)(z — i)(z +1),
gde je i imaginarna jedinica. Dakle, korensko polje K = Q(+/2,1).
Treba da nademo «a za koje je Q(v/2,1) = Q(c).

Dokazaéemo da se za a moze uzeti element a = v/2+4i. Posto o € Q(v/2,1) =
Q(0) C Q2,9

Da bi dokazali da Q(v/2,i) € Q(«), dovoljno je da dokazemo da na primer
V2 € Q(a).

Ako levu i desnu stranu jednakosti
a=V2+i

”podignemo”na treci stepen, dobijamo:

o= (V2+i)?

0f =2 43V + 3v2i% + i
o =2v2+6i—3vV2—i
a® = =2+ 5i
o =5(V2 +i) - 6V?2,

kako je o = V2 + i, zamenom dobijamo:

o® =5a — 6v2

, odnosno, kada sredimo
a® — ba = —6V2,

pa je .
V2 = —6(0;’ —5a) € Q(a).
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6 RESENI ZADACI

1. Odrediti ostatak pri deljenju polinoma P(x)
polinomom G(x) = 23 + 1.

_ 2011 _ 2010 4 ;2009

Resenje:

P(x) =22 (2 — 2+ 1)
P(z) = (2 41 - 1)(2®> — 2 +1)
P(z) = ((z + 1)Q(z) = 1)(2® — z +1)
P(z)=(z+1)(2* -2+ 1)Q(z) —2® +z — 1

P(z)= (2 +1)Q(x) —a* + . — 1.

Dakle, ostatak pri deljenju polinoma P polinomom G je

R(z)=-2*4+z—-1.1

2. Da li postoje realni brojevi b i ¢ takvi da svaka od jednacina
22 +br+c=01i22?>+ (b+1)xr+c+1=0 ima po dva celobrojna korena?

Resenje:

Neka su celobrojni koreni prve jednacine k i [, a druge m i n. Tada na osnovu
Vietovih formula vazi:
k+1l=-b
k-l=c

2(m+4n)=-b-1
2m-n=c+1
Iz2m -n=c+ 1= c=2mn — 1= c je neparan.
Iz k-l=c= kil suneparni.
Iz k+1=—b= b je paran.
Iz 2(m+n) = —b—1 = 2(m+n) neparano, jer je b paran, $to je nemoguce.
Dakle, takvi brojevi ne postoje. B
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3. Dat je polinom Setog stepena
P(x) = 2% — 725 + 142" — 42 — 5722 + 1232 — 70.
Ako su dve nule ovog polinoma 2+ i 3+ 1/2, odrediti sve ostale nule.
Resenje:

Kako je 2 + ¢ nula polinoma P(z), na osnovu teoreme sledi i da je 2 — i
njegova nula.

Poznata nam je jos jedna nula polinoma P(z), a to je 34 v/2, pa na osnovu
teoreme sledi i da je 3 — /2 nula polinoma P(z).

Polinom P(z) je polinom Sestog stepena, a to znasi da polinom P(z) ima
Sest nula. Poznate su nam cetiri nule: xg = 2+14, 1 =2 — i, x9 = 3 + V2 i
Ty = 3 — /2. Potrebno je naéi jos dve nule z4 i x5.

Polinom P(z) je oblika:

P(z) = (. — xo)(x — x1)(x — 22) (2 — 23) (2 — 24) (7 — x5)

Plz)=(z—2+)(z—2—))(z—B+V2)(z—(3-V2)(z —z4)(x — x5)
Plz)y=(x—2—-i)(z—2+14)(z—3— \/5)(30—3—&— ﬂ)(m —z4)(x — x5)
P(z) = ((z = 2)* + 1)((x = 3)* = 2)(z — 24)(x — x5).

Sredivanjem ovog polinoma dobijamo:
P(z) = (z* — 823 + 2422 — 442 + 35)(z — x4)(z — x5)
P(z) = S(2)Q(x), gde je Q(z) = (z — z4)(x — x5).

Deljenjem polinoma P(z) polinomom S(z) = z* — 823 + 242% — 44z + 35
dobijamo:

(26 =725 +142* —423 —5722 +1232 —70): S(x) = 2% + 2z — 2
— (2% —82° +242% —4423 +352?)
x® —102% +4023 —922? +1232 —70
—(x®  —8z* +2423 —442? +35z)
—22% +162% —48z? +88x —70
—(—22* +162® —48z% +88x —170)
0

Qr)=2>+z2—-2=(z—1)(x+2).

Dakle, Ty = 1i Iy5 = -2. 1
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4. Odrediti sve nule polinoma
P(z) = 2° —az® 4+ ba® —4da 4 ¢
ako pri deljenju sa polinomom Q(z) = (z — 2)(2? + 1) daje ostatak
R(z) = 1222 — 6z + 12.

Resenje:

Q) = (2 = 2@ +1) = (. — 2w — i)z +1).
Iz polinoma Q(z) poznate su nam tri nule: z1 = 2, 9 =4 i x5 = —i.
Znamo da je P(z) = S(z)Q(z) + R(x).
P(2)=0+R(2)
2°—a-224+b-22-4-2+4+c=12-22—6-2+12
32—8a+4b—8+c=48 — 12+ 12
—8a+4b+c=24
Ako u jednakost P(x) = S(2)Q(z) + R(x) zamenimo zo = i, dobijamo:
P(i) =0+ R(7)
P®—a-i®+b-i*—4ditec=12-i* —6-i+12
t+at—b—4i+c=—-12—-6i+12
(=b+c)+i-(1+a—4+6)=0
(=b+c¢)+i-(3+a)=0
—b+c=0=>b=c
3+a=0=a=-3.
Kada u jednac¢inu —8a + 4b + ¢ = 24 zamenimo b = ¢ i a = —3, dobijamo:
—8-(=3)+4b+c=24
de+c=-24424
5¢ =10
b=c=0.

Dakle,
P(x) = 2° + 32° — 4.

Polinom P(x) mozemo napisati u obliku P(z) = x(2* + 322 — 4) odakle
vidimo da je jedna nula 0.
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2

Pomoc¢u smene t = £° mozemo odrediti i ostale nule sto su 1, —1,2:, —2¢. &

5. Dat je polinom &etvrtog stepena P(z) = 2* — 1022 + 1. Ako su
To = V2++v31ix =v2+ 3 nule polinoma P odrediti sve ostale nule.

Resenje:
Zadatak ¢emo uraditi na dva nacina.
I naéin:

Kako su 2o = v2+ v3 i 21 = v/2 — /3 nule datog polinoma, polinom P(z)
mozemo zapisati u obliku:

P(z) = (x —zo)(z — z1)(x — z2)(z — x3)

P(z) = (z = (V24 V3))(z = (V2 + V3)) (& — 22) (& — 3)
Neka je

gde je

S(z) = (¢ — (V2+ V3))(z — (V2 - V3))
S(x) = (x — V2 —V3)(z — V2 +V3)
S(z) = 2% —V2r + V32 — V22 +2 - V6 -3z + V6 -3
S(x) = 2% —2v2z — 1.

Podelimo sada polinom P(z) polinomom S(x).
Dakle,
224+ 2v22 —1 = (z — x2)(x — x3)

—2v/2+/8+14
3= Ty
—2vV/2 + /12
3=y
—2v/2+23
3=y
1‘273 = 7\/5 :l: \/§

Polinom P(z) mozemo zapisati u obliku:

P(a) = (&~ (VZ+V3)(@ — (VZ+VB)(x — (~V2+ VE)) (& — (—vZ - V3))
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NulepolinomaPsumozﬁ—f—\/g, T :\[—\/3, xgz—\/§+\/§i
T3 = V2 - V3.

IT nacin:

Uvedimo smenu ¢ = x2, dobijamo kvadratnu jednacinu po ¢:

2 —-10t+1=0

Nule ove jednacine su:

10+/100—4 10++96 10446
tio = \/27: 5 = 2‘[=512\/6.

Ako kvadriramo v/2 + V3 dobijamo:
2
(V2+V3) =24+2V6+3 =5+ 2V6.
Mozemo da primetimo da je (\@ + \/3)2 upravo broj 5+ 2v/6, to jest jedno

resenje nase kvadratne jednagine t2 — 10t 4+ 1 = 0.
Kada vratimo smenu dobijamo resenja:

t=5+2V6= z03 = +(V2+V3).
Koristedi i reSenje
t=5-2V6= 219 =4(vV2-V3).H
6. Neka je a=1i+ 3.
a) Pokazati da je o algebarski element nad Q.

b) Naéi minimalni polinom za o nad Q.

c¢) Odrediti —'5 u obliku P(a) za P(z) € Q[z]

Resenje:

a) Iz a = i + /3 sledi da je a — i = v/3. Kvadriranjem dobijamo:
(a—i)*=3

a? —2ia—1=3
a? — 4 = 2ia

Kada ponovo kvadriramo levu i desnu stranu, dobijamo:
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(a? —4)? = —4a?
at —8a% 4+ 16 = —4a?
ot —4a® 416 = 0.
Dakle, « je nula polinoma P(x) = 2* — 422 + 16 € Q[z], pa sledi da je « alge-

barski element nad poljem Q.

b) Pokazimo da je minimalni polinom elementa « polinom P(z) = 2* —42%+
16, to jest dovoljno je da pokazemo da je on nerastavljiv nad Q.

Pretpostavimo suprotno, neka je polinom P(z) = R(x)S(x), gde su polinomi
R(z),S(x) € Q[z], takvi da je deg R > 11 deg.S > 1. Imamo dva slucaja:

1° Neka je degR = 3 i degS = 1. Odavde sledi da polinom P(z) ima
racionalnu nulu Z(NZD(r,s) = 1), onda r|ag i s|a,. Kako je a,, = a4 = 1, onda
jes=1,aa9 =16, r € {£1,4+2,+4, +8,+16}. Dakle, kandidati za racionalnu
nulu su = € {+1,+2, +4, +8, +16}.
P(£1)=1-4416=13#0
P(£2)=16—-4-4+16=16#0
P(+4) =256 —4-16 + 16 = 208 # 0
P(£8) =4096 — 4 - 64 + 16 = 3856 £ 0
P(£16) = 65536 — 4 - 256 4+ 16 = 61456 # 0.
Proverom mozemo zakljuciti da ovaj sluc¢aj nije moguc.

2° Neka je deg R = 2ideg S = 2. Zaneke a, b, c,d € Q vazi R(x) = ?+ax+b,
S(z) = 2% + cx + d. Tada je:

P(z) = R(z)S(x) = (2* 4 az + b)(2* + cx + d).
Kada pomnozimo ova dva polinoma, dobijamo:
z* —42? +16 = P(2) = 2* + (a + ¢)2® + (b + ac + d)z* + (ad + be)x + bd.
Izjednacavanjem koeficijenata sa leve i desne strane, dobijamo sistem jed-

nacina:
a+c=0

b+ac+d=—-4
ad+bc=0
bd = 16.
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Iz prve jednacine sledi da je ¢ = —a. Zamenom u trecu jednac¢inu dobijamo:
a(d—1b) =0.

i) Ako je a = 0 = ¢ = 0. Zamenom dobijamo:

btd——d
bd=16=d= 9
b
16
b0 _
T3

b2 +4b+ 16 = 0.

Resavamo kvadratnu jednacinu:

-4+ 16 — 64

b1 = 5
—4 4+ /=48
b1,2 = f
—4+4iV/3
b1,2 = f

bio = —2+2iV3.

Vidimo da b i d nisu realni brojevi, pa ovaj slu¢aj nije moguc.

ii) Ako je b—d = 0 = b = d. Zamenom u jednaéinu bd = 16 dobijamo
b =16 = b € {4,—4}. Kada b = 4 zamenimo u jednac¢inu b + ac +d = —4,
dobijamo 4 — a® + 4 = —4, odnosno a? = 12 = a = +2/3.

Na isti na¢in menjamo b = —4, dobijamo —4 — a? — 4 = —4, odnosno a? =
—4 = a==2i.

Zaklju¢ujemo da a nije iz skupa racionalnih brojeva, $to znac¢i da ove jed-
nacine nemaju racionalnih resenja, pa ni ovaj slucaj nije moguc.

Dakle, P(z) je minimalni polinom elementa « nad Q.

¢) Za nalazenje ﬁ mozemo koristiti metod neodredenih koeficijenata. Zna-

mo da postoje a, b, c,d € Q takvi da je

1
o —2

= a+ ba + ca® + do’.

Pomnozimo levu i desnu stranu prethodne jednakosti sa o? — 2:
1= (a® —2)(a+ ba+ ca® + da?)

1 = aa? 4+ ba® + ca®* + da® — 2a — 2ba — 2ca® — 2da®.
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Za element « vazi o* — 4a? + 16 = 0.
= ot =40 - 16

= o’ = 4a% — 16a.

4

~ . . 5 .. 7
Sada mozemo da zamenimo a* i «°. Dobijamo sledeée:

1 = aa® 4 ba® + c(4a® — 16) + d(4a® — 16a) — 2a — 2ba — 2ca® — 2da®

1 = aa® 4+ ba® + 4ea? — 16¢ + 4da® — 16da — 2a — 2ba — 2¢a® — 2da®
1= (b+4d—2d)a® + (a + 4c — 2¢)a® + (—16d — 2b)a — 16¢ — 2a.

Dobijamo sistem jednacina:

b+2d=0

a+2c=0
—16d —2b =10
—16¢c — 2a = 1.

Izb+2d=0=b=2d.

Iz —16d —2b=0= b= —8d.
Kakojeb=2dib=—-8d=b=d=0.
Iza+2c=0=a=—2c

Kada a = —2¢ ubacimo u jednac¢inu —16¢ — 2a = 1, dobijamo:

—16c—2- (—=2¢) =1

—16c+4c=1
—12c=1
1
c=——
12
= —16 L 2a =1
12) 7
1 2 1
Z _9q=
3
1
2a = =
T3
1
a=-.
6
Dakle, koeficijenti su a = %, b=0,c= —%, d = 0, pa vazi:
1 1 1 5



7. Dokazati da je broj a = \/33 —20V2+ \/22 + 12+/2 algebarski nad
Q i odrediti njegov minimalni polinom.

Resenje:

Kako je a = \/33 —20V2+ \/22 + 12v/2, pokusac¢emo da ” prepoznamo” ova
dva korena.

V33 — 20V/2 je oblika a — b\/2, gde su a i b celi brojevi.

Kvadriranjem dobijamo:

\/ (33 = 20v2)2 = (a — bV2)?
33 — 20V2 = a® — 2abV/2 + 2b°

Dobijamo sistem:
a® +2b* = 33

2abV/2 = 20V/2,

odnosno
a® +2v% =33

ab = 10.

Resavanjem ovog sistema dobijamo da je a =5, a b = 2.

Na isti naéin, ”prepoznajemo”i koren v/22 + 12/2. On je oblika a + bv/2,
gde su a i b celi brojevi.
Kvadriranjem dobijamo:

V(22 +12v2)% = (a + bV/2)?
22 + 122 = a® + 2abV/2 + 2b°.

Dobijamo sistem:
a® +2b* =22

2abV/2 = 12v/2,

odnosno
a? +2v% =22

ab = 6.

Resavanjem ovog sistema dobijamo da je a =2, a b= 3.

Dakle,
/33 —20V2 =5 —2V2,

49



\/22 4+ 12v2 = 2 — 3V2.

Na osnovu prethodnog dobijamo da je:
a=5-2v2+2+3V2

a=T+V2
Vazi da je:
a—T7=12,
pa kvadriranjem dobijamo:
(a—T7)2 = V2
o — Mo +49 =2
o — 4o +47=0.
Pronasli smo polinom koji element « anulira i time smo pokazali da je «

algebarski.

Sada ¢emo pokazati da je minimalni polinom elementa o polinom z? — 14z +
47. Oznaci¢emo ga sa p(x). Dovoljno je da pokazemo da je polinom p nerasta-
vljiv nad Q.

Resavanjem kvadratne jednacine 22 — 142447 = 0, dobijamo slede¢a resenja:

14i\/196—188_14i\/§_14i2\/§_7i\/§
2 22 '

T1,2 =
Dakle, vidimo da su nule polinoma p(z) iracionalni brojevi.

Pokazali smo da je polinom p(z) nerastavljiv nad Q. Na osnovu ovog za-
klju¢ujemo da je polinom u(z) = 2% — 14z + 47 minimalni polinom nad Q. W

8. Naéi linearnu faktorizaciju polinoma z* — 1222 + 9 i odrediti ele-
ment « za koji je K = Q(«).

Resenje:

Neka je P(x) = 2* — 1222 + 9. Njegove nule su resenja jednacine x* — 1222 +
9 = 0. Da bi resili ovu jedna¢inu, mozemo uvesti smenu x?> = ¢, pa se nasa
bikvadratna jednaé¢ina svodi na kvadratnu t? — 12t + 9 = 0, ¢ija su resenja:

12+/144-36  124++/108 12463
2 B 2 2

t10 =

odnosno t; = 6+ 3v3 ity =6 — 3V/3.
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Kada vratimo smenu, dobijamo:

22 =6+3V3=110=14\/6+3V3
22 =6—3V3 =10 =4\/6—3V3,

pa je

K:Q(\/6+3\f,—\/6+3\/§,\/6—3¢§,—\/6—3\/§>.

Iz V6+3V3e K= —V6+3/3c K.
Iz vV6-3V3e K= —-vV6-3V/3 € K.

:>K:Q<\/6+3\/§,\/6—3\/§>.

1 V6-3V3 _ V6 — 3v3 _ \/6—3f V6 —3V3
V6+3v3 V6-3v3 V3627 V9 3

Iz V6+3vV3e K =+1v6-3/3€K.

k-a(yorovs).

Dovoljno je da uzmemo da je a = v/6 + 3v/3. B

Dakle,

9. Dat je polinom 3z* + px® + qz? + 42 — 2, p,g € R.
a) Odrediti p i ¢ tako da je x; = 1+ ¢ jedna nula tog polinoma.
b) Odrediti ostale nule tog polinoma.

Resenje:

a) Neka je P(z) = 3z* 4 px® + qa® + 4z — 2. Znamo da ako je jedna nula
polinoma kompleksan broj, onda je i druga nula njegov konjugovan kompleksan
broj.

Dakle, ako jex1 =14+i =25 =1 — 4.

Polinom je uvek deljiv sa (z — z1)(z — 22).
Oznacimo sa S(x) = (z — z1)(z — 2).

S(x) = (z— (1 +0))(x— (1 1))
S(z) = (96—1—2)(:10 1+414)
S(z) = (r—1)% -4
Sx)=a?-2x+1+1
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S(z) = 2% — 22 +2

Sada éemo na$ polinom P(z) podeliti polinomom S(x) = 22 — 2z + 2:

(3z* +px® +qaz? +4x —2): S(z) = Q(z)
—(3z* —623 +622
(p+6)x3 +(q —6)z2 +dx —2
—((p+6)a3 —2(p+6)z2  +2(p+6)x)
2p+q+6)z7 +(—2p—8)x -2

—((2p+q+6)z2 —2(2p+q+6)z +2(2p+q+6))
(2p+ 29 + 4z +(—4p —2¢ — 14)

gde je Q(x) =322 + (p+6)x + (2p+ ¢+ 6).

Ostatak R(z) = (2p+2q+4)z + (—4p—2q — 14) mora biti nula, pa dobijamo
sistem:
2p +2¢ +4 =0
—4p —-2q —-14 =0

2p 4+2q =-4
—4p —2q = 14.

Kada u prethodnim jednac¢inama i levu i desnu stranu podelimo sa 2, dobijamo:

p ¢ =-2
—2p —q =T.

Ako saberemo prethodne dve jedna¢ine dobijamo da je —p =5 = p = —5.
Kada u jednacinu p + ¢ = —2 zamenimo p = —5 dobijamo da je ¢ = 3.

Dakle, resavanjem ovog sistema dobili smo da je p = —5, a ¢ = 3.

b) Kako bi pronasli ostale nule, zameni¢emo parametre p i ¢ u koli¢nik koji
smo dobili pri deljenju polinoma P(z) sa S(x).
Q(z) = 32% +2(p + 6)x + (2p + ¢ + 6)
Q(z) =32> +2(=5+6)x + (2 (—5) + 3+ 6)
Q(x) = 32 + 22 — 1.

Resavanjem ove kvadratne jednacine dobijamo ostale nule:

-1+y1I+12 —-1+13
6 6

T34 =
Dakle, nule ovog polinoma su:
r1=14+4,290=1—17,

_ Sl V3 o -1-VI3

— u
6 6

Zs3
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10. Jedno resenje jednacine z* + az® + bx?2 + 62 +2 = 0,a,b € Q je
1+ /3. Odrediti ostala reSenja jednaéine.

Resenje:
Neka je P(z) = z* + az® + ba® + 6z + 2.

Na osnovu teoreme 13 znamo da ako je x1 =1+ V3=12o=1-+3.
Nas polinom P(z) je deljiv sa S(z) = (z — x1)(x — 22).

S(x)

S(z) = (z — (1+V3))(z — (1-3))
S(x)=(x—1—-v3)(z —1++3)
S(x)
S(x)
S(x)

Podelicemo polinom P(z) polinomom S(z) = z? — 2z — 2:

(x* +ax? +ba? +6x +2) : S(z) = Q(z)
—(z* —23 —222)
(a+2)z7 +(b+ 2)2? +6x +2
—((a +2)x? —2(a + 2)x2 —2(a + 2)x)
(2a + b+ 6)z? +(2a + 10)x +2
—((2a + b+ 6)22 —2(2a + b+ 6)x —2(2a + b + 6))

~—|

(6a + 26+ 22
gde je Q(z) = 2% + (a + 2)z + (2a + b + 6).

x +(4a + 2b + 14)

Znamo da S(z)|P(z) pa ostatak mora biti nula. Dobijamo sistem jednacina:

6a +2b +22 =0
4a +2b +14 =0

6a +2b = -—-22
4a +2b = —14.

Kada u prethodnim jednac¢inama i levu i desnu stranu podelimo sa 2, dobijamo:

3a +b =-11
2a +b = -T.

Ako oduzmemo prethodne dve jednacine dobijamo da je a = —4.
Kada u jednac¢inu 2a + b = —7 zamenimo a = —4 dobijamo da je b = 1.

Dakle, reSavanjem ovog sistema dobili smo da je a = —4,a b= 1.

Da bi odredili ostala resenja jednaéine z*4az3+bx?+6x+2 = 0 zameniéemo
parametre a i b u koli¢nik koji smo dobili pri deljenju polinoma P(x) sa S(z).

Qx)=2*+(a+2)x+ (2a+b+6)
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Qz) =2+ (—4+2)z+(2-(—4) + 1 +6)
Q(x) = 2% — 2z — 1.

Resavanjem ove kvadratne jednacine dobijamo ostala reSenja nase pocetne jed-
nacine z* + az® + bx? + 6x + 2 = 0:

21\/24+4:212\/§:2122\/§:11\/§.

€34 =

Dakle, resenja pocetne jednacine su:

21 =14+V3,x=1-3,
x3:1+\/§7x4:1—\/§.l

11. Odrediti polinom A(z) Cetvrtog stepena sa realnim koeficijen-
tima koji ima dvostruku nulu -2, nulu 1 — 2i i za koji je A(—3) = 20.

Resenje:

Posto polinom A(z) ima realne koeficijente kompleksne nule moraju da se
pojavljuju u parovima.

Dakle, ako je 1 — 24 nula polinoma A, tada je i 1 + 2¢ nula polinoma A.

(z —21)(x —22) = (x— (1= 20))(z — (1 + 20))

(x—z)(z—22) = (& — 14+ 2i)(x — 1 — 24)

(x — 1) (z — 22) = (v — 1)% — (20)?

(x—x1)(x —22) =22 =20+ 1+4

(x —21)(x — 22) = 22 — 22 + 5.

Nas polinom A(z) koji je ¢etvrtog stepena moze biti zapisan kao:

A(z) = k(z 4 2)*(2” — 22 +5),

gde je k realni koeficijent koji odredujemo iz uslova A(—3) = 20:

A(=3) = k(=3 +2)%((—=3)* = 2(=3) +5) =20
E(—1)%(9+6+5) =20
20k = 20
kE=1.
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Dakle,

A(z) = (# +2)%(2? — 22 +5)

A(x) = (2% + 4o + 4)(2? — 22 +5)

A(z) = 2* — 223 + 522 + 42% — 822 + 20z + 422 — 8x + 20
A(z) = 2% + 223 + 22 + 120+ 20. B

12. Resiti jednaéinu z* — 422 4+ 922 — 102 — 50 = 0 znajuéi da je jedan
njen koren 1 — 3:.

Resenje:
Kako je z; = 1 — 3i jedan koren jednacine x* — 423 + 922 — 10z — 50 = 0,
onda je i xo = 1 + 3¢ takode koren ove jednacine.

Oznaéimo P(z) = % — 423 + 922 — 10z — 50. Polinom P(z) mora biti deljiv
sa S(z) = (z — z1)(x — x2).

= (z— (1= 3)(z— (1+3i))
— (¢ —1+3i)(z —1—3i)

Sada éemo podeliti polinom P(z) polinomom S(z) = 22 — 2z + 10:

(zt —473 +922 —10z —50 :S(x)=a22>-22-5
—(z*  —22% +102?)
—223 —a? —10z =50

—(—223  +422  —207)
—5z%  +10z =50
—(=52% 10z  —50)
0
Dobili smo da je koliénik Q(z) = 2? — 2z — 5.
Resavanjem jednaéine 2 —2z—5 = 0, dobijamo preostala dva reSenja pocetne
jednacine:

2+ /442 2++v24 242
= 2+ 0_ ;= 2‘/6:1i\/6_

Dakle, resenja jednacine z# — 423 + 922 — 10z — 50 = 0 su:

T34
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1 =1—3i,20 =1+ 3,
z3=1—vV6,24 =1+ V61

13. Neka je F(z) = 25 — 32* + 1222 + 16. Ako je i + V3 jedna nula

polinoma F(z), odrediti njegove ostale nule.

Resenje:

Neka je o = i + v/3. Prethodnu jednakost mozemo napisati u obliku
a — i = /3. Kada kvadriramo levu i desnu stranu, dobijamo:

(a—i)? = (V3)?

a? —2ia +i* =3

a® —2ia—1=3

o —1-3=2ix

a? —4=2ia
Ponovo kvadriramo levu i desnu stranu:

(o — 4)% = (2ia)?
ot —8a? + 16 = 4i*a?
a* —8a% +16 = —4a?
a*—8a? +16+4a* =0

a' —4a® +16 = 0.

Dobili smo polinom P(z) = z* — 422 + 16.
Znamo da je i + v/3 nula polinoma P, a na osnovu Teoreme 7, ostale nule

polinoma P su:

xl:i+\/§,x2:i—\/§,x3:—i+\/§,x4:—i—\/§.

Podelimo polinom F(x) polinomom P(x):

6 —3z* +1222 +16 (2t —422+16) =22+ 1

(x
—(2% —42% +162?%)
27 —4z% +16
—(z*  —42®  +16)
0

Kako je ostatak pri deljenju ova dva polinoma 0, zaklju¢ujemo da polinom P(x)

deli polinom F'(x).
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Dakle, dobili smo koli¢nik Q(z) = 2% + 1 = (x — i)(z + ).
Njegove nule su 7 i —1.

Polinom F(x) mozemo zapisati kao proizvod polinoma P(x) i Q(z):
F(x) = (2* — 42® +16)(2* + 1)
Nule polinoma F' su:
T :i+\/§,x2:if\/§,
T3 = —i+ V3,24 = —i — /3,

Ty = i,ﬂ?ﬁ =—i.1l

14. Naéi ostatak pri deljenju polinoma 2" + 322"~ 4+ 1,n > 2 poli-
nomom z° + 322 — x — 3.

Resenje:
Neka je P(z) = 22" + 32?1 +1,a S(z) = 2® + 322 — 2 — 3.

Prema teoremi o deljenju sa ostatkom, ostatak je polinom najvise drugog
stepena, to jest R(z) = Ax? + Bx + C.

Polinom S(z) mozemo da rastavimo na ¢inioce:
S(x)=a®+322 -2 -3

S(z) =2*(x+3) — (x+3)

S(z) = (22 = 1)(z + 3)

S(x) = (z — Dz + 1)z +3)

Oznacimo koli¢nik sa Q(x).
Polinom P mozemo zapisati u obliku:

P(x) = S(x)Q(x) + R(x)

e 432" 1= (2 - 1)z + 1) (z+3)Q(x) + Az> + Bz +C. (1)

Zamenom z = 1 u jednacinu (1) dobijamo:
14312714 1=(1-1)1+1)(1+3)Q1)+A-12+B-1+C

14341=0-Q1)+A+B+C
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= A+B+C=5.

Zamenom z = —1 u jednaginu (1) dobijamo:

(—1)2 43 (=1)2 1 4 1= (=1 — 1) (=14 1)(=1+3)Q(—-1)+
+A-(-1)?+B-(-1)+C

1-341=0-Q(-1)+A—B+C

= A-B+C=-1.

Zamenom z = —3 u jednaginu (1) dobijamo:

(=3)2n 4 3. (=3)27"1 4 1 = (=3 —1)(=3+ 1)(=3+3)Q(-3)+
+A-(=3)*+B-(-3)+C

(=3)2 +3- 0" 4 120-Q(~3)+ 94— 3B+ C

9" — 9" 41 =94 —-3B+C

= 9A—-3B+C=1.

Dobili smo sistem jednacina:

A +B +C =5
A -B +C =-1
94 —3B +C =1

Ako od prve jednacine oduzmemo drugu dobijamo:

2B=6= B =3.

Ako od druge jedna¢ine oduzmemo tre¢u dobijamo:

1+B  1+3

—-8A+2B=-2=—-4A+B=-1= A= 1 1

= A=1.

Zamenom A =11 B = 3 u jednac¢inu A + B + C = 5 dobijamo:

1+3+C=5=4+C=5=C=1.
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Dakle, dobili smo koeficijente A = 1, B = 3,C = 1, pa je ostatak pri deljenju
polinoma P(z) polinomom S(z):

R(z)=2*+3z+ 1.1

15. Neka je P(x) = 22% + 422 + 2 + 5. Ako su z1,72,73 nule poli-
noma P(z), odrediti polinom Q(z) = ax® + bz? + cz + d &ije su nule
1 =21+ 1L,y =22+ 1,y3 =23+ 11 vazi Q(0) =6.

Resenje:

Koeficijenti u polinomu P(z) = 22 + 422 + x + 5 su ag = 2,a2 = 4,a; =
1,ap = 5. Primenom Vietovih formula dobijamo:

as 4
T4 Ty by = — = o = =2
as 2
aq 1
T1T2 + T1T3 + T2T3 = — =
as 2
an 5
L1y — —— — ——.
as 2

Koeficijenti u polinomu Q(z) = ax® + bax? + cx + d su b = a,by = b, by =

C, bo =d.
Kako je Q(0)=6=10a-0>+b-0>+c-0+d=6=d=6.
Nule polinoma Q(z) su y1, Y2, ys, pa primenom Vietovih formula dobijamo:

b b

Nt+yetys=—-—=—-
b3 a
c

b
Y1Y2 + Y1ys + Y2y3 = *bl =-
3 a

d

bo
Yiyoys = —— = —— = ——.
b3 a a
Nule polinoma Q(z) su y; = 1 + 1,42 = z2 + 1,y3 = x3 + 1, pa kada ih

zamenimo u prehodne tri jedna¢ine dobijamo:

(1'1+1)+(l’2+1)+(:173+1):7§

(214 1) (22 + 1) + (21 + (25 + 1) + (22 + 1) (s + 1) = g

99



Sredimo prethodne jednacine:
b
Ty +$2+I3+3=—g
c
T+ 1+ +14+ 2103 +21 +23+1+2903+29 +23+1= p

6
(1’1562 +.’,E1 +£C2 + 1)(I3 + 1) = 75,

odnosno b
T1+x9+23+3= _E
C
1T + X123 + T2x3 + 21’1 + QCEQ + 2%3 + 3= a
T1ToT3 + T1XT2 + X1X3 + T1 + Tox3 + T2+ 23+ 1 = )
odnosno
b
T1+x9+23+3= _E
C
r1To + I1x3 + ToX3 + 2(131 + o + 1'3) + 3= a
T1X2x3 + T1To + X123+ Xoxs + 1 + 220+ 23+ 1= —a.
Kada

1+ 29+ 23 = —2

T1To + T1T3 + Tox3z = B}

T1X9T3 = 75
zamenimo u prethodne jednacine dobijamo:
Iz trece jednacine dobijamo a:
5 1 6 6
-+ = -2 l=——=-3=—- = 2.
2 + 2 =2+ a a -

Iz prve jednacine dobijamo b:

b b
243=——-=l=——=b=—-a=b=-2.
a a
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Iz druge jednacine dobijamo c:

1 1 1
5+2-(—2)+3:E:>7—4+3:E:>—7:E:>c:—
a

— =
— c —1.

Dakle, dobili smo da je a = 2,b = —2,¢c = —1,d = 6, pa je trazeni polinom:

Qx)=22° -2z —2+6.1

16. Neka je F(z) = 2% — 212* + 3622 — 16. Ako je v/3 + /7 jedna nula
polinoma F(z), odrediti proizvod svih nula polinoma F.

Resenje:

Neka je o« = v/3 + /7. Prethodnu jednakost mozemo napisati u obliku
a — /3 = /7. Kada kvadriramo levu i desnu stranu, dobijamo:

(a = VB = (VTP

o> —2V/3a+3=71

o +3—-7=2V3c

o —4=2/3a
Ponovo kvadriramo levu i desnu stranu:
(a2 = 4)2 = (2v/3a)?
a* —8a% +16 = 1202
a' —8a% +16 — 1202 =0

at —20a% 4+ 16 = 0.

Dobili smo polinom P(z) = z* — 2022 + 16.

Nule polinoma P su:

T :\/ng\ﬁ,xz:\f*\ﬁ,wng\/ng\ﬁ,IM:*\/g*\ﬁ.

Podelimo polinom F(x) polinomom P(x):
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(25  —212* 43622 —16 :(2* —2022+16) =221
—(2% —202? +1622)
—zt 42022  —16
—(=2z* 42022 —16)
0
Kako je ostatak pri deljenju ova dva polinoma 0, zaklju¢ujemo da polinom P(x)
deli polinom F(z).

Dakle, dobili smo koli¢nik Q(z) = 2% — 1 = (x — 1)(x + 1).
Preostale dve nule polinoma F: x5 =11 x¢ = —1.

Polinom F(z) mozemo zapisati kao proizvod polinoma P(z) i Q(z):
F(x) = (z* — 202% + 16)(2* — 1)
Nule polinoma F su:
21 =V3+ VT, 20 =V3- VT,
T3 = —\/§+\f77x4 = —\f—\fz

Iy = 1,1}6 = —1,

pa je njihov proizvod:
1wy wg a5 = (V3+VT)(VB= V) (=VB+VT) (V3= VT) - 1-(-1)
w1 @y w3 wa w5 w6 = (V3 VTV = VI(VT = VB) (VT +V3)
21Ty w3y -ws 1= (3-T)(T—3)=—4-4=—-16.

17. Neka je polinom P(z) = 92° —6x* +222% — 1622 — 15246, P(—iV/3) =
0. Faktorisati polinom P nad poljem Q.

Resenje:

Kako je P(—i\/3) =0 = —i1/3 je nula polinoma P, pa na osnovu Teoreme
7 sledi da je i iv/3 njegova nula.

Polinom P(z) mora biti deljiv sa S(z) = (z — 1) (2 — 22).
S(z) = (x — 1) (x — z2)

S(z) = (z = (=iv3))(z — iV/3)

S(z) = (x4 iV3)(z — iv/3)
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S(z) =2 —i%V3
S(z) = 2% + 3.

Sada ¢emo podeliti polinom P(x) polinomom S(z) = z? + 3:

(925 —6z* +222%  —1622 —15z +6) :S(z)=Q(x)
—(92° +2723)
—62% —5x3  —1627 —15x +6
—(—62* —1822)
—513 +22%7  —15z +6
—(—b2? . —15z)
2z +6
—(222 +6)
0

gde je Q(z) = 923 — 62% — 5z + 2.

Polinom P je oblika
P(x) = (2% + 3)(92° — 622 — 52 + 2).

Kako je Q(z) = 92® — 622 — 5z + 2, vidimo da je slobodan élan 2. Potencijal-
ne nule ovog polinoma su celi brojevi koji dele slobodan ¢lan, a to su {-1,1,-2,2}.

Q(-1)=9(-13-6(-1)2=5(-1)+2=-9-6+5+2= -840
Q)=9-13-6-12-5-1+2=9-6-5+2=0

Q(—2) =9(-2)3—-6(-2)2-5(-2)+2=9-(-8) —6-4+10+2
= 72-24+12= 8440
Q(2)=9-23-6-22-5-24+2=9-8—6-4—10+2
=72-24-104+2=40#0.

Vidimo da je 1 nula polinoma @, pa je (xz — 1)|Q.

(923  —622 —5x +2) :(z—1)=(922+32x-2)

—(92%  —92?)
R =5z +2
—(32? —3ux)
—2x +2
—(~22 +2)
0
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Trazimo preostale dve nule resavanjem kvadratne jednaéine: 922 +3z—2 = 0:

T4.5

_ 3+9+72 —3+81 349

18 18 18
Lo 3+9_ 6 1
tTI8 18 3
-3-9 12 2

T TR

Dakle,

Plx)=(2*+1)(z—1)-9(z — %)(x + %)

P(z) = (@® +1)(z — 1)(3z — 1)(3z +2).1

18. Polinom P(z) = z*+az®+bz? —2—10,a,b € R ima nulu z; = 1—2i.
Odrediti koeficijente a i b, a zatim odrediti i ostale nule tog polinoma.
Resenje:
Kako je 1 = 1 — 2i nula polinoma P(x) = 2* + ax® + bx? — z — 10, onda je
P(1—2i)=0.
Dakle,

(1—20)* +a(l —2i)> +b(1 —2i)> = (1—2i) —10=0
(1 =202 +a(l —2i)(1—20)* +b(1 —4i—4) —1+2i—10=0

(1—4i—4)*+a(1—20)(1—4i—4)+b(1—4i—4)-1+2-10=0
(=3 —4i)* +a(l —2i) (=3 —4i) + b(—3 —4i) — 11 +2i =0
9+24i —16+a(—3 —4i+6i—8)+—3b—4b-i—114+2i =0
—7T+24i4+a(—11+2i)+—-3b—4b-i—11+2i=0
~7+24i —1la+2a-i—3b—4b-i —11+2i =0

(=7—11la—3b—11)+i-(24+2a —4b+2) =0
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(=18 — 11a — 3b) + i - (26 + 2a — 4b) = 0.

Kako i realni i imaginarni deo moraju biti 0, dobijamo sistem jednacina:

~1la -3b =18 \-2
20  —4b =-26\-11

—22a  —6b =36
2a —44b = —286

Kada sabermeo prethodne dve jednac¢ine dobijamo —50b = —250 = b = 5.
20 —4b=—-26=2a=4b—26=20a=4-5—-26=2a=—6=0a=—3.

Dakle, dobili smo koeficijente a = —3 i b = 5.

Nas polinom je P(z) = z* — 323 + 52% — z — 10.

Jedna nula polinoma P je x1 = 1 — 2¢, a iz Teoreme 7 = x5 = 1 + 21.
Polinom P(x) mora biti deljiv polinomom S(x) = (x — z1)(z — x2).
$(@) = (& — 1)@ — a2)

S(x) = (x— (1 —2i))(x— (1+2i))

Sx)=(r—1+2i)(z—1—29)

S(x) = (z - 1) - (2i)°

S(x)=a22>—-2x+1+4

S(z) = 2% — 2z + 5.

(z* =323 4522 —x 10 :S(@)=2-z-2
—(z* =223  +52?)
—? —r  —10

—(—2® 4222  —b51)
—2z2 +4x  —10
— (=222 +4x -10)
0
Koliénik koji smo dobili mozemo rastaviti na ¢inioce 22 —x —2 = (x+1)(x — 2).

Nule polinoma P su:
1 =1—2i,29 =1+ 24,

r3 = —1,564 =201
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19. Neka je polinom F(z) = 25+ 2% + 22 + 423 + 2822 + 362 — 72. Ako
je 2i+ V2 nula polinoma F' odrediti ostale nule.

Resenje:

Neka je o = 2¢ + V2 = a — /2 = 2i. Kada kvadriramo levu i desnu stranu
dobijamo:

(o= V2)? = (2i)?
o =220 +2=-4
a? 46 = 2v2a.
Ponovo kvadriramo levu i desnu stranu:
(0® +6)° = (2v20)°
at +12a% + 36 = 82
ot +4a® 436 = 0.
Dobili smo polinom P(z) = 2* + 422 + 36, a njegove nule su:
1 =2+ V2,10 = 20 — V2,
T3 =—24+V2, 24 = —2i — V2.
Podeli¢emo polinom F(x) polinomom P(z) = x* 4 422 + 36:

(2% 425 221 4423 42822 +362 -T2 : P(x) = Q(x)

—(2® +4z4 +3622)
x® =227 4z -8z 36z -T2
— (a5 +4z3 +36x)
—2z1 —8122 -T2
—(—22* —8z2 —72)

0
gde je Q(z) = 2% +x — 2.

Kako je ostatak pri deljenju ova dva polinoma 0, zaklju¢ujemo da polinom
P(z) deli polinom F(zx).

Koli¢nik Q(x) koji smo dobili mozemo rastaviti na ¢ionioce:
> +z-2=(x-1)(z+2).
Polinom F(x) mozemo zapisati kao proizvod polinoma P(x) i Q(z):

F(z) = (2* + 42? + 36)(2® + = — 2)
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Nule polinoma F' su:
o1 =204+ V2,20 = 20 — V2,
T3 =—24+V2, 24 = —2i — V2,

25 =176 = —2.1

20. Neka je polinom F(x) = 2% — 42° — 52* + 162 + 2022 — 642 — 16,
F(2 —/5) = 0. Odrediti nule polinoma F.

Resenje:

Kako je F(2 —+/5) = 0, jedna nula polinoma F je z; = 2 — /5, a na osnovu
Teoreme 13 dobijamo i drugu nulu 2z, = 2 + /5.

Znamo da S(z) = (x — x1)(z — x2) deli polinom F(x).
S(z) = (& — 21)(z — 22)
S(z) = (z = (2= V5))(z — (2+V5))
S(z) = (z—2+V5)(z — 2+ V5)
S(z) = (z — 2)* — (V5)?
S(x)=2%—-4r+4-5
S(r) =% — 4z — 1.
Podeli¢emo polinom F(x) polinomom S(z) = 22 — 4z — 1:
(28 —42®  —Bat  H+162° +2022 —64x 16 :S(x)=Q(x)
—(2% —42° —zt)
—4z* +162° 42027 —64x —16
—(—4x* +162% +42?)
1622  —64x —16

(1622 —64r —
1622 64 16
0

gde je Q(z) = 2t — 422 + 16.

Da bi dobili ostale nule, prvi nacin je da rastavimo na polinom ) na proste
¢inioce, a drugi nac¢in je da uvedemo smenu.

Pokazad¢emo oba nacina.
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Prvi nagin:
Q(z) = a* — 422 + 16

Qz) = (22)? —4a® + 4+ 12

Q(z) = (2% = 2)* + (2v3)?

Q(z) = (2* - 2)* — (2v/3i)°

Q(z) = (2% — 2 — 2v/34)(2® — 2+ 2V/34)

Q(z) = (2* — (2+2V30)) (2 — (2 - 2V3i))

Q) = (a2 = V252131 )(a® — V2 - 2V31 )

Qx) = (x— V2 + 2V3i) (@ + V2 + 2v/3i) (z — V2 — 2v/3i) (2 + /2 — 2V/3i).

Za 2+ 2v/3i i 2 — 24/3i mozemo da primenimo formulu za kvadrat binoma:
2+ 2v3i = 2+ 2v3i + V3 = (i + V3)?
2 2/Bi=2— 23+ 3 = (i — V3)?
Q) = (z— (i + VB) (& + (i +v3) (@ — (i — VB) (& + (i — v/3))
Q) = (x— (i + VE) (@ — (—i — V)@ — (i — VI)(@ — (~i + V3)).
Dakle, nule polinoma, F' su:

21 =2—5, 20 =2+ 5,

.’L‘3=i+\/§,l‘4:—i—\/§,
I5Zi7\/§71‘6:7i+\/§.

Drugi nacin:

Mozemo da uvedemo smenu 22 = ¢t. Dobijamo jednaéinu t? — 4t + 16 = 0.

44 I6—64 4+£+/—18 Ad+di
to = 6-64 _ 5 _ V3 o 93
: 2 2 2

Kada vratimo smenu:
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22 =2+2iV3 =134 =V2+2iV3
= 234=1/(i+V3)?2=23=1i4+V3,24=—i — /3.

22 =2-2iV3= 156 =12—-2iV3
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