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Ãëàâà 1

Óâîä

Najraznovrsniji problemi iz prirodnih nauka, ali i iz svakodnevnog �ivota mo-

gu se modelirati diferencijalnim jednaqinama ili sistemima diferencijalnih

jednaqina. Otuda proizilaze interesova�a za prouqava�e metoda za �ihovo rexa-

va�e.

Diferencijalne jednaqine pojavile su se u vreme �utna1 i Lajbnica2, u sedamnae-

stom veku, posle pronalaska diferencijalnog i integralnog raquna. U 18. i 19. veku

otkrivene su mnoge metode za rexava�e diferencijalnih jednaqina, koje se i danas

koriste. Do poqetka 20. veka razvijeno je mnogo efektivnih numeriqkih metoda, ali

je �ihova primena bila ograniqena zbog ruqnog izraqunava�a. Intezivnim razvojem

raqunara krajem 20. veka, znatno se pobo	xava i ubrzava proces rexava�a problema

koji se mogu rexiti numeriqkim metodama.

U ovom radu prikazano je rexava�e diferencijalnih jednaqina korix�e�em pro-

gramskog paketa Wolfram Mathematica. Tvorac ovog programskog paketa je Stiven

Volfram3. Wolfram Mathematica je korisna alatka za precizno i brzo rexava�e

odre�enih diferencijalnih jednaqina. Wolfram Mathematica ima ve� ugra�ene na-

redbe pomo�u kojih mo�emo direktno rexiti diferencijalnu jednaqinu. Tako�e,

omogu�ava korisnicima da jednostavno i efikasno analiziraju i vizualizuju re-

xe�a sistema diferencijalnih jednaqina, xto je od velikog znaqaja u nauqnim i

in�e�erskim disciplinama.

Rad je pode	en na sedam poglav	a na slede�i naqin:

� Prvo poglav	e - je uvodno i odnosi se na kratak uvid u sva poglav	a.

� Drugo poglav	e - odnosi se na obiqne diferencijalne jednaqine prvog reda. U

ovom delu su definisani osnovni pojmovi i navedene teoreme o egzistenciji

i jedinstvenosti rexe�a diferencijalnih jednaqina prvog reda. U ovom po-

glav	u prikazano je rexava�e nekih tipova diferencijalnih jednaqina prvog

reda, kao i geometrijska interpretacija rexe�a.

1Èñàê �óòí (1643 � 1727), åíãëåñêè ôèçè÷àð è ìàòåìàòè÷àð
2Ãîòôðèä Âèëõåëì Ëàjáíèö (1646 � 1716), íåìà÷êè ôèëîçîô è ìàòåìàòè÷àð
3Ñòèâåí Âîëôðàì (1959, Ëîíäîí), áðèòàíñêè ôèçè÷àð, ìàòåìàòè÷àð è ïðîãðàìåð
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ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

� Tre�e poglav	e - posve�eno je sistemima diferencijalnih jednaqina, kao i

osnovnim definicijama i teoremama koje se na �ih odnose. Tako�e ovde su

obra�eni i nama veoma znaqajni dinamiqki sistemi.

� Qetvrto poglav	e - bavi se samim programskim paketomWolframMathematica.

Prikazane su osnovne naredbe ovog paketa koje �emo u da	em radu koristiti.

� Peto poglav	e - sadr�i primere koje ilustruju upotrebu naredbi programa

Wolfram Mathematica za diferencijalne jednaqine prvog reda. Ovde su obra-

�eni primeri �utnov zakon hla�e�a i zakon radioaktivnog raspada.

� Xesto poglav	e - odnosi se na odre�ene primere sistema diferencijalnih je-

dnaqina koji �e biti ilustrovani pomo�u programskog paketa Mathematica

(dinamiqki model rasta populacije predator - plen i dinamiqki model infe-

ktivnih bolesti).

� Sedmo poglav	e - je zak	uqak iza qega sledi navedena literatura koja je ko-

rix�ena pri izradi master rada.
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Ãëàâà 2

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã

ðåäà

2.1 Îñíîâíè ïîjìîâè î äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà

Diferencijalna jednaqina je jednaqina u kojoj se pojav	uje bar jedan od izvoda ne-

poznate funkcije. Mnogi fiziqki sistemi se matematiqki modeliraju upravo ovim

jednaqinama.

Äåôèíèöèjà 1. Íåêà jå D ⊆ Rn+2 îòâîðåí ñêóï è íåêà F : D → R. Jåäíà÷èíà

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0,

ãäå jå y = y(x) íåïîçíàòà ôóíêöèjà è ó jåäíà÷èíè F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 ôèãóðèøå

áàð jåäàí èçâîä íåïîçíàòå ôóíêöèjå y, jåñòå îáè÷íà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà.

Red diferencijalne jednaqine odre�en je redom najvixeg izvoda nepoznate funkcije

koji se u �oj pojav	uje.

Dakle, opxti oblik diferencijalne jednaqine prvog reda (n = 1) je:

F (x, y, y′) = 0,

a normalan oblik je:

y′ = f(x, y),

gde je f realna funkcija definisana na otvorenom skupu G ⊆ R2.

2.2 Ðåøàâà»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

Äåôèíèöèjà 2. Ôóíêöèjà y = φ(x) jåñòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y′ = f(x, y) íà èíòåðâàëó (a, b) àêî jå äèôåðåíöèjàáèëíà íà (a, b) è àêî èäåíòè÷êè

çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó y′ = f(x, y) íà (a, b).
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Äåôèíèöèjà 3. Èíòåãðàëíà êðèâà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jå êðèâà êîjà ïðåäñòà-

â§à ãðàôèê ðåøå»a äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.

Äåôèíèöèjà 4. Íåêà ñó S è T îòâîðåíè èíòåðâàëè è S, T ⊂ R. Ôàìèëèjà ôóíêöèjà
y = φ(x, c), ãäå jå c ∈ C ⊂ R jåñòå îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y′ = f(x, y) ó îáëàñòè S×T , àêî çà ñâàêó òà÷êó (x0, y0) ∈ S×T ïîñòîjè jåäèíñòâåíî

c0 ∈ C òàêâî äà jå y = φ(x0, c0) ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y
′ = f(x, y) êîjå

çàäîâî§àâà óñëîâ y(x0) = y0.

Äåôèíèöèjà 5. Ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = f(x, y)

jåñòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = f(x, y) êîjå ñå äîáèjà èç îïøòåã ðåøå»à

çà ôèêñèðàíó (äîïóñòèâó) âðåäíîñò ïàðàìåòðà c.

Äåôèíèöèjà 6. Ðåøå»å y = ψ(x) äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = f(x, y) jå ñèíãóëàðíî

ðåøå»å àêî êðîç ñâàêó »åãîâó òà÷êó îñèì »åãà ïðîëàçè è íåêî äðóãî ðåøå»å, êîjå

ó òîj òà÷êè èìà èñòó òàíãåíòó êàî è ðåøå»å y = ψ(x), à ðàçëèêójå ñå îä »åãà ó

ìà êîjîj îêîëèíè òà÷êå äîäèðà.

2.3 Òåîðåìå î åãçèñòåíöèjè è jåäèíñòâåíîñòè ðåøå»à

Êîøèjåâîã ïðîáëåìà

Äåôèíèöèjà 7. Êîøèjåâ1 ïðîáëåì (Êîøèjåâ çàäàòàê) çà äèôåðåíöèjàëíó jå-

äíà÷èíó y′ = f(x, y) jå ïðîáëåì íàëàæå»à ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y′ = f(x, y) êîje çàäîâî§àâà óñëîâ y(x0) = y0, ãäå ñó x0, y0 äàòè ðåàëíè áðîjåâè.

Neka je G otvoren skup i neka je (x0, y0) proizvo	na taqka iz skupa G. Tada postoje

a, b > 0 tako da je:

P =
{
(x, y)|(x, y) ∈ R2, |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

}
⊂ G. (2.1)

Òåîðåìà 1. (Ïåàíîâà2 òåîðåìà) Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ïðàâîóãàîíèêó

P äåôèíèñàíîì jåäíàêîø£ó (2.1). Òàäà ïîñòîjè ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 è îíî jå äåôèíèñàíî ó íåêîj îêîëèíè òà÷êå x0.

Navedimo sada Lipxicov uslov koji �emo koristiti u teoremi o postoja�u i jedi-

nstvenosti rexe�a Koxijevog problema.

Äåôèíèöèjà 8. Íåêà jå f : D → R, D ⊂ R2. Ôóíêöèjà f çàäîâî§àâà Ëèïøèöîâ

óñëîâ íà D ó îäíîñó íà ïðîìåí§èâó y àêî ïîñòîjè êîíñòàíòà L > 0 òàêî äà çà

ñâàêå äâå òà÷êå (x, y1), (x, y2) ∈ D âàæè:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L · (y1 − y2)

è ïèøåìî f ∈ Lip(D,L).

1Îãèñòåí Ëój Êîøè (1789 � 1857), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
2�óçåïå Ïåàíî (1858 � 1932), èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð
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Òåîðåìà 2. (Ïèêàðîâà3 òåîðåìà) Íåêà jå f íåïðåêèäíà íà ïðàâîóãàîíèêó

P =
{
(x, y)|(x, y) ∈ R2, |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

}
è íåêà jå f Ëèïøèöîâà ôóíêöèjà ó îäíîñó íà ïðîìåí§èâó y íà P , òj. f ∈ Lip(P,L).

Òàäà çà ñâàêó òà÷êó (x0, y0) ∈ P ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

íà èíòåðâàëó (x0 − α, x0 + α) ãäå jå

0 < α <
1

L
, α ≤ min

{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈P
|f(x, y)| .

2.4 Ãåîìåòðèjñêà èíòåðïðåòàöèjà ðåøå»à

Rexe�a diferencijalnih jednaqina mo�emo geometrijski interpretirati.

Äåôèíèöèjà 9. Íåêà jå y = φ(x) ðåøå»å jåäíà÷èíå

y′ = f(x, y)

íà íåêîì èíòåðâàëó (a, b). Óðå¢åíó òðîjêó (x0, y0, f(x0, y0)) ãäå jå f(x0, y0), ó áèëî

êîjîj òà÷êè (x0, y0), x0 ∈ (a, b) îäðå¢åíî ñà y′(x0) = f(x0, y0) íàçèâàìî ëèíèjñêè

åëåìåíò, à ñêóï ñâèõ ëèíèjñêèõ åëåìåíàòà jå ïî§å ïðàâàöà äàòå jåäíà÷èíå.

Tangenta grafika rexe�a y = φ(x) u bilo kojoj taqki (x0, y0), x0 ∈ (a, b) ima koefi-

cijent pravca f(x0, y0). Izoklina jeste geometrijsko mesto taqaka u kojima po	e

pravaca ima istu vrednost, odnosno svi linijski elementi imaju isti nagib.

Ïðèìåð 1. Ñêèöèðàòè ïî§å ïðàâàöà è èíòåãðàëíå êðèâå çà äàòó äèôåðåíöèjàëíó

jåäíà÷èíó:

y′ = y + x.

Za datu diferencijalnu jednaqinu va�i:

f(x, y) = y + x,

(jer je y′ = f(x, y)) pa jednaqina izoklina glasi:

c = y + x, c ∈ R.

Za c = 0, iz date jednaqine izoklina, dobija se y = −x. U svakoj taqki nagib odnosno

koeficijent pravca tangente je 0. Pa je tgα = 0 (gde je tgα = f(x, y)).

Za c = 1, �e biti y = −x+ 1 i tgα = 1

Za c = −1, �e biti y = −x− 1 i tgα = −1...

3Øàðë Åìèë Ïèêàð (1856 � 1941), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
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Na slici 2.1 prikazane su izokline, dok su na slikama 2.2 i 2.3 skicirana po	a

pravaca.

Ñëèêà 2.1: Èçîêëèíå: y = −x+ 2, y = −x+ 1, y = −x, y = −x− 1 è y = −x− 2

Ñëèêà 2.2: Ïî§å ïðàâàöà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = y + x

Po	e pravaca se poklopilo sa izoklinom y = −x−1 stoga je y(x) = −x−1 integralna

kriva (slika 2.2). Ta integralna kriva oznaqena je na slici 2.3 crvenom bojom.

Ñëèêà 2.3: Èíòåãðàëíà êðèâà è ïî§å ïðàâàöà çà äàòó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó
y′ = y + x
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2.5 Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà

ïðîìåí§èâå

Äåôèíèöèjà 10. Îïøòè îáëèê äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå

jå:

y′ = f(x) · g(y)

ãäå jå f íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó (a, b) è g íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòå-

ðâàëó (c, d).

Po Peanovoj teoremi, postoja�e rexe�e Koxijevog problema y′ = f(x) · g(y),
y(x0) = y0, za (x0, y0) ∈ (a, b)× (c, d).

Ako g(y) ̸= 0, za svako y ∈ (c, d), tada prethodnu jednaqinu mo�emo zapisati na

slede�i naqin:
y′

g(y)
= f(x),

tj. posle integracije dobijamo: ∫
y′dx

g(y)
=

∫
f(x)dx.

Uvo�e�em smene y(x) = t, gde je y′(x)dx = dt, dobija se:∫
dt

g(t)
=

∫
f(x)dx

odnosno,

G(t) = F (x) + c,

gde je G(t) proizvo	na primitivna funkcija funkcije
1

g(t)
i F (x) je proizvo	na

primitivna funkcija funkcije f(x), tj.

G(y(x)) = F (x) + c, c ∈ R.

Ako za neko y0 ∈ (c, d) va�i da je g(y0) = 0, onda sledi da je prava y = y0 rexe�e

poqetne diferencijalne jednaqine.

2.6 Ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà

Opxti oblik linearne diferencijalne jednaqine prvog reda je:

a1(x)y
′(x) + a0(x)y(x) = b(x)

gde su a1(x), a0(x) i b(x) neprekidne funkcije na intervalu (ã, b̃). Ukoliko a1(x) ̸= 0

za svako x ∈ (ã, b̃) tada obe strane jednaqine mo�emo podeliti sa a1(x), pri qemu se
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dobija:

y′ + P (x)y = Q(x), (2.2)

gde su sa P (x) = a0(x)
a1(x)

, Q(x) = b(x)
a1(x)

oznaqene neprekidne funkcije na intervalu (ã, b̃).

Jednaqinu (2.2) nazivamo linearna diferencijalna jednaqina prvog reda u

standardnom obliku.

Ukoliko je Q(x) = 0 za svako x ∈ (ã, b̃), onda dobijamo homogenu linearnu dife-

rencijalnu jednaqinu prvog reda:

y′ + P (x)y = 0. (2.3)

Postoji nekoliko naqina za nala�e�e rexe�a linearne diferencijalne jednaqine

prvog reda. Jedan od naqina je metod varijacije konstanti. Za datu jednaqinu

(2.2) rexavamo odgovaraju�u homogenu diferencijalnu jednaqinu:

y′ + P (x)y = 0,

koja se svodi na diferencijalnu jednaqinu koja razdvaja promen	ive:

y′ = −P (x)y.

U sluqaju da y ̸= 0 va�i:
y′

y
= −P (x)

odnosno, ∫
y′dx

y
=

∫
−P (x)dx,

ln |y(x)| = −
∫
P (x)dx+ c, c ∈ R,

|y(x)| = e−
∫
P (x)dx · c1, c1 > 0,

y(x) = e−
∫
P (x)dx · c2, c2 ∈ R \ {0}.

Kako je i y = 0 rexe�e posmatrane jednaqine, onda su sva rexe�a jednaqine ovog

oblika:

y(x) = e−
∫
P (x)dx · c, c ∈ R.

Sada variramo konstantu, tj. tra�imo rexe�e nehomogene diferencijalne jedna-

qine.

Rexe�e diferencijalne jednaqine (2.2) tra�imo u obliku:

y(x) = c(x) · e−
∫
P (x)dx,

11
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gde podrazumevamo da je funkcija c(x) diferencijabilna na posmatranom intervalu.

Kada diferenciramo dobija se:

y′(x) = c′(x) · e−
∫
P (x)dx − c(x) · e−

∫
P (x)dx · P (x).

Zame�ujemo u jednaqinu (2.2):

c′(x) · e−
∫
P (x)dx − c(x) · e−

∫
P (x)dx · P (x) + P (x) · c(x)e−

∫
P (x)dx = Q(x),

tj.

c′(x) · e−
∫
P (x)dx = Q(x),

c′(x) = Q(x) · e
∫
P (x)dx,

odnosno,

c(x) =

∫
Q(x) · e

∫
P (x)dxdx+ c.

Sva rexe�a diferencijalne jednaqine bi�e ovog oblika:

y(x) = e−
∫
P (x)dx ·

(
c+

∫
Q(x) · e

∫
P (x)dxdx

)
.
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Ãëàâà 3

Ñèñòåìè îáè÷íèõ äèôåðåíöèjàëíèõ

jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà

3.1 Îñíîâíè ïîjìîâè

Neka je D ⊆ R2n+1 (n ∈ N) otvoren skup u prostoru R2n+1
2 i neka su Fi : D → R

(1 ≤ i ≤ n) proizvo	ne funkcije.

Äåôèíèöèjà 11. Ñèñòåì jåäíà÷èíà îáëèêà:

F1(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t), x
′
1(t), x

′
2(t), ..., x

′
n(t)) = 0

F2(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t), x
′
1(t), x

′
2(t), ..., x

′
n(t)) = 0

...

Fn(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t), x
′
1(t), x

′
2(t), ..., x

′
n(t)) = 0,

(3.1)

ãäå jå t íåçàâèñíà ïðîìåí§èâà, xi = xi(t) íåïîçíàòå ôóíêöèjå äåôèíèñàíå íà íåêîì

èíòåðâàëó I ⊆ R, à x′i = x′i(t) èçâîäè ôóíêöèjà xi íàçèâà ñå ñèñòåì îáè÷íèõ

äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà ó îïøòåì îáëèêó.

Sistem diferencijalnih jednaqina koji ima oblik:

x′1(t) = f1(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t))

x′2(t) = f2(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t))
...

x′n(t) = fn(t, x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

(3.2)

gde su realne funkcije fi ∈ C(G) (1 ≤ i ≤ n) definisane na oblasti G ⊆ Rn+1, na-

ziva se normalni sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina prvog reda.

Sistem (3.2) mo�emo prikazati u vektorskom obliku, time �egovo prouqava�e posta-

je analogno prouqava�u jedne obiqne diferencijalne jednaqine. Sa X(t) oznaqimo

vektor (x1(t), x2(t), ..., xn(t)), a sa X ′(t) vektor kolonu izvoda (x′1(t), x
′
2(t), ..., x

′
n(t)),

onda se ovaj sistem mo�e zapisati u obliku:

X ′ = F (t,X), (3.3)
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gde je F (t,X) = (f1 (t, x1(t), x2(t), ..., xn(t)) , . . . , fn (t, x1(t), x2(t), ..., xn(t))). Ure�ena

n-torka realnih neprekidno diferencijabilnih funkcija (x̃1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t)) na

intervalu I ⊂ R zove se rexe�e normalnog sistema obiqnih diferencijalnih je-

dnaqina (3.2) ako za svako t ∈ I va�e jednakosti:

x̃′1(t) = f1(t, x̃1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t))

x̃′2(t) = f2(t, x̃1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t))
...

x̃′n(t) = fn(t, x̃1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t)).

Skup {(t, x̃1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t)) ∈ Rn+1| t ∈ I} ⊂ G koji grafiqki predstav	a rexe�e

sistema (3.2) naziva se integralna kriva tog sistema.

Definiximo sada pojam opxteg rexe�a sistema diferencijalnih jednaqina.

Äåôèíèöèjà 12. Ôóíêöèje xi = xi(t, c1, ..., cn), çà 1 ≤ i ≤ n, ãäå ñó c1, ..., cn ïàðàìå-

òðè è t ∈ I, íàçèâàìî îïøòå ðåøå»å ñèñòåìà (3.2) íà îòâîðåíîì èíòåðâàëó

G̃ = I × J ⊂ Rn+1 àêî çà ïðîèçâî§íó òà÷êó (t0, x
(0)
1 , ..., x

(0)
n ) ∈ G̃ ñèñòåì jåäíà÷èíà

x
(0)
i = xi(t0, c1, ..., cn) èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å (c

(0)
1 , ..., c

(0)
n ) òàêî äà ñó ôóíêöèjå

xi=xi(t, c
(0)
1 , ..., c

(0)
n ) ðåøå»å ñèñòåìà (3.2) êîjå çàäîâî§àâàjó óñëîâ

xi(t0, c
(0)
1 , ..., c

(0)
n ) = x

(0)
i .

Partikularno rexe�e sistema (3.2) dobija se iz opxteg rexe�a sistema fiksira-

�em konstanti ci, 1 ≤ i ≤ n. Uglavnom se partikularna rexe�a sistema izdvajaju

iz opxteg rexe�a sistema diferencijalnih jednaqina, jer se zahteva da ispu�avaju

neke posebne uslove, kao xto je Koxijev problem.

Neka je (t0, x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n ) ∈ G fiksirana taqka. Koxijev problem mo�e se fo-

rmulisati na slede�i naqin: Odrediti ono rexe�e (x̃1, x̃2, ..., x̃n) sistema (3.2) koje

zadovo	ava poqetne uslove:

x̃1(t0) = x
(0)
1 , x̃2(t0) = x

(0)
2 , ..., x̃n(t0) = x(0)n .

Odnosno, treba odrediti integralnu krivu sistema (3.2) koja prolazi kroz taqku

(t0, x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x(0)n ).

Òåîðåìà 3. Íåêà jå F : G→ Rn íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà îòâîðåíîì ñêóïó G ⊆ Rn+1

è íåêà jå (t0, X0) ∈ G ôèêñèðàíà òà÷êà. Òàäà íåïðåêèäíî äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà

X : (a, b) → R jåñòå ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà X ′ = F (t,X(t)), X(t0) = X0 àêî è

ñàìî àêî jå X íåïðåêèäíî ðåøå»å èíòåãðàëíå jåäíà÷èíå:

X(t) = X0 +

∫ t

t0

F (s,X(s))ds, (3.4)

çà ñâàêî t ∈ (a, b).

Òåîðåìà 4. (Ïåàíîâà òåîðåìà) Íåêà jå F : G → Rn íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà

îòâîðåíîì ñêóïó G ⊂ Rn+1. Òàäà çà ñâàêó òà÷êó (t0, X0) ∈ G ïîñòîjè áàð jåäíî
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ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà X ′ = F (t,X(t)), X(t0) = X0 äåôèíèñàíî íà îòâîðåíîì

èíòåðâàëó (a, b) êîje ñàäðæè òà÷êó t0.

Òåîðåìà 5. (Ïèêàðîâà òåîðåìà) Íåêà jå F : G → Rn íåïðåêèäíà ôóíêöèjà è

ëîêàëíî Ëèïøèöîâà íà îòâîðåíîì ñêóïó G ⊂ Rn+1 ó îäíîñó íà ïðîìåí§èâó X. Òàäà

çà ñâàêo (t0, X0) ∈ G ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà

X ′ = F (t,X(t)), X(t0) = X0 äåôèíèñàíî íà îòâîðåíîì èíòåðâàëó (a, b) ⊆ R êîje

ñàäðæè òà÷êó t0.

3.2 Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

ïðâîã ðåäà

Normalni sistem linearnih diferencijalnih jednaqina prvog reda ima oblik:

x′1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + ...+ a1n(t)xn(t) + b1(t)

x′2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + ...+ a2n(t)xn(t) + b2(t)
...

x′n(t) = an1(t)x1(t) + an2(t)x2(t) + ...+ ann(t)xn(t) + bn(t),

gde su sa aij : (a, b) → R i bi : (a, b) → R (1 ≤ i, j ≤ n i (a, b) ⊆ R) zadate neprekidne
funkcije. Ovaj sistem mo�e se zapisati u slede�em obliku:

X ′(t) = A(t) ·X(t) +B(t), (3.5)

gde su A, X, i B matrice:

A(t) =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...
. . .

...

an1(t) an2(t) . . . ann(t)

 , B(t) =


b1(t)

b2(t)
...

bn(t)

 i X(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 .
Funkcija F : G→ Rn, gde je G = (a, b)× Rn, oblika:

F (t,X) = A(t) ·X(t) +B(t)

je neprekidna i lokalno Lipxicova na (a, b), pa iz Pikarove teoreme sledi da za

svaku taqku (t0, X0) ∈ (a, b)× Rn Koxijev problem:

X ′(t) = A(t) ·X(t) +B(t), X(t0) = X0 (3.6)

ima jedinstveno rexe�e X̃ = X̃(t) definisano na nekom intervalu (ã, b̃) ⊆ (a, b).

Mo�e se pokazati da je (ã, b̃) = (a, b).

Homogen sistem diferencijalnih jednaqina ima oblik:

X ′(t) = A(t) ·X(t) (3.7)
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Neka je Ln(X)(t) = X ′(t) − A(t)X(t) linearni diferencijalni operator, onda se

prethodni sistem mo�e zapisati u obliku jednaqine:

Ln(X)(t) = 0n×1.

Òåîðåìà 6. Àêî ñó ôóíêöèjå Xk = Xk(t) (1 ⩽ k ⩽ n) ðåøå»à ñèñòåìà (3.7), îíäà jå

è ôóíêöèjà

X(t) =
n∑

k=1

ck ·Xk(t)

òàêî¢å ðåøå»å ñèñòåìà (3.7), çà ñâàêî (c1, c2, ..., cn ∈ R).

Dokaz: Xk = Xk(t) su rexe�a sistema pa va�i Ln(Xk)(t) = 0, za 1 ⩽ k ⩽ n. Stoga

sledi,

Ln(X)(t) = Ln

( n∑
k=1

ck ·Xk

)
(t) =

n∑
k=1

ck · Ln(Xk)(t) = 0. □

Äåôèíèöèjà 13. Âåêòîðñêå ôóíêöèjå Xi(t) =


x1i(t)

x2i(t)
...

xni(t)

 , 1 ≤ i ≤ n ñó ëèíåàðíî

íåçàâèñíå íà (a, b) ⊆ R àêî çà êîíñòàíòå α1, α2, ..., αn ∈ R èç

α1X1(t) + α2X2(t) + ...+ αnXn(t) = 0n×1, çà ñâàêî t ∈ (a, b) ñëåäè

α1 = α2 = ... = αn = 0.

U suprotnom su linearno zavisne.

Äåôèíèöèjà 14. Íåêà ñó Xi(t) =


x1i(t)

x2i(t)
...

xni(t)

 , 1 ≤ i ≤ n, âåêòîðñêå ôóíêöèjå. Òàäà ñå

äåòåðìèíàíòà

W (X1, X2, ...Xn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) . . . x1n(t)

x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
...

...
. . .

...

xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
íàçèâà äåòåðìèíàíòà Âðîíñêîã1 (Âðîíñêèjàí) ñèñòåìà {Xi}.

Òåîðåìà 7. Àêî ñó ôóíêöèjå Xi = Xi(t) (1 ≤ i ≤ n) ëèíåàðíî çàâèñíå íà (a, b) ⊂ R,
îíäà jå W (X1, X2, ..., Xn)(t) = 0, çà ñâàêî t ∈ (a, b).

1Jîçåô Õîåíå-Âðîíñêè (1778 � 1853), ïî§ñêè ôèëîçîô, ìàòåìàòè÷àð è ôèçè÷àð
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Òåîðåìà 8. Íåêà ñó ôóíêöèjå aij = aij(t) íåïðåêèäíå íà (a, b) ⊆ R. Àêî ôóíêöèjå

Xi = Xi(t) (1 ⩽ i ⩽ n) jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à ñèñòåìà (3.7) íà (a, b), îíäà

çà ñâàêî t ∈ (a, b) âàæè

W (X1, ..., Xn)(t) ̸= 0.

Ïîñëåäèöà 1. Íåêà ñó aij ∈ C(a, b). Òàäà ðåøå»à Xi = Xi(t) (1 ⩽ i ⩽ n) ñèñòåìà

(3.7) jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíà íà (a, b) àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè t0 ∈ (a, b) òàêâî äà

âàæè

W (X1, ..., Xn)(t0) ̸= 0.

Äåôèíèöèjà 15. Íåêà ñó

Xi(t) =


x1i(t)

x2i(t)
...

xni(t)

 , 1 ≤ i ≤ n

ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à ñèñòåìà (3.7) íà (a, b). Ñêóï êîjè ñå ñàñòîjè îä n ëèíåàðíî

íåçàâèñíèõ ðåøå»à íàçèâà ñå ôóíäàìåíòàëíè ñêóï èëè ôóíäàìåíòàëíè ñèñòåì

ðåøå»à òîã ñèñòåìà.

Matrica

M(t) =

x11(t) x12(t) . . . x1n(t)
...

...
. . .

...

xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)


je fundamentalna matrica sistema (3.7) na intervalu (a, b).

Vidimo da iz teoreme 8 sledi da za svako t ∈ (a, b)

detM(t) = W (X1, ..., Xn)(t) ̸= 0.

Òåîðåìà 9. Àêî jå M(t) ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ñèñòåìà (3.7) íà èíòåðâàëó

(a, b) ⊆ R îíäà jå:

X(t) =M(t) · C, ãäå jå C =


c1
c2
...

cn

, (ci ∈ R)

îïøòå ðåøå»å òîã ñèñòåìà ó îáëàñòè (a, b)× Rn.

Nehomogen sistem

X ′(t) = A(t)X(t) +B(t) (3.8)

uz pomo� linearnog diferencijalnog operatora Ln mo�e se zapisati u obliku:

Ln(x)(t) = B(t)

Slede�a teorema daje nam opxte rexe�e nehomogenog sistema.
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Òåîðåìà 10. Íåêà ñó aij, bi ∈ C(a, b) (1 ≤ i, j ≤ n), ãäå jå (a, b) ⊆ R. Àêî jå
Xpnh = Xpnh(t) ïðîèçâî§íî ðåøå»å íåõîìîãåíîã ñèñòåìà (3.8), à Xoh(t) =

∑n
i=1 ciX(t)

(ci ∈ R) îïøòå ðåøå»å õîìîãåíîã ñèñòåìà (3.7) ó îáëàñòè (a, b) × Rn, îíäà je

ôîðìóëîì

X(t) = Xoh(t) +Xpnh(t)

äàòî îïøòå ðåøå»å ñèñòåìà (3.8) ó îáëàñòè (a, b)× Rn.

Homogeni sistem diferencijalnih jednaqina sa konstantnim koefici-

jentima je oblika:

X ′(t) = A ·X(t), (3.9)

gde je A = (aij)n×n konstantna kvadratna matrica, aij ∈ R (1 ≤ i, j ≤ n).

Matrica M(t) = eAt je fundamentalna matrica sistema (3.9) za t ∈ (a, b).

Òåîðåìà 11. Îïøòå ðåøå»å ñèñòåìà (3.9) ó îáëàñòè R× Rn je:

X(t) = etA · C, C ∈ Rn,

çà ñâàêî t ∈ R.

Koxijevo rexe�e X̃ = X̃(t) sistema (3.9) koje zadovo	ava poqetni uslov X(t0) = X0

je oblika:

X̃(t) = e(t−t0)A ·X0.

3.3 Äèíàìè÷êè ñèñòåìè

Äåôèíèöèjà 16. Äèíàìè÷êè ñèñòåì

x′1(t) = f1(x1(t), ..., xn(t))

x′2(t) = f2(x1(t), ..., xn(t))

...

x′n(t) = fn(x1(t), ..., xn(t)),

(3.10)

ãäå ñó x1(t), ..., xn(t) ïðîìåí§èâå ñèñòåìà, t âðåìå è f1(x1(t), ..., xn(t)), f2(x1(t), ..., xn(t)),

..., fn(x1(t), ..., xn(t)) ôóíêöèjå êîjå îïèñèjó êàêî ñå ïðîìåí§èâå ñèñòåìà ìå»àjó òîêîì

âðåìåíà, jå ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ó íîðìàëíîì îáëèêó ó êîì ñå íå ïî-

jàâ§ójå íåçàâèñíà ïðîìåí§èâà.

Dinamiqki sistem (3.10) mo�emo i jednostavnije zapisati:

X ′ = F (X), (3.11)

pri qemu je X = (x1(t), ..., xn(t)), a F = (f1, f2, ..., fn).

Äåôèíèöèjà 17. Ôàçíå òðàjåêòîðèjå äèíàìè÷êîã ñèñòåìà ñó ïðîjåêöèjå èíòåãðà-

ëíèõ êðèâèõ íà ôàçíè ïðîñòîð ïàðàëåëíî t-îñè.
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ÃËÀÂÀ 3. ÑÈÑÒÅÌÈ ÎÁÈ×ÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈÕ JÅÄÍÀ×ÈÍÀ
ÏÐÂÎÃ ÐÅÄÀ

Fazni portret dinamiqkog sistema qine grafici faznih trajektorija sa naznaqe-

nim smerovima faznih trajektorija.

Äåôèíèöèjà 18. Òà÷êà X∗ jå ïîëîæàj ðàâíîòåæå (åêâèëèáðèjóì) äèíàìè÷êîã ñè-

ñòåìà (3.11), àêî jå F (X∗) = 0.

Fazne trajektorije mogu biti:

� taqke (ekvilibrijumi),

� glatke krive bez samopreseka,

� zatvorene glatke krive.

Ïðèìåð 2. Çà äàòè äèíàìè÷êè ñèñòåì íà£è åêâèëèáðèjóì è ïðèêàçàòè ôàçíå

òðàjåêòîðèjå:

x′ = −x+ 2y

y′ = −3y.
(3.12)

Iz definicije 18, neka taqka (xe, ye) je ekvilibrijum sistema (3.12) ako va�i

−xe + 2ye = 0 i −3ye = 0. Rexava�em ovog trivijalnog sistema dobija se da je ekvi-

librijum taqka (0, 0). Na slici 3.1 prikazane su fazne trajektorije sa naznaqenim

smerovima tj. fazni portret, a ekvilibrijum je istaknut crvenom bojom.

Ñëèêà 3.1: Ôàçíè ïîðòðåò äèíàìè÷êîã ñèñòåìà (3.12)
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Ãëàâà 4

Îñíîâíå íàðåäáå ïðîãðàìñêîã ïàêåòà

Wolfram Mathematica

Prednosti upotrebe programskog paketa Wolfram Mathematica u prouqava�u di-

ferencijalnih jednaqina su brojne, a mo�da je i najkorisnija mogu�nost crta�e

grafika funkcija i vizualno predstav	a�e rexe�a diferencijalnih jednaqina i

sistema diferencijalnih jednaqina.

Neke od osnovnih naredbi sa kojima �emo se upoznati i koje �emo koristiti u da	em

radu su:

� Naredba Plot - koristi se za crta�e grafika funkcije jedne promen	ive.

� Naredba ContourP lot - ova naredba skicira konture u kojima funkcija ima

istu vrednost ili grafik implicitno zadate funkcije.

� Naredba DSolve - koristi se za rexava�e diferencijalne jednaqine ili si-

stema diferencijalnih jednaqina;

� Naredba Eigenvalues i Eigenvectors - pomo�u ovih naredbi izraqunavaju se

sopstvene vrednosti i sopstveni vektori zadate matrice. U kontekstu dife-

rencijalnih jednaqina, ove naredbe koristi�e se za analizu stabilnosti i

ispitiva�e ponaxa�a rexe�a sistema diferencijalnih jednaqina.

� Naredba Wroskian - izraqunava determinantu Vronskog. Va�an je alat za

ispitiva�e linearne nezavisnosti rexe�a diferencijalnih jednaqina.

� Naredba JordanDecomposition - ova naredba, za zadatu kvadratnu matricu,

raquna i ispisuje matricu sliqnosti i �ordanov kanonski oblik date kva-

dratne matrice. Veoma je korisna naredba za dinamiqke sisteme qija matrica

ima vixestruke sopstvene vrednosti.

� Naredba V ectorF ieldP lot i StreamPlot - ove naredbe su va�ne za vizuelno

predstav	a�e vektorskog po	a diferencijalnih jednaqina iscrtava�em po	a

pravaca i za prikaziva�e faznih trajektorija.
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4.1 Íàðåäáà Plot

Jedna od osnovnih naredbi u programskom paketu Wolfram Mathematica je naredba

Plot. Naredba Plot iscrtava grafik proizvo	ne funkcije jedne promen	ive na za-

datom intervalu. Naredba u programskom paketu Wolfram Mathematica uz pomo�

koje crtamo grafik funkcije f = f(x) na segmentu [xmin, xmax] je:

Plot[f, {x, xmin, xmax}].

Tako�e, mogu�e je i crta�e grafika vixe funkcija u istom koordinatnom sistemu,

i to se posti�e naredbom:

Plot[{f1, f2, f3, ..., fn} , {x, xmin, xmax}],

gde su sa f1, f2, f3, ..., fn oznaqene funkcije promen	ive x na istom segmentu [xmin, xmax].

Ïðèìåð 3. Ó ïðîãðàìñêîì ïàêåòó Wolfram Mathematica íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå

f(x) = sin x íà ñåãìåíòó [0, 10].

U liniji In[n] korisnik unosi svoju naredbu, a Wolfram Mathematica vra�a rezu-

ltat u liniji Out[n], gde je n prirodni broj koji slu�i za broje�e unetih naredbi.

Rexe�e je prikazano na slici 4.1.

In[1] := Plot[Sin[x], {x, 0, 10}]

Ñëèêà 4.1: Ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = sin x ñêèöèðàí ïîìî£ó íàðåäáå Plot

Ïðèìåð 4. Ïîìî£ó ïðîãðàìñêîã ïàêåòàWolfram Mathematica, ñêèöèðàòè ãðàôèêå

ôóíêöèjà f1(x) = sinx, f2(x) = cos x, f3(x) = tg x íà ñåãìåíòó [0, 10].

In[2] := Plot[{Sin[x],Cos[x],Tan[x]} , {x, 0, 10}]
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Ñëèêà 4.2: Ãðàôèöè ôóíêöèjà f1(x) = sinx, f2(x) = cosx, f3(x) = tg x íàöðòàíè
ïîìî£ó íàðåäáå Plot

4.2 Íàðåäáà ContourP lot

Naredba ContourP lot skicira konture u kojima funkcija ima istu vrednost ili

grafik implicitno zadate funkcije jedne promen	ive. Naredba koja se zadaje u

programskom paketu Wolfram Mathematica je:

ContourP lot[f, {x, xmin, xmax} , {y, ymin, ymax}],

gde je sa f oznaqena funkcija f = f(x, y), gde je x ∈ [xmin, xmax] i y ∈ [ymin, ymax].

Ïðèìåð 5. Ïîìî£ó ïðîãðàìñêîã ïàêåòàWolfram Mathematica, ñêèöèðàòè êîíòóðå

äàòå ôóíêöèjå f(x, y) = sin x+ sin y, ãäå jå x ∈ [0, π] è y ∈ [0, π].

In[1] := ContourPlot[Sin[x] + Sin[y] , {x, 0,Pi} , {y, 0,Pi}]

Ñëèêà 4.3: Êîíòóðå ôóíêöèjå f(x, y) = sin x + sin y, ñêèöèðàíå ïîìî£ó íàðåäáå
ContourP lot

Ïðèìåð 6. Ïîìî£ó ïðîãðàìñêîã ïàêåòà Wolfram Mathematica, ñêèöèðàòè êðèâó

x2 + y2 = 25, ãäå jå x ∈ [−5, 5] è y ∈ [−5, 5].
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In[1] := ContourPlot[xˆ2 + yˆ2 == 25, {x,−5, 5} , {y,−5, 5}]

Ñëèêà 4.4: Ãðàôèöè èìïëèöèòíî çàäàòèõ ôóíêöèjà êîjå ñó çàäàòå jåäíà÷èíîì
x2 + y2 = 25, ñêèöèðàí ïîìî£ó íàðåäáå ContourP lot

4.3 Íàðåäáà DSolve

Naredba DSolve mo�e da rexava diferencijalne jednaqine ili sistem diferenci-

jalnih jednaqina analitiqki, za one jednaqine za koje je mogu�e analitiqki odredi-

ti rexe�e. Naredba u programu Wolfram Mathematica uz pomo� koje dolazimo do

rexe�a diferencijalne jednaqine je:

DSolve[eqn, y[x], x],

gde je sa eqn oznaqena diferencijalna jednaqina, y[x] je nepoznata funkcija, a x je

nezavisna promen	iva.

Poziva�em naredbe:

DSolve[{eqn1, eqn2, ..., eqnn} , {y1, y2, ..., yn} , x]

rexava se sistem diferencijalnih jednaqina za nepoznate funkcije y1 = y1(x), ...,

yn = yn(x), gde je x nezavisna promen	iva.

Na slici 4.5 prikazano je opxte rexe�a diferencijalne jednaqine y′(x) = ay(x),

gde je a realni parametar, dobijeno korix�e�em naredbe DSolve.

In[1] := DSolve[y′[x] == a ∗ y[x], y[x], x]
Out[1] = {{y[x] → eaxc1}}

Slika 4.5: Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = ay(x) äîáèjåío íàðåäáîì
DSolve
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Naredbu DSolve mo�emo koristiti i za odre�iva�e rexe�a Koxijevog problema.

Naredba se zadaje na slede�i naqin:

DSolve[{eqn, y[a] == b}, y[x], x],

gde je sa eqn oznaqena diferencijalna jednaqina qije rexe�e treba da zadovo	ava

uslov y(a) = b.

Primer kako rexavamo Koxijev problem analitiqki i pomo�u programa Wolfram

Mathematica bi�e prikazan u glavi 5.

4.4 Íàðåäáà Eigenvalues è Eigenvectors

Wolfram Mathematica poseduje naredbe za odre�iva�e sopstvenih vrednosti i so-

pstvenih vektora matrica.

Sopstvene vrednosti matrice M =

[
a b

c d

]
predstav	aju korene karakteristiqnog

polinoma:

det(M − λE) =

∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc = 0,

tj.

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0.

Òåîðåìà 12. Àêî ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå ðåàëíå è ðàçëè÷èòå îíäà ñó

ñîïñòâåíè âåêòîðè ëèíåàðíî íåçàâèñíè.1

Dakle, ukoliko su koreni karakteristiqnog polinoma λ1, λ2 realni i razliqiti, ta-

da sopstvenim vrednostima odgovaraju ne-nula linearno nezavisni sopstveni vekto-

ri γ1 i γ2 koje dobijamo rexava�em jednaqina: Mγ1 = λ1γ1 i Mγ2 = λ2γ2.

U programskom paketu Wolfram Mathematica, Eigenvalues[M ] je naredba koja nam

daje sve sopstvene vrednosti matrice M , dok naredbom Eigenvectors[M ] dobijamo

sve sopstvene vektore matrice M .

Ïðèìåð 7. Íåêà jå äàòà ìàòðèöà

M =

[
−1 3

5 −3

]
.

Êîðèø£å»åì ïðîãðàìñêîã ïàêåòà Wolfram Mathematica, íà£è ñîïñòåâåíå âðåäíîñòè

è ñîïñòâåíå âåêòîðå ìàòðèöå M .

1Çíà÷å»å ëèíåàðíî íåçàâèñíè je îájàø»åíî ó äåôèíèöèjè 13, ó ïîãëàâ§ó 3.2
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In[1] := M = {{−1, 3} , {5,−3}}
Out[1] = {{−1, 3} , {5,−3}}
In[2] := Eigenvalues[M]
Out[2] = {−6, 2}
In[3] := Eigenvectors[M]
Out[3] = {{−3, 5} , {1, 1}}

Ñëèêà 4.6: Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå M äîáèjåíå ïîìî£ó
íàðåäáè Eigenvalues i Eigenvectors

U opxtem sluqaju, koreni karakteristiqnog polinoma mogu biti i jednaki. Vixe-

strukost broja λ kao rexe�e karakteristiqne jednaqine je algebarska vixestrukost.

Geometrijska vixestrukost sopstvene vrednosti je dimenzija �enog karakteristi-

qnog potprostora tj. geometrijska vixestrukost se mo�e objasniti kao broj linea-

rno nezavisnih karakteristiqnih vektora koji odgovaraju istom karakteristiqnom

korenu λ. Algebarska vixestrukost uvek je ve�a ili jednaka geometrijskoj vixestru-

kosti.

Neka je sada data matrica:

M1 =

2 1 0

0 2 1

0 0 2

 .
Ova matrica ima jedan karakteristiqni koren λ = 2, qija je algebarska vixestru-

kost jednaka 3. Me�utim postoji samo jedan linearno nezavistan sopstveni vektor

γ1 koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ = 2, pa je geometrijska vixestrukost jedna-

ka 1. U ovom sluqaju, kada u programskom paketu Wolfram Mathematica pozovemo

naredbe Eigenvalues i Eigenvectors, za sopstvene vektore nam vra�a jedan sopstveni

vektor i druga dva predstav	ena kao nula vektori (slika 4.7). S obzirom na to da

je sopstveni vektor ne-nula vektor, Wolfram Mathematica nam ne daje dobro rexe-

�e. Mo�e se iskoristiti naredba JordanDecomposition. Ova naredba mo�e pru�iti

taqne uopxtene sopstvene vektore i dopuniti informacije koje se ne mogu direktno

dobiti iz naredbi Eigenvalues i Eigenvectors. Vixe o ovoj naredbi pogledati u

poglav	u 4.6.

In[1] := M1 = {{2, 1, 0} , {0, 2, 1} , {0, 0, 2}}
Out[1] = {{2, 1, 0} , {0, 2, 1} , {0, 0, 2}}
In[2] := Eigenvalues[M1]
Out[2] = {2, 2, 2}
In[3] := Eigenvectors[M1]
Out[3] = {{1, 0, 0} , {0, 0, 0} , {0, 0, 0}}

Ñëèêà 4.7: Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå M1 äîáèjåíå ïîìî£ó
íàðåäáè Eigenvalues i Eigenvectors êàäà àëãåáàðñêà âèøåñòðóêîñò íèjå jåäíàêà
ãåîìåòðèjñêîj âèøåñòðóêîñòè
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4.5 Íàðåäáà Wronskian

Ukoliko uz pomo� Vronskijana poka�emo linearnu nezavisnost funkcija, to �e nam

biti od k	uqnog znaqaja za odre�iva�e baznih rexe�a linearnih diferencijalnih

jednaqina i sistema diferencijalnih jednaqina.

U programskom paketu Wolfram Mathematica za izraqunava�e determinante Vro-

nskog, koristimo naredbu Wronskian. Zapis ove naredbe je:

Wronskian[{f1, f2, ..., fn} , x],

gde su f1, f2, ..., fn funkcije koje zavise od x.

Postoji jox nekoliko naqina za poziva�e ove naredbe:

� Wronskian[eqn, y, x] - Vronskijan za rexe�a linearne diferencijalne jedna-

qine, gde je sa eqn oznaqena linearna diferencijalna jednaqina nepoznate

funkcije y(x), a x je nezavisna promen	iva;

� Wronskian[{eqns}, {y1, y2, ..., yn}, x] - Vronskijan za rexe�a sistema linearnih
diferencijalnih jednaqina eqns.

Na primer, neka su date funkcije y1(x) = ex, y2(x) = e3x. Na slici 4.8 odre�en je

Vronskijan ovih funkcija korix�e�em naredbe Wronskian.

In[1] := Wronskian[{Exp[x],Exp[3x]} , x]
Out[1] = 2e4x

Ñëèêà 4.8: Âðîíñêèjàí ôóíêöèjà y1(x) = ex, y2(x) = e3x äîáèjåí ïîìî£ó íàðåäáå
Wronskian

Ïðèìåð 8. Îäðåäèòè Âðîíñêèjàí äàòå ëèíåàðíe äèôåðåíöèjàëíe jåäíà÷èíe

y′(x) = y(x).

In[2] := Wronskian[{y′[x] == y[x]} , y, x]
Out[2] = ex

Ñëèêà 4.9: Âðîíñêèjàí ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′(x) = y(x) äîáèjåí
ïîìî£ó íàðåäáå Wronskian

Ïðèìåð 9. Îäðåäèòè Âðîíñêèjàí ça äàòè ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

y′1 = 3y1 + 4y2

y′2 = −4y1 + 3y2.
(4.1)

Tako�e i u ovom primeru, mo�emo direktno bez nala�e�a rexe�a sistema difere-

ncijalnih jednaqina izraqunati Vronskijan.

26



ÃËÀÂÀ 4. ÎÑÍÎÂÍÅ ÍÀÐÅÄÁÅ ÏÐÎÃÐÀÌÑÊÎÃ ÏÀÊÅÒÀ WOLFRAM
MATHEMATICA

In[3] := Wronskian[{y1′[x] == 3y1[x] + 4y2[x], y2′[x] == −4y1[x] + 3y2[x]} , {y1, y2}, x]
Out[3] = e6x

Ñëèêà 4.10: Âðîíñêèjàí çà äàòè ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (4.1) äîáèjåí
ïîìî£ó íàðåäáå Wronskian

4.6 Íàðåäáà JordanDecomposition

Jedna od ugra�enih naredbi u programskom paketu Wolfram Mathematica je nare-

dba JordanDecomposition. Za datu kvadratnu matricu M , naredba nam vra�a listu

koja se sastoji od {S, J}, gde je S matrica sliqnosti, a J �ordanov kanonski oblik

matrice M .

Äåôèíèöèjà 19. Ìàòðèöå M è S ñó ñëè÷íå àêî ïîñòîjè ðåãóëàðíà ìàòðèöà P

òàêî äà jå S = P−1MP .

Ïðèìåð 10. Çà äàòó ìàòðèöóM êîðèñòå£è íàðåäáó JordanDecomposition îäðåäèòè

ìàòðèöó ñëè÷íîñòè è Æîðäàíîâ êàíîíñêè îáëèê ìàòðèöå M :

M =

81 25 0

0 121 0

9 6 3



In[1] := JordanDecomposition[{{81, 25, 0} , {0, 121, 0} , {9, 6, 3}}]
Out[1] = {{{0, 26, 590} , {0, 0, 944} , {1, 3, 93}} , {{3, 0, 0} , {0, 81, 0} , {0, 0, 121}}}

Ñëèêà 4.11: Ìàòðèöà ñëè÷íîñòè è Æîðäàíîâ êàíîíñêè îáëèê ìàòðèöå M äîáèjåíå
íàðåäáîì JordanDecomposition

Na osnovu �ordanovog oblika date matrice M , mo�emo zak	uqiti da su sopstvene

vrednosti ove matrice realne i razliqite. Ovo tvr�e�e mo�emo proveriti kori-

ste�i naredbe Eigenvalues i Eigenvectors. Najpre, unesimo u program sve elemente

matrice M , a zatim pozovimo prethodno pomenute naredbe:

In[2] := M = {{81, 25, 0}, {0, 121, 0}, {9, 6, 3}};
In[3] := Eigenvalues[M]
Out[3] = {121, 81, 3}
In[4] := Eigenvectors[M]
Out[4] = {{590, 944, 93}, {26, 0, 3}, {0, 0, 1}}

Ñëèêà 4.12: Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå M

Na slici 4.12 uoqavamo da su sopstvene vrednosti λ1 = 121, λ2 = 81 i λ3 = 3, xto

potvr�uje prethodno dobijeni rezultat.
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4.7 Íàðåäáå V ectorF ieldP lot è StreamPlot

U programskom paketuWolfram Mathematica postoje naredbe pomo�u kojih mo�emo

grafiqki predstaviti rexe�a bez rexava�a diferencijalne jednaqine, odnosno

sistema diferencijalnih jednaqina. Ponekad nije mogu�e rexiti diferencijalnu

jednaqinu te nam je korisno imati neku predstavu o grafiku rexe�a ili o ponaxa�u

rexe�a sistema diferencijalnih jednaqina.

Funkcija V ectorF ieldP lot nam daje mogu�nost da vizuelno predstavimo vektorsko

po	e diferencijalnih jednaqina iscrtava�em po	a pravaca.

Zapis naredbe V ectorF ieldP lot je:

V ectorF ieldP lot[{f(x, y), g(x, y)} , {x, xmin, xmax} , {y, ymin, ymax}],

gde je sa f(x, y) i g(x, y) obele�en sistem diferencijalnih jednaqina

{
x′ = f(x, y)

y′ = g(x, y)
za x ∈ (xmin, xmax), y ∈ (ymin, ymax).

Ïðèìåð 11. Ïîñìàòðàjìî ñëåäå£è ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà:

x′ = −x+ 3y

y′ = 5x− 3y
(4.2)

Êîðèñòå£è íàðåäáó V ectorF ieldP lot2 èñöðòàòè ïî§å ïðàâàöà äàòîã ñèñòåìà äèôå-

ðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (4.2):

In[2] := VectorFieldPlot[{−x + 3y, 5x− 3y} , {x,−5, 5} , {y,−5, 5}]
Out[2] =

Ñëèêà 4.13: Ïî§å ïðàâàöà ñèñòåìà äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (4.2) äîáèjåíî
êîðèø£å»åì íàðåäáå V ectorF ieldP lot

2Ó ïðîãðàìñêîì ïàêåòó Wolfram Mathematicà äà áèñìî ìîãëè êîðèñòèòè îâó íàðåäáó ïîòðåáíî
jå óê§ó÷èòè ïàêåò Graphics è ïîçâàòè íàðåäáó Needs[”VectorFieldPlots�”].
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Sistem diferencijalnih jednaqina koji smo pomenuli u prethodnom primeru jeste

dinamiqki sistem.

Fazni portret dinamiqkog sistema iscrtava se naredbom StreamPlot:

StreamPlot[{f(x, y), g(x, y)} , {x, xmin, xmax} , {y, ymin, ymax}],

gde su sa f(x, y) i g(x, y) obele�ene funkcije koje figurixu u dinamiqkom sistemu{
x′ = f(x, y)

y′ = g(x, y)
, a x ∈ (xmin, xmax), y ∈ (ymin, ymax).

Koristi�emo dinamiqki sistem iz prethodnog primera (4.2) kako bismo prikazali

upotrebu naredbe StreamPlot:

In[3] := StreamPlot[{−x + 3y, 5x− 3y} , {x,−5, 5} , {y,−5, 5}]
Out[3] :=

Ñëèêà 4.14: Ôàçíè ïîðòðåò äèíàìè÷êîã ñèñòåìà (4.2) äîáèjåí êîðèø£å»åì íàðåäáå
StreamPlot

Navex�emo jox nekoliko naredbi koje �e nam poslu�iti u da	em radu:

� Naredba Solve - se koristi za analitiqko rexava�e jednaqine i sistema jedna-

qina;

� Naredba NDSolve - se koristi za numeriqko rexava�e diferencijalne jedna-

qine i sistema diferencijalnih jednaqina (upotreb	ava se kada se analitiqko

rexe�e diferencijalne jednaqine ne mo�e lako dobiti);

� Naredba ParametricP lot - crta krive gde su x i y koordinate date funkcijama

x(t) i y(t), koje zavise od parametra t;

� Naredba Table - koristi se za prav	e�e tabele odnosno liste vrednosti zada-

tih izraza u zavisnosti od promen	ivih;

� Naredba Show - slu�i za prikaziva�e vixe grafiqkih elemenata (slika ili

grafika) na jednoj slici.
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Ãëàâà 5

Ðåøàâà»å äèôåðåíöèjàëíèõ

jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà êîðèñòå£è

ïðîãðàìñêè ïàêåò Wolfram

Mathematica

Ïðèìåð 12. Óðàäèòè ïðèìåð 1. ïîìî£ó ïðîãðàìà Wolfram Mathematica.

Po	e pravaca za diferencijalne jednaqine daje geometrijsko ponaxa�e rexe�a di-

ferencijalne jednaqine. Koriste�emo V ectorF ieldP lot naredbu.

In[1] := p1 = VectorFieldPlot[{1, x + y}, {x,−2, 2}, {y,−2, 2},Axes → True,

ScaleFunction → (1&)]

Out[1] =

Ñëèêà 5.1: Ïî§å ïðàâàöà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = x+ y äîáèjåí êîðèø£å»åì
íàðåäáå V ectorF ieldP lot
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Dobijeni rezultat smo oznaqili sa p1. Opcija Axes → True koristi se da se x, y

osa prika�e na naxem grafiku. Opcijom ScaleFunction → (1&) podesili smo da

veliqina svakog dela tangentne linije bude 1.

Vixe o ovim opcijama i ostale opcije mogu se na�i na Options[V ectorF ieldP lot].

Opxte rexe�e ove diferencijalne jednaqine dobija se korixe�e�em naredbeDSolve :

In[2] := sol = DSolve[y′[x] == x + y[x], y[x], x]

Out[2] = {{y[x] → −1− x + exC[1]}}

S obzirom na to da �e nam u da	em radu biti potrebno opxte rexe�e i ovde smo

oznaqili dobijeni rezultat sa sol. Bitno je naglasati da nam Out[2] vra�a sol u

obliku slo�ene strukture koja sadr�i listu rexe�a i da ako pozovemo sol[[1, 1, 1]]

prikaza�e nam y[x], a analitiqki izraz rexe�a y[x] = −1−x+ ex ·C[1] dobijamo po-
zivom sol[[1, 1, 2]]. Simbol C[1] predstav	a konstantu C u rexe�u y = −1−x+ ex ·C.
Kako bismo nacrtali grafike rexe�a za proizvo	ne konstante, koristi�emo nared-

bu Table. Opcijom ReplaceAll odnosno (/.) zame�uje se C[1] sa datim vrednostima m

u dobijenom rexe�u sol, gde nam m uzima vrednosti izme�u −2 i 2 sa korakom 0.05.

Rezultat je tabela funkcija koje �emo oznaqiti sa tp.

Íàïîìåíà 1. Óêîëèêî jå íà êðàjó íàðåäáå ñòàâ§åí çíàê ; òà íàðåäáà £å ñå óñïåøíî

èçâðøèòè, àëè ñå íå£å ïðèêàçàòè ó Output-ó.

In[3] := tp = Table[(sol[[1, 1, 2]])/.C[1] → m, {m,−2, 2, 0.05}];

Koristi�emo Plot da predstavimo grafike ovih funkcija i oznaqimo sa p2.

In[4] := p2 = Plot[tp, {x,−2, 2},PlotRange → {−2, 2},
PlotStyle → {{GrayLevel[0.4],Thickness[0.0001]}}]
Out[4] =

Ñëèêà 5.2: Èíòåãðàëíå êðèâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = x+ y

Opcija PlotRange→ {−2, 2} podexava da y mo�e biti u segmentu [−2, 2], dok instru-

kcijom PlotStyle → {{GrayLevel[0.4], Thickness[0.0001]}} odre�ujemo da grafici
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funkcija budu prikazani u tamno sivoj boji, xirine 0.0001.

Naredbom Show na istom grafiku prikaza�emo i po	a pravaca i integralne krive:

In[5] := Show[p1, p2]

Out[5] =

Ñëèêà 5.3: Èíòåãðàëíå êðèâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = x + y äîáèjåíe
êîðèø£å»åì íàðåäáå V ectorF ieldP lot

Primetimo da se mo�e predvideti ponaxa�e rexe�a ove diferencijalne jednaqine

posmatra�em po	a pravaca.

Ïðèìåð 13. Ðåøèòè Êîøèjåâ ïðîáëåì (5.1) àíàëèòè÷êè, à îíäà è êîðèø£å»åì

íàðåäáå DSolve.

Neka je dat Koxijev problem:

y′(x) =
y(x)

x
, y(−3) =

1

3
. (5.1)

Jedno trivijalno rexe�e ove diferencijalne jednaqine je y(x) = 0, za x ̸= 0. S obzi-

rom na to da ovo rexe�e ne zadovo	ava poqetni uslov, posmatrajmo sada da y ̸= 0

kako bismo naxli ostala rexe�a diferencijalne jednaqine:

y′(x)

y(x)
=

1

x
.

Kada integralimo obe strane, dobija se:∫
y′(x)

y(x)
dx =

∫
1

x
dx.
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Uvo�e�em smene y(x) = t, y′(x)dx = dt dobijamo:∫
dt

t
=

∫
1

x
dx,

tj.

ln |y(x)| = ln |x|+ c,

odnosno,

|y(x)| = |x| · c1, c1 > 0.

Familija rexe�a naxe diferencijalne jednaqine je:

y(x) = x · c2, c2 ∈ R \ {0} .

Ako pridru�imo i trivijalno rexe�e, dobija se familija rexe�a koja predstav	a

opxte rexe�e diferencijalne jednaqine y′(x) = y(x)
x
:

y(x) = x · c3, c3 ∈ R, x ̸= 0.

Zamenom koordinata taqke (−3, 1
3
), umesto x i y dobija se:

1

3
= (−3) · c3,

pa sledi da je c3 = −1
9
. Zamenom ove vrednosti umesto c3 u opxte rexe�e, dobija se

rexe�e Koxijevog problema:

y(x) = −1

9
x, x ∈ (−∞, 0).

Rexe�e prethodno pomenutog Koxijevog problema dobijeno korix�e�em naredbe

DSolve je:

In[1] : sol = DSolve[{y′[x] == y[x]/x, y[−3] == 1/3} , y[x], x]
Out[1] =

{{
y[x] → −x

9

}}
Upotrebom naredbe Plot, nacrta�emo grafik rexe�a Koxijevog problema (5.1):

In[2] := Plot[sol[[1, 1, 2]], {x,−3, 3}]
Out[2] =
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Ñëèêà 5.4: Ãðàôèê ðåøå»à Êîøèjåâîã ïðîáëåìà (5.1)

Íàïîìåíà 2. Ãðàôèê ðåøå»à êîjè ãåíåðèøåWolfram Mathematica èãíîðèøå óñëîâ

äà jå x ̸= 0 ó äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè, îñèì àêî åêñïëèöèòíî íå íàâåäåìî äðóãà÷èjå

êîðèñòå£è îïöèjó {Exclusions → {x == 0}}. Çáîã òîãà íàì ñå ðåøå»å äîáèjåíî

àíàëèòè÷êè ðàçëèêójå. Êàêî ìîðà äà âàæè x ̸= 0 è äà ðåøå»å Êîøèjåâîã ïðîáëåìà

çàäîâî§àâà ïî÷åòíè óñëîâ, îíäà ìîðà áèòè x ∈ (−∞, 0).

5.1 Ïðèìåíà äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

Diferencijalne jednaqine predstav	aju jednu od najznaqajnijih grana matematike

kada se posmatraju kroz prizmu primena. Zakone fizike mo�emo formulisati po-

mo�u diferencijalnih jednaqina. Tako�e, diferencijalne jednaqine imaju xiroku

primenu i u medicini, biologiji, hemiji, ekonomiji i drugim oblastima.

Odre�enu pojavu u prirodi ili fiziqko sta�e mo�emo opisati putem diferenci-

jalnih jednaqina. Takav postupak naziva se modelira�e.

Sada �emo ista�i nekoliko primera koji ilustruju raznolike mogu�nosti primene

diferencijalnih jednaqina.

5.2 �óòíîâ çàêîí õëà¢å»à

Diferencijalne jednaqine prvog reda mogu poslu�iti za rexava�e razliqitih pro-

blema koji su vezani za temperaturu. Na primer, medicinski istra�ite	 mo�e

utvrditi vreme smrti u sluqaju ubistva, hemiqar mo�e odrediti vreme potrebno da

se odre�ena smexa ohladi, a in�e�er mo�e odrediti temperaturu pri dizajnira�u

sistema za hla�e�e ili greja�e odre�ene prostorije. Iako su razliqiti, svaki od

ovih problema zavisi od osnovnog principa, �utnovog zakona hla�e�a.

�utnov zakon hla�e�a glasi: Brzina promene temperature tela T koje se hladi

proporcionalna je razlici temperature tela i konstantne temperature okoline Ts.

�utnov zakon hla�e�a modelira se pomo�u diferencijalne jednaqine prvog reda sa

poqetnim uslovom:
dT

dt
= −k(T − Ts), T (0) = T0, (5.2)
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gde je k > 0 koeficijent proporcionalnosti, a T0 poqetna temperatura tela (tj.

temperatura tela u trenutku t = 0).

Posmatrajmo sada jednaqinu:

dT

dt
= −k(T − Ts),

odnosno:
T ′(t)

T (t)− Ts
= −k,

gde je T ′(t) = dT
dt
.

Kada integralimo obe strane, dobija se:∫
T ′(t)

T (t)− Ts
dt =

∫
−kdt,

tj.

ln |T (t)− Ts| = −kt+ c, c ∈ R.

Odnosno

|T (t)− Ts| = c1 · e−kt, c1 > 0,

pa je:

T (t) = c1 · e−kt + Ts, c ∈ R\ {0} . (5.3)

Ako u prethodnu jednaqinu uvrstimo da je T (0) = T0 onda se dobija:

T0 = c1 + Ts,

odakle sledi da je:

c1 = T0 − Ts.

Zamenom c1 u jednaqinu (5.3) dobijamo:

T (t) = (T0 − Ts) · e−kt + Ts, (5.4)

xto je rexe�e Koxijevog problema (5.2).

Ako u programskom paketu Wolfram Mathematica pozovemo naredbu DSolve za �u-

tnov zakon hla�e�a (5.2), dobi�emo slede�e:

In[1] := DSolve [{T′ [t] == −k(T [t]− Ts),T [0] == Tnula} ,T [t] , t]

Out[1] =
{{

T[t] → e−kt(Tnula− Ts + ektTs)
}}

Mo�e se primetiti da kako vreme prolazi, tj. kada t te�i beskonaqnosti, onda je

lim
t→+∞

e−kt = 0,
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tada je

lim
t→+∞

T (t) = Ts

odnosno temperatura tela te�i temperaturi okoline.

Ïðèìåð 14. Ïèòà jå èçâà¢åíà èç ðåðíå òåìïåðàòóðå 175◦C è ïîñòàâ§åíà jå äà ñå

õëàäè ó ïðîñòîðèjè ñà òåìïåðàòóðîì 20◦C. Ïîñëå 7 ìèíóòà, òåìïåðàòóðà ïèòå

áèëà jå 65◦C. Îäðåäèòè âðåìå ïîòðåáíî äà ñå ïèòà îõëàäè íà òåìïåðàòóðó îä 25◦C

êàêî áè ìîãëà áèòè ïîjåäåíà?

Unesimo poqetne vrednosti T [0] = 175, Ts = 20:

In[1] := dj = DSolve [{T′ [t] == −k(T [t]− 20),T [0] == 175} ,T [t] , t]

Out[1] =
{{

T[t] → 5e−kt(31 + 4ekt)
}}

Dakle,

T (t) = 5 · e−kt(31 + 4ekt) (5.5)

S obzirom na to da je posle 7 minuta temperatura bila T (7) = 65◦C, iz dobijene

jednaqine 65 = 5 · e−7k(31 + 4e7k), sledi da je k = 0.1767.

Sada odredimo koliko vremena je potrebno da se pita ohladi na temperaturu od

25◦C. Mo�emo iskoristiti naredbu Solve pomo�u koje �emo odrediti vrednost pro-

men	ive t za koju je T (t) = 25. Wolfram Mathematica quva sve prethodne unesene i

dobijene vrednosti, tako da �e ponovnim pozivom dj, t biti izraqunato iz jednaqine

Out[1], gde postav	amo da je T [t] = 25:

In[2] := timeToCooling = Solve[T[t] == 25/.dj, t]

Out[2] = {{t → 19.434}}

Potrebno vreme da se pita ohladi na tra�enu temperaturu je pribli�no 20 minuta.

Na slici 5.5 prikazan je grafik funkcije T (t) u odnosu na vreme t.

Opcijom AxesLabel i PlotLabel, dode	uje se naziv koordinatama i celom grafiku.

GridLines opcijom istakli smo vrednost na grafiku kada �e pita dosti�i tra�enu

temperaturu, dakle u preseku dve prave (x = 19.434 i y = 25) koje su stilizovane

crvenim isprekidanim linijama.

In[3] := Plot[T[t]/.dj, {t, 0, 30},
AxesLabel → {”vreme(min)”, ”temperatura pite(stepeni)”} ,PlotLabel → ”Hladenje pite”

,GridLines → {{timeToCooling} , {25}} ,GridLinesStyle → Directive[Red,Dashed]]

Out[3] =
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Ñëèêà 5.5: Ãðàôèê ôóíêöèjå (5.5), ïðîìåíà òåìïåðàòóðå ïèòå êðîç âðåìå

5.3 Çàêîí ðàäèîàêòèâíîã ðàñïàäà

Vilard Libi1 prouqavao je radioaktivne elemente i otkrio naqin za odre�iva�e

starosti organskih materijala pomo�u radioaktivnog izotopa ug	enika C14. Kada

�ivoti�e ili bi	ke uginu, one prestaju da unose sve� ug	enik C14. Vreme polura-

spada C14 je 5730± 40 godina. Godine 1960. Libi je dobio Nobelovu nagradu za svoju

metodu utvr�iva�a starosti. Datira�e radioaktivnim ug	enikom ispostavilo se

pouzdano i taqno kada su uporedili sa testovima ura�enim nad sekvojama i datumi-

ma dobijenih iz �ihovih prstena.

Zakon radioaktivnog raspada glasi:

dN(t)

dt
= −λ ·N(t), (5.6)

gde je sa N(t) oznaqen broj neraspadnutih atoma u trenutku t, a λ > 0 konstanta

radioaktivnog raspada (tj. koeficijent raspada�a). To znaqi da je brzina kojom �e

se atomi raspadnuti proporcionalna koliqini neraspadnutih atoma u trenutku t.

Jednaqinu N ′(t) = −λ ·N(t) zapisa�emo na slede�i naqin:

N ′(t)

N(t)
= −λ.

Kada integralimo obe strane, dobija se:

lnN(t) = −λ · t+ c, c ∈ R

tj.

N(t) = e−λ·t · c1, c1 > 0.

1Âèëàðä Ôðåíê Ëèáè (1908 � 1980), àìåðè÷êè ôèçè÷êè õåìè÷àð
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U poqetnom trenutku je N0 = N(0) = c1, pa se prethodno rexe�e mo�e zapisati:

N(t) = N0 · e−λt. (5.7)

Radioaktivne supstance se qesto karakterixu preko vremena poluraspada T1/2. Kada

u (5.7) zamenimo N(T1/2) =
N0

2
, dobija se

λ =
ln 2

T1/2
.

Odatle sledi da je:

N(t) = N0 · 2
− t

T1/2 . (5.8)

Ïðèìåð 15. Ó àðõèîëîøêîì íàëàçèøòó ó Åãèïòó óòâð¢åíî jå äà äðâî îä êîãà jå

íàïðàâ§åí ñàðêîôàã ñàäðæè 63% àòîìà óã§åíèêà C14. Êîëèêà jå ñòàðîñò äðâàåòà

îä êîãà jå íàïðàâ§åí ñàðêîôàã?

U poqetnom trenutku sarkofag sadr�i 100% ug	enika, tj. N(0) = 100% = 1.

Prethodno je reqeno da je vreme poluraspada ug	enika 5730 ± 40. Zamenom ovih

vrednosti u jednaqinu (5.8) dobija se:

N(t) = 1 · 2−
t

5730 .

Kako je u trenutku t, N(t) = 63%, sledi:

0.63 = 1 · 2−
t

5730 .

Rexava�em ove jednaqine dobija se t ≈ 3819.48.

U programskom paketuWolfram Mathematica, mo�emo iskorisiti naredbu Solve za

rexava�e obiqne jednaqine. Prethodno �emo uneti date vrednosti:

In[1] := N[0] = 1;

In[2] := N[t] = 0.63;

In[3] := z = N[t] == N[0] ∗ Exp[−Log[2]/5730 ∗ t];
In[4] := vreme = Solve[z, t]

Out[4] = {{t → 3819.48}}

Koriste�i datu naredbu, odmah dolazimo do tra�eg vremena t. Promena broja ne-

raspadnutih atoma ug	enika C14 predstav	ena je na slici 5.6. U preseku pravih,

plavom bojom istakli smo trenutak poluraspada ug	enika, dok je crvenom bojom

oznaqena starost drveta sa 63% preostalog ug	enika.
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ÊÎÐÈÑÒÅ�È ÏÐÎÃÐÀÌÑÊÈ ÏÀÊÅÒ WOLFRAM MATHEMATICA

In[5] := Plot[z, {t, 0, 7000} , AxesLabel → {”Vreme(godine)”, ”UgljenikC− 14”} ,
PlotLabel → ”Promena broja neraspadnutih atomaC− 14”,

GridLines → {{5730, 0.5,Blue}, {vreme, 0.63,Red}},GridLinesStyle → Directive[Dashed],

Text[Style[” Starost drveta”,Red,Bold], {vreme, 0.63}],Text[Style[”Poluraspad”,Blue,
Bold], {5730, 0.5}]
Out[5] =

Ñëèêà 5.6: Ãðàôèê ôóíêöèjå (5.8), ïðîìåíà áðîjà íåðàñïàäíóòèõ àòîìà
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Ãëàâà 6

Ïðèìåíà ñèñòåìà äèôåðåíöèjàëíèõ

jåäíà÷èíà

6.1 Äèíàìè÷êè ìîäåë Ïðåäàòîð - ïëåí

Predator - plen model je primer dinamiqkog sistema koji se qesto koristi u biolo-

giji ili ekologiji za prouqava�e odnosa izme�u dve povezane populacije, gde jedna

(plen) slu�i kao hrana drugoj (predator). Ovaj model opisuje kako se broj jedinki

u obe populacije me�a tokom vremena, uzimaju�i u obzir faktore kao xto su stopa

ra�a�a, stopa smrtnosti i interakcije izme�u predatora i plena.

Jedan od najpoznatijih osnovnih modela ovog tipa je Lotka − V olterra1 model, koji

je predstav	en dinamiqkim sistemom:

dx

dt
= αx− βxy

dy

dt
= −γy + δxy,

(6.1)

gde je sa x = x(t) obele�en broj jedinki plena, a sa y = y(t) broj jedinki predatora u

trenutku t, α, β, γ i δ su pozitivne konstante koje predstav	aju razliqite faktore.

Konstanta α je konstanta ra�a�a populacije plena, odnosno u odsustvu predatora

va�ilo bi:
dx

dt
= αx,

a γ je konstanta smrtnosti predatora xto znaqi da je

dy

dt
= −γy

u odsustvu plena.

Osim ovih faktora, broj interakcija izme�u predatora i plena utiqe na broj qla-

nova u obe populacije. U prvoj jednaqini dinamiqkog sistema (6.1) konstanta −β
1Lotka-Volterra ìîäåë íîñè íàçèâ ïî ìàòåìàòè÷àðèìà - Alfred Lotkà (1880 � 1949), àìåðè÷êè

ìàòåìàòè÷àð, õåìè÷àð è ñòàòèñòè÷àð è Vito Volterra (1860 � 1940), èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð è
ôèçè÷àð
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predstav	a negativnu interakciju izme�u plena i predatora, jer kontakt sa preda-

torom sma�uje broj plena, dok u drugoj jednaqini sa δ je oznaqena konstanta koja

predstav	a pozitivnu interakciju, tj. utiqe na pove�a�e broja predatora.

Va�no je napomenuti da Lotka−V olterra model ima svoja ograniqe�a, i da stvarni

ekosistemi mogu biti daleko kompleksniji, ali ovaj model pru�a osnovni uvid u

dinamiku odnosa predatora i plena.

Ïðèìåð 16. Ïîïóëàöèjà ëîñîâà 1990. áðîjàëà jå 780 ïðå óâî¢å»à ñèâèõ âóêîâà, äîê

jå 5 ãîäèíà êàñíèjå »èõîâ áðîj èçíîñèî 1800.

à) Êîëèêî èçíîñè ñòîïà ðà¢à»à, ïðå óâî¢åíà ñèâèõ âóêîâà?

á) Ãîäèíå 1995. âðà£åí jå 21 âóê è »èõîâ áðîj jå ïîðàñòàî. Àêî ñëåäå£è äèíàìè÷êè

ñèñòåì ïðåäñòàâ§à äèíàìè÷êè ìîäåë ëîñîâà è âóêîâà, ãðàôè÷êè ïðåäñòàâèòè áðîj

jåäèíêè îâå äâå ïîïóëàöèjå òîêîì âðåìåíà è íà£è ôàçíå òðàjåêòîðèjå ïîñìàòðàíîã

äèíàìè÷êîã ñèñòåìà:

dx

dt
= 0.167x− 0.08xy

dy

dt
= −0.6y + 0.05xy

x(0) = 1.8, y(0) = 0.021

(6.2)

a) S obzirom na to da nemamo predatore odnosno sive vukove, za losove va�i:

dx

dt
= αx.

Dati uslovi su: x(0) = 0.78, i x(5) = 1.8, gde je x broj losova dato u hi	adama u

trenutku t. Iskoristi�emo naredbu DSolve za rexava�e ovog Koxijevog problema:

dx

dt
= αx

x(0) = 0.78.
(6.3)

In[1] := eqn = {x′[t] == α ∗ x[t], x[0] == 0.78} ;
In[2] := DSolve[eqn, x, t]

Out[2] = {{x → Function[{t} , 0.78eαt]}} ;

Kako je x(5) = 1.8, dobija se da je stopa ra�a�a:

α = 0.167.

Korix�e�em naredbe Solve dolazimo do istog rexe�a:

In[3] := Solve[x[5] == 0.78 ∗ Exp[α ∗ 5], α]
Out[3] =

{{
α → 1

5
Log[ 1.8

0.78
]
}}

Nacrtajmo uz pomo� naredbe Plot eksponencijalnu funkciju rasta populacije loso-

va.
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In[4] = los = x[t] == 0.78 ∗ Exp[α ∗ t];
In[5] := Plot[los, {t, 0, 5},AxesLabel → {”Vreme (godine)”, ”Broj losova”},
PlotLabel → ”Rast populacije losova”]

Out[5] =

Ñëèêà 6.1: Ãðàôèê ôóíêöèje x(t) Êoøèjåâîã ïðîáëåìà (6.3)

b) U programskom paketu Wolfram Mathematica definiximo dati dinamiqki si-

stem i oznaqimo ga sa eqns. Za poqetni trenutak uzimamo vreme kad su vra�eni

vukovi, to jest kada je t = 0 imamo x[0] = 1.8 losova dato u hi	adama i y[0] = 0.021

vukova.

In[4] = eqns = {x′[t] == 0.167 ∗ x[t]− 0.08 ∗ x[t] ∗ y[t], y′[t] == −0.6 ∗ y[t] + 0, 05 ∗ x[t]
∗y[t], x[0] == 1.8, y[0] == 0.021};

Ovakav dinamiqki sistem rexi�emo naredbom NDSolve.

In[5] := resenje = NDSolve[eqns, {x, y}, {t, 0, 100}];

Kako bismo prikazali grafik dinamiqkog sistema (6.2) upotrebi�emo naredbu Plot.

Crvenom bojom oznaqeni su losovi u hi	adama u jedinici vremena t (t je dato u go-

dinama), dok su plavom bojom oznaqeni vukovi.

Mo�e se uoqiti na datom grafiku da populacija losova ne izumire uvo�e�em sivih

vukova, ali da sivi vukovi svakako utiqu na broj losova, kao i da opstanak sivih

vukova zavisi od broja losova.

In[6] := Plot[{x[t], y[t]}/.resenje, {t, 0, 100},PlotLegends → {”Losovi”, ”Vukovi”},
AxesLabel → {”t− godine”, ”Broj jedinki u hiljadama”},PlotStyle → {Red,Blue}]
Out[6] =
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Ñëèêà 6.2: Ãðàôèê ôóíêöèjà x(t), y(t) äèíàìè÷êîã ñèñòåìà (6.2)

Koriste�emo naredbu V ectorF ieldP lot kako bismo prikazali po	e pravaca ovog di-

namiqkog sistema:

In[7] := s1 = VectorFieldPlot[{0.167x− 0.08xy, −0.6y + 0.05xy}, {x, 0, 15}, {y, 0, 15},
Axes → Automatic ];

Ve� smo rekli da ovakav dinamiqki sistem numeriqki rexavamo koriste�i naredbu

NDSolve. U zavisnosti od izabranih poqetnih uslova, naredba Table generixe li-

stu dobijenih vrednosti za svako i iz skupa taqaka - pocetniUslov. Na istom grafiku

uz pomo� naredbe Show crtamo po	e pravaca i nekoliko faznih trajektorija.

In[8] := pocetniUslov = {{x[0] == 12.5, y[0] == 2.08}, {x[0] == 11.5, y[0] == 2.08},
{x[0] == 12, y[0] == 1.5}, {x[0] == 13, y[0] == 3}, {x[0] == 14, y[0] == 2.08},
{x[0] == 12, y[0] == 0.5}, {x[0] == 10, y[0] == 2.08}};
In[9] := resenja = Table[NDSolve[{eqns, i}, {x, y}, {t, 0, 50}], {i, pocetniUslov}];
In[10] := Show[s1,ParameticPlot[Table[x[t], y[t]/.sol, {sol, resenja}], {t, 0, 15}]
Out[10] =

Ñëèêà 6.3: Ïî§å ïðàâàöà äèíàìè÷êîã ñèñòåìà (6.2)
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Uoqava se da sva rexe�a osciluju oko ekvilibrijuma E(12, 2.08). Ova rexe�a otkri-

vaju odnos izme�u populacije losova i populacije vukova. Ako bismo pratili jednu

faznu trajektoriju u smeru suprotnom od kaza	ke na satu, primetili bi da kako

raste broj losova, pove�ava se broj sivih vukova sve dok populacija vukova ne po-

stane prenase	ena. U tom trenutku populacija losova je premala za opstanak sivih

vukova i tada broj vukova kre�e da opada. Onda ta populacija vukova postaje mala

da bi kontrolisala plen, xto opet dovodi do porasta broja losova i taj ciklus se

ponav	a.

Fazni portret dobijamo naredbom StreamPlot:

In[12] := StreamPlot[{0.167x− 0.08xy, −0.6y + 0.05xy}, {x, 0, 15}, {y, 0, 15}]
Out[12] =

Ñëèêà 6.4: Ôàçíè ïîðòðåò äèíàìè÷êîã ñèñòåìà (6.2)

6.2 Äèíàìè÷êè ìîäåë èíôåêòèâíèõ áîëåñòè SIR

Posmatra se populacija sa fiksiranim brojem 	udi n. Takva populacija pode	ena

je u tri odvojene grupe: oset	ivi, zara�eni, imuni. Prvu grupu karakterixu oni

	udi koji nemaju razvijeni imunitet, odnosno oni koji se jox uvek nisu zarazili.

Za ovu grupu koristi se oznaka S, od engleske reqi susceptible xto u prevodu znaqi

oset	iv. Drugu grupu qine inficirani 	udi, eng. infected i koristi se oznaka I,

dok u tre�u grupu spadaju oni 	udi koji su prele�ali bolest tj. stekli su imunitet

(eng. recovered). Oznaka ove grupe je R. Pa se ovaj dinamiqki model naziva SIR.

Ovaj model predstav	a prelazak iz jedne u drugu grupu. Oset	iva osoba kada se

zarazi, prelazi u grupu zara�enih, a kasnije u grupu oporav	enih odnosno imunih.

Taj prelazak je prikazan na slede�oj slici:

Broj qlanova svake grupe je promen	iva zavisna od vremena t.

S(t) - broj oset	ivih 	udi u trenutku t.
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Ñëèêà 6.5: SIR ìîäåë

I(t) - broj zara�enih 	udi u trenutku t.

R(t) - broj 	udi koji su prele�ali bolest u trenutku t.

Model je predstav	en slede�im sistemom diferencijalnih jednaqina:

S ′(t) = −β · S(t) · I(t)
I ′(t) = β · S(t) · I(t)− α · I(t)
R′(t) = α · I(t),

(6.4)

gde je sa β oznaqena stopa zara�ava�a tj. prenosivosti bolesti, a sa α stopa ukla-

�a�a zaraze i α, β ≥ 0.

Pretpostavke pod kojima va�i ovaj model su:

� Bolest je kratkotrajna, odnosno mortalitet i natalitet nemaju uticaja na po-

pulaciju, pa je n fiksiran broj 	udi;

� Ne postoji mogu�nost da se osoba koja je prele�ala bolest ponovo zarazi;

� Populacija je zatvorenog tipa tokom traja�a epidemije, tj. ne uzimamo u obzir

migraciju stanovnixtva;

� Jedni naqin da oset	iv napusti grupu jeste da se zarazi;

� Pod pojmom imuni smatramo one koji su prele�ali bolest.

Kako va�i i pretpostavka da je svaki qlan bar u jednoj od tri grupe onda u svakom

trenutku va�i:

S(t) + I(t) +R(t) = n.

Zbog toga posled�a jednaqina iz modela (6.4) se mo�e izostaviti, jer ukoliko je

poznat broj qlanova u grupi S(t) i u grupi I(t), lako se mo�e zak	uqiti koliko ima

qlanova u grupi R(t).

Proseqan qlan ostvaruje βn kontakata, tako da svaki inficirani dolazi u kontakt

sa βn qlanova populacije. Verovatno�a da do�e u kontakt bax sa oset	ivom osobom

je S
n
. Zbog toga βnS

n
I = βSI je prvi sabirak u drugoj jednaqini. Odatle sledi da

kada se broj qlanova grupe oset	ivih sma�uje, tada se pove�ava broj qlanova grupe

zara�enih.

Ukoliko bi, u poqetnom trenutku t = 0, va�ilo I(0) = 0, ne bi bilo bolesti. Dakle,

u poqetnom trenutku mora da va�i:

I(0) = I0, 0 < I0 < n
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S(0) = S0

R(0) = R0 = 0.

Broj 	udi koji su prele�ali bolest jeste nula u poqetku samog xire�a infektivne

bolesti.

Ako posmatramo sada drugu jednaqinu iz modela (6.4), u trenutku t = 0 va�i�e:

dI

dt
|t=0 = βS0I0 − αI0.

Mo�emo razmatrati dva sluqaja: βS0I0−αI0 < 0 ili βS0I0−αI0 > 0.Kako u poqetnom

trenutku va�i da je I0 ̸= 0, obe ove nejednaqine smemo da podelimo sa I0, tako da je

βS0 − α < 0 ili βS0 − α > 0.

Tj. S0 <
α
β
ili S0 >

α
β
. Odnosno:

β

α
· S0 < 1 ili

β

α
· S0 > 1.

Oznaqimo sa:

M0 =
β

α
· S0,

M0 je broj koji predstav	a koliko proseqno osoba populacije mo�e da zarazi infi-

cirana osoba. Ukoliko je M0 > 1 onda dolazi do epidemije, tj. vrlo brzo dolazi do

pojave velikog broja inficiranih. Ako jeM0 < 1, onda ne dolazi do pojave epidemi-

je, odnosno bolest nestaje iz populacije. I tre�a mogu�nost ako jeM0 = 1 u pita�u je

endemija, tj. bolest je stalno prisutna u populaciji sa malim brojem inficiranih

koji vremenom ostaje pribli�no nepromen	iv.

Ïðèìåð 17. Çàðàçíà áîëåñò ñå øèðè ó ìàëîj çàjåäíèöè, ñà ôèêñèðàíèì áðîjåì §óäè

n = 10, êîíòàêòîì çàðàæåíèõ ïîjåäèíàöà. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà íèjåäàí ïîjåäèíàö

íå íàïóøòà çàjåäíèöó. Íåêà jå ñòîïà çàðàæàâà»à jåäíàêà β = 0.2, à ñòîïà îïîðàâêà

α = 0.7. Ó êîì ñëó÷àjó £å äî£è äî íàãëîã ïîðàñòà áðîjà îáîëåëèõ? Ãðàôè÷êè ïðåäñòà-

âèòè îâàj SIR ìîäåë.

Prethodno smo pokazali da ukoliko je M0 > 1 ima�emo epidemiju, odnosno u naxem

sluqaju, brzo xire�e zarazne bolesti:

β

α
· S0 > 1.

Kada date parametre iz zadatka uvrstimo u prethodnu nejednaqinu dobija se:

2

7
· S0 > 1,

odnosno

S0 >
7

2
.

Dakle, zak	uqujemo da ukoliko je broj oset	ivih 	udi na poqetku zaraze ve�i od 3

ima�emo neku vrstu lokalizovane
”
epidemije“.

46



ÃËÀÂÀ 6. ÏÐÈÌÅÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈÕ JÅÄÍÀ×ÈÍÀ

Une�emo date vrednosti u nax program:

In[1] := β = 0.2;

In[2] := α = 0.7;

In[3] := eqnS = S′[t] == −β ∗ S[t] ∗ I[t];
In[4] := eqnI = I′[t] == β ∗ S[t] ∗ I[t]− α ∗ I[t];
In[5] := eqnR = R′[t] == α ∗ I[t];

U poqetnom trenutku va�i da R[0] = 0, pretpostavimo da u tom poqetnom trenutku

imamo jednu zara�enu osobu. Tj. I[0] = 1, odatle �e slediti da je: S[0] = n − 1 = 9.

I u ovom primeru koristi�emo naredbu NDSolve:

In[6] := sol = NDSolve[{eqnS, eqnI, eqnR, S[0] == 9, I[0] == 1,R[0] == 0}, {S, I,R},
{t, 0, 10}]
Out[6] =

Iskoristimo sada naredbu Plot za prikaz grafika funkcija S(t), I(t), R(t):

In[7] := Plot[{S[t], I[t],R[t]}/.sol, {t, 0, 10},
PlotLegends → {” S(t)”, ” I(t)”, ”R(t)”},AxesLabel → {”Vreme”, ”Broj jedinki”},
PlotStyle → {Blue,Red,Green},AxesStyle → Black]

Out[7] =

Ñëèêà 6.6: Ãðàôèöè ôóíêöèjà S(t), I(t), R(t)
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Broj oset	ivih 	udi je opadaju�a funkcija, dok broj inficiranih vidimo da raste,

odnosno zaraza se xiri. To �e se dexavati do trenutka kada broj oset	ivih 	udi

padne ispod 3, 5 (SIR modelom se opisuje dinamika xire�a zaraznih bolesti pa se

zbog toga broj 	udi mo�e aproksimirati na R). U tom trenutku broj inficiranih

poqe�e da opada. Sa datog grafikona vidimo da kako vreme odmiqe u jednom trenutku

ne�e biti vixe inficiranih i zaraza �e ixqeznuti iz populacije. Na grafikonu

se jasno vidi i da broj imunih sve vreme raste.
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Ãëàâà 7

Çàê§ó÷àê

Wolfram Mathematica mo�e poslu�iti za jasniji uvid i razumeva�e samih dife-

rencijalnih jednaqina. Ugra�ene naredbe ovog programa olakxavaju kreira�e gra-

fika rexe�a diferencijalnih jednaqina, iscrtava�e po	a pravaca, faznih tra-

jektorija dinamiqkih sistema i drugo.

U ovom radu koristili smo verziju 11.3 programskog paketaWolfram Mathematica.

Pored ovog programa, postoje i drugi programi koji se mogu koristiti pri rexava-

�u ili razumeva�u diferencijalnih jednaqina, poput programa GeoGebra.

U svojim prvim verzijama Wolfram Mathematica imao je dosta ograniqe�a i ne-

dostataka. Vremenom ovaj paket se razvijao od strane Wolfram Research-a, ali i

danas ima svoje nedostatke. Osim kompleksnosti interfejsa i same sintakse ovog

programa, videli smo da ne mora uvek dati
”
korektno“ rexe�e ili da nam pone-

kad rexe�e vrati u obliku koji nije eksplicitan. Svakako ima i svojih prednosti.

Mo�e biti od velike koristi kao alat za vizuelno predstav	a�e matematiqkih sa-

dr�aja u obrazova�u.

49



Ëèòåðàòóðà

[1] Marta L. Abell, James P. Braselton, Di�erential Equations with Mathematica, Cali-

fornia, Academic Press, third edition 2004.

[2] W. Adkins, M. Davidson, Ordinary Di�erential Equations, Springer, 2012.

[3] Clay C. Ross, Di�erential Equations An Introduction with Mathematica, Springer,

second edition 2004.

[4] Radoje X�epanovi�, Julka Kne�evi�-Mi	anovi�, �ubomir Proti�, Difere-

ncijalne jednaqine, Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet, Beograd,

2000.

[5] Nebojxa La�eti�, Diferencijalne jednaqine A, skripta, Univerzitet u Beogra-

du, Matematiqki fakultet, Beograd, 2016.

[6] https://www.cfm.brown.edu/people/dobrush/am33/Mathematica/intro/start.html

[7] https://12000.org/

50


