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Резиме: За разлику од еуклидске равни, хиперболичка раван допушта посто-
jање шестоуглова у коjима су сви углови прави. Такви шестоуглови, познатиjи
као правоугли шестоуглови, су одређени до на изометриjу, дужинама наизме-
ничних ивица. Jедна од важних примена правоуглих шестоуглова jе у пра-
вљењу хиперболичких панталона коjе су градивни блокови сложениjих површи
Таjхмилеровог простора.

У овом раду jе представљен доказ за постоjање и jединственост правоуглог
шестоугла чиjе су наизменичне ивице дате. Доказ jе изведен у хиперболоид-
ном моделу хиперболичке равни. Направљен jе и Геогебра аплет коjи реализуjе
конструкциjу оваквог шестоугла у Клаjновом моделу. Jош jе обjашњена улога
правоуглих шестоуглова у Таjхмилеровоj теориjи.

Кључне речи: хиперболичка геометриjа, хиперболоидни модел, правоугли
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Глава 1

Увод

Еуклид jе своjе „Елементе” написао око 300. године пре нове ере у коjима
jе основна тврђења геометриjе поделио у аксиоме и постулате. За разлику од
претходна четири коjи су били очигледниjи и лако доказиви, пети постулат jе
био познат због своjе сложености.

Пети Еуклидов постулат гласи:

Ако jедна права у пресеку са другим двема образуjе са исте стране
два унутрашња угла чиjи jе збир мањи од два права угла, те две
праве, бескраjно продужене, сећи ће се и то са оне стране са коjе су
ови углови мањи од два права. [7]

Еквивалент тог поступата jе Плеjферова аксиома паралелности:

Ако jе b произвољна права и A тачка коjа jоj не припрада, тада у
равни одређеноj тачком A и правом b постоjи jединствена права a
коjа садржи тачку A и нема заjедничких тачака са правом b.

Од Еуклидовог времена па до деветнаестог века ниjе забележен значаjниjи
напредак у доказивању петог Еуклидовог постулата. Броjни покушаjи да се
постулат докаже користећи прва четири били су неуспешни.

До великог помака долази у трећоj децениjи деветнаестог века када су Ло-
бачевски1 и Бољаj2, независно jедан од другог, дошли до закључка да пети
Еуклидов постулат не зависи од осталих аксиома и постулата. Jош су дошли

1Николай Иванович Лобачевский (1793 - 1856), руски математичар
2János Bolyai (1802 - 1860), мађарски математичар
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ГЛАВА 1. УВОД

на идеjу да се теориjа паралелних правих заснуjе на аксиоми коjа негира пети
Еуклидов постулат. [6]

Аксиома паралелности Бољаjа-Лобачевског:

Ако jе b произвољна права и A тачка коjа jоj не припрада, тада у
равни одређеноj тачком A и правом b постоjи више од jедне праве
коjа садржи тачку A и нема заjедничких тачака са правом b.

У хиперболичкоj геометриjи, за разлику од еуклидске, ниjе се могло осло-
нити у потпуности на интуициjу па jе било потребно доста времена да се уваже
дела Лобачевског и Бољаjа. Jедино jе Гаус3 разумео далекосежност њихових
идеjа будући да су се подударале са његовим замислима. [6] Било jе потребно
показати да jе систем аксиома хиперболичке геометриjе непротивречан, тj.
наћи неки његов модел. Први модел хиперболичке равни су дали Клаjн4 и
Белтрами5 1868. године. Данас оваj модел зовемо Клаjновим или проjектив-
ним моделом. [2]

У Клаjновом моделу хиперболичка раван jе представљена као унутрашњост
jединичног круга унутар проjективне равни. Jединичну кружницу називамо
апсолутом. Тачке овог модела су тачке у унутрашњости круга, а праве су те-
тиве тог круга. [2] Видети слику 1.1.

Иначе, Еуклидове аксиоме су подељене у пет група аксиома: инциденциjе,
распореда, подударности, непрекидности и паралелности. Прве четири групе
чине аксиоме апсолутне геометриjе.

Еуклидска геометриjа jе заснована на аксиомама апсолутне геометриjе и
Плеjферовоj аксиоми паралелности.

Геометриjу коjа jе заснована на аксиомама апсолутне геометриjе и акси-
оми Бољаjа-Лобачевског називамо геометриjом Лобачевског или хиперболич-
ком геометриjом.6 Простор у коjем су задовољене аксиоме хиперболичке гео-
метриjе називамо хиперболичким или простором Лобачевског, а сваку његову
раван хиперболичком равни или равни Лобачевског. [6]

3Johann Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855), немачки математичар
4Felix Christian Klein (1849 - 1925), немачки математичар
5Eugenio Beltrami (1835 - 1900), италиjански математичар
6Ова геметриjа се некад назива и геометриjом Бољаj-Лобачевског или геометриjом Гаус-

Бољаj-Лобачевског.
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ГЛАВА 1. УВОД

Слика 1.1: Клаjнов модел [10]

Може се показати да у хиперболичкоj равни постоjе две „граничне” праве a′

и a′′ коjе садрже тачку A и немаjу заjедничких тачака са правом b. За праве a′

и a′′ кажемо да су паралелне правоj b. За све остале праве коjе садрже тачку A
и немаjу заjедничких тачака са правом b кажемо да су хиперпаралелне правоj
b. На слици 1.1 приказане су праве a′ и a′′ коjе паралелне са b (a′ ‖ b и a′′ ‖ b)
и праве p и q коjе су хиперпаралелне са правом b (p ‖h b и q ‖h b).

Рад се састоjи из 5 поглавља. У поглављу 2 jе детаљно обjашњен хипербо-
лоидни модел хиперболичке равни. На краjу поглавља jе приказана изометриjа
између хиперболоидног и Клаjновог модела. Поглавље 3 jе посвећено доказу
за постоjање и jединственост правоуглог шестоугла чиjе су наизменичне ивице
дате. Пре доказа у кратким цртама су размотрени хиперболички четвороу-
глови са три права угла и хиперболички петоуглови са четири права угла и то
у обиму коjи jе потребан за сам доказ. У поглављу 4 jе представљена конструк-
циjа правоуглог шестоугла у Клаjновом моделу. Конструкциjа jе изведена у
Геогебри. У поглављу 5 се говори о примени и значаjу правоуглих шестоуглова
у Таjхмилеровом простору.

Слике у раду су рађене у Геогебри и у GCLC алату.
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Глава 2

Хиперболоидни модел

С обзиром на то да jе хиперболичку раван тешко замислити и да се често
коси са интуициjом, модели хиперболичке равни су нам од великог значаjа.
Поред споменутог Клаjновог модела, постоjе jош хиперболоидни, Поенкареов
диск и Поенкареов полуравански модел.

У овом поглављу ћемо говорити о хиперболоидном моделу. За више детаља
о осталим моделима погледати књигу [2].

Лоренцов скаларни производ

Нека су x, y ∈ Rn. Лоренцов скаларни производ x◦y дефинишемо као реалан
броj

x ◦ y = −x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Простор Минковског jе n-димензионалан реалан векторски простор на коjем
jе дефинисан Лоренцов скаларни производ и означавачемо га са R1,n−1. Прва
координата jе временска док су остале просторне.1

Нека jе x ∈ R1,n−1. Лоренцову норму вектора x дефинишемо као комплексан
броj

‖x‖ = (x ◦ x)1/2.

Приметимо да Лоренцов скаларни производ ниjе позитивно дефинитан и да
квадрат норме може бити и негативан.

1У литератури jе понекад последња координата временска. Тада jе испред последњег
члана у Лоренцовом скаларном простору −, а испред осталих jе +. Ознака таквог простора
Минковског jе Rn−1,1.
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ГЛАВА 2. ХИПЕРБОЛОИДНИ МОДЕЛ

На основу тога разликуjемо три типа вектора:

светлосни вектор - ‖x‖2 = 0

просторни вектор - ‖x‖2 > 0

временски вектор - ‖x‖2 < 0

Скуп свих светлосних вектора чине светлосни конус Cn−1. Временски век-
тори се налазе унутар светлосног конуса Cn−1 док се просторни вектори налазе
изван њега. Видети слику 2.1.

Светлосни и временски вектори могу бити позитивни или негативни, одно-
сно позитивне или негативне временске ориjентациjе. За светлосни/временски
вектор кажемо да jе позитиван ако jе x1 > 0, односно негативан ако jе x1 < 0.
Видети слику 2.1.

x2
x3

x1

pozitivan svetlosni vektor

prostorni vektor

pozitivan vremenski vektor

negativan vremenski vektor

Слика 2.1: Светлосни конус C2 из R1,2

Пример 2.1. Посматраjмо стандардну базу векторског простора R3. Доби-
jамо да jе:

e1 ◦ e1 = −1

e2 ◦ e2 = 1

e3 ◦ e3 = 1.

Приметимо да jе e1 временски, а да су e2 и e3 просторни вектори док би пример
светлосног вектора био v = (1, 0, 1).
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ГЛАВА 2. ХИПЕРБОЛОИДНИ МОДЕЛ

Тврђење 2.1. Нека су x и y не-нула временски или светлосни вектори из
R1,n−1 исте временске ориjентациjе. Тада jе x ◦ y ≤ 0. Jеднакост ће важити
ако и само ако су x и y линеарно зависни светлосни вектори.

Доказ. Пошто x и y нису просторни вектори, важиће: ‖x‖ ≥ 0 и ‖y‖ ≥ 0, тj.
x1 ≥ (x22 + · · ·+ x2n)1/2 и y1 ≥ (y22 + · · ·+ y2n)1/2.

Приметимо да се са десних страна неjеднакости налазe нормe дефинисанe
стандардним скаларним производом за векторе x̄ = (x2, . . . , xn) и ȳ = (y2, . . . , yn).
Користећи Коши-Шварцову неjеднакост добиjамо:

x1y1 ≥ ‖x̄‖2 ‖ȳ‖2 ≥ x̄ · ȳ,

односно
x ◦ y = −x1y1 + x̄ · ȳ ≤ 0.

Jеднакост ће бити испуњена за:
x1 = ‖x̄‖2 и y1 = ‖ȳ‖2 - x и y су светлосни вектори
x̄ · ȳ = ‖x̄‖2 ‖ȳ‖2 - x̄ и ȳ су линеарно зависни вектори

што jе и требало показати.

Тврђење 2.2. Нека су x и y не-нула временски или светлосни вектори из
R1,n−1 исте временске ориjентациjе и нека jе t > 0. Тада:

1. Вектор tx jе истог типа и временске ориjентациjе као и вектор x;

2. Вектор x+ y ниjе просторног типа и има исту временску ориjентациjу
као x и y.
Jош, x + y светлосни вектор ако и само ако су x и y линеарно зависни
светлосни вектори.

Доказ.

1. Приметимо да jе ‖tx‖ = t ‖x‖ и (tx)1 = tx1 па су вектори tx и x истог типа
и исте временске ориjентациjе.

2. Из Тврђења 2.1 добиjамо да важи

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2x ◦ y + ‖y‖2 ≤ 0.

Jеднакост je испуњена за: ‖x‖ = 0, ‖y‖ = 0 и x ◦ y = 0, тj. x + y ће бити
светлосни вектор ако и само ако су x и y линеарно зависни светлосни
вектори.
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ГЛАВА 2. ХИПЕРБОЛОИДНИ МОДЕЛ

Нека jе V векторски потпростор од R1,n−1 и он може бити временски, про-
сторни или светлосни. V jе временски потпростор ако и само ако садржи
временски вектор, просторни ако и само ако jе сваки не-нула вектор из V про-
сторни вектор, иначе jе светлосни потпростор.

Лоренцове трансформациjе

За функциjу φ : R1,n−1 → R1,n−1 кажемо да jе Лоренцова трансформациjа
ако и само jе Лоренцов скаларни производ инвариjантан у односу на њу, тj. ако
за ∀x, y ∈ R1,n−1 важи

φ(x) ◦ φ(y) = x ◦ y.

За базу {v1, v2, . . . vn} простора R1,n−1 кажемо да jе Лоренцова ортонорми-
рана база ако и само ако jе

v1 ◦ v1 = −1 ∧ vi ◦ vj = δij, i, j > 1.

Из Примера 2.1 можемо закључити да jе стандардна база {e1, . . . , en} за Rn

Лоренцова ортонормирана база.

Тврђење 2.3. Функциjа φ : R1,n−1 → R1,n−1 jе Лоренцова трансформациjа ако
и само ако jе φ линеарно пресликавање и {φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)} jе Лоренцова
ортонормирана база за R1,n−1.

Доказ.
(⇒) Претпоставимо да jе φ Лоренцова трансформациjа. Тада jе:

φ(e1) ◦ φ(e1) = e1 ◦ e1 = −1

φ(ei) ◦ φ(ej) = ei ◦ ej = δij, i, j > 1.

Уочавамо да су φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en) линеарно независни и да jе
{φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)} Лоренцова ортонормирана база за R1,n−1 па за свако
x ∈ R1,n−1 постоjе c1, c2, . . . cn ∈ R такви да jе

φ(x) =
n∑

i=1

ciφ(ei).
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ГЛАВА 2. ХИПЕРБОЛОИДНИ МОДЕЛ

Коефициjенте c1, c2, . . . cn можемо лако одредити jер jе {φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)}
Лоренцова ортонормирана база и важи:

−c1 = φ(x) ◦ φ(e1) = x ◦ e1 = −x1

cj = φ(x) ◦ φ(ej) = x ◦ ej = xj, j > 1.

Добиjамо да jе:

φ
( n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiφ(ei)

па закључуjемо да jе φ линеарно пресликавање.
(⇐) Претпоставимо да jе φ линеарно пресликавање и да jе {φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)}

Лоренцова ортонормирана база за R1,n−1.
Нека су x, y ∈ R1,n−1. Тада jе:

φ(x) ◦ φ(y) = φ
( n∑

i=1

xiei

)
◦ φ
( n∑

j=1

yjej

)
=
( n∑

i=0

xiφ(ei)
)
◦
( n∑

j=0

yjφ(ej)
)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjφ(ei) ◦ φ(ej)

= −x1y1 + x2y2 + . . . xnyn

= x ◦ y.

φ jе Лоренцова трансформациjа што jе и требало показати.

Кажемо да jе матрица A типа n× n над R Лоренцова матрица ако и само
ако jе њоj придружено линеарно пресликавање A : R1,n−1 → R1,n−1 дефинисано
са A(x) = Ax Лоренцова трансформациjа. Скуп свих Лоренцових матрица са
матричним множењем чини Лоренцову групу O(1, n−1) матрица n×n. Из Твр-
ђења 2.3 следи да jе група O(1, n− 1) природно изоморфна групи Лоренцових
трансформациjа из R1,n−1.[1]

Тврђење 2.4. Нека jе матрица A типа n × n над R и нека jе J диjагонална
матрица типа n× n коjа jе дефинисана са J = diag(−1, 1, . . . , 1).
Тада су следећа тврђења еквивалентна:

1. Матрица A jе Лоренцова матрица.
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ГЛАВА 2. ХИПЕРБОЛОИДНИ МОДЕЛ

2. Колоне матрице A формираjу Лоренцову ортонормирану базу за R1,n−1.

3. Матрица A задовољава jеднакост ATJA = J .

4. Матрица A задовољава jеднакост AJAT = J .

5. Редови матрице A формираjу Лоренцову ортонормирану базу за R1,n−1.

Нека jе A Лоренцова матрица. Из jеднакости ATJA = J Бине-Кошиjевом
теоремом добиjамо да jе (detA)2 = 1, тj. detA = 1 или detA = −1.

Већ смо рекли да временски вектор може бити позитиван или негативан.
На основу тога можемо да разликуjемо позитивне и негативне матрице A.
Матрица A ће бити позитивна ако и само ако позитивне временске векторе
пресликава у позитивне временске векторе. Слично се дефинишу и негативне
матрице.

Дакле, поред Лоренцове групе O(1, n− 1) постоjе jош:

Специjална Лоренцова група - Скуп свих матрица A из O(1, n− 1) таквих
да jе detA = 1 и означавамо jе са SO(1, n− 1).

Позитивна Лоренцова група - Скуп свих позитивних матрица A из
O(1, n− 1) и означавамо jе са PO(1, n− 1).

Позитивна специjална Лоренцова група - Скуп свих позитивних матрица
A из SO(1, n− 1) и означавамо jе са PSO(1, n− 1).

Нека су x, y ∈ R1,n−1. Кажемо да су x и y Лоренц-ортогонални вектори ако
и само ако jе x ◦ y = 0.

Тврђење 2.5. Нека су x и y Лоренц-ортогонални не-нула вектори из R1,n−1.
Ако jе x временски вектор, онда jе y просторни вектор.

Доказ.
Пошто су x и y Лоренц-ортогонални не-нула вектори, имамо да jе x ◦ y = 0.

Како jе jош x временски вектор, по тврђењу 2.1 добиjамо да y не може бити ни
временски ни светлосни вектор. Дакле, мора бити просторни.

Тврђење 2.6. Нека су x, y ∈ R1,n−1 временски вектори исте временске ори-
jентациjе. Тада jе x ◦ y ≤ ‖x‖ ‖y‖. Jеднакост ће важити ако и само ако су x
и y линеарно зависни вектори.
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Нека су x, y ∈ R1,n−1 временски вектори исте временске ориjентациjе. Из
Тврђења 2.6 закључуjемо да постоjи jединствен ненегативан реалан броj η(x, y)

такав да важи
x ◦ y = ‖x‖ ‖y‖ cosh η(x, y). (2.1)

Лоренцов временски угао између временских вектора x и y дефинишемо са
η(x, y).

Лоренцов векторски производ

Нека су x, y ∈ R1,2 и нека jе J = diag(−1, 1, 1). Лоренцов векторски производ
вектора x и y дефинишемо као

x⊗ y = J(x× y).

Вектор x⊗ y jе Лоренц-ортогоналан и на x и y jер важи:

x ◦ (x⊗ y) = x ◦ J(x× y) = x · (x× y) = 0,

y ◦ (x⊗ y) = y ◦ J(x× y) = y · (x× y) = 0.

У наставку наводимо неке од особина Лоренцовог векторског производа.

Тврђење 2.7. Нека су x, y, z, w ∈ R1,2. Тада jе:

1. x⊗ y = −y ⊗ x

2. (x⊗ y) ◦ z =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣
3. x⊗ (y ⊗ z) = (x ◦ y)z − (z ◦ x)y

4. (x⊗ y) ◦ (z ⊗ w) =

∣∣∣∣∣x ◦ w x ◦ z
y ◦ w y ◦ z

∣∣∣∣∣
Тврђење 2.8. Нека су x, y ∈ R1,2 линеарно независни временски вектори исте
временске ориjентациjе. Тада jе x⊗ y просторни вектор и важи

‖x⊗ y‖ = −‖x‖ ‖y‖ sinh η(x, y).
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Доказ. Из Тврђења 2.7(4) и идентитета cosh2x− sinh2x = 1 добиjамо:

‖x⊗ y‖2 = (x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2

= ‖x‖2 ‖y‖2 cosh2η(x, y)− ‖x‖2 ‖y‖2

= ‖x‖2 ‖y‖2 (cosh2η(x, y)− 1)

= ‖x‖2 ‖y‖2 sinh2η(x, y).

Добили смо да jе ‖x⊗ y‖2 > 0. Дакле, x⊗ y jе просторни вектор.

Тврђење 2.9. Нека су x, y ∈ R1,2 просторни вектори. Тада jе:

1. |x ◦ y| < ‖x‖ ‖y‖ ако и само ако jе x⊗ y временски вектор.

2. |x ◦ y| = ‖x‖ ‖y‖ ако и само ако jе x⊗ y светлосни вектор.

3. |x ◦ y| > ‖x‖ ‖y‖ ако и само ако jе x⊗ y просторни вектор.

Доказ. Из Тврђења 2.7(4) добиjамо: ‖x⊗ y‖2 = (x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2 .
x⊗y jе временски вектор акко важи ‖x⊗ y‖2 < 0, тj. (x◦y)2−‖x‖2 ‖y‖2 < 0.

Слично када jе x⊗ y светлосни и просторни вектор.

Хиперболички n-димензионални простор

Сфера Sn jе скуп свих тачака из Rn+1 чиjа jе норма jеднака 1, где jе норма
дефинисана помоћу стандардног скаларног производа. Слично, можемо да де-
финишемо Fn као скуп свих тачака из R1,n чиjа jе Лоренцова норма jеднака
−1.[3] Приметимо да jе Fn двограни хиперболоид задат jедначином

x21 − x22 − · · · − x2n = 1.

Хиперболоидни модел Hn хиперболичког n-димензионалног простора jе по-
зитиван део хиперболоида Fn, тj. горња грана хиперболоида. Видети слику 2.2.

Нека су x и y тачке на Hn, односно позитивни временски вектори из R1,n, и
нека jе η(x, y) Лоренцов временски угао између x и y. Хиперболичко растоjање
између x и y дефинишемо као реалан броj

dh = η(x, y).

Како важи x ◦ y = ‖x‖ ‖y‖ cosh η(x, y), добиjамо да jе

cosh dh(x, y) = −x ◦ y.
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x2
x3

x1

Слика 2.2: Хиперболоид F2 унутар светлосног конуса C2

Функциjа хиперболичког растоjања dh jе метрика на Hn.[1]

Тврђење 2.10. За сваку позитивну Лоренцову трансформациjу из R1,n мо-
жемо извршити рестрикциjу на изометриjу из Hn и сваку изометриjу из Hn

можемо проширити до jединствене позитивне Лоренцове трансофмациjе из
R1,n.

Из претходног тврђења закључуjемо да jе група изометриjа хиперболоидног
модела I(Hn) изоморфна позитивноj Лоренцовоj групи PO(1, n).

Хиперболичка права

Хиперболичку праву у хиперболоидном моделу Hn дефинишемо као пресек
хиперболоида Hn и дводимензионалног временског потпростора од R1,n.

Нека су x и y различите тачке на Hn. Тада x и y разапињу дводимензио-
нални временски потпростор V (x, y) од R1,n. У пресеку V (x, y) и Hn се налази
хиперболичка права L(x, y). L(x, y) jе jединствена хиперболичка права коjа
садржи x и y. Приметимо jош да jе L(x, y) jедна грана хиперболе.
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Хиперравни

Хиперраван у хиперболоидном моделу Hn дефинишемо као пресек хипербо-
лоида Hn и n-димензионалног временског потпростора од R1,n.

Нека jе x просторни вектор из R1,n. Лоренцов комплемент векторског пот-
простора 〈x〉 коjи jе разапет вектором x jе n-димензионални временски потпро-
стор од R1,n. Добиjамо да jе P = 〈x〉L ∩Hn хиперраван на Hn. За P кажемо да
jе хиперраван2 коjа jе Лоренц-ортогонална на x.[1]

Тврђење 2.11. Нека су x, y ∈ R1,n линеарно независни просторни вектори и
нека су P и Q хиперравни коjе су редом Лоренц-ортогоналне на x и y. Тада су
следећа тврђења еквивалентна:

1. Вектори x и y задовољаваjу неjеднакост |x ◦ y| < ‖x‖ ‖y‖.

2. Вектори x и y разапињу просторни потпростор V (x, y).

3. Хиперравни P и Q се секу.

Доказ.
(1.⇒ 2.) Нека су a, b > 0. Тада jе:

‖ax+ by‖2 = ‖ax‖2 + 2ab(x ◦ y) + ‖by‖2

> ‖ax‖2 − 2|ab| ‖x‖ ‖y‖+ ‖by‖2

= (‖ax‖ − ‖by‖)2

≥ 0.

Дакле, добили смо да jе V (x, y) просторни потпростор.
(2. ⇒ 1.) За просторне векторе важи ‖x‖2 > 0. V (x, y) jе просторни пот-

простор, тj. сви не-нула вектори су просторни. Закључуjемо да jе Лоренцов
скаларни производ позитивно дефинитан на V (x, y) па важи Коши-Шварцова
неjеднакост.

(2.⇔ 3.) Зато што важи V L = 〈x〉L ∩ 〈y〉L.

Нека су x и y просторни вектори из R1,n такви да разапињу просторни пот-
простор. Из Тврђења 2.11 имамо да jе |x◦y| ≤ ‖x‖ ‖y‖, где ће jеднакост важити
ако су x и y линеарно зависни. Дакле, постоjи jединствен реалан броj η(x, y)

између 0 и π такав да jе

x ◦ y = ‖x‖ ‖y‖ cos η(x, y). (2.2)
2Подразумева се да jе реч о хиперравани на Hn.
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Лоренцов просторни угао између просторних вектора x и y дефинишемо са
η(x, y).

Нека су λ, µ : R→ Hn геодезиjске линиjе такве да jе λ(0) = µ(0). Тада λ′(0)

и µ′(0) разапињу просторни потпростор од R1,n. Хиперболички угао између λ и
µ дефинишемо као Лоренцов просторни угао између λ′(0) и µ′(0).

Нека jе P хиперраван на Hn и нека jе λ : R→ Hn геодезиjска линиjа таква
да jе λ(0) у P . Тада за хиперболичку праву L = λ(R) кажемо да jе Лоренц-
ортогонална на хиперраван P ако и само ако jе P Лоренц-ортогонална на λ′(0).

Тврђење 2.12. Нека су x, y ∈ R1,n линеарно независни просторни вектори и
нека су P и Q хиперравни коjе су редом Лоренц-ортогоналне на x и y. Тада су
следећа тврђења еквивалентна:

1. Вектори x и y задовољаваjу неjеднакост |x ◦ y| > ‖x‖ ‖y‖.

2. Вектори x и y разапињу временски потпростор V (x, y).

3. Хиперравни P и Q су дисjунктне и постоjи хиперболичка права коjа jе
Лоренц-ортогонална на обе хиперравни.

Доказ.
(1.⇔ 2.) Нека су a, b > 0. Тада jе:

‖ax+ by‖2 = ‖ax‖2 + 2ab(x ◦ y) + ‖by‖2

= a2 ‖x‖2 + 2ab(x ◦ y) + b2 ‖y‖2

=
(a
b

)2
+2

a

b
(x ◦ y) + ‖y‖2

Видимо да jе претходна jедначина квадратна по t = a
b
и добиjамо да она има

негативна решења акко jе њена дискриминанта позитивна, тj.

4(x ◦ y)2 − 4 ‖x‖ ‖y‖ ≥ 0.

(2. ⇒ 3.) V jе временски потпростор па jе V L просторни потпростор. Из
V L = 〈x〉L ∩ 〈y〉L добиjамо да су P и Q дисjунктне хиперравни. Приметимо да
jе V ∩Hn хиперболичка права, означимо jе са N .

Приметимо jош да jе V ∩ 〈x〉L jеднодимензионалан потпростор од R1,n и да
важи:

(tx+ y) ◦ x = 0.
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Одавде можемо да израчунамо t:

t = −x ◦ y
‖x‖2

.

Па добиjамо да jе:

‖tx+ y‖2 = t2 ‖x‖2 + 2t(x ◦ y) + ‖y‖2

= −(x ◦ y)2

‖x‖2
+ ‖y‖2

< 0.

Можемо да закључимо да jе V ∩ 〈x〉L временски потпростор. Добиjамо jош да
N сече P у тачки:

u =

−
x ◦ y
‖x‖

x+ ‖x‖ y

±
√

(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2
.

Знак бирамо тако да u буде позитиван временски вектор.
Слично добиjамо да N сече Q у тачки:

v =

‖y‖x−
x ◦ y
‖y‖

y

±
√

(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2
.

Нека jе λ : R→ Hn геодезиjска линиjа таква да jе λ(0) = u и λ(R) = N . Како
су λ′(0) и x Лоренц-ортогонални на V у тачки u, добиjамо да jе λ′(0) умножак
вектора x скаларом. Дакле, хиперболичка права N jе Лоренц-ортогонална на
хиперраван P . Слично добиjамо да jе N Лоренц-ортогонална на хиперраван Q.

(3. ⇒ 2.) Нека jе N хиперболичка права коjа jе Лоренц-ортогонална на
хиперравни P и Q. Тада постоjи дводимензионални временски потпростор W
од R1,n такав да jе N = W ∩Hn.

Пошто jе хиперболичка права N Лоренц-ортогонална на P , закључуjемо да
jе x ∈ W . Слично закључуjемо да jе и y ∈ W . Одавде добиjамо да jе W = V и
да jе V такође временски векторски потпростор.

Из Тврђења 2.12 видимо да постоjи jединствена хиперболичка права N коjа
jе Лоренц-ортогонална на дисjунктне хиперравни P и Q. Штавише, ако су x и
y просторни вектори из R1,n редом Лоренц-ортогонални на хиперравни P и Q,
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тада су x и y тангетни вектори на N .

Нека су x и y просторни вектори из R1,n такви да разапињу временски пот-
простор. Из Тврђења 2.12 имамо да важи |x ◦ y| > ‖x‖ ‖y‖ па добиjамо да
постоjи jединствен позитиван реалан броj η(x, y) такав да jе

|x ◦ y| = ‖x‖ ‖y‖ cosh η(x, y). (2.3)

Лоренцов временски угао између просторних вектора x и y дефинишемо као
η(x, y).

Тврђење 2.13. Нека су x и y просторни вектори из R1,n такви да разапињу
временски потпростор и нека су P и Q хиперравни на Hn такве да су редом
Лоренц-ортогоналне на x и y. Тада хиперболичко растоjање η(x, y) између P
и Q меримо дуж хиперболичке праве N коjа jе Лоренц-ортогонална на P и
Q. Jош, x ◦ y < 0 ако и само ако су x и y супротно ориjентисани тангетни
вектори на N .

Доказ. У Тврђењу 2.12 смо показали да хиперболичка права N коjа jе заjед-
ничка нормала за хиперравни P и Q сече P у тачки u, а Q у тачки v.

u =

−
x ◦ y
‖x‖

x+ ‖x‖ y

±
√

(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2
; v =

‖y‖x−
x ◦ y
‖y‖

y

±
√

(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2
.

Израчунаjмо растоjање између u и v:

cosh dh(u, v) = −u ◦ v

= −
−(x ◦ y) ‖x‖ ‖y‖+

(x ◦ y)3

‖x‖ ‖y‖
±((x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2)

= − −(x ◦ y) ‖x‖2 ‖y‖2 + (x ◦ y)3

±((x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2) ‖x‖ ‖y‖

= − (x ◦ y)((x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2)
±((x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2) ‖x‖ ‖y‖

= − x ◦ y
±‖x‖ ‖y‖

=
|x ◦ y|
‖x‖ ‖y‖

= cosh η(x, y).
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Вектори u и v ће бити истог знака ако и само ако важи x◦y < 0. Приметимо
jош да се вектори u и v налазе у дводимензионалном временском потпростору
V коjи jе разапет векторима x и y. Штавише, u и v се налазе измећу x и y или
−x и −y jедино ако jе коефициjент −x ◦ y за u и v позитиван. Одавде добиjамо
да су x и y тангетни вектори на N ако и само ако jе x ◦ y < 0.

Нека су x и y просторни вектори из R1,n и нека су P и Q хиперравни на Hn

коjе су редом Лоренц-ортогоналне на x и y. За P и Q кажемо да се срећу у
бесконачности ако и само ако jе 〈x〉L ∩ 〈y〉L светлосни потпростор.

Тврђење 2.14. Нека су x, y ∈ R1,n линеарно независни просторни вектори и
нека су P и Q хиперравни коjе су редом Лоренц-ортогоналне на x и y. Тада су
следећа тврђења еквивалентна:

1. Вектори x и y задовољаваjу jеднакост |x ◦ y| = ‖x‖ ‖y‖.

2. Вектори x и y разапињу светлосни потпростор V (x, y).

3. Хиперравни P и Q се срећу у бесконачности.

Доказ.
(1.⇔ 2.) Ову еквиваленциjу добиjамо зато што важе тврђења 2.11 и 2.12.
(2.⇔ 3.) Зато што важи V L = 〈x〉L ∩ 〈y〉L.

Тврђење 2.15. Нека су x, y ∈ R1,n линеарно независни просторни вектори
такви да разапињу светлосни потпростор V . Тада jе x◦y < 0 ако и само ако су
x и y на супротним странама jеднидимензионалног светлосног потпростора
од V .

Доказ. Jедначина ‖tx+ y‖ = 0 jе еквивалентна jедначини:

t2 ‖x‖2 + 2(x ◦ y)t+ ‖y‖2 = 0.

Из Тврђења 2.14 добиjамо да претходна jедначина има jединствено решење:

t = −x ◦ y
‖x‖2

.

Приметимо да се светлосни вектор

u = −x ◦ y
‖x‖2

x+ y
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у потпростору V налази између вектора x и y ако и само ако jе x◦y < 0. Одавде
закључуjемо да ће вектори x и y бити са супротних страна jеднодимензионалног
светлосног потпростора од V ако и само ако важи x ◦ y < 0.

Нека jе x просторни вектор и y позитиван временски вектор из R1,n. Тада
постоjи ненегативан реалан броj η(x, y) такав да jе

|x ◦ y| = ‖x‖ |‖y‖| sinh η(x, y). (2.4)

Лоренцов временски угао између просторног вектора x и временског вектора y
дефинишемо као η(x, y).

Тврђење 2.16. Нека jе x ∈ R1,n просторни и y ∈ R1,n позитиван временски
вектор. Нека jе jош хиперраван P Лоренц-ортогонална на x. Тада хипербо-
личко растоjање η(x, y) од y

|‖y‖| до хиперравни P меримо дуж хиперболичке
праве N коjа jе Лоренц-ортогонална на P и садржи y

|‖y‖| . Jош, важи да jе
x ◦ y < 0 ако и само ако су x и y на супротним странама хиперравни на R1,n

коjу разапиње P.

Доказ. У Тврђењу 2.12 смо показали да хиперболичка права N сече хиперраван
P у тачки u:

u =

−
x ◦ y
‖x‖

x+ ‖x‖ y

±
√

(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2
.

Нека jе v =
y

|‖y‖|
. Тада jе:

cosh dh(u, v) = −u ◦ v

=

√
(x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2

‖x‖ |‖y‖|
= cosh η(x, y).

Из претходног рачуна можемо закључити да jе вектор u позитиван. При-
метимо jош да се u налази у дводимензионалном временском потпростору V

коjи jе разапет векторима x и y. Штавише, вектор u ће се наћи између вектора
x и y ако и само ако jе коефициjент −x ◦ y за u позитиван. Дакле, x и y се
налазе са супротних страна хиперравни од R1,n разапете са P ако и само ако jе
x ◦ y < 0.
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Изометриjа хиперболоидног и Клаjновог модела

Клаjнов модел можемо уочити у R1,2. Видети слику 2.33. То jе jединични
диск хиперравни x1 = 1, тj.

K =
{
Xk = (x1, x2, x3)| x22 + x23 < 1, x1 = 1

}
.

Слика 2.3: Изометриjа хиперболоидног и Клаjновог модела

Изометриjа хиперболоидног и Клаjновог модела jе централна проjекциjа из
координатног почетка хиперболоида H1,2 на jединични круг K

(x1, x2, x3)→
(

1,
x2
x1
,
x3
x1

)
. [4]

Нека су Xh, Yh тачке на хиперболоиду H1,2 и нека су Xk, Yk слике тих тачака
на K. Треба да проверимо да ли ово пресликавање чува растоjања, тj. да ли
важи:

dh(Xh, Yh) = dk(Xk, Yk).

Растоjање између тачака A и B у Клаjновом моделу рачунамо као:

dk(A,B) =
1

2

∣∣ln[ABPQ]∣∣ ,
где су тачке P и Q пресек праве AB са апсолутом. [2]

3Слика jе преузета из [5].
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Покажемо да jеднакост важи за тачке Xh, Yh у равни Ox1,x2 . Њихове слике,
тачке Xk и Yk, такође ће бити у равни Ox1,x2 . Довољно jе да покажемо да jед-
накост важи у овом случаjу jер произвољан пар тачака можемо да пресликамо
у пар тачака равни Ox1,x2 користећи изометриjе ових модела.

Нека су:
Xh = (cosh tx, sinh tx, 0),

Yh = (cosh ty, sinh ty, 0).

Тада су:

Xk =
(

1,
x2
x1
, 0
)

=
(

1,
sinh tx
cosh tx

, 0
)
,

Yk =
(

1,
y2
y1
, 0
)

=
(

1,
sinh ty
cosh ty

, 0
)
.

И нака су тачке P и Q пресеци праве XkYk и апсолуте такве да важи распо-
ред Q−Xk − Yk − P , tj. P = (1, 1, 0) и Q = (1,−1, 0).

Добиjамо да jе: [
XkYkPQ

]
=
XkP

PYk
:
XkQ

QYk

=
tanh tx − 1

tanh tx + 1
:
tanh ty − 1

tanh ty + 1

= e−2tx : e−2ty

= e2(ty−tx).

Логаритмовањем обе стране претходне jедначине имамо да jе:

ln
[
XkYkPQ

]
= 2(ty − tx)

1

2

∣∣ln[XkYkPQ
]∣∣ = |(ty − tx)|

dk(Xk, Yk) = dh(Xh, Yh).

Показали смо да пресликавање чува растоjања , тj. да jе изометриjа између
ова два модела.
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Глава 3

Правоугли шестоуглови

Хиперболички троуглови

Нека су x, y, z три неколинеарне тачке на H2. Нека jе H(x, y, z) затворена
полураван на H2 коjа jе одређена jединственом хиперболичком правом L(x, y),
коjа садржи тачке x и y, и тачком z коjа jе у њеноj унутрашњости. На сличан
начин добиjамо полуравни H(y, z, x) и H(z, x, y).
Хиперболички троугао одређен трима тачкама x, y, z дефинишемо као:

T (x, y, z) = H(x, y, z) ∩H(y, z, x) ∩H(z, x, y).

Тврђење 3.1. Нека су α, β, γ углови хиперболичког троугла T (x, y, z). Тада jе:

1. η(z ⊗ x, x⊗ y) = π − α

2. η(x⊗ y, y ⊗ z) = π − β

3. η(y ⊗ z, z ⊗ x) = π − γ

Хиперболички четвороуглови

Теорема 3.1. Heka je Q хиперболички конвексан четвороугао са три права
угла и четвртим углом γ и нека су a и b дужине ивица коjе се налазе наспрам
угла γ. Тада jе:

cos γ = sinh a sinh b.

Доказ. Нека су x и y просторни вектори коjи су редом Лоренц-ортогонални на
ивице a и b четвороугла Q. Нека jе код темена z четвороугла Q угао γ, а теме
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Слика 3.1: Хиперболички четвороугао са три права угла [11]

z′ jе наспрам угла γ. Означимо са u и v преостала два темена четвороугла Q
тако да се u налази између x и z, а v између y и z. Видети слику 3.1.

Из Тврђења 3.1 имамо да jе:

η(v ⊗ z, z ⊗ u) = π − γ.

Односно
η(y ⊗ z, z ⊗ x) = π − γ.

Нека jе jош:
x′ =

y ⊗ z
‖y ⊗ z‖

, y′ =
z ⊗ x
‖z ⊗ x‖

.

Одавде добиjамо да jе:

x =
y′ ⊗ z′

‖y′ ⊗ z′‖
, y =

z′ ⊗ x′

‖z′ ⊗ x′‖
.

Из Тврђења 2.7 (4) имамо да jе:

(y′ ⊗ z′) ◦ (z′ ⊗ x′) =

∣∣∣∣∣y′ ◦ x′ y′ ◦ z′

z′ ◦ x′ z′ ◦ z′

∣∣∣∣∣ .
Пошто jе између просторних вектора x и y прав угао, имамо да jе 0 са леве

стране претходне jедначине.
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Применом Тврђења 2.16 на претходну jеднакост добиjамо да jе:

0 = −cos(π − γ)− sinh a sinh b.

Што jе и требало показати.

Хиперболички петоуглови

Теорема 3.2. Нека jе P хиперболички конвексан петоугао са четири права
угла и петим углом γ. Нека jе jош c′ дужина ивице петоугла коjа се налази
наспрам угла γ и нека су a и b дужине ивица коjе су суседне ивици дужине c′.
Тада jе:

cosh c′ =
cosh a cosh b+ cos γ

sinh a sinh b
.

Штавише, ова jедначина важи чак и када jе теме петоугла P са углом γ у
бесконачности.

Доказ. Нека jе код темена z петоугла P угао γ.
Претпоставимо jе теме z коначно.
Нека су x, y, z′ jединични просторни вектори коjи су редом Лоренц-ортогонални

на ивице a, b, c′ петоугла P . Означимо са u и v темена петоугла P тако да се u
налази између x и z, а v између y и z. Видети слику 3.2.

Из Тврђења 3.1 имамо да jе:

η(v ⊗ z, z ⊗ u) = π − γ.

Односно
η(y ⊗ z, z ⊗ x) = π − γ.

Нека jе jош:
x′ =

y ⊗ z
‖y ⊗ z‖

, y′ =
z ⊗ x
‖z ⊗ x‖

.

Одавде добиjамо да jе:

x =
y′ ⊗ z′

‖y′ ⊗ z′‖
, y =

z′ ⊗ x′

‖z′ ⊗ x′‖
.

Из Тврђења 2.7 (4) имамо да jе:

(y′ ⊗ z′) ◦ (z′ ⊗ x′) =

∣∣∣∣∣y′ ◦ x′ y′ ◦ z′

z′ ◦ x′ z′ ◦ z′

∣∣∣∣∣ .
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Слика 3.2: Хиперболички петоугао са четири права угла [12]

И добиjамо да jе

−sinh a sinh b cosh c′ = −cos γ − cosh a cosh b.

Нека се z налази у бесконачности, тj. z jе светлосни вектор и нека за x′ и y′

важи дефинициjа коjу смо већ увели.
Приметимо да x′ и y′ разапињу потпростор V коjи садржи вектор z. Приме-

тимо jош да z разапиње jеднодимензионални светлосни потрпостор од V и да
се вектори x′ и y′ налазе са супротних страна тог потрпостора.

Из Тврђења 2.14 и 2.15 добиjамо да jе x′ ◦ y′ = −1 па важи:

−sinh a sinh b cosh c′ = −1− cosh a cosh b.

Правоугли хиперболички шестоуглови

Нека jе H правоугли шестоугао у Клаjновом моделу. Претпоставимо да
се центар jединичног диска налази унутар H и да ниjедна ивица правоуглог
шестоугла не налази на пречнику диска. Ако шестоугао не испуњава наведене
услове, можемо да га пресликамо тако да они важе.[2]
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Праве на коjима се налазе три наизменичне ивице правоуглог шестоугла се
секу ван jединичног диска у тачкама x, y и z. И праве на коjима се налазе
остале три ивице правоуглог шестоугла се секу у тачкама x′, y′ и z′, такође ван
jединичног диска. Видети слику 3.3.

Слика 3.3: Правоугли хиперболички шестоугао [13]

У Клаjновом моделу, права q ће бити нормална на праву p ако и само ако
еуклидска права на коjоj се налази q садржи пол праве p у односу на апсолуту.[2]
Одавде добиjамо:
Да би права z′y′ била нормална на праву xy, она мора да садржи пол h-праве
коjу образуjе права xy. Пошто права z′x′ такође мора да буде нормална на
праву xy, закључуjемо да jе z′ заправо пол h-праве коjу образуjе права xy.[2]
Слично добиjамо за x′ и y′.

Дакле, тачке x′, y′, z′ су одређене тачкама x, y, z.

У Хиперболоидном моделуH2 x, y, z можемо представити као jединичне про-
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сторне векторе, док x′, y′, z′ представљамо као:

x′ =
y ⊗ z
‖y‖ ‖z‖

, y′ =
x⊗ z
‖x‖ ‖z‖

, z′ =
x⊗ y
‖x‖ ‖y‖

.

Тврђење 3.2. Нека су x, y ∈ R1,2 просторни вектори. Ако jе x⊗ y просторни
вектор, тада jе:

‖x⊗ y‖ = ‖x‖ ‖y‖ sinh η(x, y).

Доказ. У Тврђењу 2.9 смо показали да jе x⊗y просторни вектор ако и само ако
jе |x◦y| > ‖x‖ ‖y‖. Из Тврђења 2.12 (1.⇔ 2.) имамо да вектори x и y разапињу
временски потпростор па норму рачунамо на следећи начин:

|x ◦ y| = ‖x‖ ‖y‖ cosh η(x, y).

Из Тврђења 2.7(4) и идентитета cosh2x− sinh2x = 1 добиjамо:

‖x⊗ y‖2 = (x ◦ y)2 − ‖x‖2 ‖y‖2

= ‖x‖2 ‖y‖2 cosh2η(x, y)− ‖x‖2 ‖y‖2

= ‖x‖2 ‖y‖2 (cosh2η(x, y)− 1)

= ‖x‖2 ‖y‖2 sinh2η(x, y).

Теорема 3.3 (Синусна теорема за правоугле шестоуглове). Нека су a, b, c
дужине наизменичних ивица правоуглог шестоугла и нека су a′, b′, c′ преостале
три ивице. Тада jе:

sinh a

sinh a′
=
sinh b

sinh b′
=
sinh c

sinhc′
.

Доказ. Из Тврђења 2.7 (3) и чињенице да jе z ⊗ x Лоренц-ортогоналан на z и
x имамо да jе:

(z ⊗ x)⊗ (x⊗ y) = −((z ⊗ x) ◦ y)x.

Слично добиjамо да важи:

(x⊗ y)⊗ (y ⊗ z) = −((x⊗ y) ◦ z)y

(y ⊗ z)⊗ (z ⊗ x) = −((y ⊗ z) ◦ x)z.

Сада, применимо норму на претходне jедначине. Израчунаћемо за прву.
Приметимо да су вектори просторни и да можемо користити Тврђење 3.2 како
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бисмо израчунали њихову норму. На десну страну jедначине примењуjемо Твр-
ђење 2.7 (2) и добиjамо:

‖z‖ ‖x‖ sinh η(z, x) ‖x‖ ‖y‖ sinh η(x, y) sinh η(z ⊗ x, x⊗ y) = |y ◦ (z ⊗ x)| ‖x‖ .

‖x‖ ‖y‖ ‖z‖ sinh η(z, x) sinh η(x, y) sinh η(z ⊗ x, x⊗ y) = |(x⊗ y) ◦ z|.

На исти начин добиjамо и преостале две.

‖x‖ ‖y‖ ‖z‖ sinh η(x, y) sinh η(y, z) sinh η(x⊗ y, y ⊗ z) = |(x⊗ y) ◦ z|.

‖x‖ ‖y‖ ‖z‖ sinh η(y, z) sinh η(z, x) sinh η(y ⊗ z, z ⊗ x) = |(x⊗ y) ◦ z|.

Пошто из Тврђења 2.13 имамо да важи,

a′ = η(y, z) b′ = η(x, z) c′ = η(x, y)

a = η(y′, z′) b = η(x′, z′) c = η(x′, y′)

добиjамо да jе:

sinh b′ sinh c′ sinh a =
|(x⊗ y) ◦ z|
‖x‖ ‖y‖ ‖z‖

,

sinh c′ sinh a′ sinh b =
|(x⊗ y) ◦ z|
‖x‖ ‖y‖ ‖z‖

,

sinh a′ sinh b′ sinh c =
|(x⊗ y) ◦ z|
‖x‖ ‖y‖ ‖z‖

.

Што jе и требало показати.

Теорема 3.4 (Косинусна теорема за правоугле шестоуглове). Нека су
a, b, c дужине наизменичних ивица правоуглог шестоугла и нека су a′, b′, c′ пре-
остале три ивице. Тада jе:

cosh c′ =
cosh a cosh b+ cosh c

sinh a sinh b
.

Доказ. Из Тврђења 2.7 (4) имамо да jе:

(y ⊗ z) ◦ (z ⊗ x) =

∣∣∣∣∣y ◦ x y ◦ z
z ◦ x z ◦ z

∣∣∣∣∣ .
Пошто из Тврђења 2.13 имамо да важи,

a′ = η(y, z) b′ = η(x, z) c′ = η(x, y)
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a = η(y′, z′) b = η(x′, z′) c = η(x′, y′)

па добиjамо да jе:

−sinh a′ sinh b′ cosh c = −cosh c′ − cosh a′ cosh b′.

Што jе и требало показати.

Из косинусне теореме за правоугле шестоуглове закључуjемо да дужине
триjу наизменичних ивица одређуjу дужине триjу преосталих.

Теорема 3.5. Нека су a, b, c позитивни реални броjеви. Тада постоjи jедин-
ствен до на изометриjу правоугли хиперболички конвексан шестоугао чиjе су
дужине наизменичних ивица редом a, b, c.

Доказ. Нека jе c′ позитиван реалан броj за коjи важи:

cosh c′ =
cosh a cosh b+ cosh c

sinh a sinh b
.

И нека jе Sc′ дуж на H2 чиjа jе дужина c′.
Конструишемо хиперболичке праве La и Lb тако да су Лоренц-ортогоналне

на дуж Sc′ у њеним краjевима. На хиперболичким правама La и Lb измеримо
редом дужине a и b са исте стране дужи Sc′ . На таj начин смо добили дужи Sa

и Sb.
Нека су Lb′ и La′ хиперболичке праве коjе су редом Лоренц-ортогоналне на

хиперболичке праве La и Lb у краjевима дужи Sa и Sb мерећи од Sc′ .

Треба да проверимо да ли хиперболичка права Lb′ сече дуж Sb. Када би
дошло до тог пресека, добили бисмо четвороугао са три права угла и четврти
угао γ би био наспрам ивица a и c′.

Из Теореме 3.1 добиjамо да треба да проверимо да ли важи:

sinh a sinh c′ = cos γ.

Користећи дефинициjу за c′ и идентитет cosh2 x − sinh2 x = 1 добиjамо да
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jе:

sinh2 a sinh2 c′ = sinh2 a (cosh2 c′ − 1)

= sinh2 a
(cosh a cosh b+ cosh c)2 − sinh2 a sinh2 b

sinh2 a sinh2 b

=
(cosh a cosh b+ cosh c)2 − (cosh2 a− 1)(cosh2 b− 1)

sinh2 b

=
cosh2 c+ 2 cosh a cosh b cosh c+ cosh2 a+ cosh2 b− 1

sinh2 b

=
cosh2 c+ 2 cosh a cosh b cosh c+ cosh2 a

sinh2 b
+ 1

> 1

што jе контрадикциjа.
На сличан начин добиjамо да хиперболичка права La′ не сече дуж Sa.

Сада треба да проверимо да ли се секу хиперболичке праве La′ и Lb′ . Ако
би се те две хиперболичке праве пресекле, чак и у бесконачности, добили бисмо
петоугао са четири права угла и четвртим углом γ. Угао γ би се налазио
наспрам ивице c′, а ивице a и b су суседне ивици c′.

Из Теореме 3.2 добиjамо да треба да проверимо да ли важи:

cosh c′ =
cosh a cosh b+ cos γ

sinh a sinh b
.

Видимо да jе то контрадикциjа са нашом дефинициjом c′ jер jе cosh c′ > cosh γ.

Из Тврђења 2.11, 2.12 и 2.14 добиjамо да хиперболичке праве La′ и Lb′ имаjу
заjедничку нормалу Lc. На хиперболичкоj правоj Lc уочимо дуж Sc од пресека
Sc са La′ до пресека Sc са Lb′ . Знамо да израчунамо дужину дужи Sc, из Твр-
ђења 2.13, и ту дужину означимо са d.
Добили смо правоугли шестоугао са наизменичним ивицама Sa, Sb и Sc. Из
Косинусне теореме за правоугле шестоуглове добиjамо да jе:

cosh c′ =
cosh a cosh b+ cosh d

sinh a sinh b
.

Одавде закључуjемо да jе d = c. Дакле, добили смо правоугли шестоугао
чиjе су дужине наизменичних ивица редом a, b, c.
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Глава 4

Конструкциjа правоуглог
шестоугла

У Теореми 3.5 смо показали да у хиперболичкоj равни постоjи jединствен,
до на изометриjу, правоугли конвексан шестоугао чиjе су дужине наизменич-
них ивица a, b, c унапред задате. У овом поглављу ћемо описати конструкциjу
таквог шестоугла у Клаjновом моделу.

Нека су a, b, c произвољни позитивни реални броjеви.

1. Конструкциjа дужи Sc′

За почетак израчунаjмо c′ користећи Косинусну теорему за правоугле ше-
стоуглове.

Сада изаберимо произвољну праву у Клаjновом моделу на коjоj ће се наћи
дуж Sc′ дужине c′ и тачку A коjа ће бити jедан краj дужи Sc′ . Пресеци те праве
са апсолутом су тачке X1 и Y1 такве да важи распоред Y1 − A−B −X1.

Да бисмо добили дуж Sc′ , потребно jе jош да конструишемо тачку B коjа
jе на изабраноj правоj од тачке A на удаљености c′. Користећи jедначину за
растоjање у Клаjновом моделу можемо да пронађемо положаj тачке B. Видети
слику 4.1.

2. Конструкциjа нормала на дуж Sc′

Конструишемо праве La и Lb коjе су нормалне на Sc′ у тачкама A и B. Да
би праве La и Lb биле нормалне на Sc′ , оне мораjу да садрже пол праве Sc′ .
Видети слику 4.2.
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3. Конструкциjа дужи Sa и Sb

На праве La и Lb конструишемо дужи Sa и Sb коjе су дужина редом a и b
на исти начин на коjи смо конструисали и дуж Sc′ . На таj начин смо добили
тачку G на правоj La за коjу важи dk(A,G) = a, односно тачку H на правоj Lb

за коjу важи dk(B,H) = b. Видети слику 4.3.

4. Конструкциjа нормала на дужи Sa и Sb

Сада конструишемо нормале Lb′ и La′ коjе су редом нормалне на Sa и Sb у
тачкама G и H. Видети слику 4.4.

5. Конструкциjа заjедничке нормале правих La′ и Lb′

У доказу Теореме 3.5 смо видели да су La′ и Lb′ хиперпаралелне праве, тj.
да имаjу заjедничку нормалу Lc. Потребно jе и њу да конструишемо.

Да би права Lc била заjедничка нормала за хиперпаралелне праве La′ и
Lb′ , она мора да садржи полове правих La′ и Lb′ у односу на апсолуту. С друге
стране La′ и Lb′ су нормалне на Lc па оне мораjу да садрже пол праве Lc. Дакле,
пресек две хиперпаралелне праве представља пол њихове заjедничке нормале.

Примећуjемо да се La′ и Lb′ секу, по конструкциjи. Видети слику 4.5. Озна-
чимо таj пресек са z. Тачка z би требала да буде пол праве Lc. Конструишемо
полове правих La′ и Lb′ и означимо их редом са x′ и y′. Оба пола се налазе на
правоj Lc, па закључуjемо да Lc jесте заjедничка нормала за La′ и Lb′

Означимо пресек нормале Lc и праве La′ са S, односно са R пресек са Lb′ .

6. Провера да ли смо добили дужину c

Конструисан шестоугао ABHSRG jе правоугли, по конструкциjи. Остаjе
jош да проверимо да ли jе дуж RS дужине c. Нека jе тачка P на растоjању c
од тачке R на правоj Lc. Примећуjемо да су се тачке P и S поклопиле. Видети
слику 4.6.
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Слика 4.1: Конструкциjа дужи Sc′

Слика 4.2: Конструкциjа нормала на дуж Sc′
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Слика 4.3: Конструкциjа дужи Sa и Sb

Слика 4.4: Конструкциjа нормала на дужи Sa и Sb
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Слика 4.5: Конструкциjа заjедничке нормале правих La′ и Lb′

Слика 4.6: Позициjа тачке P
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Глава 5

Примена и значаj

Правоугли шестоуглови служе за конструкциjу хиперболичких панталона
коjе су основни градивни блокови Таjхмилеровог простора дводимензионалних
површи.

Наиме, површи можемо класификовати различитим геометриjским крите-
риjумима. Jедан важан критериjум jе конформна класификациjа површи. Ка-
жемо да су две површи конформно еквивалентне ако постоjи пресликавање
jедне површи на другу коjе у свакоj тачки чува углове.

Таjхмилеров простор Tg jе простор у коме су тачке класе конформно екви-
валентних Риманових површи дате топологиjе, тj. рода g. Те класе су описане
тзв. Фенчел-Нилсеновим координатама коjе ће бити обjашњене у наставку.

Свака Риманова површ (површ са комплексним координатама) jе ориjен-
табилна и тополошки еквивалентна сфери са g ручки, g ∈ N0 (g jе род по-
врши). Са друге стране, теорема униформизациjе тврди да jе на Римановоj по-
врши метрика конформно еквивалентна метрици константне Гаусове кривине
K ∈ {−1, 0, 1}.

Тада из Гаус-Бонеове теореме видимо да jе:

• K ≡ 1 ако jе површ тополошки сфера, тj. сфера са g = 0 ручки,

• K ≡ 0 ако jе површ тополошки торус, тj. сфера са g = 1 ручки,

• K ≡ −1 ако jе броj ручки g > 1.
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Таjхмилеров простор у случаjу g > 1 jе наjзанимљивиjи. Панталоне су
тополошки простор хомеоморфан сфери са 3 рупе (исечена 3 диска). Видети
слику 5.11 лево. Свака површ рода g > 1 може се направити од 2g−2 панталона.
Видети слику 5.1 десно.

Слика 5.1: Лево - хиперболичке панталоне;
Десно - декомпозициjа хиперболичких панталона

При томе се површ расеца по 3g− 3 петљи γi. Као представника тачке Таjх-
милеровог простора Tg узмамо метрику кривине K ≡ −1, па сваке панталоне
сматрамо делом хиперболичке равни коjа има K ≡ −1. Петље γi по коjима
сечемо површ су геодезиjске хиперболичке равни, тj. хиперболичке дужи коjе
за дату површ и метрику имаjу тачно одређену дужину.

Дакле jедне панталоне као границу имаjу три хиперболичке дужи γi, γj, γk
дужина редом a, b, c. Те панталоне можемо додатно расећи са три хиперболичке
дужи τi, τj, τk дужина редом a′, b′, c′.

Заправо, са слике 5.2 jе jасно да од правоуглог шестоугла чиjе су ивице a, b, c
можемо направити хиперболичке панталоне произвољне величине.

Прави углови су важни како би се дужи шестоугла „глатко” залепиле у пе-
тље панталона.

Дакле, видимо да jе значаj егзистенциjе правоуглих шестоуглова датих
ивица, коjима смо се бавили у овом раду, у томе што се од њих могу „са-
шити” произвољне панталоне.

1Слика jе преузета из [8].
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Слика 5.2: Правоугли шестоугао у Клаjновом моделу

Када се двоjе панталона „лепе” у површ по заjедничкоj петљи γi, потребно
jе ту ивицу „уврнути” за неки угао θi. То jе због тога што на тим двема панта-
лонама хиперболичке дужи τj неће у истоj тачки сећи γi. Видети слику 5.1.

Показуjе се да дужине li 3g− 3 петљи γi и углови „увртања” (θ1, . . . , θ3g−3) у
потпуности одређуjу површ, тj. начин на коjи jе она добиjена из шестоуглова.

Броjеви ((l1, θ1), . . . , (l3g−3, θ3g−3)) називамо Фенчел-Нилсеновим координа-
тама на Таjхмилеровом простору Tg.

Ова област има велики теориjски и практични значаj у изучавању површи.
Могуће jе на рачунару реализовати алгоритме коjи упоређуjу различите по-
врши користећи управо ову теориjу. За више детаља погледати рад [8].
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