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MHXAUJIO TMETPOBHUR
pohen 24 IV 1868, ympo 8 VI 1943

Ha nau peceroroaummune cmprd Muxauna [lerposuha, npasor
unada Cpncke axkajaemuje Hayka, npodecopa maremaTuke Georpaackor
YunBepsurera, Marematnuku unctutyt CAH ojpxao je csewany
KOMEMOopanujy, k0joj Cy, nopel unaHoBa MaTE€MaTHUKOTr HHCTUTYTa,
NPHCYCTBOBANY aKaJeMHIH, HONMCHUNY, NMPO(dEcopH YHUBEP3UTETA H
BeNMKHX [IKOJA, HACTABHMIM CPEAIbHX IIKOJA, CTYAEHTH W MHOTH
NpHjaTe/bH ¥ MOIITOBAOHH MOKOjHMKOBH.

Komemopanujy je orsopuo, y cseuanoj canu Cpncke axanemuje
Hayka, y 18.156 4., ynpasnuk Maremaruukor uacTuTyTa P. Kamanun
OBHM peuuma:

»Ha nanamwu 1as, npe necer roguHa, npeMuHyo je Muxaumo
[lerposuh, npaBu unan Cpncke akagemuje Hayka, npodecop marema-
Tuke Oeorpaackor YuusepsuTera. Marematuuku uucTHTyT Cpncke
aKajeMuje Hayka Jejeo je ha ra ce CKpOMHO, KaKaB je W OH yBeK
610, ceTH OBOM KOMEMOpALHjOM, HaKO HeMa JaHa a Ja Ce uMe
Muxauna [lerposuha ne nomene y Hucruryty.

Ca Mauxaunom [lerposuheM Hama MaTeMaTHKa H3Jasd mpej
CBETCKY jaBHOCT W y OBOj ce jacHO W curypuo a¢pupmupa. Cepmusima
Beauxy wmxony y Beorpany, Ilerposuh onnasu y [lapus, rae je nunJio-
Mupao u Hokropupao ma CopOosu, Kao nuToMman dysBese Ecole Nor-
male Supérieure. Ty je crexao u omcexHa MareMaTHUKa 3HAMA, KOA
TaJaIIHHX 9yBEHHX MATEMaTH4apa, H ONWTY €pyAHNdjy, & yjeXHO H
IIAPOK KPYr NO3HAHHKA, C OBMMA j€ OJXP)XAaBAaO N0 Kpaja IKHBOTA
cTane ¥ npucee Bese. [lroman kao nucal, 06jaB/bHBAO j€ CBOjE
panose He camo y Beorpaay, sa cpnckom jesuxy, Beh u y MHOro6poj-
HAM CTPAHMM HYaCONHCHMA WIMPOM ILEJOr CBETa, H CTAJHO j€ y4ecTBO-
BaO HAa CBMMA MHTEDHALMOHA/IHMM M MOKDajHHCKHM KOHrpecHMa MaTe-
matuyapa. OH je 6MO Hay9HMK CBETCKe KJace.

[lopa croneha je 6e3 npexmwia ¥ HEYMOPHO pajuo Ha YHUBEp-
3uTeTy M CTBOpHO Yy Dbeorpaxy maremarnuky mkoay. ¥s ‘wera cy ce
M3FPAJHAH HAIM MATEMATHYADH, HErOBH YUEHHIM H CAPaJHHLH, KOJH
€e TPyA€ 1a HEroB -Pajl HACTaBE W MPOMHPE. ¥ TOM — KONMKO 3aMma-
IIHOM M TEIIKOM TOJNHMKO H AEJAWKATHOM — TOCAy OH jeé 6HO, KaKO Y
3BAHHYHUM TAKO M y NPHBATHHM ONHOCHMA, H YHHTE/b U ADYT.
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OHo mTO OAMax majga y o4yd y pany Mauxamnaa [lerposuha, TO
je orpomHa koanuudHa 06jaB/beHHX pajoBa (pacnpaBa M KibHra). Anau
jowr BHLIE MaJa Y OYH PA3HOAMKOCT MATEpHje KOjy je y THM pano-
Buma o6pahusao. [loayxBarao je mnpo6.aeme W3 Hajpa3HOBPCHHjUX
06/12CTH MATEMAaTHKE, U3 MEXaHHKe, U3 acCTPOHOMHje, u3 (u3HKe, U3
xemuje, u3 Qunosoduje — nosoiehu uecTo y Bedy cTBapu HA NPBH
noraen Bpao aucnapatue. Henpecrano y mokpery, xuBa u pajosHania
Jdyxa, NponyToBao je neo raobyc, 04 CeBepHOr O jyXKHOr noJa, H
O TOME BDJO BEIITO M 3aHHMJ/bMBO MHCA0. JbyAHM ¢ TaKBOM amMmauTy-
JOM 'y Pajy H4 y HEroBOj. reHepaluju Huje OHUIO Ha CBETY MHOTO;
cana, y mo6a cse jader AupepeHnupama M CBe YXKEr Cleunujaansu-
patba y NOjefvHHM -HAyYHHM JUCHUIVIMHAMA, jeBa AA HX HMa.

B Jlanac, xeceT rofuHa oTKako Hac je ocrasuo, Muxauno [lerposuh
Beh npunaza HCTOPHjH, OHOM XepojckoM JNo6y Kax je mana Cp6uja
CTBApaja CBOjy KyJTYpPYy H yCHe€BaJa Aa M CBOjHM KYJTYDPHHUM MOCTHT-
Hyhuma npoxupe y cser. Jlecer roauHa je Kako Hac je OCTaBHO, ajH
ra jom CBH MAMTEMO:M 3HAMO, MHOr# je oj Hac Behu Jeo CBOT
XHBOTA C UM MPOBEO, M YBEK HaM C€ YHHM Kao Aa je Ty, Mehy
HamMa, ca CBOjHM [IMPOKHM 3HAMEM M LWIHPDOKHM CDHEM, HayUHHK H
4YOBEK, yUHTE/b H JPYT.

CnaBa my!“

Y ume [Tpercengnuwrsa CAH no3apaBuo je Komembpauujy aKa-
aemuk A. Beauh, nperceguux CAH, oum rosopom:

»MeHH je HapouHTO MHJO Aa no3xpaBuM y HMme [IpercexnumTna
- Cpncke akajgeMmuje HayKa Nasalimy komemopanujy. Muxaunao Ilerpo-
Buhi 6MO je jenaH OJ HAjUCTAKHYTHjHX UNaHOBA AKaJemuje; OH je
6M0 M HEH NMOHOC M YKpac. Beauku CTpyumaK, CapafHHK CTPaHHX
Hay4YHHAX 4acomuca, MO3HaT y Hay4HOM CBETY, OH j€ IPOCTO CBOjHM
NPHCYCTBOM H DamoM y AxafeMujuinM ny6aukan4jaMa I43a0 YIAex
Hame ycra€ose. A, ¢ Apyre cTpaHe, CBOjHM YOBEYaHCKHM OCOOHMHAMA,
M K20 YOBEK, H K30 yuHTe/b, H Kao ujiaH [lpercenuumrsa Axanemu-
jHHa, YHOCHO je HEOOHYHO 3HauajHe XymaHe ocobuHe H Yy pax Axa-
AeMHjUH U Y theHe OJHOCe mpeMa JbyZuMma. 3a XapMOHHYAH paj. jemHe
yCTAHOBE TO MHOIO 3HauW, W HecTanak Muxauna [lerpoBuha ocTasHO
jé mpa3HHRy Koja ce M JaHac jom oceha.

Henocpeanocr Muxauna [lerposuha, merosa HEOGHYHA CKPOM-
HOCT, KaKBa C€ MOe HahM caMO KOJ BEAHKHX HayuHHKA M BEJIHKHX
JbyIH, KOju Cy KaJeKO H3HAJX CHTHHIA M CHTHHYAPCTBA, HErOBa CBAr-
Jauitha BEIPHHA H TFOTOBOCT Ja CBEMY Hahle M NO3HTHBHE CTpaHe,
CBE ra je TO M3IH3aJ0 N0 HeoOHuHE BHCHHE Mely /byAHMa Tanauliber
BpemeHa. Kao perko ko, OH je Hmao CTaAHO 0OpaBoO, H CBOjUM
Hay4YHHM H XHBOTHHM nyTem. To je kxoX mera 6una jegHa meausa.
Ou je xuBeo, Aa 6M MOrao yCnemHO HayYyHO DaJAHTH, a Hay4HO je
paxHo, ca BEJHKOM Jby06aB/by H Map/susomhy, Ja 6# CT€Kao mpaso
Ja yIecH CBOj XXHBOT OHAKO K3KO MKEJH.

M rako je ypaguo. XapMOHH]y CBOjHX AyXOBHHX 0co6HHA OH
je yHeo M y CBOj cBakMmamm# XKHBOT, Tpyldehu ce um Ty na Gyne
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KOpPHCTaH W JPywTBy 4 Hapoay. Hacmejas u pacmosoxkeH, OH je
mupuo aTMocdepy y3ajaMHOr NOWITOBAKA M JbYGaBu. u Mehy cBOje
JIpyrose mareMaruuape 4 CBE Jpyre ca KojuMa je J0Ja3u0 y AOAHUD.
Kana je panuwo cBojy ¢eHOMeHONOrHjy, XT€O je JMHIBUCTHKY Ja
yKJbydd Yy CBOja MotmaTpama H Ja joj Ja MareMaTHdky oOpany.
Yacose koje cam ca muM NPOBEO pasrosapajyhim o ToMe ocranau Cy
He3a00paBHH 33 MEHE H IO JIENOTH HEroBa JAyXa W KOPHCTH KOjy
caM U € Te cTpaHe oX wera umao. M mamac kama ce ca pasauusux
CTPaHa NOKylaBa, HapO4YMTO y Awmepunu, Ia ce MaTemMaruka MHiIH
(H3uKa NpuMeHe HA JMHIBHCTHKY — MEHH C€ IeroBE€ peuYn O HEMO-
rytinoctu Ttora craano -spahajy. ¥ jesuxy Hma cyBHme C10601HHX
KOMIIOHEHATa, TOBOPHO j€ OH, Ja 6M ce MorJe CBPCTATH y MareMa-
THUKE CXeMe, Ma KaKko OHe OHJ€ THNKE H MHOTOCTPaHe. AJH ja HUCAM
O TOME XTeO rOBOPHTH. Ja CaM OBHM HEKOJWKHM peuyuMa XTeo J1a
HCTaKHEeM Ja c€ JaHac, Nnocae JeceT rofuna of cmpTtH. Muxauna
[lerposuha, cehamo, jom MOxna jacHuWje HEro oIMax IOCAE CMPTH
HEroBe, W BEJHKOr HAYYHHKA, M 3HAYAJHOr aKaNeMHKA M W3BaHPELHOT
uoseka. Hame nmomroBame npema meroBOj yCNOMEHH CaMo je nopa-
Cl10 32 TO Bpeme, MTO Haj60Jbe MOKA3Yje KONKKO je OMO NOTNyH H
Ka0 Y0BEK H Ka0 JAPYINTBEHH W HAYUYHH DaJHHUK. A y TOMe je mpaBa
BEJAHYMHA W HAayYyHUX M KYJATYPHHX TPyZIOeHHKa“.

Motrom je axkamemux M. Munankosmh, nornpercemnuxk CAH,
€BOLIMPAa0 TPEHYTKE M3 mociaefsmux AaHa xkuBoTa M. [letposuha u ca
Iberose caxpade, Ha KOjOj jeé IpKao MOCMPTHH TOBOD.

Ha kpajy je akanemnx A. buaumosnh, unan Hayunor casera
MaremMaTHYKOr MHCTHTYTa, OJLP}Kao CBOj FOBOP O Hay4HO] NEJATHOCTH
M. Tlerposuhia y o6aacTd MaremaTuke:

~OI Kpaja npomuior crojeha na HAOBaMO MATEMATHKA C€ TOJIHKO
pasrpasana, MOXJa M BHIle OJ APYrux Hayka, 1a je JXaHac CKOPO
Hemoryhe OuTH ,MaTemaTHuap LEAOKynHe Hayke“., OHa je TOJHKO
npomupusa cBoj o6uM u- oforaTusa CBOj cafpkaj, Kako MeToAama
pacyhHBama Tako ¥ HaYMHUMA H3/arama, Ja j€ NoCTal0 CKOPO HEMO-
ryhHO He cam0 12 HeKO paj¥ W CTBapa y JAUCNApPaTHUM OO6JacTHMa
6e3 NpeTXONHOT BHILErOJMUILEr M3yuaBama THX o6JaacTu, Beh u na
jenad cnemujaaucTa pasyme pajose Apyror caeundjaaucre. Mma npm-
Meépa YyBEeHHX MaTeMaTHuapa KoOju HHUCY y CTalkby HH Ja 9HTajy
pazoBe Ipyrux martemaruuapa.

Canpxaj maremMaTHKe C€ NpPOMMPHO OF T.3B. MAaTEMaTHUKe
JIOTHKE Ca HeHMM OTCTynamuMa oJ oOuYHe JIOTHKe, — 14 HaBeleM
CaMO 3aKOH HCK/bYU€HOr n-TOT, MECTO 3aKOHa Hck/bydyeHor tpeher, —
UPEKO TEOpHjé MHOXKHHA M TOMOJOT#j€, na npexko neaokynne Beh
came no ce6u oOHMHE KJACHUHE MATEMATHKe, KAaKO aHaNH3e TaKo H
reoMeTpHje, 10 TEH30Pa U MATPHIA Y BHIIEHMMEH3HOHAIHOM NPOCTOPY,
Teopuje rpyma ¥ Da3HHX, 4YaK MOTNYHO aNCTPaKTHHX, TEOPHja npo-
CTOpa, rle Ce roToBo ry6e ocobune nawer ob6udHo cxsahesor npo-
ctopa. Caka nojeauHa rpasa, caka moceGHa MaTemaTHuka o067acT
jomw je oTexaHa CBOjHM mpHMeHamMa W CBOjoM BaxHomhy y Besu ca
OHHM NPOG6G/NEMHMA KOj€ MOCTaB/bajy ApPyre MUCHHUINIHHE — MEXaHHKE,
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(usuxa, acTPOHOMHUja, 3aTHM Da3HE rpaHe TEXHHKE H, HAj3ak, npak-
THYHH JKHBOT — HANDHUMED MPEKO CTATHCTHKE. Y HEROCPERHO] Guau-
3uHE CTOjH # (uA030(Hja MaTeMaTHKE, KOjOM Ce GaBe MaTeMaTHYapH
KOju BMajy CKJIOHOCT Ka ¢uno3oduju u duro3odpn koju 3Hajy HemTo
MaTeMaTHKE. :

Osum cam caM0 y rpy6uM IpTaMa OKapaKTepucao o6uM MarTe-
MATHYKHX AUCLuOAMHA. [IpHpOAHO je caj Ja MOCTaBUMO MHUTAme: Y
KOjy o6/aacT MaTeMaTHKe cnaja HaygHa AeaaTHocT npod. Muxauna
[MeTposuha. - ‘

Y npeaparnoj CpOuju [lerpoBuh je 6uo jexunu npodecop uucre
matematuke Punosodckor gakyarera, na je npema Tome, CTHIAjeM
OKOJIHOCTH, MODPA0 3aCTynaTu LeJOKynHy MmareMaTuky. Ha Taj HauuH,
y 06nacTH HacTaBe OH j€ Urpao yJaory ,JeKapa IeloKynHe MeJuIlHe”
y cpesy. Taksa yjora 64 y MOTAYHOCTH OKymupaaa MpOCEYHOr mpo-
¢ecopa, anu [lerposuh, ca cBOjUM OrpOMHHM MaTE€MaTHYKHM TaJeH-
TOM, HHMj€ MOrao OCTAaTH y MOJOXKAEjy ,CDEeCKOr MaTemaTuuapa“.

Hberos maremaTHuYKH TaJEHT, €2 HMAyJcoM No6uBeHuM y ¢paH-
IyCcKOj MaTeMaTHyKoj wmkoau u3 foba [loenkapea, [Tuxapa, [Tennenea,
U IPyrdx 4yBeHMX (PpaHmyckux MaTemaThd9apa, nopgurao je Ilerpo-
BMha Ha MOJOXKAaj MaTeMaTHyapa MO3HATOr neaom csety. [loxymajmo,
Ma M y KDAaTKUM upTama, JAa okKapakrepumiemo o6auk [lerposuha
maremMaTHuapa, C jefiHe CTpaHe KAa0 CHENdjajucTe y cBojoj 0O.jacTy,
a ¢ Jpyre CTPaHé Ka0 HAay4YHOr PajHHKA IIHPOKOr XOPHU30HTA KOjH
ce, y HCTO BpeMe, HHTEPECOBAO M paguo H y obJaacTuma BaH CBOje
CreHjaTHOCTH.

[lpe csera, [leTpoBuh cnaga y Taxko3BaHe KJIACHMYHE MATEMATH-
yape. Iberosa rnasia 061acT — TeopHja QYHKIHjA KOMNJIEKCHE NpoO-
MEH/bUBE €3 TEODHjOM OOHuYHHX AUPepeHuHjaNHnX jelHaYHHA H TEODH-
joM penoBa—TO j€ ib€rosa W raasua o6nact. OHa, y 06IMKY y KOjeM
jy je Ilerposuh o6pahuBao, cnaza y kJacHuHy mMarTemaTuky. ¥ TOj je
ob6nactu paguo [lerposuh KpO3 €14 CBOj XKHBOT, Of, pBE CBOj€ HOTE
y Comptes Rendus u Tese, u cTsopuo y Deorpagy wmaremaTduky
IIKOAYy Ha HCTOj 6a3u, Ha 6a3u Teopuje GyHKOUja U Teopuje OOUUHUX
qudepednujaIHux jeAHaunda. Fberosu yuenunw u HacIeJHULH MOTY
IdeTabHUje onuMcaTH M oxapaxkrepucatu [lerposuhese pamxoBe y TOj
o61actu, U Tpe6a TO Xa ypaxe. Aad, cem Te ycke o6aactH, Ilerpo-
Buh je yma3uo ® y Apyre, Bpao naneke ox ose. On je cTBapao
M HapoudTe MaTemMaTdyxke anapare (Hanpumep, TEODHjy CHEKTapa),
nomMohy KOjux je xeaeo xa wrto Ay6/be yhe y moryhHocTd npumena
MAaTEMATHYKMX o6pa3salla Ha NpoyuaBawme pa3NHIATHX Be3a H3mehy
BeanguHa. bes o63upa Ha To mro je [lerpoBuhi 6HO yriasHoM
,MaTeMaTdyap o6pa3ana“, u TO KJaCHYEMX 006pasaia, mbera je np-
BAaYMIA W O6JIacT MATEMATHUYKHX KOHIENIHja, FAe o6pacuu urpajy
cropendy yaory. ¥ merosoj ,denomMenonordju” FAaBHY yJaOTy Urpajy
MaTeMaTHuKe aHajJoTHje; TOj 06.1aCTH j¢ MOCBETHO BUILE CBOJHX DaNOBa.

He pagehu nuuno y ApyruM, 'HexkaacuduwM obractuma, [letpo-

Buh ce yBeK uHTepecoBao W 3a ApYyre Ma?emgfﬁﬁkevfnpomeme. [lam-
THM KaKaB je wuHTepec mnokasao 3a (GoOdel-ove’pagose y Besu ca



1 XI

npo6seMOM DEHI/bMBOCTH, @ TO. jé HAjCYNTHIHH]e NMUTAE CaBPEMEHE
MaTeMaTHYKe JOFHKE. ‘ : : o D

JIla npehem cax na apyry cTpany Kapakrepuecruxe [lerposubiea
MaTEMATHYKOT Pafia: HA ananusy Meroxa pacyhusama koje je [lerpe-
Buhi OpuMEHUBAC NPH CBOM MATEMATHUKOM CTBapamy. % - -

Hacynpor NOrMcTHYKOj METOAH, TIE CE HA NPBO MECTO CTAB/bA
JIOTHYKA CTPOTOCT M y3aCTOMHOCT HA 6a3u MNPUMIBEHHX A4KCHOMA,
METOJH¥ KOja je y NPHMEHM Ha aHANM3Y NOOHJIA HA3UB ENCHIOHTHKE,
METOXH KOja JMIMMa HeA0BO/bHO yNylieHUM y METONE MAaTEMATHUKUX
HayKa M3riefa kao jeauno moryha (uako y CBOjoj caspmenoj ¢popmu
OHa jow HUje A0 Kpaja CnpoBefeHa H¥ y jelHOj MAaTeMaTHUKO]
AUCIHUOMKHK), — TMOCTOjH APYyra MeTola, TAKO3BAHA KOHCTPYKTUBHA
MeTOXd, METOAA HOBHX, MOXKJA jOII M HEMPOBEPEHHX HMEja, HOBHX
aArOpUTaMa — jOIU HENPEUU3UPAHUX, HOBHX 06AMKA — jOUI MATJIOBUTHX.

[TerpoBuli ce yraaBHOM CAYyXHO KOHCTPYKTHBHOM METOAOM.
Pasyme ce, u Ha cTpaHaMa ®EroBMX pajoBa MOxeMO HahH YyBeHO
encunon (6e3 oBOra ce cajfa Heé MOXeE), aj¥ JIOTHYKO MHIUbEwme H
npenu3npame CBHX YCJA0B3, Tako3BaHa Bajepmrtpacosmrtuta — 6una
je ancoayrso tyha [lerposaty. C 60raToM MaTeMaTHUKOM HHTYHIH-
jOM, OH jé TPaxuo HOBO, HOBO ¥ HOBO. O6pasioxeme CTApOr, LOTE-
puBambe CYNTHIHAX MECTa, MONYymbABAmE JOTHYUKHX MPAa3HUHA — 34
cee To [lerpoBuh Huje umao Humano ykyca. [Ipema Tome, [leTposuha
Tpe6a cMaTpaTH Kao ¥3pa3UTO KOHCTPYKTHBHOI MaTeMmaTuuapa. Jle-
TabHUjy aHanu3y [leTpoBuheBux pafoBa ca TOr riaefuumiTa Taxkohe Gu
Tpe6ano Na M3BpIIM jeJaH OJ HEroBHX yHYeHWKa.

Hajsan, mro ce tuge ¢opme usnarama, [lerposuh ce mpuup-
XKABA0 CaMO KAacuuHuX Qopama. ¥ HOBY CHMOGOMHKY, UaK HH TE€OpHje
MHOXHHA, HHje XT€O YJA3UTH, HE W3 pasjora IITO j€ OBy CMaTpao
HenonecsoM, Beh je rosopmo: ,[lonkau je“. Huje ce xTeo cayxurtu
HH BEKTOPDCKUM HM TEH3OPCKHUM DauyHOM.

[[ITo ce TH4e TexHuKe MaTEMAaTHUKHX TPauchopmanuja U BlaJaba
MaTeMaTHuKUM pauyHoMm yomwre, [lerpoBuh je 6uo npaBm MajcTop.
To majcropcTBO je moHekaj mpena3uso y BUPTyo3HocT. JloBOMbHO je
NOTr/NeJaTH HEroBy PEJATHBHO €JEMEHTAPHY KibHI'y ,PauyHame ¢ 6poj-
HAM pasmanuMa“, fa OucMO Bulead Kaksy je umao llerposuh moh
BJIafiaha Y MOCTaBbamy ONHOCa u3Meljy BeauduHa.

[Topen Tora wro je 6uo BeAMKM MaTeMaTwuku TanesT, [lerpo-
Buhi je OHO W BeJuUKM MaTeMaTHUKH TPYyHGEHMK: HE Moxe ce 0e3s
BEJAUKOr TPYHAA HaMHUCATH MaTeMaTuuKa Kibyra o 774 cTpaHe, BEUKH
6poj MamuxX KmbHra ¥ croruse dnadaka. Ckpos je morpemsa mper-
craga o [lerpoBuhy Kkao mucly KOju j€ NHCa0 CBOjeé MaTeMaTHuKe
pajoBe Tako y npoJasy, HamoxsaT. Moxza je 6uno u Tora; [loeH-
Kape, KaKo je caM NpuUYao, pemuo je TIAaBHy Tewkohy jemHor ol
CBOjMX HAj3HAYajHMjHX pajoBa KajJ je CTABHO HOTY HA Manydy ayTo-
6yca 3a Bpeme exckyp3uje no Amxupy. Anm Aa c€ TO Hecd, 49aK #
[loenxapey, Tpe6a mperxoaHo ZOOGPO M CTYAHO3HO NPOYHHUTH OATO-
Bapajyhy o6aact. Jla 6u mTamMnao TOJAMKO BeaWkH 6poj pajgoss,
BEJMKHX ¥ Malux no obumy, [lerpoBuh je MOpao cenmetu 3a CBOjUM
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BeJIMKHM NHcahuM CTOJIOM : CaTUMa M CaTHMa (9€CTO MH je Npuuao
KaKO yCTaHe y 9€THDH CaTa yjyTpPO M CeXHe 3a CBOj nucahiu CTO),
0]l pyKonuca je MNPEHOCHO NorJef camo Ha CBOjy Bo/beny CaBy u Ha
HynaB, ¢ THM Ja C€ oneT, ¢ HOBOM MHILBY, BpaTH pykonucy. M Gam
je 3a TuM nucaliuM CTOJNIOM -GuI0 NPABO HErOBO YyxuBawe, [locie
npendje PyxKomuca y IITAMNY HHKINTA ra BHIIE HHjé HHTEPECOBalo.
Huje Boneo ma mpersesa uwax Hu KOpekType cBOjux pazmosa. [la je
TEXHO ‘HEKOM Hay4HOM ycnexy, Ja jé mpaTuo HeKe pelneHsuje, Aa je
TEXHO HEKOj HAyUHOj CNaBH — O] CBEra Tora HHje OHJIO KOJ HEra Hu
Tpara. Hayuno crBapame camo mo ceGH, MCHXOJOIIKA MPEKUBIbaBaba
3a BpeMe€ CTBapama, HayuyHe emouuje — 1o je 6una 6asa merosor
Hay4HOT Pajia ¥ OCHOBHA LPT4 IHEroBa KapaKTepa, CKPOMHOI y CBHMa
o6JiacTHMa Pajd ¥ IOHAMAka y XKHBOTY.

[lerpoBuli je, kao mTO 3HATE, CBHPAO0 HA BHOJIMHH, CBHPAO Maj-
CTOPCKH, C TaYHHM H HENOTPEIUHBHM MY3HKAJHHM CJIYXOM H C NOpa-
xaBajyhoM memopujoM. OH je yxHBao y CBOjOj My3HIM, Yy My3HIH
ca CBOjUM NIpPYTrOBHMA, ajlHd HHKAJ HHje TEXHO A3 IIOCTaHE BEJHKH
Mysudap, My3uW4ap 3a ecTpapsy, 3a caaBy. He, mysnka je 6una 3a
[lerpoBuha HapouuTa 06MaCT CTBapaka M H3BOP HHErOBHX MAajCTOP-
CKUX yXHBama. Tpe6ano ra je BHAECTH Ca KAKBHM j€ YIKHBAILEM
CBHPAO YaK H ,IHIaHCKY Mapcesbesy’.

Kapakrepucrurxa Ilerposnhia He 6u-6HJaa MOTNyHAa aKO He GHCMO
Harnacuau xa je y [lerposuhy 6uao nsa goBeka. [lerpoBuh 036umbaH,
ILy6ok, 6eckpajHo npepmaH cBoM nocay. Takas je 6uo Iletposuh, npe
cBera, Kao MaTeéMaTH4ap, HayuHuk u npodecop. Takas je 6uo [leTpo-
Buh W y cBOjuM Apyrum nmociaosuma. Takae je 6uo [lerpoBuh u kao
HCTpaXXuBay u nyTHUK. Takas je 6uo [lerposukh u pubap. ,He mucaute
Ia cam ToJauko 6aar W ca cBojuM pubapuma; He, N0Cao je mocao,
Ka3ao Mu je jensom [lerpoBnh nOBOAOM HEKOr noONymTama hanuma. .
— U npyru — Becenu IleTposuh, npujaTe/r cBera CMEMHOT, €KCTPA-
BAaraHTHOI, YaK INa/bHBYMHA, ald jako o6xapeHn M y CBOjOj wanam.

[lerpoBuh nemaremaTuuyap vak je nonyJnapuuju on Ilerposuha
martemaTuuapa. [Ipuuata o [lerpoBuhy HemaTemMaTuyapy MHOro je
3aHUM/bUBHje 33 mMHUPOKY nyO6auky Hero nucatu o [leTposuhy mare-
maTuuapy. Muka Anac je nonyaapuuju o [lerposnha maremaTudapa.
Hac, npase [lerposuhese mpujaTe/be, MaTemMaTH4ape, Yak M Henpu-
jaTHO ZMpa OHO MPBEHCTBO Koje pogemyjy Ilerpoemhy Hemaremartu-
uapy. Msoro6pojun [lerpoBuheBn hanu, koju Cy OCeTHAH OrPOMHY
HBeroBy Opury O TaJeHTOBAHOj MAaTEeMAaTHUKOj OMJalNHHH, Tpe6a na
ce NOGPHHY O CBECTPaHOM Da3jallbaBamy OHE OrpPOMHE yJore Kojy
je [lerponh oxurpaoc y nopusamy MaTeMaTH4Ke KyJAType y OBOj
3eMBbH .
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MICHEL PETROVITCH
1868 — 1943

A Toccasion du dixiéme anniversaire de la mort de Michel
Petrovitch, membre de I’Académie des Sciences serbe, professeur i
la Faculié des Sciences de I'Université de Belgrade, I'Institut Mathé-
matique de I’Académie des Sciences serbe a tenu, le 8 juin 1953,
une séance commémorative 2 laquelle ont assisi¢ les membres et
correspondants de I’Académie des Sciences, les professeurs de I'Uni-
versité, des Hautes Ecoles, des Lycées de Belgrade, ainsi que de
nombreux étudiants, anciens disciples et amis de Michel Petrovitch.

La séance, qui eut lieu a la Grande Salle de I’Académie des
Sciences, fut ouverte, 2 18 h 15, par M. R. KaSanin, Directeur de
I'Institut Mathématique. Prenant ensuite la parole au nom de la Prési-
dence, M. A. Beli¢, membre et président de 1’Académie des Sciences
a rendu hommage 3 I’éminent membre de notre Académie des Scien-
ces. Puis M. M. Milankovitch, membre et Viceprésident de 1’Académie
des Sciences a évoqué les souvenirs des derniers moments de vie
de Michel Petrovitch. Ensuite M. A. Bilimovitch, membre de I’Aca-
démie des Sciences, en terminant, a évoqué I'oeuvre remarquablc de
I'éminent mathématicien que fut Michel Petrovitch.
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MUXAWIO NMETPOBWR

CTEPEOMETPHUCKE HEJENHAYUHE *

Kan ce jenna xoauuuda V, u3 OyAn KaKBHX pas3jora, HE MOXKe
TAa4YHO M3PAaqyHATH, OJ MHTEpeca je Haliu TakBe ABe KoauuuHe M u N
Ja ce MOXe€ MOoy3JaHo TBPAMTH Aa BpeAHoCT X Huje Beha od M, Hu
matba of N. To ce pauyHCku wu3paxaBa JBOCHPYKOM HejeJHGYUHOM

I NZXEM,

4 reOMeTPHCKM Ha Taj HAYMH IUTO c€ Ha GPOjHOj JMHH{H, KOja ce
npyxa oOf —oo A0 +0o, 03HAYM Ja Tauka X Jexu u3Mehy JBejy
Tayaka M u N, uau ce ca KojoM OJ bHX MOKJana.

Io nBocTtpykux HejegHauuna (1) mo.nasm ce Ha pPasHOBPCHE
HaudHe, NpeMa 3aJaTKY ca KOjUM €€ MMa nociaa. JemaH OX ONMITHjHX
Ha4WHA, KOjH C€ MOXE HCKODHCTHTH IfH CTEPEOMETPHCKHM H3pauy-
HaBalbUM34, OCHOBAH jeé Ha ymnoTpe6W OBHX MpaBHJa:

[pBo fpasuno: xaj cy a ¥ b asa 6poja OJ KOjUX HH jellaH HHUje
HeraTuBaH, yBeK je

0<ap<@+0)
o= — 4 4

IUTO HEMOCPEAHO CJeAyje H3 HAEHTHUHOCTH
ab = % [(a+ b)2-(a-b)?)

Hpyro fipasuno: xax ol n 6pojesa a, b, c,.. HHjeNaH HUjE HETA-
THBaH, YBEK je

(a+b+c+..)?

p <a+bhrici+. < (a+b+c+..)3

# Opaj unamak nok. M. [lerposnha Tpebano je na 6yne mTammas kao HPHAOL
y yu6emuxy 'EOMETPHUIJA 3a VI pasp. rumi. oa A, BuanMosuha u T. Anheawha.
[lerposuh je npenao mucuuMa uyaaHax de6pyapa 1941 rtoa., a cauysao ra je T.
Anhpeanh.



2 Muxauao TletpoBuh

ITO HENOCPeJHO CAEAyjeé U3 MABEjy HACHTHYHOCTH, JaKe 3a NpoBe-
paBame

n (a2+b2+c2+...)=(a+b+c+...)2+(a—b)2+(a-c)2+(b—c)2+
fa?+b2+c+..=(a+b+c+..)2-2(ab+ac+bc+..).

Y crepeoMeTpuCKUM 3ajalluMa C€ 4YeCTO Hau/Ja3W Ha u3pase y
KOjHMa C€ HaJa3e MPOM3BOJM JBejy KOJHIHHA, HIH 36HPOBH KBaApaTa
IABejy WIH BHIIE KOJHyuHA. Kaj ce ma rakse u3pase NpHMEHe rope
HaBeJEHAa NpaBUJa, HOJA3U C€ JO cilllepeoMellipucKux HejeaHawuna Koje
MOTy HMAaTH CBOjé 33aHHMM/bHBOCTH M HHTepeca. To he ce BuzeTn us
NpUMEpa HITO CAEAY]Y.

I Gpumep: 3ajaTaKk Aa ce u3pauyHa 3anpemusa V 3sapy6ibeHe
Kyne, Kaj joj cCeé 3Ha BHMCHHA i M NOJYNPEUHHK P HEHOT CPepmer
Kpyra, He MOXE C€ HH Ha KOjH HAUMH TAYHO PEIHTH. AJM, K40 WITO
ce 3Ha, aKO Ce Ca r M /' O3HA4€ MOAYNpPEIHUIH KDPYKHHX OCHOBHIA
Kyne, a ca h mena BHCHHA, Ouhe

2) V= % (FB+r2+rr').
[1a momTo je, mpema ropwuM NPABHIAHMA,
(—r-%r’igr2+r'2§(r+r’)2, ogwg@,
a _r+ r

, r+r)t=
5 (r+r)

TO ce npema o6pacuy (2) mobuBa xa je
V_S_’—tf(4pz+p2) u Vg%h(Qm-O),

npemMa 4emy ce 3a sanpemuiy V no6uBa ABOCTPYKa HEjeJHAuYHHA

%hpzéVé%hpz

M3 Tora ce Ha np. W3BOAM 3aK/bY4aK Ja HE OCTOje ABeE 3apy6-
Jb€HE KyNe KOjé MMajy HCTH CPEXIH KPYI H UCTY BHCHHY, a OJi KOjHX
6u jexsa 6una, no 3anpeMund, Bume oX 2!/, nyra Beha ox Apyre.

Il fipumep: 3ajaTak jna ce u3pauyHa 3anpemuHa V xonTuHor cioja,
Kaj C€ 3Ha BHCHHA /i C10ja W NMOJYNPEUHUK P mweroBOr Cpejwer Kpyrd,
Takohe ce He MOXe pemwHTH. AJH, Ka0 MTO Ce 3HA, aKO Ce ca I |
r' 03HaYe MOMYNPEeYHHLA KPYrosa WITO OTPaHHYABAjy CJIOj, 6uhe
3) ~ I (),
6 2



CrepeoMeTpucKe HejelHaUUHE 3

[Mowro je r+r'=2o, a NpemMa ropmeM NpaBuay je
2p2§f2+f'2§4p2,
TO ce npema o6pacuy (3) nobusa na je,

] 8
Eg—+nhp2§ ng—g—+2uh92-

[Mokywaj ma To uckaxem y O6JHKY T€OMETPHUCKOT NpPAaBHJA.
HI Gpumep: 3amarak a ce u3pauyHa 36up
S=a2+62+,y2

KBaJApaTa yrioBa Ma KaxkBOr c(pepHOr Tpoyraa Takole je HepellbHuB,
Anu, xao wWTO ce 3Ha, 36up (a+pP+y) yBek je sehu ox 180° a Mamm
on 540° uam (kax ce yc/AOBM u3pase y JeJOBHMA PABHOra yria), Taj
je 36up ymek Behu OX m, a MamH OX J3x.

[Ipema ropwem npaeuay 3a n=3 je

(a+g+ﬂ2'§5§ (a+B+v)*

[Towro je
o+ B+y<<3m, at+p+y >,
TO je
@rpeyp<om, ltBrdt®

W3 4era ce W3BOAM ABOCTPYKA HejeJHAUMHA
“2
-g- < S <92

Vs tora ce Ha mp. naKO H3BOJAM 3aK/bydaK 1a HE MOCTOje ABa
cepHa Tpoyraa Taksa Aa je 36Mp KBaJpara yrioBa jeAHora OX HbHX
Bumie of 27 nyrta Behn ox 36upa KBajfpara Apyrora TpPOyriaa.

Y crepeomeTrpuji WMa AOCTa TAKBHX TAayHO HEPENbHBUX 3ajJa-
TAKa, al4 32 KOjé Cé MOry Ha MOKa3aH¥ HAUMH IOCTABHTH ABOCTpPYyKe
HejegHayuHe, mTO 6ap npubaHKHO oxpehyjy HEno3HaTe BPEXHOCTH.
[Tokymaj na cam Hajjem Koju OJ OBHX 3aJaTaka.



4 , Muxauno [Terposuh

SUR LES INEGALITES STEREOMETRIQUES

par
M. PETROVITCH

Par des procédés tout-a-fait élémentaires, Pauteur parvient 2
donner des limites entre lesquelles se trouvent certaines grandeurs
stéréometriques telles que: volume d'un céne tronqué dont on
connait la hauteur et le rayon du cercle moyen; volume d’un anneau
sphérique dont on connait la hauteur et le rayon de son cercle
moyen; somme des carrés des angles d’un triangle sphérique quel-
conque.
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BOJMCJ/IAB B. MULLIKOBHWh

IPAOHYKH PALIMOHAJIU3ATOP
Ycnomena na Muxauna [Tefiposuha

OGjaBmyjemMo 0Baj mManau npuiaor, Ma Ha HHj€ GHO HAMEHEH Ja
6yne o6jaB/meH, kao ycnomeny Ha npocdecopa Ilerposuha. Ilucan u
HEroBoM pykom, oxusehe Ham y cehamy, HcTuna, He [lerpoBuha
cnenujanucTy 3a audepennujaniHe jefHaUMHE, TEODHjy penOBa H
(¢yHKnuja uaM TBOPHA MaTeMmaTHukuX cnekTapa, Beh — Ilerposuha
KOjH Ce palo PasoHOhaBao, MOKAaTKAJ, €J€MEHTAPDHOM H HYMEDHUYKOM
maTeMaTuKOM. A oxuBehie Ham 3a TpeHyTak y cehamy, THX HEKOJHKO
[TerpoBuhieBux penaxa, u Hexajzamu kay6 maremaTuaapa beorpanckor
YHHMBED3UTETA, KOjU jé OH TOJHKO BOJeO, MOXx7pa 6am 34TO wWMTO
HHje MMao HUKaKaB (opManuu KapakTep, HH NUCAHE CTAaTyTe, 4aK HH
HEKH 3BaHHYHH HA3HB, aJl1 j¢ PafHO WHTECH3HBHO, NPEJAaHO H YCMEWHO,
TAKO Ja Cy C€ hHMe NOHOCHJH H HEroBH YIAHOBM H HAaW Y HUBEP3HUTET.

Osa [lerposuheBa HoTHHA JaTHpa W3 Lo6a NpPBUX pajHMX cacTa-
HaKa Hamer npelrpaTHor kay6a maremarudyapa. Ha jeagnom on ibux
ayTop OBHMX pE€I0Ba NPHKA340 je€ HIAEjy O KBa3UHAEHTHUHHM OMO3HIM-
jaMa MJIaHETOHIA M HHUXOBY YJOTy y HACHTH(PHKOBAY HENOBOJBHO
nocMaTpanux THX objexkara. 3a npumexy ujeje TPe6ano je OAPEAUTH
nepuone, 3a CBaKM OJ [03Haliux NJNAaHeTOHIA, MNOCAE KOjUX Ce OHH
Bpahajy y omo3unmujy ca 3em/boM y uciliu, WA {pulaudCcHo uciiu
noJIoXKaj Kao W y M3BECHOj, MPOM3BOJbHO H3a6DPaHoj, MOYETHO] OMO-
sunuju. Jlpyrum pednma, Tpe6ano je, 3a CBaKd OJ NO3HATHX NJaHe-
TOMAa — a y To BpemMe 610 ux je oxko 1200 mosHaTHx — anpok-
CHMUDATH OJHOC CPeIibHX CHAEPUUKMX JHEBHHX KpeTawa (WIH PEeBO-
nyuuja) naaneTonAa W 3em/be WTO je mMoryhe MpOCTHjUM Pa3OMKOM,
TO jecT ca IUTO MamHM 4ncOJyTHHM BpeXHOCTHMa H Opojuona H
MMeHHoUa. YcTo je Tpe6ano jom, 3a CBAKY anpOKCHMALHjy, CIEHHTH
(y JaHuMa) M HEHO OTCTyName Of TauHe BPEJHOCTH.
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Haxne, Beh u caMo oxpehusame nepuoji KBa3MHAEHTHYHHMX OMO-
3dlKja, 32 CBE HYMEpPHCaHE NJAAHETOHJE, NPETCTAB/bAJIO j€ NMo3amamiaH
HYMEDHUKH 10cao0.

JlBa-Tpu maHa nocae Tora cacTaHka kay6a npecpeo me je y
Cemunapy npodecop [lerposuh, mano sacmejam, ca: ,limam 3a omy
Bamy CTBap 3rofad rpaduuku nocrynak“. W npyxuo mu je oBaj

auctuf.
éﬁw% .

LS‘MQ‘.}JWW% 'A%%i\,«.wnw
Jyon K oS ety .9"‘_(_/5 Lo warefy a,;«f,}-——éﬁwﬁ’_\
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Ca. 1. Ayrorpad [lerposuheBa ['paduukor pannonanusaropa

¥3 auctuh je 6una npunoxeHa M CAMYMLA KBaApPaHTAa Ca KBa-
ApaTHOM MpexoM (B. ca. 2). [IpounTtao cam TeKCT H BHAEO OAMAX Y
YyeMy je NOCTymaK. JeJuHO MM, y TOM TPEHYTKy, HAUCYy Oune jacue
rpanune 0,7 u 1,7. Y sanurax npodecopa [Nerposuha: ,OTkyn 6Gaw
0,7 u 1,7“? On ce sacmeja manp, na he pehu: ,Taxo my Haj6o/be
nohe, suguhere*|

®
EBo ykpaTko y ueMy ce mOCTymaK CacTojH.

[TpernocraBumo nxa je xmat pasnomak i=M/N, (M < N), rae cy
M u N neau, sumenudpenn 6pojesd. Tpeba Taj pasnoMax anpokcu-
MHDaTH APYTHM, DENHMO ¢/p, TIe Cy p W ¢ LeJH, HO MTO MambH
6pojeBH H — OLEHHTH MNPHUOGJMKHO 1HErOBO OTCTyName OJI Jare
BPEXHOCTH.



I'paguuky paivonanusatop

MecTo Ia HATH DA3/OMAK DA3BHjAMO y REPHKHM PasIOMaK,
nocrynso oxpehyjeMo npuGauMiHe BpELHOCTH M, 3a CBAaKy OJ, OBHX,
W3pauyHABAMO OTCTyMame OJ JATOT DAa3fOMKA, MOXe ce OBO, M0

[MerposuheBy nocrynky, kpahe, oBako noctuhu.

Jlatu pasnomak A= M/N MOXeMO CXBATHTH kao KoedunujeHt
npaBua [paBe y=)\X INTO MPOJa3H KPO3 MNOYETaK KOOPIHWHATHOT
cuctema Oxy. Ca 0BuM KOODPAHHATHUM CHCTEMOM MOXEMO, MehyTuM,
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Ca. 2. I'paduuky pauHoHANA32TOD

ST _r_‘__‘/‘.«\-—r\"'f ot

M3BPILATH POTALHjy OKO KOOPJAMHATHOr noueTka. M3spmmumo je Tako
Ia Y HOBOM KOODAMHATHOM CHCTeMy KoeduuujenT mpasua 6yxe k),
M TO TaKo Aa oBaj mague uamehy 0,7 u 1,7. [ipyrum peuuma, pakrop
k 6upahemMo Tako Aa yrao wu3Mely npaBe M HOBE anciuce He Gyne
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mamu of 35°, Hu Behu op 60° A oso hemo yBex mohu mocruhm, Tj.
mohu Hahu Takso k.

3aMHUCIEMO Cal fa KBAAPAHT HOBOI KOOPAMHATHOr CHCTEMA
NOKPHjEMO KBaXPAaTHYHOM MPEKOM, OHBHYCHOM MOLENOM KPYKHE
nepugepuje Ha crenese (B. CHL. 2), KAKO GHCMO MOIJK HENOCPEIHO
ca me uuTaTH Harube NpaBUX npema ancnucHoj ocu. Ta cauka mper-
crasiba [leTpoBuheB rpaduuKe paumoHamusatop, uuja je ymorpeba
H3/M0XeHa y ayrorpaducanom ymyrcTBy (B. ¢l 1).

O6jacuuhiemMo je oBAe Ha jelHOM HYMEDHYKOM NMPHUMEDPY. Y3MHMO
Ixa Tpe6a ynpocTHTH pasnoMak A, y Kojem je M=25683, N=235796.

[lo Ilerposuhiesy nocrynky, 3a d¢axkTop k Morau GHCMO Y3eTH
6uno koju 1eo 6poj oxa 10 mo 24. Ysehemo, HapaBHO, HajMatbH, jep
je oBaj ¥ ca raeAumITa padyHa HajnoOroAHuju. ¥ TOM cayuajy je

kh=tg a=0,7216, nakne o=35°49~35°8.

[ToBynumo ©3 mMoyeTka rpaduukor palHOHANH3ATOPA NPaBY, MOJ OBUM
yrioM ca anciUCHOM OCOoM, N0 came u3fenbene nepudepuje. Ilorpa-
KHUMO 33aTHM KOODJAHHATE TeMeHa KBaJpaTHha Mpexe Kpo3 KOoju npo-
Ja3u 0Ba Npasa, OJHOCHO, TEMEHA HajMatb€ YyJa/b€HAa OX T€ MNpaBe.
Buzumo 1a je TO OKPYXEHO TeMe uuje Cy KOODAHHATE p=7 u ¢=>.
[lpema TOMe, Tpaxena npubauxKHa BpPEJHOCT JZaTOr pas3IoOMKa je

=M 95 o074,
N 70

Ca OTCTyNamEM
M _ 94 _0,0722—0,0714~0,001.
N kp

Ia je 3a k y3ero 20, 6uno 6m
kN=1tg a=1,4432, makae o=>55°17'~55%3.

[IpaBa noByu€Ha H3 NOYETKAa pANUOHAAM3ATOPA [OJ OBHM YIJIOM
jpana 6u p=2, ¢g=2. [lpema Tome, 3a npubJMKHy BPeNHUCT AATOT
pasnomka fo6uau 6ucMo

M ¢ 3

A=——==-T-=—=0,075.
N kp 40



I'paduiukd panvonanssatop 9

3a OTCTyname HANA3UMO

pauynckn: - — 9~ 0,0722—0,0750~0,003;
N kp

rpaduuku: M_9._¢® ~%=—1-‘~0,00§.
N kp kp 40 400

[lerpoBukes rpaduykd pPalUOHANU3ATOD HMA JABE NPAKTHUHE
npensoctu. [lpBo, omoryhyje na ce denmocpesiHo BHUAM ¥ JAa Ju Cce
JaTH pa3/joMaK alnpoKcuMHpa 0340 (nojpbauenom) mau o3ro (npeba-
yeHoM npubanmxHoM Bpersowhy). Y, apyro, omoryhyje na ce pexa-
THBHO 6p30 W Jako, ca rpaduka, He camo Hahe TpaxeHa npubanxHa
BPEJHOCT JATOT pas3JOMKa, Beh Ma ceé U OlLEHH IHEroBO NPUOIHNKHO
OTCTyMame OJ Ta4dHe BPEZHOCTH.

lIro ce THue cTenesa TA4HOCTH KOjU C€ TrpaduukuM panuoHa-
AU3aTOPOM MOKE nocTuhiv, 0Baj, HAPABHO, 3aBHUCH OJ HErOBE BEJH-
q9MHEe W NPEHU3HOCTH Ca KOjoM je u3palhjen.

Hajsan, jom jemna nanomena. Ca rpaduka ce BHAM H CMHCAO
rpansna 0,7 u 1,7. To cy, ycTBapH, camo 3a0Kpyr/beHe MpUOAHKHE
BpeAHOCTH KOeduunujenara npasaua, kojuma je I[lerpossh xteo pa
OrpaHHuM M, H3 CBOj HauMH, OTPAHMYMO OHAj CEKTOp HA Kojem he ce
KOOpJAuHaTe p U ¢ MohM ca noLjenHaKOM H Hajseh oM Tay-
Howhy ca rpaduka oxpehusartw.

RATIONALISATEUR GRAPHIQUE
Souvenir de M, Petrovitch

par
V. V. MICHKOVITCH

L’auteur fait connaitre un procédé graphique, jusqu’ici inédit,
de M. Petrovitch, destiné & simplifier la rationalisation d’'un nombre
donné XA < 1. Le procédé consiste & muitiplier le nombre donné par
un nombre entier k tel que 0,7 << kX <C1,7. A l'aide de kA=tang a
ainsi calculé, avec quaire décimales, on détermine l’angle «. Puis on
trace, sur le graphique (Fig. 2), la droite passant par origine et
faisant avec I'axe des abscisses l'angle a.
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En remontant la droite ainsi tracée, on cherche le sommet du
carré le plus proche de la droile. Si on désigne par p et ¢ les
coordonnées de ce sommet (encerclé sur la Fig. 2), on aura, pour
une valeur approchée du nombre donné,

=—q——.

kp
L’erreur 8 ainsi commise peut étre évaluée soit par le calcul, en
prenant la difference }\—f—, soit 3 I'aide du graphique en prenant

P
8=qT_E, B étant 'ordonnée du point d’intersection de ia droite et

D
de l'ordonnée du sommet du carré choisi.
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MWUJIYTHUH MW/IAHKOBW

O MTOJIEMAJEBY U3PAUYHABAY BPOJA «

Y ceome ,360pHuKy actpoHomuje“* Knayamje [Tronemajoc Ham
CaoNImTaBa Aa OMNCEr KpPyra CTOjH MNpeMa8 KPYrOBOM MPEYHHKY Y
pasMepu

38'30":1

To Bama pasymeru oBako. [ITonemajoc ce CAyXKHO CEKCAaresu-
MaaHuM GPOjHMM CHCTEMOM HE CaMO 3a NpeMepaBame YIJIOBa H JYKOBA,
Beh u 32 u3paxcaBame HErOBUX TPHTOHOMETPHCKHUX (PYHKIHja OX KOjHX
ynorped/smasa camo Teruse. [Ipu Tome jAenn nepudepujy Kpyra, Kao
u MH, y 360° crenena, crenes y 60 munyra, a MunryT y 60 cexyHana.
[Ipu uspaxaBamy TpuroHomerpucke QyBKlHje, TETHBE, A€JHH NPEYHHK
Kpyra y 120 menosa, xoje Ha3uWBa ,maprec“ a OBe A€M Yy MHHYTE H
cexyuze. 3aTo no6uBamo, npesojehu rope caomwresd 6poj y meuu-
MAJHH CHCTeM, Ja je pasmepa oOIlcera Kpyra npeMa merosoM nped-
HHKY, Hakjae 6poj m, npem [lronemajoBy pauyHy jemuaka

8 30 17
S SRR A S U
"ot 0 3600~ 120

[lTonemajoc Ham y cBOMe €Ay He C20MIITABA KAaKO j€ AOWAO
JO TOT CBOI' HYMEPHUKOr pe3y/TaTa KOjH, NPepauyyHAT HAa HALI HEHH-

* Des Claudius Ptolemdus Handbuch der Astronomie. Uebersetzt von K. Mani-
tius. Zwei Binde. Leipzig, B. G. Teubner, 1912, 1913.

CnomenyTo MecTo HANa3d ce y NPBOM. TOMY [eJa, HEroBOj LIECTO] KEbA3M,
ceaMoM moraasiby, Ha crpaHaMa 384 u 385. ¥V Heiberg-oBoM usmamy, TOo MecTo ce
Hanasu Ha cTp. 513.
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Manuu GpojHu cucTeM Aaje x=3,14167 u koju je, cBojoM Taumouhy,
npeMamuo H3pauyHaBamka CBUX Hayuduka AHTuke. XKenuM na oBOoM
pacnpaBdnoM TmOKaxkeM kaxko je Ilrosemajoc aomao po caommre-
Hor 6poja.

[lpu Tome hy ce MOCAYXKHUTH HALIMM CafaLIbUM je3HKOM MaTe-
MATHKE Ja GUX HhHM K3DA3HO M 3aMHCJIH HAIIMX NPETXOAHHKAE,

Yupramo nu y Kpyr pajuyca r npaBuaaH [QJMCOH OJ n CTpa-
HHIIA, Na NHIEMO JIH
_360°

a s
n

TO HAM « NpPEAOYaBa [EHTPUYHHU Yrao CBAKE CTPaAHMLE, TAKO ja je
HheHa AyXHHA jefHaka 2rsino/2, a oncer mOJMroHa jefHaK

0
On=2nrsin = =2nrsin 180 .
2 n

Onmncer xpyra je
O=2xnr.

Kana 6poj n pacre y 6ecKOHAa4HOCT, ONCEr MOJHrOHA npubiau-
kaBa ce N0 NOTHYHOCTH Ofcery kpyra. 3aTo je

lim (O - 0,)=0,
n-»co
Jakae
.. 180°
«=1im 2 sin .
Ry n

OBa jefnOCTaBHA jeHaunHa Aaje HaM MOT'YHHOCT HyMEPHYKOr H3pa-
yyHaBawma 6poja m W3 Hymepuuke Bpeisoctd sin (180°/n) y3 moBosbHO
BEJIMKY BpeRHOCT 6poja n.

[Tpumenumo oBa pacyhusama cayxehu ce Ta6AMIOM TETHBA WITO
jy je Tlronemajoc u3pauyHao, a Koja ce Hana3u Ha CTpasama 36 n0
40 npsor Toma Manunuycosa npesosa [Ironemajosa 36opHuKa.

Ca a=1% T1j. =360, nanasumo y Toj Tabaunu ‘Aa j€ AyKHHA
TeTHBE y OJHOCY MpeMa NPEeYHHKY Kpyra xata oBuM 6pojem
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t 1 2 50
— =l =+ ).
< 60 3600)

Oncer nonurosa je n nyra TOMHKH. 3aTO je

On= 14+ 242

360 2 50
120( 60 3600)'

Kaxo je oncer kpyra O=2gxr, To ofarie cienyje

877 _, 17
120 120 °

Tf=
JaKa€ Ta4HO OHaj 6poj Koju je, Kao WITO je Hampex peueHo, [Iroue-
Majocy cBomeé 360pHHKY caommTHo. Huko npe mera, a Ayro Bpemesa
H [OCJe HEra, HAje JOMAao A0 TAaKO TAYHOT Pe3yaTaTa.

UEBER DIE AUSRECHNUNG DES CLAUDIUS PTOLEMAUS
DER ZAHL =
von
M. MILANKOVITCH

In seinem Werke ,Handbuch der Astronomie“, iibersetzt von Karl
Manitius, Band I, Seite 384 und 385, Leipzig, B. G. Teubner, 1912,
gibt Claudius Ptolemdus fiir den numerischen Wert der Zahl = fol-
gende Zahl an:

8 30

B=34 —

60 360 ’
d. h. auf unseres Dezimalsystem umgerechnet

n=3-L__3 141666..,
® 720

ohne mitzuteilen, wie er diese Zahl berechnet hat, die durch ihre
Genauigkeit alle tibrigen Berechnungen der antiken Autoren iibertrifit.
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Der Verfasser dieser Abhandlung zeigt, dass Ptolemius zu dieser
" Zahl gelangt ist mittels der in unserer gegenwirtigen mathematischen
Sprache leicht zu beweisenden Formel :

. ] (lSO"
n=1im n sin ,
nyew n )

indem er in dieselbe n=360 eingesetetzt hat und den zugehorigen
numerischen Wert von sin (180°n) seinen auf den Seiten 36 bis 40
des ersten Bandes seines Werkes mitgeteilten Sehnentafeln entnom-
men hat.
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MW/IOII PAAOJYNT

O MPOBJIEMY PUMAHOBHX [1OBPLIU

1. Pumanosa tospw u Pumanosa o6racii. — Pey je o xondop-
MHOM NpecanKaBamy 06/3aCTH KOje npunajajy PumaHoBuM moBpIIHMA,
3anumahe Hac nuTame py6a TUX obaactd. OrpaHnunhemo ce Ha KOH-
GOopMHO npeciaukaBame jefHoclipyko 00Be3aHux OMBOPeHux 0OAACHU.
Ho npe Hero wmro npehemo Ha npexMer 0BOr H3Jararba yTBPAHMO
H3BecHe HasuBe, He u3Hocehw crpornx ZHedununuja. Pazaukosahemo
HauMe PumanoBy (ulM pumancky) ToBpw* OJ MAaKaKBe BUWEJUCHE
obaacmiu. Ta ce pasiuka yBeK He MOCTaB/ba jaCHO, alud YECTO IpeT-
MOCTaB/ba.

Hwmajyhu Ha ymy Ja ce JMCTOBHMA Ha3WBajy uH3BecHe 006JacTu-
KOoje HHTJAE He MNOKpHBAjy paBaH BHIIEe OJ jeNaHNYT, MU heMO CBaKy
OTBOPEHY HJH 3aTBOPEHY o006A4aCcT Da3acTpTy Haj jeZHOM DPABHH Y
cuucny PumanoBux nospiuu, — 06JacT 33 KOjy MOXeEMO CMaTpaTH
M Jla HaCTaje aHaMUTHUKUM NDOJYXKABAbEM HEKE MYJTH(HODMHE aHa/H-
THuKe (QYHKIHje — Ha3uBaTH RANPOCTO PumanoBOM MW BULIENUCHOM
o6aawhy. OnwmtTe NOCMaTPaHo, TaKBa OGJACT NOKPHMBA paBaH HErje
BUIIE, HETJle Mame NyTa, 2 Here HY jeJaHnyT. Y TOM CMHCAY jeaHo-
JaucHe obaaciiu cy moceGua BpcTa PumanoBux o6aactH. ,

PumaroBom OoBpwu Ha3uBalieMO NaKk y OBOM H3Jlaramy BHIle-
AHCHY 06J1aCT CaMO aKO Ce€ OHa He MOXKE CMAaTpaTH ,NpaBHUM“ JeJIOM
Apyre (ummupe) BumenucHe o6uatd (ako ce Aakae, mehy ocranum, aHa-
JHTHYKO NPOJYIKABath€ H3BPUIM N0 KpajibuXx MOTyhHOCTH).

[Ipema ToMe, CBAKY BHIUEAUCHY 06/1aCT MOXEMO CMaTPATH HEAOM
Hexe Pumanose nospud. ** O6uune Tauke u anre6apcke 3aBOjHE Tauke
Cy YBEK YHYTapme Tauke PHManoBHX mMOBPIIH, TPAHCUEHAEHTHE 3aBOjHE
rauke o6pa3yjy (ako ux uma) wuxoBe pyGose, ***

* Ynorpe6mpaBaMo peu [0Bpw 33 reoMeTpuckH JAWK {koju ce y Hac o6H4HO
Hasusa nospmHHoM (surface, Fliche) a peu Gospuwuna 3a Benuuuay Hiau Mepy NOBPIlH
(aire, Fldcheninhalt).

*% [lonx PaAMaHOBOM NOBpWIM MOAPa3yMeBa CE€ HeCTO Makaksa o06JacT eKcH-
CTeHunje Heke MyaTndopMHE aHaIWTHUKe dyHkurje, y kojoj je oBa yHudopMa, xaxae
MaKakBa BumeaHcHa o6aacT. Onpapaana je ¥ Taksa ynoTpe6a HasuBa, HO Tafa 6H oHO
ITO Cal Ha3usaMo ,PAMaHOBOM MOBPIIK“ Tpe6ano ApyKYHje Ha3BaTh (HMP. ,MOTMYHOM
PrnMaHOBOM MOBPIIM®, 32 PAa3AHMKY OR OCTAAHX, ,HENOTOYHHX"),

*¥% 3asojua Mayxa wiv @aura rpanawa = Windungspunkt (Verzweigungs-
punkt), point de ramification.
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2. OcroBHu clias rongopmuor fpecauxasawa. — [lokumo ox T3B.
OCHOBHOT CTaBa KOH(OPMHOT NPECAWKABatba j€ IHOMHCHHUX, je AHOCTPYKO
NOBE3aHUX OTBOPeHHX 06aacTd. Fbume ce u3paxaBa HeorpaHdueHa
MOryHHOCT KOH(ODPMHOr NMpEC/]HKaBama TAKBUX 06/1acTH Mehy co6om,
noj yc/a0BOM J1a pasAuKyjemMo iipu Bpcilie Tux 06macT: 1. o6.acTH
udju py6 caapxd BuUmE Of jeAHe Tauke, 2. o6aacTH uuju ce py6
CaCTOju €aMO W3 jeiHe Tauke M 3. 06/acT Koja Hema py6a, Koja ce
JaKjae CacToju u3 Leje 6pojHe PpaBHH YK/bYUHBIIH U GECKOHAYHO
naneky tauky. IlocToju Haume craB Koju noTHde jom of Pumana
[B. Riemann, 1, 1851], anu je Tek momuuje notnyHo Aoka3au [D. Hilbert,
1—-3, 1900—1909; R. Courant, 1—4, 1910—1914; P. Koebe, 1, 2,
1912—1915; C. Carathéodory, 1, 2, 1912—1914 u ap.] ¥ no xome ce
cBaKa jefHoaucHa jegnoclipyxo HoBe3ana oMiBOpeHa 00aacii Mmodce ipe-
cauraiiu 060CHIPAHO jeJHO3HAYHO U KOH(OPMHO HA CBaky Apyry idaxsy
obaacli ucilie Bpcilie.

Y cTBapu NOKa3yje ce MpBO CTaB N0 KOME C€ CBAKA jefHOMUCHA
jeanoclipyko #loBe3ana oOIiBOpeHa o00aacli paBHu MoOxce [pecauxaliu
000CHpPano jefHO3HAYHO U KOHOpMHO HA jeiHYy ON TPH OTBOpEHE
06/1aCTH W-paBHu:

Ha kpyxcry obaacl |w|< R << oo
uny Ha yeny oiiBopeny pasan |w| << oo
unu Ha yeny 3aiBopery paBan |w| < oo

lpema Mome fa nu ce wex py0 cacilioju u3 Buwe Mavaxa, Ul camo
u3 jeane Mauwe, unu Hujegue. VI3 OBOr cTaBa CA€Ayj€ NPETXOLHU HEMO-
cpexHo. Jensa je moTpeGHO CMOMEHYTH Ja y Apyrom M tpehem cay-
4ajy npecankaBama Bpuie JaunHeapHe ¢ynxnuje, Camo y npeoM cay-
dajy GyHKIMje KOjeé BpIIe Npec/HKaBalma Cy ONMUITE IPHPOJE.

3. Kongpopmuo fpecauxapawe BuluenucHux jeAHocHipyko ioBe3aHux
o6aaciiu. — 3a BUUIEJHCHE jeIHOCTPYKO NOBE3aHE OTBOpEHE 06JacTH
MOXE (€ YHanpej OYeKHBATH aHa/oraH CTds, YONUUTEHmE [PETXOMHOr.
3aucra nocroju [Koebe, 3, 4, 1909; Courant, 1—4, 1910—1914} cae-
Jehu onmTH CTaB:

Ceaka BuwenucHa jegnoclpyro fose3ana OWBOpPeHa 00AACH MOXCe
ce Opecauxaliu 060CHPAHO [eJHOSHAYHO U KOHQODMHO HA jeJHONUCHY
jeanoclpyko HoBe3arny oiliBOpexy o6aacil.

Aan muTame: kKojoj he oX TpM NOMEHYTE€ BpCTE NPHNAajZaTH Ta
jenHonucHa 06sacT, HHje NOTONYHO pemeHo Hu Ao Aanac. Caakako,
NOCTOje M3BECHH JAKH CJy4ajeBH KajJ C€ OJArOBOP HAa OBO [HTAWbE
MOXe oamMax AaTd. Moxemo ux ckynutd y caeieha nsa crasa. [lpeu
ce OJHOCH Ha 06/1aCTH KOj€é MOXEMO CMATPaTH JE€JOBHMAa 3aTBOPEHHX,
Tj. anre6apcKkux jeIHOCTPYKO MOBE3aHWX DUMAHCKHX MOBPUIK; Talda je
JaK0 pas3jHKOoBaTH KO0joj he ox TpH BPCTE NPHMNAZATH yOdeHa BHUIe-
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aucHa obaact. Jlpyru ce oJHOCH Ha U3BECHE OOGJACTH KOje HE MOXKEMO
CMaTpaTH Je/IOBMMa 33aTBOPEHHX DHMAHCKHX MOBDIIW, HETO C€amo
OTBODEHHX,

I. CBara BuwenucHa jegnoc@ipyxo [o0Be3aHa OWBOpeHa O00AaCH
Koja fipuilaga jegnoj 3ailiBopenoj PumanoBoj foBpwin Modice ce fpeciu-
kadiu 06OCHpPAHO [eZHO3HAYHO U KOHGOPpMHO Ha yHylipawwocl kpyra,
uau Ha yeny oiiBopeny OpojHy paBaH, UL HA yeny 3alBopery 6pojuy
pasaw, Uau Ha yeny 3aiiBopeny Opojuy pasad, iipema [Mome Aa au ce
rwen py6 caclioju u3 puwe [mMayaka, uny u3 camo jegue fauke, unu
HU u3 jeane.

Il. CBaka BuwenucHa jegHociipyxo OoBe3ana oOMBoOpeHa obaacll
KOja ce Moace cmalipaliyu ZJenom camo jenHe oMBOpeHe jefHOCHIpYKO
Hopeaane PumanoBe fospuu, aiu koja uma pybhux [Mavaxa mehy yHy-
maprum diaykama e dospwu, modce ce Opecrurxalliu 060CHpPano jeaHo-
3HAYHO U KOHPOPMHO Ha yHYIpawmOCH jeAHOr Kpyrd.

Kako je cagpxaj npBor crapa jeAHOCTaBHAa IMOCAEAMIA COOMeE-
Hyrora Pumanosa craBa, XOKaxxuMO caMo Apyru cTaB. [1peTnocraBumo
Ja yHyTpamtha Tauka o AotuuHe PumaHose nospmu npunana pyoy
yodeHe BulueJucHe o6aactu A. Kako ce Ta mospiu Moxe KOHGOPMHO
NpecauKaTH Ha HeKy paBHy obaacT B y z-paBHH, a NOBpUI j& OTBO-
' pena, obaact B uma u3BecTaH py6 b (Koju ce cacTOju K3 jexHe MM
sume Tauyaka). Ho o je yHmyTapma Tauka noBpuiH, A8KJI€ OJroBapa
joj yHyTapma Tauka a obaactu B. O6aact A je jeAHOCTPYKO moBe-
33Ha, JlaKae OAroBapa joj y z-paBHM jeJHOCTPYKO noBe3ana o06.acT
D, canpxana y B u uuju py6 d caipxu KaKO TauykKy a Tako py6 b.
Jakne py6 d caigpku HajMame XBe Tauke H npemMa Tome D, nakjae u
A, moxe ce KOHQOPMHO NDECAHKATH HA YHYTPAlIHOCT jEAHOr KPyra.

4. [Ipo6rem @ulia PumanoBux fGoBpuu. — [Ipema npeTXOAHOM,
Temkohe uauHe caMO 06JacTH OTBOPEHHX PHMAHCKHX MOBPIIK KOje
HeMmajy pyOHHX Tadaka noBpIIM, Tj. ,yene” oliBopene Pumanose foBpuiu.
[Turame xkoHpopMHOTr mpecnHKaBaka BHIIGAMCHHX jeXHOCTPYKO NOBe-
3aHMX 06sacTd, KOje joul HeKa Ha CBOje MNOTNYHO pelene IjacH
Jakae: kaga he ce jegnHoclipyrko foBe3ana oliBopena PumanoBa UoBpul
fpecauxaliu Ha kpyr a Kaza Ha yenry oliBopery paau? JlpyruM peduma:
kajga he ce oliopena Pumanosa OoBpw Mmohu cuailipaiiu kao Hospu
¢yuryuje unepcre hynryuju MepomophHoj y yenoj omBOPeHO| pasHi,
a kazaa rkao Hospw yHkyuje unBepcHe PYHKYUjL MePOMOPPHO] y HekOM
Kpyry u wojoj je Maj kpyr ecengujanna nuuuja?

Kan ce Pumamopa noBpw npecaukasa (060CTpPaHO jefHO3HAYHO
H KOHPOPMHO) HAa YHYTPAIIKHOCT Kpyra KaxemMo Ja jeé Ta NoBpu
xuilep6oana wnn xulepfoanor Mulla;, Kak ce NPEC/AHKABA HA L]y OTBO-
pesy paBaH Kaxemo N3 je dapaboana wnu dapabonxor Mula; a Kaj
je Pumanosa nospw 3aTBOpeHa, Kaj Ce JakJe NpecAHKaBa Ha Leay
3aTBOPEHY paBaH, KaweMmo 1A je eauilicha und eaudchor muida. OBH
Ha3WBH CTOj€ y BE3H C TEODHjOM JIMHEAPHO ayTOMOD(HHX OXH. MOJH-
MopdHHX (QYHKUH]a, KOje CY Y HEKY PYKYy KapakTepucaHe HCTOHME-
HHM JMHeapHUM cyncTurynujama [F. Klein, 1, 1878; 2, 1882). C Tum

36opHnk 2
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HA3WBHMA THTAE TJacH: kag he jegnocHipyko foBe3ana olisopena
Punmanosa Dospw Ouiliu xuilepboanor a kaga iapaboaxor Muia?

Oryx ce osaj npoGuaeM HasuBa M dpoGaemom muila Pumanose
gospuwu. Ha mwemy ce y HOBHje Bpeme N0CTa DaIHJIO M Hala3uad Cy
ce pa3Hd ycaoBu (kpuliepujymu) 3a fapaboanu uau xuiep6oanu Muil.
To je ycrsapu @pobaem pyba y KOHGDOPpMHOM OpeCAUKABAtY jeAHO-
ciipyko fioBesaHux ButleucHux o6aaciiy M, TAYHUje, OCHOBHO MUTAMe
Koje 64 ce y TOM npoGJemy HMaj0o PeuTH npe cBUX Apyrux. To je
IakJe jenaH ON OHTHHX CacTOjaka ONWITEr H CPeAHUIMEr 3aKaTKa
TEOpHje aHAMHTHUKHX QYHKLHja: HCMHTHBAaA KOHGOPMHOr NpecauKa-
Batba ONTHX 006JacTH.

OBae heMO M3HETH M3BECTAH NpErJejl THX YCJA0Ba, KOjH C€ He
MOXe CMaTpPaTH NOTNYHHM, 44H GH MOrao MNOCAYXXUTH paad NpBOT
CH4JIaXe€rmha y NpOydaBawmy TOT NpelMera.

5. [Mukapos clas o0 u3y3elinuM BpegHOCTHUMA KAO Kpullepujym
Muda. — Ha npBome MecTy MoOxe ce HaBecTH Mo3HaTH [lukapos
craB I, 2, 1879] 0 u3y3eTHuUM BpeAHOCTHMA y GJIH3HHH €CEHIMjaTHHX
CHHI'Y/NapHOCTH KAa0 CTaB KOj4 Jaje J0BObaH ycnoB ja PumaHoBsa
noepw 6yne xunep6onnor Tuna. Onmth [lukapos cras kasyje na
Qyuryuja y3uma y Qau3unu ycammene ecenyujanne Maure (Tj. €cCeHLu-
janne TaykKe y 4Hjoj je OKOJUHM (YHKUHja pery.JapHa ceMm y mo.ao-
BHMAa) CBAKY BpeAHOCH Oeckpajno mHoro Oyila, u3y3es, najBuiue, ase
BpegHociu. Ho kako ce y oBOM H3iaramy OrpaHv4aBaMO Ha je]HO-
CTPYKO mnoBe3aHe obaacra, AOBOJLHO je y3eTd y 063up [TukapoB cTaB
3a (ysxuuje mepomopdHe y 1eI0j OTBOPEHO] PaBHH, KOjU T2 Ka3yje
Ia TakBa (QyHKIMja y3uma cBaky BpeAHOCH Oeckpajuo muoro iyiia,
ugyses, HajBuwe aBe. Jlaxne, ako MOCTOjé BHwWeE OX JBE H3y3E€THe
BpeIHOCTH, QyHKIHja HE MOXe GUTH MEPOMOP(HA y LeJ0j OTBOPEHO]
pasuu. [Ipema ToMe Moxe ce wu3pehu cnelehu ZOBO/LHH YyCJIOB 3a
XunepOOJHA THI:

Axo usnag Mpu unu puwe [Mavaxa OpOjHe PABHU jeAHOCTIPYKO
fnoBesana olBopeHa PumanoBa 0oBpw Hema yHyliaprmuX Ha4axKa HU HQ
jeAHoM Jnucliy, UALL CAMO HA KOHAYHO MHOro mwux, la dospw je xuiiep-
Goanor muia.

6. Hsepcenora pBa ciliasa. — Vi3mecumo jow HEKe NOBO/bHE
ycaoBe 3a xunep6onHu Tum PumasoBe nospluw, 3amdwbajyhd ga je
MOBpW PpacnpocTpra W3Haj KomnaekcHe w-pasud. [loctoju caenehu
cras [F. Iversen, 1, 1914, ctp. 18]:

Youumo ma rojy (yHyrapwy) Tauky jease Hapabo.ane Pumanose
moBpuu, Kojoj ojrosapa y w-paBnu Mauka W,, U Hexa je Wy Mma Koja
Apyra Mauka w-paBHu (W, =k W), obe y konavnom geny pasuu. Taza
focmoju Ha moj GoBpwu wnelipexufax ayk (cacTojehu C€ U3 CaMUX HbEHHX
YHYTapmbUX Tayaka) koju Doaa3u u3 yodene Mauxe W, e Hospwu a y
pasuu cilaja w, ca w, He u3aadehu u3san wupyra |w-w, | <[wo—-w;

O6pramem HsepcernoBa crasa go6ujamo caeaehn ycaos 3a xunep-
GOJIHM THN PUMAHCKE [OBPIIH:
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Ako Ha jepnoclipyxo fioBe3anoj Pumanosoj Gospuu Goc@ioju Mavxa
W, Uy W-paBHu jow jeana ilayka W, (W,=F=Ww,) @a axo He foclioju
Hellpenupan Ayx Ha HOBpwu, kKoju Hona3u u3 w, Ha 10Bpuu a y W-paBHU
ciaja wy ca w, ociiajyhu y wpyry |w-w,|<|wy,-w,|, Maga je a
PumanaBa foBpw xuillepbonnor Muila.

Ouuranefino, AyK NOMEHYT y OBOM CTaBY He€ MOpa NOCTOjaTH y
Cayuajy Kag Ha NOBpPIIM HMMA H3BECHUX CHHryaapHux Junnja. [lakae
no MsepcenoBy CTaBy aKO Ha NOBPUIM HMa CHHIyJapHUX JMHHja, OHA
je xunep6oana. Tume je obyxsehen cras ll y 6p. 3.

M3 Msepcenosa ucka3a”or crtaBa npousnasum aako caenehu, Ha
usraen onwTtaju ctas [lversen, 1, 1914, crp. 24]:

Yowumo y nexoj Wauku w, enemenll pynxyuje uHBepCHE MepoO-
MOppHO| hyHkyuju u Helpexugny xpuBy g (y W-paBru) koja cliaja w,
ca Hexom japyrom Masxom w'. Taga Doclioju @yl (na PumanoBoj
NOBPWH) KOju U3 W, BOAU Ka W', CAApXCaH y [pou3BOMHO Y3aHOj Mpayu
Wilo cagpxci KpuBy g, @ AYXHC KOra Ce yodeHu enemenill MONCE aHAAU-
Mgy Gpopyxculiu Ao w'.

Can ce o6puyTn cTaB moxe uspehu oBako:

Aro Ha jegnociipyro HoBesanoj PumanoBoj Uospwu, Oonasehu 04
u3BeCHe rmeHe avke usHaa w, He MOJCeMmo olucaliu HelpexkupHy Kpusy
Koja ce y paBHu yjaasmyje OpOU3BOMBHO MAA0 Ma 04 kKora jaiior
HellpexugHor AyKka koju ciiaja wy, ca Kojom Ouno Tiaukom w, y W-paBHl,
mepa je ma Pumanosa fhoBpw xulep6oaror muiia.

1. I'pocos cmas. — Meepcenos cras ytBphyje MoryhHocT ana--
JUTHYKOT NPOAYIKABA:ba JYXK Ma KOje, y paBuu n3abpane KOHTHHYH-
paBe KpuBE, C MPOH3BO/bHO MAIUM YAa/baBakeM Of e, aad He Ka3dyje
HHWITA Y NOrA€Ay HA yHH(POPMHOCT NPOAYIKaBaka, Tj. HE TBPAM AA
nyT KOjUM C€ Ha noBpWIM KpeheémMo HeMa y paBH4 BHINECTPYKHX
tayaxa. Oapehennju y Tom cmucay je caenehn [pocos ctas [W. Gross,
1, 1918} xoju ce oaHOCH HAa aHAIMTHYKO LPOAYXKasawme AYHK NPaBUX
y pa3uum npasuuma. Fbume ce takohe pobmja jeman kputepujym 3a
xunep6oane nospmy. CtaB raacu: ‘

N3 cBarke obuyne Mauxe jeane dapaboane PumanoBe HoBpiuu Mory
ce GoByhu na o] ioBpwu y OpaByuma KOju C€Q U3BeCHUM [O4elHUM
Upasyem 3aknaiiajy ma woju yrao ¢ (0<C @ < 2n) Honylpase na [moj
oBpwu, KOje €€ cacToje u3 caMux OOHYHMX Tauaka NOBPLIH — CeM
MOXCAQ Y u3BeCHUM [pasyuma 3a Kkoje MHOWIIBO BpeanHOCHU @ Uma
Mepy jesiHary Hyau. '

Bpenn nmanomenyTtu caenehu cras, canpxan y cywrend y I'po-
COBY (TaBy, M3aIber [OMETa, ald eJeMEHTapHHje npupoje, jep He
ynotpe6/pbaBa nojaM Mepe HEKOr MHOUITBA:

Youumo na fapaboanoj PumanoBoj 0oBpwu kojy Guno Mauky u y
W-paBHu Koju 6uno kpyr ca cpepuwiiliem y ioj mauku. Taga y csBaKos
uceyky ora kpyra Hociioju Ha HOoBpu uceyarx uciiora kpyra, ca
cpepuwiliem ) pewenoj Wayxku u KOju ce caclioju u3 camux Herux
06uynux mavaka.
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O6pramem ['pocoBa cTaBa M mnpeTxomHora po6ujamo omer
ILOBOJ/bHE yCIOBe 3a xunep6oaswe Pumanose mospwd. Tako HacTaje u3
'pocosa craBa caeapehu:

Ako ce u3 Hexe obuyHe Wauke jeanoclipyxo [oBe3ane Pumanone
fdoBpwu He Mmory foByhu na o] iloBpwu Hoayldpase y UpaByuma 3a Koje
domenymu yrao ¢, xoju ux ogpehyje, obpasyje MHOW@BO BpeaHoCHU
KoMe je Mepa Oo3uliusna, Wapa je Ma Pumanosa Hospiu Xxuillep6oana.

8. CmaBosu us ieopuje auneapHo ayllomoprux Qynkyuja. —
Mely craBoBe KOju umajy KapakTep KpuTepujyma 3a THn PuMaHOBHX
HOBpIIH MOXEMO VHETH K ciaeneheé cTaBoBe, KOjH cCaJpike eneMeH-
TapHE YHILEHHIE M3 TEOpHje JHHeapHO ayToMOpOHHX yHKIHja [F.
Klein, 1, 1878; 2, 1882 u H. Poincaré, 1, 1882; ura.]:

AKo Ha jepHochipyro 1oBe3aHoj pumanckoj Hompuwiu Tocloju (Ha
10j yHudopmHa. auneapro Toaumopgra pynkyuja u aKo mwena rpyia
AUHeaprux Cyacmuiiyyuja Cagpicu Makap camo jegny xuiep6onrny cyl-
ciliuyyujy, Ma doBpw je xulepboanor [Mulla; QKO He caapxcu Xxulep-
Ooanux cylicluliyyuja, aau CAAPACU MAKAP CAMO jeany TapaboaHy cyi-
cimiuiiyyujy, dospw je hapaboanor iHuda; axk0 CcaApicu Camo enuiicHe
cylicmullyyuje, Hospuw je enufcHor muid.

Hanomenumo na je Taj cTaB npuiuuHO OMmITE NpHPOIE, jep cy,
no JeduHHUMjH, JAuHEADHO ayToMmopdHe (QyHKIHje Yy NOjeXHHAM
»OCHOBHHM 06JaCTHMa“ OnmuTer MepoMopgHOr KapakrTepa.

9. O mully OpaBuaxo pasrpanaliux Pumanosux GoBpuwu. — Teo-
puja nmuHeapHo ayTtoMopdHHX (QYHKIHMja Haje M TauHHje MOJZATKE O
pasrpasatocTd PumaHOBMX noBpuM cBa Tpu THna. Peu je o dpasuano
pasrpanafium NOBPIIMMA YHje Cy 3aBOjHE TaUKE M3HAL KOHAWHO MHOTO
TAYaKa W-paBHH, PELUHUMO, H3HAN 4y, O, .., 4,(q>2). Pen 3aBojue
_Tauke H3Haj a, Heka Oyne 3a ceaku Juct m, (v=1,2,.., ¢). To 3nauu
Ja ce OKO a, nepMyTyje yBeK MO m, JHCTOBA. '

Ako je ¢g=2 Tto cy, ounraexso, PumanoBe noepmu ¢yHxIHja

. (w—a,)l (w—a,)
Z=|——]n Hd z=lgl——).
w—a,

Y npsom, aare6apckoM cayuajy MoOBpH j€ €JMICHOr THOA, Y
Apyrom caydajy je mapaGansHor Tuna.
v Ako je g=3 umamo llIBapnose ,¢yHkuuje Tpoyraa“ [BuAM HIp.
Klein, 3, 1890]. OnumemMo Ju 3aTBOPEHY JHHH]y, PELHUMO KPYT, KPO3
Ta4YKe a,, a4, d;, U€JNa PUMAHCKA MOBpL je MOJAebeHa Ha 006JacTH
TaKO Ja ABE CycCeXHe 06JACTH yBEK CAa4UH:3Bajy LEO jelaH HEH JIHCT.
Tum o6nacrumMa 0AroBapajy y z-paBHH KDYXXHH TPOYLJH UHjH YIJOBH,
Kao HITO Ce JNaKO yBuha, HMajy BeJHYHHE It , =2, %3, Kao mto je

my - my - Iy

nosHaro u3 teopuje ayromopbrux Qynxnuja, Tun PumaHose mospiuu
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3aBHCH OJ BeJMYuHe THX YrJaoBa: ako je oH Behu ox = nospw je
€JIMMCHA, aKo je jeasak m napabosna je, ako MawH OX « XHnepboana.
[lpema ToOME:

Axo je idpaBuano pasrpanaiia PumanoBa ifoBpw pasrpaxaiia
usnap Wpu mMauke a,, a,, a; OpojHe pasHu a pe;a Mux 3aBOjrux MA4aKa
je my, my, mg, Waaa je Wa HoBpw enuilcHa, Bapaboana unu xulep6oaHa
Opema mome pa nu je

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—>1 i —t—+—= uny —+—+— < 1.
m, om, Mg my, my, g my o my  mg

JenHocTaBAuM pauyHOM HAJ4a3WMO A3 NOCTOj€ CBEra 4eTHpH Cay-
yaja e/NMMnCHOr THA3, Kao WITO nokasyje cxema | (y cxemu n 3Hauu
2,3,4,...). McTto Taxo nocroje ceera 4eTHpH cJAyuaja Kajg j€ NoBpIU
napa6oaHOr THNA, KA0 INTO MOKa3yje cxema Il l I

B Y cBamM ocralum caydajeuma (Kan je M malms|  [me|ma]ms
g=3) kojux uma 6eCKpajHO MHOro, Tum je
xunepb6onan. 2|2 i n

2|2 o
Axo je g =4 nocToju camo jenaH cayudj |o |33 213106

y koMe je nospiu napaboJina, Haume kaj je |
M =my=my=m,=2. ¥ cBakoM npyrom cay- |2]3:4 214,14
uajy, a UCTO T4KO H KaA roj je g >4 nospwm 213 ' 5 3(3/3

je Xunep6OoNHOT THIMA.

Cee cayuajeBe pery/aapHo pasrpaHaTHX MOBPIUW MOXKEMO JaKae
caxeru y caeaehu cras (Buau vnp. R. Nevanlinna, 2, 1936, ctp. 278
H caen.):

AKo je OpaBuano pasrpaxaiiia PumaroBa LoBpw pasrpanaiia u3najg
g Mauaxa pasuu (q 2> 2) a pen Mux Ma4aKa rpavawa je my, m,,..., Mg,
Maaa je ma GoBpw enuicHa, Gapaboana uau xuilep6onna lpema MoMe
Aa nu je 36up

s= —_
m,

Behu, jeanax uau mawu 04 q— 2.

10. Hesanaunun rpuillepujym 3a Pumanose Oospwu Domiyno pa3-
rpaxailie u3Haj KOHAYHO MHOro Wavaxa. — Kao wro npousnasu M3
ONUITHX CTaBOBd O MEpPOMOD(HHUM (QYyHKNHjama, KOje je JA0OKA3ao
R. Nevanlinna [1, 1932] nperxoanu CTaB O PHMaHCKHM NOBPWLIAMA
nuMHEapHO noauMOopPHUX (QyHKIHMja A0NYymITa 3HAYAjHO yONWTEHE Y
caydajy xunepGoanor Tuna, Peu je ma 0 KakBuM jesHOCTPyKO nose-
3aHUM PHMZHCKHM NOBPLIMMAa NOTNYHO Pa3rpaHaTUM wu3HAJ KOHAauHO
MHOTO Tayaka.

Kaxe ce na je Pumanosa noBpm HomdyHo pa3rpanalia W3HAL
HeKe Tayke OpojHe paBHM aKO j€ TO 3aBOjHAa Tayka 3a CBAKH HEH
auct. Ann Hesanannun ctas Jonymra Ia Taj nojaM CXBaTHMO IIHpE:
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Ia MOBpUI CMATPaMO MOTOYHO Pa3TPaHATOM H3HAX HEKE Tayke H dKo
je To 3aBOjHa TayKa 3a CBAKM HEH JUCT CEM HAjBUIIE 34 KORAYHO
MHOTO JIACTOBa. Taja ce CTaB MOe jeAHOCTasHO wu3pehu oBako:

Axo je jeanochipyro Hosesana Pumanosa fospuw, GomiiiyHo pa3rpa-
HaIla U3HAJ KOHAYHO MHOro [e4aAKa ay, Ay, ..., @, (q >>2) Waxo na
pex 3aBojHux mavaxa usnajg a, Huje mawu of m, (@ Moxe GUTH U
6eckpajad) da axo je

Wa hospu: je xufiep6oanor Wuila.

M3 nperxoxnux pasmaTpama (6p. 9) caenyje oamax Xa mocroje
CBera flelll Pa3HHX CJyuyajeBa Kaj je no HeBaHauHUHY cTaBy mnoBpil
Xxunep6oaHa, NPeMa NPUAOKEHO] CXEMH.

Pasyme ce, cBaku 04 THX ciayudajeBa MoA-
m, mzlms\ﬂulms pasymeBa. G€CKpPajHO MHOTO PAa3HHX, PA3JHUHTO
pasrpaHaTHX pPHMAHCKHX [OBpUIH, j€p YCJIOB je
€caM0 Ja pek 3aBOjHHX Tavyaka He OyJe Mamu
—|—| ox m.

Kan je g=3 moxe ce unp. ysertu ja cy
CBE 34BOjHE Tauyke M3HAL @, 4, 43 JIOTAPHUTAM-
—| cxe (o0, 0,00). Ho Taga mobujamo Iluxapom
o| craB (6p. 5). Hakne [lurxapos cias je GoceGan
cayvaj Wora Hepannununa ciiaBa.

Gl bW W W

NN W NN
N N W s W
NN s O N
[
|

11. AnghopcoBo youwiiewe HeBanaunund - caa. — Morao ce
yHanpenX ouexkuBaTH ja he Hepaununun ctaB ocraTu Tasan u kag ce
youeda PumanoBa noBpm HENpeKHAHO IedOopMulle y H3BECHHM rpa-
HUIlaMa, aKO Ce JaKJe W 3aBOjHE Tauke, KOj€ Ce Hana3e W3HaX U3BECHE
TauKe paBHH M CayumbaBajy jeAHO MECTO MOTNYHE pas3rpaHaToCTH,
nomepe M3 Te Tauke, ajM HE npenaiexo. Aadopc je ycneo Aa y TOM
noraeny noxaxe craB [L. Ahlfors, 2, 1932] koju moxemo wuspehu
caenehum peynma:

Youumo ¢ jepnoclipyxo foBe3anux obGraciu 6pojue pasuu, G,,
Gy, ..., Gy, Kkoje cy jeana ussau apyre, u fApeililociaBumo za Gpoay-
Jcyjyhu ananulugxu Ma Kojy rpauy awanuilinuxe c¢hynwyuje kojoj Ma
ioBpw fpuiiaga, a oc@ajyhu y G, Haura3umo Ha 3aBOjHy Wauky 4uju
pen Huje mamwu of m,. Aro je faja

q

Ma Dospw je xuliepboanor Muia.
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12. Hexu wpulliepujymu 3a dapaboanu mui. — [1pe cBera, P. Hepan-
auna je rold. 1932 o6jaBuo pokas na cy cse PumaHoBe foBpuill C KO-
HA4HO MHOIO Lupaurqenaemunux u anrebapckux 3aBojHux Mavara dapa-
6oanor muia [R. Nevanlinna, 1, 1932].

On pasHuX CTaBOBA KOjH Jajy KpuTepujyme 3a napa6o.rme Pama-
HOBE NOBPWIH C H30J0BAHHM 3aBOJHHM TauKkaMa CNOMEHHMO 3aTHM
Angopcos cTas 3a jeAHOCTPYKO nMoBe3aHe PHMaHOBE NOBpPLIH KoOje Y
KOHaYHOME HMAjy caMO aare6apcKHX 3aBOjHHX Tayaka, a y 6eckpajuo
JANeKoj TauyKkH MOry HMMAaTH ¥ TPAHCLUEHJEHTHHX 3aBOjHHX Tauyaka
[Ahlfors, 1, 1931]:

Heka je n(p) 6poj 3aBojHMX Tauaka, pauyHajyhu cBaky OHOJHKO
NyTa KOJHKH j€ HbeH pel (Mau T3B. CTENEH TPaHama, Tj. peJ, CMAameH
3a jelMHHIY) LO KOjuX ce mo Toj PumanoBOj noBpuw# MOxe XOCNETH
Ha nyTtoBuMma Kpahum O p. Arxo unillerpan

f <>cpiz)p)

Ausepryje, Pumanosa fhospw je LapaGonaua.

Axo noBpw HeMa HH y 6€CKpPajHO [aJE€KOj TaukH TPaHCUEH-
JeHTHHX 33BOjHUX TauaKa, KpUTEPHjyM C€ MOXKE MNOOLITPHTH:

Ako ¢y cBe 3aBojne Mauxe aarebapCke u aKo ce Hanase y OrpaHu-
YeHoM geny Opojne pasuu |w|<p, AOBOMHO je guBepropawe unilerpana

SO
f __de
n(p)-n(p-p)
Aa 6u HoBpw Ouna Oapaboana (Papojuuh, 4, 1937).

Axo 3amuciumo na je PumadoBa noBpm pasacTpra Han Puma-
HOBOM cepoM (aKo Haxjae yAabeHOCT p mepumo cdepHOM MEpPOM)
C/AHYaH HMHTErpan BpeAu Kaj roi Cy Cse 3aBOjHe Tauxe anarebapcke,
Tj. u3 jquBeprexyuje unlierpana

o0
f _de
n(p)-n(p—m)
caegyje aa je Warxsa Pumanosa UoBpw fapabonna.

Hamecto NpETXO0AHA JABAa HHTErpana MOXeE C€ y3€TH H

-]
f pdp
(o)’
Tj. axo iaj undierpan gusepryje oBpw je Gapaboanor muiia [Ahlfors,
3, 1936; Panojuuh, 4, 1937].
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13. Kpuiliepujym 3a Gapabonnu Wuil y o6auky 36upa. — W3 nper-
XOZHOra ciaelyje HEnocpefHo jom jexaH xpurepujym 3a Pumanose
NOBPIIM KOjeé HMajy €amO ainre6apCcKuX 3aBOjHMX Tayaka:

Axo je v, 6poj 3asojuux Wayaxa, pavynajyhu cBaky oxonuro Gydia
KORUKU fe weHn pex, a AO Kojux ce lio DoBpuwu mModce Johu Ha OyToBuma
kpahum o (k+1)=x a ne wpahum og (k~1) = u aro je Geckpajuu 36up

0

1

Vi

Auseprenilian, GoBpw je Gapa6oanor Wuia [Ahlfors, 3, 1936).

3a oxpehuBame THMA MOXEMO C€ OCIOHHTH M HA HaUMH KAakKo
ce ucnpenauhy Jaucrosu Pumanose nospmu. Heka je nospm nmone-
JbeHA HA #3BECTAH HAwuH (KOju oBIEe wu36aMXKe HE ONUCyjeMo) Ha
JUCTOBE KOHTHHYHPaHHx py6oBa. [lomapwna o u3BECHOr JHCTA HA30-
BHMO YKYNHOCT JIMCTOBA KOjH HMajy 3ajelHHYKHUX Dy6OBA C [10J1a3HHM
JHCTOM IpBOM renepayujom JHACTOBA; YKYMHOCT AA/bUX JHCTOBa KOjH
UMajy 3ajeHHYKHX pyb6oBa ¢ NMPBOM FEHEDAlHjOM HA30BHMO Jpyrom
renepayujom, uth. Heka je §(v) 6poj nucroBa y v-TOj resepauuju
[A. Speiser, 1, 1930].

Axo cy, 3anpxaBajyhu nperxozue ycaose, cdepHa pacrojama
3aBOjHUX Ta4yaKa, MEDeHa Ha MOBPIUH, H3HAJ W3BECHE MO3UTHBHE BEJH-
Y4HAa € W aKO HBUXOB pex Huje Behuw ox nenor 6poja p, MOxe ce
NOCTaBHTH ciaefehu KPHUTEpHjyM:

Kan 6eckpajnu 36up

< Vv
28(0)+...+8(m,,)'

I 6p)—-1 10xw
mugV[—Q—]’l‘(V'l'l)m, C = [T])

rje je

ausepryje, Pumanosa oBpu je Gapaboaxor MWuila [Pagojuuh, 7, 1950].

3a6enexnmo caenehy nocaenuny, Koja nocToju noj ycl0BOM
Ja je Hu3 OpojeBa 8 (V) MOHOTOHO Hecunasan: Arko Geckpajan 36up

[+ <]
2
8 (v)
JAuBepryje, iospuw je Gapa6onna.
OB0 nocmarpame ce MOXE NPOLIHDHTH H Ha CJydYajeBe Kaf
HEMa OrpaHHYema 3a pel 3aBOjHHX Ta4vdka M 33 HUX0BA pACTOjama.

Hexka je p, Bajumm pej CBHX 3aBOjHHX Ta4aKa Ha Py 6OBHMA JIHCTOBA
NpBUX v TeHepamuja, a €, HajMame pPacTOjame 3a CBE T Tauke.
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Jlako je moxasatu Ja Tala u3 juBeprenyuje OeckpajHor 3bupa

6p)7 8 (v) &

caenyje na je Pumanosa HoBpw Gapaboanor muila [Papojuuk, 7, 1950,
ctp. 52].

14. Ko6ajawujes kpuiliepujym 3a Gapabonnu tui. — Z. Kobayashi
[1, 1935] mao je cras xoju o6yxBaTa cBe BpCTE€ PHMAHOBHX NOBpIIU
¢ ycam/beHuM 3aBOjHHM Taukama. [Ipd ToMe Ce 0ciama 0 MpEXY Koja
Ha NoBpmu HacTaje Ha caejgehu Hauumd: OJpeAuMO HA MOBPLWIH OKO
CBaKe 34BOjHE TaUKE IEHY OKOJHHY KOja C€ CaCTOjW M3 CBHX Tayaka
NOBPIIM 6JHXKHX TOj 3aBOjHOj TAYKH Hero UPYTHM 3aBOjHUM TauKama,
Py6oBu cBux THX OKOJIHHA CacTOj€ ce, OUUIVIELHO, U3 Tayaxa MOBPIH,
KOje Cy jeAHako YyJa/heHe O], HajMame, IBE 3aBOjHE TauKe; OHHU
06pasyjy T3B. Ko6ajawujeBy mpesicy. OBa c€ MOXKe NPETCTABMTH TOMNO-
JOWIKHM JApBeTOM [Speiser, 1, 1931] xojuM ce TONONOIIKH NpHKasyje
Ha MPOCT HAa4YUH Y32jaMHA MOBE3dHOCT JIMCTOBA PHMAaHOBHX MNOBPLIH.
Kao u tonosomxo apso, KobGajammujeBa mpexa ce cacTojd U3 ,nyxKu“
koje cy mehy co6om cmnojeHe y CBOjUM KpajtbHM Taykama, ,4BOPO-
BuMa“ Mpexe. Ilyx csake ,nyxku“ cacrajy c€ OKOJHHE JBEjy 3aBOj-
HMX Tadaka. M3 o6ux TuX Tauaka BHAM C€ Ta ,AyX“ (KM HEKH IbeH
J€0) moj u3BecHuM yriaom. OBaj yrao HasHBaMO yraoHOM MepOM Te€
nyxu (M1 BEHOT Aena). Taza mMoxeMO Ke(HUHBUCATH yraoxy pa3aasbuty
Ma KOjHUX [IBejy TauaKa Ha MpPEXWH Kao 36up YraOHMX Mepa OHHX AYXH
NPEKO KOjux Cy Té ABE TAYKE MPEXOM MOBE3aHE; NPH TOMe OHpaMo
OHA] TMYT MNOBE3aHOCTH HA Kome je Taj 36up HajMamn. Heka je O
yraoHa yJa/beHOCT Koje 6HJI0 TaUKE Ha MPEXH OJ H3BECHE MOoJa3He
tayke. O3Hayumo ca n (8) 6poj Tauaka Kobajamujese mpexe, 4uja je
yraosa yJnabeHoCT OJ noJa3ne rauxe jeguaka 6. Tanma Kodajamnjes
CTaB rJacu:

Jennocmipyro fhosesana PumanoBa 0TOBpUI Ca CaAMUM U30J0BAHUM
3aBojnum Taukama (anrebapckum yau Mpaxcyenenmnum) je Gapaboanor
Mulia axo pusepryje uniierpan

dp
fofpn(e)de

15. Jow jesan wpuliepujym 3a Pumanose ToBpwu ¢ 0eckpajHo
MHOrO TpancyenpenMHux 3aBOjHux Mavaxka. — Jlo 3ace6ne BpCTE KPH-
TepUjyMa 32 TUN jeIHOCTPYKO MOBe3aHUX PuUMaHOBUX MOBpIIM HOJa-
3HMO KaJ NpernocrasMMo Ja ja Pumanosa noBpw nojemeHa Ha
auctose. [loa aucroBuMa nozpasymesamo NPH Tome 06JacTH NOBPIIH,
KOje NMokpuBajy OpojHy pasan cByrie camo jeZaHmyT (jeAHOJHCHE
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06/1aCTH) TAKO Ja HE MPEOCTaHe HHjeJHa 06JacT PaBHH HEMOKPHUBEHA.
V3 nauuna Kako Cy JMCTOBH y33jaMHO MOBE3aHH MOXKE C€ [OJ U3BECHHM
yCI0BHMA 3aK/bYUUTH KOMe THOy npunaja nospu. [la 6ucmo uzberan
Henorpe6ne 3amiere NpPeTNnoCTaB/baMO Aa je pyb CBAKOr JMCTAa KOHTH-
HyHdpaH ¥ Ja OKOJMHA CBAKe TAYKE HA MOBPIUK NPHUNAJa CaMO KOHaYHOM
6pojy /aucToBa. 3a BpPJAO ONITY BPCTY ,Heorpaxudenux” PrMaHOBHX
MOBPILK MOXE C€ gorasaliu moryhnocli lojene na liakse Jauciiose U
olucaliu oHwidiu HAyuH ruxoBe xoucmpyryuje. [M. Pagojuuk, 1, 1929;
3, 1931; 2, 1930 u T. Shimizu, 1, 1931].

[Tocmarpajyhn PumanoBy nospinr Ha KOjoj je aHaauTHuka (yHk-
uuja z (w) mepomop@HOr KapakTepa, youwMo Kakas GHJO NPOCT JYK
(ab) xoju nonasu w3 rauke w=g, TAe je u3BecHa rpana QyHxuuje
z (w) perynapha, a 3aspwaBa y w=>b. Heka je Qe ob6aacT koja ce
CacTOjH W3 CBMHX Tayaka DaBHH YHja j€ YJAaJb€HOCT OX TayaKa JyKa
(ab) mama on mpousobHO manor 6poja € Ako y Qe HOCTOjH. Ipoci
ayk (ab') KOju chaja Tauky a ¢ Taukom b', yaa/beHOM OX b 3a mame
on €, a AyX Kora ce QyHKuuja z (W) MOXKE aHAJHUTHYKH NPOAYKHUTH,
Kaxemo Aa je Ta Pumanosa noBpu weorparuvena.* Ilo I'pocoBy craBy
(6p. 7) PumanoBe [oBpuwu cBux QYHEYUia UHBEPCHUX MepOMOPHHUM
¢yuryujama cy Heorpanuvene [Shimizu,-1, 1931; Paaojuuh, 2, 1930].

[Ipema TOMe KDHUTEpUjyM 3a THI O KOME je caja pedy OTHOCH ce
Ha HEOrpaHuyeHe jeJAHOCTPYKO nosesaHe Pumanose nospma. [Tocroju
Taja OBaj OMIUTH CTaB:

Axo y 2-paBHu aucmioBuMa OAroBapajy oo6aaciiu ¢ HellpeKuaHUM
pydosuma, axo 3adium Ha py6y cBaxor Auclia, cem MONAA KOHAYHO
MHOrO JuclioBa, uma HWpancyenpenlinux 3aBojuux Mavaka U axo je
MHOWIIBO Mux 3aBOjHUX [A4aKa KOHAYHO, UNU QKO je GeCKOHQYHO anl
Yy yurxau4Hom pacliopepy pepyrxiubunxo, Maja je PumanoBa [oBpuw
Gapabonnor Muiia. [Pagojuuh, 5, 1938).

Lukauudan pacnopes TPAaHCUEHIEHTHHX 3aBOJHMX Ta4yaKa MOXKe
ce nak jesHocraBuo neduHacatm oBako: Heka je A koja 6uia yuy-
Tapika Tayka pare Pumanose nospmu. ONHIWIKEMO HA MOBPIIM KOHTH-
HyHpany npocry aunujy [,(v=1,2,...) 04 A 0 cBaKe TDaHCUEHLEHTHE
3aBojue Tauke W, Tako Ia ceM A Te JUHHje HEMajy 3ajeJHHUKHX
Tayaka. Tazxa, o4drJeAHO, MOXEMO Ha MOBPINHM OMNKCATH OKO Tadke A
y IbEHOj jeAHOJMCHO] OKOJWHH, 3aTBODEHY KOHTHHYHDaHy JHHH|Y c,
KOja cBaxy JAMHMujy [, npecena y camu jenHoj tauku L,. [Tom yuwnane-
Hum paciopenom 3apojrux Mavaxa W, NOAPa3yMeBaMO UMKIHYHU
pacnopen Tauaka L, Ha ausuju ¢ [Pagojuuh, 5, 1938; onma ce maje
eKBUBaJeHTHa Je(HHHLIMjA UMKIMYHOT pacnopefa oxarosapajyhux
,TPAHCUEHIEHTHHX NPAMEHOBAa“ y 2-paBHH].

* Papojeuh, 1, 1929; 3, 1931, Y TuM unanuuMa AedHHUNUja je XaTa Mame
npeuusHo. ¥ BesW € THM, AOKa3 1a je MOBpW ¢YyHKIHje HHBEPCHE MEPOMOPQHO]
HeorpandyeHa je HepoBOMHO npeunsad. OHAe cam ce cayxuo VBepceHOBUM CTaBOM, HO
caMo npumeHoM I'pocoBa craBa Moxe ce nohu 10 Lu/ba, Kao WTO je nokasao Lllumuszy
[1, 1931]. ¥ ToM cMmucay Tpeb6a HCupaBHTH H MOjy HamoMeHy y unaHky 6, crp. 12.
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Kax je MHOWTBO TpPaHCHEHNEHTHHX 3aBOjHMX Tauaka KOHAaYHO,

npeTXonH¥ CTaB je capgpxad y HeBanauuudy cTaBy noMeHyTOM Ha
nouetky 6p. 12.
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SUR LE PROBLEME DES TYPES
DES SURFACES DER RIEMANN

par

M. Radojci¢

L’auteur donne un apercu élémentaire des critéres concernant les
types des surfaces de Riemann, sans prétendre & une liste compléte.

Sous-titres: Surface de Riemann et domaine de Riemann. —
Théoréme fondamental sur la représentation conforme. -— Repré-
sentation conforme des domaines simplement connexes des surfaces de
Riemann. — Le probléme des types. — Le théoréme de Picard sur
les valeurs exceptionnelles, comme critére des types. — Deux théo-
rémes d’lversen. — Un théoréme de Gross. — Quelques propositions
de la théorie des fonctions linéairement automorphes. — Le critere
de R. Nevanlinna pour les surfaces complétement ramifiées au-dessus
d’'un nombre fini de points. — La généralisation d’Ahlfors du théo-
réme de Nevanlinna. — Quelques criteres pour le type parabolique.
Certains critéres pour le type parabolique, en forme de somme. —
Le crittre de Kobayashi pour le type parabolique. — Encore un
critere pour les surfaces ayant une infinité de points de ramification
transcendants. '
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PAIUBOJE KALIAHWUH

HMHTETPAJIM THUOEPEHLIMJABM/IHUX ®YHKLIUJA

1. ludepenuunjabéunae pyHxuuje

1.1. Kao mro je nosHaro*, xaxe ce ma je ¢yskumja f(x,y)
Judepennujabunsa y Taukw (x,y) axo nocroje A (x,y) u B(x,y)
He3aBHCHO OA h u k, Tako Aa je

f(x+h,Y+k)—f(X:}’)=hA(X, }’)+kB (x,y)+de,

G=VRE+ k2, lime=0.

a0
Ouznarne HenocpeiHO u3aa3d Aa je dyHknwja f(x,y) y HCTOj Tauku
HempeKuJHA M Ja UMA Yy OBOj JeJHMHYHE H3BOJE NPBOT peja:

K (y)=Axy), [/ &xy)=B(xy).

Ako je dyukuuja audepennnjabuina y CBaKOj TauKd HEKOT MOAPYyYja,
Kaxe ce jeXHOCTABHO Ja je audepenuujabuaHa y TOM NOAPYY)Y.

M3 came ersucTenlinje NeNMMHYHMX H3BOJA HE MOXKE CE€ 3aK/bY-
yuty AudepennujabuanocT. Moxe Ceé 3aK/byUHTH AKO Cy HeJHMHUYHH
u3BOAK Henpexkuand. Ho, Taj ycnos je u cysuwe crtpor. dudepesn-
nja6UIHOCT j€ OocdTypaHa M OHAA KaJ j€é caMmo jeJaH O] BuX Hempe-
KujaH, a Apyru nocroju. Ako Qynkuuja fix,y) uma y Tauku (x,y)
ussoze f,(x,y) u f,/(x,y), na 6u OoHa y uctoj Tauku Guna xude-
peBnujabuana, NOTpe6HO je M AOBOBHO Ja Gyne

@ W[ Gt by R) = (59~ (6 4R+ (5, 9] =0

1)

H3pecne Teopeme wu3Bexnne noX npeTnocTaBkom Jaa ¢yHKLHja
¥Ma HenpekuiHe aeiuMuude u3sBoxe f'(x,y) u f)/(x,y) Baxe u nox
IIEPOM MNpPETNOCTaBKOM Ja je oHa Audepennujabuina; Ha npumep,
npaBuno 0 Audepennupamy caokenux ¢Gysxnuja. [{umw osora pana
-je na u3BeCHE HHTErpa/jHe Teopeme NPOIUHPH Ha AudepeHnujabuide
¢yHkuuje, u To cayxehu ce MTO eNeMEHTAPHH]HM CPEACTBHMA aHAJIH3E,
H3puywuiio GpeliocliaBbaMoO Aa ce paau O jeJHOHANHUM QyHKyujamMa.

* P. Kawanun: Bamwa matematuka [ (3-he usg. 1949), Ne 172,
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1.2. Ha pudepenunjabunne ¢Qynxnuje Haunasum ce w npu pas-
MaTpamy G¢yHKUMja jesHe KOMOJEKCHe npomensbuse. Jlokasahemo,
HauMe, OBO:

Ha 6u ¢ynruuja
f@=u(xp)+iv(x,y)

KomiaexcHe Gpomenmuse 2=Xx +1iy, gegpunucana y omBOpeHom ToApYyUjy
D, umana y Wayku z Hor fdoapywja u3sox, Hoidipe6HO je u JOBOMHO Aa
¢yuryuje u(x,y) u v(x,y) 6yay y mawxu (x,y) Augepenyujabunne u
u ga 3a wux y ioj dauxu Baxce Kowu-Pumanose jegnavune

“ou oy ou_ dv

ax oy 9y  ax
M3 pedunnnuje npsor u3BOAA

Fz+A2)—f(2)

f (2)=lim
Az50 Az
¥3/1a3H, HauMe,
4) flz+42)-f(2)=f(2)-Az+Y Az, limy=0.

AZz0
O6pnyro, ako noctoju C (z), HE3aBUCHO OJ Az, TaK0 1a je
fe+A82)-f(&)=C(2)-A2+y Az, limy=0,

: Az

ouga ¢dyukuuja f(2) uma usson f'(2)=C (2). Creap croju, AaKne, Kao
H KO (QyHKOMja jefHE peaJHe MPOMEH/bHUBE.

PacraBuhemMo koMmiexcue mpomeH/buBe u (PyHKUMjE y peanHe u
HMAruHapHe AesoBe:

z=x+1y, Az=vh+ik, Y=€¢+in,
f(2)=u(,y)+iv(x,y), [(2)=A(xy)+iB(xy)
Tana (4) maje y moapyujy D nme jessaunHe:
u(x+hy+k)—u(x,y)=hAXxy)-kB(x,y)+he—kn,
V(x+hy+k)-v(x,y)=hB(x,y)+kA(x,y)+hn+ke.

CrtaBuMo a4 G = + VA® + k%, MOXKeMO nucaT

h k
ha—kq=d<?e—-gq)=dsl,

' h ok
hn+k§=d(—($—q+-d 8>=dsz.v
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Kako y=e+in-0 xan o=|Az|-0, uxkako je |h/d| <1 un jk/d| < 1,
10 €,+0 1 &,20 kag 6-»0. [Ipema ToMe, ako nocroju f'(2), 6rhe

u(x+h,y+k)—u(x,y)=hA (x,y)—-kB(x,y)+o‘e,,
v(x+hy+k)-v(x,y)=hB(x,y)+kA(x,y)+Ce,,

lime, =0, lime,=0.
G0 a0

OnaBne sakmyuyjemo, npBo, na cy u(x,y) ¥ v(x,y) nupepes-
nujabunne Qynkuuje, u Apyro aa je

ou ou
: Xy ,

Hmamo, naxae, (3).

Y3wumo o6puyro: ¢yskuuje u(x,y) u v(x,y) €y y Tauku (x,))
audepenuujabunne u Baxke 3a mux jeanHaunHe (3). Tana je

u(x+hy+k)-u(xy)=hux(x,y)+ ku'y(x,y)+ce,, limeg =0,
>0

v{ix+hy+k)-v(x,y)=-hu'y(x,y) + k'y(X,y)+5¢;, lime,=0.
: 30
Ha ocuoBu Tora,
flz+82)~f()=[u(x+h y+k)—u(x]+i[v(x+hy+k)-v(xy)]=
=u (¢, y)Az-id,(x,y) A2+ (e, +igy),
flz+42)-f(2)
Az ,
Kako je [d/(Az)|=1, To ce oamax BuIH Aa mocTtoju f'(2) u na je
(5) - f (z)=u'x (X’y)”iu'y(x’y)'
Tume je uasemeno TBrheme moxasaso.

., o) .
=u’x(x,y)—luy(x,y) +Z;(81+182)'

1.3. Ussewhemo jeaHy onmrty o0coGuHy audeperunjabuanux
dbyuknuja:

Axo cy gynryuje f(x,7) u g(x,y) augpepenyujaburne y 3aliBo-
peHom Goapyyjy S, owga 3a cBaxku paliu fGosuliusan Opoj € iocoju
fogena Goapyyja Sy Goa-ioapvyja S,, S.,..., S. oBe ocobune:y cBarkosu
04 oBux fog-doapydja Sy unu Ha weroBoj kounillypu Gociioju Wavna
(xk,yx) Waro ga je 3a csako x,y u3 Si

[F (6, 9) - f (% vl = [(x = xi) £'x (Xi0s y) + (¥ = y) 'y (X1 Y] | < € G2,
(6) ‘ [lg (,y) — g (xi ye'] = [(x = xi &' (X vi) + (¥ - yi) &'y (Xao ']l <€ Gy

(Bk=+¥(x - Xe)* + (¥ - yu)*)-
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Jokas je oBo. [logenumo noApyuje S €KBHAKCTAHTHHUM NpaBHUMA
mapaineJHuM X-— M y—OCOBHHH Yy JeJoBe. AKO TOM NOAEJIOM
nocTurHemo Aa penanuje (6) 6yny ucnymese, creap je y peay. Axo
y HEKOM OJ OBHMX JesoBa 6ap jelHa Of THX Penanuja HHje HCIYIbEeHa,
noaeantiemo ra Ha ucTH Hauud y Jenose. Ut

Hohu hemo Tako Zo wiu3a noapyuja Sy, S, S'gh.., KOjU TEXKH
Ka HEKOj PaHHYHOj Tauku (X,, ¥,) Y MOAPYyHYjy S, a y Kojuma Hauwe
TBphewe He Baxu. [Ipema nedpununuju AudepeHnnjabunHoCTH, NOCTOjH
OKO Te Tayke mnojapyuje S’ Tako ja je 3a ceaky Tauky (x,y) u3 S’

[ [f(x) V) =1f (X0, ¥o)] = [(x = x5) f'x (X0 Yo) +(y—¥o) f,y (x0s yo)] [ < & oy

[{g (x,y) — g (X0, ¥0)] = [(x = %5) &'x (Xo0y Yo) + (¥ = ¥0) &'y (%0, ¥0)] | < €6,

MehyTum, ako y3MeMmo m, HOBOJ/bHO BEAMKO, C2a NOApydja S’, Ko
Kojux je m > m, nexahe y S’ Te he oBe jABe HejeJHAYMHE BAXKHTH
H 32 T€ 8'p, WITO j€ ¥ NPOTHBPEYHOCTH C MPETNOCTABKOM JId Y IbHMa
Hawme TBpheme HE BaXH.

JacHo je na ce oBa 0COGHHA MOXE NMPEHETH H HA TPHU, YETHPH,....
bysxunje (koHauad ckyn mwux). Hapasso na Baxu u 3a jenny Qyunxuajy.

2. KpuBONMHUCKM WHTErpan

2.1. ﬂoxaaahEMo OBaj CTaB:

MpernocraBre: 1° $yuryuje P (x,y) u Q(x,y) augpepenyuja-
6uane cy y ofiBopeHom Toapy4jy D,
29D ije &_QE
ox oy’
3% 3amBopena XKopaanosa kpusa nunuja K nexcu
y D u moixce ce pexliugpuyupaiiu;
4° 3amBopeno foapysje (K), uuja je xouiypa
K, geo 1e doapyuja D u modxce ce pasnocuiliu y KOHAYHO MHOIO uozzpytz]a
HOpMAMHUX U C OO3UPOM HA X — U C 063uUpoM HE@ Y — OCOBUHY.*

Tephemwe:
) 1{de+Qdy=O.

Jlokas je camuam xaacuyHoM JKoka3y koju je pgao I'ypca sa
Komujesy teopemy.

¥3mumo npoussobHo & > 0. [lpema 1.3 nozenuhiemo (K) y n
nox-noApydja y kojuma paxu (6); o3nauunhemo muxoBe konrype ca Cy.
Pactojame u3mely npaBux KoOjuMa j€ MoJe/a u3BpUIEHA Heka Gyxe 8.
Y3ehemo nogeny tako ¢uHoM Ha npu ToM 6Gyle u3BEAEHO M pasJa-
rawe npeasuhledo y npernocrasuu 4°. Ha ocHoBu npemocrasxe 1°,
MoxemMo Ha P (x,y) u Q (x,y) npumeHuard (6):

* Tloapyuje je HOopManHO ¢ 063UPOM HA X-OCOBHHY aKO MY KOHTYpYy uHHe
npase x=a U Xx=0 u kpuse y=f,(x) 0 y=f,(x), rae cy dyukuuje f,(x) 4 fy(x)
Henpekuade 32 a < x < b H f, (x) < f;(x). AHanorso 3a y-oCOBHHY.
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P (x,y)=P (xt, &)+ (x ~ x) P'x (x4, ya) +
_ + =) Py (xk, ye) +eron, | er] <e;

Q (x, )= Q (xk, i) + (x — xx) Q' (xx, yi) +
+ (-6 Qy (xe, y) +1eor, |ne| <.

Kaxo cy, na ocnoBu npernocraske 1°, pynkuuje P (x,y) u Q (x,¥)
Ha C, HempekujaHe, TO,-Ha OCHOBH npernocraBke 3°, MOCTOje KPHBO-
JIMHHCKH HHTErpaau

[P (x,y) dx=P (x, yk)gdx+P’x (X yie) [ (x = xg) dx +
Cr k Ck
+P’y (Xk, yk)f (y —yk) dx +f €4 O dx,
Cp Cg
[ Q(x, ) dy=Q (Xp» y) [ dy + Q% (xx y&) [ (x —x) dy+
Ck Ck Ck
+Q'y (xx: Y1) [ (v =y2) dy+ [ g 0 dy.
Tk Tk
MebyTHuM je
Jdx=0, [dy=0;
Ce Ck

J (%= x) de=1{ d 1/2 (x = xg? =0,
Cg Ck

SO~y dy=[d1/2(y-ye)?*=0.
Cr Cr
3aTuM je, HA OCHOBH NpETmOCTaBKe 3°,
lgekckdx]<66]/§lk, IC/‘I]kady]<£6V§lk,
k k

rae je [, Ayxuua koutype Cp (cu. 1).
Hanocnerky, Ha OCHOBH NOpEeTIOCTABKE
4%, wan noapyujsMa (K) u (C¢) moxe ce
M3BPIIMTH KBaApPAaTypa, a NOBPIUHHA MO- s
chnenmer je s

Pr = g‘xdy= —gydx.
k k

[TIpema Tome je

éfP(x,y)dx = =P Py (X ye) + & 8V2 hy, |Ec| <o
k

[ Qxy) dy- Pe Qs (o ye) + 8V 20 Ime| <e.
k

3 306opauk
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Cabupamwem 106HBaMO

[ Pdx+Qdy=pi [Q« (xk, o) = Py (xic, O +2 0 82,
k

lae | <e.
Ako je ucnymena u npernocraska 2° Guhe

gde+Qdy=2V§81,,ak.
k .

® |

Ho cBakaxko je
I < 48 +sg,

rne je s, AyXuHA OHOT jaena KpuBe K Koju yuecTByje y xouTypm Cy.
[Ipema ToMme je

J.de+Qdy==2v_2-(482+5Sk)(—I—k, Iak|<8.
C
Cabepemo sau oB€ jegHauude of k=1 mo k=n, nouumrutie ce
Ha JI€BOj CTPAHH WHTErpPalu MO TPaHCBep3alama u JoGuhemo

[Pdx+Qdy=2Y2(4n8+8s)a, |a|<e,

Ck
re je s ayxusa koutype K. Bpoj n6? je 36up moBpmuna KBampara
Koju nexe y (K) v Ha xontypu K. OH je CHrypHO Mamu OJ HOBp-
wHHe ¢ jefHOr MAOBO/LHO BENHKOT KBajpara y Kom ce Hanasu (K);
ouna je u 8 <c. [lpema Tome je

llf(de+Qdy|<2V§(4c2+cs)e,

rpe ¢y ¢ u s oapehenu 6pojeBu. Y Tako, nocMarpaHu KPUBOJHHUCKH
HHTETPaa j€, Mo ancOoJAyTHOj BPEKHOCTH, MalbH OJi CBAKOT yHampen
IaTor nosutuBHOr 6poja. OH je, Aakae, Hy.a.

Tume je TBpheme (7) noxasaHo.*

Yo6uuajeHHM MOCTYNKOM MOXE C€ M3BEJEHH CTAB MPEHETH W Ha
BUINECTPYKO MOBE€3aHa MOApYydja.

2.2, U3 craBa 2.1 naKo je M3BECTH OBO:

MpernocraBke: 1° Pyuxyufe P(x,y) u Q(x,y) aucepenyuiabunne
¢y y oiliBOpeHoM jeanoclipyko ToBezanom oxapyujy D;

2 YD ]'e E_Q._:_a_P.q
ox dy
3T uTI" cy jeanocimiapne Xoppanose kpuse

* Tlpetnocrasxka 2° TBphema WHTepBeHHIIE y TMOHHUITABatha 306Mpa NPBUX UJaa-
HOBa JecHe crpaHe jegdHauynna (8). Crora je posomHo mnpermoctasuté: y D je
0Q o°P

7’;——07 , OCuM eBenlliyanno y fjegnom ckylly Mavaxa quja je mepa Hyaa.
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nunuje koje ciajajy Mauke M u N, nexce y D u mory ce pexfupuyupaimu;
4° 3amsopeno Hoapyyje (K), uuja je xoniiypa
K=T+I", geo je Goapyyja D u Modce ce pasnoxcuiiil y KOHAYHO MHOro
floApy4ja HOpManHuX U € 003UPOM HA X — U C 063UPOM HA Y — OCOBUHY.
Tepheme:
{de+Qdy={'de+Qdy.

To 3nHaum pma Tajga wMHTErpajn 3aBHCH CaMO OJ [MOYETHE
3aBpIIHE TauKe.

2.3. Cras 2.1 nonymTa OBAKBY HHBED3Ujy:

MIpernocraBKke: 1° Pyuwyuje P (x,y) u Q(x,y) Augpepenyuja-
funxe cy y ommsopenom LoApydjy D;
A 2° 3atiBopena XK opaanosa kpusa nunuja Kineocu
y D u moaxce ce pexliugpuyupaiu;
3% 3aimmBopeno ioapysje (K), uuja je xonuiiypa
K, moaxce ce pasnoixculinu y KOHAYHO MHOTO [OAPYYja HOPMAMHUX U
C 063upom Ha X — u C 063UPOM HA Y — OCOBUHY;
4° Ma raro usabpanu K (y3 ycaose 2° u 3°),
yBeK je
JPdx+Qdx=0.
K

Tepheme: Axo je gaiio n1>0, y cBaKoM Gogp-ioapyyjy D' fog-
pyyja D uma Gap jezna Mauka (x',y') y xojoj je.

&) l Qx (x,y)-Py ) <n.

Haume, pmoxasyjyhu 2.1, mouminm cmo, noj cajailibuM MOPETHO-
craBkama 1°, 20 g 3% no jenHaaune (8). [loxeny hemo U3BPIIHTH TAKO
¢unoM na ce y uszabpanoM noA-noApy4jy D' Hanasu jenan ksampar C,.
Y mwemy, npema (8), nocroju Tauka {(xz, y,) TAKO Ja je

gPdX+Qdy=52 (@ (e, yi) = Py (xiy y)) +8V28% e, o[ <e,
k

jep je cax p,=0% [=406. MehyruMm, npema cagammoj NPETNOCTABIU
4%, KPUBOJMHHCKH HMHTErpaj Ha JIEBOj cTpaHu je HyJaa. Haxae,

Qx (k, y) — Py (xie, y) = -8V2ar, o | <e.

Yamemo au e<%/8V2, tepheme je moxasaHo.

‘W3 (8) He wusnmasm gpa je Q'x(xi, yi)=P'y (xk, yi). Jom mame
ce cMe TBPAWTH [a jeé y CBaKoj TaukM NoApydja D, noA HABEXEHHM
npernocraskama, Q'x=P',.

24. H. Loomann y cBojoj pacapaen ,Uber die Cauchy-Rie-
mannschen Differentialgleichungen« (Gott. Nachr. 1923, p. 97-108)
L0Ka3a0 je& 0BO:

,Hexka 6yay p(x,y) u ¢(x,y) Ape jexnosnaune y G nedunu-
cane QyHKIMje O] X ¥ y KOje 3a0BO/baBajy OBE ycJoBe a) p(x,y) H
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g (x,y) cy Henpexunue y (x,y); 6) y CBaKOj Tauku NOCTOje % H g—z;

9y
. op dq )
B) H3y3eBIUM jENHOr CKyNa MEepe HyJa BaXH 3y ax Tapa je

fpdx+qgdy=0

AYyX CBAKOT OHOT NPABOYraOHMKA Ca CTPanama NAPaeNHHM OCOBH-
HaMa udja YHYTPAWHOCT M KOHWTYype nanajy y G*.

[Ipernocraske cy obae mupe Hero y 2.1: ne Tpaxu ce pude-
pennujabunnoct (QyHkmuja p u ¢, Beh camMo ersucTeHuHja U3BOZA
op/dy m 0g/dx m wenpexuasocT Qyukuuja p u g. Ho, pesyarar je yxu
Hero onaj y 2.1: xox Jlomana je K cnenujaina KpuBa JMHHjA, Haume
NpPaBOYraoHHK 4Uj€ Cy CTPaHE napajie/He KOODAWHATHAM OCOBHHAMA,

3. Komn-PumaHoBe jepHaunHe

3.1. ¥ orsopesom noapyujy D dyuknuje u(x,y) u v(x,y) Hexa
6yny nudepennujabunde ¥ HEKA y CBAKOj Tauku TOr NOApPYydYja 3ano-
Bo/baBajy Kowwu-Pumanose_jensauune

10) du_dv o v
ox oy oy ox
Axo y nudepenuujabunium QysxknujamMa u(x,y) u v(x,y) npe-
heMo ca MpPaBOYIJMX KOOPAMHATA X M Y HA MOJIAPHE P M @, MOXKEMO
360r nu(epeHunjabUIHOCTH NPHMEHHTH NPAaBUIO O AudepeHunpamy
crnoxerux (Qysxuuja: :

a—g=%cos<p+a—usincp, ﬂ=~pégsin<p-i-p@cos<p,
dp 0x dy de ox dy
@=Qc05cp+@sincp, T?l—_——p?-ﬂsincp+pﬂcos<p.
dp Ox dy 09 ox oy

Opagae ce BuAM Ja U4 H V UMajy H3BOJAE IO p U .

[Tpomenumo 2w p u ¢ 3a Ap u A¢, npomesnhe ce x u y 3a £
Hk aako Ap u Ag rTexe Ka Hyau, Texuhe W h M k Ka Hyau H
o6puyro. [Ipema Tome, ako cy u u v Rudepennujabuane ¢ynxuuje
OX x K y, 6utie To ¥ ¢ 063UPOM HA p H Q.

Hame je
du ov ou oJv oV
—_——— = (————)cos p(—+——)smcp,
do do ox 9y ay ox
TG TR PORIY
% ap \oy ax) ox a) v
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[Mpema ToMme, ycnos (10) nosnauu 3a cobom

(10bis) p%=92, %'I_p?_v,
' op dp  J¢ d9p
H 06pHYTO.

Ha Taj nauun, ekBuBanenunja jexsauuna (10) u (10vis) u3pepena
je mox mpernoctaskom 0 Auepenuujabursoctn ¢ynknuja u(x,y) u
v(x,y), a He 0 HeNpeKHAHOCTH HUXOBHUX H3BOJA NPBOr peja.

Jlako ce nHPEKTHUM DAaYyHOM YBEPHUTH O OBOM: aKO (yHKIKja
g(x,y) umMa y noapyujy D Henpekughe NeJMMHIHE H3BOJAE NPBOr H
Ipyror peia 4 npu TOM je

2 2
Ye e,

ox? ;)? B
a ¢yuxkmuje u(x,y) u v(x,y) €y y HCTOM noxpydjy Audepenuuija-
6unHe ¢ynxnuje H 3aK0B0/baBajy Komu-Pamanose jeguauune (10),
onna cy u dyHkiuje

0g 0g
P(x,y)=u2l v
(x,9) "ay Y o

(11) R 5
-y, %
Q(x,5) uax+vay

y D nudepennnjabuine u 3azoBo/baBajy Kowu-Pumanope jennaunne

9P _0Q P 3R
ox oy oy ox

3.2. Ha ocuoBu 2.1 u3nasm oamax OBO:

INpeTrnocraBke: 1° dyuryuje u(x,y) u v(x,y) Aughepenyujabunne
cy y oliBopenon Tozapy4jy D u 3agoBomasajy y remy Kouw-Pumainose
jeanaqune (10);

, 20 Baimisopena XKopaanosa kpusa aunuja K nexcu

y D u moace ce peximuguyupaiiu;
3° 3atiBopeno Hoapyyje (K), uuja je xondiypa K,
Aeo je Hoapysja D u Modce ce pasnoixculil y KOHAYHO MHOrO HOA-T0A-
pydja HOpmanHux u ¢ 063upom HA X— U C 003uUpOM Ha Y — OCOBUHY.

Tepheme:
(12) fudx-vdy=0, {vdx+udy=0.
K K
Taxo je (12) usBeneno npernocrae/bajyhu andepennujauasoct
byuxunja u(x,y) u v(x,y), a He HENPEKHAHOCT HIHXOBHX H3BOAA

npeor pexd.
YonmrTapame Ha BHIIECTPYKO NMOB€3aHA MOJAPYy4Yja €BHAEHTHO je.
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3.3. lNowaswu ox oHor wTto cmo pexau y 2.1 3a (11), ussem-
hemMo oBoO: :

lpernocraBke: 1° Pynryuje u (x,y) u v (x,y) Zudpepenyujabunie
cy y oiiBoperom foapyyy D u saposomasajy y wemy Kowu-Pumarose
jeanaqune (10);
: 2% 3aiiBopena XKopaanoBa kpusa nunuja K aescu
y D u moxce ce pexlugpuyupainu;
3% 3aimBopeno moapyyje (K), wuja je woniiypa K,
aeo je doppydja D u moaxce ce paznoxculdin y KOHAYHO MHOrO Toapydja
HOPMAAHUX U € 063UPOM HAQ X — U ¢ 063UPOM HA Y — OCOBUHY.

Tepbewe: ¥V csaroj maurku (%, 1) u3 (K) koja ne nexcu na K je
2nu(8,n) =
=g@[(x—&)v(x,w—(y—n)u(x,y)]dx+[<y—q)v(x,y)+(x—e>u(x,y>1 dy
' (x=-8)?+(y-n)p?
2nv(E )=
=gg[(x—é)V(x,y)—(y-n)u(x,y)]dy—[(y—irl)'V(x,y)Jr(X—E)u(x,y)]dx _
| Y (x -8+ —n)

K

(13)

Y3ehemo, Haume y (11)
g(x,y)=~logr, r=+4+V(x-&*+( -0,

jep oBa dynkuuja 3ag0BOBaBA ycaoBe y D ocum y Tauku (§,n).
OnumeMo /¥ OKO Te Taiyke KPyr y Tako Aa OH jnexu y (K), mohu
hemo Ha ¢yuxmuje P u Q u3s (11) npumenntn (12):

@de—@dy=ggde—Qdy,

K Y
gf}deJrdezgﬁQr/x +Pdy.
K Y

Mehyrum je
- 0 _x-§ 0dg__y-n

ox 2 9y r?
na je, npema (11), 1ako BumeTH Aa cy '
Pdx-Qdy u Qdx+Pdy

Gaw u3pasu Koju cToje mox murerparom y (13).

?

Ha kpyry Y onu he ce YIIPOCTHTH, jep je Ty
x—-E=R,cosV¥, y—-n=R,siny, r=R,;
dx= -R,sinyd¥, dy=R,cos¥dV.
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flpema ToMe, Ha KOHTYpH Y HMaMO

de—Qdy=ll(X,y)d'qf, de+de=V(x,y)d\lf-
Jlaxae,

dex—Qdy=Jz":1(E+Ro cos V¥, n+R,siny)d¥,
Y 0

Ide+de=jZ’1rz(§+Ro cosV, n+R,siny)d .
Y 0

Ho, xako cy, 36or amdepenuunjabuanocts, u(x,y) " v(x,y)
Henpeknide ¢ynkuuje y D, moxemo R, ysetu Tako Mano JXa Oyne

lu(§+RocosV¥r, n+ R, sinY)-uE,n)| <e,
v (E+R, cos ¥, n+R,sinP)—v (& n)| <e,
Mma Kaxo u3abpanm § > 0. Ha ocroBu Tora je

]2ﬂu(ﬁ,q)~¢de—Qdy|<2ne,
I4

IQﬂV(E,r})—gSde+de|<2ue.
4

Kako & moxe 6uTH NPOM3BO/LHO MaJEH MO3MTHBAH O6pOj, TO j€ THUMe
(13) mokasano.

3.4. Aro y ommBopenom Tozpy4jy D jugpepenyujabunne ¢ynxyuje
u(x,y) u v(x,y) 3azoBomaBajy Kowu-Pumanose jenaqune, oHe y CBAKO]
MWayxu mor fHoapydja umajy Hellpexufgne u3BOe 0 X u y CBUX pejoBa.

Haume, oxo Ma koje rauke (§, ) oTBopenor noapyuja D MoxemMo
noByhn kpuBy Kkoja he 3ajzoBo/baBaTH yclose u3 3.3, ma HamucaTH
¢opmyane (13). ¥ unrterpanuma Ha necHoj cTpaHu cmarpahemo § u g
xao mapamerpe. Oamax ce€ BuAM Aa QYHKIOHMje MOJL MHTETPaNUMa uMajy
HenpeKuaHe H3BOJAE MO § M 1 CBHX pPeJOBa M Ja Ce MOXe NPHMEHUTH
npaBun0 O Audepennupamy Noj 3HAKOM HHTerpana. Tume je TBphewe
AOKA3aHO.

3.5. Crae 3.2 monywita OBaKBy HHBEP3HUjy:

‘MpeTnocraBre: 1° Pyuryuje u(x,y) u v (x,y) cy Helipexugne y

omBopenonm foapyyjy D;

2% 3amsopena XKoppanosa kpuBa aunuja K nexcu
y D u mooxce ce pexfiugpuyupaiiu;

3% 3aimBopeno Goapyyje (K), uuja je wonmypa K,
MoXCe ce pa3noxculliu y KOHAYHO MHOro HOAPY4Yja HOPMAMHUX U C 063UPOM
H@ X — U C 063UpPOM HA Yy — OCOBUHY;

4° Ma xaxo uzabpaau K (y3 ycaose 2° u 39),
yBeK je ‘

’{udx—vdy=0, gvdx-+-udy=0.
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Tephetwe: Pyuryuje v (x,y) u v(x,y) cy y D /zu(j)epem;wadunﬂe'
u 3agoBomasajy Kowu-Pumanose jegnauune (10).

Jep Ha ocuoBH npernocraBke 4° wuHTerpanuMa
(x, x,9)
F(x,y)=fudvady, G(x,y)=fvdx+udy
(X0, o) (%Xor yo)

jenHosHayno cy nedunucane y D dyuknuje F(x,y) u G(x,y), 3a
Koje, npema npernoctasnu 19, umamo

OF _ OF 3G 0G

ox ox T ox ox

Oxmax ce Buau Ja je
oF oG odF 0G

ax oy oy ox’

Tj. Xa ¢yukuuje F u G 3ajnoBo/baBajy Komud-PumanoBe jexnauune.
Ocum TOra, Kako cy u ¥ v, npema npernocrasux 1° Hempekugue
bysknuje, curypua cmo aa cy F u G pudepenuujabunne Qynxuuje.
Ha ocuoBu 2.4 nocroje, mnak/je, HENPEKUAHH H3BOLH -

du_0*F 0*G  du_ O°F 620.

ax ox? T opdx’ oy oxoy oy’
ov ZF 3G dv  F #G

ax  oyox oxt’ 3y oxdy
OzaBne wu3nasu Ja cy byukuyje u v v gudepennujabunte v ga je
du O0v  du_ Ov

ox oy  dy  ox’

LITO CMO W TBPJAHJH.
Kax cy, makne, ucnywenu ycaosu 1°—4° moxemo Ha dyHkumje
u M V NPUMEHHTH CTaB 2.4.

3.6. Ysesmu y (13) 3a K kpyr ca cpenumrem y tauku M, (X065 ¥o)
Koju nexu y noxpyujy D, noGuhe ce 3a csaxy tauky M (§, n) u3 yny-
TPalWHOCTH TOI KPYyra mNO3HaTH Da3BOju y KOHBEPreHTHe 6ecko-
HagHe pejoBe

o .
u(Esﬂ)= ao+2(avcoqu’+bv3inv¢)p‘},
. v=1

(14
v(E, )——b +2(aV81nv<p b, cos v ¢) p¥,

Ty=1
rxe je )
E=Xx,+pCOS¢Q, n=y,+psine.
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Mcro Tako, 3a cBaky Tauky M (§,n) U3 KPYyXHOT NPCTEHA OKO TauKe
M, (x5, y,) KOju nexu y D nobusajy ce passoju

= =]
£ (Gn) = > (a,cosvp+b,sinvp)p’.

(15) "=;°°
v(En) = z(ausinv<p~b,cosvcp) ov.
y=-—00

Cse TO noj npeTnoctaBkoM fa cy ¢yskuuje u(x,y) u v(x,y) y D

nudepernujabunne u fa 3afososbasajy Komu-Pumanose jeauauunte (10).
[Ton ucTuM npernocTaBkama, Ha OCHOBH 3.4, 3ak/byuyjemo na

dbynkouje u(x,y) n v(x,y) 3axoBosbanajy JlannacoBy jemHauunHy

0*u d*u
— =
ax2 9y

3.7. Xapmonucka dyuknuja U (x,y) AeduHuiIe ce 0BAKO: MOCTOjE
HENPEeKUJAHA AEJIWMHUHK H3BOAW NPBOT W JAPYror DEAa U NpH ToMe je

U, .+ U"yy =0.

Ha ocnosu 3.4 Bunu ce 1a y 0BOj NedHHUIWjH HMA BUllle yCAOBa
HEro wro je norpe6uo. Moxemo, Hamme, AedHHHCaTH OBaKo: 3a
Gbyskuujy U (x,y) pehn hemo nma je y orBopeHoM noApyujy D xapmo-
HHCKa aKO 3aJ0B0JbaBa oBe ycaose: 1° oHa uma y D pudepenusja-
6unne ussoje npsor pexa U, u U’y (npema Tome, nocroje Uy, U'yy;
U'yx, U"y); 2° y cBaxoj tauku moxpydja D je

U"yx= U’xy , U”yy =-U",.

Jep, ako craBumo u=U'y u v=—U', 6uhe dynxuuje u(x,y) n
v(x,y) y noapyujy D nudepenunjabunne u 3amososbaBahe Kowu-
PumaHoBe jexmnauune, na mMoxemo npuMmeHuTd 3.4: M uU3BOAM Apyror
pena dyuknuje U (x,y) Cy HenpekHIHH.

4. PyHKIHje KOMNJIEKCHe NPoMeH/bHBE

4.1. Ha ocuosn 1.2 u (l4) ommax ce wmoxe H3BeCTH Ja cCe
byuknuja f(z), ako WMa H3BOJ y CBaKOj TauKH HEKOT OTBOPEHOT
noapydja D, MOxe y jeaHOM KPyry OKO CBakKe TaykKe 2z, TOT NOA-
pyYja pasBdTH y LE€O Pen mo z -2, Tj. Aa je anaautHuxka. Opatae
M3/a3H A y CBAKOj TAauKW NOApyHja D OHa MMa M3BOJE CBHX PeAOBa
aKO MMa y IbMMa M3BOJ NPBOr peJa; yocTajoM, OBO H3Ja3n H u3 (),
Ha ocuoBu 3.4.

[Npumenusu (15), mo6uhemo 3a f(2) JlopaHos pes, na ouja
MOXEMO yBeCTH U M0jaM CHHTY/JapHYX TAuaKka H IHXOBO Pa3BpcTa-
Bame, Tako ce moxe H3rpaguTH neo AudepeHnUjalHH pPAUYH KOM-
nnexcHux ¢QyHxuuja u Ges mojma uHTerpana THX QYHKUM]a.
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Kaj ce ysexe nojaM MHTerpana H KON KOMIVIEKCHHX (YHKIHja,
(12) naje Komwujes cras, (13) Kowujes unrerpan, a 3.5 Mopepuu cras.

[Momnora 3a cee 1O je cras 2.1.

4.2. JlomaH, y Hahpen nuTHpadoj pacnpasu (B. 2.4) I0OKasao je
oBo: Ako cy ¢yuxuuje u(x,y) u v(x,y) y OTBOPEHOM noxpy4jy D
HENPEeKHIHEe H HMajy H3BOZE

ou Odu dv  Ov
ox’ 9y ox’ oy
Koju y D (oCHM . €BEHTYaNHO y jeJJHOM CKyny Mepe HyJa) 3a0BOJba-
Bajy Komu-Pumanose jennaunne (10), ynkunja f(2) =u(x,y)+ iv(x,y)
je y D ananutuuka. 3a u3Bohewe oBor craBa JlomaH, a nocae mwera
M ocTanu®, npermocras/bajy Aa je Beh uarpalen uHTErpaaHu payys
KOMIJIEKCHE npoMeHbHBe (AeduHuuMja unterpana, Komu-I'ypcaos
cras, MopepHH cTaB) H cJayxe ce TeopHjoM ckynoBa u JleGerosum
uurerpanoM (ocum K. Majepa*, koju mecro JleGerosa uHTerpaid
ynorpe6/pbaBa BuIld CPEACTBA H3 TEODHje KOMIIECHHX (YHKILHja).
[Ipema 1.2, u3 JlomManoBsa C€TaBa H3/]a3H CUTYPHO OBO:
Aro cy ¢yuryuje u(x,y) u v(x,y) y oiiBopesom ioapydjy D
Hellpexusxe U umajy u3Bone

u du v v
ox’ 3y’ ox’ oy
koju y D 3agosomasajy Kowu-Pumarose jegnauune (10), ¢yuryuje
u(x,y) u v(x,y) ¢y y D augpepenyujabunne.
Kan 6u ce oBaj cTaB MOrao HemoOCpPEeAHO M IUTO €/JEMEHTAapHHje
H3BeCTH, OHjxa Gu JlomManoB craB 6uo O6ps3a nocaejgula OHOra IITO

cmo pexan y 1.2. Y ocHoBu, TpeGano 6u u3 npernocraskd JlomaHoBa
crasa u3secTd Aa Baxu (2) y Ll. '

~

*B.uD. Menchoff: Les conditions de monogénéité (Paris, Hermann et Cie) 1936.
#% K Meier: Zum Satz von Loomann-Menchoff (Comm. Math. Helvetici 25
(1951), p. 181—195)..
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LES INTEGRALES DES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par
R. KASANIN

On admet comme connu qu'une fonction f(x,y) esl dite dif-
férentiable au point (x,y) lorsqu’il existe des fonctions A (x,y) et
B (x, y) telles qu’on ait, indépendamment de £ et k, ‘

fx+hy+k)-f(x,y)=hA(x,y)+kB(x,y)+cE,
o= +k, lime=0.

e
Il s’ensuit directement que la fonction f(x,y) est continue au méme
point et posséde en ce point les dérivées partielles du premier ordre

Fa(x )=A(x,y), fy (6 y)=B(x,).

Le but de la présente note est d’étendre certains théorémes
intégraux aux fonctions différentiables en ne {faisant intervenir que
les théorémes d’analyse les plus élémentaires. La condition essentielle
est que les fonctions soient uniformes.

L’énoncé du théoréme fondamental est donné dans 2.1:

Hypothéses: 1° Les fonctions P(x,y) et Q(x,y) sont dif-
férentiables dans le domaine ouvert D;

0Q 0P,

ox oy
3° La courbe fermée K de Jordan est située
dans D et est rectifiable;
' 4 Le domaine fermé (K), ayant pour contour
K, est une partie du domaine D et est décomposable en un nombre
fini de domaines normaux 2 la fois par rapport 4 x et par rapport a y*.
On affirme qu’on a alors

I_\;de+Qdy=0.

2° Dans le domaine D on a

La démonstration de cette affirmation est semblable a la démonstra-
tion classique du théoréme de Cauchy donnée par Goursat. On ne
suppose pas la continuité des dérivées.

En admettant cela, si les fonctions u(x,y) et v(x,y) sont dif-
férentiables dans le domaine ouvert D et y satisfont les équations
de Cauchy-Riemann, on aura, avec les mémes conditions sur la
courbe K et le domaine (K),

udx-vdy=0, [vdx+udy=0,
g D=0 [y drtudy
sans supposer la continuité des dérivées.

* Le domaine est dit normal par rapport 4 I'axe des x si son contour est formé
par les droites x=a et x=0 et les courbes y=f, (x) et y=f,(x), les fonctions f, (x)
et f,(x) étant continues pour a < x < b et fi{x) < f,(x). De méme pour I'axe des y.
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Pour ces mémes fonctions sont valables les formules (13),
données dans 3.3, a l'aide desquelles on parvient aux conclusions
sujvantes: si dans le domaine ouvert D les fonctions différentiabies
u(x,y) et v(x,y) satisfont les équations de Cauchy-Riemann, elles
possedent en chaque point de ce domaine des dérivées continues
par rapport & x et y de tous les ordres.

En prenant dans (13) pour K un cercle ayant son centre au
point M, (xy, y,), situé dans le domaine D, on aura pour chaque point
M (&, 1) situé a lintérieur de ce cercle, des développements en séries
infinies convergentes connus (14), et pour l’anneau circulaire des
développements (15), — tout ceci avec la supposition que les fonctions
u(x,y) et v(x,y) sont différentiables dans D et satisfont les équations
de Cauchy-Riemann.

Ces considérations permettent de définir une fonction harmonique
de la manitre suivante: une fonction U (x;sy) sera dite harmonique
dans le domaine ouvert D si elle satisfait les conditions suivantes:

1° elle possede dans D les dérivées différentiables du premier
ordre, U’y et U’y (par conséquent existent les U"y, U",, U"), U",));

2° en chaque point de D on a
U”yx — U”xy , U”yy — U"xx .

Les résultats précédents sont immédiatement applicables aux
fonctions des variables complexes en vertu de la propriété (1.2)
suivante:

Pour que la fonction d’une variable complexe z=x +iy,

fR)=u(x,y)+iv(x,y),

définie dans le domaine ouvert D, ait au point z de ce domaine une
dérivée, il faut et il suffit que les fonctions u (x,y) et v (x,y) soient
au point x, y différentiables et qu’en ce point les équations de Cauchy-
Riemann soient valables pour ces derniéres.

On peut de cette facon développer tout le calcul différentiel
des fonctions complexes (existence des dérivées d’ordres supérieurs;
séries de Taylor et de Laurent, notion de points singuliers) sans
méme la notion de lintégrale de ces fonctions. En introduisant la
notion de lintégrale aussi pour les fonctions complexes, la formule
(12) donne le théoréme de Cauchy, la formule (13) Pintégrale de
Cauchy, et 3.5 le théoréme de Morera. Tout ceci repose sur le
théoréme 2.1. ; :
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JOBAH KAPAMATA

O ACHUMIITOTCKOM TIOHAIHAY HHU30BA AEPHMHHUCAHUX
PEKYPEHTHHUM PEJIALIMJAMA

1. ¥ caonwmrewy , O reomerpujckoj unTepnperanujs M. Munan-
xoBuha KoHBepreHnuje GecKOHawHHX penoBa“ [2], mokasao cam xa ce
NOMEHyTa IeOMeTpPUjCKa MHTepNnpeTauuja KoHBepreHuuje 6eCKOHAYHHX
perosa CBOXM HA peliaBalb€ jeXHAuHHE

x=f(x)

METOJOM CYKIECHBHE aNPOKCHMALHje, Tj. HU30M y3aCTONHHX MpHOGJIH-
XHHX BPEIHOCTH X, OZPEHEHUX PDEKYPEHTHOM pesanHjoM O6AHKA

Xne1=f(xn), n=0,1,2,., (1

Ka0 ¥ Ia 6p3vHAa KOHBEPreHnuje NOCMATPAHMX pPEAOBA, Tj. HH3A X,
3aBHCH OJ] pella AO0AKPa Y TAUKH NPECEKAa KPHBE

y=f(x)

y=x.

ca mpaBoM

ToMm npunukoM, nopej OCTaJHX NpHMEpa, HABEO CaM M OMIUTH CTaB
KOoju Jaje Op3HHY KOHBEprennujeé Husa npubAHKHHX BPeZHOCTH (1)
Kal je MOMEHYyTH pex AOAMpPa k > 1 u KOju riacu

CraB I. Hexa je
a>0, k>1,

f(X)=x+a(w—-x)+o{(w-x)}, x->w-0,
u Hu3 X, pegpunucan ca (1); aro je w - xo > 0 u g0BOMHO Mano, Waaa je

Xp=w—a*/n*+0 (1/n**), n-oo,
ca
k*=1/(k-1) u a=1/(k-1)a".
Y Besd ca OBHM CTaBOM LHMTHDA0 CaM aHAJOraH CTaB KOjU ce

Hanasu kox G. Pélya u G. Szegd (8, crp. 31, 3ax. 174 u 173], ann
j& Taj CT4B HEMITO YXKH, jep HE €amO WITO MPEeTNoCTaB/ba Ja je

fE=x+aw—xp+bw-niro{w-x)Y, x+w-0, a I<k
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Behi ce ¥ y NOKa3y HMMIUIMIMTHO MPETNOCTaB/hba A3 je u dyHkuuja
f(x) MoHOTOHa y 6JM3MHM Tauke Xx=w.1) '

Hloxas craBa | y osom onmrem o6auky jpao je A. OcTposcku
[7]. ¥ uctom pany om naje m mperies craBoBa OBe BPCTe, ynopehyje
MX H NpPOyuaBa kuXOBYy eduracHocT. 360r nouHHje npumene Hasemwhy
NPpBH OX OBMX CTABOBA KOjH je OCHOBHM CTaB OBe BPCTe, jep Aaje
HajofnTH{e ycaoBe Koje Tpeba Ha 3a10BO/baBa (yHKnuja f(x) Aa Ou
#u3 (1) xouBeprupao. Bea orpanuuewa Mory craBuTH ga je w=0,
a Tajga OBaj CTAB y HEIITO H3MEHEHO] TPAHCKPHMIHjH rJacH (BHIH
Hanp. [1] u [6]). .

Cras Il Ano je
f(X)>0 30 0L x<c

u , @)
' inf {t—f({)} >0 3a cearo 0<<x<c.

<t
(wimo je uciyweno ako je f(x) Heipexugno u 0 < f(x) < x 3a 0<Cx<¢)
mapa HU3 X, [AeUHUCAH pexyperliHOM penayujom

Xnp1=F(xn), n=0,1,2,.., ca 0<x,<c,
MOHOTIOHO oflaja u Medcu HYAU Kag n> oo.

Joxas oBOor crasa je Henmocpexas, jep u3 (2) caemm na je
Xp > Xn43, TAKO I3 X, MOpPA TEXHTH HekoM § >0, na

Xn~f(Xn)=%Xn - Xp410 Kam x,->+0,

a OBO ce mpoTHBM npernocrannu (2) ako je £ > 0.
[lito ce Tvue mOKasa craBa I, HanoMeHyo 6MUX CaMO Ha ce OH
MOX€ HemoCpPelHO CBEeCTH HA CHeunujanad ciydaj rae je '

f(x)=x4+a(w—x), a>0, k>1, (3)
4KO Ce WMa y BuLy OBa Jema:

Hera cy @ (x) u ®(x) wmonolione ¢hynryuje koje ne olaaajy 3a
0L xK¢ unena je . '

l‘n+1=(P(t,,), Tri+1=®(Tn)7 ‘ n=-=0, 1,2,...;
()<< P(), 0Cx<e,

diapga u3

1) Haume y ckuud 1ZoKasa npumepa 174, Ha crp. 188, ayTopu ce ocaamajy Ha
nocrynak E. Jacobsthala Haseaen y mnpamepy 173, koju ce omHOCH Ha HCTH CTas,
and ca cneudjaamoM ¢ynkuujoM f(x)=sinx. Tom npuaukoM Ha ct1p. 188, y Apyrom
H TpeheM peiy oxo3ro, ayTopH H3 siny x> ¢/ VN+a saxmyuyjy Aaje sin (siny x)>
> sin (¢/ YN+a), uuMe HMMIVHUHTHO YBOAE NpeTnocTasky Aa ¢yHkuuja f{x)=sinx
MOHOTOHO pacre. : : o
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u

0<Hh <Kt T<e,
caenu
x

L<x, KTy, 3¢ n=0,1,2,.. (4)

Jloxas oBe /seMe N06HBA CE HEMOCPEAHO HHAYKLUjOM, jep aKo
MpeTnocTaBMMO Xa je 3a Heko n (4) ucnymeHno, 6uhe

v =9 (tn) < @ (xn) < f(Xn) =Xnys,
Xnt1=F(Xn) < @ (xp) K P (Tn)=Tryy

Kao H

CraB [ ce, MehyTuM, MOe NDOIUBDHTH H Ha CAydaj Kaj pen
xomupa k Huje uumcrt crened. JloBo/bHO je A4 Ceé npeTNOCTaBH Ja ce
¢yHxuuja f(x)-x y 6aM3MHM Tauke NOJAMPA ,NPABHJAHO NOHAmA®,
Tj. na 6yxme

f(x)-xoaxkL(x), x->+0,

rie ce L (x) ,cmopo mema“, mTo 3naud 1a je L (x) >0 u ga
L (ux)/L(x)»1 xamx x-+0,

u 7O 3a cBako u >0. Jlepununujy u ocobGuHe ¢QyHKIHja KoOje ce
NnpaBHJHO NOHallajy Jnao cam y panosuma (3] u-[4], a one ocobune
koje he HamM y OBOM u3Jaramy OuTH norpe6GHe HaBewhy y Tauku 2.

[Tpenusuo HOpMyaHCaHO OBO yOnmmTEme CTaBa | JATO je CTABOM
IIl y Tauku 3. ¥ oBoM cayuajy ce, mehyTuM, NOKa3 HE MOXe BHINE
CBECTH Ha HaBeJEHY JeMy H CHenujanHu cayuaj (3), aiu ce mMoxe y
r1asEAM 1pTaMa npumeHuTH OCTPOBCKOB NMOCTYMAK.

Ako ce y crasy Il dynxnuja f(x) samene dynkuujom 1/g(1/x),
Jo6uBa ce HENOCpeAHO y Tauku 4 Habenenu cras IV. Osaj craB paje
Talla 4CHMNTOTCKO NOHAINAWE HH3a Yy, KOjH TeXH GECKOHAYHOCTH Ca
n ¥ Koju je neduHHCAH DPEKYDEHTHOM penanmjoM 06.1HKa

Yn+1=g()’n)s n=0,1,2,...,

H Ka3yjé Kako C€ OBO A4CHMNTOTCKO MOHAllame MO¥Ke HAOGHTH U3
4CHMNTOTCKOI NOHamamwa ¢QyukuHje g(y) KaL y-oco. CTaBoBH 0Be
BPCTE Cy OJ HAPOYUTOr HHTEpEca y MHOTHM NpoGieMuMa aHaau3e,
a nmpumepa pajW, HaBewhy y Tauku 5 jelaH caydaj rxe ce Taxas
CTaB jaBJba.

Hanomuwem na je y crasosuma III u IV u3puuuro npernocras-
/bEHO Ja k Gyne sehe ox 1, omsocHo r <1, jep He camO jna Hase-
JEHH MOCTYNUH y AOKa3y HE Baxe kaf je k=1, omHocHO r=1, Beh
6u ce H onrosapajyhs cTaB 6GUTHO Pa3/NWKOBaO, a NMPETNOCTaBKE O
¢yuxnuju L (x) mopane 6u GuUTH MHOI'O npeLu3Huje.



48 Josan Kapamara

2. [lpe nero wTto mpeheM HA NOMEHYTO MNpowHpeme crasa I,
Hasewhy osae oHe of ocobuHa PyHKIHja KOje ce npaBu/IHO MOHa-
wajy xoje he mu y noxasy crasa lll 6utu norpebse.

[Ipernocraska na ce ussecHa Qyukuuja h(x) NpaBuJIHO NMOHAIIA
y 6au3uHu Tauke x= +0 CBOJM C€ HA YHILEHMIY fJa OHa HMAa OOGJHK

fi{(x)=xr L (x),

rie je r xoHauan peanan 6poj, a L (x) ¢ysxnuja xoja ce y Gausunu
TaykKe x= +0 cnopo Mewa M KOja C€ MOXKE HanucaTH y KaHOHHUHOM
06/1uKy

1

L(x)=C(x) exp j%@dt, x>0,

npu 4emy
C(x)»C#0 a e(x)»0 kam x-+0.

[lpema Tome, ako ce QyHxuuja f(x) npaBuAHO noHama y 6/u-
3uHM Tauke x = -+0, T3fa MOXEMO YBEK CTaBUTH Ja je

h(x)eoCx"L(x), ca C#0, x-+0,

u, 6e3 orpannuera, 3a KomnapatusHy Qyrxuujy L (x) moxemo mper-
NOCTaBHTH Ja WMa OOJHK
1

L (x) = exp Fﬁ_ﬂdt ,
OJHOCHO Ja je
xL'(x)=0{L (x)} xam x- +0.

Y Tome cayuajy je dysxuuja
. xL(x) sa r>0

MOHOTOHA y 6au3uHu Tauke x=+0. [Ipema TOMe, 3a JOBOJbHO MAJO
X NOCTOju yBeK meHa HHBepcHa ¢yHkumja, Koja Taxa uma 06/uK

xUr L*® (x),
raie ce L*(x) takohe cnopo mema y Oau3unu Tauke x= +0.

Kako m oBme L*(x) cnyxm camo Kao KOMnmapaTuBHa (yHKIH]a,
TO Huje noTpe6HO JaTH WEHY Taudy BPEIXHOCT ¥ AOBOJ/LHO j€ Hahu
€aMO HajjeIHOCTaBHH]y (PYHKIH]y KOja c€ acCHUMNTOTCKH MOAjeAHAKO
noxama. 3a oxpehuBame TAKBOT jeAHOr H3Pa3a MOMEMO CE€ Y MHOTUM
cnydajeBuMa TaKohe MmOCHYXUTH CYKIECHMBHOM anpoKCHMAnHujoM. Ako

HauME€ CTaBHMO
LT (x) = [ -r¥ (xr#)
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H
Ligi(x)=L="(x* L3 (x)), n=1,2,..,
rae je
*=1/r,
Taja cy

yn=La(x), n=12,..,
ysacTonHa NpHOMHIKHA pemIeHha jefHadHHe
y=L"™(x*y),
a Koja ce 338 Z=x"*y CBOJH Ha
2’ L (2)=x.
Ilakne, ako OBaj MOCTYMNaK KOHBEprupa, Taja
Lz (x)ocoL*(x) Kam n-oo.

MebyTuM, KaKo ce OBAE TpPaxXH CaMO IITO jeXHOCTaBHHjH H3pa3
KOjH Ce acHMMNTOTCKH NoHama kao L*(x) u kako ce L (x) cnopo
Méma y Oau3dHH Tagke x= +0, TO yecro Beh npBe ox Qyskuuja
Ly (x) aMajy oBy oco6usy. OBO HacTyna uuM je 33 HEKO n=k
, Lis () oo L3 (x), - ®)
jep ce rama u

Ly (x)oo L% (x) 3a ceako n >k,
TAKO XA CE€ H
L*(x)ooLE (x) xam x- +0.

[lpema TOME ce y OBOM c/Ayuajy MOMXKEMO 3aApHKaTH Ha NPBOj OX
¢byunknuja L} (x) 3a xojy Baxu peaanuja (5), W Ka0 KOMNAapaTHUBHY
¢dyuxuujy ymecro ¢ynknuje L* (x), mMoxemo y3eTu oBy QyHKumjy.

Tako, Hamnp., ako je
L (x)=(lg 1/x)» ca npou3Bo/bHEM p,
6uhie Beh
L3 (x) o LY (x),
na je .
L*(x) o LY (x)=(1g x~*) "™ = rer* (Ig 1/x)~Pr*, x> +0,
Ako je, mehyrum,
L(x):e('gllx)c ca O0<c<l,
¥ aKo Kparkohe paiau CTaBUMO
y=1gl/x,

Li(x)=exp { -r=t=c ye},

6uhe

Lé' (X) =€Xp { . (y+r—c yc)‘} ,

L3 (x) = exp { —rt=ely g e (y+ree w)‘lc} ’
4 3G6opuux
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na je 3a
0 e <2,
Beh
LE(x) oL (x),
Tj.
’ L* (x) oo LY (x)= e ye
JOK je 3a
1223,
TeK : .
. L3 (x) o LE(x),
Taxko Ja je

L* (x) oo L (x) oo e~ e ker—eyrem)

Yonwmre, ako je '
k-1

_ . k ,< <k+1
Tajga. je TeK )
_ L () oo LE(X),
na‘je
L*(x)eo L (x), x-+0,
TeK 3a :

k_=[1/(;1 - )]

OTyza MOXeMO 3aKbyUHTH 2 HE MOPA YBEK NMOCTOjaTH KOHAYHO
n TaKko Ja ce Heka oj ¢yskumuja L} (x) acCMMOTOTCKH NOHAama Kao
L*(x), a OBO HaCTyna HapOYHTO Kaj L (x) cyBuimie 6p30 TeXH HyJH
uiau 6ecxonaqHOCTu

3. Ha ocnoBu HaBejenux oco6uHa OGyHKIHja Koje c& MPaBUAHO
nonamajy Moxemo caj npehd HAa HOka3 yonmTewma crasa [, a
KOje riaacu

Cras lll. Heka je ¢ynryuja f(x) pegunucana y Gnu3unu mauxe
x=+40 u Hexa ce y 6ausunu o0Be Waure (ynryuja x —f(x) upaBquo
fionawa, mj. Heka je

fx)=x-a(x) x*L (x), * (6)
rie .
a(x)»a=#0, x->+0, : M
‘ XL (x)=0 (L (x)}, x--0. )
Axo je ’ : s

a>0 u k>1, )
u ako je x, AOBOMHO Mmanro, Maxo jga 6yje '

FER>0 sa 0<x<x,
u (10)
inf- {x-f(x)} >0 3a csaro 0<~E< Xg 5

<XKX
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maaa u3 . _
Xn+y=f(xn), n=0,1,2,., (1)

caequ aa je o o o ‘ -

x,ooa*n~k* L¥(1/n), n- oo, (12)
rae je

F=1/k-1) u a*=k*la), (13)
a

xE* L¥ (x)

uHBePCHd Qyuryuja d)ymajuje
xk=1 L (x).

Jdokas. Hs (10) u craBa Il caenu na

xp,20 Kag n-oo. (14)
AKO cTaBHMO :

f(x)=x—h(x) n k=l+g, |
taga je, npema (9),
a npema (6) u (7)
h(x)=a(x)x!*eL (x)ooaxtIL (x), x->+0,
na je, npema (11) u (14)

q9 >0,

Xn=Xnipi=h(Xn) 0 axst L (x,), noreo. (15)

[Tpema Tome ce o
' Xnp1 X, KaI n-oo, (16)

Hame je
X3 L (%) = X541 L (X iq) =
=(x% - xg-i-l) L ()'Cn)+xZ+1{L (xn) -L (xn +l)} =

=q(Xn—Xn+q) B L (x2)+ X1 (Xn = Xn41) L' (00), (17)

npu uemy ce &, H n, Hanase y pasmaky (x,., X,). Kako ce, npema
(16), x, ¥ xp,y ACHMOTOTCKH NMOAjeLHAKO NOHAWajy, TO je, HaKJe, H

!anEnerann+l. n-roo,
a OTyZa je, HA OCHOBYy 0COGHHa (QYHKLHja KOje Ce CIOpO Memajy, B *

L(xp)ooL (n) o L(xpyq), N>00. -
U3 oBux penanuja ¥ (15) xo6uamo 3a nmpeu uwian ob6pacma (17) .

q (%= Xns) B L(xa) o0 agxd (L2 (x,))

oo agxpxip1 L (xn) L (Xn4s), 00,
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a 3a APyrd 9iaaH
Xt (Xn = Xn 1) L' (1) axi*! xz+1 L (x,) L' (0a)

L (nn)
L)~

[Ipema ToMe ce, c o63upom. Ha (8), penauuja (17) cBoxu Ha

00 x8 x84y L(xp) L (X y 1) 22 \0)

1
XL (Xapy)  xLL(x,)

»>aq Kak n- oo,

Tako Ha ce
1

—————gagn Kal n-oo,
X% L (x,)

na ce L ‘
x¥L(x,)ol/agn wag n- oo,
Ako can ca _
xk* L*V(x)
03HAYHMO WHBepCHY (yHKuujy Qyuxuuje
x4 L (x)=xk"1L (x),

TO XOOGHBAMO KOHAYHO (BMIH, Hamp. [5 crp. 116—-120]), c oésupom
Ha (13),
1

- (agn)+*

qume je Tepheme (12) crasa Il mokasauo. -

xn L*( 1>Na* n~k*L*(1/n), n- oo,
aqn

... 4. Ako y craBy lII usapummo cmeﬂe
x=1fy u f(x)—l/g (y)
fan;a ce npernocraske (6), (7) u (8) ceoge Ha 9MBEHHIY Ja ce
g0 -y
MpaBH/HO NOHAMA Kax y-»oo, Tako na Gyskumjy g(y) Moxemo
HanucaTd y O6JHKY
gW)=y+A My L), (18)
AW)»A#0, yoroop = i . - o (19)
yL' ()=0{L @)}, "y o, | (20)

rac
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W rze je, ¢ o63upom Ha (9),
.‘A>-.i0 B r<l. B (1)

3aucra, npema (6) je

v Y —ve—
Oy =T amy=Lam

a(1/y) 2=k [ (1
TSaamy—Lqy L

. TaKo Ja Ce, aKO CTaBHMO
T A S—
1-a(l/y)y*=kL (1}y)

u L (1/y) samenumo ca L (y), penaumje (6), (7) u (8) csoxe Ha (18),
(19) u (20), a ycaosu (9) na ycaose (21).

2-k=r,

AKO 3aTHM CTaBHMO

E=1/n v xp=1/y,,
Tana H3

PR 4V) kol
1@ g (v)

caegn ga he ycaosn (10) 6HTH HCNYHEHH aKO je y, XOBOJEHO BEJNHKO
na 6yne )
inf {g(y)-y} >0 3acBako 1> y,.
YeSy<7y ' '

Jame ce pexypentHa penanwuja (11) cBoau Ba

Yn+1=§& (yn) , n=0,1,2,..,
M Haj3an Taphéme (12) na

Yn O A*¥* L¥(n), n-o oo,
rae je
r*F=1/(1=-1), - A* = (A/r*)*,
.a
xr* L* (x)

uHBepcHa QyHKUHja -byHKOHje |
xt=r L (x).
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Osum no6ujamo crasy Il amanoram craB :koju riacu

Cras 1V. Hexa je ¢pynryuja g (y) aegpurucana 3a Benurxe BpeaHocTu
oay u Hexa ce g(y)—y OpaBunno fdoHawa kajx y-»oo, [Ij. Hera je

g(y)=yfA(y)y’L(y)-,

rae .
A(Y)»A#£0, y>00,

u N
| YL ) =0{L (M}, .y~ .
Axo je L R .
A>S0, r<l,
u ako je y, A0BOJbHO -Benux0 Maxo ga .0yiRe

inf {g(y)-y) >0 3a csako n>y,,

. yo<y<fl o PR = R R LR .
maja u3 L am RN
Yn+1=g (yn)’ n.=01 1) 27'-'- 3 (22)
crequ Aa je UL
' YnO AR EL*(n), n- oo,
rje je . .
ri=1/(1-ry, A*=(A/r*)y*,
a .
y*LE(y)
uHBepcHa pyuryuja Qynryuje’
YL ().

5. Winycrpanuje panu . Hasemwhy oBJAe jomw NOCTYnaxK KOjUM je
B. Monosuh [9] nokaszao aa nocroju Taksa ¢ynxnuja A (f) xoja ce 33
6ecxpajio MHOTO BPEXHOCTH OX [ MOHama Kao '

o, 0<e<1, C>0,
a npu TOME He ofafa CyBUIlE Op30, Tj. 340BO/bABA YC/IOB
A (t+h) - A () >—Mh,

3a ceako £>0 u 0 hhy, rie ¢y M ¥ hy KOHAuHH M NO3H-
THBHY 6pOjeBM, ¥ Mopex Tora wiTo meHa  Laplace-oBa Tpaschopma-
uuja, Tj.

J (6)= 0f°°e—ot dA (=0 oﬁ—ff A@d

ocraje - orpaHuyesa kax ¢6-0.
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Ilpu o6pasoBamy oBe QyHKuuje jaB/ba cé HH3 6poOjeBa yn KOjH
je neduHuCcaH PEKYPEHTHOM penalnjoM o611m<a (22) ca CnenujajsoM
¢dbynxnujoM o6auKa |

g =y+2y u rlL

Hako 3a cam nocrynak HHje OHTaH eKCMJHIMTHH OGJAHK OBOI HH33,
MTIAK je Of WHTepeca Ja Ce HanoMeHEe Ja OBaj HH3 He pacTe CyBHWE °
6p30, .jep ce npema crasy Ill os noHama caMo Kao W3BECTaH CTeneH
O& n Kaj n- co. [1pema TOMe, 32 xoacrpyxnu]y 0BaKBe qumcoue
A (f) nuje notpeGHO Ja OBaj HM3 pacre CyBuuIe 6p30, K40 wWTO je
TO OOMYHO CAydaj KOX MHOTHX CAHYHMX npo6Jaema. AJH, aKO XKEJIUMO
na o6pasyjemo Gyukuujy A (f) xoja ce mecTuMHuHo nosama xao Cf,
0BO OH C€ eBEHTYaJHO MOTJO NocThhH caMO HH3OBHMA ), KOjH TeXeE
6eCcKOHAYHOCTH 6pXE€ OX MAaKOr CTeneHa OA 7, YKOIMKO TaKBa QyHk-
nuja yonmre nocrtoju. OBo ce Haj6osme - yanba H3  CAMOT' HAuYHHA
o6pasosama (yHkImje A (f); crora hy O0Baj noCTynaK H3HETR Y
HEWITO caxxeToM OOJHKY ¥ TOM NMPHJHKOM INTaBHINE [OKa3aTH Ha ce
HaBeJEHH YCJOBH KOje Mopa 3anoBOJbaBaTH yHnkuuja A (f) Mory jow
HEMITO CY3HTH, H TO OBAKO:

Hocmoju maxsa ¢yuryuja A (f) yuju ‘ussozz ociiaje orpanuyeH, ij.
|A"(t)| <M, 3a ceako t>>0, (23)

suja  Laplace-oBa Wpancgopmayuja Mexcu’ Hyau, -u Mo Harko ga 6yae

J)=cfeot A(fydt= 0(c*) 00, ... (24)
0 o T o

Ma KOMUKO Benux 6uo 6poj k, a xoja ce fpu Mome ufiax MecluMUYHO
donowa kao CH—%, imj. Docioju Hu3 Opojesa t, WaraB Aa je
. A{t)) oo Ct =%, tyo00, . . ' " (25)
¢a C>0 u dpousomno mano € >0. ' S
Jla 6ucMo 0BO mokasanm, oGpasyjmo uaj'npév d)yﬂkﬁi{]y' H (),
Koja y pasmaky (-1, +1) uma oxpehen ©3sox u ose ocoduue
19 H(-1)=H(+1), H(=1)=H(+1), T (26)

2° ¢dynxnuja
+1

K (x) = J’ e=xt H (1) dt | (27)
, J, o
#Ma y Taukd x=0 HyaAy .HajMame q-ror pena T]
+1
K<V>(0)=(-—l)"ft"H(t) dt=0 3a v=0,1, ,q—l.' (28)

—1
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Hs (28) cnenu ;na je

K@) | <

xq'1 (ex—e™) 3a ceako x>0, - (29)
rae je
[H({HH| <K s3a -—'1<t<+'1.

3aucra, napun]a.vmom nﬂrerpauu]om unrerpana (27). Ko6uBaMoO,
npema (28), e ‘
K (x)=x4 f e~ Hy (f) dt, (80

Zy

rae je Hy(x) "q;T-u kﬁreripan (pyﬂxtmje H (x), Tj.

H, (x)- f (x—H)e-tH({) dt,

1)!
TaKo Ja je
[Ho(0)] < ——2—4 3a ceako -1 x<1,
q!
- miTo mpema (30) nmaje Hejennauuny (29).

Jenna Ttaxksa ¢yskumja H (f) =xbja uma ocobune 1° u 29 je,
Hanpmvxep, noauHoM (g + 8)-or cremena, ..

H H= (1——t2)2P ),
rae je P(f) Jlexangpos noanHoOM (g +4)-‘r_or ‘CTeneHa.

I'Iomohy Q)yﬂxunje H(t) o6pasosaHa q;yﬂxuu]a

t . L . : ..
A(t) = 2 ( Jr ) 38 Y <t<Ynsr, 1=01 ., (1)
ca '
Ynty '
J’n*"n"g“"i‘l'f 2, ‘y"+_;‘.}"", Yo=0,

ucnymapahie csa Tpu ycnoaa (23) (24) u (25) aKO HH3 y,, o6pa3y]emo
TaKo aa ‘6yze . : ] . ,

Yagpqe= yn+2(Yn)Pl(q+l) n‘l 2 yi=1, (32;

rje je p npoW3BO/bAH MO3UTHBAH 6po] <q+1
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3aucra, npema (26) ¢yskummja A (f) uma oxpehen usBoj 3a
cBako f # 0, a us (31) caenu

")

IWTO Kasyje na je ycaos (23) 3am0BOJbEH.

< Max |H'(D)],
-1

| A" (1) =

Jame je
2]

J(o)=5 f e~st A (f) dt =
0

Yv+1

© t—yv*
=<szz‘,fe""'H(-z )dt=

v=0 y,

+1

[~ -}
=6 2 22 e f e—sw! H (f) dt,
y=0 ’

-1

na je npema (29)

-]
q
2 'Kd‘l E 2it! e=on* g0y e—on) =

@) <
v=20
NK  ~
< ! dqz 2t (emorv_emvy4y).
q y=0

Wa (32) mehyTum crenn na je
' 2t )P 38 n=1,2,..,

a
29=1/2, jeprje y,=0, y, =1,
na ]e npema Tome
2 K :
@< 2K S gt (emomme-omany + KO
y=1 2(]!
QQK = qu
<- a9 e= W 5_ p— + —
\;.q! g v=yv-y) 241

Kako je oBaj mocaemwu 36up p'/dP (Bmm, Hanp [5, cTp. 82-—-83

oépasau 22]), To je
JI@] < ————-Kd'l‘P+£dq
' 2.q! -
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WITO Kasyje Aa je u ycaoB (24) 3a10BOJ/bEH aKO CaMO u3aGepeMo p
M ¢ Tako jga 6yne

k=q—p. @

Hajsan, ako o3nayumo ca C anconyrhu MaxcumyM ¢byukuuje
H(t) 3a —-1 Lt +1 u craBumo

C=H (),
Taja ce 3a
th=y* +1* 2y =yn+ (1 + %) 2, = 2,9V P + (1 + %) 2, 34)
u
To=A (t,) =2, H(t¥)=C 2z, (35)

TauKe Ca ancuucama f, u opAuHatama T,=A (f,) Hanase Ha KpPHUBO]
. T
(T/CYa*+ Ve + (1 4 t¥)—=1t,
. C
KOjy Zob6usamo enumuuaunjowi 2n u3 (34) u (35), a 32 Kojy Baxu

TooCHU N=Ctl~¢t, ts00.

Ilpema Tome je 3aMOBOJbEHA penaun]a (25) axo 34 HuUS f, yamemo
BpenHOCTH JAare obpacuem (34) u axo cTaBUMO

q-p+1 '
iﬁT, (36)

£ =

Hs (33) u (36) BuauMO 13 33aucTa MOXeMO W3a6paTd k npoMs-
BOJbHO BE/MKO, 4 € MPOU3BOJ/bHO MAaN0, aKO €aMo g —p u g u3abepemo
JOBOJbHO Benm(o al{ TAaKO N4 UM KOJMUHHK Gyne HXOBO/bHO MalH.
- Yocranom, u3 (33)}1 (36) no6uBaMo 3a p M ¢ OBE BPENHOCTH:

k+1 k-+1
q=

p—-——s——k 1 —1,

a wro je tpe6aso MOxasaTd.
A Y HaBeneHOM MOCTYNKy 3a Kox-xc:T'pyKuujy bynkuuje A (f) je
6HTHO Ja HH3 Yy, 3aL0BOJbABA DEeKyDEHTHY penansjy (32). Osa pena-
uuja, mMehyrum, je tuna (22) crasa lll, ca
. ' g(y)=y+2 yl.7/.(“)+1),

Tj. ca - -
AQ)-A=2, LO)=1 u r=p/g+1) <1,
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TaKO Ja Cy CBM YCJOBM OBOra CTaBa 3aJOBOJbEHH, Na je
1 g+! g+1
- —p+1 g—p+1
Yo (2 _q__.B:I;__)q n 7
q+1
Kako oBy penamujy c 063upom . Ha (36) moxemo HamucaTh
y 06Ky

, N00.

o (2e)fal®, naroo,

TO OTyAa ¥ H3 (25) jacHO BHAHMO 4a y, MOpa YTOJNHKO Opie 1a
pacTe YKOJHKO Cy ammiauTyAe (yHkuuje A (f) sehe, u Aa 6u OHO
MOpano Ja pacte 6pxke O] MAKOr CTenena oX n Aa 6u dyukmuja A (f)
MOT/Ia MECTHMHUHO Ja ce noHama kao Ct.
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UBER DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN- DER FOLGEN"

DIE DURCH ITERATION DEFINIERT SIND

J. KARAMATA

Anschliessend an einen in [2}, [8, Aufgaben 173—4] und [7]
behandelten Satz wird hier die folgende Erweitering gegeben.

Sei f(x) in der Umgebung des Punktes x= +0 definiert und ver-
hilt sich daselbst die Funktion x— f (x) regular (vergl. [3] u. (4]), d. h. es sei

f(x)=x-a(x)x*L (x),
a(x)-+a#0, x—>+0,

wobei-

und
xL'(x)=o0{L (x)}, x->+0
gesetzt werden kann.

Sei weiter
. a>0, k>1
und x, géniigénd klein gewdhlt. damit . .
T0)>0 fir 0<x<x,
und o
LxLxg

gilt, dann folgt aus :
: : xn+1=f(xn)7 n=011)21"" »

dass ' )
Xpooa*n~k* L* (1/n), n-o0,

ist, wo ;
k*=1/(k-1) und a*=(k*/a)**

ist, und wobei xk* L*(x) die inverse Funktion der Funktion
bedeutet. ‘

inf  {x—f(x)} >0 fir jedes 0<E"<-xor._\

xk=L L (x)
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MAXMYI BAJPAKTAPEBHUR

O HM30BHMA NE®HUHHCAHHM JENHAYHMHOM
Xy =8 f (e (.. (& 7 (0)) --.))

[lpeamer oBor pama je uCOHTHBAKE OCOGHHA HH30Ba HEHHHH-
canux jegnadunoM (2). Cnenwujasan cayuaj HH3a OBe BpCTe, TAje je
f(x)=V2+x, ucnuteBan je u y crparoj [1] u y nomahoj auteparypu
{2] u [8]. ¥ orcjeky I oBor pana mate cy Heke onwmTe OCOGHHE HH30BA
(2), a y orcjexy Il naBenen je uspjecran 6poj KpHTEpHja 3a KOHBED-
FeHIHjy OBHX HHM30Ba. 3a MaycTpanujy pesyarata no6uBenux y I u Il
HaBefieHa cy y orcjeky Il asa mpumjepa, oX kojux npsu NperTcrasba
reHepajiH3aIyjy Majouac HaBeREHOT CheNHjaJHOr HH3a. ’

1

dynknuja f(x) Heka Gyze y 3aTBOpeHOM pasmaky [—a,+a]
(2> 0) HenpekHIHa H HEKA y TOM Da3sMaKy MOHOTOHO DacTe y yXeM
cmucay. Heka je ocum tora, f(-a)=62>0, f(x) > x (Ix]<a), fla)=a.

Ceaku 6poj z 3arBopeHor pasmaka /=[0,2] npercraBuhemo y
o6auky ‘ '

© d, ) .
z=2§;, 0<z<2), (1)

v=0

riaje 6pojesu d, (v=0,1,2,..) 3a cBako z uMajy oxpeheHy BpHjeZHOCT
0 umm 1.

Csakom 6pojy z u3 | oAroBapa jeaHO3HAaYHO jeXaH Hu3 Gpo-’
jesa o6uuka

xy=t f (e, f((& f(O)).)) (v=0,1,2,..), @
raje 6pojesu ¢, (v=0,1,2,.), naru jexsagnnama
- 1-2d
g=1-2d,, g,=——— (v=1,2,. 3
o o BT g | ) ©)

3a CBaKO z u3 /, umMajy oxpeheny spujensoct +1 maum - 1. Ilpu Tome
nap Hu30Ba (2), OXHOCHO Nap Hu30Ba (3), KOju OAroBapajy KOHAYHOM
AHAZXHOM PasiIoOMKy 2z=pf29(0 <<p <<{29+!, ¢>0) cmarpamo camo
jenuam wnanoMm ckyna Hu30Ba (2), OJHOCHO CKyna Hu30Ba (3).
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na au je

Ilox oBum ycnoeuma Bpujesu: R : :

A. — Caaru nus (2) uma najBiwe 7ABuje TWauxe ' HArOMUNABAMWG :

g =lim x,, E,=lim x, (§, < &,). lpema Wonme, &, u &y cy oBuM jeanayu-
V> V>

HaMma Regpunucane xao ¢ynkyuje ox 2 y pasmaxy I: & =8 (2), & =2E:(2).

B. — ®yunyuje §, (2) u & (2) monoliono olajgajy y yxcem cmu-

. crny o4 a Ao —a, u mo mako Aa je

SEOSE@>EESEE) S0 0<7<2<2).
C. — Pynryuje & (2), &, (2) umajy ocobuny
§2-29)+8% (=0 (0<2K2),

mj. oBe Qyukyuje cy Meijyco6uo cumellpudne y oguocy Ha mauxy (1,0)
Kao0 yenllap cumelpuje.

D. — ¥ ceakoj mauku pasmara (0 Lz < 2), § (2) je neupexuana
cpymcqn]a ca pgecre cipane. ¥ caroj mayru pasmarka 0 <z 2, &, (2)
Je nedlpexusna ca nujese clipane. — [locwenuya: Ako je & (z)——&‘ ()
3a cBako z pasmarxa 1, Wapga je osa qbymcuu]a ueupexuana y iom
paamary. ¥ oBom cayuajy je f(-a)=b=0.

E. — Arxo #ociioju makap jeana Mayxka z pazmara I 3a xojy je
& (2) > & (2), onpga cy cByna y Wom pasmary Tadke AUCKOHTIUHYU-
Heima ¢pyuryuja E1 R uk, (z) ryciio pacuopeﬁene a uma ux Gpebpo-
juBo MHOTO. -

Jdoxasm.
A. — Hapemhemo npeTxonﬂo HEKE YUILEHHIE KOje Ce MOry
7aK0 noxasam
-— CBaKOM KOHa4HOM HU3Y OpOjeBa &, €y, ..., €, (¥=0,1,2,..)

y KOjEM CBaKH 4JaH WMa HJAH BpHujesHocT +1 uiaw BpHjeaHocT —1,
oxgrosapa oapehena dpyuxuuja x,(f) nedunncana y 3aTBOPEHOM Pa3MaKy
[—a, +a] jennaunnoM

x,(#)=¢g,f (&, f(o(&y f (D)) (v=0,1,2,.).
dynkuuja x, (f) je nenpexwana GyHKIMja, H Y HABEJEHOM pa3MaKy
MOHOTOHO pacTe W/JH¥ MOHOTOHO ONaja y y>XE€M CMHCIy, OpeMma ToMe
€€ .. &y=1 mmm -1,
2. — Axo craBuMoO 1a je x,=x, (0), raga je:
X X, 38 g,.,=+1
33 € € ... ev=+vl { v ST ver= L
. Xy >Xpyy 328 4= -1;
38 €€y ... &= —1 { v Xypy 38 &=t 1,
Xy Xyyq 328 g, 4=-1.

" M3 oBux uMmeHHMIA M W3 NPETNOCTABKH VUHILEHHX O $ynxumjH

f(x) caujenu na ce 3a cBako z # p[2¢ 0<p< PAREE g =>0) oxro-
Bapajyhn Hu3 (2) cacroju on ABa Mujena: jefHOr KOjU MOHOTOHO
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pacte y yxeém CMuC1y ‘M ADyror KOju MOHOTOHO oOmajia y. yXeM
CMHCTY, NPU uYeMy je CBAaKM 91aH NPBOT JHjeNa -Mambh Of CBaKOr
yjaHa Apyror nu]ena YUnanosu nu3a (2) MOTy ce rpynucaTéd y
rpyne o6JHKa ,

x}\.k"l’ x}\k, X)\_k+1,..., xkk_l_l_z (k O 1 2 )

rije CMO NMpETHOCTABHIM J3 32 HH3 6p01eBa & (i=0,1,2,..), xoju
oxrosapa 6pojy z, BpujesH -
gi=—1 3a i=N) i>0;%k=0,12, .
€95 L 4)
g=+1 32 gl ) M <pgys M 2>1,
TAKO Ja CBaka Ipyrna 3a HenmapHo k (mapHo k) npunajia npBOM AHjeny
Hu3a (2), a cBaka rpyna 3a NapHo (HEMapHO) k JApyroM JHjeay Tor
HM33 KO je y3 TO g,= +1(g,= - 1). JacHo je na cy o6a Aujena KoH-
BEpreHTHa, jep cy 06a MOHOTOHA M OrpaHMueHa. ¥ cayudajy Kaj je
Ay > 1, HaBeE€HUM rpynama Tpe6a NOXATH M IPYNy 4JaHOBA YH]H CY
MHAEKCH MatbH OX X\, —1. HM3yserak umne cayuajesn z=0 nm z=2,
Kana je g;=1(i=1,2, ...), a oxgrosapajyhu Hu3 (2) monoTroHO pacre
npeMa pPaHHYHO] BPHjENHOCTH a, OJHOCHO MOHOTOHO ONaxa mpema
[PaHAYHOj BPHjeTHOCTH —a.

3a z=p/2% u3 (3) nmo6umajy ce ma Hu3za O6pojeBa &, 06aHKa

gg=+1,
€0) €151 Egmi 1 €gr1=—1, 8gri=1(i=2,8,.; ¢>0) (5)
gg=—1,

KOjH ce pasuKyjy camMO [0 4YlaHYy €, .4 CBAKOM OJ IbHX OJrosapa
no jenan KoHBepreHrad Husz (2), jep '

f(egraf(Brssf((Bqri f(0))-))) >0

Kax i oo (¢ >0). [IpBu o oBux HM30Ba MOHOTOHO onafma (pacre) y
yKEM CMHCIY, @ JPYrH MOHOTOHO pacre (omafa) y YXKe€M CMHCIY,
ancrpaxyjyhu unasose x; (i < ¢q), Kan je

€08 - 8q=1, €& . Bg= -1 (8)81..80= -1, gg&;..€,=1).
['panuuHe BPHjeJHOCTH OBHX HH30Ba CY ‘ '
E=g /(e f(-~'(€q—1 f)..)) u E'=¢g,f(e f(.(eg-1f(=0))..)).

Ako oBa ABa HHM3a CMATPaMO JHj€JOBMM2 .CaMO jeNHOr HH3E,
ouza cy § u §” meroBa roptHa U A0HA TAYKA HArOMU/IaBawa §, W
g, 3a Koje BpHjenH

=8 Cxgoy E=8" 32 gyg5..e0=-1, gyg;..6,=+1,

F=8 Cxgmy CEa=F 32 g8 .8g=-+1, &g ..g= -1.
3HaK jeAHaKOCTH Baxu 33 b=f (- a)=0. - OBuM je Xoka3aHa TBpAA A.
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B. — 3a mokasuBame TAYHOCLTH Tapmbe B nocryrmhemo OBAaKO.

‘Heka cy nmata asa 6poja u3 I:

22v< 4= ".'

Tana je yBujex moryhe Hahu jeman uHIeKkc ¢ TakaB ja je

dy=d,, (v=0,1,2,..,q-1), d;=0, d,=1.
U3 (3) caujenu

dﬁ_l;iguﬁ'v, v=0,1,2,...). (32)

[IpernocraBumo 12 je €, ... 84y=~—1, Tj. ,u,é je, npema (38); dg—y=1.
Tana je, npema (3), g,= — 1, g,=1, raje upruua u3Haj O3HaKe O3HA-
yaBa Jia AOTWYHH 6poj oxrosapa 6pojy 2;. Pyuxkmuja x, , (f), npema
A, monoTOHO omaja y yxem cmucay. Kako je mak
€0 f((Eqpi F(0)).)) <O < &g f (ul€qpi F(O)).) (i=0,1,2,..),
TO je B B
Xgyi > Xgqg=Xqy >Xg4: (i=0,1,2,..).

3a i-» oo p0GHUBAMO
lim x, > x,—, > lim x,.
Voo Vow

MehyTuM, 06a 3Haka jeJIHaKOCTH HE MOry 3ajeaHo xohu y 063up,
jep 6 To 3HauMIO Ha je

Z=Zi-—-‘2£; (O<P<2q+1’ q.= 0)

[UTO Ce DPOTHBH NpeTrnocrasnm Aa je z< z,. [lpema Tome je 3aucra
" 8§ >8R) <2

Ha nornyso amanoras wauuH Hokasyje ce ha je &, (2) >, (z)
(z << 2) uy cnyuajy Kan je eyeq..g, =1, Tj. Kan je d,_,= - 1.

Crnenujanso: _
3a z=0je d,=0, 5,=1 (v=0,1,2,...), Te je § (0)=gq;
dy=1,d,=0 ¥=1,2,..) # go-¢5- - Lg,=1, (v=2,3,..),
te je § (1)= - b;
dy=0, dy=1 (v= 12 )ue,—'—lso—e—l (v=23,..),
Te je & (1)=0b;

3a z=1
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3a z2=2 je d,=1 (v=0,1,2,..) w g=-1,¢=1(v=1,2,..), Te je
£ @)= -a

OBumM je nokasana TBpAma B.

C. — 3a 1#oxasuBame TauHocTH TBpAwe C kopucruhiemo ce
caujenetium moMohuuM cTaBOM KOju je sako mokasatu: Jla 6u ce ABa
Husa e, u g, (v=0,1,2,..), KOju OAroBapajy PecneKTHBHO 6pojeBHMa
2 B z; B3 [, pDa3NMKOBaJM CaMO N0 4JdaHy ca WHAEKCOM HyJa, Tj. Aa
6u 6un0 €,= -, ‘&= (i=1,2,..), noTpe6Ho je ¥ KOBOHHO Ia
6pojeBs z W 2, 3a0BO/bABAajy peaaudjy z+4z,=2. Ako je z=p/29,
nox oxroeapajyhum Husom 6pojesa g; (i=1,2,...) Tpe6a noxpasymu-
jesatu nap Husosa (5).

Heka cy capa mara gBa 6poja z u 2, u3 I, 2+ z,=2. Tana 3a
HH30Be (2) KOju oxromapajy oBuM GpojeBuMa, Ha OCHOBY moMohHOr
craBa, Bpujemd x,= —x, (v=0,1,2,..). Oname 3a v-oo caujemu
lim x, = -limx, Tj. &(2) = —&,(2,) onHocHo , (2—2)= ~&,(2). OBum

VR 2 Vo
je nmokasana u TBpAWA C.

D. — Hexka je z=d, d;d;... H3 onor wmrto je peueHo y
A o npuponu Hu3oBa (2), camjenu nAa je 3a cBako ¢ >0 Moryhe
yBHjek Hahu N0BO/bHO BEJAMK 6poj N (e) TakaB Ja je 3a GeCKOHAYHO
MHOTO BPHjeIHOCTH HHIEKCAa Vv > N (€)

lim x, - x, =g (2) - x, < &. (6)

V9o

Heka cy v, u v, TakBa nsa uHiexkca W Heka je v, > v, Tazma je
Xy, < Xy, <& (2)-

Heka je, najapuje,

z=§7 (p u g umjenn; 0<p<2™’; 9=0).

Onpa je

z=2%"- raje je do=1, dgy;=0 (i=1,2,..).
v=20
U3 oBor caujenu na je
€€y . g=—1, € y=-1, go4;=1 (i=2,3..).

T1pema Tome, onrosapajyhu n3 (2) x, (v=g, ¢+ 1,...) MOHOTOHO pacTe.
3a v, u v, moxemo, Aakne, y3e€TH Ma koja ;nBa 6poja Beha of ¢, Tj.
g < v, <v, Heka je, name,

o _
d, — —
2= 25‘—,— (dv=dv, V<V2; d,,2+1= +1,
v=0

5 36opHuk
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raje je .
d,,2+,~, i=23,.. )]

. nu3 6pojea 0 u 1 ysetux ma kojum penom). Taxa sa oarosapajyhn
Hu3 6pojesa €, BpUjedHu: §,=g, VL Vy; &y =1, & 41=—1, Te je

Xy, < Xy <Xy (i=1,2,.). - (8)

MuoxemeM oBe HejefHaunHe ca — 1, JOAaBaleM CBAKOM HEHOM YJaHy
6poja &, (2), 3a i» o0, ¢ 063upom Ha (6), Mo6uBa ce xa je

0<E1 (Z)‘E1 (Zi)<8- (9)

Kako je nak no zedunnnuju 6poja z,

jep je, mo mpermocTaBuu, u360p uu3a (7) cacBUM NPOU3BOJ/baH, TO j€
(9) ucnymeHno 3a CBE BPUjeIHOCTH 2; M3 3aTBOPEHOr pasmaka

1 1
Z+W’ Z+-§I—;; .

Kaxo ce mjecto v, Moxe yseru ma koju 6poj v,+i (i=1,2,..), To
Ce Ha Taj HauuH JOOHBA HM3 3aTBODEHMX DPAa3MaKa, KOju 3ajeJlHO uvHe
jenad pasmak '

1

1
[“Q—TJ

OBaj 32 i - oo Npenasu y pasmak [z,z +1/2"2). OsuM je moxkasaso na
je €y (2) senpexuzHa QyHkngja Of 2 C JecHe CTpPaHe y CBAKO] Tauku
z=p[2? pasmaka 0<z<(2. Cnu4Ho ce [OKa3yje Ta4yHOCT OBE
TBpIwe U 32 z2=0.

Heka je cama z#p/2%, 0<C2< 2. — Kako je x,41>x, 71O
Mopa GuTH WM & ..&,=+1, &, ,,=+1, ¥ npema TOME dy,=0 u
dy,4,=0, nnu g ..e, =-1, € ,4=—1, u npema tome d, =1 u

dy, +1=0. Axko u cana ca (7) neduuumemo z,, Guhe oner ucnymeHe
nejennaunse (8) u (9). Kaxo je nax, no gedununuju 6pojeBa z u 2,

[0 - [o]
: d,-d, 1+6 d,
21=Z+z 2V—=Z+-§vz—+-1—2§7, 0<9<1,
v=v+1 v 4 2
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TO je (9) HcmymheHO 3a CBe BPUjEJHOCTH O 2, U3 3aTBOPEHOT pa3MakKa

1 Nad 1 od
[ 29w 27 1o

V22 v2+2

Axo je jom u x,, <X, 4y << (2), MONKE ce V, 3aMHjeHHTH Yy

(10) ca v,+1. OBa zxBa 3aTBOpeHa pa3Maka, yCTBapH, YHHE jejaH
3aTBOPEHU pa3Mak

© o
X N 1 N 1
D E T N

ve+3 V242

3a cBaKo 2; OBOr pa3Maka je HcOymeHa HejexHauuHa (9). Ako je nak
Xv, < o) <& < Xygtr—! < < Xy, +2 < Xy, +1 =2, (11)

moxe ce v, y (10) samujeHuTs ca v,+A, Te umamo aa je (9) wucmy-
HEHO 32 CBAKO 2; W3 3aTBOPEHOr pa3Maka

< ¢ 1 d, 1
[Z— Z-z—uv--l-?m, 2—25;4-—2—;;}—‘]. (12)
vt r+2 Vot A2

MehyTum, nako je mokasaTm Jga je mecHa rpaHuna pasmaka (12)
jeaHaka aujesoj rpanuuu pasmaka (10). K3 opor caujexu na je (9)
ACIYHEHO H 33 CBAaKO 2, 3aTBOPEHOr pasMaka KOjH Ce CACTOjH U3
o6a pasmaxa (10) u (12).

M3 ceera osor, pesonyjyhu Hame CAMYHO Kao M Yy CaAydajy Kan
je 6uno z=p/2¢, caujenn ma je (9) ucnymeHo 3a CBaKO 2z, U3 pa3Maka

J 4
[z, 24277 —2 57"] .
Vz-l-z
OBuM je y NOTNYHOCTH AOKa3aHo Aa je &, (z) Henpekunna QyHkuuja
OX 2 ca JecHe CTpaHe y cBakoj Tauku pasmaka 0z < 2.

Ha notnyHo cauuyad HauuH JOKa3yje ce na je &, (z) HenmpexuaHa
¢yukuuja 01 2 ¢ JAujeBe cTpaHe y cBakoj Taukd pasmaka 0<z<C2.
— Axko je &, (2)=E,(2) 3a cBako z pa3maka [, oHJa je, mpemMa OHOM
wTo je peueno y B,

& ()= -b6=8§ (1)=0=0.

OsuMm je mokasana TBpAwa D.
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E. — 3a nokasuBame TBpAme E nocrynuhemo oako. Heka je
z Tauka y Kojoj, no npernocrasuu, &, (2) u &, (2) umajy npexun.
To ]e, c o63upom ka ocobuse B u D, moryhe oHma w camo ouza
ako je E () <&, (2). Heka cy 2 w 2z, (0<Cz <2, <2) kpajeru
Ma KaKBOT Pa3Maka KOju HE cafpxu Tauky z. bpojese: k; d, d, ..., di—,
MOXEMO YBHjeK M3abpaTH Tako Ja

Fogr i, (2

6yae Tauka 3aTBODEHOI pasmaka [z,, z,]. ¥ Tauku z mopajy E, (2) u
g (z) umatu mpekuf, jep u3 omwTer yiama uusa (2), Koju oxrosapa
6p01y 2, Xk4i= Xk (%) 360r MOHOTOHH]E ¥ HEeNpeKuaHOCTH pyHKnuje
X,y (f), cnujenu 3a i-»oco na je  (2) <E,(2).

Ha je 6poj ragaka nuckonTunyurera ¢ynkmuja § (2) u §, (2)
npe6pojus, caujens u3 ocobuHe MOHOTOHOCTH TuX GyHkuHja. OBum
je mokasasa TBpAma E.

N)l;;l

I

Y osoM nujeny HaBemheMO HEKOAMKO KPHTEDHja 3a HENPEKHI-
Hocr dysxuuje £, (2) (a mpema Tome u ¢ynxuuje & (2)) y pasmaky
022, y xoM cayudajy je, 3a CBAKO 2z TOr pasmaka, § (2)=E, (2)
¥ oxrosapajyhu Hu3 (2) KOHBEPreHTaH.

A. — [a 6u § (2) 6una Helpexugna Qynkyuja 0 2 y pasmary
02K 2, iuompebro je u posowro na Oyze b=f(-a)=0 u pa
Xpy1- %> 0 rag v o0,

B. — Ja 6u & (2) 6una nefipexupna ¢yuryuja o4 2 y pa3maky
0 < 2K 2, ioMpebHo je aa jeaHaquna

~t=f(-f()) (-a<t<0) (13)
uma camo jeaHo pjewewe &, u ga je b=f(-a)=0.

Y caujenehinum kxpurepujuma npernoctaBuhiemo na gynkumja f(x)
uma nped u3Bok f'(x) y CBakoj Tauku pasMaka -a<x<+a 4 Ja
je b=f(—a)=0,

C. — Jla 6u oynxyuja &, (2) Guna Hedpexupna yrxyuja y
3aliBoperom pasmary [0,2], foipebno je aa je f' (&) <C1; & je maro-
hep (jemunu) rwopujen jegnaqune t= — f(1).

D. — [Ja 6u §,(2) Ouna nelpexugna ¢yuryuja oz z y [0,2],
zoBonro je pa je f(x) K g1l (ma<x<+a, ¢g>0).

E. — Herka je ¢ynxyuja f(x), 3azpixcaBajyhu cBe Aocag y4u-
theHe [OpeliioclaBKe 0 woj, y pa3mary -a<{ X< +a KOHBEKCHA
onospo. Tana je &, (2) neiipexusna QyHryuja ox 2.

[Ipuje Hero mTO HAaBEJEMO oOCTane Kpurepuje, 60/be mperaex-
HOCTH pajd, yuuHuhemo 0BO:
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1. — Ysemhemo HOBY 03HaKy jefHauHHOM

y (W)=t f(eys f((ef(@))) (i=0,1,2,..); (14)
crennjanno je: y,» (H)=x, (), .9 (t)=¢, f (D).

2. — INpumujenutiemMo CTaB 0 cpPeAbUM BPHje JTHOCTHMA HA PA3JIHKY

Xyp1 = Xo=Xy (€44 f(O)) ~x,(0)=¢,4,f(0)-x, (E(v))’

raje je
EW=0.¢,,,f(0), 0<OB<I. (15)

3. — Y¥Ysewhemo o3uaky: f';,=f (.M (EM).

OcuMm Tora hemo npernoctaBuTH 1a je f(x) 38 -a<Qx < +a
CTaNIHO KOHKABHA 00310, 3ajpxaBajylin M cBe OcCTa/e NPETNOCTABKE
yUHIBEHE JO0CaJ O HOj.

F. — Hexa je 3a cako z (0 € 2 2), yaeBuu y o63up (4),

A4 4—1 v .
v>N; k=0,1,..., k,-1;
n fi,u <q<l’ Hfiyv<07 }\kv":'Max}\k; Q>O »

i=\g i=>"‘v My

maze je § (2) nelipekugna gyuryuja ox z (0 <2< 2).

YBozehu nocremeHo HOBa oOrpaHHuera, RXo6uBa ce caujenehn
HH3 CBE jeIHOCTABHH]HX alH H CBE YXHX KDUTEpHja KOjH riaace:

G. — Axo cy 3a cBarko z(0 < 2 < 2) uchiywenu ycaosu:
) <1, 1
A —2\ -t ’ and ses - ;
f’}\k,u‘[f'(t')] k+1" Mg <g<l1, v>N; k=0,1,... &, ;

v— £ <0,
Fr, v [F @) < Q, PRENT
mana je & (2) neipexusna ¢ynryuja og z (02 2).

H. — Ja 6u§, (z) 6ura neiperuana ¢ynkyuja ox z(0<Lz<2),
AOBOJLHO je aa je uclyreH YCA0B

b1z =
FO=FEG GO M- PO <g<1 (2=0,1,2,..).  (16)
I. — Pyuryuja §, (2) je nefipexupna pynryuja o4 z y pasmaxy

[0,2), aro je uciiymwen ycaos

FO<grO-(1+5)

[e<ti-a<x<-a(- (@) u=—‘°—g—’ﬂ}. (17)
log f' ()
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Jdoxkasu:

A. — TauHocT TBpAwE A C/IHjeNH HENOCPEIHO W3 OcoGHMHA HU3A
(2) naBemenux 'y IA u ID.

B. — [lokas 3a B caujenu HenmocpepHo u3 IB, ID u us cmqe-

Iehe unmenunme: aa 6u Hu3 Xo= —f(0), x,,,= -f(x) (v=1,2,.
610 KOHBEpreHTa, NOTPe6HO jeé ¥ JOBOBHO Ja jeAHAYMHA (13)
MMa caMO jellaH KopujeH &y; &, je yjemIHo u jeAuHHM KOpHWjeH jenua-
uHe f= —f(f\.

C. — IIpernocraBumo na je f'(§,)>1. Tama E, Huje jemmno
pjememe jexunauwne (13), te, npema Il B, §, (2) He moxe 6uTu Hempe-
kunHa Qyuknuja y pasmaky 0< 2z < 2. Oum je mokasana Tausocr 3a C.

D. — Ilpema (14) u (15) no6ua ce

v
Xopr=X,=8 & &yt -f(O) IT fio 0 fEW), (0<<2<2) (18)
i=1
T€ |Xyps =X | K f(0)-gv+1 >0 32 v oo, Tlpema Il A, §; (2) je nempe-
KHZHA (pyﬂxuu]a Osum je pokasaso D.

E. — U3 nedunuuuie dyuxuuje f(x) camjenm ma je: f (x) <1
(ma< x<+a), f'(@) < 1. Pasnukopahemo nBa cayuwaja npema Tome
Ia ay je gi=—1 a) 3a KOHaYyHO MHOro, b) 3a 6€cKOHAYHO MHOIO BpH-
jemnocT unmexca i Y caygajy a), mpeMa OHOM LITO je peveHo y I A,
oxarosapajyhu Hu3 (2) je konseprewrad. ¥ cayuajy b) wmoryhe je 3a
cBako N uahu jepan 6poj n (N) Takas Ha 3a ceako v > n (N) nocroju
najmawe N BpujeAHOCTH HHAEKCA iV 3a koje je €= —1. 3a cBaxo
TA4KBO V MOXEMO MHCATH Za ]e c 063up0M Ha (14), (15), (4) u oco-
6une usBona f' (x)

L —xul=f(0)-n Fraov LT T F1ED) < F(0)- [ (0))V -0 32 N> co.

k=0 i=1
iF MK AN

OsBum je, npema II A, moxasano E.

F. ¥ osowm cayuajy, 36or f (x) <1 (x>>0), Bpujenu, ¢ 06c-mp0M
Ha'(18) u (4),

-1 k-1 Ayg=1 v

| Xysr1 =Xy |=f(0) - l'If,, I IIr. I f'(e<v>)<

i=1 k=0 i=) iI=)k,
<Lf(0)-1-gv-Q-f (") »0 xam v-oco.

Axo je y (4) k=0,1,..,n, raje je n xoHadan 6poj, omrosapajyhu
a3 (2) je Taxoijep xouaepreﬂraa, kako je To y IA Beh paﬂn]e
yTBpheHo,
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_ G. — Jlokas caujenr Henmocpenno w3 Il F u i3 yumenune zaa
e FO<r®O<1 (>0,
H. — [a 6u ce moxasana taysoct 3a H, KoBo/mHO je mokasaru

Aa cy ucnymenu ycnosu u3 Il G ako je ucnymen ycaos (16). —
3ancra u3s (16) 3a n=0 cmmjenn f'(&)<Cg<1. C mpyre crpane,
J13aKO jé noKa3aTH Ia je

012 ntl

Fagr v <F (= FEFEFO) D), a=dyeyy —he— 1.

[Ipema Tome, ako je umcnymen ycaos (16), onpa je TuM npuje ucmy-
wen Apyru of ycaosa Il G 3a v=0. Haname, 36or E®) < f(0), umamo

01 n+l

Froy v <F(=F(F( (FO)-)), n=v =Dy,

[Ipema TOMe u3

01 ntl

F-TECTOM-OF<Q, n=v-2,
cnAujenl Oa je Tum IpHje
gy v [F O < Q. n=v =1,

MehyTtum, 3amujenuBmn y (16) n ca n+1, noaujenusiH, 3aTHM,
no6useHy HejemHauuHy ca f'(0) w crauBmB g/f’ (0)=Q, noGusa ce

RS n+l1
F(~FTCFOMIF OF <=0
f(©
OBuMm je noka3sana TBpAwa H.
[. — ¥ uuny noxasuBama oBe TBpAWme kopuctuhemo ce PyHk-

uujoM @ (x)=kx+c, k=f(a), c=a(l-k). Jemhauwna y=kx+c je
jemnaunHa TaHresre kpuse y=f(x) y Tauku (a,a), Te je

fR)<e(x) (-a<x<+a), f(@)=9(a)
[MoTnysoM HHAYKLMjOM JI3KO c€ JOKasyje na je

fl

01 :
FECFO).) <a(l-kn+) (n=0,1,2,..).
W3 ose HejemHauuHe, 360r KOHKaBHOCTH (QyHkuuje f(x), caujesu

1 n
-, -

0
F(=FECFO).D) <Fl-a(d-k+D)] (2=0,1,2,..).
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[Ipema Tome, ako je -
f{-a(l-kn+h)]- [f'(O)]" g<t (@=0,1,2,.),  (19)

oHa ]e THM npyje ucnywes ycaos (16). Yecnos (19) ]e MHOTO jefHo-
craBuuju ox ycaosa (16), anu je no oGumy HewTo yxu. Mehyrum,
(19) ce Moxe 3aMHjeHHTH jOIl yXHM M jeJHOCTABHUjUM YCJIOBOM

fl-a(-M]-1FOF<q-f0), (¢<L;t=>1), (20)
raje je t Hempeksina npoMenbuBa BeauuuHa (f > 1). HsspwuuBmmn
cmjedy x= —a(l-4') u craBeBmu gma je = -log f'(0)/log f'(a),
ycaos (20) npenasu y ycaos (17). : ‘ ' )

11

3a nnycrpauu]y 3aK/byuaKa JXOGHUBEHHX y otcjenuma 1 n I
Hasemhemo oBhje caujeneha Apa npumjepa.

Hpquep 1. — Axo je

R —
f(X)=m—Vat+x, m>0,
VZa
onna y pasmaky 0 < z<(2
19 3a 0 < m<{ 2! ¢Ppynknuje E (2) B §, (2) umajy npe6p01nso
MHOrO Ta4aKa NHCKOHTHHYWTETa CByJa ryCTO pacnopeljenux y Hase-
JIEHOM pasMaKy;

20 3a 27t Cm <4 dysxumje & (2) u §,(2) cy Henpexmpue:
£ (2)=§; (2);

3% 3a m > 4 nurame ocCTaje HEPHUjemIEHO.

Hoxas. — Ilocmatpana ¢yuxnuja f(x) ucnymasa CBe Nperno-
craBke u3 1. 3a 0<<m <1 ona ]e KOHBEKCHA ONO03M0, 3a m > 1 oHa
je KOHKaBHa 0J0310 4 3a m=1 je f(x)=(x+a)/2, f'(x)=2"'. [la 6u
610 ucnyrwed u ycaos fi(x) >x (|x| <a), y cnyuajy m <1, HOTpeéuo
je 1 XoBo/bHO ja je m >2—! Tlpema TOME, a Ha OCHOBY Il D ullE,
3a 27tCm<1 om‘osapa]yhe dyukuuje &, (2) n §(2) ¢y Henpe-
KUJHe q)yﬂxuu]e 01 z y pasmaky 022 32 0< m< 2~ jenna-
gpHa f(x)=x MMa OCHM KOpjéHa X=a jom jenaH KOpujeH x=a’
(0<a <a). ¥ osom cayuajy obyskuuja f(x) (-a < x < a') ucny-
IbaBa CBE MPETNOCTaBKe HaBeNeHe y I, npu gemy je jom

Va-a
V2a

b=f(—‘a)==a >0.
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3a m > 1, npumujenusmn (17), 106uBamMoO yca0B

£\L (1 - ) e lexe
el o m>1; 01+ ),
1>q><l+a)m gem E < > < a\2m>

Ja 6u oBaj ycroB 610 Plcnyl-beﬂ, 'noTpe6HO je H AOBO/LHO Ha Oyxe
1<<m<A4,

Ipumjep 2. — Heka je f(x)=c+};x, {2, c=a(1-2). Tana
je, ¢ o63upom Ha (3a).

'xm_c(go—- § P L

3a v > oo J06HBa Ce, HE3ABHCHO OJ BPHj€AHOCTH BeJHYHHE [,

§ (2 )—Cke , &z _Ckk_el , b(—1<9'<9”<+l).

-1

32 k=2 je £ () =E (2)=a(1-2)
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SUR LES SUITES DEFINIES PAR L’EQUATION
xy=g, f (& f (..(&s f (0))...))
par
M. BAJRAKTAREVIC

Chaque nombre z du segment /=[0,2] peut étre représenté sous

la forme
E% <2<2), (1
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les nombres d, (v=0,1,2,..) ayant, pour chaque z, la valeur déter-
minée 0 ou 1. A tout nombre z de I correspond univoquement une
suite de nombres de la forme

Xy =28 [ (& f(...(&y f (0))-)) )
oit les nombres e,, donnés par les équations
go=1-2d,, €,= 1-2, , (3)
: 1-2d,

pour chaque z de /, ont la valeur déterminée +1 ou —1. Les deux
suites (2), respectivement les deux suites (3), qui correspondent
au nombre '

z=§’g, 0 <p<2*, g>0),

sont considérées comme un €élément de Iensemble des suites (2),
respectivement de 'ensemble des suites (3).

L’auteur étudie les propriétés des suites définies par - 1’équa-
tion (2). Dans la partie 1 on donne quelques propriétés générales
des suiles (2). Dans la partie Il on a cité un certain nombre de
criteriums pour la convergence de ces suites. Pour illustrer les
résultats obtenus dans I et Il on donne, danms la partie IlI, deux
exemples dont le premier représente la généralisation de la suite

particuliére lorsque f(x)=V2+x et qui a été étudiée par plusieurs.

auteurs,
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BJIAIETA BYUYKOBHR

JEAHO MNPOLUUPEILE YCJIOBA KOHBEPIEHUMIE KOJ
CTABOBA TAYBEPOBE IMPHUPOJIE

3a mpumeny craBoBa Tay6epoBe mnpupoxe NOTPEGHO je WMATH
IITO ONIITHjH OGJHK yC/A0Ba KOHBEPreHmHuje, KaKO GH CE€ CTaB MOrao
NPUMEHHTH HA WTO mupy kaacy ¢ysxnuja. OcuM TOra, HCTPaXKUBAKA
y OBOM mpaBny Aajy AyOG/bH YBHI Y CTPYKTYDY HHBED3HHX CTaBOBa,
nokasyjyhu rpanune 3a kiacy QyHklHja Koje 103B0/baBajy WHBED3H]Y.

Llum oBOr paja je xa y TOM CMHCAY HACT4BH HEKa NpOydaBaiba
J. Kapamare, ¥ TO Hapo4uro OHa n3 pacnpasa [3] u [4].

1. Hajno3snaruju o6amk ycaoBa KoHBepreuuuje 3a craBose Tay-
6epose mpupone je llImuToB:

(YK-1) lim inf  Min  [f()-f(x)]>-0(€)>0, &-0.
X=c0 x<x’<X(x,s

[Ipu Tome je f(x) mopuurerpanna ¢yuxnmuja, a X (x,e) QyHknuja
KojoM Ce ojpehyje AyxuHa pasmaka Kouseprenumje. Tako, Ha npumep,
3a (C-1)- u A-36upmusocr je X (x,¢)=(l1+¢)x, 3a B- 36HprHBOCT
X (x,8)=x +eVx wurn.

Kapamata, koju ce y Hu3y paaoBa G6aBHO NpOIIKUPABABLEM
llImuTOBa ycaoBa, Jao My je onmTH O6JHK

(VK-2) lim inf  Min 2D -e () 0 (€)20, 0,
x=0 x<X<X(xe) P (x)

rae je p (x) ¢ynkuuja xoja He omaja M OCHM TOra 3aJ0BOJbaBa jOwW
HH3 HaKHamHMX ycaoBa (B. Hnp. Kapamara [5]). ABakymosuh [1] je y
caydajy A-s6uppusoctH (na npema Ttome u (C- k)-364p/bHBOCTH)
MOoKa3ao Na Cy CBM TH YC/IOBM HENOTPeGHW H ha je AOBOBHO Ja
p (x) mpunaga kaacu R- O, Tj. Aa je p(x) (byHKuuja JeduHucasa 3a
x>0 u xa u Aa 3af0BO/baBa ycCaOB*

(1.1 p(x)=<p(x) ysadopmso 3a x < x' < X (x,8).
F* 3Hak F (x) =< G (x) 3naun Aa nocraje ase korcrante 0 <u < M Taxo aa je
< Fo <M kag x> 00.

SomT
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C Apyre CTpaHe, y TEXIbH Ja o6yxaam jefaH yclaoB -KOHBED-
resnuje xoju je Jao boac [2], Kapamara je y {4] upomnpuo llImuros
ycaoe kof. (C-1) - 36upmuBocTy Aajyhu My 06Jmk
(YK-3) lim inf Min {RIfX)) -D[f(X)]} >—w(e)>0, £-0,

x=c0 x&x' <X(xe)
rae je ¢ysknuja @ (x) HenpexuaHa u cmapuo pacre Ha 1€/10] peanﬂol
ocd (— oo< x < o).

Y osom pany uhu hemo 3a tTume na KapamaTuu ycaoB KoHBep-

reanuje YK-3 npommpuMo Ha c/aMuaH HAYMH Kao wmTo ycaoB YK-2

npownpyje ycaos YK-1, kao u xa ToM mpomupemwy AaMo HeKe cre-
HujaaHe obauxe,

2.Y oBoj Tauku ysemhemo HeKe 03HaKe Koje hemo cTaaHo 3afpxaTy.

3a ¢yskunjy @ (x) kasahemo na npunaga kaacu @ ako je <I)(x)
HENPEKMIHA M CTAJHO pacTe y HEJOM pasmaky — oo < x < oo.

3a ¢ynkuujy p (x) pehn hemo na mpunaga xnacu R—o0 ako oHa
npunaga kaach R -0 u-aKko y3 TO 3a0BOJbaBa M YCJIOB

p()=p ()

p(x)
C o63upom Ha duuuTHy QOpMy 36HPIBHBOCTH KOjy hemo npoydaBary,
umaheMo yriaBHoM fa je X (x,e)=x-+&.

Cauuno hiemo 3a wu3 U, pehn Ja npunaga xaace R- O axo ]e
3aJ0BO/bEH YCJIOB

2.1) lim sup Max

=0(1), €-0.
x=0 xZx' <X (xg) )

(2.2) Jp' X Uy yHupOpMHO 3a n < N(ne),
a zl.a npunana Knach R -o ako je nopex (2.2) SaD;OBOJbEH u ycaos
2.3) imsup  Max | Z"2Yn] 501), es0.

) n=ow aK<'<N@e)| Un :

3. OcHosHu cTaB oBor papa je

CraB I. Hera je 3a x > 0:

a(x) ¢yuryuja-roja e ofiaga, Mewcu 6eCHOHAUHOCTIL-KAL X - OO U HEKa je

a1y o (x) = (x +0);

9 (x) Hera je unBep3na gynryuja Qynxyuje o (x) u Heka je -
(3.2) 9 (x) =@ (x-0);

X = X (x,&) Hera je najmawu Gpoj Maxas aa 6yxe

(33) - @ (X) > (x)+e, >0,

mj. ’

(3.4) X (x.e)=¢ [o (x)+e];
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neka ynwyuja @ (x) Gpudaga kaacu ®, a Qyuryuja p (x) kracu R-o
u Hexa je ynxyuja f(x) unllerpabunra y oanocy Ha Qyuryujy o (x).

Tana u3
(3.5) gf(t)doc(t)=o(l), X > oo.
caenu .
(3.6) f()=0(), x>

KQAroa je 3a40BObeH YCAOB KOHBepreHyuje

VK-4) limint Min VRN eI gy Lo,
x =0 x<¥ < X(xe) P (x)
4. Jla 6u pmokasanu cras | JOBO/BHO je JOKa3aTH caMo Ja je
(4.1) - f(x)=0(), x oo
Haume u3 (4.1) caenn tana na ycaos YK-4 po6usa 06/HK
(4.2) lim inf Min  {®[f(x)]-®[f (x)]} > 0(1), &0,

x=ow x<KX < X(x8)
Koju je morpeban 3a o-uaBep3ujy®. To ce nako ysuha u3 HejenHaudHe
PN -p()| PN ) -p ()P (x)]
=
p(x) p(x)
p(x) -0 (x)
p(x)
y3eBwH y 063up Aa u3 f(x)=0 (1) cnexp u @ [f (x)]=DP [0 (1)]=0 (1),

X > oo, .

Of (-2 [f(x)]-M

A

<‘1’[f(X’)]-¢[f(x)]+Ml

bes orpannuema onmmtocTH, Heka je @ (f) >0 (unaue mocmar-
patemo ¢ynkmujy @ (f)+K). U3 ycrosa YK-4 caenu na je 3a x > x,
p (%)
e[ > Hlelf@]-wE)-e) xS X (x8),
p(?) w (g) > 0kax -0,
e’ >0 kan x>0,

na no ycaosy (1.3)

. D[ O)> M (&) {@f ()] —w(e) ¢},

(43) fO>VME[P[fH]-w(E) -]} x<I<X(x,8)
rae je \V (f) uapep3na ¢yukuuja dynxnuje @ (7).

* 0-uRBep3Hjy HeheMO XOKAa3WBaTH, jep Ce OHa BPWH NOTNYHO aHAIOTHO KAo
kox Kapamare y [4].
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[To jenuauusu (3.5) je 3a npousBo/bHO 1, >0
: X(x,¢)
4.4) . —_—_— tyda(t) > -n,
(44) n>a(x)_a(x)ff() a()>-n
X

na je, ysesmu y o63up (4.3) u n€By cTpany HejefHauune (4.4),

0> ¥ {M(e) [O[f ()] - w (e) - €]},

Tj.

(45) —E%><D{f ()] - (¢) - €'

Ako y (4.5) nyctumo npBo ga x oo, a OHAa € -0, ZO6HBaMO Haj3az
<20

(4.6) 11m sup O[f (x)] M(O) =C,

npu uemy je mo (1.3) M (0) # 0.

Canuno, U3 ycaosa

(47) lim inf  Min PX) LX) =p ()P o 1y, 60
x=0 x<LxX'<X(xe) P (X)

KOju je eKBMBAaJI€HTaH ca yciaoBoM YK-4, u u3 necHe cTpaHe Hejexua-
qune (4.4) mobuhemo

(4.8) lim inf @ [f(%)] > C,

W3 (4.6), (4.8) u u3 nenpekuanoctu dpyskuuje & (f) 3akmyayjemo aa je
(4.9) f(x)=0(), x-o00.

Tume je 3aBpmena O-uHBep3sHja.

Ilpema npumenGu Ha MOYeTKy OBE Tauke, caja je JaKo H3Bp-
HIMTH O-MHBEP3Hjy H AOOUTH ga je

(4.10) f(x)=0(1), x-o00.

ypMe je 3aBpmeH JOKa3 crasa I

5. Cras 1 cagpxu yonmrewa BehuHe craBoBa 3a HHTErpa’ie M
¢yuxnuje u3 Kapamatune pacnpase [3]. Mu ux osze sehemo HaBo-
JMTH CEM j€JHOT, KOjH HAM C€ YMHA HAPOUHTO MOTOZHMM JAa OCBET/H
NPUPOLY YOIMIITEHA KOj€ c€ MOCTHUIIO0 ycaoBom YK-4.
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YonmwraBajyhin Bume craBoBa Jlanzaya u Xapau-JluTasyna,
Kapamara je y naBemeHoj pacnpaBu JOKa3ao M caenehu cras:

Aro ¢ynyuja F (x) uma csoja ipsa AaBa u3sojpa, maza u3

(5.1) F(x)»A, x-o00
a ycaosa
(5.2) cF'(x)+F"(x) > 0(1), x-o00,

rje je c lipou3somra KoHcHanma, creau

(5.3) F'(x)»0, x-00.
(B. Kapamara [3], craB 2.)
H3semhemo caga jeAHo [Hasbe yonumiTeme OBOr craBa. To je
CraB 5.1. U3 (5.1) caegu (5.3) raarox je 3amosBomer yCAOB
G4 cOF ]+ V[P @] (> 0(), xo e,
rae je c ipousBomna kouclanila, a P (x) dpuiaga rknacu ® u uma 'y

cBakoj Mayxku GpBU U3BOJ.

Jacno je ma ce 3a ®(x)=x ycnos (5.4) cBoxmu Ha ycnoB (5.2).
CraB 5.1 cneunujanan je cayuaj crasa I, u TO ako ce y3me za je

X (x,e)=x+e, p(x)=exp(cx), a(x)=x u F@)=/ f(f)dt+A.
0

Ja 6ucmo nokasaam Za je yciaoe YK-4 3aucra 3aZ0BO/bEH KO
jé 3a10BObeH ycia0B (5.4), noMHOxKHUMO (D.4) ca e H CKYNIMMO 4/1aHOBE
ca aese crpaHe. Tax ycaos (5.4) nocraje

(5.5) {ex @ [F'(x)]) > - Mes.

Hurerpanujom nejennadmue (6.5) om x a0 x'=x+¢e u geobom ca e
no6uBamo, crasmajyhu F' (x)=f(x),

X D= @ ()] ) €=

eL‘X ecx

Kako je, 3a x'  x+e,

ecx'__ecx €
S Le -150, 50

eCX

caegn na je ycnos YK-4 3aucta 3amoBOosbeH 3a p (x)=e*. QOcrane
3aMeHe Cy OYeBHJHE, T€ MX HE MOPaMO HETa/bHO H3BOAHTH.



80 : Baagera Byuxosuh

6. Jla 6u y cray | on Qysknuja npemwnn va Hu30Be, craBuhieMo
n
o (x) = Qn xz g, 3a n<{x<n+l, n=123,.
va=]

p(X)=pn 32 n-6x<n+1-6, 061
f(X)=a, 3a n-0<x<<n+1-0.
Taxko hemo po6utu
Cras l'. Hexa je 3a n=1,2,3,... a, zalliu Hu3 GpousBomHux peannux

n .
6pojesa; Qn=2qv Hu3 6pojeBa Koju ne ollagajy u Wedce OGeckonay-

v=1

Hoclliu ca n, -Wj.
(6.1) gn=20; Qp»o00, n->oo;

6poj N=N (n,e) gegunucan kao Hajmawu yeo 06poj Koju 3aA0BOBABA
HejegHayuHy '

(6.2) Qv = Qnte, &>0;

pn HU3 Koju Opuiiaga xaacu R—-o u @ () ¢yuryuja roja ipuiiaga
kaacy @ .

Taza u3
(6.3) Eav g=0(1), n- oo
v=1
caepu ‘
(6.4) an=0(1), n->o0

KaaroJ] je 3aR0BOJeH YCINOB KOHBeprenyuje

(VK-4) limint  Min Lr®lod=en®lad gy o,
n=0w nLn<N(neg) Pn

UM oBaj craB cafpxu npomHpema BehHHe CTaBOBA 32 HH30BE U3
KapamaTtune pacnpase [3], o4 kojux hemMo HaBecTH €amoO jefHO.”
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7. IlpuMeTumo mpe cBera Xa je ycaoB YK-4' yBek 3af0BO/beH
ako je 0<<¢,»0, n» o0, log (pn—1/Pr)=0(gn); n>o0 u

(71) pn+l¢)(an+l)"pn®(an)<o(pn qn)) n->oo,
(8. Kapamara [3] crp. 220).
CraBumo au g,=1/D,, a,=D,U, v npernoctaBuMo JH Ja je

Dp—=Dp_1=0(1), n»oo.

Taga craBy |’ moxemo jaTtu caexehtn 06/uK:

Cras 7.1. llog lpemiocmaBkom za 3a n=1,2.3,.. Hu3oBu D,
u p, 3aj40BoMmaBajy cregehe ycaose:

0<Dy+00, D,~Dpy=0(), n»o0,

O<Pn ’ Pn—pn—1=0(pn/Dn)» n->o0

u ga ¢ynryuja @ (t) Gpuiaga waacu D@, u3

iUU=o(l), n- oo

v=1
eaeau
DoUp,>0, nooo

KGAroJ je 3040BObEH YCAOB

(7.1) 0rts ® Dnss Uns1) ~ pn ® (D Un)<0(%"-),nm.
n
CTaBUMO JH y OBOM CTaBy p,=n—", D,=n, n=1,2..
H @ (1)=1/Ck) k=0,1,2,... OH npenasuy

@«

CtaB 7.2. M3 kouseprenyuje peaa z U, ca iipoussosnum pear-

v=1

Hum waaHoBuma U, creau pa

nU,-0 ca 1/n
6 3060punk
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KGAro4 je 3a70BOJbEH YCAOB

1
1 1 2k

U M
(7.2 Ue‘lf:il - Uglk-H <p nn + 142

rpe cy p u M fpousBosmne rouciianie.
Hanomenumo na ycaos (7.1) He mo6uBa oamax 06/ux

1 1

SR 2KF1 U
Un+-‘l_ —Un + <}1_£‘+ >
n* 2k
Beh mocraje
1 .
k1 TRF1
Unti B n M
1 <1
(n+ )72k T T2 n

1
IMomuOXHUMO /U OBy HejexHauuny ca (n+ 1)" "ZFT u oxy3smemo Ju 1€BO
1

u pecuo U2**!) oma nocraje

1

LI S L
URRAT _ (R <[<1 _}%)P T 1] 22 +(1 N l)P M _
A | ot aER

1 .
CmeHuBn p——2—k—+—1 ca p (36or npousBobHOCTH Opoja p) onaexe

ce nako po6usa 06auk (7.2).
Y cayuajy na xeauMO ONIITH 3aK/by4aK, HaUMe Ja
n*Up»0, a>0, n-s>oo,
y ycaoBy (7.2) mema ce camo ADYrd 4YlaH ca JECHE CTPaHe, KOju y
0BOM Cay4ajy pobuBa OOMHK
M

2(k+a) |
n 2k+1

Crap 7.2 je yomnmTeme craBa 2K’ u3 HaBenese Kapamaruse
pacnpase., Kapamarun ycioB ' ‘
U, M
Un+1—Un<P-—"'n‘+~2
non

no6usa ce u3 ycnosa (7.2) 3a k=0.
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UNE EXTENSION DE LA CONDITION DE CONVERGENCE DANS
LES THEOREMES DE NATURE TAUBERIENNE
par
Vladeta Vulkovié

Par un procédé analogue a celui de Karamata dans [4] on montre
que la condition de convergence pour la sommabilitée d’un type
LHinite«

lim inf  Min §®[f(x’)]—@[f(x)}>o(l), £0

x=0 xKX<X(xze

peut étre géneralisée sous la forme

4 '
lim inf  Min P RLEN]-e(x) @ [f(x)] >o(l), €0,
x=0 x<xX<X(xs) p(x)
ot p(x) est une fonction A croissance réguliére c’est-i-dire une fon-
ction satisfaisant les conditions (1.1) et (2.1). Du théoréme géneral |
avec cette condition de convergence, sont tirés, comme simples cor-
rolaires, les théorémes suivanis:

Théoréme 5.1. Soit F(x) une fonction qui admet ses deux dérivées
prémiéres, de F(x)>A,x-» oo il s’ensuit que F'(x)-»0, x - o0 §it

existe une fonction ® (t), avec @ (f) > 0 dans tout intervalle (- oo, oc)
telle que la condition de convergence

cO[F ()] + [F'(x)] F"(x) >0 (1), x»00

soit remplie, avec c quelconque.
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Théoréme 7.2. De la convergence de la série T U, ef de la con-
dition de convergence

zk‘ 1 St et M

-+ 2k41 n

Un-H - n + <}1 1 . 1 °?
Ry

avec w et M quelconques, il s’ensuit que

nU,>0 avec 1/n.
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MHUOAPAT TOMWK

O JEJHOM CTABY JI. BEPBAJ/IIIA

1. ¥ csom paxy [l], xao cneuujanas caydaj jeaHor OmuTer
crasa ([1] cras 2, ctp. 67, Buau Takohe [5]) JI. Bepsann je AOkasao
OBaj CT4B, KOju cagpxu no3natu Kakejes cras:

Aro roeguyujentiu peannor HOAUHOMA
(1) f(x)=cotci x+cy x2+...+cp x",
3a40BObABA]Y HejeAHAYUHe
0>c¢>e >0 > Chays
2 Ck > Ch—yg > vo > Cn s
0k n+l, cy=cnyy=0,

Maga Goaunos f(x) uma HA jeJUHUYHOM KPYry HajBuine TUpocily Hyuy
x=1, y ywylipawmwoctiu jegunuynor wpyra k uau k-1 nyna [Opema
mome ga au je f(1) > wau <O ([1] craB 3, cTp. 70).

3a 10Ka3 CBUX CTaBOBa OB€ BPCTE€ MNOMEHYTH ayTOp KODHCTH
Buwie nmomohHux craBosa, u3Meljy ocranor jenan dejepop cras ([1]
Hilfssatz 1, crp. 62—63) koju ce 0ZHOCH Ha KOCHHYCHE MOJHHOME €2
KOHBEKCHHM KOe(QHIlHjeHTHMA.

OBne hemo mokasaTH oBaj cTaB KOpHCTehu jeman mpoct reome-
TPHCKH NPHBLUMI KOjH CMO H paHHje ynoTpe6/baBaju 3a AOKa3 CAHYHUX
craBoBa [3], [4]. Cem Tora KOpPHCTHM jOWl W UHILEHWLY 1A Cy HyJe
Goaunoma HelipexujHne pyuryuje xoegpuyujenaiia.

Hcrum reomerpuckuM npuHuHnoM pokasahemo W caeinehu cras
A. Bpayepa ([2], ctaB 2) koju He caenum u3 DbepBaamoBHX CTaBOBa:

TTonunon
(8) f(x)=x1—(a, x"—1+a, x"2+...4+a,),
rje cy a; yeau koeguyujeniiu koju 3aA0BObABAjY YCAOBE
(4) 4 >0, >a032>..2>0,>0,

uMma CBe HyAe ceMm jefHe Yy jeJUHUYHOM KpYry.



86 Mucapar Tomuh

[pexo jemsor craBa O. [lepona, A. bpayep [2] usBoxu us osor
cTaBa Aa je doauxoM (3) ca yeaum payuoOHAAHUM KOeuyujenmuma Koju
3apoBomaBajy (4), HeCBOAMUB Y DAYUOHANHOM UAL KBAAPGIIHOM UMAru-
HApHOM ii0OJvY.

2. leomeilipucka uniliepipediayuja u tweHe ocobune (3], [4]:

A. Heka cy
(5) Gy =03 2>y 2> .. 200 > 0,
(6) 2,=0, zn+1=2aue"°i, n=0,1, 0<Br~,
v=0

K, KpyroBu us umjux ce Tauaka Ayx 2,2,,, BHAK NOX yriom 6/2.
Tana je (B. ca. 1)

1° K, 2K; 2K, 2 .. 2 Ky

2° Taurenra y Tauku 2, Ha Kpyr
K, 3axnana yrao —0/2 ca z,_, z,. Cne-

LWjaTHO TAHIEHTa y MOYETKY 2,, 4YHHH
yrao -0/2 ca peansom ocom.

B. Ha wuctu nayun ce obpasyje
CHCTEM KPYroBa W H3BOJE IUXOBE OCO-
Oune 10 u 2° ako je

0<a <o << ..

Y oBom cayuajy 6uhe, nanpumep, oco-
Cn 1 6una 1° uapaxena ca

1°K,cK,CK,C..CK,.

3. Jokas Bepsaagosa ciiasda.
Hanucahewmo (1) ca ycaosuma (2) y 0o6muKy
—f(xX)= —cCo—C4 X~ ve = Cpy XV — X (Cp+ Cppq Xt FCp xPTH),
36or npeor ycmoBa (2) npema B 1° 3a x=e® (6 # 0) 36up
~Cp=Cp X— = Cpy XK1,

Hanasw ce y cucremy kpyrosa K, C K, C K, C .. C Ky_1, OAHOCHO
Ha kpyry K., (8. cn. 2).
360r xpyror on yciosa (2) 3a x =e% (8 # 0) BexTOp

—xk(cp+Cryy X4y xnTE)
je y cucremy kpyrosa K'y, D K'; D..D K'n—x. Kpyrosu K;_, u K’
—
uMajy 3ajemuuuky Tauresty MT, Tj. Lozupyjy ce cmosba (B. ClL 2).
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OBo cnegn w3 A 2° u B 2° Oryna j_e.; f(e)#£0 3a 0<O< 7, jep

je xpaj Bexropa f(ed) ysex ussax MT, Tj. u3pan Kpyra K, (ua kome
nexu 0). Heka je cana, sanpumep, ’
f(1) > 0. Axo Ha HenmpekuAaH Ha-
4YHH TPBUX k Kkoedulujenara c,,
€y, Ck_y; TEXNE HYJH, 2 NPH TOME
ycaoBd (2) ocrajy cranHo ucny-
HEeHH CJelH 1a f(x) uMa n -k HyJaa
u3BaH Kpyra |x|=1. ¥ cTeapu, rana

— F(X) = X5 (Ct Cp g 1 X oue + Ca X7 H),

a4 0Baj NOCAE[HhH MOJHHOM HMa
npemMa Kakeja crasy [3] n—k uyna
BaH |x|=1, nma je TO cayuaj my
noueTHoM mnonaoxajy (rme je f(x)
npato ca (1)). OBo caenu u3 uume- -
Hune fa je ycaoe (2) no opertno-
CTaBUH CTaJHO MCNYHEH, TAKO Aa Ca. 2
HA jellHa HyJa NpPHIMKOM BapHja- ’
nuje ¢, (v=0,1,2,.. k- 1) He moxe mohu Ha xpyr |x|=1 norox je
6+#0. (3a ceako 0#£0 u ¢, nocroju cuuxa 2.) Cem Tora, Kaga
¢, v=0,1,2,..., k-1 Texe uynu (HanpuMep MOHOToHO) Guhe CTanHO
-f(1) <0 xao y moueTHOM MOJOXKajy, Ma HyJe He Mory npehu Hu
Kpo3 peanHy ocy. f(x) uma jom jexny peaany nyay y (0,1) ako je
f(1)> 0, wro ce Henocpenno Buau u3 f(0)=c, <0 u f(1) >0.
Ako je f(1)< 0, pe3oHoBame je NOTHYyHO HCTO, Camo Tpeba
NYCTHTH X3 NOCAEAHmUX 71—k KOEPHIHjeHATA Ck,Ckyy, .., Cn—i TEKE
HENPEKHJHO HYJH.

Jora3 Bpayeposa cimiaa. 3a 8 #£0, x| >1 (x={x|ed) naxo ce
BHAM Aa je ¢ (x) mato ca (3) #0. HoBomHO je Aa ¢ (Xx) HanMmemo
y 06auky

—p(X)=a,+..+a, xr—t—x",

[lpeu 36up OBOr H3pa3a Haxasu ce y cucremy kpyroBa (ca. 2) K,
Ky,..,K,._;, KOju Ce MOry M CBH NOKJANaTH (2KO j& a,=0,=...=ay,),
a uynaH —x" Ha npaBoj MR, naxae u3Ban K,. Tume je noxasaHo ja
je p(x)#£0 3a 0£0 u |x|>1. Pysxuuja ¢ (x)/x" uma camo jemad
peanan xoped y (1,00), jep @ (x)/x"+1 3a x 300 u ¢ (1) <O (jep
cy a; Gpojesu #0) u Hajsan u3Box on {¢(x)/x"} je mosuTHBau 3a
x> 0. laxne, (n—1) KopeHa ox @ (x) cy y kpyry |x|=1. ~
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SUR UN THEOREME DE L. BERWALD

.par
MIODRAG TOMIC

En utilisant une méthode géometrique €élémentaire, déja exposée
dans [3] et [4], on déduit une simple démonstration du suivant théo-
réme de L. Berwald ([1] th. 3, p. 70):

Si les coefficients d’un polynome (1) satisfont aux conditions (2)
alors (1) posséde sur la circonférence du cercle d’unité au plus un zéro
simple x=1 et dans le circle d’unité k ou k-1 zéros suivant que
f(H)>ou < 0.

La méme méthode géometrique donne immediatement le suivant
héoréme de A. Brauer ([2], th. 2):

Le polynéme (3) dont les coefficients sont des nombres entiers
satisfaisant aux (4), a tous ces zéros, a l'exception d’un, dans le
cercle d’unité.

La démonstration du théoréme de L. Berwald éxige encore le
ait bien connu, que les zéros d'un polynome sont des fonctions
continues de ses coefficients.
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HE®PKNIA PAJBEBHUTH

O JEAHOJ IPABOJ M JEAHOJ KAPAKTEPHCTUYHOJ JY2XKH
¥ MNOJIMI'OHHUMA HYJIA TIOJIMHOMA

1. Heka ¢y 2,, v=1,2,..,p<n, pasauyure HyJA€ MOJHHOMA
n-TOT CTeneHa

P,,(z)=zakzk, a, #0, 1)
k=0

M HEKa je peJ BHIUECTPYKOCTH CBaKe OJ IHX, PECNEKTHBHO, m,,
v=1,2,...p, Tj. Heka je

Po(@)=a,ll(z-2,)™; n=">"m,. (2)
vl-=Il vgl

Tana je Texumre §; Hyna noamnoma P,(z), xoje hemMo papu Kpart-
Kohe y u3paxaBamy Ha3uBatdi [ayCOBO TEXMINTE MNOAWHOMA,
oapeheno penanujom

Cl ==l = - Gn—t ’ (3)

a Texumre {, moaMrosa HyJaa nosauHoma P,(z), xoje hemo 3a pas-
MKy O& TexumTa (3) HA3MBATH F€OMETPHjCKO TEXHUTE
NOJIMHOMA, penanujoM

1 P
s> 4)

ve=1

FaycoBo Texwumre {’, u3BogHor noausoma P',(2), raje je

4 q q
Ph@)=Pa(d)- =" =na, [T -2)m, S mj=n-1, )
1

f=1 1
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ozpeheno je penauujom

Gmt—= -t | (6)

g , na,

HETOBO TEOMETPHJCKO TEXHIITE peJallHjoM
q
1
Co=— E 2'j
94
i=1

: *
a TaycoBo TexuwmTe §; noaMHOMa

p A A
Pu(d)=P0 (@) [TIGe-2)m ' =TLG-2)"s, 3 my=p-1, @)

v=1 j=1 1

uHje cy HyJe oHuxX p—1 HyaAa H3BOZHOT ROJAHHOMA (5) KOje€ HHCY
HIEHTHYHE ca HyJaama nosauHoma (2), ogpeheHo je penanujom

2

" Em’j Z’] 1 b

C1f—T—=mijzj- 9
Zm’j i= .

Ouurnezuo je ma je laycoBo texuwire (3) noauHoMa P, (2)
HMJEHTHYHO ca TreOMeTpHjcKHM TexumreM (4) camo y caydajy kan
CBE HyJe TOra NOJMHOMAa MMajy WCTH peJi BHUIIECTPYKOCTH, Tj. Kaj je

my=mMy=..=mp_>1. - (10)

Y cBakom Jpyrom Clyuyajy Ta JBA TEXHITA Cy- PAa3NUUMTA H OXpe-
byjy npasy 3

(1, Ce) (1)

y paBHM KoMniecHHX Opojesa.

Y rtauku 2 hemo mokasatu xa npaea (11) uma 3a pacnopen
HyJa noanHoMa (2) 3Hauewe CAHYHO OHOM IUTO ra HMMa peaaHa oca
33 pacnopeji HyJa OHHX INOJMHOMA YHjH Cy KOe(hHIHEHBTH DeajHH
6pojeBH.

Y Tauku 3 hemo JoxasaTH:

CtaB 1. Arxo ce I'aycoBo Mexcuwiie §, u reomeiipujcko Medcuwiiie
§, Oonunoma P,(2) He @oxnalajy, Majga ce Ma ABa Medcuwilia U
Taycoso MWexcuwimie (Y doaunoma P, (2), uuje cy nyae onux p-1
Hyaa u3BojHor ioaunoma P',(z), woje Hucy upjeniiuune ca HyraMa
goaunoma P, (2), Hanase Ha jepnoj uciioj Gpasoj. [lpu Monme Mexcuwilie
Y aujenu cioma pachiojawe Mexcuwidia G, u G, y ogrocy 1:p.
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Arko, liopes mora, Gonunom P, (z) Hema jeanoclipyrux, a GOAUHOM
P, (2) Hema Buweclipyxux Hyaa, Maza ce u reoMelipujcko Mewuwe 'y
usBogHor Toauwoma P’y (z) nanasu na dpaoj (Cy,C,), Gpu wemy dexcu-
wie ', aujenu ciomwa pacmojawe Mexcuwia G, u G, y oanocy 1:2p.

Y Tauku 4 pmokasyjemo:

CraB 2. ¥V cayuajy p=3, idpasy (L}, Q1) @peba cxBaliuliu Kao
reHepanucany AjnepoBy ipaBy, a ayx $ -8 wrao rewepanucany
AjnepoBy ayac. :

2. YV3mumo npaBy (11) 3a peasny ocy u CTaBHMO
=x,+y,i, v=1,2,..,,p. (12)
Tapa hemo, nopexn oxHOca

$m,p,=0, (13)
v=1

KOju cadjenu u3 (3), ZoOUTH jom1 H OZHOC
P
$,=0, (14)
v=1

Koju caujenu us (4), WTo 3HauW, ga cy uyae oauxoma (2) paciope-
hene ca jegne u ca gpyre ciipane ipase (11), Tako za je 36up ynamwe-
Hociliu Hyaa of e flpaBe ca jegne mweHe cilipane jeHax 36upy yzame-
HOCIiu HyJaa ca gpyre cilipade.

Y cayuajy xam noauHoM (2) uma camo jegHy HyJay pexa my,
a cBe ocCTraje HyJae HCTOr peja m,, Pasau4guTOr OX m,;, Tj. Kal je
Mg =mMg=...=m, # m,, Taga ceé HyAa pexa m, Hana3uW HAa npasoj (11).
To caujexu oryna wro je, npema (3) u (4),

p v
Colmy+(p=1) m}=m; z,+my Y 2y,

v=2

mzpC2=m2z1+m2i 2y,
V=2
My p (G — o) = (my—ms) (2, - C4) . (15)

Jennakoct (15) moka3dyje He camMo Ja Tayka 2, JI€XH H4 NpaBOj
(11), Beh u y KakBOM OXHOCY CTOje BeAWUMHE AYXH 2, —§; ©u G, -,

ojakJae je

3. Usmehy Hyna noausoma (2) u mynaa nonuHoma (8) mocroju
0AHOC

p
1 » P Emv 2y

A P
m' 2= m; 2, 2| = zv——l—P——— (16)
gﬁ % zp:mv ;[ <§ )] g El m,

1
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Te, y Be3u ca (3), (4) u (9), umamo

§:= P ";2 - C]
p-1
OZLHOCHO (17)

C-C)i (G-C)=1:p.

Ako je npu Tome jom cBako m, >1, v=1,2,..,p, a nonuHoM
(8) Hema BHIECTPYKHX HyJa, Taza je .

9 P p—1
A=p-1, g=2p-1, ¥2j=Yz,+ 3%

1 1 1

TE je
¢ =2PC2'C|
2
. v 2p-1
OAHOCHO ’ (18)
(C2—C12)1(C1—§'2)=112p.

M3 (17) u (18) caujenn cras 1.

3

4. Kan je p=3, rauke 2y, 2, 23 Yy KOjuMa cy CMjemrTeHe
HCTOMMEHe HyJae nosaudoma (2), u laycoBo Texumre {; TOra moJ-
HOMa oJpelyjy, y ommreM ciydajy, jefaH NOTNYHH 4YETBEPOBPX ¥y
paBHH kommiaeKkcHux 6pojeBa. CpexuHe cTpaHa

1 1 1
Ei=—(2,+23), Eom=—(25+2), Ezg=— (24+25),
1 2(2 3) 2 2(8 1) 3 2(1 2)

(19)
r]u='%—(zv+C1), V= 1}2i3

U JMjarOH4JHE TauKe
Zpe=(m; z2j+mi 2)/(my +my) , 1, k=1,2,3 (20)

TOra YeTBEPOBPXa HAJa3e Ce HA KOHYCHOM MpecjeKy [eBeT Tauaka
[1; cTp. 84, 110, 121]

(81 & B3 0y Na Ng 293 203 231) - V @1

#®
C npyre crpane, TadykoM {; K40 LEHTPOM W TadKaMma 2y, 2 25,
ojapelen je, y omurtem ciayuajy, jeAaH ¥ €aMO jefaH KOHYCHH Npecjex

Cz2,2) (22)
onucad oko0 A (z; z, 23).

Uz (3), (4), (17) u (19) umamo pemgom

G- Gm g (G-, (23)
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1 # 1
Co=‘2“(§1+§1)=§'(5v+nv)’ v=1,2,3, (24)
* ]
Ev_g1=—2_(§1—zv)) V=1:2’37 (25)
ZV_Cf=qv_EV’ V=1,2,3, (26)
1 .
I]j—I]k=-2—(Zj—Zk), ])k=1)2)37 (27)

OJIAKNE€ NPOU3HUJA3H:

a) TeOMETPHjCKO TexHumTe §, JHjead H3HYTPa pacTojame
laycoBux Ttexuwmra {1 » §; y omnocy 1:2;

b) medrap KonycHor npecjeka jxeseT Tauaka (21) mnanasu ce Ha
cpennnn ayxH §—-CY ;

c) KkoHycHu npecjeun (21) u (22) cy ABOCTPYKO XOMOTETHUHH,
a IHXOBM XOMOJIOTHH €JIEMEHTH ceé OJHOCe Kao 1:2.

Y cnenujansom cayuqajy, Kag je m,=v-m,tg <X z,=v, (v=1,2,3);
laycoBo rexumre noiauHoma (2) ce nmokJama ca OPTOLEHTPOM TPO-
yraa (z,2,23) (camjemm u3 [2; crp. 113]), a laycoBo Texumre
noJHHOMA (8) ca LEeHTPOM Kpyra OMHCAHOr OKO TOra Tpoyria. ¥ Tom
caydajy je, nakae, (21) Pajep6axos kpyr, (22) kpyr onucas OKO
A(zy2523), a Ayx §;-(} AjnepoBa AyX y TOM TPOYTIY.

Opatne, ka0 3akmyuak, Cras 2.%

5. Hanomenumo na kpajy na je noamsoM (2) camo cnenujanas
cayuaj ¢pyHxnuje

P p
f@=all-2)m, m=0, > m#0; (28)
1

v=1

Ia y TOM cayuajy Hyae noauHoMma (8) oxrosapajy HyJama ¢yHKnuje

F(2)=dllog [ (J))/de =3 - (29)

v=1

M 13, ¥y TOM caydajy, Bpujeae oxsocu (16), (17) u (18), 7. ma u
3a ¢dyskunje (28) u (29) Bpujene craBosu 1 u 2, y3 oxrosapajyhe
u3MjeHe y 3HaYemy mnojMoBa [aycOBO M TEOMETPHjCKO TEXKHIUTE,
Aedpunucanux (M y oBoM cayuajy) ca (3), (4), (7) u (9).

* Ako Tauke ;,E,,E, (19), cXBaTHMO K40 reoMeTpPHjCKa TeXHILTAa CHCTEMA
oxpehenux ca p—1 04 p NaTHX Tauaka, Tafa CAHYHA reHepaauWsauuja Ajaepose npase
H AjnepoBe a1y BpHjead # 3a p >3, # He caMo 32 Tauke y jeaHOj paBHH, Beh U
3a Tauke pacrnopeheHe Maxap Kako y mpocTopy.
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OBa uumenuna, 3a cayyaj p=3 Ha nmpuMmjep, omoryhyje Bpao
jeAHOCTaBHY reome'rpu]cxy KOHCTPyKuMjy (Qokyca MapreHosux [3;
cTp. 8] KOHyCHHX npecjeka, y3 NMPETNOCTaBKYy Ja jé MO3HAT MOJ0Kaj
rauke G =(m, 2,+m, z2+m8 23} /(my+my+m;) 'y OHHOCY Ha JaTH
A (24 2, 2g).
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SUR UNE DROITE ET SUR UN SEGMENT CARACTERISTIQUE
DANS LES POLYGONES DES ZEROS DES POLYNOMES

par
SEFKIJA RALJEVIC

Soient: (3) le centre de gravité des zéros et (4) le centre de
gravité du polygone des zéros du polyndme (2); (7) le centre de
gravité du polygone des zéros de la derivée (5) du polynéme (2),
et (9) le centre de gravité des (p—1) zéros du polynéme (5) qui ne
sont pas identiques aux zéros du polyndme (2), ou, ce qui revient
au méme, le centre de gravité des zéros du polyndme (8).

Les deux centres de gravité (3) et (4) ne sont identiques I'un
a l'autre que dans le cas (10), tandis que dans tous les autres cas ils
déterminent la droite (11). Pour cette droite on donne les deux
théorémes suivants:

Théoréme 1. Si (10) n’est pas valable, les trois centres de gra-
vité (3), (4) et (9) sont situés sur une méme droite, la droite (11), et
a la fois (17) est valable.

Si encore m, > 1, pour chaque v = 1,2,...,,p, et siles zéros du
polynome (8) sont tous différents, le centre de gravité (7) est aussi
situé sur la droite (11), mais, dans ce cas, (18) est aussi valable.

Théoréme 2. Dans le cas p = 3, il faut considérer la droite (11)
comme la droite d’'Euler generahsee et le segment {,—C,* comme le
segment d’Euler généralisé.
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BOrOJbYE CTAHKOBHh

PEUIEFE JEOHE XOMOTEHE WHTETPAJIHE JEOHAYHMHE

1. ¥ osom paxy nocmarpahy /uHEapHY XOMOrE€HY HHTErpajiHy
jeAHaYHHY '

1 F_n _
f@FW§Je4dUNt )

Koja uMa caenehie (H3HUKO Tymaueme.
Pacnopesn TomnoTe y AMHEADHOM NPOBOAHHKY JAT j€ jeHaYHMHOM:

00 0%8

ot oxz’

Hexa je mpoBoxuuk seorpaHuue ca 06a kpaja u 3aJ0BO/baBa NOUYETHE

ycoBe
f(x) 38 x>0
0 (x,0)= :
0 3a x<<0.

Taga je pememe napnujajHe jexHauuHe MpOBOhE€mAa TOMIOTE
IaTO peaanujoM

O(x,)=—= | e 4 f(u)du. (2)

oyt
]

Heka je nopex noseTnHor ycioBa JaT ¥ ,IPaHHYHH“, HAUME. HEKa
je y Taukn.x=0 pacnopex TonsioTe AaTt 3a cBako f_>0 u TO Tako ja je

9@0=%f®,

rae je A npousso/baH rnapamerap. Ilurame je koja ¢ysknuja f(f)
MOXe, Ha OCHOBY peaandje (2), na 3ag0BoJbM 0OBe ycaose. Hamaxeme
¢bysknuje f(x) ce Taga cBOLM Ha pelaBame HHTerpanHe jegnauune (1).

Jennaduny (1) MoxeMO cMaTpaTH M Ka0 KapaKTEPHCTHUHY CEKY- .
JlapHY jelHauMHy HMHTerpa/jsHe TpaHchopmanuje ca jesrpom

el
1 ’ _ (x—up?

— e 4x s
Vrx
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Tj. Tpancgopmanuje

- :
1 Rl
G (6)=—-=— | easf(f)dt. (3
©=1= [ @10 3)
0
360r ciyHOCTH OBOT je3rpa ca jesrpom [aycose Tpancgopmanuje,
1 ety '
—= € 4g
o

oBy TpaHcdopmandjy HasBahemo g-TpancpopMalHjoM, HaKO C€ OHa
jeIHOCTABHMM CME€HaMa CBOJH, Y M3BECHOM CMucay, Ha Jlannacosy.
[lpema ToMme, pemema jennaunne (1) cy KapaKTepHUCTHYHE (CONCTBEHE)
dbyuknuje g-tpancopmanuje, u nub OBOra paja je Jia NoKaxe 1a
jé cneKTap KapaKTePHCTHYHHUX (CONMCTBEHUX) BPEIHOCTH N OBE TpPaHC-
(dopmanuje HENPEKUAaH, KA0 M jeIMHCTBEHOCT HHMa OXArosapajyhux
KapakTepucTHIHuX (yHnxuuja f(f) (Tj. jeAMHCTBEHOCT pElIEHa CHHTY-
napHe HHTerpanne jexsauuse (1)), ako nNpH TOME NPETHNOCTABHMO Ja
ce WCTe npaBulHO nosamajy 6uao 3a f=0, 6HI0 328 f=o00 U TO ¥
TayK¥ 2 HaBeJeHOM cMucAy. Axko mehyTuM 3a oBa pellewma HUIITA
He mpeTnocraBuMo, jenHasuHa (1) uma jomr 6€cKpajHo MHOIO pemeha
Ka0 WITO ce BuAM M3 npumenbe Ha Kpajy pana.

Jeanauuny (1) pemaBao je M. [lapoau [1] cum6oiuMukuM pauy-
HoM. JlansacoBom TpaHchoOpManujoM,

o (s)= =i (0) dt,

-cBe0 je uurerpanny jeanauupy (1) Ha QYHKIWOHANHY jeAHAYHHY

?(s)= V—@(V_) (4)
¥ 110Ka3a0 1a cy 3a A=1 U A=2 pememna jexnaunne (4)
9 (s)=—
OJHOCHO |
ns
P ()=~

[Tpema Tome, f(f)=1 je peweme jem-xaquﬂe (1)sa A=1,af(f)=Int+c
3a A=2, rae je ¢ Ojnepoba KOHCTaAHTA.

Osne hemo, melyTum, NOKa3aTH 12 CBAaKOj NO3UTHBHO] Bpex-
HOCTH A OArOBapa OZpeheHO peuleme KAKO WHTErpagHe jejHauuHe
(1), Taxo- u ¢ysxnuonanue jepuauuHe (4) u 1a cy oHa, X0 Ha je;Hy
MYJTHIUIAKATHBHY KOHCTA4HTY, jeluBA pemera Koja ce y Tauku f=0
UM {=oco NPaBHJHO MOHAIIA]jy.
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- 2. 3a Qysknujy ¢ (x) xasahemo xa ce NpPaBHJAHO NOHAmwa y G-
3uHM Tauke x=0 (OXHOCHO X=oco) AKO 33aJ0BOJbABA peNalHjy

g(x) ~x%L(x) Kan x-0 (ONHOCHO X o00),

rae je L (x) mosutuBHa M HenpexkuiHa (yHnkuuja 3a x > 0, xoja npu-
naja KJIacH CNOPONPOMEH/bHBHX (yHKHMja, Tj. 3840BOJbaBa YCIOB Ja
L(ux
L{ux),
L (x)
3a CBAKO u>0 kag x>0 (OEHOCHO X - o0).
Hasexumo oBae camo oHe ocoGuHe oBako aneduHHcaHE KJace

dyHknnja g (x)=x% L (x) koje hemMo KOPHCTHTH y JameM pany
(. Kapamara [2, 3]). .

A. w_ﬂ.;u“, &>0, x-0;
‘ q(x)
B. g(x)»0, a>0, x-0;

g(x)»00, a0, x-0;

C. Crasumo
P ()= Max {xYL(x)}, p;(y)= Min {x¥L(x)},

0<x<y x>y . (Y>O)
P,(y)= Max {xYL (x)}, p,(y)= Min {x"VL(x)}.
xz=y SISY

Tana je, xag x -0,
a. Py~ xYL (x), b. p () ~xYL (x),
Py~x¥L (x); P2 (y) ~x~YL(x).

[Ipema Tome cy P;(y) u p;(y) Oyskumje koje ce takohe NPaBHIHO
nosamajy 3a x=0, a npu ToMe cy obe (PyHKuHje MOHOTOHE.

3. O6enexxumo ca ¢ (s) JlanaacoBy Ttpaschopmanujy QyHkK-
ngje f (1),

@)= esti () at

H IOKAXHUMO Hajope craB AGejoBe BPCTe KOjH c€ OJHOCH HAa MOHa-
mame PyHxuuje ¢ (s) xag s - oo.

7 36opHHK
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CraB l. Axo ce f(x) fonawa ipaBurno y 6ausuny %<0, wena
Jlaiinacosa ipanchopmayuja ¢ (s) ce dpaBunno Howawa y OGausunu
$ = o0o; Opeyu3nuje u3

fR)~qx)=x*L(x), a>-1, x-0, (6)
crenu :
s@(s)~T (a+1) g(l/)s), s-»o0.
Ciieyujanno u3
: fxX)~|Imx|PL*(|Inx]|), x-0,
caepu
se(s)~MmPsL¥(Ins), s> o
3a cBaro f.

OBaj je cras d¢opmyancao Jeu [4], amm ra He JOKa-
3yje, Beh camo ykasyje Ha Ir/aBHe LpTe Herosor Jxokasa [5]. Ocum
Tora, cTaB | je y W3BeCHOM CMHCJAY [yanaH CTaBy KOjH jé IOKa3ao
K. Kaon [7], rme je ,x->0, s> o0o“ 3amewmeHo ca ,Xx- oo, §-0¢
a Koju raiacu .

CraB I*. Axo je L (x) cﬁopoﬁpbmewbusa Gynryuja, o« >-1 u
q (x)=x* L (x) maza us

) ~q (), xo oo,
caenu :

s¢(s)~f‘(a+l)q(—i—), $-0.

Jla O6ucmo nmokaszanu cTaB I, DOKaXHMO NPETXOZHO OBAaj NO-
MOHHH CTd4B:

Momohkinm craB. Axo je L (x) ciliopohpomenmusa pynxguja u
o> -1, @axna je

Fe~tista [ (f)dt ~T (o + 1) 6%+ L (o).
0

Jdokas. Heka je a>0n 0<y <a-+1; Tama je

. o0 a
1 1
J(0)=———— | e ot L()dt = ——— [ e 11*=Y (ct)Y L (c¢) dt +
O =g | L0 [ ey L@
0 0 ’

_ l
oYL
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na je Ha ocHoBy oco6uue 2.C.a.

a co
7L (o) L (o)
0 a

J(0) <

a oryna
a
lim sup J (o) < a¥ { e~t 1%~ dt+a=Y | et {5+ gt
a=0 0 a

et eV dt,

Kako oBO Baxu 3a NpoH3BO/BHO Mano Y >0 TO MOXKEMO MNYCTHTH

Ja y >0, na je
lim sup J(¢) < jwe—* tedt=T (a+1).
o=0 0

CanynuM noctynkom u3 ocobune 2.C.b. caenu xa je

lim inf J(6) >T (a+1),

ag=0

a THMe je noMohHM CTaB HOKa3aH.
Jdoxkas crasa . [lpema (6) MOxeMO CTaBHUTH:

fx)=x*L (x)+¢(x) x* L (x)
TaKO Ja .
e(x)»0, x-0.

Ako jomr cTaBHMO s=%, Taja je
9(1jo)= fe—tiota L (f)di + [ e~tise(t)t= L (f) dt,
’ 0 0

na ce, npema nomohHOM CTaBy, TBphemwe craBa 1 cBOAW Ha
o o)

§ et (t)t* L () dt=0{c**1L (5)}, 6-0.
¢

Heka je € >0 u n Tako usabpauo ga 6yne

£
- 0 .
Is(t)'<r(a+1) sa 0t n;

(7)
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Taja je
| [ etlee(t) = L(Hdt|
0

< S etole ()t L (D dt+ [etio [e ()|t L (t) dt <
0 1

<

& [etiote (t)dt ~/
Faed (at+ o) <

< ec*Ht L (6) + o {6*+' L (0)}, -0,
- mTO AOKasyje penanujy (7), a Tume je u craB I pokasan.

[Tocmarpajmo, caxa, g-rpanchopmanujy (1) ¥ M3BpPIIAMO Y 0]

CcMeHe

1 —

—=s, t=Vr.

4¢ §
Taga je -

6L\ [ e LU0,
4s i Vr
0

HIH

% () = fe-s‘ g de,

0()=\Za(g) g(z)=f_(‘7‘/;:f)-.

[Tpema ToMe 3a g-TpancoOpManujy BaxKH aHAJOrad CTaB cTaBy |
KOju TJIacH:
s

Cras Il. Heka je g-ipancgpopmayuja konseprenminag 3a 0 << o < 6, u
f(x)~xfL(x¥), B>-1, x-0,
rae ce L (x) ciiopo mera, maza je
G)~2r (B—-'-—l)cf‘/zL (©), &-0.
, Vr 2
Hasenumo oBje jow jBa rpanuuna caydaja crasoBa | u Il u ro:

CraB lll. Hexa je ¢ (s) JlainacoBa pancghopmayuja ¢ynkyuje
f(x). Aro je f(x) neiipenugna 3a x=0 mMaga je u s ¢ (s) Helpexugno

3a S=oo, [j. u3
f(x)~>f(+0), x-»0,

sp(s)»f(+0), s> 00,

caenu
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CraB IV. Hexa je G (o) g-mpancghopmayuja ynryuje f(x). Aro
je f(x) neapexugno 3a x =0, maza je u G (6) Helipexugro 3a x =0, @j. u3

f(x)»f(+0), x-0,
G(@)»>f(+0), 6-0.

caenu

4. Ilpu o6paxu unrerpasse jexuauuse (1) xopucruhemo ce
pememumMa (QyHKIHOHAJHE jeIHAYMHE

V(s) =24 (s | ®)
KOja npeTcras/ba cnenujanal cayqaj llpenepose
V(s) =2¥[a(s).

Hamehy uusa pazosa o IllpexepoBoj ¢yHkIHOHaNHO] jenna-
uygHH HanoMeHyhemo osae ucnutuBama [1. Amena [6] xoju je mocma-

TPao jeXHaduHy Fla()] - F(o
a(x)] =

K20 YONIUTEmE jeJHauHHe Koja AeduHHIE nepuHoxudHe QyHKOHje.
[1. Anen HaBOZM Ka0 NpPUMED caydaj Kaja je o (x) = x? MWTO OAro-
Bapa jexsauunn (8) 3a A = 2 u xo6uja pememe y 06JauKy pena

F(x) = sz"“(l—x”")z, x| 1.

MehyTaM, 1aK0 je HenocpeAHO MPOBEPHTH Ja CE ONIITE PEIeHE
jexnauude (8) Moxe HanmMcaTH y OO6JHKY

N "I'_n';_s. (In In 8
Vis) = wzw)’ ©)

riae je w(f) npousBosbHA pyHKIHja nepuoje 1, Tj. 3a10B0/bABA penalujy

w(x+1) = w(x).

5. Bparumo ce jennaunuu (1). Axo NpeTnoCTaBUMO 1a je (yHK-
[4ja XECHO HENPEKuJHa, TaJa je Ha ocHOBy crama [V

f(+0) =2 f(+0).

Osa, nak, penanuja 3a f(+0) # 0 moxe GuTH 3a0BOJHEHA CAMO AKO
je 2 = 1. Ilpema Tome, camo ako je X = 1 jexmauuna (1) pomywra
pemema Koja Cy A€CHO HENpPeKuAHA W pa3aHuATa O Hyxe 3a x = 0.

_ [ToTpaxkumMo 0Ba pemera ako Npud TOME jOowl MPETHOCTABHMO Aa
je 3a s>s, dynkuuja e—¢* f(x) uwHTerpabuana y pasmaky (0, o).
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Jlannacosom Tpancdopmanujom jennaumna (1) ceomu ce Ha (QyHK-
LHOHANHY _

06 = =9 (%)
s .
Koja, Kaja ce CTaBH
s@(s) =V (s),

npenasu y.jexnaunny. (8) uumje je pememe (9). 3a X =1 pemweme (9) -
ce CBOJM Ha

Inln s
in?2 ) (10)

Kako, na ocuoBy crasa Ill, senpexkuanocT ¢Qynkuuje f(x) 3a x =0
nopnaun 3a co6om HenpekuAHOCT QyHkumje Y (s) = s (s) 3a s = oo,
TO HenpexkuAHOM pememy 3a x = 0 jegnaumse (1) oarosapa Hempe-
Kuano pememse (10) 32 s = oo. Ha ocHoBy nepnoAnyHOCTH QyHKIMje
w(x) TOo je moryhe camo ako je w(x)= const Ti. ¢(5) = 1/s,
OXHOCHO [ (x) =L

Y(s) - @ (

CraB V. Jeguno pewewe f(x) jeanauune (1) 3a A=1 roja uma
ocobune pa je

1. Heliperugno u pasnuwuiio of wyne 3a x=0,

2. e~ f(x) uniierpabuino y pazmary (0,00) 3a s> s,
jecmie f(x)=1.

[Ipernocrasumo, name, ja je
f(x) ~xPL(x%);
Tafia Ha OCHOBY cTaBa Il u jeguaumne (1) caefu

£(x) ~ 2‘2 (B_:l)xP/ZL(x).

| /=
Jla 6u o6e oBe penanuje MOrJae na mocroje mopa jga 6Gyxe
a. f$=0,
2
b. L(x) X, x-0.
_ L (x)
CraBuMo y penaudju b. x = e u L(e¥) = R(y). Ouna ce taga
CBOJM Ha
R (2y—) >N, yor o,
R(y)

a.0Ba MOCNeAma je yBeK 3aJ0BOJ/bEHA Kafa je R (y) obGauka

_ R(y) = wL*(@).
Ilpema Tome, axo je
L{x)=/|lnx] L*(|Inx]|)
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penanuja b, hie 6uTH yBeK 3a10BO/bEHA aKO je npd Tome A = 2, Kako
v Moxe OuTH Makakas 6poj, TO clAeOu Ja j€ CneKTap KapakTepH-
CTHYHHX BPEJHOCTH g-TpaHChoOpMaluje HempeKuAaH.

[Torpaxumo kapakTepucTHuHE PYHKIMje KOje 0AroBapajy Kapak-
TEPUCTHIHMM BpEeNHOCTHMa A = 2¥. Kako je Ham nudb Xa Hahemo
peuremwse jexnauude (1) xoje ce npaBuaHO MOHaiia 3a x = 0, To ce HA
OCHOBY cTaBa |, MoOpa mnpaBM/HO NOHAIIATH H JIannacosa TpaHc-
¢dopmanuja Tor pewema. Pewere (9) jensauune (8), mak, moxe ce
NpPaBMJIHO MOHAATH 338 § = 0o CaM0 ako je w(x) = const, na je,

npema tome
Inins

V) =2 T~ s,
a ojaxJe caeium Aaje

P (s) = -]-ln"s
s

CraB VI Jeguno pewerwe jeanaqune (1) 3a A=2" koje uma ocobune
Lof(s)~xPL(x%), B>-1, x»o0,
2. e—s* f(x) unmerpabuano y pasmary (0,00), s >so,

jecme f(x) D vy n’s.

Bugenu cMo xa je ocHOBa uMTaBOr pacMaTpara 610 craB | Koju
Iaje nonamame Jlanaacose tpasnchpopmanuje 3a s = oo MOJ NPETNO-
CTaBKOM O moHamamy f(x) 3a x = 0. MehyTnm, ako nohemo ox crasa
I*, nohu hemo mO MCTHX 3ak/bydYaka ¥ OCHOBHH CTaB KOjH 6u OAro-
Bapao craBy VI raacu:

CraB VI*. Jeguno pewewe jegnauune (1) 3a A=2Y, xoje uma
ocobune
Lfx)~xfL(x*), B>=1 x>,

2. e—sx f(x) uniierpabuano y pasmarxy (0, o) 3a cBako s>0

jecie f(x) D f’ﬁ

6. ITokaxumo Ha Kpajy Kako ce moxke oApexutH Gyuknuja f(x)
Koja je ompehena ca jeIHAYHHOM

fe“‘s‘f(t)dt=—§—ln"s.
]
a) w=k meo 6poj >0. Jla 6ucMo y OBOM CJayuajy Hamau

L-bynknujy f(f) xoja onarosapa [-QyHKuUH]jH cp(s)=l"¥, nohumb on

HHTErpajia
. cO
T

L))
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k-TH M3BOJ JNE€BE M JECHE CTpaHe penanuje, 3a x=1, xpaje

In* s k T 11 % )
— = E: . —st (In HYk—i dt
(=1) S i=0(i)[r(x)Jx=1 (.f ey

fz;ko la je Tpaxena dyukuuja f(x) nara H3pa3oM
=(—=1) ; f—i
JORICIVED S W RACEY
i=0
rae CMO CTaBHJIH

-1 > X
F(1+x)=§Y_

b) v<{0. CraBumo v=—p, p. >0 u Kopucmhemo'cne,uehy Be3y
3a JlanaacoBy Tpancdopmanujy (8]

* xtr(f) 1
f it )dt;) p g(ns),

1
rue r(s) :)g(s) Y namem cayuajy je g(s)=s"P, na je r(f)= I{( )

‘a ofaTne caenu xa je

xt“* 1 _

C) v NpoH3BObAK MO3HTHBAH 6p01 Y cayuajy a), 3a v=k ueo

- 6poj >0 umamu cmo

k

e > (o=,

i=0

a y cayuajy b), 38 v=-p 0

xt*‘—1 :
= =0,
e w)f F e %

Heka je cama v_>0. Crasumo k=[v-0]+1, k-p=v>0 u obpa-
3yjMO KOMNO3ULHU]y OX fr (f) B Qu(f), Tj.

4

ll'lkS“ 1 . * * f_CPp(f—T)fk(T)d'f:

§ sints
0
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OLHOCHO
1 Invs

< 5 © Py (f) fie (1)

[lpema Tome je Tpaxena ¢ysKiuja
f(x)>D iln"s, v >0,
s

IaTa H3pa3oMm
F0) = - (9h () i () )

Ipumesnta. p J. Kapamara nao mu je npuMep Qynkuuje xoja
3a50BOJbaBa jeanaquny (1), a koja ce He mOHamWa NMpPaBUJIHO 33 x = 0
HIA X = oo,

Axo nokemo on penauuje

x4 1 -t 12u
=-== e ix —————dt
I'(1+u) anf F(1+2u) 11
0
na je NOMHOXHMO ca (QyHKuHjoM
ub—1 w(ﬁli), w(x+1)=w(x),
In2
¥ MHTErpuieMo mo u y rpasuuama oj 0 mo oo, nobuhemo QyHKIH]y

_ T x a1 @ (In ufln 2)
A [ sy

KOja 3agoBo/baBa jenHadnmny (1) ca A = 2-*, a He nonama ce mpa-

BuIHO. Miu axo penanujy (11) nperxoxmo mudeperuupamMo A0BOJbaH
inu

6poj myTa, na je 3aTHM NOMHOXHKMO ca ucTOM Gyxuujom ub-l w(7_2—)
n

nRobutieMo pememe jeaunauuse (1) ca npoussomHO A D> 0.

Hcro tako mu je [lp. J. Kapamara ykasao ha ce pesyaTaTd u3
6 a, b, c Mory Ha ciauuaH HaumH AOGMTH IMPEKTHO W3 peaanuje (11).
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DN Ry LIRS L
ey SaF

SOLUTION D’UNE EQUATION INTEGRALE HOMOGENE

par
BOGOLJUB STANKOVIC

En partant des théorémes de nature abelienne sur la transformation

-

G (o) - —1_:f s dt

Vno

0

dont quelques-uns sont démontrés dans cette note, on parvnent sur
I’équation intégrale

£x) = fe‘ﬁden

Vax

aux résuliats suivants:

1. Le spectre des valeurs caractérisliques de cette équation inté-
grale est continu.

2. On a montré I'existence des fonctions caractéristiques de cette
équation intégrale ainsi que leur unicité si on se limite & la classe
des fonctions ,se comportant régulierement” au vaisinage de x = 0
ou Xx = oo.

3. On en a donné aussi les solutions.

J. Karamata a donné un contreexemple montrant que, si I’on ne
se limite pas aux fonctions ,se comportant régulierement”, des fonc-
tions caractéristiques correspondant 3 une valeur caractéristique il en
existe en nombre infini.

L’équation intégrale a aussi sa - signification physique. Si par
0 (x, f) on donne la répartilion de chaleur dans un conducteur linéaire
illimité aux conditions initiales suivantes:

8 (x,0) = {f(x) pour x >0

0 pouwrx<0,
te les ,conditions limites”

80,0 = - 1(x),

I'équation intégrale donne alors la fonction f(x). '
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PAHKO BOJAHWN u BJIAAETA BYUYKOBHR

O COIICTBEHMM ¢YHKLUHWJAMA TPAHUYHOT 3AJATKA
MAJ/INX OCHHWJIALIMJA EJIACTHUYHE I1VIOYE

0.1 (i) Heka je S npousBo/bHa OTBOpEHa ¥ OrpasuueHa o6;acT
X,y — PpaBHd ca HenpekuZHuM H raatkuM pybGom S’. Heka cy nane
)\1, }\-2 yreey }\-n gees

CONCTBEHE BPENHOCTH mopehane Tako Ja o6pasyjy HH3 KOjH MOHOTOHO
pacre, a

¢1 (P) ’ (p2 (P) yesey b, (P) yooe 1)
onropapajyhe opronopmupane concTsese QyHKIHje rPaHHIHOT 3ajlaTKa
AAu-Nu=0, PES

ll=0, %=0, PES’,
on

(A)

npH ueMy 0/0n O3Ha4yaBa W3BOJ y NpaBily HOpMaje Ha pyby S

Y oBome pamy wucnutuBahieMo 4CMMOTOTCKO MNOHAMIAmE CyMe
KBaJApaTa M INPOM3BOJA CONCTBEHUX (QYHKIMja TPAHAYHOr 3ajaTKa
(A), Tj. acumnTOoTCKO NoWamame (GyHKIH]ja

EQ= 2 @2(P) u 1()= 2 22 (P)¢a(Q)-
ITE9Y Ap< .
Osum npobnemom GaBuo ce cueuwujanrio A. [laejena [1, crp. 89—98],
Koju je, yommraBajyhu Kapiaemanos MeToJh, A0K23a0 ja je
@) E(L)~—1V}T, Ao oo,
4n
(I IAN)=0(x), A-ee.2)

1y Ca P, Q, T, I1, uta, osHauyaBahemo, ka0 WTo je yoGHuajeRo, Ta4ke obaacta S.
2) Osaj ofpasal HemocpefHo caeau u3 mperxonHor npuMeHoM Komn-1lBapuose
HejefHauynHe,
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Osne hemo JaTé APyry anpOKCHMALH]y aCHMOTOTCKOr MOHAIAbE
¢ynknuje E (L), Ka0 M NpemusHujy HejeAHaunHy 3a (yHKUMjy 1(}\)
Ipyrum peunma, nokasahemo zxa je

@) E(x)=ﬂv>i+0(\/i), Ao o0,

4
(I IM)=0 (Y1), A-oo.

W3 uejexnauune (I) mopen ocranor caeju jga je

(I ®,(P)=0 (:(E) , 1 oo

Ocum TOra HasemhieMO HEKOJAHKO OcO6MHa (-(pyHKUMje TrpaHuYHOr
3agatka (A) koja je 3a moBobHO BeauKO R (s) zedunucasa pexom

C(P, Q5 5)=, D, (P) ®n (Q) 275,

n=1

(ii) Kapaeman-Ilnejenos mocTynak 3a NpPOLEHY acHMOTOTCKOr
NOHAlIAaka CYME KBaApPAaTa W NPOM3BOAA CONCTBEHHX QYHKIHja rpaHHd-
HOr 3ajgartka (A) y HajkpahmM nprama cacroju ce y caezehem. Ako
ca G (P, Q;)) o3Hauumo ['punOBY (yHKOujy rpanuunor sagatka (A),
a ca G (P, Q) I'punoBy QyHKIMjy IpaHHuHOr 3ajaTKa

AAu=0, PES,
(A%)

u=0,glf =0, P& S,
on

taza je G (P,Q;-1) pesoasenra jesrpa G (P, Q) [2, cTp. 120], na je
npema ToMe _

b, (P) P, (Q)
G(P,Q)~-G(P,Q;-2)- xz————(h %Y

Mehytum, G (P, Q) je cuMeTpHYHO, NO3HTHBHO AE€(HHHTHO W oOrpa-

HHUEHO je3rpo, nma ce npema Mepceposom craBy [2, crp. 117] moxe
Pa3BHTH Yy aNcoAyTHO H yHH(OPMHO KOHBEPreHTaH OM/IMHEaDHH pex

6P Q- X )2,

n=1

[Ipema Tome je

n=1
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OsHayumo ca rpg pacrojamwe Tauaka P u Q. Kako je, npema
HZedunuuuju [puaoBe dynkuuje [1, ctp. 92],

a G(P,Q;-M)=R(P,Q;-)\)-H (P, Q;-1),
rae je
R(P Q""}‘-)— __l_ f e—\‘;xrp t/V?_SiI] (‘;f— VQ_) _w
4] —QﬂVK Q ArPQt/ vt_z,:_T_
i
1 1, 1
=— - — lg— +...
8V 8x PQE "po i

T3B. cHHryaapuu xeo I'punose dyukumje G(P,Q;-2), a H(P,Q;-1)
pelieme jesHaquHe

3) AAu+2ru=0
Koje Ha py6y S’ 3axoBO/baBa YCIOBE
H(P’ Q;_}")’:R(P’ Q;_)‘-); pPes,

4) .
QH(P,Q:-N) _IR(P, Q=N e
on - on ’
TO je
~2a(P) :  —2)) =
’gl—}\__n+)\ =11;210{R(P,Q:-}\)—H(P,Q: }")}_
(5) = s_lvf -H(P,P;-1}).

[MpuMenom kaacuudux ['punHoBMX o6pasaua [Inejen je nokasao xa je

(6) H(Q, Q;- 1) = F [Hq, Ho] +
+f (R(T.0;-1) dAR(aT,O;—}\) LOR(T,0i=N 5 p7.0s - W]d S
n on

Y
rAe je jeIHOCTAaBHOCTH PAaJH CTaB/HLEHO

4) KpuBoaunucky uHTerpan ayx py6a S ospauaBahemo ca

f [..1d 8.
St

CauyHO TOME
_\' [..1d ST
S

MPeTCTaB/ba MOBPIIMHCKH HHTErpan mo obnactu S. ¥ oba cayuaja T je mpomeHmuBa
HHTErpauuje.
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F[Hq, Hg] =£ {[AH(T,Q; - NP+ XH*(T, Q;-)\)} d S7.

Hlox ce npouneHa KPUBOJMHHCKOr MHTerpana y obpacuy (6)
M3BOAW JIOCTA {€XHOCTABHO, je€p Ce MOJ HHTErpajoM jaB/ba (yHKIH]ja
R(P,Q;-)\) ¥ 1eHH M3BOJAH, JOTNE C€ 33 MPOLEHY ACUMATOTCKOT
noHamama wu3pasa F[Hg, Hg] MOpa NPHMEHHTH NOCTYNaK CACBHM
Ipyre npHpone, jep ce Ty MO 3HAKOM MHTErpana Haiasu (QyHkIiuja
H (P, Q;— 1) uuje ce acUMNTOTCKO MOHAWIALE -TPAXKH. s

3a nponeHy acHMNTOTCKOT MOHAmarma H3pa3a F[HE;?%—IQ] [nejen
je uckopucTHO Bapujanuond padys. OH je, Haume, NPUMETHO JAa je
dynkuuja H (T, Q;-)\) peweme BapujalluOHOr npobieMa KOjH ce
cacroju y ToMme Ja c€ Hahe MHHMMYM H3Dasa

FIV,V]=f((A V2+XV?]dSr,
§
npu uemy ce 3a ¢yskuujy V (T) npernoctaB/ba Ja je 3ajefso ca

CBOjUM M3BOJHMAa A0 YETBPTOT pela HenpexkujaHa y obaactu S, a Ha
py6y &’ 3amoBo/baBa yCJOBE

dV(T) IR(T,Q;-1)

(7) V(T)=R(T’ Q;”}‘-): TeS'.
an on

Oparie HeNnocCpenHO CAefM Aa je

(8) 0 < F[Hq,Ho] < FLV, V],

rae je V(T) npoussosbHa (PyHKIHja KOja MMA HENPEKHAHE H3BOAE 1O
yeTBpTOr pejaa y obnactu S, a Ha py6y S’ 3amoBosbaBa ycaose (7).
TaxkBa ¢yukuuja je, na npumep,

V(T)=R(T, Q;f}\) 1 (r1q)s
rae ¢yHkuuja n(rrg) uMa 0cobuHy Ja je y IOBOJbHO MAJIOM KPYTry
ca LEHTPOM y Tadku Q jeJHaKa HyJH, a BdH bera jelMHAUM u Ja Cy

jOoj 4YeTBpTH H3BOLH Henpexmzmug obaactd S. ¥ TOM cayuajy u3
Hejennaunne (8) u o6pacua (6) moouja ce

c
9) | H(Q, Q;—1)|<l— A3,
_ A R
rae je lo Hajkpahe oTcrojame Tauke Q oXx py6a §'. IIpema Tome je
2
Pu(P) L L 0@-1), rooo,
T A+) 8VA

n=

Tj.

~ (P 1
E n (P) ~—=, A>00,
= M+n 82

Onasne, npumeHom kJaacuysor Xapau-Jlutasygmosor craBa Tay6epose
npupoge [1, crp. 6], cremu (I) ¥ kao Hemocpexana nocaexmua (II').
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¥mecto Xapau-JluTasynosor crtaBa Moxe ce ynorpe6utu Hke-
XapuH CTaB, K40 INTO jé TO KON aHaJOrHOr I'DaHHYHOr 3aJaTKa JApY-
ror peja ’

(B) Au+ru=0, PES,
u=0, P_E S,

nokasao T. Kapneman {3]. MehjyTtum, 6nn0 na ce ynorpe6u Xapau-
Jlutasynoe 6uno Mkexapun cTaB, THM NyTeM C€ HE MOy ZOGHTH npe-
nusHuju pesyaratd of ('), onuocno (II'), jep ce Hu jeman Hu Apyru
CTaB, K80 WITO je MO3HATO, HE MOTYy NMOGOJbLILATH.

(iii) INocTynak xojum hemo ce oBae cayXuTH 3a usBoheme Hejen-
nayuda (I) u (II) 3acuuBa ce c jeane crpase Ha NpeuusHujoj HNPOIEHH
aCHMNTOTCKOT NoHawamwa QyHnknuje H (P, Q;-1), a c apyre crpaHe Ha
jeanom craBy TayGepose npupoje koju omoryhaBa jga ce Ta mpepus-
HHja NpOLEHa Yy NOTNYHOCTH HCKOPHCTH.

Y npsom jeny oBor paxa nokasahemo:

CraB 1. 3a curcupano Q u dpouszsomHo P o6rac@iu S je

4
(10) [HP, Q-0 | < celoVXrVT,

rpe je lg Hajxpahe ollicojawe Mayke Q o4 py6a S’ u rje rkonclaniia
¢ 3aBucu camo og Q u ox obaaciiu S.

OBaj craB nokasaliemMO CJIMYHHM 0OCTYNKOM Koju je [laejea
ynorpe6uo 3a usBoheme HejeaHaunne (9), KOjH ceé, Kao INTO CMO Hano-
MEHYJIH, 3aCHHBA Ha BAPHjallHOHOM pauyyHy, 3a pa3jHKY OJ ABOJHMEH-
3HOHANHOI CJy4aja, TI€ NPOLeHa eKCIOHEHIUjaHOr THNA 32 QYHKLHU]jy
H (P, Q;— 1) HenmocpeiHO CAEAM M3 YHMIEHHLE Ja peIleie jeJHadHHe
Au-Au=0 poctuxe cBojy Hajpehy, OZHOCHO HajMamy BPEAHOCT Ha
py6y nocmatpane o6aacTm.

3atum hemo y npyrom xeny AOKa3arH NOMeHyTH cTaB TayGepose
npHpoJe KOjH Yy H3BECHOM CMHCJAY NPETCTaB/ba YONIUTEHE jEeXHOr
craBa B. I'. Asakymosuha [4; a, b], nomohy kora je on 10610 Haj6o/be
moryhe nporeHse 3a aCHMNTOTCKO NOHAWAWe CyMe KBaJipaTa H NPOH3-
BOJAa concTBeHHXx (GyHKNMja rpaHuuHOr 3azaTka Jpyror pexa (B).
CraB koju hemMo ZOKa3aTH rJacu:

CraB 2. Hera je S (u) orpanusene Bapujayuje y CBaKOM KOHAYHOM
pA3MaKy U Hexa UHierpan
o0

d {S (w)}
fo) = [
0[ u+x

KOHBeprupa 3a jepno, na ipema mome 3a csarko x > 0. Taza us

’ 4
(a) f(JC) =0 (e_cv;)’ X>00, (C > O)’
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Il yCnoBa KOHBeprexyuje
4
(b SWM-S@>-mVu 3¢ e<vu+udt
caeju
4 —
S(uw)=0(u), u-oo.

(w) His crasosa 1 u 2 wenocpepso cieje HejexHauuue (I) u (II).

Haume, us ae]enuaqnﬂe (10) xoja Baxm 3a cBako Q€ S, na npema
ToMe u 32 Q=P, c o63upom Ha (5) mobujamo Hajmpe

(11) E*(\) = 2?_-@ _+ O(rch) Ao oo,

A+ YA
rae je c=I[p/V2. Axo craBumo
S = > ¢,,(p)___\lu

Aa<<u
6uhie

FS@) _ praye L 0 (VT 20 o0
fuﬂ E* () - vx 0 (V%) s,

Tako ja je ycnos (a) cTaBa 2 3amoBosbeH. Ocum Tora, S (1) O4eBHAHO
3a]l0B0J/baBa YCJAOB KOHBEprenuuje (b), ma je Ha OCHOBY cTaBa 2

S@= D o (P)—-——«Vu—O(Vu) I - co.

M<u
Tume je nejemnauusa (I) noxasana.
Ila 6ucmo mokasanu Hejexsaumdy (II), npumerumo Hajnpe na je

4
1R(P’Q;"}‘-)| < Vc—i_e_ y-i—rpQ/V-?,

[1] cTp. 96). 1i3 ose Hejegnauuse u nejennadnse (10) 3a dyuxuumjy
P, Q;- 1) HemocpenHo caeld Aa je 3a P#Q

(12) )= Z"’ (P) 21 (Q _ o(e=VTy, Ao 00,

An+ X

rie je c=Min(rpe/V2, lo/2 V2). Kakxo je

f W} _ oy = O(e'ﬂé/i'), A~ oo,
u+X v

[
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TO je ycaoB (a) crasa (2) oueBuAHO HcnyweH. [lame, u3

{1(v) - I(H)}2={u Y Pa(P)2(QPr<

<Ay v
< Y (P X O

U ny uin<y
u (I) nobujamo ‘

4
I(v)=1()=0u) 32 u < v<Ju+udh

[Ipema ToMe, ycaoB kosBeprennuje (b) je B y OBOM caydajy 3amo-
BO/bEH, TaKO Ja NPHMEHOM CTaBa 2 R06HjaMO HENOCPeRHO Hejen-
nauugy (II).

0.2. ITpenu3nocT KOGHjEeHHX aCHMNTOTCKMX NponeHa 3a QyHknuje
E*(\), E(M), I*(2) u [I(Q) omoryhaBa Ham ja po6ujeMO nomarke
O aCHMNTOTCKOM MOHAWAKYy n-T€ CONCTBeHe (YHKIHMje TIPaHHIHOTr
3anatka (A), ka0 W Ja ucnuTamo HeKe ocobuHe U-pynxumje TOr
rpaHUYHOr 3aj4aTKa.

(i) Hejenunaumna (Ill) je memocpemsa mocaezuua o6pacua (I).
Haume, u3
&% (P)=E (M) ~E(n-¢)
u (I) caenn '

4
(1

4
) =0 (VNy), n>o0,
Tj. .
b, (P)=0 (Yx,), n-oo.

Tume je nejenunauuna (1) zoxasana jep je, kao wTO je no3nato [5),
(13) (T o,

rie je ¢ nospmwuHa 064acTH S.

(ii) U3 nejennagune (III) u o6pacua (13) u3mehy ocranor c.nezm‘
A3 GuaMHEapHH pen

(14) D0, (P) D, (27"

n=1

KOjUM je, Ka0 WITO CMO PEKJaH, 33 JOBObHO BeNHKO R (s) AeduuHcaHa
t-pyukuuja rpanuqHor 3ajatka (A), KOHBeprupa amconyTHO aKo je
R (s) > 3/4. Mehyrum, Beh u3 [1aejenosux pesyarara (I') oguocso (II')

8 36opunk
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cnepu Aa pen (14) xomseprupa 3a R (s)>1/2. Haume, y ToM
caydajy us

> Pn(P) 8 (Q X7 = (et d {1 ),
nel 1

CMEHOM lg A =u ¥ napuMjanHoM UHTErpanujoM, Kobujamo,.

> 94(P) (07" = y e~ I(e) da,

n=1\

oflakae caexu ga pen (11) xonaeprupa 3a R(s) > 1/4, jep je mpema
ue]enﬂaquuu (m

1(e®)=0 (e"¥), u-»ooc.
(iii) Hasenumo najsan uexe ocobune ¢yukuumje §(P,Q;s) koje
cnene u3 Hejexnaqgrua (11) u (12). KourypHom uuTerpanujom (B [3))
no6uja ce :

sinn s

(15) 5P, Q;9)=

Smx—’s *()) dA+F (s),

rae je e >0wu
2%

F(s) == et eviGed [ 3 (g te) o= 40,
27'5 0

s (15) u nejeanaunne (12) caenauw zga je ¢ (P, Q;s) uena ¢ysxuunja
ca nynama y Ttaskama s=0,-1,-2,... Kax je P=Q, nob6uja ce
CMIMYHHM MOCTYNKOM, C 063HpOM Ha (11)

sinws 1 smns
4 2s—1

5(P, P;s)= G (s)+H (s),

rae je G (s) nena pynkuuja u

2%

H(s)— gl—s e’”(s“)s E*(e e‘e)ele('—s)dB .
2m 0

[Tpema Tome. je L (P, P;s) mepomopbHa (yHKUMja Ca NOJOM.Y Ta'iky
5=1/2 u pesunyymom 1/87: Ocum Tora, Q(P P; s) uMa Hyne y
Taukama s=0,—1, - 2;...
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[IponeHa acMMNTOTCKOr MOHAWIAA (PyHKIH]e

H(P:Q;_}\')

1.1. Hejegnawuna 3a H(P,Q;-1). Axo je V(T) peryaapso
pewmeme jexHauude (3), Taga je

V(P)=f[aAG(PT N y(1)-aGP,T;- x)aV,(lT)

on

S

+—————‘)G(’;’T5'3‘)A V(T)-G (P, T; - 1)
n

IAVD)] 4.
on

Kako je npema (1) u (4), c o63upom Ha cumeTpujy ['pusoBe ¢QyHkuuje,

0G (P, T;-1)

G (P, T;-3)=0, '~0, Tes,
_ on

TO j€

v (P)= f[aAG(gnT =N y(1y-aG @, T; - x)"V(T)]ds'T.

Axko crasumo osie V (T)=H (T, Q;-1\), 6uhe
H(P,Q;-N)=

=f[aAG(§’T;_}‘)H(T,Q;—}\)—AG(P,T;-}\)QH—(T(;?——}\)]dS'T'
n

St
Hs osor o6pacua, ¢ o63upom Ha (1) u (4), noﬁujamb

H(P,Q;-N=

- [P R a0 - s R, 1y B e

on

f[AH(PT x)aH(TaS’ }\)—aAH(g’HT;—}‘)H(T,Q;—}»)]dS'T.

S

CTaBHMd A4, Kparkohe panu,

F[Hp, Hol=

= [ [AH(P, T;- ) AH(T,Q; - )+ H (P, T;-2) H(T, Q;-\)]d S,
S
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tajga u3 ['puHoBor o6Gpacua

(L1) f(A UAV-UAAV)dS=f(AVM—UMV)(JS'
on an
S : Sr -
HENOCPENHO CHaCHH
FlHp Hol= S : N
- [[anp,ry- 02 LQ=Y) QBHBT =Y 4y 7 o, oy ]asn,
on on

Sr
na je npema TOMeE
H (P, Q;-2) = F[Hp, Ho]+
(1.2)
+f[a~————AR(’;’ T p(T,0;-2) - AR(P, T;’-x)—-——aR(TéQ“M]ds'T.

n - n

S
OBaj o6pasan 3a P=(Q csogu ce, 360r cumeTpHje GYHKIH]a
R(P,Q;-2) u H(P,Q;-1), na o6pasan (6).

Ja 6ucmo npumesom [lnejesoBor mocTynka po6uau npenusHuje
HejexHayude 3a GQyukuujy -H (P, Q; - 1), Kako y cayuajy P=Q Tako
4 3a P#(, npuMeTHMO Hajupe Aa je

(L3)  |FlHp, Hol| << F'[Hp, Hp)- ¥ [Ho, Hol .

[lpema TOoMe, npoueHa acMMOTOTCKOr NOHamama uspasa F[Hp Hg)
CBOJHM ce, C 063up0M Ha cHUMETpHjy QyHKuHje H(P,Q;-2), Ha mpo-
ueny uspasa F[Hp, Hp), rae je Ha]npe =P, a 3atam 1= Q.

3a ¢yukmujy n (rpg) u3 Tauke 0.1 (11) ysehemo Qynkuujy negu-

" HucaHy Ha caexehu Haumu:

Heka je I7T npou3Bo/bHAa Tayxka 006/1aCTH S H Hexa ]e In ﬂa]Kpahe
oTcrojame Tauke 1. ox pyba §'. CTaBHMO .

1 ] ’ r>l”;
n(r) = _W)_, Yaln<r <o,
X ()
0 ’ r<1/21171

rie je

x(r) = f(t—i/ztn)4 (t-lm)tdt.
Yol . .
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dynxuuja _
R(T.11; - N) = R(T,1I; - Y)n(rn)

je Henpexugua y o6aacTH S 3ajeHO ca CBOjHM W3BOAMMA A0 9eTBPTOr
pexa, a Ha py6y S’ ouesHAHO 32J0BOJbaRa ycaose (7), na je npema (8)

0 < F[Hp,Hn] < F [Rn, Ra).
Konauno, ua (1.2), (1.3) u oBe HejexHauuHe ciAenH

o 4‘) |H (P, Q; — M| < F'2[Rp, Rp] F12[Rq, Rol +

+flaiR%);l~7—‘;——_—BR(T,Q;—}\)—AR(P, T;—)\)—M(’I;)’——g;——}\)'dS’T.

Sr

1.2 Mpoyena acumi@omcror Goxawarna uspasa F Ry, Rn) u sokas
cimasa 1. (i) W3 I'purosor o6Gpacua (1.1) nenocpexno caenu

FIV, V]=fV(AAV+}\V)dS+f(V aaAV-%—-V AV)dS’.
n n
S S

Ako oszxe craBumo V (T)=R (7T, 1;-2), onna ce, Ha ocHOBY Aeduuu-
nuje pysxuuje n(rr;), NOBPIIHHCKA HHTErpaa no obaactu S cBOAH Ha

fﬁ(r,n;-x) [AAR(T,M;-N)+NR(T,[1;-N)}dSr=1,,

Sp

rae je S;p o6nact M3Mehy JHBa KOHIEHTPHYHA KPyra uMjH C€ LIEHTPH
Halaze y Tauku /1, a moaynpedHuuu cy um */, Ip # Ip. KpHBONHHHCKH
narerpan no py6y S’ odeBHmHO je

f[R(T,H;—}\)aAR(T’n;"}”)—aR(T’n;_}\)AR(T,H;—)\)]dS'T=12
on on

S

jep je wa py6y R(T,[1;-2)=R(T,M;-2). [lpema Tome je

F[Rnm, Ri] =
(1.5) = fﬁ(T, ;-2) [AAR(T, IT;— N+ X R(T, IT;-1)]d S+
S
+f[R(T,n;—x)

S

QAR(T,IT;-2N) OR(T,I1;-1)
on on

AR(T,IT;-2)]dS'r=

=11+]2 .
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Ocrano je, makae, fa BUAMMO KAaKO C€ MOHAIAjy uHTErpany Iy u I,
Kag A - oo, [Ipu TomMe hemo kopucruTH caejehe ﬂe]enuaqﬂﬂe 3a
Q)yﬂxnu]y R(P,Q;-)) n mene ussole [l, crp. 96], xoje Baxe 3a

LKA B 0Lrrp< oo, ITAe je r=rpg M T€ j€ ¢ KOH-
craura KOja HE 3aBHCH OX A, alH KOja HE MOpa OHTH yBeK HCTA:

AR (T,IT;- 1)
or

4
| RLTT; x)|< —= é—h e e VX2

' azR(griT -}) <ec- lng ;. e—v;\r/Vz
O R(T,IT; -\ ¢ 4= ,vz.| OR(T, T~ T IT
(dr” ) | < re VXIIVE, (ar ) —rz—e ISNGER

Ha ocHOBY npeTxomHuUX HejeJlHauWHA HaJa3W Cce Ja je

| R (T, 1T;- V)| < _e~n rralVE,

. 4 ’ _

[AAR(T,I1;-2) + AR (T, IT;-2) | < c(VA+1gd) e~ Varralve,

Fpema Tome je

’ o . 4 .

[hI<efeV3mal2ds, <
-Sp

(1.6) 4
Lce VRwmVE,
jep je y o6nactu Sp yBex rrp>t/yln.
38 KPHBOJUHWCKM MHTErpan [, Hana3u Ce-JaKO Za je
| | I, | < cs'e";/_i rraV2 dS’T-<
(1.7 ’ . .
< c'e*VEln{.V"Z_,
jep je rep>Ysln, T GS’..
Konauno, us (1.5), (1.6) u (1.7) crens

F[Rm,Ral < c e“vz‘ PN
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(i) 3a xpuBonumucku uHTerpan y HejexHauunu (1.4) noGuja ce

aAR(P)T;—}‘)R(T’Q’ aR(Tst'_l)
on on

~N)-AR(P,T;-2) dS'r <

/

S’

4
(1.9) <’C 5‘ e—VA-(’pT'I‘ rTQ)/ﬁ dSlT <

sl
4
< ce P UpHQNT
(iii) M3 po6usenux Hejexuaumna (1.8) u (1.9) nemocpeapo ciaenu

NpoNEeHa aCHMNTOTCKOr moHamama Qysxuuje H (P, Q;-1). Hanme, u3
(1.8) majnpe caenu '

4
FIR[Rp, Rp] - F'R[Ro, Rg] < ce™ VA UPTHIQI2V2 -

W3 ose uejepuaunse u (1.9), ¢ 0o63upom Ha HejeAnauuny (1.4) moOu-

jaMO KOHa4YHO
- 4

.
|H(P,0;-2) | ce  VRUPHQIZ | —VXUptiaNZ o

4
< ce~V1»(lp+IQ)/2V2 )
Onasae caexu na je, 3a ¢uxcupaso Q u npousBojbHO P € S,

4
|H(P, Q;-2)| < ceVXigrVE,
a Tume je craB 1 jpokasaH,

Jenan craep TayGepoBe npupojie

2.1. Oszne hemMo Joka3aTu CTaB 2, Hd OCHOBY KOra cMo A0GuIH
NpoleHe acHMNTOTCKOr nmonamama ¢ynxndja E (M) u /()). bes erpa-
HH9eHhad MOXEMO NPETNOCTaBHTH 43 je y ycaoBy (a) c=1.

Cam n0Ka3 3acHHBa Ce Ha caepehluM snemama.

Jlema 1. 3a y >x >0 je
4 - -
2.1 SHW-Sx)>-mVx-m{Vy-Vx}.
Hoxka3. Heka je

a(x)=e;/;, B (x)=1g*x.
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Kako je _
Blpa(x)])=x+41gp-x¥+0 (Vx), _
TO MOXEMO OAPEAHTH jeAHO p > 1 Tako xa je 3a JOBO/bHO BENHKO X
Bk ()] < x+x%. B
Tana je npema (b) .
4
@2) |, SE)-S>- mVx 5 xgx ép[pa(x)].
Heka je y> X" .
Xv+1‘B[}1“(XV)] Bl a(x), v=0, 1,2,.
Bpoj n n3a6pahemo TAKO Ja je x,,<y<x,l+1 3 He)enuaqnue (2.2
caefn Tajaa ja je . ‘)

S)-Sxy—t) >~-m Vx,,__'1 y v=1,2,.,n-1,

4
e S-S () > —m V.
CabupameM 0OBHX He]ezwaquﬂa noéuhemo, C 0631pOM Ha TO 14 j€ Xo=X;
RS f f n—l’
S(y) S(0)>-mVE- m > B
i} : v=1

Kako je
n—1{

n 1 ‘
Z VBT & (x)[ < fva[pf»a Gl dt=

1 [— =
< [Vxa -V,
21gp
TO je '
S (M) =8 (x) >~ m\lx—’gI 5=V = Vix),
a ofaBje. Henocpezmo caeny; (2.1), jep ]e x,,gy

‘W3 nejepnauune (2.1 cnefu ma ]e B BV u+'1“
(2.3) 'S (v‘) —S(u‘) > m,n ’

Jlema 2. /3 (a)"' u ycaosa nonBeprquu]e _
SM-S(W) >—my Vo, a<v< g, AD>1,#* -

* JloBObHO je, UITA BHIE, CaM0 ma je "~

FSs@wda (1 -
6"(u+x)2 _O(VY)’ X

# M3 (2.1) memocpenno caend na S(u) '3amobomasa oBaj yC/IOB KoHBEpreHuuje.




O concTsenuM dyHkumjaMa rpaHAYHOr 331aTKA ... 121

caenu
2.4) S@=0Wu), u-oo.

Jlokas oBe neMe Jn00uja c€ jeAHOCTABHOM TPAHCKPHMILIHjOM
nokasa jepHor Cacosor crasa [6].

Ha ocuoy (2.3) u (2.4) mo6ujamo na je 3a u < v<Cu + 1
(2.5) S s -% S (@) > - m;.

OBa HejefHaYHHA OUEBHIHO CJAENH H3

LSO o S W)= (S (P4 - S (1)) - (l—i)su)

Hanwme, npema (2.3) je npsu unan aecue crpane > —my, a u3 (2.4) caenu
<—Lll——%)8(v4) =0(1), u+l>vr,
jep je y tom cayuajy 1/u-1/v=0 (1/v3).

3a noka3 ctaBa 2 norpe6Ha HaM je joll MO3HATa uyHbEHALA A4
je, kag x-0,

| _fas@) _ o1y,
(2.6) f®) Of o(3)

u+x X

22. Nlokas craBa II. 36or (a) u (2.6) nocroju
o]
4 4
@7 00~ L f $ () e=V TV sin (s VE/V2) dx.

Y rtauku 2.3 nokasahemo J1a ce y oBoM um'erpany CME€ H3MEHHTH
pen uHTerpamuje, Tako Ia je

= — bl —S'l/x/VZ
? (s) f {S()} % f sin { st/V2 x+u
0
Kaxo je 3a s >0
4
"—f —SV*/VZ sin s\(x/\/? ——=e—sV75
TO je

(2.8) ;p(s)=%-f ejsVl?d{S(u)}.

&
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Hoxas ce caaa cBOA4 HA TO 1a MOKAXEMO Aa je QyHknuja o(s)
peryJapsa y J€CHOj NOAypaBHH YK/byduBIIM M Tauky s=0. [Ha je
¢yHnkuuja ¢ (s) perymapxa 3a R(s) >0 cremu u3 uumedune Aa
unrerpand (2.7) u (2.8) xoHBeprupajy 3a peajiHe W MO3UTHBHE § LITO
je memocpensa mnocaexuna HejexsaunHe (2.4). Ja 6Gucmo nokasanau
na je dynxkouja @(s) perynapsa y rauku s=0, mokasahemo xa umaTe-
rpan (2.7) anconyTHO KOHBEpPrHpa aKO S JIEXH y NOBO/LHO MAaIOM
Kpyry oko Hyae. To, mehyram, HEMOCPEJHO CNEAH H3 (a), (2. 6) 7
HEjeIHAYHHE

KOja Baxxd 33 CBAKO KOMMJEKCHO 2.

4
MMapuujansom uuterpauujom’ wurerpana (2.7) u cmenom Vi |u
Iob6ujamo

o (s)= [ e S (ut) du.
0
Ako cTaBuMO _
oo
V()= o,
Taja je Qpysxuuja
. - ]
vo)= [ ems@
o
perysapHa y H€CHOj NMOJYPAaBHH YK/bYYHBIIH U Tauky §=0.

Tume je xoxas crasa 2 3aBpuied, jep H3 (2 5) # perysapHOCTH
q)ymamje Y (s) y raukn s=0 caeau ,

%S(u4)=0(1), i oo,

K40 INTO TO MPOM3JNa3W W3 no3HaTor cTasa J. Kapamare [7, crp.
28—36.].

2.3. Ipomena pepa unilerpayuje. OCTano je jou‘xv jeluHO Ia IMOoKa-
XeMO na ce y uHTerpany (2.7) cue H3MEHHTH pej uHTerpamuje.
(i) Heka je

F ()= e= VIV sin (s 3/}
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Kako je 3a xonaune R, u R,

R R, R, Ry
[ d8() - F(x)
fF(x) dxf ——u+x f d_S(u)f s dx,
0 0 0 0

TO je

N “us ~ "
fF(x)dxf aS (@) _ lim de(u)f ﬁdx.
u+x R=w» u+x
0 0 0 0
Hokasahemo Hajnpe na je
Ry Ry Ry w0
lim f ds (1) f FO gy - f dS(u)f LilCI ey
Ri=w u+x u+x
0 0 0 0

3a ¢ukcupaHo R, Heka je
Ry @®
D, = de(u)f ff‘x)d de( )j 54(:2
0 0
R, )
= de(u)f fix) dx
Ry prx '

0

Tana je

ldS’(U)l

s}/ */V2
.y x dx+0, R, »o00.

[Ipema ToMe je

©

.fF(x)-dx_f ds:‘;) de()f £@ 4.
0 0 '

0
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(i) Kag R, oo, 6uhe
[+ o]

) ] ' 0 R
ds (u) Fx) dx= lim fF(x) dxf dS(u).
u+x Ry=ow u+x
0 o 0

0

R
Ocrano je, naxne, Aa AOKaxeMo Aa je

R.

Jim f F(x) dx f $) _ fF(x) dx f W
2= u+x u+x
0 0 0 0

Hexka je _
. o © © Ry
D,= fF(x)dxf S _ fF(x)dxf dS(u) _
u-+x , : u+x
0 0 0 0
= f F(x)dxqu
. t+x
0 Ry
CraBuMO
0 - ¢ ’
_ [dS() N ds (u)
Fx) fu+x gl fu+l'
0 0

Taza mapnujanHoM HHTErpamujom Ao6ujamqQ

aS@W oy o 14Re [ el
f u+x =) g(Rz)x+R2 +( x). f (x+1)? a.
R, R,
TAKO Xa je
R 4R, 4 o [ 2
D= [P di { 1()-g () 2 40 ;c)Rf L0 ).
0 ' 2
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Kako je |g(f)| <M 3a t>R,, TO je

o0

1+R,|
|D,|< | [F ()|
/

2
x+R,

f(1)-2(Ry) i

e loEl
dx+M | |F(x)|——dx.
fro

Osnagumo ca J, u J, UHTErpaje Ha JAeCHOj CTpaHH OB€ HEjefHAUMHE.
J, OUEBHAHO TEXH HyAW Kaj R,-»oo. JloxasahieMo Xa TO wHCTO
BaxH u 3a J;.

3a noso/bHO BeaHKO R, je

g (R)=f(D+o(1),
Tako Ja je

f(l)'-g(Rz)i—J“—R%f(l) x=1 oy Lthe

» Rz"°°-
+R2 x+R2 X+R2

[TIpeMa ToMe je

14R,
x+R2

dx <

(=] —1 Q0
IJ,I<|f<1)|f|F(x>l';":R—z'dero(l)ﬁF(x)l
0 0

<L%zﬂf(x+l)|F(x)[dx+o(1)f|F(x)ldx’
0 0 '

Tj.
|J_2|=0(1): Ry > 00,
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UBER DIE EIGENFUNKTIONEN DER SCHWINGENDEN PLAT’I_:E
RANKO BOJANIC und VLADETA VUCKOVIC

(i) Sei S ein offenes und beschrinktes Gebiet der x,y'-— Ebene
und S’ der Rand von S; &' sei glatt. Ferner bezeichne {\,} die Eigen-
werte und {¢, (P)} die orthonormierten Eigenfunktionen der Randwert-
aufgabe

AAu-ru=0, PES,
(A)

u==0,-a—L£=0, Pe s,
on

dabei bezeichnet P, ebenso wie nachher Q, einen Punkt aus S.
Nach A. Pleijel [1] ist
[+ o]

ZiP) - 1L 00, hooo
(1) 2 }\n+}\ 8V7\-+O(}\/), A ’

n=1

woraus sich auf Grund des bekannten Hardy-Llttlewoodschen Satzes
Tauberscher Art ergibt dass

) EQ)~ > & (P) ~——%, hsoo
An ) 4x

ist. Ausserdem folgt aus (I') dass

<A

() IQ)= >, &, (P) 6, (Q=0 (), 2> oo

ist.
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Will man aber fiir E (A) und / (A) schirfere Abschitzungen als (I’)
bzw. (II') erhalten, so muss man, wie dies V. G. Avakumovi¢ [4,b], bei
der Behandlung der Randwertaufgabe zweiter Ordnung bemerkt hat
anstatt des Hardy-Littlewoodschen Satzes einen anderen Satz Tauberscher
Art verwenden. Um diese Beweisanordnung auf die Randwertauigabe
(A) iibertragen zu konnen ist es notwendig einerseits die Pleijelsche
Abschitzung zu verschirfen, anderseits einen neuen, dem Avakumo-
viéschen analogen Satz Tauberscher Art zu beweisen.

Durch die Verschirfung der Pleijelschen Beweisanordnung fiir die
Abschitzung der Greenschen Funktion werden folgende asymptotische
Formeln

S O5P) 1 it
2 . z=1 Y _8Vi+0(e VE), Ao,
-] ‘ 4

bewiesen.

Dann wird folgender Satz Tauberscher Art bewiesen:

Satz 2, Sei S (u) von beschrinkter Schwankung auf jeder endlichen
Strecke und

o0

4) F(x)= f 41S ()}

u+x
0

konvergent fiir ein (und somit fiir alle) x > 0.
Wenn f(x) der Bedingung
(a) f(x)=0 (e, x5 o0
(¢ >0) und S (u) der Konvergenzbedingung
4_
@) SW)-Sw)>-mVu fir alle u < v u+uh
geniigt, so ist

S(u)=0(\4/5), u- oo,
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Durch Anwendung dieses Satzes gewinnt man aus (2) und (3)
sowohl die zweite Approximation fiir die Funktion E () als auch eine
verschérfte Abschitzung fiir die Funktion I (X):

4
M  E@= R0 (W), Ao
und
n T(N)=0(1), Ao oo,

Die Abschitzung (I) folgt aus dem Satze 2 wenn man
1
Sw= > o5 (P) -V
An<u ﬁ
setzt und beachtet dass auf Grund von (2) das Stieltjessche Integral (4)

4
O (e V1) ist. .
(II) folgt auf dieselbe Weise indem man direkt S (u)=/(u) nimmt.
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CTAHUMUP PEMILI

O HEKHMM PEAOYKLHJAMA TIOTIIYHOT HOPMAJIHOT
E/IUIITUYKOI MUHTEIPAJIA TPERE BPCTE

Osuaaumo ca F (k,9), E (k, ), I1(n, k,¢) HOpMaZHE €IHNTHUKE
uprerpane I, II u III Bpcre ca monynom k, amnauTynom ¢ H napa-
MeTpoM n: ‘

® ®

do
F(k,qo)=f , E(k,m)=fA(<p>dcp,
: A () :

dq"

Mnk, 9)= l(l+rzSiH2 PDA@

npu uemy je
A(p)y=V1-ksinze. (1)

Osnaaumo Hapgame ca F,E u [, ogrosapajyhe notnyse uHTerpaie,
Jako6u je nokasao [1, §§ 49 -50, crp. 139] xa je

2 o 12
k? sin « cos a A (a) sin <Pd<P=E(k,a

T s 2 ) F—F(k,a@) E.
(1 —k*sin® a sin? @) A ()

o¢
[N

I/Iﬂ'rerpan Ha JleBOj CTPaHH C€ MOXKe H3Da3uTH HOMOhy HHTErpana
”07.jep je

9 .
{ f . sin?eqde _ 1 (n, k, 9) - F(k, ¢)
(1 - &% sin® « sin? @) A () k2 sin? o
0

9 3Goprak
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(napamerap n= —k*sin®a). M3 Tora cneu xa je

ig o

A(a) [E(k,a) F~F (k, o) E], (2)

IUTO 3HAY¥ Ja C€ NOTAYHH HOPMAJIHM €NUNTHYKK uHTerpaa III Bpcre
MOXe H3DasHTH KOMOHMHAIMjaMa MOTNYHUX H HEMNOTAYHHX HOPMANHHMX
enuntrakux uarerpana I u Il spcre. Osume je omoryhtso uspauyna-
Babe MOTMAYHUX HOPMAJIHHX €NMATHUKUX uHTEerpana Il Bpcre nomohy
nocrojehnx tabauna 3a enunTHuke uHTErpane [2].

Y cneusjansom caywajy a=0, 1j. n=0, je
n0=F,
116;<"'11'cé_f 3a éinfiiiﬁj =x/2, Tj. n=-k?, NAKO MONKEMO .yBEPHTH Aa je

E
1- k2

0

Y oBa npa no3HaTa ciaydaja, nOTNyHH HOpManau uuterpaxn Il Bpcre
u3paxasa ce caMo nornyHum uHTerpanuma [ u II Bpcre.

Moxxe ce mocTaBUTH NHTame: 32 KOje BPEJHOCTH MapaMerpa ce
noTnyHu HopmanHW uurerpasu Il Bpcre mory ceectd Ha m3pase y
KOjUMa ce MOojaB/byjy caMo MOTOyHH HOpPManHu unTerpanu I u 1l Bpcre?

[Mutame je YTOJAMKO npe OA HHTEpeca, mTO ce — Kako he ce

MOKA33aTH — Y TaKBHM HM3Pa3suMa HOjaB/bYjy CaMO HOPMAaJHH HHTErpaju
[ Bpcre. , _
Y oBoM pagy, pewasajyhu [eJMMHYHO TO MHTAkE Ha OCHOBY
HHXXE HaBeJEHWX CTAaBOBa, XTeO OHX Ja YyKaXeM Ha jefiHy MeTOMLy
no6ujawa Bese u3mely napamerpa ¥ MoAyJd, NPHMEHOM KoOje ce
pelmaBa MOCTaB/bEHO MHTAaMbeE. .

1
[Tapamerapcku yrao unrerpana Il spcre

/-n

a = arc sin
k

¥Ma peanHy BPEAHOCT CaMO Y cayuajy
-k nL0; - (3)

jeAMBO y TOM cayudajy, 3a OHO WITO caenu, 6uhe ynorpe6busa Qop-
Myna (2) xoOja, MHAa4e, Baxku 33 CBE€ BPEHOCTH o Ycaen Tora, Ouhe
norpe6no Hahu noxecue ¢popmyJe 3a Caydaj NO3UTHBHOL 1 U 32 CIAyuaj



O HekHM pelyklujaMa MOTAYHOr HOPMAaJHOr EJMOTHYKOr WHTErpana 131

—ool n -k* Y oBOoM HApyromM cayuajy, Kam n Jiexu y Pa3Maky
(- 00, - 1) nozmuTerpa.uua Gbynxnuja unrerpana f1, umMa JUCKOHTHHY-
HTET 3a ¢=arcsin

V-n
HHTErPaIHHX TIDAHHIA, Na jé MHTErpan XMBEPreHTaH. CTora, OCHM
cnydaja (3), y 063Hp nosase jow camo CaydajeBH

. Ta BpemHocT ¢ je peanHa u Jexu usmehy

0<n< o ' (4)
7]
—-l<n<—k2 - (9)
3a cayuaj (3), 360r
sina = V‘k”, (6)

mo6upa ce u3 jeanauuse (2)

-
+\/(n+l) ik

'[E (k, arc sin V;”) F- F(k, arc sin V—;—”)E]- (7)

3a cayuaj (4) moxe ce ynorpeGurd jeAHaumna [3, cTp. 134]

(ﬂ+1)no‘F+E=E—n(l F \/n(j_‘;:) FEl_(F—E)F1};

U3 Koje caexm

k*F

n
H0=ﬂ+k2+\/(ﬂ+l)(ﬂ+k2) (FE1+EF1—FF1): (8)

rae je

, . Al n , . n
F1=F(k,grcs1n Vm)’ E1=E(k,arcsm \/———n+k2), {9)
apn yemy je k' KOMIJIEMEHTapaH MOAYO MOAyJaad k :

TR, (10)
3a cayuaj (5) je

V-n
k

1
1< <5
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Ako ce caza uurerpanu
| B & R

k
= [ dz = Kl—kz 22 dz,
V(1 -22)(1-k22%) 1-2°
0 0

y3My ZAyX MOPaBOJHHHCKE MyTame, o6unasehu -npu TOME KPUTHUKH
CHHT'YJIAPUTET Z=1 MO jeXHOM NOJYKDPYry €3 LEHTPOM y TaduKu 2=1,
MHTErpany AyX NOJAyKpyra KoHuseprupahe npema Hyau Kaj noay-
NPEYHHK NyTame TeXW Ka HyJH, Tako 13 he ocraTe

H
e dx
F(k,arcsm—k—)—F(k:a)=fy(1_x2)(1—k2x2)+

V=
k

+ﬂfWﬂfnu—WﬂY

(k arcsmv =E (k, o) = f\/l_k X +

VYV
1 Tl
+~j- [Vl—kzxz dx,
i x2-1
]
AKo ce y JApyrdM WHTErpaauMa JHecHe CTPaHe U3BPIIM CMeHA

1
e

y

6uhe 1 yatic
u Fvnt’k .

, dt
F(kva)=F_.’fV(1_f2)(1_krz tz)’
0

n+k=

L
1-£

=F — 12
E(k,)=E-ik f\/(l k'zt‘)s
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Kako 36or —1<Cn <0 u3nasu ~nk® k% 1j nk?  n+k? omakae
n+k*
R
n

cnepu k' >

1+ [tk
7\ e

TO €€ BHAM Ja j€ rOpma rpaHuna NociaeAtba JBa HHTErpana peaaHa
u na Huje Beha on jeaunuue. 3ato ce, mocae cMeHe {=sin ¢, Ko6uBa

F(k,oc)zF—iF(k', arc sinki\/”"“"z), 1)
! n

arc sin L Vf’_"'_"'
k’ n

E(kbo)—E—ike [0S ede
! ~J (1 - K%sin® )32
0

Kako je [4, ctp. 301}

cos® ¥ ad¥ _F K ) ~-E K,¥) + sin y cos ¥
(1-k?sin®§)° k' V1 -%2sin?y

M KaKo je y oBOM caydajy

Sian.:_]_\/ﬂ-f-kz’ COS'qf=—k‘—\/n+l,
K n K

—-n

TO je
sin \Jr cos ¥ zl_\/m
VI-k2sin? ¢ k2 n ’
na je

E (k, a)=-=E—t'[F(k', arc sin %\/’H’kz) -

n

-E (k’, arc sin %\/@) + \/(_”i_l)T(’ﬂ'_kz_)]

Axo jom o3HauMMO

F K, arc sin [T+ =F,; E(k', arc sin [ 1+ #* =E,, (12)
kK n \ K n
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nocnenmha jegHauHsa riaacuhe _
E (Ic,a)'==E—i[F2 -EZ+\/Q'_+.1_)QH‘§],
' n

a jemHayuHa (11),
F (k,a)=F ~iF,.
YHomemeM OBUX BPENHOCTH y jenHauuny (2), s6or (6)su 36or
cos a==%\l.—(n +k?),

Tj.

iga _ _1\/— n_
A(w) D+ 6’
0Ba nocraje

= N n —
m, \/(ETWIPT (Ey F+FyE~F,F), (13)

rae E, u F, umajy 3naueme (12).

II
[lpeMa HauuHy wu3narama, CTaBOBe hy MOJEJIMTH y JBE rpyne.

I rpyna craBoBa

Hera je n #Hapameiliap [OMOyHOr HOPMAAHOr enulifuyxor uHiie-
rpana Il Bpcile I1,, weroB moayo Hexa je k u nexa je F Noililiynu
HOpMaAKY eruliiluyxy unlerpan I Bpclie ca uc@ium MOJYAOM.

CtaB 1. 3a
n=—(1-k) (14)
je
1+%
,= F. Bt 15
=5 A (15)
Cras 2, 3a _
n=k (16)
je
T 1
== : —F 17
IR 2 (17)
CraB 3. 3a
n=—k (18)
ie .
T
= +—F. 19
° 4(1-k 2 (19)
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Kon nokasupaiba 0BHX CTaBOBAa MOCAyXxuhy C€ ajHLIUOHUM TEO-
pemMama 3a eauntnuke unrerpane I u 1l Bpcre koje raace [5, crp.
327—28]:

Kagron usmehy Tpu amniutyAe @, ¥ ¥ ¢ NOCTOjH Be3a

€OS 6 = €os ¢ cos Y — sin ¢ sin ¥ A (o), (20)
yBEK je . 4 o
F (k, ) + F (k, ¥)=F (k, ) (21)
H
E (k, )+ E (k, V) =E (k, 6) + k2 sin ¢ sin ¥ sin a. (22)

U3 osux Teopema caeiu 3a Y=¢ u o=mn/2:

F (k, q>)=—;F, (293)

2
E (k, @)=%E+%sin2 P, (24)

a aMmaIuTyaa ¢, 360T A(%)=k’, MODa 33aA0BOJ/bABATH jeIHAYUHY

cos? g —k'sin? =0,
Tj.

1
fo? o= 25
glo=— (25)

Hoxas crasa 1. Ysumajyhu 3a ¢ Bpessoct

@=arc sin v ;" ; (26)
jennaunHa (25) ce cBonu Ha
—n 1
ntet K
olakae clexd BPEIHOCT 3a n:
n=—(1-#k). 27

Besuuuna n je y OBOM Cayuajy HeraTHBHa, a KaKo u3 k' > k'* caenu
-1+ >—1+F2 10 jé —1+k=n_>—k% na BeAuuywHa N1 NpUNaja
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cayuajy (3). ¥Ycaen tora ce /1, moxe uspasutu y o6auky (7). Kako
je caga, npéma jenuaunnu (23), S ,

F(k, arc sin \_/:ﬁ‘)= LF ,
A k- 90 7
a 36or

krsin2o=1-—F,

E(k, arc sin V.= "1 )=iE+l:~k—
k 2 2

¥ KaKO je€ 3a BpPeAHOCT n 43 jesnaunse (27)

i+ 1) (n+k) K

To ce jexnauusa (7) ceoau na o6aux (15), mro je Tpe6ano noxasartu.

Jlokas crasa 2. O3dauumo:

F'eF (k',i), E'=E(k',-’i). (28)
2 -2
Tanma 3a Komnnemémépaﬂ mMoayo k' jezmaquﬂe; (23), (24) n (25) xo6H-
Bajy 006.uK
1

: F(k’,'cp)=—2—F’. (29)
2
E (K, ) =-;— E'+ —’;— sin? o, (30)
, 1 _ .
tg o= (31)

YSnmajyhu 33 ¢ BpeNHOCT

. n’
==arc sin 5y
¥ \/n+k2

jennaguna (31) ce csoau Ha

n_ 1

ek
OJaKjie 431334 BPEJHOCT 3a n: ‘
. L L 'n'=kl.‘ _ R .(32)
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Ospe je n mo3WTHBHO, Te npunaga cayuyajy (4). Ycaen tora ce
aHrerpan I1, moxe uspasutd y ob6auky (8). Kako je mpema jemnaun-
nama (9) u (29) :

F(k',arcsin\/ n )=F,=iF’,
n+k*; 2
a 36or '
k' sin? ¢ ;,”_"i_,
n+k?

npema jenﬂaqHHéMa (9) u (30),

- n 1 nk?
E(k’, arc sm\/ ) =E=—FE+——
n+k? 2 2(n+k?)

¥ KaKO 3a BPENHOCT n W3 jeaHadune (32) caenu

Bk nk:  1—k
n+k: 14k 2(n+kd) 2

}

\/ i1
+D)(+k® T+k

TO ce jennauynHa (8) csoAu HA 0O6JHUK

1 1
nhy=—F+——(EF+FE—-FF). 33
R Tt " 63)

[To nosuaroj Jlexaunaposoj peaauuju [6] je
E’=F+F’E4F’:F=—72u—. (34)

3arto ce jexHauuHa (33) csoaum na o6amk (17), wmTo je Tpebano
HNOKA3aTH. S '

HNokas ctaBa 3. Y3umajyhu 3a ¢ BpeaHocT

¢ =arc sin—l—\/ n+k*
k' n

jenuauguna (31) ce cBomu Ha
Ntk
K (n+1)

1
P
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ozaKJe. Clefd BPEXHOCT 3a n: :
' n=—k, (35)

Beauunna n ce y oBoMm cayuajy Hanasu usmely —1 m—4k2%, Te npu-
naga cayudajy (5). Ycnem rtora ce uHTerpan [I, Moxe u3pasuta y
06muky (13). Kako je cana, npema jexsaunnama (12) u (29),

F (k’,_ arc sin L\/ n '”‘2) =F,= 1 F,
K n 2

a 3abor
2
k2 sin? ¢ = ntk ,
n

npema jennaunsama (12) u (30),

L L2 2
E(k’, arc sinl\/”“"cz):E2 =—1—.E’+ n+k :
k' n 2 n

¥ KaKO je 33 BPeRHOCT n u3 jeAHagune (35):

ntk? 1-k \/_ n 1
2n 2’ (n+1) (n+ k%) 1-k
TO ce jeasaduna (13) cBogu Ha 06auK

My
2(1-k)

(E'F+F'E—F'F)+%F.

Ycnen penammje (34), oBa jemnayuna pobuBa o6auk (19), wro je
Tpe6ano nokas3aTu. '

Il rpyna craBoBa

Hera je n ﬁapamemdp domiyHor HuopMaaHOr eauliliugkor uxiierpana
H Bpciie I1,, weroB moayo nexa je k u Heka je F Tolldynu HOpManHU
enufiiuyny uxleran | Bpclie ca uclum nmogyrom. Hewa je nazame

3 —
AQ)= VE_(_ITZ}_) (36)
u

N(k)=;~[1-v1+.4 &) + \/Q—A (}\)+2V1—A(X)+A2(}\)J.(37)

| CraB 4. 3a
n= —k*N (k) (38)
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je
n=1[1+ ! ]F (39)
3 1-N() |
CraB 5. 3a
n= lk'21V(k')—i (4—k’2)+-—£’i— (40)
2 4 8N (K)-4
je
no=é‘k—, VINK) -1 - %[N2 (K)-N(K)-2]F. (41)
CraB 6. 3a
n=-k-k2[1-N()] (42)
je
1 '
nO:Gk’VW +‘3"[1+N(k)]F' (43)

3a nokasuBam€ OBHX CTaBOBA MOCAYXHhy ce jelHHM MOCTYNKOM
KOjH CAelH U3 MYJTHIIMKATHBHE TEOPEME 3a €JMNTHUKE HHTErpane
I Bpcre [4, cTp. 338]. Axo, HauMe, TPH AMIVIHTYAE Pm—1, Pms> Pmi1s
3a10BOJbABAjy jelHaYHHE
Fk, p—1)=(m-1)F (k,9),
F (k,9m)=m F (k, @), (44)
F (ks @m+1)=(m+1) F (k, 9), (49)

OHJA U3Mehy THX aMIIHTYJAA MOPa MOCTOjaTH Besa

ImaX®mes A (g) tg @m, (46)

t
£ 2

nps 4eMy ce mnonasu ol ¢,=0 u ¢,=¢. (Kparkohe paxu, oBaj
NOCTyNaK HHjé MPHMEHEH Ha JHOKa3uBam€ MpBa TPH CTaBa).

3aycraBuhy ce Ha cayuajy m=2.
Hs jennaumna (44), (45) u (46) nobuBa ce

F (k: ch) =2F (k: CP)! (47)
F(k, @) =3 F (k, ), ' (48)

P+ Py
2

174 =A(9) 18 P, . (49)
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3a @5 = i;-, u3 jexnauyuna (48) u (49), caexu

F (k, 9)= %F, | (50)
g (g + %) = A(¢) t2 9y ”(51)

Kako jom 3a m=1 u3 jenuauuse (46) w3snasu

P2

tg -~ Ap)igo, (52)

10 ycaoB (51) mocraje

e "N _ 245 (p)1ge | - (53
tg(2 " 4) 1-8%(9)tg% e

Ha canuan Hayun mory ce csectu u uHrerpanu Il Bpcre. Cras-
mpajyhin =¢ u 6=¢, y jennaunnu (22), nobusa ce

E(k ¢)=2E (k, @) -k*sin?qsing,. (54)

Kaxo je:Ha ocHoBy aguumone teopeme (22):

E (k, 92) +E (k, 9)=E (k, p5) + k* sin ¢ sing, sin ¢y,
TO 38 Qg= —g— , 063upom Ha jexnauuny (54), caenu
1 o ,
E (k, ¢)= §-E+—3—sm ¢ sin g, (1 +sin @),

a oBa jegHauMHa, 360r jexHaumHe (52), mocraje

1 2 k2 sin @ (1 +sing)igp A
E (k, 9)= —E + sing (1+sing)fg9A(e)
3 3 1+AZ(p) g2

Bunu ce, jmakze, na ce y3 ycaoB (53) earunTHukd mHTerpanu I u Ii
Bpcre, (50) u (65), mory uapasutH nomoly OAroBapajyhnx NOTMyHHX

(55)

~ MHTErpaja.

U3 ycaosa (53) caenm
k? sin® ¢ — k* sin* @ ~ 2 k? sin® ¢+ 2 sin®> g +sin - 1 =0.

Kako y 003up nonase BpeJHOCTH ¢ KOje ce naaase usmehy 0 m =/2,
TO OTnajga KopeH sin 9= —1 nocaenme jensauune. Ha taj nauun, mecro
TOTa ycJaoBa 106uBa ce yClOB

k2sin* ¢ — 2 k%sind¢+2sing - 1=0. (56)
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Y 063up 6u poma jefHHO OHA BPENHOCT 3a Sin ¢ KOja Ce Hajiasu
usmehy O u 1. Ipumenyjyhu, peumumo, llrypmosy TEOpeMY, JIaKO
€€ MoKasyje Ja NocTOjH CaMO jeXHa TaKkBa BPEXHOCT 3a Sin@.

CMeHOM

. 1

sin o= —(t+1),
2

ropma jeJHaYHHA C€ CBOJAM Ha OOGJHK

8(2—4%)
k2

#-67+ t-3=0.

Kaxokydua pe3oJsIBéHTa OBe jefHAuHHE
2= _
k*

28 -322+32-

HMa jenan peasaH H JxBa KOMIJIEKCHA KOp€Ha, TO 4KO C€ CTaBH

8 .
A= ]/‘*“l:l ), (57)

1-iV3 1+iV3
2 A(k), zs=l— 2

36or

2,=14+A (), 2*=1- A (k),
peanHH KOpeHH jenHaunHe (56) cy

. — 1= =
sin @, ,=1 ——é—\/z1 F £} (Vz, + Vzy).

Kako je

VZ+VZ=\/2 _A+2VT—ATA,

a oBaj M3pa3 je peanad, TO je

1 1, — —
Sin @, g=———(VIFA +1/2-A +2 1-A+A2).
M Py, 9 5 2(V + :‘:\/ +2V

Kako je jowr sin¢@; << 0, To y 063up Rona3n Apyra BPEAHOCT Sin ¢,
na je

sin (p-—-—;— [1 VA B +|2-4 0+2 V1= A‘(‘k‘)+A2(k—)J (58)

TpaXKeHa BPEJHOCT.
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Hokas craBa 4. Y3umajyhu

n=—k*sin® ¢
Tj.

1= - BN AW A 042 V-4 T A )] . 69)

umahemo cayuaj (3), a ua ocuosy jessauuna (50) u (55), uspas (7)
3a [, nocraje -

_ (KPsin*@—-2k*sin® ¢ —-1) -2
3 (k2sinto 1)

Ycnen jenunaynre (06), OBOM H3pasy ce MOXe JaTH jeAHOCTABHHjH
061K

1, F.

_ 1+4sing F
* sing (1 -k?sin¢) 3’

npu uemy sin ¢ uma BpeAHOCT (58). la Ou ce u36eram KOMMNIHKOBAHH
¥3pasu, NOCJAEeAbH Ce Pa3jOMaK MOXKE joul MOjeXHOCTABHTH, aKO C€
npowMpH ca 2-sin¢, a 3aTuM €€ HAa HMMEHHJaI NPHMEHH jefHa-
ypHa (56). Ha taj ce Haumn moGuBa
- (1+sin @) (2 -sin @)

" (k2sintq - 2 k2 sin®  +2sin @) —sinZ ¢

n0=5(1+ ! ) (60)
3 1-sin ¢ ,

il
3 ?

AJIH

[lpema jeanauunama (36), (37) u (58), jemnauuna (59) mo6uBa 06/HUK
(38), mok jemmaumHa (60) no6usa o6auk (39), wro je Ttpebano
NOKAa3aTH. : ’

Joka3 craBa 5 3a kommieMeHTapaH MOAYO k', jenHauute
(50), (65) u (56) nmobueajy o6uamk :

1

F(k’: (P)=':—3'-F', (61)

E )—-I—E’+2k"2 sin g (1 +sin @) tg ¢ V1 - k"2sinZ ¢ (62)
' ®m 3 14 (1 - k2 sin2¢) tg% ¢ ’

k?sin*¢ -2 k'?sin® 9 +2sin¢-1=0, (63)

npu gemy je (B. (58))

sin cp:-% [1 NTFA @) + ‘\/2 TAK) 12V A T AT () =N (k).
- (64)
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H osae je 0 sing 1. ¥Y3umajyhu cana

—arcsin \| —-—, 65
@ arcsm\/n_HC2 .( )
Tj.
2 ain2
n-ftgom L (66)
1-sin%¢

BeJMYHHA n NpHMaza cayuajy (4). Jla 6u ce u3pas 3a n nojefHOCTAB-
HHO, NMOCAEAtbU pasnomak npomuputiemo ca k' (1 ~sin 9)* u ysern y
063up jensaunny (63). Buhe :

I (k" sin* @ — 2 k' sin® @)+ k'2 sin® ¢ Lk'z sin¢ -2 sin ¢ +1
— (k"%sin*q - 2k"2sin® ) - k2 (2sing~1) 2 sing—1/2
Tj.
1 1 k'
n=-—k?sing - — (4 - £?) +—-v-——,
2 P e a

Ha ocuoBy jennauunua (36), (37) u (64), Beanauna n no6uBa 06auk (40).
Cvemyjyhu cama y jemuaunny (8) spenHocru (66), no6Gahemo

sing
ITy=Fcos® 9+ ———=——(E, F+F,E~-F,F
0 ? Vitrtg o (E, 1 1 F).
36or jemuaumne (65), nmepe crpane jexsauusa (61) u (62) mpercras-
/bajy BeauuuHe F; w E, (B. (9)), a npema OBUM jelHauUKHaMa, HA OCHOBH
Jlexauapose penanuje (34), u3pas y sarpagu Ro6HBa OGIHK

2 Qi 1 1T-k?sinze
n 2k?singtgp(l+ sing) VI - &% sin ?r. (67)

6 3 L+(1-k7sin®@)tgo

Yuocehu OBy BpeAHOCT y MoCAeAwnY jeAHauuHy, 360r

VI“Fesinte

e yve-lll
VI+Ah2tg2o cos v

0Ba nocraje

~ sinpcosg {k?sint -2 k?sindp-1) -

2
- . Fcos? . (68
°" 6 VI-kZsintq 3 (k™ sint @ — 1) ¢ (68)

Ja 6u ce no6uo WTO MOJEcHHjH OGAHK 3a PayyH, W NPBH H LAPYIH
9iaH JeCHe CTPaHe MOTY Ce yNpOCTHTH NpuMEHOM jeauaunne (63).
Butie

sinpcosp _ 1 \/k’2 sinf o — k%sin%¢g V Dsing-1.  (69)
Vi—kZsinze & k2 sm2 -1
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Koedunujent y3 —;’—F cos? ¢ nocrahe

1+4sing
(1 -k2sin?y)sing ’

a Kal ce OBaj pa3fioMaK NPOWMpH ca 2 Sm(p M MOHOBO NPUMEHH
jesnaunna (63), mo6mhe ce

2+4sin ¢ -sin ¢ _2+singp-sin®g
(k2 sin* ¢ — 2 k"2 sin3¢ + 2 sin @) — sin% ¢ cos? ¢ ‘

Kan ce oBa BpeaHocT u Bpennoct (69) ynecy y jenuaquny (68), nobute
ce nojxecHujd u3pas ca [l;:

T s F
,=——V2sing -1 +—(2+sin ¢ —sinZe).
airr ¢ 3( P ?)

Ha kpajy, ako mecTo sin ¢ CTaBHMO HEroBy BpeAHOCT (64), 063upom
na (37), nocaenwa jesHauuHa npumuhe obmuk (41), mro je Tpebano
MOKa3aTH.

Hoxa3 ctaBa 6. Ysumajyhu

@=arc Si“—/iT\/ n+ i ) (70

n

6uhe
2
n= _._.__I.(____.__. (71)
1-k"sin® ¢ '

Kako je Sin ¢ MO3WTHBHA BEJHYHHA KOja Huje Beha of jenuHMILE, JaKO
ce nokasyje na ce pasaomak y (71) Hanasm usmehy -1 u -k Te

A4, CTOra, BEeNWYMHA n mnpumajga cxyuajy (5). Yeaen rora, 3a oxpe-
huBame BenuuuHe [1, ysehe ce jemwaumna (13).

M3pa3 3a n Moxe JHOOGHTH NPOCTHjU OOJHK aKO CE MOC/IEMAMH
) 1 . .
pa3joMaK Hajnpe OpPOIIKPH ca F—Qsm ¢+sin®¢, a 3aTUM npUMEHH
jenunauusa (63). Iob6mhe ce

e 1-2 K% sin @+ k2 sin? ¢
k% (k'2sin*g ~ 2 k2 sin® @+ 2 sin @) - 1/k'2

= —(1-2 k"sin p+k™sin® @)= —k'* (1 —sin ¢)>— k2
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Axo oBje 32 Sin ¢ CTaBHMO HEroBy BpeAHOCT (64), n3pa3 3a n, 063upoM
Ha (36) u (37), mo6uBa o6Juk (42). Cmewyjyhu cana y jexnaunny (13)
spendocr (71), noGuhe ce

_ V1—k"sin?g

—k’zsincpcoscp (E2F+ FnE_F2F)'

(1]

36or jemuayune (70), aese crpane jepHauuHa (61) m (62) npecras-
Jbajy Beauuune F, u E, (8. (12)), a npema OBHM jeaHayHHama, Ha
ocHOBy JlexxannpoBe peJanuje, u3pa3 y 3arpaas noGusa o6auk (67).
YHocehu 0BO y nocaenmy jexHauumHy, nobusa ce

F,

n__?_t__\/ k?sinfe-1 2 sin ¢ (1+sing) (1 -42sin® ¢)
° 6k Viesinto-kZsin? e 3 k”sintq -1
a aKo e joW KOX CBAKOI MMEHHOLA NpuUMEHH jexHaduna (63), Guhe

_ "
64 V2sing -1

1, +§(l+sin P).

Ako MecTO sin ¢ CTaBMMO HmeroBy BpenHoCT (64), o63upom Ha (37),
nocaeAwa jeaHaunHa ao64Ba o6auk (43), wWTo je Tpe6ano NOKa3aTH,

11

M3 u3narama y II, jacHo ce Bunu nyT 3a u3nanaxceme OHaKBHX BPe-
HOCTH napaMeTpa n HHTerpana /I, KOX KOjHX ce Taj uHTerpaia u3pa-
JKaBa caMO nomohy NMOTNYyHHX HODMAJHMX EJHINTHUKHX HHTErpaJja
I u Il Bpcre. PasymmuBo je xa he ce, npu cBakoM Xa/be€M KOpaky,
jenHaunMHe KOMMNJHKOBATH. AJM, Ha OCHOBH J0C3jallibHX DEe3yJTaTa,
HIAaK ce€ Mory u3ByhH HEKOJHMKO OMIUTHX 3aK/byyaxa.

a) 3a jeman HW3 BPEJHOCTH napameTpa 71, H3PaXeHOr Kao (yHk-
nuja MoAysna k, NOTOyHH HODMaJdHH eaunTHukH uHTerpanx Il Bpcre
JlexanApoBOr THNa MOXE C€ CBECTH HAa H3Da3 y KOME CE N0jaBmYjy
€aMO0 MOTOYHH HOPMAJAHH €JunTHUKH HHTErpasn | m Il Bpcre ca
HCTHM MOZIYJIOM.

b) Hsyses cay4aja n= —k? CBM C€ OBaKBH HHTErpalu MOTy
M3Da3sHTH NOMOhy MOTMYROr HOPMANHOT €JHNTHYKOT MHTErpana I Bpcre
Ca HCTHM MOJZYJOM.

¢) 3a cBe oBakB€ BPEAHOCTH [ApaMeTpa, MOAYO H NapaMeTap
yBexk cy Mehyco6HO Be3aHd aare6apckuM jeIHauuHaMa.

10 36opuuk
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' ﬁ‘BER EINIGE REDUKTIONEN DES VOLLSTANDIGEN
ELLIPTISCHEN NORMALINTEGRALS III GATTUNG

STANIMIR FEMPL

Es ist bekannt, dass sich vollstindige elliptische Normal-
integrale III Gattung durch Kombinationen von vollstindigen und
unvollstandigen elliptischen Normalintegralen [ und 1I Gattung aus-
driicken lassen.

In dieser Abhandlung stellt ‘der Verfasser zwei Gruppen von
Bedingungen auf, die der Parameter und der Modul befriedigen
miissen (Formeln (14), (16), (18), und (38), (40), (42)), damit das
Legendresche vollstindige elliptische Normalintegral IIl Gattung auf
das vollstindige Normalintegral 1 Gattung mit demselben Modul
zuriickgefithrt werden kann (Formeln (15), (17), (19) und (39),
(41), (43)).

. Die Aufstellung dieser Bedingungen weist auf ein Verfahren
hin, ‘auf Grund desse man Relationen zwischen Modul und Parameter
ableiten kann, welche die Reduktionen im obigen Sinne ermog-
lichen. Dabei sind Parameter und Modul immer durch algebraische
Gleichungen verkniipft.

o
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BOJMCJ/IAB I'. ABAKYMOBWR

O TEMEHMMA 3ATBOPEHE KPHWBE

1.1. Hajjexnocrasuuja TteopemMa xubepeHunnjaiHe reomerpuje y
BE.HHKO]M je HecyMmuBO OHa Kojy je aao Mukhopadyaya [1, cTp.
17—18]:

Teopema A. Kpusuna 3alliBOpene KOHBEKCHe KpUBe y PABHU UMa
Hajmare wellupu Memena.

IIpu ToMe ce TemMeHHMa KDHBE 30By OHE TadKe y KOjuMa H3BOZ
KPHBHHE MO JYKy M€ia CBOj 3HAK.

OBa TeopeMa je BHIIE NyTa AOKA3HBAHA M y PasHUM npaBHuMA
yonirtasaHa. M3mehy ocranora, fioxa3aHO je Ja CIOMEHyTa Teopema
Baxku Beh M OHZAa aKO je KDHBHHA HENPEKHIHA, y KOM cayuajy ce
MOoJ TEMEHOM KDHBE [OAPAa3yMeBa OHA TauyKa y KOjOj KpHBHHA MOCTH-
3aBa cBoje najsehie oAH. Hajmame BpeaHocTd. [lopen rtora, sakbyuak
Teopeme A Baxu H OHIA, kao wTo jeé To npumeTHo D. Fog [2], ako
yOdeHa KPHBA HEMA JBOjHHX TAYaka a JexXH y DAaBHH HMJAM Ha JIONTH.

YonwmTrewa, onH. aHaNOroHw teopeme A Koje hy oBme HMOokasaTH
Jexe y jefHOM APYrom npasLy. ‘

1.2. ¥ oBowme pany ja hy ce 6aBUTH KDHBHMa KOj€ HMajy OCOGHHY
Ja je npBH H3BOJ HHXOBOr BEKTOPA M0JIOXKAja CTAJHO pA3IHYHT OX
HyJa-BEKTOPa a 9€TBPTH H3BOJ HENMPEKHIAH.

3aTBOpeHy KOHBEKCHY KDHBY y MPOCTODY Ae(UHHIIEMO OBaKo:

BaiiBopena rkpusa y fOpociiopy je 3aMBOPEHa KOHBEKCHA KPUBA QKO
Kpo3 Ma koje agpe Mauywe Ha KpuBoj OpoJasu Hajmarwe jeaHa paBaH kKoja
CU KpUBOM HeMa Apyrux 3ajegnuqxux fMadaxa.

BexTop nosioxkaja kpuse o6enexkapaliy ca r; a4 AYXHHY HEHOT
JyKa ca s, pakae ry=r; (s).

t ofH. n OXH. b oO3HAYaBajy OpTOB€ TAHIEHTE OJH. TJaBHE
HOpMane OJfH. OHHOpMane KpPHBE ;. % OXZH. t O3HAYaBajy KPHUBHHY
OH. TOP3Hjy KpHBE t;. AKO KpHUBA t, JICXKH HA HEKOj NOBPILHHH OHIAA
%N OXH. %; 03HAYaBAajy KPHBHHY HOPMAaJHOI IpPeCceKa OJfH. F€0Je3H|CKY
KPMBHHY KpHBe ¢ 063MPOM Ha MOBPIUHHY y KOjoj kpuBa JexHu. Liprune
o6enéxasajy u3B0je Mo s.
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1.3. Kako cm0 mnpermocraBuiu Ja r; ¥MMa YeTHPH HeNpeKuJHa
M3BOJia, EKCTPEMHE TadKe CKajJapa %, T, %y H %; Cy OHE Tayke y
KojuMa %, t/, %y’ M %, Memwajy CBOj 3HAK.

[lum oBor pala je ma ce Aoxkaxy caenehe xBe Teopeme.

Teopema 1. Aro jer, =, (5) 3alliBOpeHa KOHBeKCHA NUHUja KPUBUHE,
mana g U %y umajy Hajmawe vemupu exclpemie Waike.

¥ paBuu i Ha JIONTH je CBAaKa KPHBA JWHHja KPHBUHE; NOPEX TOra’
Yy DaBHH je X=X, & HA jeXMHWYHO] JONTH je w'=1+x2. [Ipema Tome’
Teopema 1 CaJpXH Kao CrelujanaH caydaj TeOpemy A’ wen anonoro
Ha JONTH.

Teopema 2. Axo je tv,=t, () 3aiiBOpena Kpusa a
s
ty (S)=1; (O)+fn ds
0

3aiiBOpena KOHBEKCH@ KpuBa, HoAa <t U % UMA]Yy HajMare deliupu
exclipemte layre.

Paju nakmer pasymesata HaBeuwhy npso Heke Aedunuummje u
o6pacue Besane 3a nojam nojaca kpuse [1, cTp. 12—14].

1.4. AKo je 3a HEKYy KpuBY tr; =1, (S) BE€3aH HEKH NOMHYHH OPTO-
FOHANHK TpHUjelap
a,=0; (s), Q=03 (s), Gg=a5(s)

JiecHE OpHjeHTalMje, a TaKas Ja C€ JyX [ele KPWBE OPT g MOKJAAna
ca OpTOM TAaHreHTE KPUBE, OHAA ce OGBOjHMLA (amuiauje NOBPIUHA
neduHACAHHX OPTOBUMA q; ¥ Q, 30BE NMOjaC YOUEHE KDUBE; KPUBA T
ce 30BE HOCau mojaca a OPT (z HOPMana mojaca.

Kao wro je no3saTo OpTOBH N0jaca 3ap0BOsbaBajy ,Ppeneose
jennaumne mojaca‘“:
' ay= *  +kga,-kya4
0'2= —k3 0.1 * +k1 as
Qg=+ky 0y —kjap ¢
Ckanap

ky=k,(s) ce 30Be TOp3Hja,
ky=k,(s) ce 30Be OTCTymae,
ks=ky (S) ce 30Be KpuUBHHA

HOCaya ¢ 063UpOM Ha YOYEHH mojac.
Ha ocHoBu PpeneoBux jeAHauuHa, cxanapu k,, k, u kg mory
ce uspasuTu nomohy o6pasaua:

ki=d'y 3= —1q'; a,,
ky=a's a;= — @'y G,
ks:‘a’l (12= - 0.'2 178
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a. Axo je nyx Hocaua

nojac ce 30Be ,KPHUBHHCKHM MOjac“ a HOC4d ,JIHHHja KPHBHHE“ mojaca.
Y tom cayugajy je

Ok =1, ky=—nn, ky=2x,.

Ilpu Tome ce 7, %y U %, ONHOCE HA noOjac OAH. MOBPWHHY Y KOjOj
kpuBa Jexu, Tpujemap mojaca je NPUPOXHH TpHjexap MOBpIUMHE, Tj.

a;,=t B 0q=9,
rae 9t o3nayaBa OPT HOPMAaJN€ HA MOBPLIMHY.
b. Axo je gyx Hocada
k,=0,

nojac ce 30Be ,OCKyJIaTOPHH mojac“. YouenH TpHjexap nojaca je
yo6HuajeHH NPHPOXHH TpHjexap KpuBe, Tj.

o=t a=n, a;=b.
Y Tom cayuajy je

ki=t B ky=x

c. Ako je myx Hocada
k=0,

nojac ce 30Be ,r€OJETCKH Mojac“ a HOcay ,reoHeTCKa JHHHja“ nojaca
ONHOCHO MOBPIIHHE Yy KOjOj KpHBa JieXu. ¥ TOM cCiayudajy ce OpT
r1aBHE HODMaJ€ HOCdua NOKJana ca OPTOM HOpMaJe nojaca na je

a1=t’ 02= ‘b, ﬂg=n;

k1=t, k2=—%, ks=XgEO.
2.1. Jlokasahy oBaj nomohun cTaB:

JleMa 1. Osnauumo ca ai =qa;j (s)(i=1,2,3) wpusy
S
af (s)=a}"(0)+fu,-ds
0

rae cy a,, ay, Qg OpilioBu oplloroxaaxor Mpujeapa Hojaca kpuse t,=t, ().
« (Baxae af =rt, ().
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Aro je t, saliBopena kpupa pyxcune | a ¢ Ma Kakas cilanax
BexlIOp, OHAG 3a CBaku i@ojac Hocada t, Baxce obpacyu:

fca; Kds=c ku(0) (a; ) - ab (0)) ¢ j;apkvds, yp,

rae K, o3navasa fa je unilierpan y3ell Zyx kpuse Q.

L

Jlokas, JIOBO/BHO je Aa JOKAXKEMO jefas OJ OBHX LIECT 06pa-

3ala, jep Ce OCTalAMX NeT MOKA3yjy Ha MOTNYHO HCTH HAa4WH. Y3MHUMO,
Ha npumep, v=2 u p=3. Taga napuujajHOM HHTErpaunujoM no6uBaMo

fc af k' ds=c k (0) (a‘z'.(l)—a‘z‘ (0)}- §c 0y ky ds.

v

360r ky= —a’yq,, a H2 0CHOBY JIaHrpaHeBOT HAEHTHTETA, L0OUBA Ce
- §c A kg ds= ff(c a5) (a3 a)) ds
= ff(cxa’z) (@ X)) ds+ ff(c a) (e a) d's

== — §(c><a'2)‘as ds,

jep je asXa;= —as, @ BEKTOP ', je ynpasBaH. HA .BEKTOp ay. 360r
¢Xa'y=(cXay) n06uBA c€ NapIMjaJHOM HHTErpanujom

4
+.
(U

- §(°><0'z) a3 ds="-(cX0;) Qg ff(ixaz) ads

= — §c‘ (a'sXaz)ds.

C 053Hp0M Ha Tpehy ®peneoBy -jeHauHHy ‘je a'yXaz=Fky a5, na je

- §(c><a’2)a3ds= - §c'a3 kods
s ¢ 1 s

=—cfa3k2ds +§c’dsfa3k2ds

0 [ 0

= —C§a3k2dsav

jep je ¢'=0.
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2.2. loxa3 teopeme 1.!) YouumMo KpHUBHHCKM MOjac KPHBE Ty,
Taza je, K20 WTO CMO DEKIH, ky= — %N, kg=%; H @i =tr,. 32 v=1,
p=2,3 obpacuu nomohHor craBa 1 riace npemMa ToMme OBaKoO:

_(1) —§cr1des= —c§a2k1ds=0,

(2) &cr1ngS=—C§as.k1d.S=.0,

jep je Ayx Hocaya xpuBuﬂéxor nojaca, Tj. Ayx JuHHje KpuBHHE, k) =0.

Kako ¢y =y ‘M %, nepuonuune (QyHKIOHje, TO CE HHHUXOBE
e€KCTpEMHE BPENHOCTH MO0jaBbyjy y mnapuoM 6pojy. OTyna caeau:
aKo MPeTMOCTaBHMO Ja TeopeMa | Huje TauHa, %y H % he€ HMaTH
TauHO JIB€ €KCTPEMHE BDEIHOCTH.

[pernocrasumo Ja 'y H %', Memajy CBOj 3HAK y Taykama
$=$, H $=38, (TO HE 3HAYM A Ccy OpOjeBH §; H S, HCTH y OXHOCY
Ha %y M HA %,;; HO KAKO j€ NOKAa3 3a xy HE3aBHCaH OJ JA0Ka3a 3a %,
TO MOXEMO YCBOjUTH 0Baj CKkpaheHH Ha4YHH HU3PaXKaBamba).

_ Ilo npernocraBuM, KpPO3 Tauke
§, H S, MNpOJA3H HajMame jelHa
paBan /I xoja ca KDHBOM HEMa APYTHX
3aje AHHYKHX TadaKa.

Kako cy uuterpanu (1) u (2) ussa-
pHjaHTHH ¢ 063upOM Ha H360p noueTKa
O BexkTopa r;, To hemo Tauky O H3a-
6patu y passu [I. CTaaHH BEKTOpP ¢
HEeKa je ynpasaH Ha pasan [1. Tazma
H3pa3H cr, X'y H I, %'z HE MEHaA]y
3nak (Buiu ca. 1 ca i=1, 1j. af =1y).
Crora je

§c1117.’N ds==0 =u §crix'gds=i=0
wTO Ce NpoTHBH jeanaunHama (1) u (2).

Hokas Teopeme 2. YoudMO OCKyJaTOPHH NOjac KpHUBE T;.
Taga je xa0o wWTO CMO BHAEAH k;=T, Ky=% W Qy=n, N2 je a} =1,.
- FlpeMa ‘Tome, ako je t, 3aTBOpPE€Ha KpHBA, o6pacuu noMohHOr cTasa 1

raacuhie 33 v=1, pn=2,3 oBako:

1) Oszae ynoTpe6/beHH MOCTYRak nmpoudpyje nosnatd noctynak G. Herglotz-a
{1, crp. 17—18]
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3) jﬁcrzr'd_s= —c§a1k2ds=0,

) §cr2 wds=—c§c,, k, ds=0,

jep je myx ockyaatopsor mojaca k,=0. Hcrum mocrynkoM Kao u
Hanpen, a Bogehu pauysa o TomMe Ja je r, 3aTBOpPEHa KOHBEKCHa
KpHBa MCTE HYyXHHE KAa0 H KpHBa 1,, AOWLIH OGHCMO, NOX MNpPETNo-
CT4BKOM [1a T M % HMA3jy TA4HO ABE EKCTPEMHE TAuKe, 70 3aK/byuKa Ja

¢t M "'crzx'
HE M€majy cBOj 3Hak (Buau ca. 1 ca i=2, Tj. at =t,). Kao u nanmpen,
BHAM C€ Ja je 0BO Y KOHTpaXuKOUjH ca jexuadnnama (3) u (4).

Ha mecto ockyaaTopHor mojaca Moras CMO 3a JOKa3 ynorpe-
64TH H TeO0JeTCKH Mojac.

JIMTEPATYPA

[1) Btaschke W. — Einfiihrung in die Differentialgeometrie, Berlin 1940.

2] Fog D. — Uber den Vierscheitelsatz und seine Veraligemeinerungen. Sifzungs-
berichte der Preussischen Akad. der Wiss. (1933). str, 251--254.

UBER DIE SCHEITEL DER"’?‘GESC{HI{;OSSENEN KURVEN
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

Definition: Eine viermal stetig differenzierbare geschlossene
Kurve t,=t,(s) wird konvex genannt falls durch je zwei auf der
Kurve liegende Punkte mindestens eine Ebene geht die mit der
Kurve sonst keine gemeinsame Punkte hat.

Verfasser beweist: 1. Die geodéitische Kriimmung x, und die nor-
male Krimmung wy einer geschlossenen konvexen Kriimmungskurve
haben mindestens vier Extremalwerte.

2. Es sei r; =1, (s) eine geschlossene Kurve und
T () =1, (0) + fndé
0

(wobei n Idie Hauptnormale der Kurve 1; bezeichnet) eine geschlos-
sene konvexe Kurve. Dann haben die Kriimmung x und die Windung
« der Kurve v, mindestens vier Extremalwerte.

“sgin
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MWJ/IOPAL M. JOBHUYUR

HEMOCPENHA T'PA®PHUUYKA PECTHUTYLIMJA
KOCE AKCOHOMETPHJE

ITociaBwawe Opobaema. JlBa ocHoBHA 3ajzaTka Hamprae reome-
TpHje ¢y Ha ce OMOryhu 3a CBaKH OJ Pa3/HYUTHX HAYHHA MPOjEKTO-
Bakha jeXHHHAYHOr OPTOTOHAJHOT TPHEeApa:

1) HemocpenHO nprame Ke/beHE NpOjeKnHuje Tpueldpa Kaz je
JlaTa BeJHYHHA jeIHHHYHOr BEKTOpa H Mehyco6HH MOJ0Xaj TPHEApa,
LOEHTPA MPOjeKTOBaKA H MPOjEeKUHCKE DaBHH, H

2) nwenocpenHa rpaduuka pecTUTyILHja JaTe NPOjeKUHMje TpHespa
— HenocpenHo rpaduuko oxpehusame npaBe BeNUYHHE J€IMHHYHOT
BEKTOPa H MOJ0XKAaja TPHEADPA. U HEHTPA NPOjeKTOBamba NPEMa :PaBHU
CJAHKeE.

Hcmopucku pa3soj. 3a 6p3y u JaKy u3paly NEPCHEKTHBHUX CAMKA
Koje he CTBODHTH noTpeGaH nepcneKTHBaH-AYOGHHCKH YTHC3K HAjno-
JeCHHja MPOjEeKIHja jeé KOCa aKCOHOMETpHja, 1a Cy y TOKY H3rpahuBama
rpaguukux nocrynaka Haunprae reomerpuje 06jaB/beHH MHOro6pojuu
panosu — M gaHac ce jow 06jaByjy — Yy KOjuMa ce npenaaxy
pasJHuHTa pemetba roptha XBa 3aJaTKa 338 KOCY aKCOHOMETDH|Y.

Kapa Ilonke je 1853 r. ¢opmyaucao pemewme npsor 3axaTka
TEOpPEMOM: 3a KOCY AKCOHOMETDHjY KOODHMHATHOI MNOYETKA K TDH
Kpaja jeIHHHYHHX BEKTOpa OPTOrOHAJHOI TPHEAPA MOry C€ y3eTH
YeTHPH NPOH3BO/bHE Tauke HA L|PTeXKYy, MONX YCA0BOM Ja HHUCY CBe
Ha ucToj npasoj. [loake Huje 06jaBuo AOKA3 CBOje Teopeme, HArJacHo
je €amMo meroBy caoxeHocT. Kako je ucnpaBHOCT Teopeme 0CNOpaBaHa,
ny6aukoBao jy j€ Jako6 Llltajuep 'y Journal fiir reine und angewandte -
Mathematik 55 (1858), crp. 356—378, kao mpoGrem koju Tpeba
pewntn. [Tocae Heycneanx pazoea JewsannesHa u Kuukeauwsa, npsH
je Hoakeos .yuenyk, IlIBapn noxa3ao HCNPaBHOCT TeopeMme, pPeLIHBLIH
€JeMEHTAPDHHM aHAMIMTHYKMM anapaToM OMNWTHjH Npo6GAeM: 3a KaTH
TeTpaexap NpPOH3BOBLHOT O6JAHKa MOXE Ce OAPeAMTH npasal napa-
JIEJIHOT (IPOjEKTOBakha H MOJ0XKA3j NPOjeKLHCKe OCHOBE TaKO JAa [pO-
jexnuja Terpaegpa 6yae caAdYHA JAaTOM YETBOPOTEMEHHKY Y DAaBHH.

Csu kacHuju Hokasn [JoaxeoBe TeopeMe Cy MPETENXHO aHamH-
THukH H cBoje ce Ha Illsapnosy npumeny camusux ¢urypa ymnpo-
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heny abpunom cpomnowhy. Hu jeman om mwHx Huje mao nemocpensy
¥ NpUXBaT/bUBY rpaduuky pecturynsjy. To ce noxymasa oBuM pajom.

Pewere Opo6rema. TlocTaBipaM OPTOroHaJHH j€MHHYHM TPUERAP
O X YZ y npou3BO/baH NoJOXaj npema Mpojekuuckoj pasuu [T ca
noserkom O y [I, ¥ npojekTyjeM ra npPOHU3BO/HLHHM MapanenHuM
3pauuMa s y Kocy akconometpujy O Xy Yy Z;. (cn. 1) Jla 6ux pasas

- Ca. 1

O X Y tpueipa moaoxuo y I1, o6phem ra uajnpe -oko Bekropa O X
nok BekTop O Y ‘ne pohe y I1 y monoxaj OY,. Ilpu Tome cranso
npojexTyjeM Tpuelap 3panuma s, na ce Ttauke Y u Z npoOjexryjy y
KpajeBe CHPEeTHYTHX ‘N0JyNpeuHdKa eaunce -— Mpojexnuje Kpyra
o6prama. Hosa npojexumja tpueppa je O XY, Z . 3atrum 0o6phem
TpueAap’ oko Bexkropa OY, ‘Hox He posejlem u BexTop OX 'y Iy
nonoxaj O X;. Ilpu Tome cranso npojexkrtyjem Tauky Z y Zig, a X
napajeJHUM 3palMMa y HH3 Tagaka X, = ¢ - - B : E

~ Tlpojexuucku 3paud Tauke Z 06pa3yjy eJHNTHYKM KOHYC ca
BpXOM Z, ;. HberoB KpyXHH mpecek — KPyr oOpTama Tauaka .Z
X — yrpasai je ua /I, ma je /T paBaH rJIaBHOT NpeceKa KOHyCa Kpo3
Many ocosuy, npase X, Z,, u —X; Z,; cy u3Bojuuue xonycay I, a
nyx Z;i O je npedHUK KOHycCa CIPersyT paBHW Kpyra. Tauke Z um X
Cy cnpersyTe Ha Kpyry, na spamu tauxe X napanejud W3BoABHIIAMA
KOHyca 06pa3yjy jeAHOrpanu TPOOCHH XUNepPOOJOHL KOME je CpelKIITe
Tauka O, @ KOHYC A4CHMNOTOTCKH:. TPAHCIATODHO MNOMEDEH 3a NyX
O Z,. Tlpecex xunep6onousa u [I je HH3 mnpojexkunja 'X; Tauke
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X — xunep6oaa ugje cy acumaroTe I ® Iy napanense ca X, Zy, — X, X 4.
OBa xunep6osa u roprka ejuica KMajy JBa jeJiHaKa a ynpaBHa MoJay-
npeusnxka O X; u OY,, a muma cnperdyT noaynpeunuk O Z;; je
33ajeHUYKH, Na Cy UM TaHreHTe y Taukama X; M Y, napanenne. HMmajy
H 3ajelHHYKe HOCA4€ OCOBHHA, jeép Cy OBH CHMETDaj€ yria aCHMTOTa
yjeAHO napasiennp CUMETpanama yriaa npasuX X; Z;, M —X,Z,4 KOj€
cy zZea 3paka aQMHHTETa 3a €JHICY M KPyr HaJ mpeydukom Y,,-Y,.

Enunca OY,; Z,; Moxe 6uTH KOCa NpOjeKuMja Kpyra Hax Mma
KOjHM HEHHM MPEYHHKOM, Tj. CBAKH -NOAYNPEUHHK EJHICE MOXE Ce
CMATPATH jeIHHHYHUM BEKTOPOM ODTOTOHAJHOT TPHELPA KOME j& APYrH
BEeKTOp y /1 jeaHak u ymnpaBaH NPBOM, a Koca npojeknuja Tpeher
BEKTOpA jé Cnpernyra npsoOM Ha €JHIICH YjeAHO CNPErHyTa APYroM Ha
xunep6oan. 3a cBe oae moryhe
TPHEAPE CBH NOJOXAEjH APyrux
BEeKTOpa 06pa3yjy €eaHfcy KOH-
TPYEHTHY €/UNCH NPBHX BEKTODA
H 06pHYTy npema oBoj 3a 90°. Osa
Apyra €Junca je OpTOrOHAaJHa
TpajekTopuja NOPOAMLUE XHNEep-
6oJsa, jep y npeceyHnM TadKama
X, UMa ca BUMA ylOpaBHE TaH-
rente. Kako ummajy u 3ajeqsnuxe
HOCaye 0COBHHA, KOH(pOKaIHe Cy.
Crora je 3a npeceudy Tauky X,
36up noTera BeJMKa OCOBHHA
. eJIgrce, a pasjiiKka HCTHX foTera
peasiHa ocoBuHa xunep6oJe, na je
ONaBJlEe BeJHYHHA j€HOT moTera
36up a Apyror pa3awka noay-
ocoBuHAa enunce M xeaep6oae.

Ha ocuoau 0BOra H3BOJHM rpatpuqxn NOCTynaK HENOCPENHE
pecm’ryuu]e nate Koce akcoHomerpuje O Xi Yi Zy:

Ycpajam nBa BekTopa, Ha cn. 1 OYy u OZ, 3a CHpEruyTe
MONynpeyHUuKe eJunce W ogpesuM rpaduukd meHe ocoBuHe, 24, 2 b,
okpenem ux oko cpexumra O 3a 90° u Hahem xuxe F,F, Ha BEIHKO]
ocoBuHH A A, oxpenyre enunce. Tpehu Bexrop O X, je moaynpeudnk
xunep6oie KoHOKaaHE eqHncH, H NoMmohy norera tauke . X; OLPeRUM
peaaHy OcCoBuHY 2 c xxmep6one IToTesuma a+c u a-c oxpexum
Tauky X,, Ipecex eaunce M xunepﬁone, u Tauky Y, cnpernyry X,
Ha kpyry. lyxk. O X, je npaBa BenuuuHA jeJHHHIHOT BEKTOpA Tpuenpa,
a npasa O X, je oproronansa mpojekudja npase O X.

Ja Gux oz:pe,zmo npapall MPOjeKIMUCKHX 3paKa s H nonoxcaj
TpHenpa /I, ynpram Hajnpe Tauky Z,; COPErHyTy TauxkH X, xunmepGoae
yjexso u rauku Y, enunce Yy Z,. Tauke Z,; u X Cy cupersyTe Tauke
eJHnce — KOCe NpojekInje Kpyra ympasHOr Ha [, ca 3aje IHHUKHM
npeunuxom — X,, X,. [lomohy a¢punurera oxperum Ha Kkpyry, obope-
HoM y [T oko — X, X;, abuun nap cnpersyTux ravaka Z;,X; H 0OpO-
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jekTyjemM ux cnosama obprawma y Z'y, X'y, .OpTOI‘OHaJlHe npojexuuje
tauaka Z, X kag je Y y /1. OBum je oxapehen nonoxaj tauke X u
spak s=X X;. Oproronanse npojexunje Y'; u Z’y tauaka .Y u Z
onpehyjem u3 Tauaxka Y, Z, 3panuma s noMohy jeauHuuse sonTte
uiy Ha ap. nomohy aduuurera eamnce O Y; Z,, Ha KOjoj cy Tauke
Yi,Zi, v enunce OY, Z'y, Ha K0jOj Cy TPaxeHe OPROrOHanHE NPOjeK-
uuje Y5, Z'; Tauaka Y u Z.

.+ OcuM oBaxo oipehesor monoxaja Tpueapa, BATa KOCa aKCOHO-
MeTpHja ojpehyie jom jeaan nonoxkaj Tpuenpa (ci. g.- raake X, Y., Z;
cuMeTpuuHe Taukama X, Y,Z 063upoM Ha paBaH Kpo3 cpexumre O
ynpaBHy Ha 3pake s, Jajy HOB OPTOTOHAMHA TPUEJAp CYMPOTHE AMCNO-
3ullHje, KOju C€ HCTHUM 3palluMa MNPOjeKTyje y AaTy KOCy aKCOHOMe-
Tpujy. Kan ce oxpenu wemy cumerpuuan tpuepap X,, Y., Z, 063upom
Ha [I, oBaj Tpehu Tpueaap je cuMETpHUAaH APYroM, ZaKjJe HMa HCTY
JAUCMO3UIIMjy OCOBKMHA K40 M INPBM M MNpPOjEKTyje ce y HmaTy Kocy
aKCOHOMETDH]Y 3paluMma S, CHMETPHYHUM § 063upom Ha []

UNMITTELBARE GRAPHISCHE RESTITUTION
IN DER SCHIEFEN AXONOMETRIE

"MILORAD M. JOVICIC

Es wird ein graphisches Verfaliren der Resfitution und damit
zugleich ein Beweis des Pohlkeschen Satzes in folgender Weise
durchgefithrt:

Sei OXYZ ein rechtwinkliges gleichschenkliges Achsenkreuz,
dessen Anfangspunkt O in der Bildebene I7 enthalten ist, und s, die
Sehrichtung. Zuerst wird das Achsenkreuz um OX gedreht, bis OY
in [1 fillt; es sei dann Z,, die Projektion von Z. Danach wird es
um OY gedreht, bis auch OX in [T fallt. Bei der ersten Drehung
bewegen sich Y und Z lings eines Kreises, dessen zu s, parallele
Projektion eine gewisse Ellipse ist. Bei der zweiten Drehung proji-
ziere man Z und X parallel so, dass sich Z stets nach Z,, projizjert;
dann bewegt sich die Projektion von X lings einer Hyperbel. Durch
die Betrachtung jener Ellipse und dieser Hyperbel gewinnt der Autor
sein Verfahren:

Ist O Xy Yy Z, die gegebene .schiefe Projektion des-Achsenkreu- -
zes, so bestimme man die Achsen der Ellipse, dessen konjugierte
Halbmesser z. B. O Y, und O Z; sind und drehe sie um 90° um den
Punkt O. Dann ist O X, Halbmesser.einer konfokalen Hyperbel, also
man -bestimme ..ihre Hauptachse-und . sodann.den Schaittpunkt X, von
Ellipse und Hyperbel; O X, ist die wahre Grosse von OX. Da Z,«
Endpunkt des zu O X, konjugierten Halbmessers der Hyperbel ist,
ermiltelt man leicht auch die Richtung s,.
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CJ/IOBOJAH AJbAHUUR

O ACHMIITOTCKOM PA3BHJADY A-3BHP/bUBHX
JIMHEAPHUX ®YHKLIMOHEJIA

TE3A
I ¥YBoxn
Il IMpo6aeMaTHka u pe3yaTatd
Il Dokasu craBoBa
IV Tpumene

I YyBO O

1.1. ¥ Marematuukoj anaausu ce jom nodetkom XIX Beka
OmepHCa/so C€a JXHBEPreHTHHM pelOoBHMa, OBO THM IpPE IUTO Cy H
HYME€DHUYKH De3y/TaTH JaBanu 3anoBosbaBajyhy TauHocT (y AcTpo-
somuju). Tex nojaBom AbGena uw Kommua, KOjH cy Jaad OCHOBE
MozepHe Amnanu3e, MoOYeaO je Aa Ce yCTajbyje CXBaTame Na JOKa3H
HEe CM€jy nOYHBAaTH HA ONepanMjamMa ca AMBEPreHTHHM peloBuMa. A,
CcaMHM THMe, yKa3aja ce ¥ norpeba Xa ce NpoTyMauyd 3alUTO H KHUBEp-
TeHTHH DEJNOBH NOBOJE N0 MNpUXBaT/bUBHX pe3yarata. Kommn [4] je
TO yuHHHO Ha npumepy Crupamarosor pega. OcHoBHa Kommuesa
Hieja AOJA3H A0 H3paxaja H Ha cJaegehemM jeRHOCTABHOM NPHMEpY.

Heka je

Fa- [
X)= du, x>0.
f x+u >
0
AKO OBZe CTaBHMO
1 1 o w2 un un+t

=_____+—_s_...+(_1)n +(1)n+1

0,
x+u x x* x xntt xnt2

o1t
1+u/x
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na npema tome 0 <6< 1, ¥ MHTErpUWIEMO YJAH MO UMAH, HANA3HMO

(L1.1) F=toLt 2t

-+R,,
x x2 x3 xn+1

rae je
R—(—ynr 8D g g g 1.
xnt? Sk

Kag n- oo, pex (1.1.1) muBeprupa 3a cBaKo X, a/ju HNaK MOXe
MOCAYXHUTH 33 NPUGAMXHO M3pauyHaBame GyHkuuje F(x) 3a Beauke
BpeaHoctd x. Haume, 3a mato x >>1 4aaHoBu peja no ancoayTHOj
BpPeLHOCTH NMpBO BPJAO O6p30 omazajy, Xa OW 3aTHM HEOTPAHHYEHO
pacad. Jeaan oX bHX, AAKAE, NMOCTHXKE MHHAMYM. AkKO ce, npema
TOME, y pely 3alpXHMO HA YiaHy KOjH NPEeTXOAH MHHMMAJIHOM,
OTCTYMNambe OJl Ta4He BPEAHOCTH F (x) 6uhe, Ha OcHOBY 06/1MKa OCTaTKA,
C4MO jelaH JIe0 MHMHHMMAJHOr 4JaHa. A 0Baj MOxe OUTH BPJO MaJH,
9eCTO ¥ JO0BOJbHO Maju 3a TPaxKeHy TauHocT. HapamHo, oTcryname
ce 3a Jar0 X HE MOXE YUYMHUTH NPOH3BOLHO MaJUM, jep je OHO
C AOHmE CTPaHE OrpaHUYEHO ancoJyTHOM BpefHOmhy MHHHMAJHOT
ynada. To je 6uTHA pa3nuka (y nOrJaely HyMepHUYKOr pauyyHa) OBaKBHX
IMBEPreHTHHX pEJi0Ba OJ, KOHBEDPTrE€HTHHX, a THMe Ce W 06jambaBa
3alUTO Cy OHH TOHEKaJ NOTOAHMjH OX KOHBEPIeHTHHX 3a.HYMEpPHUKH
pan: IOBO/bHO j€ Ja MHHHMAJHH 4/IAaH HEMA CYBHILIE BeJHKH HHIEKC.

1.2. Cruarjec [22a] u [Toenkape [18] cy jenHoBpeMeno, HE3aBUCHO
jexan oA Apyror, YBEAH 110jaM CEMHKOHBEPIrEHTHOT OIHOCHO A4CHM-
NTOTCKOT peja. ¥ JNuTepaTypH je NPeoBIajao NOCA€IHH TEPMHH.

Pen, 640 OH KOHBEPTEHTAH WM AHBEPreHTAH, ACHMNTOTCKH MPeT-
craB/ba (PyHKIHjy f(x) 3a BeJuKe BPEAHOCTH X,

(L.2.1) f(x)~co+_f_1_+£22..+.. .
X X
ako 3a ceako n=0,1,2,...
( cl Cn ‘
(1.2.2) x"{f(X)——(co+—+-~+—)]->0, X 00,
X xn

Hox ce Cruarjec y cBOM pajy 3aApxao Ha 0BOj AeHHHLHjU K
nao npumepe, [loenkape je orummwao muoro jgame. OH je nokasao na
ce, MOJ HM3BECHMM YCJOBHMAa, Ha ACHMMOTOTCKE PeloBe MOTYy MpHME-
HHTH aiare6apcke W vHQUHUTE3WMANHE Onepanuje, ¥ Aa CBaKOj OX bHUX
NPUMEHLEHO] HA ACHMNTOTCKHM peJ OAroBapa aHAJOTHA ONepauuja npu-
MemeHa Ha Qysxuujy f(x). -

Heka je

a, . by
f(x)~ el g(x)~2;.
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Tana je:
8o
f)+Bg(x) ~ > =3
¢ v
20 ~ = v = y—m-
TCTICESY SETE S
m=0
3" Axo je R(yy Vo ..., Vp) DaUMOHaNHA (PyHKUHjA apryMeHaTa
Vs Yor -1 Yp B Qynrumje fi(x),fo(x), ..., [y (x) umajy acumnrorcke

pasBuTKe, T2Xa H (QyHKHUHja

F(X)=R(f1,f2, .. -’fp)

HMa aCHMIOTOTCKH pa3BHTAEK, MOX [PETIOCTaBKOM Ja HMCHHTE/H O R
HE TEXH HYAM Kal x-»oo. OBaj acCUMNTOTCKH DA3BHTAK C€ H3pagy-
HaBa (opmaaHo Kao jga cy pasBuuu QyHKUHja f; (X) KOHBEPreHTHH
peJOoBH.

4% Axo
g(X)=ag+0ty X+ -+ +ap X1+ - -

uMa NOJNYNDEYHHK KOoHBeprednuje r >0, u

a,
f(x)~ —x—‘v, X300,

taaa u Gysxuuja F (x)=g (f) uMa acCHMOTOTCKH PAa3BHTAK, I10J NMPETIO-
CTaBKOM Ja je |ay|<r. M3pauynaBa ce kao ma je penm X a,/x’ KOH-
BepPreHTaH.

5° Axo je (yHxumja f(x) HempekumHa 33 x > X, H -

f(X)~Z%, X 0,

Taga je

0 o ‘
Yl g N G
f[f(t)_a"_ t}dt' zz(v—lxxv—l’ e
Y=

x

Oxapae cnemu: AKo, CéM HaBeJ€HHX MNDETNOCTABKH O f(x),
MOCTOjH HENpeKuAaH H3BOA f'(Xx) M OBaj JONYITAE ACHMITOTCKH
pasBHT2K, OHJA je

o0

va )
f’(x)-.w—- E v+v1 y X oo,
X
y=1

Tex Gaarozapehu ToMe wWTO Ccy HaBeldeHe omnepanuje ca acHM-
NTOTCKHM PeNOBHMA JO3BOJ/bEHE, MOrJd je IhHX0BA TEOpH]ja H MPHMEHA
na noke no myHor 3amaxa. ¥ tome je [loenkapeosa 3acayra.
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1.3. Axo d¢ynxknmuja f(x) uma acuMOTOTCKM pAa3BHTaK, OBaj je
Crunrjecosum anroputmom (1.2.2) jeanosnayno ojppehed (majga ce
YeCcTO, Ha Taj Hay¥H, HE MOXe ¥ e(eKTUBHO H3pauyHatH). OGpHYTO,
mehyTuM, He Baxu jep Qysxuuje f(x) ¥ f(x)+e~* uMajy HCTH acHM-
NTOTCKH pa3BUTaK. THMe Ce MOpel, TEOPHjy aCHMNTOTCKHX pejoBa
nocraB/bajy ABa OCHOBHA npobnema:

1° Ersucrenngja acuMnTOTCKOT Pa3BMTKA Kaja je Aara ¢QyHKIMja
. # HEeroBO NPAaKTHYHO H3HANAKEIE.

2° Kako orpanuuutd kjaacy (Qysknuja Aa 64, Kafa je JaT acHM-
NTOTCKM pPE€X, OBOM OJrosapaia jefHa jeAuHa ¢QyHKIuja.

O6a oBa nurakba HHCYy y MNOTOYHOCTH M Ha 3a40BOJbaBajylin
HAUHH pelleHa.

(i) 3a acunMOTOTCKO pa3BHjambe (QYHKIMjA MOCTOjH YHTAB HH3
METOJa, Bull€ WM Mambe TNPAKTHUHHX, Y 3aBUCHOCTH OJ O6JMKA Y
KoMe je nara Qyskuwja. I[1pBu acumnToTCKM pa3Bunu AOOMBEHH CY
u3 Ojaep-Makaopenosor 36upHor o6pacua, BHIIe-Mambe CAydajHo. A,
rek ce Jlannacosa [14] merona ,dyHnkuuja Beaukux 6pojesa“!), kojy
je Komu mpomupuo. HA KOMIIEKCHO NOAPYydje?), ¢ npaBoM Moxe
HA3BaTH MNpPBOM METONOM acUMOTOTCKOr paspujama. basupana je
AYro Ha jefHoj naay3ubuaHoj npumenOu, HaAUMeE, 1a 32 BEJHUKE BpE.-

HOCTH N HHTErpany
J1(x) [g ()] dx

y NpBOM pely MAONPHHOCH HAajyXa OKOJMHA MaKchMyMa QyHKuuje
g (x). Purypossoct monasu tex ca [leponom (17], a pmama ycaspuma-
Baka y pafoBuma [le6ua [6] u Barcona [24c].

Jap6yosa [5] meToAa KOPHCTH 33aBHCHOCT  aCHMNTOTCKOT
NoHamaba HH3a f, (1 oo) OJ CHHTYJNADHUTETA KOje meropa (GyHKUH-

F(f)y= D fut"

ja-reseparpuca
n=0

uMa Ha Kpyry Konseprenuuje. Xap (8] mpenocu oBaj nocrynak Ha
byuknuje f(x) (x »o0), rae yaory GyHKHHje-reHepaTpuce mnpeysuma
Jlannacosa tpaucdopmanuja oxn f(x).

He mame 3Hauajie cy merona Jljysuna u CrexnoBa [21], koja
Jaje acUMNTOTCKHM Da3BHTAK 3a pelleme JAuHeapHe pnudepennjanxe
jenuaunne, u wmetoma DBapuca [2a], ®opzna [8] u Ibycama [16], xoja
“ Cé OJHOCH HAa AaCHMNTOTCKO Pa3Bujame (x-» oo) (GyHKHUja AepuHuU-
canux TajopoBuM penoBHMa CNELMjaJHOI THOA

xﬂ
S 8#0—1,-2,
! (n+9)

1) Fonctions des grands nombres.
2?) Sattelpunktmethode, method of the steepest descent.
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I1pBu nokywmaj na ce Gap jenan 3uadajuuju GpOj METOHNA aCHM-
NTOTCKOr pa3BHjama CBEJE NOJA jelaH ONWITH NDHHIHN YYHHHO je
Jeu [7]. Hexa dyskumuonanna tpancpopmanmja T npecnnkasa yHk-
uujy F na ¢ysxuujy f, 1j.

(1.4.1) f=T(F).

Tana, u3 acumnToTCKOr MOHamama jeane oj ¢ynxkuuja F 4 f, Moxemo

3aK/bY4YHTH- O MOHAWIaky APYre Yy OKOJHHH H3BECHE Tauke. AKo u3

F 3akmyuyjeMo o f umamo acuMntoTHKy AGenaoBe mpupozae, y o6p-

ayToM cayuajy TayGepose. Hajaan, noctoju u.Tpeha Bpcra, Hu,anpex-

THa A6enoBa acHMNTOTHKA, Yy cayu€ajy xa Tpaﬂctbopmauuja (1.4 1)'

JONYLITA HHBEP3HjY :
F=T71(f),

a 3akpbyuyje ce o Qysknuju F .

(ii) ¥ nornemy mpyror npo6ieMa HAaREAGHOI Ha [I0YETKY OBE
Tayke npsu aonpuHoc Aao je Cruarjec [175]. CrtuatjecoBa ocHOBHA
#lleja cacToju ce y TOMe 13 JHBEPreHTHOM pely

(1.4.2) S b b >0,

x x? x3

Kana ¢, HCNywasajy onpeheHe ycaoBe, NPEKO KOHBEPreHTHOI BEpH-
XKHOT' Pa3joMKa

1
ay x4 - ——

as; x+
a4+ “o .

KOODIHHHDPA OXpeheHH HHTErpan

1w,

xX+u
0

H OBaj cmarpa cymom peza (1.4.2). OnpehuBame nosurusue Gynkuuje
f(u) u3 xoedunujenata pema (1.4.2) csoxu ce Ha uyBenn CruaTje-
coB npo6aeM MOMeEHarTa.

Hounuje cy Barcon [196), Hesanmuna [11] u Kapnemaﬂ [30]
Jand HU3 YCJAOBA NOJ KOjHM C€ H3 -

)~ —r xo e,

11 3Gopunk
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jeZHO3HAYHO MOXeE OApeauTH f(X) ako je oBa (QYHKIHja pery.napsa
y -n2a<¢<m2a, r >R(x=re®). Tu ycropu cy Tuna

o122
0

3a JOBOJbHO BEJAMKO n W mOrofuo p >0,

n nlk "
<(-k) e~k gn (k > o)

1.4. IloTesudjanHiy acHMNTOTCKH DENOBH, KaKBE Cy yBeau
[Noenkape u Cruatjec, nmperpnejd Cy y CBOME Pa3BOjy HH3 reHepa-
Au3anuja.

Y cayuajy ma ¢ynkuuja f(x) #e ucnymasa eh npsu (n1=0)
ycaos (1.2.2), MNoewxape npomupyje nojam acuMnTOTCKOr peja Ha
Taj HauMH IITO noroxsum u3bopoM dyHnknuja g(x) u h (x),” ymecro
f(x) pasBuja y acHMOTOTCKH pel QyHKuujy

f)-g(®) b
h(x) zxv ’

W TaKO KO6Hja YOMWUTEHH ACHMNTOTCKHM PAsBUTAK
by
f(x) ~g(x)+h(x) z;, X 0o,

[Ipomen/puBa x MOXKE Yy3uMATH M KOMILIEKCHe BpeAnoctd. Ho Tapa
ce Mopa MNpenu3upaTH y KOM M[paBlly, OXHOCHO Y KOM YIWy Baxe
ycaoBu (1.2.2) kaf | x |+ oo, na npemMa TOMe ¥ aCHMOTOTCKH Pa3BUTaK.
OBa renepaiau3anuja Ha KOMOJNEKCHO moApyuje omoryhuaa je Henasu-
auay [15] Za ynoTnyHw Kpyr HO3BOJbEHHX OMEpaNMja Ca ACHMNTOT-
ckum pepfoBuma. OH je nokazao ja ce AudepeHnuparmeM acHMNOTOT-
cxor pefa xo6®ja acAMATOTCKH peJ H3BOJA, aJMH CaMO KOJ, acHMil-
TOTCKMX PELOBa KOjH BAaXE y GHTABOM YIJy a He CaMoO Ay KPHBHX
nuHHja. :

Kapneman [3a,0] je npsu yBeo acumnrtoTcKe penose o6Gauxa

w, X—oc,

co(x)+———cl(x)+ EZ—(;—Q—F.
x

roe Koedhunujent# ¢, (x) HUCYy KOHCTaHTe Beh mepuoauuxe QyHKIuje
no x. s S

Hajsan, Ulmur {204g,b] wucouTyje acumnToTCKE pejone ca
ONuITOM, He BUUIE MOTEHNHJaMHOM, CKaaom QyHKOHja {q,}, Tj. 06auKa

€ (x) + ¢y (x) + Cy (X)
go(x) q1(x) qa(x)

ey X 00,
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¢y (x) cy nepuoxuuke o¢ynknuje a Hu3 Qyuxuuja ckane {g,} Mopa
3a710BO/baBaTH caexeha xBa ycuaosa:

(13.1) g () %0,
7} : v=0,1,2, ...
(1.3.2) 28,0, %0

. Qv (%)

L[esMCXONHOCT OBHX TreHEpanH3aluja Or/aeaa CE y mPBOM PERy
y TOME YKOJIMKO Cy H KOjeé onepanHuje ca TaKBHM aCHMITOTCKHM
pexoBHMa no03Bo/beHE. Tako Beh MHOXKEHE KO/ ONIITHX CKajaa XO0Ja3u
y NHTame, jep (popmMaJHHM MHOXKEHeM J0o6ujamMo npousBone 06/uKa
(9x gx)—' koju camMum He MOpajy HMMaTH ACHMNTOTCKH Pa3BHUTAK IO
ckanu {q,}. 36or tora IlMuT H3ABaja M3 ONIITHX CKaJa OHE KoOje,
HanpUMep, 103B0JbABAjy MHOXEE, Tj. KOX KOjHX 3a cBaKo X, x=0,1,...
BaXH

(1.3.3) mmww*~2§%,

34TUM OHE KOju J03BOJbaBajy AH(epeHmupame, HTIH.

Tume je nuTame NnpUMEHE OCHOBHHX ONEpAlHja H HA aCHMOTOT-
CKE peJlloBe Mo ONIUTHM Ckanama pemeHo. MelyTum, cioxeuunje one-
panuje, Ha npuMep, ONIUTH [PAHHYHH NIP€/1a3 NPHMEEH HA aCHMNTOTCKE
pesoBe, HHCY JHOCaZd HH KOX aCHMITOTCKHX PeXoBa ca MOTEHIHjanHOM
CKaJIOM HCNHTHBaHH, aKO Ce H3y3Me caydaj yHHDOPMHHX acHMNTOT-
CKMX DEIOBa, Tj. TAKBHX KOJ KOjHX CBaKM rpanuunu npenas (1.2.2)
BaXxu yHHQOPMHO. MH hemo ce OBAE GAaBHTH H TaKBHM CJOXEHHjHM
onepanHjama NPUMEHEHHM Ha ACHMIITOTCKE peXoBe [0 OMIUTHM CKa-
nama. [lpenusnuje, ucnurahemo ycaoBe NoJ KOjHM c€ HAa JHHEAPHY
Tpancopmanujy AaTOr -aCHMOTOTCKOr PE€Xa CME NPHMEHHTH ONIUTH
rpaHHYHH NpeJias.

Il TPOBJIEMATUKA W PE3YJITATH

2.1. Ilox ¢pynryuorenon nozpasymena ce (PyHKIMOHAAHAa TpaHC-
¢dopmanuja Koja csakom exemeHty f(x) (cBakoj Tauku) yHKIH-
oHaJHOr mpocropa F npuipoxaje oxzpehen 6poj A [f] Tena peannux
MM KOMIVIEKCHHX 6pojeBa K. dynkuuonena je Juneapua ako je

Alehtafl=c Al +aAlR)
3a CBaKo

fru f, € F u 3a csako ¢, u ch € K.

dyHkuuoHeNa je orpanuyexa ako je (roptba I'paHHna) -

sup |4 [A]
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KoHay#a 3a cBako f & F 3a koje je Hopma ||f[| < 1. Ako oBy ropmy
rpasuny o6enexumo ca M, Tana je 3a cBako fEF :

LA < Ma- |1

I.iexa je F. npocTop CBUX y pasmaky (a, b) HeNpeKHAHUX (YHK-
Inja y KoMe je HOpMa JieduHcana ca

Al = Mix'blf(X)l-

[LESPES

®. Puc [19] je n0ka3ao Na CBaKOj JHHEAPHOj W OrPAHUUEHOf
¢yukuuonenu A {f] nepuunucanoj y npocropy F. omrosapa onpehena
¢QyHkuMja orpasuyeHne Bapujauuje o (x) (ucTa 3a cBaKo f), Tako Xa
ce nuHeapHa- Qyukumouena A [f] na npercraButu CrraTjecoBum

HHTErPaNoM
Alf=]1 (O da).

[Tpu Tome je
MA=afb|da(t)|.

« (x) je reseparpuca nuseapue ¢yukuuonene A [f]. Pasmax (g, b)
moxe OutH M Geckonauan. — CinuyHe TBpAMWE NOCTOje ¥ 3a Jpyre
(yHKIHOHANHE - IPOCTOPE, HA NMPUMEP 32 NPOCTOP L-HHTErpaGuaHux
(yHKOHja. '

®. Puc [19] je mao v jemaH 3Hawajan CTaB O IPAHHYHOM NpO-
mecy Koj HM3a JuHeapHUX (ysKnuoHena y mnpocropy F... Hauwme,

nexa cy A, [fl, Az [fl,..,A[f] nuneapre u orpanuuene QyHkuHOHENE
u Hexka cy o (x), %, (x), ..., (X) ®HHXOBE reHepaTHCE Koje 3a40BO/ba-

Bajy. yCJIOB
: s (q)=a2 (a)=...=a (a)=0.

Ja 6u tana

®

L ALfIVAlL no o
32 CBaKy (byﬂxuﬁjy'f KoOja npunaﬁa F., norvpe'éﬂo jeé # HOBOJbHO Ha
10' : . ./ .an(b)—»a(b), n—)oo;.
90 Fan@dt>fa(t) nsoo, a<x< b;
a. : a - :

3% na Bapujanmuja resepaTpuce o, (x) OCTaHe OrpaHudeHa, Tj.

W (o ()} =0 (1), n-o0.
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2.2, Ilpo6GremMaTuka OBOT pama ONHOCH Ce€ HAa Da3BHjame JHHE-
apaux dyHkuHoHeaa '

(2.2.1) Al =0f7 (B da, (1),

rge n He mopa 6uMTH 1€0 MO3HTHBaH OpOj, y AaCHMNOTOTCKE pejpoBe
(n-+ o), 1 TO MO onwTHM ckanama. [IpenusHuje, koje morpeGHe H
JOBOJbHE YCJIOBE MOpa 34aJ0BOJbABATH TeHepaTpuca o, (f), xa Owu
JIHHeapHa (QyHKUHOHena A,[f] uMana acCHMNTOTCKHM Pa3BHTAaK MO CKAAH
{gv(m)}, 7j. '

o

2.2.2 Anlfl~ S oo,

(2.2.2) fi 2 il

rpe je w

(2.2.3) c,=f f(H)d=,(t), v=0,1,..
0

CyKUecHBHOM NPHMEHOM Hanpej HaBeXeHOr Pucosor craBa Haja-
3MMO Ja je 3a TO MOTPe6HO H XOBOJHHO Aa

X o) l F 4
i0 . (D) df ~ fn,,(t)dt, naoo, x>0;
5["() % a(n) .

qv (n) ==

n-w

k—1
2 lim {qk(n)[an(t)-zl“ﬁ)—]] 5> limme(f); k=0,1..
V=0

k—1

30 W?{qk(n)[aa(t)-zf%]}=0(l), iz»oo; k=0,1,..
v=g

v

Camum THME IITO OB3j CTaB BaXH 3a cBaKy (Qyskuujy f€F., y
EMY Cy CaAp2XaHa 3HATHA OTpaHUYerba 3a IeHEPaTPHCY a, (X) auHe-
apHe (yHKIHOHee, Tj. KJ1aca OBHX je npuaudHo ycka. O ToMe roBopH
Beh cama dumeHHIA Ja resepartpuca a, (x) Mopa GHTH TakBa X4 KOH-
Beprupa He camo (2.2.1) 3a csako no3uTHBHO n, Beh Ja KOHBEPrupajy
u cBu HecBojcTBeHH Cruarjecosu muterpaau (2.2.3) (v=0,1...). Mely-
THM, 6am y nOpHMeHaMa, KOHBepreHUHWja OBHX MOCAEAILHX HOAA3H Y
nuTame. 3aTo ceé nocTaB/ba npo6Jiem Aa Ce HA HEKH HAYHH NPOLIHPH
KJ1aca JHHeAPHHX (PYHKUHOHeNa HA KOje ce MOXKE NPAMEHHTH TOpibH
cras. ¥ Tom nmoraenay moxe ce nhu y ABa npasua. Him, kaacy ause-
4pHUX (YHKIMOHEJA NPOWMPHTH Ha yWTP6 meHOor AedHHHIHOHOT
nosba, Tj. Cy3uTH QYyHKIHOHaAHW npoctop F., uam, wWTO je ox Beher
HHTEpeca, 4 32 KOHKPETHY NpPHMEHY WiTa Bulle H HEH30exHo, Npo-
IWHPUTH 0jaM came JauHeapre ¢yHxuuonene. OBO Ha Taj HadYHH, WITO
6u ce yMecTo KOHBEPreHTHHX JHHEapHHX (QYHKUIHOHENa, YBEO Mojam
A-30Hp/bHBHX NHHeapHHX (YHKIHOHENa, T]. TAKBHX KOj€ C€ OCHH-
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Bajy Ha A6enoBoM 36Upy HECBOjCTBEHHX CTHJITj€COBHX MHTErpara u
KOJ KOjHX MOCTOjH

lim [Te~otf(t)da,(t).
c=+40 ¢

Ananordu cTas 3a paspujame A-36UP/bUBHX JIKHEADHHX (QYHKIIH-
OHEeNa y 4CHMOTOTCKE pEeJNOoBe, MouyuBatié Ha CTaBy KOju je Ciau4aH
PucoBoM cTaBy O rpaHd4HOM npenas’y, aaH Cce ONHOCH Ha A-36up-
/bUBE JiuHeapHe QyHKuuoHexe,

Heka je

Anal=fTe [ (1) don (0, 50,

IITO MOMXKEMO HamucatH H y O6JHKY

Anlo, fl=J e ot f(t)dB, (c", 1), o=c'+d",
rie je °

¢
gn G =0f e~"td o, (§)-

Axo onzpa Qyskuuja e~ f(x) u remeparpuca. 8,(s, x) ucnymasnajy
ycnose 1°-3° Pucosor cTaBa, u TO 32 cBako ¢ >0, Tana ke

(2.2.4) Anlo,fl.> Alo,fl=f e £ (t) da (1)
Ta e 0
¥ TO 3a cBako ¢ >0 u 3a CBaKy Henpexnnﬂy dbyskunjy f(x),3a Kojy

e~oxf(x)»0, n->oo 3a cBako o >0.

Hpemocrasﬁmo an pa o6a u3pasa koju ce jaBmajy y (2.1.4)
uMajy rpaﬂwmy BpCILHOCT Kaga o-»+0, Tj.

hm A [o f] An [+0,f]

liin Als, fl=A[+0; 1),

Taza CE OCHOBHO NMTaib€ CACTOjW Y: TOME MOX Kojum he ycnosuma
' CAn[+0, f]—)A[+O fl, n~>oo.,

Ha osako  onmrteM cTaBy nouydBaao O aCHMOTOTCKO pa3BHjaibe
A-36up/buBHX JHHeaphuX (QyHKunuoHena. Marnena ma y npupons me
JexM Jia ce Jajy noTpeGHu ¥ AOBOJbHH yC/JAOBH NOJ KOJUM OBAKaB CT2B
BAXXH ¥ CTOra OBJe JdjeMO HM3BECHE NOBOJbHE YCIOBE, U TO NPETNO-
craBJba]yhn Aa q)yﬂxun]a f (X) uMa cnenujagHy CTPYKTYpPY

F(x)=eT 15 (x)
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¥ (yrxuuja ¥ (x) 3a108B0/baBa H3BECHE YCA0BE KOje HeMO HaKHaZHO
HABECTH.

[Npenusunje, npobaem Koju hemo oBAe TpeTupaTd, a Koju hemo
oAMax (bopmy.nucam 3a aCHMTOTCKE peJoBE€, CBOAH C€ HA IMHTALE
Nox KojuM ycioBuma he A-36up/buBa JHHEapHA (QyHKIHOHENA

A e~ Y (1)] = lim Of“’e—ofr”f V() do(t;2),

ynja reseparpuca ¢ (f;\) ZONymTa aCHMTOTCKH Da3BHTaK [0 ONIUTOj
cxanu {gu (M) |

(2.2.5) o (51) = 2;’:((;)) (q, 1”),. Ao 00,

caMa MMaTH acUMTOTCKH pasamax no cxaad {gn(d)} .

2.2.6 A=ty =S Pl L) oo,
@20 ATVl qum | 7m)

rie ce Koe(puuujeHTH

(227)  Pu(s) = lim ({me""te""tt\}r(t)dpp(t), p=0,1,...,1,
u3pauyHaBajy QopManHOM NPHUMEHOM ;6;1epéuuje

228 . . lim f e‘°t -ffqu(t)d{ }

o=

yJaH Mo 49/dH HAa aCHMOTOTCKH passurax jesrpa ¢ (¢; k)

2.3. 1a 6u npersaTHuje Morad (GOPMYJNHCATH YCAOBE MOX KOjHM
BaXXH rope HaseleHo TBpheme, nperxoiHo hemo AeduHuHCATH jeARY
KJacy (yHKIHja M NPEUH3UPATH W3BECHE 10jMOBeE.

Ca Qf o3naunhemo kJaacy (byuxuu)a oﬁ:mxa
(oF) F(8) = o (£) iy (1) F 0, () s () 4 +om (),

rae cy mp(f) noadHOMHM p'ror cTenena o t a (.l)p.(t) nepnolmqkel
¢yuxkuuje nepuoze h > 0. Cnenujanso xana wp(f) Aeresepamy . y
KOHCTaHTe, Kaaca () ce CBOAM HAa KJacy MOJMHOMA M-TOT CTeNeHa.

3a ¢yuskuujy V (f) xasahemo na npunaga kaacu ©; ako ce MOxe
npuxas3atd Jlanaac-CTHATj€COBHM HHTErpajioM

(t) Ie—'"da(u), t>0,

rae je oc(t) orpaﬂnqeﬂe aapu]aunje y (0, ). Cauuno zLe(puﬂumemo
KJ14Cy ©, W KOJ Hu30Ba

a, =0I°°e—vu d(I(H), V= 0’1""
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CoenujanHo axo je V¥ (f) Toranno mouoroHa QyHkuaja y pasmaxy
(0, ), T] axko je

@31) BV O=YO-E VY + Aot (- DGV (kB >0

3a CBaKO L€10 MO3UTHBHO k u 3a cBako h >0, Tama oua npunaxa
kaacu ©,. Haume, na ocuoBy jeasor Xaycmopdosor [10] crasa,
KJ4ca TOTaJHO MOHOTOHHX (YyHKIHja j&é EKBHBAJEHTHA Ca KJAACOM
¢ynknuja koje ce wmory npuxasatd Jlannac-CraarjecoBuMm uHTe-
rpajnoM HaBeJeHOr 06/MKa Ca MO3UTHBHUM Heomaxajylium jesrpom
a (1). — AHaJorHo BaX<4 3a TOT4JHO MOHOTOHE HH30BE g, KOJ KOjHX je
(2.3.1) (ca a,=a (v)) ucoymweHo 3a CBAKO I€J10 MO3HTHBHO k U 33 fi=1.

2.4. Capa hemo (QopmyaucaTH YCAOBE MOX KOjUM BAaXKH 8CHM-
nToTcKu passuTak (2.2.6) ca (2.2.7).
Hexa +V (f) npunama xnaaca ©, u Hexka koeduuujents pu(f),

p=0, 1,.., [ acumnToTcKOr pa3suTka (2.2.5) npunanajy kaacu Q,, .Ako
Tana nocrolu ueo 6poj K > m Ttako ja je

1
q: (D)

saxuhe (2.2.6), ¥ TO yuudopmHO nmo t y pasmaky (2sn/h+e,
2(s+1)m/h-¢), 0 <e <m/h s=0, % 1,.

HewTo npenusuHuje ¥ 32 NpUMEHy NOrOJHH]E ycnoBe A0GHjamo
' ak0, 3ajgpxaBajyhu oOcCTale NpeTNOCTaBKe, yMecTo ycaosa (2.4.1)
saxTesamo Ja Bapujanuja W K-re nudepenumje ¢ynxumje ¢ (f;})
3afloBoJbaBa y pasmaky (0, T) yciaos

(2.4.1) f|d (K (t - Kh; )\)}l—o( ) Ao w0,

0 .

Wl {ak o (t; }\}<—M(—) ' M we saBucu ol ),
' q:

uako3a i >Tudi>A
AK <p(z‘ X) .MOHOTOHO 50 Kaza tao0.

Kaxo ]e ¢dyHkunonena ‘ll[e"‘t\\f(t)] nedunucana C'rmmeco-
BHUM HHTErpajoM, TO OJaBJie CJENEe aHAJOTHH CTaBOBH 32 A-30HDJbUBE
Jlupuxneose pexose

11m Zavb (k) e~ o+l ()-o/‘ o),

a=0

na crenujanso u 3a A- 36HprHBe TpurOHomerpﬂcxe pezxose

lim a, b, (\) rvedi,
r=1 2 ( )




O acuMnTOTCKOM pasBHjamy ... 169

3a oBe mocaeame ¢opmynucahemo oarosapajyhe craBoBe 3a
ACHMIITOTCKO pasBujame. — Heka Hu3 a,, v=0,1,... npunaxa Kaacu
©, ¥ Heka w3 b, (\), v=0,1,.. gonymra acCHMOTOTCKH pa3sBHTaK [0
onm'roj cKasu {qp'(l)} ‘ -

(2.4.9) by (1) = 2 pe() | (Qzl(}\)), A oo,

po Ir (K)

rie cy koeduunjentu pp(v), p=0,1, ...,/ NONHHOMH CTeNneHa m no v,
Axo je 3a Hexo neno K >m

< K+1 _ 1 5 o
(2.4.3) EIA bv_K_l(m—o(qlm),x ,

taza 3a 0 < 6 < 2 nOCTOjH rpaHH4HA BPENHOCT

[+ o]
lim D a,b, () reti=8{b,0)},

r=0

M acUMOTOTCKH pa3dBHTak ox B{b,())} nobuja ce dopmanHom npu-
MEHOM onepanuje

B({ }= lim za,, }yrv e

r=1
y=0
YMAaH MO YIaH HA ACHMOTOTCKH passuTak (2.4.2). ﬂoéujeﬂn acum-
nTOTCKH pa3BuTak Baxxu yHupopmHo nmo 0 y 0<e (OB 2n ..

Cneunjanno Moxemo, 3aipxaBajyhu ocTane npeTnoCTaBKe, yMECTO
(2.4.3) 3axreBarTu nxa 32 )\>A Hv_>v, K-ra nudepenunja AK p, ()
MOHOTOHO TE€XH HYJH, T]

(2.4.4) AK b, (A) > AK b, 4 (M)»0, v-=oo.

Ipeu cTas ose BpcTe 130 je 3a TpHroHomeTpHcke penose Kapa-
mara [12q], npernocTaB/bajyhu TOTaNIHYy MOHOTOHHjy HH3a 4, H yCJOB
(2.4.4), ¥ THME OTCTAKA0 H OBaj Ham .pad.

Axo ¢dynknuja ¢ (f; ) amMa R-unterpabunas u3sox x (f; ) no f,
no6ujamMO aHaJorHe craBoBe 3a PuManoBe uHTerpane. 3a NpUMEHy je
HapOYHTO OX HHTepeca cayuaj kaia Qynknuja x (f; A) uMa u3Boge no
t no pena K u (-1)X0x(#1)/0tK MOHOTOHO TexH HyaH, a Koedu-

t

nujestd pp (f) acMMOTOTCKOr pa3BuTKa QyHkuuje § x (u;N)du cy
0

noauHoMu no f. Tama o6sacT Baxewa AOOHBEHOr ACHMOTOTCKOD
Da3BHTKa CaJAPXH CaMO jeIHY H3y3eTHY Tauky t=0.

2.5, ManoxeHa METONa aCUMNTOTCKOT PA3BHjama AOBOLH C jEIHE
CTpaHe N0 HOBHX aCHMNTOTCKHX Da3BHTaKa, a C Apyre cTpaHe o6jenn-
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byje pasiWyuTe aCUMOTOTCKE PA3SBUTKE jeNHE MCTE (YHKUHje, KOjH
cy A0 €aja, yriaBHOM, N06UjaHH NPHMEHOM Pa3NuuNTHX MeToa. Hauwme,
aKo je jegHoM YyTBpPhHeHO Ja ce Ha JNATH PeJ HJIH HHTerpan cme
NPUMEHHTH NocTynak, ouAa je ca (2.2.5) u (2.2.6) y crBapm naro
Npec/uKaBatbe aCUMNTOTCKMX Pa3BMTAaKa, Tj. CBAKOM 4CHMITOTCKOM
passuTKy ¢GysKkuuje o (f;A) onrosapa jesan passutak QYHKIH]e
Ale= 1y 1)),

Y nocnexwem jeny OBOr paja npUMEHHJN:. CMO HAIIY METORY
Ha yatpacgepue noaunome PP (cos8), 0< - m, 3a n->oco. [lonasua
Tayka je TpuroHomeTpucku pex [23 b; 1]

2r(2x+n)
rzQ)n!

P (cos 0) = (2 sin 8)1—22.

sin(n+2v+1)0,

(1= (n4v)!
>

@+v+1)
re v! (A @+

TIe Cy yBEIEHE O3HaKe

W =x(x+1) (x+v-1), (X)O=1;

(2.5.1)
my=x(x=D.. (x=v+1), (x}o=L
p (n+v)! '
asBujajyhim —————, v=0,1,... o pasnuyATUM CKanama (o,
( )(H+v+l)

B, Yy mapamerpu)

(n+v)!
| | (}\)gn+v+¥) T ‘
| : voay g iy, “
=B(k’"+q+l)§(—l)&( ) (n4 o+ N+ 1) 20 I,

e ”*““_’2( s,

_ 1(1) (‘X)m QRuw-y+1) ik
(n+y)2 2( w! (n+y)* o,

rae je QW nedunucano ca

XV~ ‘M(y)
¢ (éx._l) '= z p'

p
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no6ujaMo 3a Qynkuujy P (cos®) caemehe acumnToTCKe pasBHTKeEL

2 Ir@r+ml(n+a+l) @singy-n.

10 PN (cos b)=
TrA)r(n+)r{(n+a+i+1)

: k
(2.5.2) . Z (- 1)}1 (}‘-)(P) 1 _}\)(p) fg‘-)(e) +0 (n)\—k_l) ,
h=0 (n+a+ N+ 1)®p!
rue je
(m+2p+ 1)1 oy
RO+ e £ (e @ 2o 1-e=m)),

(o mapamerap; F xunepreomeTpucka QyHkmuja).
2 TI'@x+nl(n+B+1)

20 P (¢os ) =
FQ) F'(n+1)F(n+8+2+1)

(2.5.3) 2 QB (1 =N)P 0 1 g (k1)
poo Bl(+B)m
rae je
eK"-H‘ —me— Q+p) neR) !
me=J{' F(=p M=B-1; 2~ ;1-ezei},
N (0)=Ji 2 sin P (-ps M-8 B )

(8 napamerap; F XHIIEPTeOMETPHUCKA byHknuja).

3 P (co se)_za((i?*")(zsm B—2i..

k -
@ - 2 (- ”pﬁ(_g%? J (el HP (89 0 (i),
p=0 '

rae je h® (z) mecdunucano ca -

) (l_zex))\. =i Mx}l

poo B

e(1—T)x (
ex

Acumnrorcku pas3sduu 1°- 3° Baxe yuudopmuo y pasmaky 0 <<e <

KoK=

3a cneuujanHe BpeAHOCTH napamerapa «, B, v (a=0, f=21-1,
vy =0) acumnTorcku passurmu 1°-3° cBOAE C€ Ha MO3HATE DA3BHTKE
yarpacdepuux nonusoma (8. Cere {234, ctp. 191 u 206]).

*) R {z} H J{z} Cy peanHd OfH. MMaryHapHe neo oa 2.
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Y Tauxu 4.5 gajeMo acUMONTOTCKM Pa3BHTAK HHTErpala
N :
ict . t \v—"
Z, (%)= | &t - /2(1+—2—-> dt, -y <v<1y,
X
0

kafa je x-»oo. Cneuujanio 3a v=1 cnene onaejge acUMOTOTCKH
pasBan¥ (x -» 00) 3a Xankeaose QyHknuje HO (x) u H? (x).

Hajsan y rauku 4.6 n3sopumo nossatu Crupiamaros o6pasai 3a
bynkoujy I (x), x » oo,

Il TOKA31 CTABOBA

3.1. TlperxoaHo heMo AOKa3aTH HEKOJHKO JeMa 1a JOLHHje He
OM NMPEKWJANK H3Jararbe.

Jiema 1. Hera cy o (f) u B(t) orpanudene Bapujayuje y pazmaxy
(a,b) u nexa je f(f) S-unilerpabunna y ognocy wa a(f) u B ().
Tana u3 '

f(H>=0 3a a{tLb
crequ

| Sroienr-Srome o)< Sroldao-s0)1.

Hoxkas. Ilpe cera, f(f) je S-unrerpabuina u y OZHOCY Ha
a(f)-B(f), jep je Tama u ¢ysxnuja o (f)— B (f) orpanudeHe Bapu-
januje, a Ol AUCKOHTHHYHTETAa MOXE KMaTH HajBUIIEe CBE HUCKOHTH-
nyurere ¢ynxknuja o (f) u B(f), Koju ce, npema NpeTnocrasny, He
noKJanajy ca jguckoutuHyureruma obynxuuje f(f). C xpyre crpane
(8. Kapamara [12 b, crp. 54—55]), dyskuuja f (f) unrerpabunna je u y
OZHOCY Ha TOTaqHy Bapujauujy gysxnuja o (f), B (f) u o ()-8 (f), T}

n b
=S fElew-atn] > [(O1da@],
n b |
= @B -8t > [f@IdBO],
v=1 a '

SF = HE) | () - B (8) = (bo) + B () >

v=I

g

b ] /
»sff«)ld{a(t)“—‘s(t)}l,
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Kajza npH NOJEJH

A=ty <t <+l =b pasmaka (a, b)

ha< o, v=1,2,.,n,
AyXHHA HajBeher pa3maka

6,—,= Max {l‘v—tv_l}")o.- n-»>o0,
I<vgn

TaKO Ja CBE TauKe NHCKOHTHHyuTeTa (ynkuuja a(f) u B(f) naguy y
noneoHe Tauke.

Ako onpa 'y
S0 > F )| [ (8) - ()| - 1B () =B ()| [> SE-5P)
v=1

M3BPUWIHMO T'DAHHYHH NPEJa3 n- oo, CACHH Tépheﬂae aeme 1.
Jlema 2. Heka je ¢ynryuja ® (t) orpanuvene Bapujayuje y cBaKom

ronaynom padmaxy u P (f) =P (0) 3a t < 0. 3a nexo gurcuparno h >0
ur=1,2, .. chlasumo

Ay @ (1) = z(—l)”(:)cb(t+vh).
v=0

Taza u3

3.1.1) 1d (8 D(t-ra)}|<MTm, m=0,1,..,
caenu _ °

(3.1.2) OfT[d¢(t)[<MTm+’.

Koncianiia M ne 3aBucu ox T.

I oxa3 nornynom muxykuujom. Koucranra M He Mopa 6uTH
MCTd Ha CBAKOM MECTy L€ C€ [0jaBibyje.

(i) Heka je r=1. Ha ocuoBy seme 1 creau Tana u3 (3.1.1)

M7m>0f|a{¢(t—h)—¢(t)}l>
Y id T
>|flaoe-ni-flae |-

(3.1.3) ST el
T-h
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Oxpenumo neo 6poj n Tako ga je
(3.1.4) S (n-1D)hLTL nh.
Tapa je na ocuoBy (3.1.3)

T h 2h nh
JldeWI<) +f +..+ [.<
0 0 h (n—1¥h

<MAm{Im49mp  pom) <

. < Mnm+1,
MehyTum, npema (3.1.4)
n=l;:_ﬂ, 0 n<h,
TE je
3.1.5 Nad )< m{ITEN™T o gy,
I
0 Y

(ii) IlpernocraBuhemo na rtBpheme Baxu 3a jexno r_>1, ma
hemo moka3aru Ja OHO Taja Baxu W 33 r+ 1. 3aucra, Heka je

T

[ ld{aF dlt-(r+ 1) h]} | < MTm,

0
Tana, cnuuno kao nox (i), mob6ujamo ananorod ob6pacua (3.1.3)
T
[ |d{Ae(t—rh)}|<MTm,
T—h :
a ollaBjie, HA HCTH HAYWH K40 IITO cMO nox (i) ussenn o6pasar (3.1.5)

S1at 8500y <M,

MehyTuM, 00 mpeTnocrasiy, TBphewe BaXH 3@ r, T€ U3 MOCJENbE
HejeAHauMHE CJeJH

fTId(b(t)l <M Tmtrtr
0

wTo je Tpe6aso MOKa3aTH.
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Jlema 3. Hera je & (t) orpanudene Bapujayuje y cBaKom KOHaQ4-
Hom pasmary u D (f)=& (0) 3a t<< 0.

Aro je 3a gurcupano h >0 u jegro k(=1,2,..).
(3.1.6) Of°°|d{A,’§¢>(t—kh)}|<0°,
maxa sa R{z]>0 axcu
(3.1.7) Of“’e—zf do(f) = (e‘hz; 1)—k0f°°e—zt d{Af D (t-kh)).

Il oka3., [TonasumMo on HICHTHTETA

T
(e~ - 1)kf e~ d & ()=

0

(3.1.8)
B . T—(k—v)h
=z(—1)v( \ )e—w—vmz f e~ d & () + R (T),
v=0 O.
rxe je
k T
(3.1.9) Rk(T)=2(—1)”<I:)e—“‘—”)hzfe‘z‘dd)(t).
v=0 T—~(k-~v)h

Axo y npBoj cymu Ha AecHOj crpauu y (3.1.8) craBumo f+4(k—-v)h|t
H BOAMMO pauyHa xa je & (f)=%(0) 3a { <0, mobujamo

T

(e=h* — l)kfe‘z’ do ()=

0

T

= 2(_1)1:(':)!(;—”(1{ D[t-(k-v)h]} +Re (T) =

(3.1.10) .
- fe~zrd{A,’§qb(t—k/z)} + R (7).

0
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MeljyTum,
T

P’ ' : i
iRk(T)ig z(k)e-(k—v)bi?ld ,e~Rlzltld¢(t)i<_ ]
v
v="0 T"‘(I‘fl’)h
k T .
(e frawir<

v=0 T—(k=v}h

<2 (’;)-e*lzﬁﬂw(t)u

v=0
4 HA OCHOHY JeMe 2
|Re (T)| <M Tke RIEAT,

Ha ocHoBy ose npomese 3a R, (7) caemnm taxa u3 (3.1.10), xazma
T- o0, TBphewe aeme 3. .

Jiema 4. Onwiie pewere Aughepenyne jeanadune

ALfF(H=0, >0,
Aaiio je ca
(3.1.11) FO) =w; () mp_y () +w, () Tp_o () + ..+ (B),
rpe ¢y wp Hoaunonmu ciliedena w Ho t, a wy(f) Depuozuuxe Qynxyuje
iepuone h. ' '
3a ¢ynryuje o6aura (3.1.11) azahemo pa Upulaaajy xaacu Q1

JloKa3 noToOyHOM HHAYKIUHjOM.

(i) 3a k=1 TBpheme je TpuBmjanHo. 3a k=2, jeAHO pemwieme
Andepennue jepHaguue

A2fD) =M f () - f(t+h)=0
je moaunom hpsor crenena no f, =, (f), 1j.
Apw, ()~ Ay my (+7)=0.

Axo ca F(t) o3HauumMo Ma KOje IPYro peuieme, OHJA je KOJMUYHHK
An F (1)/4), =y (t) 3601 :
A F () By F(t+h)

Ay () Bymy(t+h)
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nepuosuuna Gyuxnuja nepuone h, w, (f), Tj.
A F (f)=w, () An =y (F)
F()-F(t+h)=w () {n (h—x (t+h)}.

HWIH

Ako 0BO Hanumemo y OO6JHKY
F(ty-wy () m, ()=F (t+ h) — w; (t+ h) =y (£ + h),

ysuhamo xa je um F(f)—w, (f) &, (f) nepuonnuna Ppynxkuuja nepuoze h,
ORaKJe Caenu

F()=w, () (t)+ 0, (4.

(ii) [Ipermocrasumo na TBpheme Baxu 3a jefo onpeheHo k.
Tanga wn3

AT (O =ak{af() ) =0,

npema NpeTIOCTaBLH, CJI€LH
Ap f ()= wy (1) Ty (O + 0y () me_s (D4 ... +r (F).
MekhyTtM, axo 0BO HanumeMo y OGAHKY
Ay f ()= (1) By i (£) +wy (8) Ay s () + oo + wp (£) et (1),
OHOCHO
CfO=e (RO - - o (O = ()=
=f(t+h)~w, (t+h) g (t+h)—.. - o (t+h) x] (t+5),
ysahamo Za je
F ()= g (1) (1) = o= g () 8 () = sy (8),
rae je w,,,(f) nepuoauysa yukuuja nepuone k.

3.2. ¥ oBoj u caexehoj Tauyxe wu3BemhemMo OCHOBHE CTaBOBE
3 u 6 y xojuma je cagpxano tepheme (2.1.3) o uHBep3uju acumnro-
THKe ® onepanuje (2.2.8). ¥ o6a cayuaja npeTXoAHO JOKa3yjemo
M3BeCHe NpeNHMHMHAPHE CTABOBE.

CraB 1. Hexa je & (t;)\) orpanuyene Bapujayuje y CBAKOM KO-
HAYHOM DA3MAKY U

O (0= (0;2) 30 t< 0
U Hexa

3.2.1) D(tN)>D(t), >0 3a t>0.

12 36opunx
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Ako cy k-me augpepenyuje A% b (t;\) u Ak D (f) (h>0) orpanu-
yene Bapujayuje y pazmary (0, o), j. }

Fla{ sk (k1)) | < oo,
0 X

(3.2.2)
Sld {8 (t-kh)}| <oo
. o
(323)  [|d{8E[® =k D)= (- kR)]}| > 0, Aooo,
0
majpa

19 3a 6 >0 ronBeprupajy unilierpanil

F(o,t;0) = e~ e=ittqgd(t;),
0

F(o,0) = [ e eIt (1);
20 3a v#£2sxn/h, s=0, + 1,... Hocloje rpanuyne BpeHoCHU
lim F (o,7;2)=F (z; X),
c=0
lim F(o,t)=F (x);
g=10 .

30
F(r;X)» F(t), A~o00, -

yﬂud)opmnb 3a 2sua/h+e e 2(s+)m/h-¢, O0<e<m/h, s=0,
+1,..

I oxas. Ha ocHoBy neme 3 je
F(s,7;))=[e (ot _1]-« [fe=cte=itt g (A% & (t—k ;) },
' [} :
(3.24) ‘
F (0, 1)=[e~CH_ ]~k [Te~cte=itt ¢ (Ak & (t—kh)}.
1]

Mpso Tephewe mox 1° Tana caemu u3 (3.2.2), jep je
(F(o, 0 M) | e~ 1~k P d (A b (t-kh; D)} .
Q

CauuHO ce ROoKa3yje u APYro.
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Kako uurerpann y (3.2.4) kouseprupajy u 3a 6=0, TO Ha OCHOBY
AGenoBa crapa nocrme rpanuyse BpepsocTh F(r, l) n F (vr) =a
t#2snfh, s=0, £ 1,.

Jla 6u nokasaau tepheme 3% craBUMO
(3.2.5) V()= N)-D(1).
Tana je
Fo 6N ~F (9] <l MR- =« [d (AW (t- kb)),

¥ aKO OBJe nycTuMo jaa g0 mobujamo

[F(f;x)-F(f)lgle—"h-lg-kfqd{A;;lIr(t-kh;x)}lg

23mEﬁ
2

w

< [ rarapwe-kmn,

0o

3a 2smih+eCr L 2(s+ 1) nfh-e, O<e<mw/h, =0, £ 1,..
[lpema (3.2.3) je, makae,

li_m sup | F(v; M) -F(v)| <0

yBEH(OPMHO NO T y HA3HAUEHHM pa3Manuma. Tume je saapmen JOKas
crasa 1.

Yonmrewe crasa 1 paje caenehu

CraB 2. Hexa & (t;1) u & () aagoBomwasajy ycrose ciiasa 1
u Hera je 3a 1 >0

(3.2.6) ¥ (f) =0f°°e—m do (),

rae je o(t) orpanusene sapujayuje y pasmaxy (0, o).
Tana,

1° 3a 6 > 0 wouBeprupajy unilierpanu

G(o,t;0) = [e—cle=itt Y () d b (8 N),
0

G(o,7) = [e—ote~ "ty () d & (1);
0
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2° 3a v#2sn/h, s=0, + 1,.. loclioje rpanuyne BpeaHoCHu
' tim G (s, v; M) =G (r; 7),
g=0

lim G (o,7)=G (v);
c=0

30
G(t;0)>G(x), A-oo,

yrugpopmuo 3a 2suih+e Lr<{2(s+1)n/h-g, 0<e < mfh, s=0, £1,...

HNokas., Ako F(o,v; ) u F(o,t) o3nagaBajy (pynkuuje u3 crasa 1,
Tajga je 3a ¢ >0

G(o,v;0)=J e 9te= It { Fetudg(u)} d & (1) =
0 0

(3.2.7) =~ [“F (o4u, ;1) d o (1)
U CAHYHO °
G(o,v})=fF(c+ur)da(y).
0

ameHa noperka HuTErpana je ouuraefHo y oba caydaja 103Bo/beHa.

MehyTuM, Ha OCHOBY Jeme 3 je

|Fo+u,t;0)| | e-Crution 1~ (la(ak & (t—kh;0)) | <
KM@ (1-eom)-k,
¥ 0BA HejensaynHa Baxu 3a ¢ >0, u >0 u 7 npoussomro. [lpema
(3.2.7) je onma
[o <}
[G, i) | <KMQ) (1-em M)~k [|da(u)],
0

yuMe je JHokasaHo npso TeBphewe mox 1° Camuno ce nokasyje u
Ipyro.
[Tokasatiemo cama na

(3.2.8) G (o, 7;N) -» fc;’(u,t;).)da(u)=G_(r;}\), -0,
0

Y TOM uM/bYy nona3’UMoO O
|G (6, t; M) -G (r; M) K

ng[ Fo+u,t;\)-Fu,v; )| |da(u)|+
. (3.2.9)

-I—JTF(G-FLl,t;}\.)Hd(I(U)l +;}]F(u,'c;)‘)||da(u)],
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rae hemo U ogmmax oxpexutd. Heka je v ¢uxcupano u #2sn/h,
§=0,+1,..., a n >0, usaue npousBobHO. Taja je moryhe usabparu
U ZOoBOK®HO BeMMKO Tako Ja je

fiF(chu, 5N [do@)]| <,
(3.2.10)

ﬁf(u,«; N[l da(m)]<n.

3aucTa, ak0 yo4yHMO NpBM HHTErpaia, Guhe

| F (ot w5 | [e=@HeHDn_1|=x |4 {8k @ (t—kh;N)}| <
0

elo+mh /2
<M®) { 2 [ch(s+u)h - cos 1h]}
<M@Q1),

jep je dynxunja
ex
chx~cosy

orpaHddeHa mo x 3a y # 2sw. [Ipema Tome,
0 : «©
[{IF(HMJK)IIda(u)I<M(>»,f)fida(U)l,
U

3 OBaj MOCAENM HHTErpaa ce 3a LOBOMHHO Beauxo U MOMe YSUHHTH
npousBo/bHO MaduM.— CJAMYHO ce MOxe NokasaTH Ja ce, 6upajyhu U
AOBO/bHO BEAHMKO, MOXKE 3aJ0BOBHTH H Apyra Hejexuaunna y (3.2.10).

llITo ce THue npBor wMHTErpajga Ha JAeCHOj cTpand y (3.2.9),
npumeliyjemo na je ysxkumja F(x,t;\) Henpexugsa no x 3a x >0,
a mpema 2° craBa 2 W ca jJecHe crpaHe y x=0 kazga je t+#2sm/h,
s=0, £ 1,... [Ilpema Tome, oHa je yHn(pOpMHO HenpexuzHa mo x y
cBaKoM KoHaudHoM pa3maky (0,X) kama je v#2sm/h, s=0, + 1,....
Ako, maxzne, y (3.2.9) nyctumo za o-0, no6uhemo

lirgsup G(o,;N)-G(r;N)1< 21,
o= i

Tj.
G(O’,‘t;)x)-)G(‘l';)x), 0“'0:

WTO npercraBba npeo of tephema nox 2°. — CauuyHo ce AOKa3zyje
u Ipyro, Tj. Aa

(3.2.11) G(a,%) 2 fo;’(u,t)doc(u)=G(r), a-0.
0
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Hajsan, ma 6u noxasanu TtBphewe 3° mnosasuMo, Ha OCHOBY
(3.2.8) m (3.2.11), ox .

-

(3.2.12) G(tN)-G@®)={F(uv;\)-F(u,)}da(u).
0

Ca osnakom (3.2.5) je 32 xoBOJbHO MaN0 € >0 u 2sw/h+e v
L2(s+1)w/h—e, s=0,41,..

[Fu,c;N)-Fu,19)| <K
< |e—@HIOh _ 1| f |d {An Y (¢-kh;2) )| <
0

0

< 2sinf’§ﬁ'_kf|d{A},‘\1f(t-kh;x)}l.

[Ipema TOME,
[ICSEITGIES

ZSin%f—‘—kf !da(u)[.fid{A;:\V(t—kh;xm
: 0

0

<

y Ha3HaueHHM pasManuMa 3a v. Kaj oBje myCTHMO Ja A - o0 HENo-
cpenuo caenu TBpheme 3°, uuMe je cTaB 2 y MOTNYHOCTH JOKa3aH.

Capa cmo y CcTakby XA HU3 CTaBa 2 u3sexemo NEHTpANHHA CTAB O
ACHMIITOTCKOM pasaujarby.

CraB 3. Hexa je
i ' o
(3.2.13) VY(t)y=fe tuda(u), t>0,
[
rne je o (f) orpanusene Bapujayuje y pazmary (0, oo).

Hera ¢pynryuja o (t;\) uma 3a t >0 acumiiliolicku passuiiiax To
odwioj ckanu {qu {\)}

32.14) (=20 A0 () L), 2o,
@218 e )%m+mm++mm+%md >

rae gyaryuje pu(f), 1=0,1,.., | Gpuiagajy kaacu Ry .

Aro je 3a Hexo yeno K >m

(3.2.15) f |d {AK @ (t—Kh;2) }| = o(
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maza,
1° 30 1#2sajh, s=0,+1,... Gochioju rpanuuna BpegHoCT
- <]
g(5;0)= lim [ e=ote~I" Y (Hd g (11);
6=0 ¢ ’

2° g(v; ) uma acumilomicky passuliax o crkaau {gu()\)}

-» 00,

. Py (f) P, (") P, (f) 1
T AN)=— L= ,
cEN= T am T am T "(q,m)
rae je -
Pue)= lim [ e=*fe="y () dpp(t), p=0,1,..,1,
a=0 ¢

Osaj passuiliar je yrugpopman 3a 2safh+e v 2(s+1)n/h-¢, '
0<e<mh, s=0,+41,..

. Hdokas crexu Hemocpeao u3 crTaa 2 ako y OBoM 3a (QyHK-
uujy @ (t;2) yamemo

{
& (t0) =0, 0) o (129 - S 2ud)
GESERLSITICEY éqp(x)]

IToxasahemo na Tako wu3abpana ¢yuskuuja @ (¢;)) 3a10BObABA CBE
ycnose crasa 2. [Ipe csera, u3 (3.2.14) caein-nma

(3.2.16) @ (0)-0, Aooo 3af>0,

Tj. oBae je
& ()=0.

C zpyre crpase, Kako je €0 NO3uTHBAH 6POj K > m, a xoedu-
udjeatd pu(f), p=0,1, ..,/ npunagajy kaacu Qf, TO je Ha OCHOBY
aeme 4,

(3:2.17) AE D () = (M) 87 @ (1),
Te je ca (3.2.15) ucnywmen H mocaenwu ycaos (3.2.5) crasa 2.

36or ¢ (1) =0, 6uhe u Qynkuuja G (t) cTaBa 5 HAEHTHYKH
jemnaka Hyau, Te€, npema 3° crasa 2,
G(r;2)-»0, A- oo,
yandopmuo 32 2snfh+e e 2(s+ ) nfh-¢, 0 <e<<afh,s=0,%1,..
OnaBze, ako yBeAEeMO €KCIJHIHMTHA u3pa3 3a Qyrkuujy P (f;1), caenu
!

o (oot it e S Ped) oo
q,(x);ggofe e ﬂ/(t)d[cp(t,x) gow}ao, A oo,
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0JAHOCHO

A .V‘l P()
g )= ST L0, Ao o,
q(){g( ) qu»m]* »

IITO NpPETCTaB/ba TBphewe cTasa 3.

3.3. ¥V oBoj Tauku u3pemhemo craB 6 KOjH Aaje HEWTO MNpenH-
3HWje W 3a npaMeHy noroxuuje ycioee Heronu cras 3. Ilperxoxuo
tiemo nokasaTd ABa npenasHa cTaBa, aHaJorose crasosa 1 u 2.

CrtaB 4. Hera je @ {t;\) orpanuuene Bapujayuje y CBAKOM KOHAY-
HOM pasmary u
: PHN=PO;N) 3¢ t<0
I Hexa

(3.3.1) P(2)>P(f), Ar00 3a t>0.

Aro je y paamarty O, T) k-ma Augpepenyuja (h>0) pynryuje
d (t; \) ynuchopmuo orpanudene Bapujayuje, mj.

(3.3.2) W{{Aﬁd),(f;)\)} <M, M ue 3aBucu of \,
wako 30 t>T u A=)
(3.33) Aot u Af{o(t; A) - @ ()} monomoro 0, t- oo ,
Maja Baxce mBphewa 1°-3° ciasa 1. ,
Hoxkas. U3 (3.3.2) u anor ycnosa (333) chejd na cy k-te

nudepennuje Ak D(H;N) n Ak & (t) orpannuene Bapujanuje y pasmaky
(0 oo) 3a npay Ol HUX ]c, Haume,

- WO{A;, <1>(t l)} WO{Ahfb(t }\.)}+Ah b (T; }\)<oo

CaugHo caegum m 3a WO (k@ (N1, jep, Ha ocuosy jexnor XeaneBor

[11] craBa, ycnos (3.3.2) nosaaun 3a co6om na je u Af & (f) orpanmuene
Bapujanuje y pasmaxky (0, T). Tume ce pokas Tephemwa 1° u 2° crapa
4 cBomu Ha ;oKa3 Koju cMO Beh Jaau KOJX 10Ka3a CTaBa 1.

Hexa je ¥ (t, \) oxmpeheno ca (3.2.5). Pagu moxasza tephemwa 3°
noxasumo, cayxehu ce aemom 3, on
(3.3.4) |F (5,52 - F(5,7)| <
T+kh
{0 emcler St {AL Wt~ ki N} +
0

< e—{(5+lr)h_ 1| -*

+le (o+it)h _ 1]—:«5 ld{ Ak W (t-kh;0) ),
T+kh
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ozaxje, ¢ 063upoM na Apyru ycaos (3.3.3), caenn

[ Fo,50) - F(o,7)| <
T4kh

]

0

K |e~lotinh -1|—k{ e“"“d{Af,‘\If(t—kh;)\)}i+

T+kh
+ {1~ e~°<T+’<">}§ |d{ AR (t-kh;2)] + A w(r;x)}.
0

Axo y o0BOj HejenHauuHd nyctuMo Aa ¢ - 0, pobuhemo

| Fm ) -F ()<<
j‘fkh

0

<leritpd

eIt g (AL W (t-kh;)} ’ + AF v (T x)},

T€ je 3a ZoBObEO MaA0 &€ >0 u 2sm/h+e v L2 (s+ ) n/h—c¢,
s=0, +1,..
—-k{

Kako je npema npernoctasuu (3.3.2) A% W (t;)) ynucdopmuo orpanu-
gede Bapujauuje y pasmaky (0, T+kh), a e '™ nenpexugna Qpynxnuja,
TO je Ha OCHOBY nosuator Xexuesor [11] craBa 03BO/bEH TpaHHYHH
npenas Kag A - oo M0J HHTErpasoM Koju ¢GHrypHule Ha JECHO]j CTPaHH
nocaenwe Hejernauune. [Ipema tome, Ha ocuoBy (3.3.1),

lim sup | F(r; M) -F(2)] <0,
A=

LF (M) -F(0)|<
lT—}—kh

N

0

eh

<|2sin =~ e—f'fd{mf(t—kh;m}f+A,’:\V(T;x)}.

yuMme je JMoxa3aHo TBpheme 3° crasa 4.

Auanorou craesy 2 je crenehu

Crae 5. Hexa ®(t;)\) u @ (t) sagoBowasajy ycaose ciiasa 4 u
Heka je '

(3.3.5) V(H)=f e-teda(u),
4]

rae je a(f) orpanudene Bapujayuje y pazmary (Q, oo).

Taza Badsce TBphewa 19~ 3° ciliara 2.
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Jloxas. Kao wro cmo Bujaens npu noxka3y crasa 4, yciaos
(3.3.2) u npeu ycnoB (3.3.3) noBaaye 3a cOGOM Or'paHHYEHOCT BapH-
jamaje k-Tux pudepenuuja pyuxunja @ (4 ) u @ (f) y pasmaky (0 o0).
Tume ce noxkas TBphewa 1° u 2° craBa 5 cBOJW HAa AOKa3 KOjU CMO
Jan¥ KoJ CTaBa 2.

Hda O6ucMo moxasanu tBphewe 3° npeTxosHo hemo ucnuraTu
$yuxuujy
l (-]

e~ ' .
@(f,'f)=fmdﬁ(ﬂ), t>0.
0

[Tokasahemo pa ]e O(t 1), y (f, ©)— paBHu U3 KOj€ Cy HCEYeHe Tpake
2smfh-e<<t<2sn/h+e, s=0, £1,.. orpaadueHa u HenpeKnjpHa
no f,

‘Ol‘paHH‘leHOCT clelld HENOoCPeJHO M3 npeTnocraBke Ja je a (f)
orpainyeHe Bapujanuje y pasmaky (0, oo0):

10 :91< [ g 146 @<
0

-k

(3.36) < M|2sin %ﬁ

Heka je x>0, y2>0, x £y u >0, unaue npou3sobHo. bpoj
U ompenuhemo Tako na je

eh

212 sin —
2

f]da(u)|<f\

U

3a (uKCHPaHO /i W &, WTO je yBek Moryhe mocruhu Ha OCHOBY mpert-
NOCTaBKE O q)yuxuu]u « (f). Tama je y youedom jgenay (¢, t)— paBHH

@) -0 )|

U [;:”i‘(’y)"X) 1]* 4ol )' ’f[ —e(—ut;)i—jul]‘kd“(_") <

flda(u)l

<=1 "‘1 flda(u)l+

2 sm

2 si
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[1pema Tome
;in; sup |© (1, 7)-9 (x, 79| < n

IITO 3HAa4u JAa je PyHkuuja O (4, ) HeNpeKuIHa no ! Kajga ce v HaA43d
y NMOCMaTpaHHMa pPa3MaluMa.

Cana hemo mokasatu tepheme 3°. [lonasumo oa (3.2.12)
G ;M) -G (=J {F(g,v;0)-F (1,9} da ().
0 .

Ha ocHoBy neme 3 u ca o3nakom (3.2.5) je Tazma
G(r;2)- Gé(f) -

dcz(u) " t,—ltl g ak Y

=f O (t,v) e~ d {AF W (¢- kh; W)},

0
na npeMa ToMe

[G6N -GS

THR 4 o oiet g0 |
<|of O ) e d{Ah\F(t—kh;l)}]+

@© k | .
T OGO (t- ki M}

MehyTum, na ochosy (3.3.6) m apyror ycaosa (3.3.3) Hanasumo
1G(N -G

|T+kh N k l
<\f G(t,r)e"”d{A,,\If(t-—kh;}\)}l+
0

+M Qsm%‘ AR W (T; ).

Kaxo je 3a mocmarpana v ¢ysxnuja © (f,t) seapekuaHa no f, a
A} W (t;)) yuudopmuo orpanmuene papujanuje y (0, T+Kkh), To je na
ocioBy Xenuesor [I1] cTaBa 103BO/bEH FPAHHYHE NpEIa3 A- oo nox
3HakoM MHTerpana. [Ipema Tome, Ha ocHoBy (3.3.1),

hm sup |G (v; M) - G (1) | <O

yHH(OpPMHO 32 2sn/h+e K25+ ) w/h, 0<e<nfh, s=0,£1,.
Tume je ctaB 5 y nomyﬂocru JOKa3aH.
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M3 crasa 5 crelu, Ha CAHYAaH HAYMH KAO WTO je W3 CTaBa 2
u3BegeH cTaB 3, caegxehu

CrtaB 6. Hexa je
Y(@)=fetda(y), t:0,
0

rae je o (f) orpanuvene Bapujayuje y pasmaky (Oé:oo);
Herka ¢ynryuja ¢ (t; 1) uma 3a t >0 acumiimomicku passuiliax 0o
otwmoj ckanu {qu ()}
t v
%) ) q: (M) q: ()
rae ¢ynryuje pu(f), p=0,1,..,1 dpudiazajy kaacu Q' .
Ako je 3a nexo yeno K >m apujayuja K-iie aucpepenyuje (h > 0)

Wlidke ;) 1< —M—- , M ne 3aBucu ox )\,
g ()
u3at=>2Tul_>=A

AK ¢ (t;\) monomono -0 raga t oo,
mapa,

1° 3a v# 2sn/h, s =0, £ 1,... Gocdioju rpanuuna BpeaHOC
g N =lim [~ e~y (tde (;));
c=0 ¢
20 g(t; N) uma acumiifioficku passuiliak o ckaau {qu(X\)}

Po(d) . P,(3) P () 1
TGAN) = —2 L =D L A->o00,
M= Tam T +qzm+°(q,(x)>'

rae je
Pa()=lim [e—te~y(t)dpa(t), p=0,1,..1
=0 ¢

OBaj. acumioficku pa3suiliax je yHugopman 3a 2sajh+e< 1,
L2+ ) n/h-e, 0<<e<m/h, s=0, £ 1,...

Ipunmegba I. Cneunjanso, ako je ¥ (f) Toranno MoHoToHa QyBK-
nuja y pasmaky (0, o), 6uhe 3amososmen ycaor (3.3.5). Haume, Xayc-
nopd [10] je noxasao Ha je xnaca TOTANHO MOHOTOHMX (yHKNHja y

pasmaky (0, c0) umenTHyna ca kaacoM (QyHKOuja KOje ce Mory mpH-
kasatu Jlanaac-CTuaTjecosuM MHTErpaaom obamka

fme‘t” da (u)
0

. rhe je a(t) orpasnyeHa n HeonaAajyha dymxmuja y (0, ).
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Mpumenba 1. Axo cy wuchmymwend ycaoBH CTaBoBa 3 H 6, Taga
K40 IHXOBA TPHBHjaIHA [OCAERMUA CJeJW, A3 CE€ AaCHMITOTCKH
pasBuTak (QyHkUuje

feote=ty (nde(;1), o0,
0

MOXe AOOHTH H3 aCHMNTOTCKOT Pa3BHTKa QyHkuuje o (f; ), npume-
wbyjyhn Ha oBaj mocaeX M WIAH MO 9/1aH Onepanyjy

® —of ,—itt
fe e~y ()d{ }.
0
Job6ujeHn acHMNTOTCKH pAa3sBMUTaK BaXH, Kao IITO CE€ TO BUAH M3

ZIokasa craBoBa 3 H 6, 6€3 H3y3eTKa 3a CBAKO T.

3.4. Kaxo je dyuknuja g(r;\) 4MjH acUMOTOTCKH Pa3BHTAK Aajy
craBoBd 3 H 6 u3paxena CTHATjECOBHM UHTErPajoM, TO NOrOJHHUM
u36opomM ¢yuknaje o¢(f;\) mMoxemo KoOGuTH OoArosapajyhe craBoBe
3a A-36upibuBe penoBe, CnenujagHo 3a A-30HpPJ/bHBE TPUIOHOMETPHCKE
penoBe, u 3a A-36upmuBe Pumanose mHTErpaze.

(i) Caeneha nBa cTaBa OJHOCE C€ HA ACHMNTOTCKO pa3BHjame
A-36HP/BbHBHX TPHIOHOMETDHCKHX PeAOBA.

CtaB 7. Hera je
(3.4.1) ay= e da@), v=0,1,...,
0

rge je o (u) orpanuvene Bapujayuje y (0, o0).
Hewa nuz b,(}), v=0,1,... uma acumilioficku passuligr 00
ofwimioj craau { qu(X\))
(3.4.2) bv(}\_)—__—.wﬁ_w*_..._{.w.;.o(_.l_), A oo, .
() g () q:(2) 9 (0

rze cy pp(v), »=0,1,..., |, Gocmuaiipanu kao Qynkyuje GpoMeHbUBE V,
Zonunomu m-mor ciieliena. :

Aro 3a nerxo yeno K >m

S K+l = 1 - 0o
(3.4.3) gom By_xz (] o(ql (K))’ Ao oo,

fana

1° 3a 0 << 8 < 2 & Gocimoju rpanuyna BpeaHOCH

B; Ay= Iim L b, () e’
g(6;0)= Tim > a, 5,07

v=0
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2° g (6;)) uma acumiimiomcku passuiiax Go crkaau {gun (M)}

Py(8) . P (9) P, (8) 1

9;0) = L2ttty 2B — ), Ao,
e - e e T am )

rae je

Pa@®)=lim > a,pu(v) e"®™, p=01,...,L
r=1 ye=0
OBaj acumimiomicku passuliak je ynugopmarn 30 0 <eLOIL2n—¢.
CraB 7 pobujamo u3 craBa 3 ako y oBOM 3a ¢ (f;\) y3memo
(3.4.4) e (BN =D b0,
. vt

Tj. crenesacty ¢ynkuujy xoja 3a t=0, 1,... uMa CKOKOBE AyXKHHE
bo (M), by (M), ... u craBumo h=1, Tj. 32 xoeduuujenre puy(f) acumnroT-
ckor pasputka (3.2.14) dyuknuje @ (f;)\) NpPeTnoCTABUMO [a NpHNa-
najy xaacu QF, Tj.

(3.4.5) Pu ()= wo () Tom (£)+ 04 (£) Ty () 4. + w0 (£),

rie cy mw(f) noavHoMM Kk-TOr cTemeHa no f, a wy (f) nepuomMuxe
¢dynknuje nepuoge 1.

Tana je
X
et ty oy = Z e e ey () 6, (),
0 v X

H aKO CTaBUMO

(3.4.6) ’ e—(0+iT) 001
H

‘1»’ (V) =y,
nob6ujamo

X

f e~Ste~ "ty () do(t }\)=Zav b, (\) r¥ evoi,

0 E-<

Kaz x- oo, pel Ha JiECHOj CTPasHM KOHBeprupahe 3ajefHO ca uHTe-
rpajiom, Te je .

0

f e=le= Tty (N d g (;0) = > a,b, (A) r¥e?®,

0 v=0
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Mpema (3.4.6), rpaungnom npeanasy ¢-0 oxrosapa r-1, Te je

w

lim -t p—itl (4 ;) =1 = v ,véi
lim [ e=cte V() deo (1) }Lml zoa,,bv(}\)r e’
0 V=

KajroJi rpaHHYHa BPEJHOCT HA JIEBOj CTPAaHH NOCTOjH.
C npyre crpase u3 (3.4.4) crenn
(3.4.7) by()=9 (v; M) -9 (v-1;2).

Kako cy Ha ocHoBy npernocraBke (3.4.5) koeduuujestd pp(v) y
acHMNTOTCKOM pa3sutky (3.2.14)

| ) (] .
-3 2l oy )

p=0

3a mene BpenHocTH v=0,1,... MOJIHHOMH m-TOr CTENE€Hd N0 V, TO
npema (3.4.7) uu3 6,(2), v=0,1,... HMa aCHMNTOTCKH Da3BHTAK 06auKd

b 09 3 2200 (1) -

ATy 7 ()
I

) Y
20 rol )

rae cy pn(v) moausomu (m- 1)-crenexa mo v.

Hajsan, ako 3a u,mi)epeauu]y A¥ xpatkohe pazu mumeMo camo
Ak, ycno (3.2.15) mocraje

” 1
d{AK@(t-K;N)}|= C K>m.
Of; (8% g (=KW [=o(—r), K>m

Jla 6u ra uspasuau nomohy Hu3a b, (A), npumehyjemo na ce merosa
JIeBa CTPaHa CBOJXH Ha pex

S Ak g (v - K- aK g r-K T3],

v=0
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uiau, npema (3.4.7), na

iIAK bv—K ()")I )

v=0

na craB 7 xpobujamo ako ymecto m—1 u K numemo m u K+1,
3a npumeHy je HapouuTo norolaH ciaepehu

CrtaB 8. Csa mBphemwa cliaa 7 Badce ako, 3aapxcasajyhu ocliane
OpelliocaBke 0 Hu3oBuma a, u b, (), v=0,1,.., ymeclio ycnoBa
(3.4.3) saxiieamo aa 3a Hexo yeno K>m u A=A

(3.4.8) AK b, (N) monomiono » 0 raga vy< v oo.

Hoxa3s. Ha ocuoBy (3.4.8) je

o0

S 1AK* b,y (1) |-

v=0

vo+ K ©

= D AR D (8K b ks )= ALk () <
v=20 V0+K+1

(3-4.9)
vot+ K v+ K

< S AR b kg O+ SIAK bW+ AK by, ().

v=20 v=0

MehyTum, Kako cy pp(v) MOJHHOMH M-TOT CTeNmEHa no v ¥ K >m, 10
u3 (3.4.2) caenn

g (A) AK b, (A)>0, Aoe,
na npeMa (3.4.9)

0 () S AKH b,y 0)]50, X oo,

v=0

Tj. HcnyweH je ycaos (3.4.3) craBa 7. — CraB 8 cMO MOI/H, HAPABHO, |

JOOUTH ¥ JIUPEKTHO W3 cTaBa b.

Ako y craBy 8 ymecto yciopa (3.4.1) npeTnocraBuMo Aa je Hu3

@, TOTANHO MOHOTOH, THME NoGujamo nosuatu Kapamatunu [12a] cTaB

(ii) Axo d¢yunxuuja ¢ (f;\) uma R-uHTerpabusan npBud H3BOX
x(t; \), Taga pobujamo anajsorone crasoBa 3 u 6 3a A-36upibuBe
PuamanoBe wunterpaie. CneuujalHo 3a NPUMEHy je norojan ciaenehu

BRRY - ¥
b
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CraB 9. Hera je
(3.4.10) \lf(t)=05 eda(a), t>0,
rae je a(f) orpanuvene Bapujayuje y pa3mary (0, cs) .

Pynryuja X (t;N\) nexa uma ussoze o t go K-Tior pepa 3aKJvysHo
u Hexa je

t !

3.4.11 N du= S L) row,
- Of“" e éqpm”(mm) ?

rae cy koepuyujentiu pu(f), p=0,1,..., | Goaunomu m-Mor ciieliena
io 1.

Ako je Waga 3a Hexo yeao K >m

SEER a0 ), 2o,
2K 7 ()

@

(3.4.12) of

onaa uociioju rparuyHa BpefHROCII

@

(3.4.13) R(r;N)= lim { e~ ®te~I" Yy (tyx(t;\)dt
¢=0

u acumiimolickuy pa3suliax ynryuje R (v;\) gal je ca
1

=S @ 1 oo
R(r’k)_pzﬂq:(x)”(q,m)’ P

rje je
i & =0t pitt
. Tu(t)= lim 5‘ e %le- Tty (Hpu(tydt.
c=0
[
OBaj pasBulliax je ynugpopman Uo T Yy CBAKOM KOHAYHOM DA3MAKY KOju
He cagpxcu Maurxy v=0.
Yumecio ycrosa (3.4.11) moxcemo 3axfesaliu Aa je

K1 x (M) M
9 k-1 }<qz ()

(3.4.14) w7 { , M we sasucu oz ),
ujgasat>T
0K~y (52)

37K~ Mmonoiiono »0 kaga t- o,
prras

(3.4.15) (~1)k-1

13 36opuuk
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IV NPUMEHE

4.1. ¥ o0Boj ¥ HapeauuM Taukama npuMeHutiemMo craB 8 HA yaTpa-

cpepre nmoauHoMe P (cos 6), Za 6HCMO AOGUIH HHXOB ACHMNTOTCKH
pasBuTaK Kaj n- oo, YarpacdepHs nosuHoMu cy AedunHucann nomohy
dyukuuje-reseparpuce

1
(1-2hcosb+hr2

= z PY (cos6) hn .
n=g

Kao nona3sa Tauxka MOXE HAM NOCHYXKHTH jellaH O TPHUrOHOMETPH-
ckux penosa 3a yatpacheprne noausome (B. Cere [23 a, cTp. 95])

(>0, A#1,2,..., 0<0< m)

PW (cos ) = 2L CAEN (g G gy1-an

rZ)yn!
(4.1.1)
® ~2)®)
.2(1 A (n+v)! sin(n+2v+1)6
v! ()\)(n+v+1)
) v=>0
HJIH
hd ) (n+v)
P9 os) - ZLEN S O @Ney
Q) A I Q)ntv+d
(4.1.2) v=

-cosf[(n+2N+2v)6-Am].

Pauyn hemo u3BORHMTH caMO 3a NPBH OJ HHX.
TpurodomeTpucky pep (4.1.1) Hanucahemo nperxonno y o6auky

2 .-
Lyl (2sin6)22-1 P (cos 6) =
2r(2a+n)
=J{e<ﬂ+1>9ii (1-2)®  (a+v)! egvei}s
v (}\_)(n+v+1)
v=0
(4.1.3) = J {em+nor SN (29)},
e CMO CTaBHJH
Wy - U-NO (a+v)l g

(4.14) i () = z pl (A)ntviD e -

=20

ACHMOTOTCKH Pa3BUTaK 32 PN {cos 0) mobuhemo, aaknae, u3 oAro-
apajyher 3a SN (8).
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Heka je, ca o3nakama u3 cTaBa 7 u 8

-2 _ oy @
vl ¢ QYn+v ¥y v (1)

INokasahemo Aa xoeduuujenru a, u b, (n) 3a10BO/baBajy ycaose (3.4.1),
(3.4.2) u (3.4.8) crasa 7 oxuocHo 8. ¥ ToM mumy npumehyjemo na
je npema jexHom XaycZop¢oBom CTaBy nNOTpeGaH H JOBObaH yCJIOB
Ia H¥3 Cp, n=0, 1, ... Gylle TOTaJHO MOHOTOH, A C€ MOXe NpHKa-
3aTH y O06JHMKY HMHTErpaja MOME€HaTa .

1
c,,=of nda(l),

rae o(f) He onaxa u orpanuuena je y 0<Cr<Cl.
Ako xoebuuujente a, u b, (n) HamUmEMO y OGJHKY

_B(1 -2+,

1
1

4.15 a, = P=A(l=-PHr—1g¢
(#.1) r)rQa-2) r(x)r(l-x)f (=9

0
" 1
(4.1.6) b, (1) =B (v+n+1,0)=/ p+n (1 -tp—1dt,

0

yBuhamo nxa je mu3 g, v=0, 1, ... ToTaaHo MonOTOH 3a 0 <TA <1,

a Hu3 b,(n), v=0, 1, ... 3a A >0. [Ipema Tome, Ea OcHOBY npuMeade
y Tauku 2.3 ycaos (3.4.1) je ucnymen kana je 0<<A<{1. C mpyre
crpaHe 360r TOTaJHE MOHOTOHHj€ HH3a b, (n) 4 UHHI-CHHIE A3 C€

by(n)~T(Q)v250, v+oo,

caegn na je ycaos (3.4.8) craBa 8 ucnymeH 3a cBako K u n.

Jla GucMo MoraM Ja npHMEHHMO CTaB, OCTaje jom jeAHHO 1A
BUAHMMO Ja JH HH3 b, (n) ZomyliTa acMMNTOTCKH pa3BHTaK O06JHKa
(3.4.2), unju cy koedpuuujentu pn (v), p=0, 1, ..., k¥ noauHOMH 1O V.
To hemo mpoBepuTH noce6uue y CBakoM CAyd%ajy, pasBHjajyhn b, (n)
Mo pasJH4YHTHM ckanama {qu(n)}.

4.2, [IpBH oX acHMMNTOTCKHX pa3BHTaKa yATpacepHHX NOJHHOMA
P® (cos ), nomenyTux y Tauku 2.5 naje crenehu
CraB 10. Herxa F o3nauasa xullepreomelipucky QyHryujy u Hexa je
()P =x(x+1) .. (x+v=-1), (x)®=1.
Taga je ynugpopmuno Go 6 y pazmarny 0 < e O n—¢
2 T @i+nl(n+a+l) (2 sin 6) 1-21..
') r(a+1) I (n+a+r+1)

I .
‘(- Q)® (1 -2)® " N
'VPZ—O( v (n+a+2A+1)® pl i (®)+o (21,

P (cos 6) =
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rue je
en+2p400i

_ezei)}"—‘}\."'l

ﬁ%®=1hl

3a cheyujanny Bpegnocii Gapamelipa o, a=0, oBaj acumibmolcru
paspuiliak CBOAW ce Ha [03Hamiu yodwilienu CiunijecoB paspulllak 3a
yaipacgepre fdonunome (Cere [23a, cTp. 191, cras 8.21.11]). '

F(-p, a5 A-p; l—e—“")}-

Hokas. Ila 6ucmo MOriH NpuMEBKTH cTaB 8, noTpebro je, npema
OHOM WITO CMO BHJAENH Yy NPETXOJHOj TAuKH, X4 joll NPOBEPUMO Aa
au b, ()\) monmymra acMMOTOTCKH pa3BuTaKk o06amka (3.4.2), ¥ Tom
uuby passuhiemMo b, (A) y acuMaToTCKH pex nmo ckamu {(n+o+ A+ 1)™},
[pema (4.1.6) je

1

b, (n)=ft“+"(1—t)2~—‘dt=

0
1

=ft"+°‘{1—(1—t)}"-°‘(1—t)1\—1dt=
0
1
= et ot SN =T - Lat
frea-a (S a-r)

¥ MHTerpan¥joM WiIaH no 4JaH XOGHjaMO aCHMNTOTCKH Pa3BHTAK 34
b, (n) y obauky

) H
by ())=B (0, n+a+1) (- 1)}1(
B=0

(4.2.1) ,
OnaBie BHAMMO Aa je 3aX0BOJbEH M MOCHENH ycioB, (3.4.2), crasa 7,
jep cy dysxmuje pp(v) y oBOM caydajy

()= (";“)(— 1),

+ o (n—"Y). |

y- a) Q)™
B/ (nta+d41)®

Tj. MOJUHOMH P-TOT CTENeHa mo v, JOK je
1 —()® B, n+a+l) .
gv (1) (ot at )®

Ha ocuoBy craBa 8 onHma caenu fa jey 0<e<O2n—¢
yaugopMHO 1o 6:

. .
}\_)(P)

S (©)=B (\, n+a+1) D (-1 (

» @)=5( )};_o( ) (n+a+ )+ 1)®

(4.2.2) +o (27,

Pp(8)+
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rae je -

Py (8) = lim (v_u)(—l—:mr"e”e‘.

r=1 v!
v=1

H3pas 3a Py (0) M0xeMO CBECTH HAa KOHAaYaH OOJHK. ¥ TOM LUBY

nonasuMo O

2 (1 =0)®
ZQ—'L)—z”—“ =2z % (l-2"1, z=red!,
v!

=0

Oudepennupajytin p. nyra aeBy u AeCHy CTPaHy, HaIa3HMO

i -\
S =)y L e
vi

v=0

-~ z)k‘?"‘l- m—1

’“i“”"’( Y@ a-ay-m L

Zo+m
m=0

ojJaknae

o - 10
B0 -
v=0 1 Vf

g P »
_ 2*(1 —:!)l t %(_ 1)m (r};) (c)m (1 = 2)P—m) (z=1 - ]ym=

=(1- )\)(}1) Z)L_p- 2( ) (e)m) (1-z=Y)m=
(- gy m!
L] _ SYa—b—1
—(-nw LT a1z,

[Ipema ToMe

’

423) Pu®) =D oner (1 — oot P (- g,k 1 -0,
n!
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Ha ocrosy (4.1.3) u (4.2.2), acamntoTcku passutak 3a PP (cos 6)
raacu

PP (cos ) = ZLCAH (o gy gym.
r:Q) n!
! ™
. [e(n+1)0i B(\, n+a+1) z (-1)» ™ a(i);_i_ e Pu(0)+o0 (1)

p=0

ONHOCHO, npeMa (4.2.3), yHudopmHO 32 0 <eLiLn-¢ .

P® (cos 6) = 2 Ir@x+nrn+oa+l) (2 sin 8)1-2 -
I r(a+1)r{+o+i+1)
l .
. 2 _ QWA -M® g -
(29 },=0( o (n+a+2+1)"p! f7 O + 0 (@),

ra€ CMO CTaBHAH

eln+2p+1)3i
(1 - e20iyp—2+i

f}&“(e)=J{ F(-p, a; M=y l—e‘zef)J.

Jlo6ujenn  acuMNTOTCKH pa3BHUTAK Ba)Kd, 3acajfa, caMo Kaja je
0<AK], jep je jemuno Ttama Hu3 koeduuujeHara a,,v=0,1,..,
npeMa OHOM LITA j€ pedeHo y Tauku 4.1, ToTanHo MoHOTOH. MehyTHMm,
HUje TEIIKO MPOLIMPHUTH PE3yATAT ¥ Ha cayuaj kala je s<<A<s+l,
s neo mosutuBan 6poj. Haume, tama je, npema (4.1.5), nu3 q,, v=s,
s+1,.. TOTamHO MOHOTOH, na pex 3a SP (6) (4.1.4) Tpe6a moxenutn

s—1 ©
Ha BE CyMEé = W 3, M CT4B NPUMEHATH Ha Ipyry.
v=0

v=s

Cnenujanio 3a a=0 acHMOTOTCKH pasBuTaK (4.2.4) cBozuM ce Ha

P (cos 8) = z (}‘)(p) (1-2)® cos [(” M +p)8 - A+ p)n/2]
! B(}, x+ n) &l (A n)E D (2 sin G)r+#
+0 (n1-1)

4.3, [ipyrs OA acHUMOTOTCKHX pa3BUTaKa 3a P (cos 6) zaje
cnepehn '

CraB 1l. Heka F osnauasa xullepreomelipucKy GyHryujy u Hexa je
(Dm=x(x-1)..(x-v+1), (X)p=1
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Tapa je ynugpopmno o 6 y pasmaxy 0 < e< O n—-¢

2 TQ@R\A+myl(n+B+1)

PV (cosb)= .
r) '(a+1)r(n+B+1+1)

{ .
. 2 (AM® (1 -2)® g‘,%’(e) ‘o (nh_,_l)’
o w (n+B)w

® el A—p)o—(a+p) /2] .
&n (e)=J ! (28in6)2\+}‘ F(‘}":}‘-‘B‘l;)‘-‘lﬁl‘eze‘)}'

Ciieyujanno 3a B=X\—1 oBaj acumimolicku pasBuliak CBOJAU Ce HA
Go3naiu yolwiienu Japbyos acumliiolicku pa3Bulliax 3a yaipacghepue
aoaunome (Cere [23a, cTp. 191, craB 8.21.10)).

Jloka3s. Hu3 xoedunujenara b, (n) passuhemo no ckamu {(n + B)qg}-
IIpema (4.1.6) je

1
b, (n}=f prtn (1= fp=tdf=

0

1
- p—
=f tn+p{1+_lt~t—} V(l_t)x—ldt=

0

. i -
fof t"+P(1—t)k—l{Z(pr)(l—t)” t*F] dt

pr=0

H HHTErpamujoM Ao6ujamMo 3a b, (7) aCHMOTOTCKH Da3BHTaK y OGJHKY

Qe

—=1y .
(n+B) gy o)

l
(4.3.1) b, (n) = B(x,n+s+1)2(3‘”)
pmo' P

Ca o3Hakama craBa 7, OBZE je

1 _B(untBr1) g0
qn (1) (n+B)

pp(v)=(5;"),

Tj. 3a0BOJbEH j€ u ycaoB (3.4.2) craBa 7.
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IMpumewyjyhu oupa cras wa S () mo6ujamo

(}\) . (6 ——!
B)(p.)R)().*_O(n )7

!

(432) SN ©)=BQ,n+p+1)
2 s
yuudopmuo 3a 0<e L 6 2n-¢ Iie CMO CTaBUIH
& (B- — )W .
Re(®)=1 m z ( v) (1 }\)v rev®l,
Ha 6ucmo ynpocTunn u3pa3 3a Ru(9), nonasumo of

= —A)W
2 (1=M® i\) 27V =2 r (2 - AT
“~ vl

OJIHOCHO

2 (1"'}‘)( ) = 2801 (z - 1)a 1,

Hudepennupajytin p nyra, Hana3zumo

= — M)W
> @y T zprmne
v!

v=20
S (# B At 1)y (M= 1) oy 22T
- At Dy (A= 1) ooy e,
| %(FH)B  (> (p—m) .z&”""‘
oxaKJae,
= —vy (1 =)
> ()5
VA='0“FL _V!
NEa A B 1) (1 = pye—m IR
(- 1)—;,—-2( ) 0y (1 ayem EE
m=0

( 1) (=pm }ﬂ o (1=0)® (z-1p-pim-t
z b 92 (}\ g—1)m T e

=(—1)‘*—Q——-};—)(i)— (=21 F(—p A-B-1A-p;1-2).
P
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[Ipema Tome,

(4.3.3) Ru(®)=(~1 )P(—'-‘%ﬁ) (1 - e®p—r—1F—p A—B—-1;0~—p; 1) .
8

Ha ocnosy (4.1.3) u (4.3.2), acuMnTOTCKH pa3BUTAaK 3a PP (cosb)
rJ1acu

P,(,}\) (cos 6) =2 M (2 sin 6)t—2
r)nl
!
, a® 0
«J B, 1) e(r+Deo; — R.(0)+ =0
{ (Q,n+B+1)e 2(”‘*‘3)(}0 2 (8)+0 (n )]

OXHOCHO, Boxehu pauyna o (4.3.3),

2 r@r+n)r(a+B+1)
rQ) r(n+)r(n+B+1r+1)

PX cos 6) = (2 sin@)t—2: .

(4.3.4)

: D1 -0
: z (- Dr (}\()rz“-# {(31)@)?1.)1}1 22" (8) + o (m—1-1)
Br=0

yaudopmuo 32 0 << e <O n—¢, rae je .

el(n+2—p)o—Q+1)ny2}
(2 sin §)2+F

& @ =i F-p A=~ 1;2-p51-2%).

Cnenujanuo 3a 8=\ -1 acamnrorcku pas3BuTtak (4.3.4) cBOZH ce HA

]
() ) (1 2w A .
P,(,M (COS 9) =9 (}\) z: ()\-) (1 }\.) [o{e}] [(IZ+}\ p.)e ()\.-i-p 1':/2]+
nl &= (n+d-1)gp! (2 sin )2+

+ o(m—i-1) .

4.4. Hajsan, rpehn acumnrorcku passurak 3a PP (cos 8) nmaje
crenehu :
Cras 12. Hexa je h® (2) oapeheno ca

(l—nr)x'(_x_)K R R R
e b (1-2ze) pzohp (z)}l!



202 Cro6onar Amanunh

Taza je ynugpopmuuo 4o 8 y pazmaxy 0 << e< 0 n—¢

2@+ o o

P (cos 6) =
v (cosf) ryn!

n6)! 2,

, |
(1)
D e L G S !
" =0 :

Cieyujanno 3a y=0 osBaj acumiiolickuy pa3Bulliax CBOAU Ce HA
passumiax JljyBun-CliexnoBjveBa MWulia 3a yalipacghepre idoaunome. (3a
cayuaj Jlexanapoux nosnunoma (h=1'/,) Bunu Cere [23a, ctp. 205,
o6pasan (8.61,7)].)

Jokas. Hus Koe(pumljeaar-a b, (n) passuhemo no ckaau
{(n+vy) P2}, Tlpema (4.1.6) je

1 1

-
by(n) = [ Prr(l-t)r1dt = tn+v___tv_____d,,
(1-t)—2
0 0

oAaKJ/e cMeHoM !|e—! Hanasumo

b, (n) = e—tnyyi_e O
’ (1-e 12
0

[+

= fe—(n+v)ttx—1 e—(v—y+1}t (_l_t.__t-)l_}\ dit.
._e"

0
AKO CT3BUMO

F( 4 ) ot -t 1--)
-1, = ,
Y ( e -1 )

umahemo

b, (n) = j e~ - F(—t,y—y+1)dt =

0

=—(——+‘1—){J e—tt)"—‘F(— _:Y, V—Y+1)dt,
. n+y n

0

yBsoaehin 0oaAMHOME Qﬁ*’ () crenena p. no y, AeduHUCAHE TEHEPATPUCOM

2 )
(4.4.1) . F (x,y) = % (ex_ 1)%= > Qi l(y) X*

p=0
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pobujamo

1 i s QPr-y+D ( t )”
= —~t fA—1 B -
by (n) (”+~()Afe £ Pz‘o o e dt.
g =

HHrerpumyhu nociaefmu pel 4YJAaH MO 4jaH, HAJa3UMO ACHMIITOTCKH
pasBHTaK 3a

| -
(44.2) b, (n)= i‘%kz( 1 (K)m) Qp(f’v-,-;;:l) v o ().

Ca osnakama ctaBa 7 oBJe je
1 _® e
gp(n) w1 (a+y)ptR

na je u ycaos (3.4.2) craBa 7 HcHyteH.

» Pe()=(-1FQP (v -Y+1),

Mpumemwyjyhu onma cras ua S (6), Ho6ujaMo

SV ©)=r () }l: (-1 DY 4o (%) + o(n27)
= (n+y)Fpl

ynudopmuo 32 0 <e O 2n—¢, rie CMO CTABHIH
i - ) : ,
A ()= tim LN o0y 1y premi
r=1 v! :

Teneparpucy ox A (z) mobuhemo ako (4.4.1) mnomHOXHMO -
- A

ca L=N2
v!

(1=2)® . (1_}\)(V)Q{1M(y)zv
i ( ) 2 ol pl s

cTaBuMO y=Vv-Yy+1 H ca6epemo of v=0 x0 oo

e(l—Y)x( ) 2 (1-»H® )‘) (ze* )=

S 3 am ey L,

!
vyt v!pl
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OIHOCHO

(#43)  etnx( xl)}\(l—ze")}*"‘=i£‘£l(z_)xp.

B

p=0
[IpemMa TOME, acHUMNTOTCKM Da3BHTaK 3a Py (cos ©) raacu

I'(2n+n)

P (cose) = 2L (2 sin 6)1—21.
r (\)n!

{
. }\_)(P') o
.J{e(n+l)91 __]P___(______h)\ o201 +0 (M ]

onsocHo, npema (4.4.3), ynudopmuo 3a 0 <e<{On~¢,

PP (cosd) = 2LC2EM (9 in gyi2n
I (n!
(4.4.4) -

!
()
. (-1 —-——(ﬂ——;,] {em + Dot D (€29} 4 o (m—+1),
(n+y)2+P pl
=0

rae je K (2) mato ca (4.4.3).

4.5. Y oBOj Tauku w3BemheMO AaCHMOTOTCKH pa3BHTaK (X - o0)
MHTErpana :

-]

. 1
zv(f,x)=fe'fftv--’/z(1+§t—)v h dt, -1, <v<1Y,.
X

0

Ca osnaxkama cTaBa 9, oBze je
.1
Y ()=tv—"h, x({;x)= (1 + _t_)v /2.
2x

Kako je 3a cBakO 1€J0 NMO3UTHBHO k
(-DYO (>0 a (-1DxW(;x)>0 u monorono-»0, {00,

TO je ¢ jexHe crpaHe, Ha ocHoBy npumexnbe | y3 crar 6, ucnymed
ycanoB (3.4.10), a ¢ mpyre crpane ycinos (3.4.15) crasa 9. Mcro tako
je JaKo yBujJeTH 1A je 3ajoBosbaH ycnos (3.4.14) crasa 9. Hajsan,
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t
+2
f-x(u;x) du = 2x_ {(l+—l-‘-)v —1} =
v+1/, 2x
0

AL

: V-1, -
=zxz=o( p )(}1+1)(2x)“+0(x )Xo,

Tj. koedunujeaTH pyu () cy osie monuHoMH (p+ 1)-or crenena. Ako,
naxne, npumenumo cras 9 Ha dysxuuja Z, (v, x), BEH ACHMOTOTCKH
pas3BuTak Guhe :

e (vth)_Te® .
Z,,(r,x)—}é( " )m-#O(X ),

rae cCMO CTaBHJIH
@©
Tu(x) = (p+1) lim [ e—0f gdtt pr+r—1 gf,
=09
MetjyTum, KaKo je
@©

fe-zft“dt BENCLD S R{z} >0,
za+1

TO je ’
F(v+p+1/s)

Ta(r)=(p+1) e

, t#£0.

[lpema ToOM€, acCHMNTOTCKH pa3BuTak ¢Qyuknuje Z, (r,x) raacu

! 1
Z, (v, x) = __.l___z(v"l/ﬂ)i(_v"'_p_t_/&)_ + o0 (xY).

(—ivytt: —\ (-2itx)®

Cnenujanio 3a v=1 1064jaM0 OXaBRE AaCHMOTOTCKH Da3BHTaK 3a
Xanxenose oyuxuuje HO(x) u HP(x), x»00. Haume, 3a -1/, <v<1/,
{14, cTp. 28]

Dy LCa=V) (X\V o 9in(v—1p) fm Ixt (2 1yW—Ys
HY (x) T (2)[1 e ]1 et (e 1)v " g,

H cMeHOM f|1+1/x,

HY (x) = qu‘l{z(:/l;) (1= =2im (v = o]

= V% exp [(x -v 12‘- - -Z;—) i] é (v —:1/?)((11_) (2"1_':)1}{2)01)

+0 (x—k-2)

eix
—7,(1,x)=
V2x (1, %)
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AcuMNTOTCKM Da3BHTAK 34 Hf,z)(x) cnelu ORaBAE aKO CTaBHMO i — i

4.6. [lpumen6all y3 cras 6 omoryhyje nam aa ussememo Crup-
audros obpasan. Ilonasumo ox

log I'(x)=(x /) log x ~ x + /5 log 2+p (x),

: 11 1\dt
)= | e¥|——--—-—]—.
P () f (l—e"‘ t _2)1‘

0
ACHMITOTCKH Pa3BUTAK 33 log I'(x) mo6uhemo n3 oxrosapajyher 3a
p (x). :

Axo p(x) nanumemo y 06auKy

= 1 x l\dt
- -t - 2 _\=
(4.6.1) o (x) fe (1_e—t/x ” 2) t’

0
umatieMo, ¢ O3Hakama cTaBa 9,

rae je

1 1 x 1
c=1, =0, He=—o, hHx)=——-—-——-—,
‘ P ( ; X (£ %) "7 3

Ilpema npumepnbama y3 cTaB 6, ACHymEHHM Cy YCAOBH cTaBa 9,
jep je 1/t ToTanHo MOHOTOHA (QyHKUHja, a npema

1 1 1y '
[l—e“ t 2]

=(_1)k<al__e:; _e_:”‘__+,,,+ak__e"_"‘__) (= 1)
(1-etp? (1 —21)2 (1__e~t)k+1 i"+1
TE je
1 1 13yW

M OJi W3BECHOT f,, MOHOTOHO TE€XH HYJH, W TO 32 CBAKO K.

C apyre crpane, q)yﬂxuuja X (t; x) ¥Ma aCHMNTOTCKH Da3BHTaK
o6amukal)

k 2 u—1
1 __fc_.__l_::z By t +0(x—2k+1), x5 00,
l_etx t 2 F(2p)! 2t h

T€ je ¥ yCAGB y NOTAEAY xoetpuuu]euara ACHMITOTCKOT Pa3BHTKA OL
X (1;-x) 3a50BO/bEH.

1) Bp cy Bepryanesu Gpojesn.
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ITpema craBy 9 u (4.6.1), acumnroTcku passHTaK 3a p (x) rJacCH

@

.. B
Z: —E | emtpp-24f 4 o (x~2+1)=
. (2 ! x2-t

= 0

p (x)

= i Bul2p-1) + 0(x~2k+1) =

AT
k
= z Be 1 + o(x2k+1) . x5 .
= 2p-1)2p x2rt
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ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN A-SUMMIERBARER
- LINEARER FUNKTIONELLEN

SLOBODAN ALJANCIC

. Es sei F, der Funktionalraum aller stetigen Funktionen, f(#) € F,
und «, (f) von beschrinkter Schwankung in (0, o). Es ist nicht schwer,
durch sukzessive Anwendung des bekannten Rieszschen [19} Satzes,
einzusehen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen
eine vom (nicht notwendig ganzzahligen) Parameter n abhingige
lineare Funktionelle -

() Anlfl = [ () doca 1)

eine nach allgemeiner Skala {gu(n)} forischreitende asymptotische
Entwicklung

(+4) Alf O]~ =2, naoo,

=)

gestatten wiirde, wenn eine solche ihre Erzengende o, (f) besitzt. Da
aber hier der Spielraum der Funktionen f(f) ziemlich weit ist — der
ganze Funktionalraum F,—ist dadurch derjenige der Erzeugenden
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a, (t) wesentlich gekiirzt. Es sei bloss darauf hingewiesen, dass von
der Struktur der Erzeugenden nicht nur die Konvergenz des uneigent-
lichen Stieltjesschen Integrals (*), sondern auch derjenigen suneigent-
lichen Integrale welche die Koeffizienten ¢, der asymptotischen
Entwicklung (*+*) bestimmen, abhingt. Deswegen ist es naheliegend,
den Begriff der linearen Funktionelle in dem Sinne zu erweitern,
dass man nicht nur konvergente, sondern auch A- summlerbare Stiel-
tjessche Integrale d. h. solche bei welchen

Un[f]= lim Feetf(fda, ()
a=0 ¢ i

existiert, zuldsst. Da in disem Falle von einer ihnlichen Aussage
iiber asymptotische Entwicklung, die notwendige und hinreichende
Bedingungen enthalten wilrde, kaum die Rede sein kdnnte, begrenzen
wir uns hier auf eine spez:elle Klasse A-summierbarer linearer Funk-
tionellen und geben gewisse hinreichende Bedingungen fiir deren
asymptotische Entwicklung.

Es sei a (f) von beschrinkter Schwankung in (0, c0). Wir betrach-
ten A-summierbare lineare Funktionellen, bei welchen

f()=e~ "% (1), © reeller Parameter,
mit
¥ (f)= f et da(u)
ist. Spezxell kann also ¥ (f) der Klasse der im Interval (0, co) total-

monotonen Funktionen angehoren.

Bevor wir zur Formulierung unserer Séitze iibergehen, geben
wir einige Erklirungen. Es bezeichne =y (f) ein Polynom p-ten
Grades und wu(f) eine periodische Funktion der Periode £>0.

Wir sagen dann, dass F(f) der Klasse Q4 angehore, wenn es die Form
F(t)=wy () Tm (4 @y () Topey () + - -+ + Wy (£)
hat. F(f) aus QF geniigt der Differenzengleichung '
agttu=o,
wo
CAfU fir U@ -G UE+h)+ -+ (=D @ Ut+hk)
gesetzt ist.
Es sei gp(n), n=0,1,... eine Fuaklionenfolge, die folgende
Bedingungen erfiillt:
‘ g ()
gu+1 (1) |
Wir sagen dann, dass {qu(n)} eine allgemeine Skala bildet.
14 36opHuK

0, nooo und gu (1) #0(n=0,1,..)
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Nun gehen wir zu Sitzen iiber asymptotische Entwicklung.
A-summierbarer linearer Funktionellen itiber. Die .Funktion ¢ {(f; X)
gestatte' die asymptotische Entwicklung nach allgemeiner Skala {g,. (M) }:

;t:;)\;.l’_"_'(_ﬂ)_ A5G Y LU N e L ‘Aco, -
? {2 qol(l)+ql(k)+'J'r'qz(k)'Jro(qr(R))’ Ao

wo die Koeffizienten py(#), £=0,1, ..,/ der Klasse Q' angehoren.
Dann existieren fiir « # 2sn/h; s==0, = 1, ... die Grenzwerte

lim [Te=otem "ty (de (1) =g (),
o= 0

lim [ e~ e~1"y (dpu () ~Pa(®, B=01,0n,1,

o=0 ¢ ‘
und es gilt .
P P, L P !
)=y T , 0,
eEN = Tam +q~,(.x)v+0(q[(x))' o

gleichmissig in 2sm/h+e <t < 2(s+ 1) #h—e,0< &< w/h,s=0%1, ...,
wenn fiir ein ganzzahliges K > m, entweder

(i) die Schwankung W

we {AF e (N} =0(——), 2-00,
' .. g (M)
oder, (ii)
WT (8K (t;0) < =M M frei von 1,
p - g1 (})
und fir £ >T .

Ao (t;2) " mo‘hofqn 20, fro00.

Hieraus folgen, mit zweckmassiger Ubertragung unserer Erklarungen,
analoge Sitze fiir Réihen, speziell ftir A-summierbare irigonometrische
Reihen, und fir Riemannsche Integrale der Form

o
lim ay b, (A) rv ev®
lim Zo vby ()

‘und

lim [ e~ote= "ty (1) x (t; 0) dt.
=0 ¢ .

Fiir A-summierbare trigonometrische Reiben bewies bereits Prof.
Karamata [12a] einen diesem ldeenkreis angehorigen Satz, welcher
auch fiir diese Arbeit Anregung gab. Im Falle Riemannscher Integrale,
wenn ( — 1)Ky (t; \) eine K-te partielle Ableitung nacht, die >0 ist und
monoton gegen Null strebt, besitzt und die Koeffizienten py (f) Polynome
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in ¢ sind, gelten analoge Aussagen und ihr Gultxgkeltsberexch besrtzt
im Endlichen nur t=0 als Ausnahmestelle.

Die dargestellte Methode der asymptotischen Enthckkung
zeichnet sich dadurch aus, dass sie, wenn einmal iiber ihre
Anwendbarkeit entschieden ist, unbegrenzt viele verschiedene asympto-
tische Entwicklungen einer A-summierbaren linearen Funktionelle
liefert. Némlich, jede asymptotische Eutwicklung der Erzeugenden
spiegelt sich in einer der linearen Funktionelle. So z. B. erhielten
wir fiir ultrasphirische Polynome P (cos 8), von ihrer trigonometri-
schen Darstellung (4.1.1) oder (4.1.2) ausgehend, drei verschiedene
asymptotische Entwicklungen (n- o0). Wenn F die hypergeometrische
Funktion bedeutet, a, §, Y Parameter sind und der Kiirze halber

()W =x(x+1).. (x+v=-1), (x)®=1;
Dmy=x(x = 1) (x—=v+1), (x)0=1;
gesetzt wird, so ist gleichmissig in 0 <e O n-¢

" P (cos 8)= 2 TI'@rx+nml(@nda+l) (2 sin )12 -
1‘(}\.) F(n+1) T (n+a+i+1)

. ) ~1e Q)8 (1 -1® ——
@ 3 2( ) (n4a+A+ 1) pl RO +o (=),

ert2a+16i F o hp; 1—e=20) ] ;
(1 < o) a—r+1 (w5 Mg ]’
2 r@r+ml(n+8+1)
ro F(n+1)1‘(n+{3+}\+1)

) -0 g o
@ | 2 Wi & O

elm A~ e—Q+BInf2li
(2 sin 9)2++
2I'(2x+n) @si
r)n!

k f%%’(ﬁ)=s[

[ P® (cos 6) =

g(}o(e) 3[ (—p.,}\—B—l;}\.—p.;l—eZO')};

% (cos €)= in §)t—2.

1
. Z (_I)P__(_}"l(i)___s{e(n+l)ei hg\)(e%i)}_’_o(n}\—l—l)’

(iii) gy pl(n+y)rt+r
wobei A (2) durch
S
o=V (_*_) (1-zex)~1= z (@)

B=0 p!
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' bestimmt ist. Fiir spezielle Werte der Parameter «, 8, Y (x=0,
B=A-1, y=0) gehen diese Entwicklungen in bereits bekannte (s.
Szegd [234], S. 191 und 206) ftiber.

Als Beispiel asymptotischer Eﬁtwicklung A-summierbarer Rie-
mannscher Integrale, fiihren wir die Entwicklung der -Funktion

°.° v—1,
ZV(V,X)=feIft iv—ll'(1+'2i‘) dt, _1/2<v’<1/2a
X
0

an. Es ist
{
; v\ L (v+p+i)y) -
Z,(t,x)=(~ix)~ v — 40 (x7Y), ,
(6, x)=(~i7) 2( ) ) oy ToeT, xoe
Pe=0
gleichmissig fiir |¢|>e >0, woraus fir v=1 und -/, <v<?/,
die bekannte asymptotische Entwickiung der Hankelschen Funktion

HY (x) folgt.
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PAHKO BOJAHUA

ACHMIITOTHKA PEUIEYbA JIMHEAPHUX
JUPEPEHLIMJAMTHHUX JEAHAUHHA

—TE3A-—
YBOI

0.1 Kanacuusm npoGiaem Manux OCHuAaLMja eNacTHYHE MemOpane
CacTOju C€ y TOME Ja Ce Y H3BECHO]j od.nacm S, x, y-paBuu Hahy
peiemha jefHauune _

(0.1) Au+iru=0,

Koja Ha py6y S’ mocmarpase 06.aacTH y ua”enuocrannmem caydajy
3aZ0B0/bABAjy I'DaHHYHH YCJIOB

u=0.

Kao wto je nmosHaro, TakBa pemema MOCTOjé CaMO 3a CNemujanHe
BPeIHOCTH napaMerpa A\ MJM, ADYr#M peunma, jexnauwna (0.1) uma
pemniema KOja HHCY HACHTHUKH jeJHaka Hyau y obGjacTn S camo Kaj
je A Tako3BaHa concrseHa BpeAnocT. CBaKoj CONCTBEHO] BPEIHOCTH
OJAroBapa HajRHINE KOHAYHO MHOTO CONCTBeHHX (yHKIHja, OZHOCHO
peluema MocMarpaHor IPaHUIHOr 3aJaTKa.

Beauxn 6poj nmpoGaema mexanuke W ¢H3HKE, HAPOYHTO OHHX Y
B€3H Ca OCIHJAlUjaMa, CBOIH C€ HA PEIIaBalke€ CAHYHHX TPAHHUHHX
sagaraka. Ca mMaTeMarduke Tauke rJeJHIUTA CBAKH TaKaB npo6JeM je
Hau npo6GJeM ersuCTeHIHje WM npo6aeM NPOLEHe CONCTBEHHX Bpe-
JHOCTH H CONCTBeHMX (YHKUWja HEKOr I'DaHMYHOr 3aJaTKa.

[1Ipo6aemnMa ersaucTeniuje CONCTBEHHX BPEJHOCTH H CONCTBEHHX
¢yHknuja rpaHHYHMX 3aJaTaka NapuujaaHux NudepeHuHjaInux jeaHa-
yHHa 6aBWJIH Cy C€ MHOTH MaremaTudapd. Tu npo6JaemH y panoBuma
Pumana, llsapna, [Toenxapea u HapouynTo XHaGeprTa 3ay3uMajy Ie€H-
TPanHO MEeCTO. MeljyTuM Tek noweTKOM OBOr Beka MOrJao ce npuhu
npo6ieMy HHXOBE aCHMNTOTCKE NPOLEHE KOjH je €4 MVIeJHITa MeXa-
nuKe # (Qusnxe ox nanexo Beher 3Hauaja. dusmuapu H: A. Lorenz
(1] 1 A. Sommerfeld [2] npBu cy Rowaw A0 3aKk/byuka Aa LOBOJLHO
BEJMKE COMCTBEHE BPEAHOCTH MEMOpaHe KOja TpPENepH He 3aBHCE OX
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o6auka memOpane seh camo off reHe mospumse. Hemocpepno satum
je H. Weyl [3], ua ocHoBY TeOpuje MHUHEADHHX MHTErpa/HAX jefHAYUHE,
AOKa3a0 1a je

N(t)~£‘t, t> o0,
4

rie je N(f) 6poj concTBeHuX BPENHOCTH KOje Cy Mamwe of f, a S
NOBpIUMHA MOCMATpaHe MeMm6paHe, IITO jé NOKA3aJ0 Ja Cy NPETHO-
craBke ‘¢uauuapa Oune Ttaude. R. Courant [4, crp. 321—380] je
KacHdje, MOMOHy BapujalMOHOr pauyHa, NOGHO MHOrO . MpeuusHHje
pesyarare. Cnem«ganﬂo y cnyqaly memOpane Koja Tpenepu OH je
10Ka3ao Ja je

N =S t+0(Tlgt), troo.
4n

0.2 MehyTuM, 33 Qusudapa 3HauajHujH, a U ca TAEJUMTA TEO-
pUCKe MaTeMaTHKE AyG6/bd H TEKH MPOOGJIEM aCHMNTOTCKOr NOHAINAMA
concreeaux QyHKHHja MNOAYXBATHIH Cy T€K TPHAECETHX TOJMHA OBOT
sexa A, Hammerstein [5] u napoauro T. Carleman [6]. lok je Xamep:
wTajd, cayxehu ce TeOpPHjOM JHHEAPHHMX MHTETPalHMX jeJHAYMHA,
WCMUTHBAO TOHAIAME CONCTBEHHX (YHKUMjA 33 BeAUKE BPELHOCTH
napexca n, Xotae je Kapaeman 120 jefas NoTnyHO HOB ¥-OPWTHHA/AH
METOJ 32 WCHHTHBabe ACHMMNTOTCKOr TNOHAINAka CyMe xBanpaTa con-
cTBeHux (QyHKIMja KOju ce cacToju y caenehiem.

Heka je S koHayHa W OTBOpeHa 06GJacT x, y-paBHH, S’ WmeH py6
u Heka cy {\,} conmcTBEeHEe BPEXHOCTH, a {®, (P)} onroBapajyhe opro-
HOpMHpaHE concrBeHe (yHKIMje PaHUYHOr 33AaTKA

Autrp=0, PES,
=0, vPES’.

Axo ca G (P, Q; \) o3nauumMo T punoBy ¢yuKUHMjy OBOr rpaHHUIHOr
3agartka, a ca G (P, Q) TpuHoBy (DyHKIMjy rpanduHor 33jaTka

Au=0, PES,
u=90, Pe§
Taja je, KA0 MTO j& MO3HaTo,

@ (P) £ (Q)
Z

}" ()\ }\) G(P’Q)—G(P’Q;"

Osaj o6pasan 6uo je ocHoBa Ha kojoj je Kapaeman .usrpajuo CBOj
NOCTYNaK 3a MpoueHy cywme KBanpaTa conctBeHux ¢ysxnuja. . On je
Hajupe AOKa3ao Ka je

il
il
!
|
i
|
|
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© 2 _
(0.2) KEA%(?;\) 41n1gx+b+0(e“”’h), Ao o0,

rne ¢y b u c>0 KOHCTaHT€ Kkoje He 3aBuce Of A. Ilokas osor
obpacua cBOZH CE€ OYEBHIHO HA NMPOLEHY AaCHMNOTOTCKOr MOHAIAmba
odyuxuuje G (P, Q; — 1) Kax . > >, a 1044Ba HA enemeurapuum ocobu-
uama Tpunose ¢ynkuuje. Kako je, naume,
G(P,Q;~ 3\)=2—Ko(fpo‘/?») H(P ;-0
rae je
- N o]} —
— - VX I'pg t
Ky (r V)\ = L—:__——dt,

o( PQ ) : Wz =]
a H(P, Q;-1) peryiapso peuieme jegsauune
(0.3) Au-Xu=0
Koje Ha py6y S’ 3an0BO/baBa YCJIOB

(0.4) HP,Q; ~3) = ik‘,(rm VE), Pes,

H CAHYHO TOME

O(P.Q=5-lE—-H(P,Q),
TO je )
RAC)
g A (R td) _
1 .. 1 = '
- ﬁégj{lgr—});—Ko (rva}\.)}jH(Q, Q+H(Q,Q-N=

=l h T -Ig2-H (Q Q+H(Q Q=)

rAe je y Ajaeposa koucraura. Ha ocnoBy [lapadosor craBa csako
- peweme jennagude (0.3) mocTHke ‘CBOJY wajMax-by, OZHOCHO HajBehy
BpexHocT Ha py6y S’ Crora . je, npema (04), 3a yrepheno Q u
npou3Bo/bHO P € S . _

l —
IH(P, Q;-K)l<2—; I}Yieag, Ko (rpq Vl)<

<L Ky (lg VR,
2%
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rae je lo uajkpake orcrojawe Tauke Q om pyba S§'. Cnenmjanso
3a P=Q je ‘

H(Q Q=1 < ;- Ko 1 WE)=0 e=1VE), 2oy,

a oxarae nemocpexno caepu (0.2).

i
Hpyru neo KapaemaHOBOT MOCTymKa cacToju Cc€ y npuMeHu
craBoBa TayGepose npupoje nomohy KOjHX ce KOHawHO RoGuja npo-
IleHA aCHMMITOTCKOr NOHAIIAmha CyMe KBaIpaTa CONCTBEHHX (yHKIWja.
Harme, n3 o6pacua (0.2) cneau ma je dyskuuja

?(s) = Pa(Q5"
: n=1-"

perynapHa y Ie/ioj DaBHM OCHM y Taukd $=1, rA€ MMa NOJ (PBOT
pena ca pesuayymom 1/4 =, a onarzne Ha ocHoBy nossator Mikexapuunor
cTaBa CAeiu Ja je _ :

(0.5) > <1>3,(Q)~—Zl;)\, N 00

A<

0.3 Ha osBaj KapnemanoB pajx HanoBesao ce HU3 panosa
A. Pleijel-a [7] u S. Minakshisundaram-a [8] koju cy ce 6aBunu yriaas-
HOM reHepanu3anujama Kapaemanosux pesyiartata. [laejes u Munakmu-
CyHJapaM, KOju je HE3aBHCHO Of 'Kapne_yaﬁ_g'nomao Ol CNKYHHX
pesyarara, npowupuan cy Kapnemanos meron xa onmtuje xiace
napnujasuux ZudepeHnujasuux jefHauuHa €JMNTHYHOT THNa, XOG6Hja-
jyhn Ha Taj Hauun kao u Kapaemad, npsBy anpoxcuManujy 3a acum-
NTOTCKO MOHAMAaMbhe CYyME KBaJPara CONCTBEHMX (PYHKIMja NOCMAaTpaHOT
rpanugHor 3ajatka. OBHM HCNHTHBamHMMa Guie cy oOyxBahene napuu-
janHe IpmbepennmjanHe jeaHaduHe BHIUEr CTENeHa, napuujande aude-
penllnjanHe jeflHaUWHE MOJAPHOT THNA, KAO H j€J|HAUMHE MAJHX OCIH-
nanuja y PumanoBum npocropuma, rae Bearpamujes oneparop wurpa
ony yaory kojy y Eykaunosom npocropy urpa Jlanaacos onepatop.

W3 panosa Kapnemana, [lnejena u Munakmucysjpapama npous-
nasu ja je 3a fo6ujame NPBE AaNpOKCHMallMje aCHUMNTOTCKOT MOHa-
Iaka CyMe KBaJfpara CONCTBEHHX (YHKNHMja N0BOJbHA MPONEHA NOTEH-

nujansor tuna 3a [ppHoBy ¢QyHxumjy. MehyTum, .nos3uato je na.

I'pudoBa (yHKIMja ONajia eKCNOHEHNYja/iioM GP3UHOM K4 N - oo, LITO
ce He WckopuwhaBa y nmoTnysBOCcTH Hu KOJ jemor craBa Tay6epose
npupoje kora OHH ynoTpebibaBajy. Jacso je npema TOMe ha je 3a
po6ujame npenusHujux pesyarara 6uo notpebad jeNaH HOB CTaB
Tay6epose npupope. Taj npobaem noxyxsartuo je jomr T. Carleman
[6] u on je mao jemau crtas Te BpcTe, anu je Tex B. I'. ABakymosuh [9,]
J40 CTaB KOju je cTBapHO omoryhuo na ce eKCloHEHLHjalHa npoleHa
I'punoBe ¢yHknwje y NOTNYHOCTH uckopuctH. tberos cras raacu:
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Hexa je S (u) orpanuyene Bapujayuje y CBaKoM KOHAYHOM PA3MAKY

u Herxa unliierpan
o
fe-x [ S

u+x
0

KOHBeprupa 3a jepno fha dpema iome 3a csaro x > 0. Taza us
f(x)=0(e V%), xs00, ¢>0,
I YCA0BAG KOHBeprenyuje

Ve (SO -S@}>-m, a<v<u+Vu

creju
S@=0(1Vu), u»ro.

[lpumenom oBor craBa KOJ JABOJMMEH3HOHalIHOr npo6iema
ymecro (0.5) ABakymosuh je n06uO

> 62 (Q - 2-1; A+0(VR), Aosoo,

A

S 0,(P)8,(Q) = 0 (1F), 2o oo

An<<A

0.4 (i) [lo6ommaBajyhn c jemne crpase [lnejenos nocrynak 3a
npoueHy perynaapHor jena ['puHose (yHkuMje KOjH ce 3acHMBA Ha
BapHjallHOHOM padyHy, a ¢ Apyre cTpaHe yonuTaBajyhH NOMeHYTH
ApakymosuheB cTaB Tay6epose npupoze, B. Byukosuh u aytop [10]
noKa3aJu Cy JAa C€ H KOX TIDaHHYHOr 33J4aTKa MaJHX OCLHAanMja
€NacTHYHE IUIOYe MOXE ACOMTH Apyra anpoOKCHManuja acHMITOTCKOT
noHamama CyMeé KBaZpaTa CONCTBEHHX (PYHKIHMja, Kao W npeln3Ha
nponeHa AacHMNTOTCKOT nOHamama CyMeé nNpPOH3BOJa CONCTBEHHX
G yHKnuja.

MelyTtum npe nokymajy jna ce Ha Taj HauHH A06Mjy CAHYHH
pesyiartatH 3a cyme CONCTBEHMX (yHKIMja YOMIITEHOr TPaHHUHOT
3ajaTka MajauX OCHUHJ2IHja k-AHMEH3HOHANHOT KOHTHHYyMa

AAu AP)u+ru=0, PCES,
u=0, PES,

rpe je A, k-IuMeH3uOHaJNHM JIannacoeB onepaTop H rae S npercras/ba
OTBOPEHY H OrpaHHYeHy O06JacT k-RHMEH3HOHAJHOr NPOCTOpa, a
S’ weHn py6, HaWIa3H C€ KaKO Ha NPRHIMNHjEJHE TaKO H Ha TEXHHYKE
remwkohe. 3a npoueny peryaapHor Zeaa ['puHoBe ¢ynkuHje Mory ce
H OBI€ NDHUMEHHTH CTaBoBu auajorHd [lapadosom cTaBy, anu ce
Teirkoha CacTOju y TOME ITO C€ HE 3HA EKCIVIMIHTHO CHHIYJIaDHH
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xeo- I'puHoBe GyHKNUje KOju je y onmTeM clAyudajy pelueme jeide
HEXOMOreHe JMHeapHe uHTerpajse jennauunne PpeiaxoamMoBor Tuna.
36or TOra ce HAPOYHTO KOJA npuMeHe craBoBa Tay6epoBe npupoxe
aHanoruux crasy M3 Tauke (.3 jaBipajy HOBM mpo6aeMu, Kao WTO je
Ha mnpuMep mnpobaem mnpercraspamba CUHTyJAapHOor Jena [punose
¢yunxuuje y o6auxy Cruarjecose Tpancdopmanuie.

(ii) la 6u cMo WTO NperaefHUje H3NOXKHAM OBaj MNOCTyMaK 3a
NPOLEHY aCUMOTOTCKOr MOHAIlaiba CyMe KBAaXPaTa ¥ NPOU3BOAA COI-
cTBeHHX (YHKOUja yONIITEHOTr TPaHMYHOr 3aJaTKA MaJWX OCUMAALM]a,
3aapxahemo ce oBje Ha TPOAMMEH3MOHANTHOM TpOOaEMy

Au-AP)u+ru=0, PES

(4)
u=0, PES.
OcHoBHHU pe3yaTaTH Koje hemo OBAE HOKa3aTH Cy
M > $2(Q) = o A oo,
A<
(I > . (P) D, (Q) = O (1), Ao oo.
)\nsl\ t

Cneuu]annu ciydaj OBOT rpaHMyHoOr sajaTka Kaj je ¢ysxuuja A(P)
jenuaka Hyau mnocMdTpao je y cBojoj Tesu A.’ ‘Pleijek [7). Ou je 1y
fIOPEJ OCTAaJIOr A0Ka3ao 1a je

> Q) ~

An<<A

}\—aloo.
B. I'. AsaxvmMosuh [9] je xachuje moGuo oGpacue (I) u (II), any oner

y crenujaniHom cnyqa]y Kag je A(P)=0.

(iii) ¥ npeoj raaBu y Ttauku l.1 mahemo, mperiaexHOCTH pajy,
zedunnunjy TpuHose (dydxuuje rpanuuHor 3a7aTka (A) Kao W HEHOT

CHHTYJIADHOT W PEry/AapHOr Heua. ¥ Tauxku 1.2 moxaszahemo ersucren-

L¥jy pellleia HHTErpanHe jefHayuse

e=Virpq [ e-Vr'pr
4 rpg gj 47 rpq

re,Q;-N)= A(T)F(T Q;-N)dSr,

K30 H Ja je To pemetbe cUHryaapuu geo [punose dynknuje. 3aTum
hemo y Tauku 1.3 nard TPOHEHY aCHMOTOTCKOT MOHAWlaka CHHIY-
mApHOT W peryxaphor fena I'pusose ¢ynkmuje. Y rauku 1.4 nokdsa-
hiemo Jia ce y A0OBOJL,HO Man0j OKOJNMHK Tauke Q Qyskuuja I'(P, Q;—2)
nonama xao ¢yukusja I, (P, Q; - 1) Koja je pememe jeaHaguue
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Virpr

Taro AT, Q-2 dSr,

06) T(P,0;-3) = 2020 _ fe

4z rpQ Ko n

rze je K(Q;r) sonta noaynpedsuka r ca LEHTPOM y Taukd Q; 3a
n0BOBHO Mano r je K(Q;r)C S. Ipyrum peuuma, xokasahemo Aa
je 3a npoussorHO PE K (Q;r)

rP,Q;=2) =T, (P,Q;=3) + O(e~"="7X), A o00.

dyukuyjy I (P,Q;-)\) yBeau cMo 3aTo wmrTo ce jexnaunda (0.6)
MOXe€ peuIuTH CYKIEeCHBHOM anpokcumanujom kax je obaact K (Q;r)
J0BOJbHO Mana. To mame omoryhaBa ja nokaxemo Ja nocToju QyHk-
nuja L (Q;u) raxkea na je

fﬂg_(oﬂ=i]1m{-l ‘“Fr(PsQ;—)‘)]
a4+ A P=Ql4nrpg

H na je
0.7) 9(o;u>=2—‘n—2v5+0<1), 100,

Ha ocuoBy Tora mokasahemo

CraB 1. 3a yilispherno QE S je

2
> 50 -1 i e i) - M@0,

A0,

rae je M(Q) orpanuvena ¢yuryuja Gpomenmuse Q, ar >0 ronc@anilia
Koja He 3aBucu ox M. Ocunx fora je sa P#£Q

$a (P) $1(Q) _ BeVD) n oo,
2 M (nr) P QFOETRER), A

rge je c=min (rpg, lg).

(iv) ¥ npyroj ranasu nokasahemo caezehn craB Tay6Gepose
npHpPoOAe :

CraB 2. Hexa je S (u) orpanudene Bapujayuje y cBaKOM KOHAYHOM
pa3marky u Hexa udilierpan

= [ 28

u+x
0



220 Panko Bojaanh

KOHBeprupa 3a jepno fia Gpema MWome 3a ceako x > 0. Taza us ycaosa

() f(x)=0(e~V%), x-00,

rge je ¢ >0, u ycaoBa rouseprenyuje

(b) SW-SW>-m eLvu+Vu
creau :

Sw=0(), uro.

[lppu cTaBoBM OBE BpCTE, KA0 LITO CMO HAMOMEHY/AH, NOTHYY
on Kapnemana n Asakymosuha, ZOK jeé HajommrHje CTABOBE TOT THNA
1ao y cBojoj tesu B. Byuxkosuh [11]. Kaxo ce mehyTum u Ty cayuaj
.KaJ je Crunrjecosa Tpancdopmanuja pexa O (e=°Vx) mopa 3ace6Ho
nocMarpatd, To hieMo y Apyroj riaBH, NE€JAHHE PajiW, JATH JAHPEKTaH
IOKa3 craBa 2.

(v) U3 craBosa 1 u 2 po6ujajy ce o6pacuu (I) u (II) na caenehu
HauMd. AKO CTaBHMO

2
E@-> 24D _aqu+m@, E©-0,
Ap<u "
Taza je, npeMa crasy 1,

o0

iE_(E)._z O(e—l/zrvx), }\__)oo.
u+Xh
0

IIpema Tome, ycuoB (a) cTasa 2 je 3an0BobeH. Ha ocHoBy o6pacua (0.7)
umMamo Aame Ja je 3a uLvCu+Vu o -

st |
E0)-Ew = X 22 —e@i+e@in -~

U A<y

2 o '
S (D"xf,Q) - 2;2 (Vv - Vo) +0 (1) >
UL Ang<lv
>Nl +ifu+1)+01)> - m.

Ipema ToMe, ¥ yca0B KOHBepreHiwje (b) crasa 2 je 3af0BOJbEH, Na
jeé Ha OCHOBY TOra CTaBa
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Tj.
2
E*(u) = z ¢1(Q) _
' An<u "
~Q(Q;1) + M(Q) +0(1) =

212 Vu+O(1), usoo.

Onasne menocpexno caeau o6pasan (I), jep je

A
> ¢%<Q)=fud£* ()=
Ap< 0
' A A
=uE*@)| - E*(u)du =
Il

1 32
= A"+ 0R), Ao oo,
ot )

Ja 6u cmo pmokasanu Hejeasaumdy (II) craBumo

P, (P) ,(Q)

I(u) = L LRl _G(P,Q), 1(0)=0.

W)= 3= P, Q). 1(0)
An<Su

Tana je, npema crasy I,

o]

[ _0(e1m), 2o,
u+X

0
Tako Aa je ycaoB (a) craBa 2 ucnymes. Jlame, u3

(1m-1@p-{ 320 2QF

A
us<Ag<lv
&2 (P @2
<z 40 3 40
A<y 1<y

u obpacua (I), xoju cMo manro npe ZAokasanu, Ao6ujamo Aa je sa
uv<u+Vu

I(W)-I() =0(), u»o0.
Ilpema TOME, M yCNOB KOHBEpreHuHWje je 3ajJlOBO/bEH, TAKO A NpH-
MeHom craBa 2 po6ujamo HemocpenHo Hejepsaunny (II).
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] TITABA

1.1 T'panoBa dysxuuja G (P, Q;-1). (i) Heka je S konauua u
OTBOpEHa 6641aCT TPOXMMEH3HOHANHOr EYKINAOBOr NMPOCTOpa ca AenH-
MHYHO riaTkuM pyGom §'. O3nauumo, Kao  panuje, ca {},} concreene
BpenHOCTH, a ca {P,(P)} onrosapajyhe oproHopMupane dyHKnHje
rPaHAYHOr 33JaTKa

Au-AP)u+du=0, PES

(4)
u=0, P&S.

3a dynkuajy A (T) npernocrasuhiemMo 1a je no3uTHBHA ¥ Aa je 3ajefHO

ca CBOjuM MNpBUM H3BOAWMA Henpekuaua y o6aactu S. Taga cy cse
CONCTBEHE BPENHOCTH I'DAHMYHOr 33JaTKa (A) no3uTHBHE.

Ozsauumo ca G (P, Q; ) I'punoBy ¢yuxumjy oBOr rpasHYHOT
sajatka, a8 ca G (P, Q) I'punoBYy QynKkuujy rpaHudHOr 3ajaTka

Au-AP)u=90, PES,
(A%) o
u=0, P&S.

chHkunja G (P, Q; - 1) je pesonsenra jearpa G(P, Q) na je npemﬁ TOME

(1.1) 2 202 p,0)-0(P. 0.

(if) Heka je Q yrtsphena, uHaue npousBo/pbHa, Tauka o6JaacTu S.
[punosa ¢ynxkumja G (P, Q; -1X) 3a P # Q je peuewe jefHagHHe
(1.2) Au-AP)u-ru=0 .

Koje Ha pyby S’ 3an0BO/baBa yCIOB
(1.3) - GP,Q;-N =0, PES.

Kax P~ Q, ¢pysxuuja G (P, Q; —A) Texn 6ecxonaqﬂocm, aJH TaKo za je

lim f 6P Qi=N yo g
£=0 or .
% (Q; &)

rie je %(Q;e) py6 Jenre nonynpeuBHKa & €a HEHTPOM y Taukm Q
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Ha ochoBy ose nmedununuje xoncrpyucahemo I'puHOBy QyHk-
uujy G (P, Q;~-1) Ha ciexehin HauuH.

Osuaunmo ca I (P, Q;-1) dynkumjy xoja je 3a P # Q peweme
jensadute (1.2) u xoja 3a70BOJ/baBa yCJIOB

(1.4) lim IrP Q-2
g=0 . ()I‘
%(Q;¢)

dSp' = - 1.

Osako aeduuucana dynkunja I'(P,Q;—1) 30Be C€ eIEMEHTAPHO
pemweme jensaduse (1.2), oxHocHo cuurynapuu xeo [puHoBe QyHK-
uuje G (P, Q;-1).

Ako cTaBEMO
(1.5) Y(P,Q;~2) =T(P,Q;-3)~G(P,Q;-1X),

TajJa u3 nperxoxHe AeduHunuje I'puHoBe (GyHKLMjE H HEHOr CHHIY-
napHor nena caenu na je gysknumja y (P, Q; -1) 3ajenHo ca csoja
npsa nBa M3BOAZ HenpekuiHa y obaactd S M Ja je pemiewme jexna-
yue (1.2) koje Ha py6y obaactu S, ¢ oGsnpom ra (1.3), 3azoBo-
/baBa yCJOB .

(1.6) Y(P,Q;-2) =I(P,Q;-2), PES.
®yukuuja vy (P, Q;-2) 3o0Be ce perynaphn neo Ipunose dynkiuuje.
1.2 Ersucrenumja ¢pynxuyuja I'(P,Q;—2) u v (P,Q;-1). (i)

Jlokas ersucrennmje ¢yukuuje I (P, Q;-2) Kojy cMo pedunucaau y
NpeTxonH0j Tauku 3acHHBA c€ Ha caefehoj semu:

Jlema 1.1 Hera je S iipousBomra orpanudena o6aacili MpoguMeH-
3uonanxor Gpocliopa. Axo ca rpg 03HAYUMO pacillojawe Mavaxa P u Q,
HWaga je 3a dpousBomHy pyuryujy ¢ (P), uniierpabunny y obaaciiu S,
uo>=0

2 o(P) 9 (Q)dSpdSy >0,

Jokas. 3a goka3z oBe jemMe noTpebaH HaM jé NO3HAaTH HHTE-
rpan [12, ctp. 195]

s e, (au + v+ cw)
e Va{rre _ _ — dudvdw.
2 (ul + vl + w2 +6£}2

—® — g ~—0o
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Kako je rpg = (x-E)2+(y—-n):+(z-¥)% TO je, mpema NpeTXOXHOM
obpacny,

o—or ei {(x~But+(y-)v+(z—-t)w} >
PQ = — (u2+v2+w2+62)2 dudvdw,

na je aa 6 >0

1) = f f =rq ¢ (P) ¢ (Q) dSp dSq =

c el{ (x—B)u+(y—mv+(z~Lw} i
= dudvdw=
“2 {<P(P)<P(Q)dspdsqf [f (2 + v+ w?+o%)? Y

K — —
_.° fff'[ ol (xu+yv+2w) 2 du dv dw
o (PrdSe | — >
u? + v: 4 wP 4 o)
o — @ —® ( T+ )

Meljyram, u3 unmennue ja je 1(6)>>0 33 ¢>>0 crenn 1a je u

f1(r)dt>o,

§ 8

e““{’PQ
~_——__¢(P)‘:p(Q)dSPdSQ> e ?(P)?(Q)dSpdSQ.
S 8 @ ' -
Kax y OBOj ﬂejengaquﬂﬂ NyCTHMO XA o > 00, 106HjaMO KOHAYHO A4 je

f——--——‘P(P)w(Q)dSpdSo>0

wTo je Tpeﬁano NOKa3aTH.

(il) Axo jemHOCTABHOCTH Pafi¥ CTaBHUMO

e

(1.7 K(P,Q;-2) =
Tajia je HA OCHOBY NpETXOXHE JEME

[ [KP.0:-2 9Py 9@ dse dse >0
5 8 :

3a ceaky (yHKmujy ¢ (P) Koja je NeNTUMHYHO HefpekuHa y 06aacTH S.
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Ipyrum pequma,:jesrpo. K (P,Q;— ) XoMOrene uurerpanne jefHadnte

(1.8) i (P;2) = % f K(P,T;-2N)u(T;2) iS5y

jé CHMETPHYHO H NO3UTHBHO JeduuuTHO 3a cBako A _>0. Oparae
HEnoCPeXHO CAeJH Xa Cy CBE CONCTBEHE BPEJHOCTH T€ HHTErpaHe
jennagnne nosutuBHe [4, cTp. 112]. Ilpema Tome, HexoMoreHa nuTe-
rpaiia jejHauuHa

(1.9) “u (P x)&_%—”—?\/A(P) fK(P T; -x)u(T l)dST

Ha ocHoBy &Ppenxoamosux :cTasosa (4, crp. 99] uma jemHo m camo
jenso pemerme jep x= -l HHje -CONCTBEHa BPENHOCT' OAroBapajyhe
XoMOorese uurerpanse jexsaduse (1.8).

) Axo y jenuauuun (1.9) crasumo.
Cu (PN = VAP (P Q; - 3»).
m}xa je I‘(P,Q -) peuxe}be ﬂﬂTerpa.rme jenuaquﬂe

e Vl Tpo o ‘7/ 'pt
(110 rP,Q;-2) = m— - —47””
. S' Wt Wid

A(T)I(T,Q;~2) dS7 .

(iii) Ma Ou cMo pokasaau Aa je I'(P,Q;—2)- CHHTyNapHd A€o
Ipunose dynxunje G (P, Q; -1), Tpe6a npema l.] (ii) aa nokaxemo
1% na y rauku P = Q I'(P,Q; - \) uma CHHIy/I4PUTET K4 PaKTepUCTHYIAH
3a I'pusoBy dyHknHjy, Tj. Za 3aK0BO/baBa ycaos (1. 4),u2%na je 3a P£Q
byuknuja I' (P, Q;—1) pemese nmpepeﬂunjanue jeasauune (1.2).

1° Axo jexnaummy - (1:10) - nomnoxEMO ca A(P)I‘(P Q;-\)m
pHTerpumemo no P y obnacte S, nobuhemo’

f_ AMI(1,Q-NdSr =

S

_ (e TQA(T)I‘(T(), 2) dSq —

41CI'

f f ST ADT(T,Qi= ) A(P) I (P, Q3 = 1) dSpdSt,

15 36opunx
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Kako . je, npema.nemu. 1.1, nocaeirbu uHTErpas  Ha-ZecHoj CTpanu
NIO3UTHBAH, TO je

fA(T)Fz(T Q-1 dSr <

oS <
-2yx% Yq 2
<{ ;f(—;“—,}-;%ft(r)dsz} { | A.,(T)W(T;Q;-x).dsr}
) = RV

Tj.

e“‘2 7/}\. L )

. ‘I_-‘A(:T).[‘Z(TxQ, N dSr (4ur )2 A(T)dST
§

lMomohy oBe HejeAnaunHe JoKa3ahemo  Hajnpe na je ¢yhkuuja

ree (P, Q; - 1) orpaanqeﬂa y o6nacm S. JemnocraBHOCTH panu

CTaBHMO

W (P, Q; - _2)dS;.

Tazna u3 nperxonue Heje/lHAYHHE CAEXH Ja je3ax>0

‘ N[ evxr 12 o
.._.‘.:\S. v ' . ‘- h .
_2Vh PT. o - C
< [e2rmrer A(T) dST A (T)T¥T,Q;-3) dSr <
(4'n:r T) { S
S
—2Yxrpr e_2V}.rTQ
(41”. )2 A (T) dSr - (4“r )z A (7) dST
A? 1 o1
—5 ds —dSr,
S @nt ) b T J e T

rae je A= Max A (T).
T¢S
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Osnaunmo ca K (C;r) 100Ty NOAYNPEYHUKE I CA UEHTPOM Y TadKH
C, a ca d npeyHuk HajMame Jonrte koja caapxu obaact S. Kako je

1 1

—r—z—dS'r< -;r—z—‘dST=
.cT : cr
K@i
d 2m /2
fffcoscpdpd<pd9==4nd
-0 —n/2
TO j€

(WP, Q;- VI

41:

W(P Q; -2 je mpema TOME OrpanudeHa quaxnuja NPOMEeH/bUBHX
P n Q. y TOM CAy4ajy Hu3

N Ly YRR
(1.11) (P,Q5 "N = St ~ WP, Q5 -1)
crefu 1a je '
_ Ad __ M
(1‘12) lr(P’Q!-)\”< 4ﬂr An <. PQ:

Tj. na je rpe I'(P,Q;~2) OrpaHHYeHa bynxnuja npomensmusux P u Q
y o6aacta S
Hame je, ¢ oésupom Ha (1.12),

Wi/ (P, Qs - m—l e (Erep 1) o A (1,05 a8 <

' 1
M dSy.
S sf I ZPT rrQ T

. Kaxko je
1 1 rpr+7rTQ
~—dSr L — —2 dSt =
Jfgrfm TS 'pq $ f%TfTQ T

1 1 1 1

- ds — |z d§
< rrQ JrPTrTQ Tt rPQJr%T TS

8nd

<.
rpqQ
TO je KOHA4HO

!

IWe/ (PR~ NI <
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IIpema Tome je" . : :

OWE,Q-N]
OW(p,Q )<
pr

or o

W3 oBe HejesHagnHe K40 nOCAE AUy 1106ujaiuo Ia dbynxnuja T'(P,Q; - 1))
3agoBo/basa ycnoB (1.4). Haume, us (1.11) u uumenune na Qysxnuja

e VX7 pq/4xrpo 3amoBo/kaBa ycnos (1.4), cnexu na je MOBOBHO

JloKa3aTy ha je , S
| Hm[bW@@.m

(1'.13)“

ar dSp =0

e=0

%(Q.e)

Oso, MeljyTuM, uenocpeJmo cnelm u3 HejefHagnHe (1 13). Ipema Tome,
¢$ynxumja I'(P,Q; - 1) 3a10B0/maBa yCa0B, (1.4). .

2¢ Tokas na je I‘(P Q;-2) sa P£Q pememe nu(pepeuun]anﬂe

jemuaunne (1.2) je HewTo caOXeHwju 36or Tora mro (yHKOUje

e~ VXrpQ [4xrpg u I'(P,Q;-2), Ka0 dynknuje ox P u Q, uucy orpa-

Huuene y obractu S.

Hexa je P;&Q Je,rmocraaaocm paju CTaBUMO

e~ ~Vxr PQ
4ﬂrpQ

R(P,Q;-2) =

Taga je
FWQ,M—R@Q,M~IMPTRMUVUQ,Mﬁw

Kdko e .

(1.14) R (P,T;=2) = - R,i’(P,'T;—k),

T0 ie T L ;

I/ (P,Q;- 1) = Ry/(P,Q; - 1) + f R/ (P, T;=2) A(T) I'(T, Q; = \) dSr.
S .

[MapnujanHoM HHTErpalyjoM 106ujamo :
I (P,Q;=2) = R (P,Q; - ) +

+f R (P,’T;—)») cos (n,2) A ()T (T;Q;-2) dSy" -
&

- [reT-N @D,

rae je (n, #;) yrao xoju cnossauba HopMaja Ha py6y S’ saxzana ca
t-ocom. IlonoBno mudepennupame, ¢ o63upom Ha (1.14), naje
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rx, x,-" (P’ Q; - )") = .Rx‘ xin (P’ Q; _}\) T

- fR,i'(P,T;—)\) cos (n, 1) A (T) I'(T,Q;~2)dSy +
Sr .

+ [Ry B, T5-2) (A (D) (T, Q- W)y dSr.
S .

Ca6upamweM OBHX jejHadMHa no i ox i=1 Ko 3, ¢ 063HpOM Ha

AR(P,Q;-1)'~ AR(P,Q;~2) =0,
x06ujamMo ! :

AIr(P,Q;-2) = AR(P,Q;-}) -~

- ff)-ﬁ(—%’%;—‘—}flA (T) I (T,Q; 1) dSy’ +
s’ ‘

(1.15) o
3
+ f S R (P.T3=N (A (DT (T,0;- N}y dS1,

s {m]

rae je d/0n u3BOX y NpaBHy CHOBbAIIHE HOpMane Ha py6y .

Osnagumo ca S* o6uacr koja ce go6uja u3 o6aactu S HCeLameM
ABe JIONT€ MOJYNPEYHHKA € ca LEHTPOM y Taukama P u Q. Py6 Tux
AontH o3HauuMO ca « (P;e), oanocHo x (Q;¢€). Tana je-

3
1= [ 3 Re@T-0 4@ 0,0 1)y 457 -

s (=1

. | |
- lim fzk,,'(P TN (A (DF(T.Q: ~N)iasr.

e=0
. o ‘1=l .

Ha nmocaemmn HHTErpas mMoxemo npuMeHHTH [ pHHOB o6pasan

v 3. : S %
fzu,i' V,,‘."dST=-f UAVdST-I—f U-a——dST,

$ i=1 S* S*
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jep cy noaduTerpasHe QyHKIHje Ka0 H HHXOBY H3BOAY HEMPEKHIHU
y o6aacte S*. Ha raj nauun nobujamo na je

I= _if R(P,’I‘;—'}x)'A(T)I."(.T,‘Q.;—}\)dST+
s

+ f -a-i(fé—:—’—l)- A(T) (T, Q;—2) dSy'—

8

i Hm‘{-f + f;}MA(T)I‘(T,Q;—}\)dST’.
=0 on
(Pie) (Q:e) -

U3 gumenune pa pysxuuja R (P, Q; - \) 3axoBosbasa ycaos (1.4), kao
u ga ce npema (1.11) I'(T,Q;-2) nosama xao 1/4nrrq Kax T-Q,
crnemu Ka je o

linz) f QBLEB_T:_& A(T)I(T,Q; -2 dS1'= - A(P)I(P,Q;—1)
g= R n '
%(P;e)

lim f OR(P, Ty - 1) A(T)r(T,Q;—‘}\)'dST’=0,

e=0 on s
%{Qe)

na ce 3a | KoHauHo Jo6uja

- -1=--xf R(P,T;~2) A (T)I'(T,Q;-2)dSr +

§

v [RETN A (yr@g-nasy +AGIEQ-D,

Sr
Kax oy Bpeasoct 3a [ ysecemo y jemnauuny (1.15), oua mocraje

AT(P, Q;—2) - A(P) I{P,Q; 1) =
= M{R(P,Q; -1 - f R(P, T;-2) A(T) (T, Q; - \dS1},

i, B s :

APP,Q5-2) = A(P)I(P,Q;=2) — MI(P,Q;-2) = 0.

Tume cmo Aokasanu na je I' (P, Q;~ 1) cnu‘rynapmll Beo I'puxose
¢yukuuje G (P, Q;—N). ‘
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» (iv) Peryaapuu aeo y (P, Q; - A) I'punose q)yuxnu]e npema TAYKH
.1 (i) je pememe jensaunne (1.2) xoje wa pyGy S’ 3amoBo/bdba
ycnos (1.6). Pynknuja y (P, Q;-1) je npema ToMe peméme jeAHOr
HeXOMOT€HOr IDaHHYHOT 3alaTKa, 4 €r3UCTEHNH]ja pellemha HENoCPenHo
CIelH H3 YHILEHHIE na o,aronapa]yhn XOMOFeHH TpDaHHuHH 334aTaK
HEMa pemema.

(v) Ha uctu Hauuy Kao y nperxoanM TdYyKamMa MOXE Ce€ IO-
Kas3aTd Ja je cuurysiapuu neo I'punose ¢byukuuje G (P, Q) rpaHHYHOT
3agatka (A*) peweme HMHTErpajse jennagune

1 1
rRQ) = - f4mPTA(T)F(T,Q) dS7
S

Kojy ZRoGujamo u3 (1.10)3a A = 0. Peryaapuu neo y (P, Q) je pemerbe
]ezwaqmie :

‘ Au-APlu=0
Koje na py6y S’ 3al0B0/baBa yCJOB

Y(P,Q) =T(PQ), PES.
[Ipema Tome je

(1.5%). : G(P Q=rE0Q -vy(Pp Q)
1.3 IIlpoueHa acCHMATOTCKOT nonamaluf gynxunja I‘(P Q;-2)

"y (P Q;=1). (i) 3a HcnuTHBAbE aCMMNTOTCKOT NOHAWAKA QyHKUMje
;—\) 3a BeaHKe BPENHOCTH napameTpa A noTpe6Ha Ham je

Jléma 1.2 3a 'a_>0 je

e %'pq 4n [1-e %P _ '
—dSr L — | —- 22 _emad ;
TprTTQ A rpq

S

cliequjanio 3a a = 0 je

f I—dST 41'5(2(1.—-pr),

rprTTQ
s

rae je d Gpewnux HajHawe aolille Koja cazpdcu obaach S.

Hoxas. Hexa je K (C;r) nonra ca cpexumren y tauku € noay-
OpeuHHKa r M HeKa je d npeuHuK uamarbe nonte KOja CaZPXKH o6nacr
S. Tama je 3a crako PES. e :

e %’pr S%lpr
L. dST<f‘£————dSr7=J
TpTTTQ. . 'pr I'TQ

K(P; d)
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jep..je SC.K(P;d). CraBaMo, NO4YE€TaK. KOOPXHHATHOT ~CHCTEMA Y
Tauky. P, TaKko Xa z-oca nponasu Kpos Ta.lu(y Q, -u xparkohe .pagu
rpQ=I Tana je (. can.. 1) RS A S o

M:;f"" | 2‘;;@_::/"2_ o b L SIS Lo

B . . —o N

Jo f e pcose dp de dcp RN R

) _ Vp 21psm<p+l2
B h 0 0 —n/2 ) . ." o e !

. e L

_on e—“dep cos<pd<P
Vp —21psm<p+12

Kako je yonwre 33 ¢ >0 b>_0

nf2 ' p | 1 atb K
: : . cosqdep '
a? — 2absin ¢ + b? . = — t) dt,
A\ ) S Tabsme s ab f .
— /2 | SRR P T
- 10 je '
/2

21psmcp+l2

e

“ma- 1e SR T P R

d
¥ =?,3 [ e ei-te=thap =
. 0 .

o ’ IR -‘ ‘d
=4n{%f'e—°‘"pdp + f e~°‘9d9],

0 L I
Tj. -
J L {1_"'6—0”‘(‘"5 . e'-ad] ;
o o rpg

Jlpyra uejenuaunya JoKasyje ce Ha ueTh HéumH,

Jlema 1.3 3a l> ,, ]e S T LA - { AT

L Vs,
T IpQ

(1 16) |r(P Q l)l

I okas. dysxnuja rpQI‘(P,Q; -}) je nvp'emab. (1.12) orpannuena
dynxuuja npomenmusux P u-'Q 'y obaactu S. 3a yrspheno . Q u

OII__ o Lt i- o1},
Vp - lp
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A >0 Heka je

M = Max |4nrpge2VX7pq I'(P,Q;-2)].
P¢S
Tanma u3 (1.10) u 0 CA(T) K <A A1_106uja_uo Ia je

{47 rpgeaVX T (P,Q;-0) | <

- — =Vx(rpr+'hr
< e’—l/zv}‘-rPQ +A“g‘A"pr61/2V}"rPQfe ( PT 2 TQ) dST <
] r'prI'TQ
S
L OMA [e=YeVXrpr
< 1 + Z; Fp@ f‘mQ—“dST,
s

jep je rpr + ryq >rpq. HHTErpam Ha HECHOj CTPAaHH MOXKEMO Majo-
pupatH nomohy nperxoxue neme. Ha Taj naunH po6Gujamo na je

' - , 41MA
[4nrpqes VX Te I (P,Q 5 - VK1 + ——

Osa Hejeanauuna Baxu 3a cBako PES, na je npema ToMe H

- 4MA
MLl +——
A
H3a6epumo A, Tako na 6yne 4 A 1/, A,. Tana u3 nperxonue nejexua-

yyHe HEMOCPeAHO CJAeHH A3 je M<2 3a A_>1,, a THME ‘je Jema
OHEBHAHO JIOKA3aHa.

(ﬁ) IIponena ¢ynxuuje Y (P, Q, 1) cBoAM ce ycTBapu HAa TO A4

ce XOKaxe jJa pememe jexHaunHe (1.2) moctuke cso;y excrpeuuy
BPEJHOCT .Ha pyoy nocma'rpaﬂe obnactu S.

Jlema 1.4 3a A > 1y u GpousBomwuo P € S je

(1.17) [Y(P,0;-2)|< e—aVX lg

JIIQ

rae je lg Hajxpahe omcmojaﬁ)e tmiauke Q ox pyba S'.
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Hoxkas. Heka je npu yrephenom Q

u(P) = Y (P, Qi=2).
Hsz

3 .
Au(P)=2 D, Yo (P, Q=) + 27 (P, Q- DAY (P, Q;-2)
i=1

n jexnaunne (1.2) uuje je pememe dyrxmuja y (P,Q; 1) crexu aa je
3

Au(P) =2, ¥4 (P,Q;— 1) +2A(P)Y? (P,Q; - M)+ 21 Y2 (P,Q; - 1) >0.

i=1

To snaun ma ¢yHkuuja u(P) Hema excTpemMyma y o6aacts S u npema
TOME CBOjy HajBehy BpeaHOCT RocTuxe Ha py6y §', Tj.

Y (P, Q; -2 | < Max |y (P, Q; - ).
Pes’

Onasné, ¢ o6supom Ha (1.6) u (1.16) menocpexso ciemn Aa je.. 3
AN , , o
|Y(P’Q;')‘)‘ghgea;‘p(ljao;_)\)l<

< Max —1—~e__£’/‘2’Vf’plQ <

PsS’ 2mrpg
1 Yy ]
e /2V}\ Q,
oS QJIIQ.

rne -je [, Hajkpahie oTcrojame Tauke Q ox pyba S'. Tpime' je’ nema
AOKa3aHa.. . o

1.4 ®dyuxuuja I, (P, Q; - 1). ¥ oBoj Taukn Kokasahemo ciegehy
aemy: . . L . u _ . g

Jema 1.5 Heka je r = min (lg, 1/VA), rae je Iy Haj;c'pahe;omcmo-
jawe mauxe Q ox pyba S',.u A = Max A(T). Taza je 3a P € K(Q;r)

F(P,Q;-2) =I,(P,Q;=N) + O (e~ "2"VX), X5 oo,

rjue je

(118) I (P, Q;—2) =

—Yxr —"l/i._f' L
€ PQ e PT
dnrpq —f 4“’.”v..A,(,T),F.'(:l_"AQ’_}‘?,d"gTv

K(Qin)
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Jdokas. U3z (1.10) caenn zna je

e~V 5o

F(P,Q,—}\.) = 4“"PQ

r'p

_ Var
_{f+f}e4 "L A(T)I(T,Q;-1)dS 1.
Rrpr
K(Q;r) §*

3a A >, npema nemu 1.3 je

IP(T,0;-3)| < — S e=YaVXrrq..

2nr TQ

Kako je rrq_>r 3a TES* (8. en. 2),
TO je

1
2ﬂfTQ

IF(T,Q; -0 < e~"2rVX, TE S,

na je npema aemu 1.2

Ae—’/zfl/ffe—llffp{- j
< 8‘11:2 rer’rqQ dST<

(e~ VXTpr . -
,J WA ('T)I"(T,Q',—}\)dST

Ae—’/z"l/f 1
R 8 n? f . dST<
S

TprI'TQ

Ad

T

e—l/sz}T'

=

IIpema Tome je

—Vxr _
re,Q;-2)= e—‘l—nrp:;Q + e~ Yervx B(P,Q;-2) -
(1.19) o
- f_e‘.;_}/irifl (DF(T:Q;—K)dST,
T rIpr .
K(Q:r)
FIE je _
o d
|B(P,Q;-1)|< i‘n_ ,

Heka je P € K(Q;r) u neka je I, (P, Q; - L) pememwe jejHaunHe
(1.18). CraBumo . - :

D(P,Q;-1) =I'(P,Q;-2)- I (P, Q; - 1).
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Tana u3 (1.18) u (1.19) cnenu na je 3a A>2,

D(P,@s =) = VT 5 (P,Q; -) -

__.V—
e
K(Q;r) ‘
Hexka je
- M= Max ‘|D (P, Q;-2)|.
PEK(Q;n) ‘

Tana u3 nperxojHe jenHaunne Ao6ujamMo ja je

[D(P Q-0 ———d—e i/m’k+ AM 1 dSr<
41': fp'[‘
<AL v AMr
jep je 3a PE€ K(Q;r).
N S L
3 r’pq) .

K(Q, r)
lperxoxHa HejeAHauMHA ‘Bax 3a cBako P € K (Q; r) na je npema Tome

Ad _yyr , AMP

M<— — <
< Ad vyr o M
n 2
jep je Arr 1, T1j. - B
MK 2__A_£ e—l/zrVi-,

a TUME je JeMa NOKa3aHa.

1.5 Ipo6nem npetcTaB/bamka, ¥ 0BOj Ta4KH NOKasalieMo Hajnpe
aa ce jenuayuna (1.18) moxe peWHTH CYKIECHBHOM aNpOKCHMA-
mujoM, a 3aTHM HeMO Ha OCHOBY  TOra JOKa3aTH Ja nocroju QyHknmja
Q (Q; u) Taksa aa je

120) IM; 1 m% {-_1—— - (onn—x)}

u‘h}\- A QﬂrpQ

0 . .
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84 KOjy BaxH NPOLEHA

(1.21) Q (Q; 1) =—=Va+0 (1), 1> 0.
- 2m?
(i) Heka je
RS : . ’_e'erPQ
uO(P’)")'— '4“rPQ ’

. ' —Vilrpr+roo)

(1.22) ul(P;)\)=(4::)z f eI s
K0 priTe

Un (Ps )‘-) =

r— — - .
—VN g +rp g +etrp o)
1 e PTy T Ty Th@
- G f f e f T r—— A(T,)..A (Tp) dS 1 .. dSt,,

K(Q;n
Hus dyuknuja {u, (P;\)} nedunucan je pexypeHTHUM oGpacueMm
e~ VX rpq
e~ Vx’pr
(1.24) Upyy (P;N) = ] —A(T)u, (T;2)dS 7.
X&) Arpr
(@&r

Ako 3a yTBpheHo Q) u HEKO A pex

i("‘ 1')" ll,,(P;)\)
n=1

KOHBeprupa yuugopmuo no P, taja je

=0

(125) rr(PjQi_}\)‘:‘i(_l)n u, (P; ).

3ancra, npema (1.23), (1.24) u (1.25) je Tana

4“ er n=0

r[ T (1) (T, Q=2 dSr = 2 (= 1ty (P3N =
k{Qin o .

= (P2 = D (- I ua(P3) =

. !‘n=0
e~Virpg
4Ttl'pQ

-rr(P)Q;"}")'
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(ii) ‘Iloxa3ahemo Hajnpe ma pex

D~y u, (P52
n=1

KonBeprupa ysudopmuo no P ako je obnact K (Q;r) LOBObHO Mana.

M3 (1.22) sunumo ga cy cse q)yﬂkuuje {un (P;\)} nosurusse,
a u3 (1.23) u (1.24) cnegu nma je 3a A >0

: 1
HO(P;}\)<Z;—;—’
PQ

A 1
Uiy (PN <-— | —ua(T;0)dS 7.
4“ . pr - e emn
K@ r)
CraBumo _
1
vo (1pQ) = )
y: ¥4 pQ

1

(1.26) b (rpQ) = f

K(Q. r)

1
Vn (fTQ) dST.
T

Tana HHAYKIUjoM po6ujamMo Ha je
(1.27) un (P3A) <K A" v (rpg), 1= 0,1,2, ...

Axo pajme CTaBUMO rpo = [ U yBenemo ccbepﬂe KOOpAHHATE, jejHa-
uype (1.26) nocrajy , :

v, (1) = m
r 2n =nf2
" vy (p) p® cos ¢ dp dop db
vart (D) =0 Vp —2lpsing + 2~
—m/ . .
n/2

o _ 1 J cos pdp
vn () p* dp Vp —2lpsing + 2

=_l_fp+l— lp - 1] va(p)pdp, n=10,1,2, ...
l 2 .
0
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Konauso, u3

) ) r
1
Va1 (1) =7fvn(p)pzdp +fvn(p)pdp<
, 0 I
r
<fvn(p)pdp .

0

HHAyKOHjoM Xo6ujamMo na je

2

1 n
Va (1)‘<§;;:(3) , N = 17 2, ..
M3 oBe nocneawe nejexnaunse u (1.27) nobujamo na je
T ' | 1 (Aryn
(1.28) u, (P;)) < E’—[("?) , n=12,..

Onaane Mel’)yTHM. HEMNOCpEAHO CJIéZIH na pen
z ( - 1)" Un (P;)\)
u=1 '

KouBeprupa yHupopmuo no P 3a yrspheso Q # npousBosbHO A > 0,
jep r moxeMo yBek u3abpaTu Tako na 6yne A r®<2.

(iii) Ocrauno je jom a noka;xemo oéphcue (1.20) u (1.21). Heka je

un (Q;u) =

- ; AT AT

(4m)n+! . (Q.-.) (I‘Q’r1 I Tyt e +rT,,Q,ll) rQTIT, Tyl Tha d871 dSt,
HQyr

rae’ je

u

1 (sinayt
/z(a;u)=1———f1 Yt»dt.

T t
0
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U3 |h(a;u)| < h rae xoscranTa h He 3aBHCH H4 ON a HH OX u, H
. nejernaunne (1.28) caemu. ma je

A(Ty) .. A(T) -
|uh Q)| < g ),,“ ff f,QT Fr Ty it 45T,

K(Q;r)
(1.29) Shun(Q;0) <
h (Ar%\n
T LT
[Ipema Tome pen
(1.30) 2—1—2}'17 - 2 (- Druy (Q, u) = Q(Q;u)
T n=1 .

KouBeprupa yuudopmuo o u. 3a u = 0 ueka je  (Q;0) = 0. Kaxo je

Jabe . ’
h(a u : 1 ’smth du _
(u+}\)2d f{l‘?f St ‘”] [CERV
0

0.
_1 1 sina Vi dt _
A T t f+ A
0 , }
11 cavry L mavx
==——3\—(1—>e’ _)t')»-,e‘ ',

;A

5

TO je Hajmpe, npema (1.22)

"n (Q: u)
(u + pNE du =
0

V}‘-(rQT+rTT+ T T, Q
+1fff A (T)).A (Tr) dSz,.. 4 T, =

I'QTl rTsz rTnQ
K@

= Q) 1=152,. s

I
T A4
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a ojarae nj:ema (1.30) u (1.25) cnenn na je

Q(Q,U) 1 _l“’ . L
@y PTG ;,2;‘ Drun Qs )
L l—e_"VX-rPQ 3 n . =
=T}>f§?[_mq—‘ - n2=1(_1) un(P,l)]—
1 1
- I}l:;n {41nrpq - P _)\)]'

Onxaspe KOHATHO napOoujaJHOM HHTErpamujom no6ujamo o6pasan (1.20).

(1v)6 M3 nejexnaunne (1.29) caeau xa je 3a NpoH3BOJbHO YTBP-
heno Q€ S

i(—l)"un(Q;u) =0(l), u+ oo,
n=l]

na je npema (1.30)

Q(Q;0) = = Va+0 (1), 1~ oo.
2 n?
1.6 lokas crasa 1. Kax ce P nanasu y G1usunm Tauke Q npema
aemu 1.5 je
F'(P,Q; =N =T (P,Q; =2) + O (e~ "2TVX), X > oo.

‘Kako mponena (1.17) 3a y (P, Q; - —1) BamH 3a NPOH3BOJHHO P& S,
tTo npema (1.J) u (1.5) 3a PGK(Q,r) HMamo zxa je

Z‘Z”Xi\‘)@ G(P,Q-L(P, Qs 1)+

n=1 n
+ 0 (e rVXy 4 O (e eloVT) =
='G(P,Q) =TI+ (P,Q;-0)+0 (e~ ="VX), Aoros,

jep je lo >r. Hame, u3 (1.5%),

re,Q)=— -f L_a(mr@,Qdss

4J'CrpQ 47:pr

16 3Gopuuk
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¥ NpeTXoXHOr obpacua crexu na je

P, (P) 2,(Q) _ 1 1
2 TR Frew 1 —x)}—-—M(P Q)+

+0 (e TV, A o0,

rlieé CMO jeZHOCTABHOCTH Pajy CTABHJIH

MPQ= [ AT EQ ST+ Y (P 0.
h ¢ Xrpr .

M (P, Q) je oueBMIHO HENpPEKUAHA cpyaxlmja NPOMEHJ/bUBUX P i Q.
[Tpema Tome, xax P~ Q nofujamo na je

N eR@Q 1. [ 1 , 1
g}\()\H\) 7},;“2[47,‘5‘”(”’@"”]‘TM(Q“
4 O(é-%f]/i), 2> 00,

rae je M (Q) = M (Q, Q). Tume je npsa HejenHauuna crasa | gokasaua,

Ipyra vejennauyusa crasa 1 nenocpenuo cienu u3 o6pacna (1.1)
u npouena (1.16) u (1.17) kxoje cmo mobmwmu 3a I'(P,Q;-1) u
Y (Pa Q; -

I TIIABA

2.1 (i) Osne hemo 1OKa3aTH CTaB 2 KOju CHaja y rpyny. CTaBoBa
Tay6epose npupoxe 3a CruarjecoBy Ttpaucopmauujy Koja onaza
eKCnoHeHnujanHoM 6p3uHoM. Jlokas craBa 2 Kao M JOKA3M OCTANHX
CNMYHMX CTABOBA 3aCHMBajy Ce Yy CyWITHHA HAa jelHoM crasy.J. Kapa-
mare [13] koju y HEmTO H3MEHEHOM OOMHKY raacu:

Hera je K(u) orpanuvene Bapujayuje y cBaxoM KOHAYHOM DA3MAKY
u Hera
[+ o]

F (s) - e~su K (u) du
forriwa

konseprupa 3a R (s)>0. Taza u3 ycaoBa kouBeprenyuje

KW-KW=-m, a<{ rv<Cu+1
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u perynaprociiu ¢pynryuje F (s) y Wawku s = 0 caeau
K@=0(), u>o0.

(ii) 3a moka3 craBa 2 morpebne cy Ham caeznehe neme,

Jlema 2.1 3a y > x>0 u3 ycrosa rouseprenyuje (b) ciliasa 2
caeau jaa je

@2.1) S ~Sx)>-m-m(Vy - Vx).

Hdoka3 Hekaje l<p<emn

a(x)=e’*, B(x)=Ig2x.
Tana je

Blpa@®<<x+ Vx.
IIpema ToMeE je

(2.2) SEN-SX)=-m, x LXLBpa(x)].
Heka je y>xu

Xg = X

Xy = B[p’a(xv—l)] =B[}1"CZ(X)], V== 1’2"“:’1'

bpoj n usabpahemo Tako ma 6yAe x, <y < Xn4,. FI3 Hejefnauune
(2.2) caenu

S(xy) -Sxp—)>-m, v= ,2,.,n—-1,
S) -~ S(xn) > - m.
Ose HejenHauuHe, Kaj HX cabepemo, Aajy
SP)-Sx)>-m-nm.
Kako je mehytum x, <<y, 1. n<(Vy -Vx)/lgn, 10 je
—am> -~ —— (Vy - V%),
Igp

ozakae Hemocpexuo caeiu (2.1).

Jlema 2.2 Hexa cy 8, v, s u u Oo3ulluBHu OpojeBu U Heka je
v8<s. Taaa je .

(2.3) [ (sin8 YTV sinsyx _svi [sh8Vu Y
f( s ) T dx = me— S (—————sz )

0
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Joxaa. Hexka je

1@ =

3 \V
sin S_Vz) g,
8Vz

Ako ca C 03HaIWMO KOHTypy NpHKa3aHy Ha cl. 3, npema KomuesoM
crasy Ouhe

1
(k) = ﬁfmdw.

w-2
c

CraBumo oBjie z = ue™. Tazxa je

L[ fw)

f-0=94) wra
C

dw,

HIIH
R

: —\V - . \Y i'l/x_
2m_(sh8\lu) e_”,u=f(sm8\lx) es it
r

8Vu 8Vx/ x+u

2x
f (sin 8VR eti/z)v e s 1VE etil2
8VRet2 /| Ret' +u

Rieti di +
0

r
i X\ e—si¥x
+f(s1r;8!) ett¥=
J Vx x+u
2m

f (sin 5 erti/z>v esiVr et ot gt
- = - r
8\r etil2 reti + u ’

. 0
Tj.
R
shéVu | — sin 8 Vx\” sins Vx '
2.4 (———:.——) —svu == f( — ) d I I .
@4 8Vu - ¢ ; 8 Vx x+u *+ht ’v

Kako je 3a NpoU3BO/bHO KOMIVIEKCHO 2 YBEK

sin 2z}

< 26,
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TO je Hajmpe

2n
1 (sinBVﬁ eti/?-)" esi VRt
hl=gz WY Rieti dt
|, 21':[ 8 YR eti Reti+u <
0
R 2z e‘»(s—ﬁv)llﬁsln%
S dt—)o, R-)oo’
T | VRE+2Rucost+u?
0

jep je 8v <s. Hame,

rietidt| <

2x
f sm 8Vr ei‘il2 estVT el
8 Vr eti2 reti+u

| = o

; 2z s-avn/‘r‘slni '
— dt-0, r-0.
g r2+2rucost+u2

0

U3 oeux Hejesnauuna u (2.4) Hemocpenaso caeau (2.3).

Jlema 2.3 Hera je S (u) orpanuyene BapuIauuje y CBQKOM KOHAY-
HOM DA3MAKY U HeKa

@

_S(u)
(u+x)?

f(x) =

o

KouBeprupa 3a jeano fa idpema Tome 3a cBaxo x > 0. Axo je

(2.5) ) =0o@/xl*e), x50, £>0,
maga je
1 sinsVx m_
(2.6) ?ff(x) P —dx = fe su§ (u?)du.
0 0

Jloxas ose neme CBOAM Ce YCTBApH Ha TO JAa AOKAXEMO 1A je

2.7 fsinsVde __Sﬂ_du___fs(a)du Sinstdx
[ 0 S

(z+x)? (x+u)?
0
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Haume, u3

-]

sinsVx L

——dx=——¢e
(x+u)? 2Vu
0
¥ npeTxoAHor o6pacma ciegu Aa je

0

) H ¥ — —sVu _dl_l_
ff(x)sms\lxdx nsfe S(u)2\/ﬂ’
0 0

ojakiae cMeHoM u|u® npobujamo (2.6).

1%, Jlokasahemo Hajmpe nxa je 3a 6 >0

-] ) _2k [}
f(sm&\lx) sin s Vx dx —Mdu;
0

8 Vx (u+x)?
0

(2.8) - ® 5 V3V sin s V3
sin 8 Yx\" sins Vx
= fS(u)duf( Vs ) Gt o) dx
0 0

3a kosause R, u R, je

Ry ) Ry
sin 8 Vx\* . - S (u)
f( 5% ) sms\lxdxf—(ﬁ—x)—zdu=
0 0
R, R, . SV__ 2% . V_.
sin 8 Vx\™* sins Vx
=0fs(u)duof( ne ) ins ¥ gy
R, ©
sind Vx\* sins Vx
=fS(u)duf< 8 Vx ) (x +u)? ax -
0 0
R, @

. —\ 2% . -
_ fS(u)duf<sm8_Vx) sins Vx
; 2 8Vx (x+u)?
Kako je

®©

sin 8 Vx\* sins Vx ( fm du - _ 1
‘Rf( 8 Vx ) (u+x)? & <R (u+x)* u+R’.
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TO KaJ y NPETXOXHOM o6pacly nycTuMo Ja R, - oo nobujamo na je
R,

2 "/ sin 8y \** sin sVx
fs(""’”f( 5V ) wro® &
0

1}

Ry
smS\/x f S (u) _
f T smstdx W du
(2.9)
smstdx —G*S—Y_}—_%))-é—du—
]
FlsinsVz\* .~ S@
_0{( T ) sinsVxdx m.;du
Hexa je, mame, ) ‘
S (1) _ S(u)
( ) du u f(x) (ot
Tana |3 0
S (u) R+1 _
f(uﬂ)z du=f0) - g® [TV - 2(:-1) [( e

H orpaHuuenoctH pynkiouje g(u) caexm xa je

Rt(i%"" <IfW-g@I(F=y + [1- (Y o
+2M(x+1)f url di <
<IF) - g (R)! (R“) ¥

x+1 ( 21Rz).
3a R>1 je ,

S(U) ) W
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[Tpema ToMe je 3a k>4

’f smSVx sm sVx dx Mdufg
R

(u+x)?

< (e f 2

4|f<1)—g(Rz)|f S‘“al") dx +

+—%’—6[(5123Vf) (x% + x+l)dx

Konauno, u3 (2.9) kax R, > co, U OBe NOCJAEIHE€ HEjefHAYHHE HENo-
cpeano ciaepu (2.8).

20, Ocrano je ]OII.I Ja JOKa)eMo Ja cey (2 8) rpannuHd npenas
8 > 0 ucnpen 3HaKa WHTErpaja MOXE 32aMEHMTH I'PAHHUHHMM NPENa30M
80 u3a 3naka uHrerpasa. [Ipm TOMe hemMO KODHCTHTH MO3HATH
Ap3aena-JleGeroB ctTaB 3a HECBOjCTBEeHE HHTerpane y ciexehem o6auKy:

Heka je lim F(x,8) = F(x) u xexa uniierpanu
SR §=0 -
(2.10) fF(x, 8 dx u fF(qc) dx
[1] ' h 0

focmoje. Axo je 3a cBako x >0u 8 >0

@11) |F(x,8)| < G (x)
u ako uxiierpan -
@12) f G (x) dx
fociioju, Waxna je ‘
. lim f F (x, 8) dx —. j F(x)dx .
(1} 0

sin x .
Ha ocnosy ue]enuaquue —=1< 1, koja Baxu 3a CBaKO PeayiHo
X

X, H npoueﬂe 2. 6) 3a Qysxuujy f (x) MOXe C€ JIaKO. [OKA3aTH 14 cy
cBH ycaoBu Apsena-Jleberosor craea Ha JeBOj cTpanu o6pacua (2.8)




ACUMIOTOTHKA pemetha TUHEAPHAX IvPepeHUUjaNanX jenHaunna 249

3a/l0BOJbEHH H J]a NpeMa TOME rpaHuuHu npenas -0 uWcnpexn 3HaKa
HHTErpaja MOXEMO 3aMEHHTH TIDAHHYHHM NPENa3oM 8—»0 H3a 3HaKa
HHTErpana.

Jla 6u cMo JOKa3anu a3 je TO XO3BO/bEHO M HA JECHOj CTPaHH
o6pacuna (2.8) craBumo

F (u, 8)==S(u)f 8123)‘(“ - Zn:x‘;fdx

U3z (2.3) ,zu:@epeauuparbem no u pobujamo xa je

fsmt‘)\/x smstdx

avx (u +x)?

S 3 (3 e

[Ipema ToMe je

F (4, 8) gnS(u)%fV? {( +3£) (SZ‘;X”)M 3t (Sizyl”)zk— chavz}.

Kako je ocum rora
F(u -————e“V" S (a),
() 5Va (u)

To je ycnos (2.10) Apsena-Jle6erosor craBa OYE€BHAHO 3aJ0BOJbEH.
. shx .

Jame, Ha ocHOBy HejefHaunmHe |—— | < €%, KOja BaxH 33 CBAaKO pe-

. X

aJHO X, HMaMO 1a je

—sVu —
lF(u,a).'<n|5(u)|e____{<s+2_f)ezsm 2k zak,/,,k
2Vu

Vu sz
4k\ e—(s—280Vu
<als@] (s+3) ST

Axo je 28k <s/2 Tama je

4k\ e="as¥a
P8 <nls@](s+3) S22

M3 ose Hejenuauune caenu xa cy u ycaoed (2.11) u (2.12) sazoso-
bend. [IpumeHom Apsena-JleGerosor crasa Ao6ujamo KOHauHO (2.7),
a THME je JemMa JOKa3aHa.
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. 2.2. loxas cTaBa 2. Heka je sajnpe s peanan u rosutuBas 6poj.
[pema aemu (2.3) je
<p(s)==71t-ff(x)s‘—“§_"_" x = fe—suS(uz)du.
. y ' _

0

dynkuuja ¢ (s), Ka0 PyHKIHja KOMIIEKCHE MPOMEH/bHBE S, PEryJapHa
je y Hecnoj moaypaBau, Tf. 338 R(s) >0, miTO HemocpegHO ciremud u3
YMIbEHHIE Ad Cé MOXe HanucaTH y 006auKy Jlanmacose Tpancdopma-
. . sin 2z 12] .
nuje. Ha ocnoBy Hejesmauude | —-= | 2¢'°', KOja Baxu 3a CBAKO
b4
KOMIIEKCHO 2 W mpoueHe (a) 3a ¢ysxndjy f(x) HemocpegHo caeau
Ia je GyHkuuja ¢ (s) perynaapua u y tauku s=0. Konauno, u3 uejen-
Hauune (2.1). cnexu na je -

S -SW®)>-m, a<vu+1.

$ynxunja S (u%) 3an0Bo/baBA faKne ycaoBe momeHytor Kapamarunor
CTaBa, na je :

S =0(1), u-oo.
Tume je cras 2 noxasaH.
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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Par
RANKO BOJANIC

Le probleme classique de la théorie des membranes vibrantes,
dans le cas le plus simple, consiste a4 trouver dans un domaine S du
plan les solutions de I'équation

Au4+2u=0

qui s’annulent sur le bord du domaine considéré. T, Carleman [6] a
donné une méthode pour I'évaluation asymptotique de la somme de
carrés des fonctions propres {®,(Q)} en montrant que

1
2
E qb,,(Q)NH}\., A o0,

An<A

oit {\,} sont les valeurs propres du probléme considéré. A. Pleijel
[7] et S. Minakshisundaram [8] ont complété et étendu cette méthode
aux cas plus généraux, mais tous ces résultats sont de la méme portée
que celui de Carleman quant aux évaluations du comportement asymp-
totique. Une amélioration dans cette direction a été récemment donnée
par V. G. Avakumovi¢* qui a montré que

> @ (Q)=4-1—nx+0(v31), A 00
An<A
et

2 95,,(P)<I>,,(Q)=O(vi), A oo,

An<A

* Ces résultats découlent de I'évaluation de la fonction de Green donnée par
Carleman [6] et d'un théoréme de nature taubérienne de Avakumovié [9].
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Quant aux évaluations plus précises relatives au comportement asymp-
totique  des fonctions propres dans les cas plus généraux les prob-
1¢mes sont restés ouverts.

Dans cette ordre d’idées, quoique la méthode permet de traiter
le cas A n dimensions, nous avons considéré le probléme généralisé
de la membrane 2 trois dimensions

Au—-A(P)u+ru=0, PES,

(4)
u=0 sur le bord de S,

ot A (P) est une fonction positive, avec les dérivées partielles du
premier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho-
normées de ce probléme nous avons montré que

M > Q) = 5 3’2+0(x), X oo,
xn<)\

I > D, (P) B, (Q) = O(N), Ao oo.
A<

Dans la méthode de Pleijel le probleme central consiste dans 1'éva-
luation de la partie réguliere,-c. a2 d. de la compensatrice de la fonction
de Green. Par contre la méthode dont nous nous sommes servi repose
sur P’étude de la partie singuliere de cette fonction et sur 'application
d’un théoréme de nature taubérienne, analogue 3 celui de Avakumovié.

Nous avons en premier lieu démontré I’existence de la solution
de l'équation intégrale

e~ Virpg f e—Virpr

4mrpg 4nrpr

T'(P,Q; -2) = A(MI(T,Q;-N)dSr

oll rpg est la distance eatre les points P et Q, et montré que cette
solution est la partie singuliére de la fonction de Green du probléme
aux limites (A). De ce résultat on obtient les évaluations suivantes

ENGAGESN ] R

2nrp —'/21/}TrPQ., M2 ho,

ainsi que

1 1 =
.- =LVl
¥ (P, Q=2 | g eV Tle,

ot v (P, @; 1) est la partie réguliére de la fonction de Green et ol
lo -représente la borne inférieure de la distance du point fixe Q au
bord de S. :
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En seconde lieu, nous avons introduit la fonction I, (P, Q; - ),
solution de I’équation intégrale

“V}T(pQ -V’K .
* F,(P,Q;—)\)=£4—ﬂ—;P—Q—- f fnr—A(T)I‘,(T Q; -\ dSr
K(@Q;n

ot K (Q;r) est la sphére de centre Q et de rayon r suffisamment petit,
telle que K (Q;r) — S. Pour tout P € K(Q;r), on a

F(P,Q;=2) =T, (P,Q; -)) + O (e 'VK), A=),
Lorsque r est suffisamment petit, 'équation (*) peut étre résolue par
des approximations succesives. On peut alors montrer Pexistence
d’une fonction Q (Q;u) telle que

®

'O

(**5 [ -i——) %gim {——1— -1, (P,Q; - )‘)}

4:lTl'pQ

et
Q(Q;a)a—l—-vz+ o), u»o.
2n2

~ De ces évaluations et de la formule -

AN 8n (P) 8, (Q)

}"n(}\'n_'_}") =G(P’Q)-G(P:Q;‘}")

n=1

oit G(P,Q)=G (P, Q;0) et
| G(P,Q-N=T(P,Q;~N ~ Y(P,Q;-2)
il s’ensuit que

c ¢>n<o> _ _r .

n=1

1 —
- MQ + 0 (e="""%), 15 0.
Pour P # Q on obtient

2 d; (g) P4(Q) =G (P, Q) + O(e~"VT), A5 c0.

nw=l

ot ¢ =min (rpg, lo)-
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En troisiéme lieu nous avons établi le théorédme suivant**

Soit S(u) & variation bornée dans tout intervalle fini et soit
Pintégrale

Qo

ds
- [0
0

convergeant pour tout x > 0. Alors de
- f(x)=0(e_cv-;\_)’ X ->o00, c>o,
et

SW) - S@>-m pour u<Lv<u+ Vu,
il résulte que ‘

S) =0(l), usc.
Pour obtenir I’évalution (I) il suffit de poser dans le théoréme
précédent
®;
sw -2 _a@u+m© s@-o
An<u n

En tenant compte de (**¥) il s’ensuit que

2
sw=>2Q _ou+ M@ =0q,

p ] Ay

2
Z &@-—- i—\/u + 0(1), u- oo,
A ™ 22
AnsSlu _
d’ott Ton déduit l'aftirmation (I) aprés une sommation par parties.
La formule (II) s’obtient d’une maniére analogue.

# Récemment V. Vulkovié [11] a donné quelques théorémes plus géné-
raux de ce genre. . o
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BJIAIETA BYUYKOBUH

CTWITJECOBA TPAHC®OPMALIMJA KOJA OITAJA
BP3MHOM EKCIMOHEHUMJAJ/IHE ®YHKLIMJE

—TE3A -
YBOI

0.1. la 6ux u3berao nonas/pama, HaBewhy O3Hake koje hy yno-
Tpe6/haBaTH TOKOM IL€JOT paia.

Ca A (u) o6enexaBahy ¢yHKuHjy peanne npomeH/buse u, pedu-
Hucady 3a u >0, koja je orpaHaueHe BapHjalluje y CBAKOM KOHA9HOM
pasmaky. Ocum Tora, npernocrasuhy csyza aa je A(0) = 0.

Ca L () osnaunhy JlananacoBy Tpaschopmanujy

x

(0.1.1) L) = fe"“dA(u)
0

Koja kouseprupa 3a t>0, a ca S(x) CruarjecoBy Ttpancpopmanujy
fdA(u)

(0.1.2)‘ Sx) = Lt x

. 0
KOja KOHBEprupa 3a jejHo H THMe cBako x > 0.

Hanomumem oamax ga je, ¢ o63upom Ha npernoctasky A (0)=0,

@®

(0.1.19) L(f) = tf e " A(u)du,
u 0

mS(u) du
(0.1.29 S(x) = (71_+7);

0

OBu 06aulH KO6Hjajy ce JNAKO MapLHUjaJHOM HHTErpalHjoM HHTErpana
(0.1.1) u (0.1.2) (B. Bnp. Bugep [1]) 1 wuMa hy ce 9€CTO KOPHCTHTH
y Ha/beM pany.
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0.2. Ilpeamer oBora papa je ucnuTHBaikbe CrHJATjECOBE, OXHOCHO
Jlannacose TpaHchopmanmje Koja onaja OGP3MHOM €KCHOHEHIHjanHe
¢GyHKOMje CTEneHa, HapOYUTO ¢ 063HpOM Ha MOryhHOCT HMHBEP3HHX
craBoBa. Kako ce y ToM morzeny cayuaj eKCNOHEHUMjaIHOr OnNaxarma
pasnMKyje OX OCTa/lMX HayMHa aCHMATOTCKOT MOHamama OBHX TPaHC-
¢dopmanwuja, napemhy Heke no3HaTe CTAaBOBE Ja OUX OBY pAa3JHKY
6ome ucrakao. [Ipu Tome hy ce orpasmuuTtd Ha JlannacoBy TpaHc-
¢opmaunjy, jep je BehimHa HajKapakTepUCTHUHHjHX CTaBoBa (GOPMY-
JHCAHA' Y OJHOCY Ha HY.

OcHOBHH HHBEp3HH CTaB KOju cy Hanau Xapawm u Jlutasyn (2]

onHOCH ce Ha cayuaj kan Jlannacosa TpaschopManuja pacre GpP3WHOM
CTENEHAa; OH IJacH:

Aro A (u) ne oflapa, Maaa u3
AT (a+1)

L (t .

, 120, (a >0),

caenu
A@) ~ Au®* , u» o0,

3a pehe 6psuse pawhemwa Xapau v Pamanyyaun Aanu cy Takohe
jenan craB 3a Jlupuxaerose peznose xoju 3a JlansacoBy Tpancdop-
maugjy (8. ABakymosuh u Kapamara [l1]) raacu:

Axo je A (u) OosuliuBna ¢hynryuja rxoja ne oflagae, Maza u3
L(t)~e't, t->0,

caeau ' B
' log A(u)~2Vu, usoo.

Asaxymosnh [3] je npoyuno cayuaj kajg 6p3uHa pamherma TpaHc-

¢dopmanuje L (f) 3a -0 nocraje cse Beha, [Ipu Tome je kao ynopeane

¢byukuuje y3eo uTepupany excnosHenuujanny Qysxunujy e, (f) medunn-

caHy ca e, (f) = exp (), vvvernriinnnes , en(t) = exp [en. ()], u urepupanu

Joraputam neQdHHHCAH ca g = Igu, .. wey lgnu = lg (Iga-,u) .
HoeroB craB raacu:

Aro A (u) He odlaga, Wajaa u3
1
guts L (B~ =, 10

caenu
u

1
Olghu.e(0lgau) <Ay <A lgn

iipu vemy _
1>6-01u 1 Ao1 kag uoo.

OHo wTO je GHTHO KOX OBOTa CT4BA j€ UMIHEHHMIA Ja HHBED3HH

crasoBu 3a Jlannacosy Tpanchopmanujy mocToje xaj oBa pacTe mpo-
u3BO/bHOM Op3uHom. Hacynpor ToMe, M3 HCNHTHUBAIbA M3HETHX Y
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OBOM pany c.ne,zm Ia y caydajy Kax Jlannacosa Tpancgopmanuja onaia
6psuHOM ekcroHeHu#janHe (PyHKUMje NOCTOjU rpaHMuHA Gp3uHa - u3a
Koje Hema. Bume MoryhHoctd 3a muBepsne crasope. To je ocHOBHZ
pa3jHKa O KOjoj caM TOBODHO y NOYETKY OBE Tauke.

¥ noraeny Jlannacose -rpaaccj)opmanhje Koja omtaza cnopujé oz
excnoneHuujanne Qynxuuje l'esa dpoja je nexasuo [1] xao ]enaﬂ
CTaB KOjH y. H4jnIPOCTHjeM OGJHMKY [JacH: :

Aro A (u) He ofiapa, Max u3.

L) =O(£), t-0, (>0),
crenu - ,

, , 1 ‘
Au) = O(—IZI)"‘U'-’“”
[peu cras 3a JlamaacoBy Ttpancopmanujy Kkoja €KCHOHEHIH-

jamHo onaxa xao je Apakymosuh [I] xao aHanoros jemsor Kapaema-
HOBOT CTaBa 3a CTH-’IT]ECOBy rpaﬂc(popmaun]yl)
-Ako je ; .
L) = 0(e-¥/‘), t->0,

u axo ¢ynryuja A (u) 3a70B0/bABA YCNOB KOHBeprenyuje

Vu[A() - A@]> - m 3a csaxo u<v <u+Vu,

mana je
VuA(u)==O(l) 400, ‘
Kacuuje, y [2], ABaxymoBuh je xao onmmjn CTaB KOju ce.
OZHOCH Ha 6p3dHE onajawa THIla O[exp(— 1yt )] rae je 0<e
CBakako Za ce, CJAHYHO K20 U KOJ €KCHOHEHIHjaJHOT pamherba,
M OBIE€ MOXE NOCTaBUTH NHUTaH€ MHBEP3HHX CTAaBOBAa KaJ Jlanaacosa
Tpancopmaluja Onaja GP3WHOM HTEPUDAHE €KCIOHEHIHjaIHE (YHK-

uuje. Ha mera oaroop nAaje jenan cras [leua [2, cTp. 483. cTaB 6]
KOjH Kaxe Ja H3

l+e
Ly=0(@ "), t50, (e>0)
caenu ) . : .
‘ A (u) _ 0’ i
CEM HA MHOXHHU HYATE MEpe. ‘
0.3. [To3narto je ma cy uuBep3Hm cTaBoBH 32 CTHATjECOBY TpaHC-
¢opmanujy §(x) aHasorHs crasosuMma 3a JlannacoBy Tpanchopmanijy,
T€ Cy Mmawme mnpoyuyaBand. OO6pahen je neramHO caydaj Kanm je

S (x) ~A/x* n 3ak/byulln Cy aHaJOTHW HHBEP3HUM CTaBOBHMA 3a Jla-
naacoBy TpaHchOpMamHjy €a CAHYHHM aCHMITOTCKHM MOHAMAmeM,

1 Kapaemados ctaB Hasemhy y Tagxd 0.3,
17 3Gopuuk
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Tex y. HOBuje BpEME NaTO je HEKONHKO CTaBOBa 33 CTHATjecoBy
Tpanchopmannjy S (x) Koja exCnoHEHIHjaIHO Onaja Kaxk X - oo. Kako
~ €€ .OCHOBHH 1€0 MOJHX HCIHTHBAMAa OJHOCH Ha Taj cayuaj, Hasemhy
HETa/bHO CBE CTABOBE Yy BE3H -Ca .0BOM . 6P3MHOM ONajama, THM Ipe
IITO OHH HHCY MHOrOOpOjHH.

[Ipeu cTas oBe Bpcre nao je T. Kapneman: [1]. HberoB cras je
OJ NpMHUUNM]ENHOT 3HAYaja jep je .HhHUMe I[0YeJ0 HCNUTHBAMmE CTa-
BOBA OBE BpcTe. KapiemaHoB CT4B IJacH:

Ako A(u) + Clogu He oliapa, Waza u3
(0.3.1) SX)=0(e"V%), x»00,
caeau aa je 3a ceako 0-<<8 <1,

im x /¢ [A (x+ x1/2+8) - A(x)]=0.
xHy»® s

H. Bemep [2] je 1936 r. mokasao uctu cras. 1950 T. je ABaky-
moBuh [1] IOKa3a0 MANEKO OIITPHjH CTaB, KOjUM jeé HCTOBPEMEHO 430
M jelaH HOB MOCTynaK 3a JOKAa3 CAWYHUX cTaBoBa. Hberos cras riacu:

Ako A (1) 3az0B0mABA YCAOB KOHBEPrenyuje Vu[A(v)-A@)]>-m
3a cBako u< v<u+Vu, Maga uz (0.3.1) caequ:
VeA@=0(), u»oo.
Hajsan, P. bojanuh u ja manu cmo 'y [1] caenehn cras:
4
Ako A (u) 3az0BomaBa ycaoB kouseprenyuje A (v)— A (u)y>-mVu
4 7
3a cBako u L vLu+\Vud, Maga us
S =0 V), xs0
caequ ' ' '
4_
A@=0u), u-oo.

0.4. 'nasHy uusb OBOT paga je npoyyaBame CTHAT]ECOBE TPaHC-
dopmanuje S(x) omuocHo pera >a,/ (N, +x), KOju omanajy excmo-
HeHMjaTHOM Op3HHOM, ajaH XajeM W oxrosapajyhe crasose 3a Jlanaa-
coBy TpaHcdopmanujy, KOjeé H3BOJHMM HJH Ka0 KOPOJape u3 CTaBoBa
3a CruatjecoBy TpaHchopmanujy uia AOKa3yjem METOXUKOM ymnoTpeo-
/HEHOM 3a JOKa3 OBHX MOCAeJHUX.

.CruntjecoBy rpanchopmanujy S(x)  nBpOydHo cam y cCayuajy
Kag je - ST -
o S(x) =0 (e*%), x+00, (a¢>0),

npu uemy y caydajy 0 <<a <!/, noaunrerpansa ¢yuknmja A (u)
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3aJ0B0JbaBa OMIUTH YCJIOB KOHBEpreHuuje

(03.2) uf[A (v) - A (W] >-m 3a ceako u Vv utul—e,
rae je B> -«a.

CrasoBu 3a JlannacoBy Tpancdopmanujy H3BeLEHH Cy 3a Cayuaj
Kaj je

L =0(@E"), t50 0<o<l),

¥ OBaj ciyuaj ce noknana ca ABakymoBuheBuM mpoyuaBaibuma [2],
ajq¥ NpH TOME ja HMaM OMNIUTHjH yCJOB KOﬂBepreHuuje (0.3.2) 3a ¢pyuk-
umjy A (u).

H oBme ce nocTaB/ba nHTame €r3uCTEHIHMj€ HHBEP3HHX CTAaBOBA
kan CruarjecoBa tpancdopmanuja onaga cse Opxxe u 6pxe. Ha mera
naje oarosop crae 3.1 Koju Kaxke Ja u3

1
S(x)=0(* /2+8), x>0, (€>0),
caenu
A@=0

CeM Ha MHOXHHHM HYJTE Mepe.

3naud na U y OBOM CJ1ydajy nocroju Hajseha Gp3uHa onamarha
u3a Koje mpecraje MOTYhHOCT HHBEDP3HHX CTaBOBa. TuMe je ckaJa
Gp3uHa onagama onux CruaTjecoBux TpaHCpOpManuja 3a koje je
moryha wHBEp3HMja 3aTBOpDEHa Ha Jo0Je.

0.5. Ox MeTOZOJOLIKOr je HHTePeca NPHMETHTH X4 OCHOBHH CTaB
OBOI' paj3 MMa CacBHM JPYrH KapaKTep HEro MITO ra HMajy HMHBEP3HH
CTaBOBH, KOjH Cy Y CTBaDH KEroBe nocaexuue. Taj ctas, Kora H3BOAUM
y NpBOM HeJNy pacnpaBe, npunaia rpyns craBoBa TeopHje PyHknuja
N03HATHX NOJ HMEHOM CTaBOBA O Komno3unuju, FbuxoBa 6aTHOCT je
y TOME WITO ce H3 W3BeCHHX ocobuHa jeane (Qyskuuje f(s) (y raas-
HOM) KOMIIJIEKCHE NPOMEHJbHBE § H3BOAE Oco6uHE jegHe mpyre (QyHK-
uuje F(s), Koja ce mo6uBa M3 aHAJUTHYKOr H3pa3a 3a QyHKUHjY f(s)
u3secHoM TpancopmanujoM. TakBu Cy, Ha NPHMED, MO3HATH CTABOBH
Kpamep-[Towe, Axamapa u Masaen6pojra 3a Jlupnxaerose penose (s.
unp. B. Bepuwraju [1]).

0.6. CmaTpam cBojom AyxHowWhy 1a ce HAa OBOM MECTY 3aXBaIHM
r. npodecopy B. ApakymoBuhy, KOjH MH je a0 NOTCTHHA] 3a OBaj
pal, Kao u Ha nomohu y TOky pama. Mcro cam Tako 3aXBaJaH r. mpo-
decopy J. KapamaTn, koju je npernezao LeO paj ¥ yKa3ao MM Ha
moryhsoct kpaher xokasa aeme 1.2.
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PBN AEO

Y oBoM neny noxasahy HEKOJAMKO CTaBOBa KOjH Ce OJHOCE Ha
CruatjecoBy Tpancdopmanujy S (x) u Crunrjecose pexmose

@®

> s
: ’
A+ x

n=1

a MpoHCTHYY U3 OCHOBHOr crasa l.1, xoju je npemMa Tome meHTpansu
craB oBor JXena. [Ipernegnoctn paau npBo hy HaBecTw Taj CTaB u U3
Hbera. u3BecTH ocrane. OsHake cy wucre Kao H'y tauku 0.1 yBopa.

CraB 1.1. Axo je
(12) L S - O (e ** )s x>o00
rae je 0 a<(Y/,, Maza je ¢yuxuuja

(13) X@=[ e ut A=y, (r> - 1),
)
perynapaa He camo y Toaypasuu R{s} >0 Beh u y mauku s = 0.

IMocrasma ce nuTame Ja JU c€ BPEJHOCT excnoHedTa y y (1.3)
Moxe aa cmawu. To GH ce Morio nocrutin uHTerpupamem (QyHknuje
X(s) mo s of s KO oo, aAK y ONIITEM CAYYajy KOjd NOCMAaTPamMo TO
uuje moryhe. Haume, xaxo je

. u¥ A(u) ~AuY u->0 (A = KoHCT.)

To npumeHom nosHator A6enosor crasa ([leu (Doetsch) [1] cTp. 200
Satz 12) caenn

. r 1
' X(S)NA———(—.Y‘Y._—:_;T_)', ]

u 6am sa pasmax - 1<y <0 xoju Ham je noTpeGan (ma 6u mHTe-
rpauu]ou noémm Baxewe ¥ y cayuajy - 2<y< =1, ura.) .me

nocm]u fX (s) ds

MehyTuM, y cnyqajy Kaj jé 3a HEKO NPOW3BO/bHO MANO a>0
A@)=03 0<uga '
l'lOCTO]H cTaB (deu {1] crp 199, Satz 10) no Kome ]e Taga.
X(s) O(e aR{s}y, 5500
y yray |args| < ¢ < w/2. [Ipema Tome ce X (5) MOXE NPOU3BOIBHO
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nyTa unTerpamutd. Taja je Qynxnuja
Xy(s) = J( X (S) as = f e—Su¥-14 (ulla) du

s 0

peryxnapsa Takohe y tasku s =0. (OBae je mpomesa peia uHTerpa-
nuje 3a peaase s >0 mo3Bo/beHa Ha ocHOBY PyOunHjeBE Teopeme).
Hurerpannjom ¢yukmuje X, (s) uTA:; KosasuMo A0 3aKbydka Ha je
u (ysknuja

X(s) = f e~ ud A (u'*)du
0

rae je 8 ma Koju peanan G6poj, perynapsa y tauku s = 0. Hanome-
Hyhy MOHOBO 4a OBO BaxH caMmo y cayuajy kax je A (z)=0 3a
0<u<a, rae je a Npou3BO/LHO MaJH, No3uTHBaH 6poj. MehyTum, 3a
CrunrjecoBef pegose je oBaj yCAOB YBCK HCHYHEH, T€ TAKO XOJa3HMO
o caepeher crapa:

CraB 1.2. Hexa je

0<}\1<k2< . e, <}\.n—)w

u Hexa pej
@©

gx)= > -

=1 Mt x

KoHBeprupa 3a jejHo u Wume cBako x >0,

AKo je
g(x)=0("*"), x» o0,

rae je 0 << a<Y,, a
A (u) = Z an:
M <u

Taaa je ¢ynryuja
X (s) =f e~ 8 A (u'/%) du
0

rge je 8§ ma rakaB peanan 06poj, peryaapna He camo y {OnYpPaBHU
R{s}>0 Beh uy masgu s = 0.
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C xpyre ctpane, ako je y >0, napuu]am—xom HHTErpanujom- ce

no6usa

X (8) = f‘uY A (ulld) et dy = — p
0

uv’ A (ull®) oSt

- +%fé;s”,d{uYA(ﬁlla)}=—517fe—3¥;d{uYA_(u1/“)},

0

na cmesoM uV/® Ha mecTo u caenu

ﬁ@=%f’MGHWAM}
H 0 '

rae ]e, 36or Y>Ona>0 Taxohe Yo > >0.

[lpumenom crasa 1.1 1106u]a ce HAa Taj HAauMH

CraB 1 3. U3 (1.2), dpu vemy je 0 < a K 1/,, cregu Aa je ¢pynryuja

R@= [ e dEAW), >0
0

peryaapua He camo y doaypaBru R (s} >0 Beh u'y dauku s = 0.

Osaj cras no6uja HAPOUKTO jefHOCTABaH OGJIHK aKo ce (opmy-
nume 33 Crunrjecose u Jlupuxsetose penose; OH Taja raacu:

CraB 1.3 Hexa je
1 T Y < g0 .

u Hera pej

g(®) =2 }\na-?—x V

n=1.

KOHBeprupa 3a jegHo u Mume cBarko x > 0.
Axo je

£ON=0(™). xoo,

opu qemy ]e 0 <a Yo, maaa je gbymcuu]a upelﬁcmaameua llupuxne
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moBuM pesoM

Xa (8) = Lsz Gy Ape~Sta

n=1l

rge je v >0, perszapHa He camo y fonypasuu R {s} >0 Beh uy
mayxy § = ) : . '
HanomMumem za y craBy 1.3 mecTo cremeHa u’ MOXe CTajaTH

M2 KakaB MOJIMHOM Of u# (4 cAM4yHO y cTaBy 1.3 MecTo A, Ma Koju
MOJIMHOM OX X,). ¥ TOM cmucay 6u ce morao uhu 3a yomnuraBalbem
OBHX CTaBOB4, Kao H ctaBoBa 1.1 w 1.2, aau hy TO nurame y oBOM
pany OCTaBHTH MO CTPaHH. ,

[lpenasuM caza Ha nokas ctasa 1.1 Hpernenuocm paxu noje-
auhy ra y HEeKOJHKO Jema. C
Jlema 1.1. Heka je u >0, s>0 0<a ’/2 uapeaﬂau 6p0]
maras Aa je
—l<8<oo muz]e0<a<1/2
18- Y, vag je a=1/,.
Tapa je

o .
SX7COSTQ & (5x% sin wa—1d) 5 —su®

1 Fxe
(1.4) ;f D dx=dbe
[

u+x’

Joxas: ®ysknujy
5 —52% g—ina
' ) z+u

uurerpucahy Ly KOHType xo;a ce cacroju:

1) u3 nepudepuje C, nesTpasdHor kpyra Io-
BO/bHO BEJAHKOT nonyupequuxa._ R; 2) u3
npaBoauHHcKe nyTawe C, Ay peanaHe mo-
3HTHBHE OCe€ O& R 1o p (< R); 3) us nepu-
depuje C, LUEHTPaNHOT KPYra JOBOLHO M3-
JIOT MOJAynpeuHHKa p u 4) u3 npaaonmmcke
nyrame C, AyX  peaiHe [I03HTHBHE OcCe OX  p A0 R (eca.’'l). Jemunu
CHHTyIapHTET (yukuuje g(2) Koju nexu y 064acTH 06yxBaheHoj
0BOM KOHTYPOM je Noa ue'™ Koju /XM Ha HEraTMBHO] PEaaHO] OGH.
[lo craBy 0 pe3uayymy je mpema TOMe,

1 . , s
- g (2) dz'= us el g=su%
o2ni / : )

Ci+ G+ C4-C
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Hame je

) - —sRa{cosa(8—n)+isin a(6—n)]
2m¢g(z)dz=~——f se a9.

Rel® +u

Kako je 3a 0<a< / - —’21 < —qn<a(9¥n)<an< -g-,"naxb
crefy ga ' :

'——— gs,g(z)dzeo ' KozL R—)oo

Cquﬂo ce 11061«1]3 Ina

——qgg(z)dz—v() Kan p—)O

lTto ce THue mrrerpana no Konrypama C2 n C, nako ce 110614]3 aa‘je

2;1”.' { qg g“:(z)‘dz + gg g(2) dz ] =

Cz cd
o
PEL * xS-e——sx“,einq
=—— [ AL ——dx +
2n i x+u
R
R

£ ol x8¢~sx% g—inu dx]'
X+u
¢ !

,R -
e™8! [x5 e~ $x% cosma gin (sxa sinm o - 7:8) dx

T x+u
, p Ceten
0K/E HENmoCPeaHO cnenu TBphema neme 1, Kaj p>0 M R+o0.°

Jlema 1.2, 3a u, s, a u 8 kao y nemu 1.1. rHera je

(15)  Fal(xss) = f L8 ¢~ $1% COSRG sin (st sin m @ - 7 5).df oo
"Taga je S '
(1.6) -Fo (x58) = O(x1+8) x->0,
(1.7) Fa (x;5) = O (e~ sx® cos:tu) X300, (0<a<lfy)
(1.7 Fip(x;$) = O(1), x>00(=1<8< - 1fy).
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Hoxkaa. (1.6) je ounrnenuo. (1.7) crenu nako ako je Fq (00; )=
= (. Haume, u3

Fq (x;8) = {f— f } e8 ¢~ sthcosTa gin (st gin o — x8)dt

@

H f= 0 nobuja ce oxmax
0

(1.8) Fy(x;8) = - f ed ¢ St cosma gin (5% sin o - w 8) dt

a oxasxe ce (1.7) noGuja oGHIHOM majopauujom. [Ipema Tome, ocraje
Za ce noxaxe 1a je Fy (o0;5) =0, u 1032 0 <a<<',.Y¥ 1y cBpXY
craeuhy y uurerpany

P - cosnasiﬁ 'stasinna—ﬂS) - :
(14)f = u+(t dt = ude ™S4 (0<a<ly)

6 + 1 MecTo & M M3BpPIIMTH TpaHHSHH Npenaas u->0 ~OéaKAe OxMax
caenu

Fa (c:o;,g):ft8 e—”a°°5"°‘sin(st°‘sinna—n6)dt=0, O<a<<y,,

WTO jé H Tpe6ano. OKA3aTH.
¥ cayuajy kan je a =1/, nako ce HenmocpeaHo ysuha Aa Baxu
npouena (1.7).

Jlema 1.3. Hexa je
(1.9) S (%) =fd—A—(”—)

u+x
pynryuja u3 ciasa 1.1 a Fq (x;s) @ynryuja uz neme 1.2. Tapga Gocimioju

1 A (u) du
(1.10) —fﬂ,(x 98 (x) dx = fFa(x 5) dx f T

u y ABOCHpyxOM uHiierpanyeca pecte ciipane jeanadune (1.10) cme ce
OpoMenuiiu pen uuierpayuje.
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Hoxas, ®yuxumjy §(x) ysehy y -o6nuxy

A (u) du

A1) = .
(1.11) o sw= S

Ilpema nossarom craey (B. Hnp. Bunep [1] cTp. 331, T. 3¢) 3a
CruarjecoBy Tpascdopmauujy je Aabe _

(1.12) 50 = 0(—;—) x50+

Ha ocuosy npoueﬂa (1.2), (1 6) u (1.12) nocroju
fF « s)S(x) dx.

Iloxasahy caja ma ce y ABOCTPYKOM HHTErpanay ca AecHe CTpaHe
jenuaynmse (1.10) cme npomeHuTn pEf- MuTerpamuje.
 3a konause R, u R, je najmpe

fFa(x s dxf—iﬂ-du fA(u)dufF“(x Faix;9) 4o
0

u+x)? (u +x)?
oJaKne ciaelH

Ry R,
A(u) Fu (x; s)
f Fo (x; 5) dx o du = lim, : Au)du f _“_—(u+x)2

ﬂ,oxaaahemo Ia je rpaHMYHa BPeJHOCT Ca JeCHEe CTpaHe jefHaKa"

fA(u)d fF“(" 9) 4

(u+ x)?

y Ty cspxy JAOBOJ/bHO j€ NMOKA3aTH 1a pas.rmxa

fA(u)df(“(" s)d fA(u)du F“(" S) dx

(u+ x)2

f A@an | iifx,s)"

1
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TEXU HYMH  Kal Ry » . To wHenocpegHo caegu OTyAa WITO
f [Fa (x; 8)/(u+x)?) dx, a>0, xouBeprupa, a TOTa/lHa BapujaLuja
t&)yﬂxuuje A (a) je orpasudena 3a KoHagHoO R,. [Ipema Tome je

r A (1) da

OfFU.(X,'S) dxo EIL:%C)T fA (u)du fﬁixx;) X,

OJaKJjJi€ H3JMa3H

«© @ P s
Fo(x;s) . A d
0 f A (w) du_,of @ f‘xs)l dx = gzni 3 Of Fo (x;s) dx 0 f (u(i)x)z .

Jlokasahy na je rpaHnuHa BPeAHOCT ca JeCHe CTpPaHe jeqHaka

f F p FA (1) du
o (x;8) dx (@t
) 0 0
¥ Ty cBpxXy nocmarpahy pasauky
@ ®© @ Ry
D fF p A(u)du fF J A(u)du
g = o (X;8) dx (@t x)? a{x;s) dx (a4 %)
0 0 0 0
wa el “A@Wdu
= «(x;s) dx (+x)?
0 R,

W ZI0Ka3aTd A3 D30 xafn Ry .

[Nlapnujansom uuTerpamujom ce nobuja

”MwmﬁA®x+fmwy

(a + x)? x+ R, X+ u
Rz Ry

Ysewhy, ocum Tora, QymxumHjy

tdA
ey~ [21,

u+1
0

KOja 3aK0B0/baBA ACHMNTOTCKY MPOLEHY
(1.13) g(R)=S8(1)+0(l), Ry»oo.
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Ha ocuosy rora je

C(dAw LGN
f—ﬁ-x_zs(l) & (Ra) x+R x)f( yr &

Ry

Tako Aa ce D, mOxe HanucaTd y OOGJIHKY

m_liu (x;s) fm ) 1+R,
Dy = A(Rz)f xb—-+ R, dx + | Fa(x;s) [S(l) - 2(Ry) TR, dx +
0 0

(1.14)

+fFa(xs)(1 x) dx f(g_:t:)z

Y cayuajy xax je 0<a<{1/, Qysxmuja Fa(x;s) 3af0BO/baBa excno-
uennujanny npouedy (1.7), omakae caenm (yseBmu y o6sup (1.13) 3a
npouesy Apyror uﬂ'rerpa.ua y (1. 14))

ClAl(?Rg)|fe_sx cosma gy 4 (), fl 'll o— Sx%cosma gy
2

2|

+o(1). f—l-i&—e sx%cosna 4y

Hs oBe nejeanaause oxmax usnasu fa D,~0 Kxajn R,» oo, jep H3
kouseprenuuje uurerpana (1.11) umam npouneny A (u) =o (1), u->oo,
HA OCHOBY KOje C€ NpBW uJaH €a JecHe CTpaHe Topme He]enuaquue
anyJHpa KOJX Ry co.

MelyTam, y caysajy a =1/, 3a dysxunjy Fi/,(x;s) uMam camo nponexy
(1.7°), xoja Huje HOBOJbHA Xa OH Ce MOrao H3BECTH 3ax:byqax Ia
D,»0 kan Ry»oo.

3ato hy cayuaj Kam je a=1/, Tpempam Kao TPaHHIHH CIy4a
Kaf o'/, u npuMenuTH Ap3ena-J/le6erop craB 3a HECBOjCTBEHE HHTE-
rpaze y caeaehem 06auxy:

Heka je
Hm @q (u)=19 (1)
P Lg—

KW HEKAa HHTErpanu

f;a(u)d'u,_ f:(u)du
0 0
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nocroje. Ako je 3a cako u >0 u o< o

[P (@) | <V (2)

a aKo HHTerpas

f ¥ (u) du
0
nocroju, taxa je
lim | oq(u)du= f(p (u) du.

aHay—
o 0

Y cayuajy kaxma je a=1/, 6uhe Tum mpe S (x)=0 (e *%) sa
0<a<?'/; Te HA OCHOBY MAJONPENOKA3AHOr BAXH jeAHATHHA

(L. 17)fFa(x s)dxfa;u_,_x)z du= fA( ) di f(“( Falxis) \ 0<a<).

CraBumo

a( :s)

va(@)=4 @) f o

[Tapuujanaom uHTErpanujomM Ao6usa ce

Fa (x;9) Fe (x;5) ® (B (x;9)
- dx= - + f d
(u+x)? u+x

X =
u+x
0

0 «
§ —sxTcosma . .
xe ™ sin (sx* sin o — 1) 5 _su®
dx=mnu e .
u+x

0
IMocnenwn pesynrat ce no6uBa Ha ocHOBYy Jaeme 1.1.

[Ipema Tome je

(1.16) Pa (1) =mA (1) a® e-su”,
rae hy yseru-1<<8 -1/,
3Hauu
(1.17) Jm ge()=nA @) B eV o).
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360r A (u)=o0 (1), u-> oo jacHO je ma mocroje

f(pa () du=1th (u) e g
0 0

fcp(u) du = an (u)us e_svudu.
Y 0
Ocum Tora je
| pa ()] = 71 A ()] a® =" < ¥ (),
rae jesa 0<u<oo mtl,La<ly -
(@) = 25| A@)] e emsVE

3uaun, f q:(u) de nocroju. [lpumenom Apsena-Jle6erosor crasa je

0
npemMa ToMe (yseBmu Lol 1 o= 1/..,‘)

F (x;3) F:,z(x,s)
(1.18) (Hl}:n 0 A(u)duof S dx = fA(u)duof( . dx

C nmpyre CTpaue onmeT NPHMEHOM HCTOT CTaBa, JaKO j& MOKA3aTH Ja je

19) i i (A _ (R srax [A)du
(L9 F (x;9) xf @+ %7 f AR xo @t xy7

Us (1 15), (1.18) u (1.19) caenu 1na je u 3a a =1/,

fF (x;5) dx A(”)d” = fA(u)duflzZix;)‘:)dx,

yuMme je Jema 1.3 y NOTNYHOCTH AOKa3aHa.

Jiema 1.4. Arto ]e Fo (x;8) ¢ynryuja uz neme 12 uta,/za ie
pyrryuja

(1.20) X (s) = %fﬁa (x; 5) S (x) dx

peryaapua He camo y Gonypasuu R {s} >0 Beh u y mauku s = 0.
Hoxkas. Ha ocsoBy npouene

Sll’l S

< 2elst
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KOja Ba)Xy 3a CBaKO KOMIJIEKCHO S, UMaMO

x

iFa(x;S)|<f B elsit cosna)sin (stesin ma~n )| dt <

(1.21) |
M}s]x5+“+1 ol s1x%(cosma+ sinwe)

na Ha OCHOBM OB€ HejefHayuHe H Hejexnaumne (1.2) wuHTerpan ca
neche crpane jeanayude (1.20) amcoayTho (na u yHudOpMHO) KOH-

BEprupa y Kpyry
1

(1.22) ls] < —.
CoOSma + SN A

Tume je nema nokasaua. Hanomumem na ce o6nact neduuucana
HejexsauntoM (1.22) MOxe€ NPOIIMPHTH Xa/bke y JNEBY NOJYDABAH aKO
ce y unterpaay (1.21) yame R {s} ymecto |s].

Joxas craBa l.1. [Ipema nemu 1.4 pyHnknuja
1 [,
x(s) = FIF“ (x;8) S (x)dx
0

peryJjapHa je He caMmMO0 y JecHoj noaypasud Beh u y Taukn s = 0.
IlpernocraBuM Ju OPUBPEMEHO Ja j€ § peaJaH H NO3MTHBaH 6poj,
6uhie Ha ocHoBu Jneme 1.3 u Jaeme 1.1

x(s)=_i_fp (x; s) dx fA(w)du=_lﬁ‘fA(U)dfF (x,s)
0

() wrar

fA()d _J-F (x; s)

= j e 4 (v) du.

0

[Mpema Tome, dyHnkuHja

)((s)=fu8 e_'suaA(u) du,
g
rae je 0<aC?, m 8> -1 kan je 0 Ta< /2, a -1<8L -1,
Kaj je a= /2, KOja je peryaapHa 3a R {s} >0, perynrapsa ]e HY
tagku s=0.



272 Baagera Byukosuh

CmenuBmu u® ca u, nobuBam ja je
~ L L |
x(s)=fe_s”u a A (u 1/‘I) du.
0

Y cayuajy 0 <a <!/, oBum je saBpmen jokas crasa l.1, jep je a6or
8> -luy=

-1> -1. ¥ cayyajy a ="/, 3a excnouesr

—— — 1| Baxu camo
¢4

—1<——-1<0
' a

Mehyrtum, nudepennupawem dynkuuje y (s) 10 s 0Baj C€ EKCNOHEHT
cBakd nyt nosehaBa 3a jesusEmy, Te npema TOME MOXe 6uTH Ma
Koju 6poj > - 1.

OPYIr AEO

Y oBom meny nxajem npaBe WHBEp3HE CTAaBOBE, KOjH ce OJHOCE
va Cranrjecosy Tpancdopmauujy, CruarjecoBe penose, Jlannacose
uurerpane u JupuxjeToBe pejose.

CraB 2.1. Axo je . o
(1.2) S(x) = 0 (e=x%), x- oo,
rpe je 0 <ol u ako A (v) 3a40BONABA YC10B KOHBepreyuje
21) PBAWM-AW]>-m aa csawo n<v<utul"%
Opu yemy je B> — a, ilazga je -
(2.2) BS@w=0(), useo.

Mssewhy wuajnpe Tpu aeme kojé Cy M noTpebHE 3a HOKa3
OBOT' CTaBa.

Jlema 2.1. M3 ycnoBa wouseprenyuje (2.1) cnegu aa 3a cBarxo
u< v< 2u ¢pyuryuja A (1) 3ax080maBa u ycios

(2.3) AW —A@> - mu—B,
Hoxa3. Hekaje ¢ (f) = exp (t*). UuBep3na ¢yukuuja ¢Qynk-
maje ¢ (f) je & (t) = (log )/*. Kaxo je

& [ ()] = x+-282

—0.+O(x1—2a)
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TO MOTy H3abpaTu jenHo A > 1 TakBo xa je

bho (d] < x+xi-e.

Tana je, mpema (2.1), 3a cBako x’' KOje C€ Hanasu.y pasmaky
[x, 6 2o (x)]]

2.4) A -A (@) >-mx P
Heka je y nexku 6poj > x. CtaBuhy
Yppi=@ [N (x)]=d [N e (x)], v=0,1,2,.0..,n

u orpaunumhy 6poj n Tako A2 je x, < ¥ < X4y Ax0 y (2.4) craBum
Hajnpe x, MecTo x' M x,__; MECTO X, npu uemy je v=12,..,(n—-1), u
Haj3al y MecTo X' K x, MecTo X, foOuhy cabupamem cBux Taxo. gop-
MHPAHHX HejeIHa4YHHa

n=1

AW -A@>-mxPom > (dre)]) P

v=1

Y cayuajy B> 0 cyma c AecHe CTpaHE Ja ce MajopupaTh HHTE-
rpanom

n—1

I= [ {607 o () P,
0

3a B#aje
a a—g o—8 o a—f a—f
J=—(x, - -— - ,
G-plogr Y IS g 0 TF )
a 3a B=a je
a o y

J= log¥r log =.
2log A gx\ 2log A gx

[Ipema ToMme, 38 x<(y< 2x je 3a 8> 0 y cBakoM caydajy
AQ)-A(x) >—mx—ﬁ—m1xa‘3>—m2x“_5.
Y cayaajy B<0 je

a1 . a—1 _B
D ibre)] P =X [vlogr+xe] ¢,

vl v=1

18 36opruk
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rJe 4IaHOBH 36HpPa MOHOTOHO p"a’c"r}?‘. Ho tamaje =~ = T
n—1

X lvlog M) Bla_ {@ 1)mgx+xa]ﬁ“+l'

Cv="t 07 . 3
05, P -0 (= B)
na je ¥ y OBOM Cayuajy HCﬂyI-bEHa HejenHaunna (2. 3).
Jlema 2.2. Uz (1.2) (yz‘zompédfbab}z ce camo MHoro ciadija po-
yeHa S(x)=0(xa_'§)",‘x"—> oo) u ycnosa (2.3) crepu
@5 oo A@=Ow 7P, woor i“,fﬁ““f

X PEE SRS
Py P

- oK a3" oBe Heme’ Hehy HaBOllHTH jep ce on ,u,oémaa npeuo-
wemeM MOCTynka npumemenor oj Caca y [1].

Jlema 2.3, Pyuxyuja. A(u) u3 ‘ciaBsa 21 8a70BOMbABA U YCAOB
KOHBEprenyuje

26) B/'J‘A (vl/“) B/“‘A (ul/“) >-m 3a caro u L u U+l

ﬂoxas. Umau Hajipe  UAEHTHTET
vBle 4 (v1Ie) - 48lo A (ul10) = uPlE [ 4 (o10)— A V)] +
(VB/U. _ uB/a) A (vllu.)

W3 ycnoea (2.1) caeau ja je npBu umaH ca AeCHe CTpaﬂe > - m.
Kaxo;esau<v<u+1 ‘

vB/a = uB/a=o (v—1+6/u) Voo
ynotpe6oM nejepnauune (2.5) Bumu ce Aa he uspas
(e = Py (o)
yBeK OHTH yHP.ld?OPlv_lirltOv OrpaHuueH, 4HME je 3aBPUICH JOKA3 JIEMe.

Jloxas pTaﬁa 2.1. Ha ocnosy crasa 1.1 ¢ynknuja
x() = [ o7 WA @y du

0
je perynapia um y tadku S = 0 (jep 360or B> —a je Bla> —1), a
U3 beHe perynapﬂocm y..Byau H yciosa - (2,6) cneifn HeMnocpenHo

ﬂmAwW)~oo)u»w
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K40 WTO Cy noxasa.rm Unrxam u Kapamara [2] y . paspazm craaoaa
H. Buiepa u X. Xajn6poua - E. Jlangaya.

Cra 2.1 BepOBAaTHO Huje Haj6o.bn Moryh s6or orpaﬂﬂqerba
B> — a. MeljyTum, kan je 3ausBecHo a >0 A (z) =0 3a 0<uga,
moryhe je mo6utu HajonmTuju Moryh cras y Tome cmucay A2 6y11e
B> - 1. dopmyaucan 3a Ctuiarjecose pPeJOBE OH TJIaCH :

CraB 2.2. Heka je

u Heka pen
® a,
g(x) = 21 T x
KOMBeprupa 3a jeano u e csako x > 0.
»Axo je
| | g(x) = Ov(e—x-’a)', x - oo‘,

rge je 0<a Y, u awo fcoe(,buqu;eﬁmu pezza 3aa0301ba3a1y yczzos
KOHBeprenyuje e e S

uP E a, > - m 3a cBako L vLu + ul—¢@ y
p Any ’

ey

. uB Z a,,=0(1) u—»oo.pw

An<u

opu wemy je B> - - 1, Mapa. je

[

Iloka3 osor craBa no6mja ce HEHOCPEZIHO OTyZa ITO j€ Ha
oCcHOBy craBa 1.2 Qynxiuja’

@

xX(s) = f e—Su yBlx A (u]/“) du

SEEPEIEI VR v
rae je o

A (u) = Z an,

An<u

peryJapsa y Hyau, @ ﬂOIlHHTeraJIHa ysixuuja’ uP/* A (u!/*) sazoso-
/baBa yca0B KouBeprennuje (2. 6).’
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Hanomuwem na je orpanuueme §>> — 1 naj6obe moryhe, jep
Beh 3a B=—1 cras nocraje TPHBHja/IaH. Haume, u3 came xoHBepres-
nuje pena
@

>

ﬁéll"+x

caenm

2a,,==o(u), uU->00.

)\nﬁu

M3 crasa 2.1 moryhe je wusBectu u on.i‘oaapajyhu cras 3a Jla-
nnacosy Tpancopmanujy, Koju riaacu:

" CraB 2.3. Axo je
| -1
@.7) L(t)= O(exp m) 50+,

rae je 0 <a<{Y, (@ 0<L i—f; < 1), u aro Doauniierpanna ¢yuk-
yuja A (u) 3agoBomaBa ycaoB xonaeprenuuie
(2.1) B [AM-A@]>-m 3a cearvo u<v Lutul=2
dpu 4demy je B>-a, maxa je
2.2) BAW=0() use.

[lpe ‘sero mTo H3BeAeM [OKa3 OBOT cTaBa HaBemby ¥ oArosa-
g‘?)}t“ craB 3a JlupuxneroBe pemoBe KoOju je cappxan y craBy 2.3.

CraB 24. Hexa je

0N <A< - o v - - <Ay oo

u Heka JlupuxaeroB pex

n=1

D(s)= > a,e ™%, (s =d+iv),

ronBeprupa 3a ¢ > 0. Ako je

D@ =0 (exp aa/(l \), >0+,
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dpu deny je 0 < a<(l (Ti- 0 li_ < 1), u axo roegpuyujeHiiu
. -« -
peAa 3a30BObABAJY YCAOB KOHBeprewyuje
ub 2 @, > —m 3a cBaxo u v utul"?,
u < A<V

ipu yemy je 3 > — «, maza je

u zan =0(l), us o0,

An<u

Jokas craBa 2.3. M3 (2.1) crenn na A (u) 3a1080/baB2 yCAOB
kouBeprednuje (2.3). Ocum Tora Hs

(2.8) Ly=0@"Y, t-0+,

(to je mo (2.7) yBek ucnymeHo) H ycaona (2.3) caemu
(2.9) A) =0 Py, uso0
(ABaxymosuh [2], Kapamara [3]).

Ha ocxoBy mponese (2.7), mocToju HHTErpan

©

afe“xyL(y)dy=f deyfe vdA(t) =

=fdA(t)fe Y+ gy f"‘“’) S(x).

[Ipomeny pena uurerpammje onpasjnahy CAHYHO Kao y JAOKa3
crasa l.1.

3a xonauHe R, u R, je
Ry

R R Ry
fe‘xy dyfe-yfdA(t) =fdA(t)fe—("+“>' dy;
0 0 ’ 0 0

OZaBJie ce Jiako XoGmBa Ja je

@

Ry . Re w
fe—xy d}’fe_"'dA H = fdA 03] fe-(x+t)ya'y.
.0 - 0 -0

0
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L[ane ]e

'. : Ry

fdA(t)f —(xFtly dy = 11m | e dyfe‘Y‘dA(t),
CRow T T 4
0 0

ma je npomen‘a'?'péﬂa ‘unTerpanuje onpasjiaHa ako phs.nuxa

D f—xydyf —wdA(t)~

TEXH HyJu Kajx R2_> 00. R ” ‘-

v [TapuujaniomM HHTErpauujoM. 1,;05“53,,1 za je
J' e dA(D) s - AR, )e-sz+yfA(t)e_y,dt
R ) Py

- A (Rz)f —G+RY dy + fye xy: dyfA(t)e‘Hdt
Lt Ry
AR
X+ R,
Hame je

+ J;.
|J1|<M[ye"‘ydyft“‘zbe"y‘dt<
i ) . T .

Vo 0 B M
B—a p—(x+1/5Rz)y ’
-‘Mfy-f:,?f@§u+%mwwa

na je

AR, M o
+ 50 kag Ry, oo
X+ Ry (xHipR)FETE T T *

ul+4+B8-a>0.

ID| <

[Tpema Tome je

fdAY( S
e1) | sw= 550 = [eriow.
B J |

3
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Mssewhy caga mpoueny ¢ynkuuje S(x) xag x- .. Ha ocHoBH
nponene (2.7) je » R

k4

\ = H ; o~ 1 O
L(y) = H(y)exp[w];; o
rae je H(y)=0(1) xang y-0 uH(y)=o(y) Kax y - oo. [Ipema Tome je

e S{x) = f H(y) -exp,;[»—,; MRE -xy}d-y: e
e B o | U - C e e e T e e

CTaBUM /4 y OBOM HHTErpany

o 11—«
g ‘f[(l,—a)x] o

so=[ags] e

[ e[0T [0 e (2] e

OH nocraje _

0

dyHKnHja
a
.~ a - f o (- 2(1-a)
i e B
¢ () —a T —

—y Ty O u_(“ )1‘“
2(1 —a) 1 -a

HOCTHXe CBOj MuHMMyM 3a u = 2! ~% u oH u3nocH
I—ay 1 e G o ' @ .. .
e e B B

MehyTaM, kako je 0 < a<('/,, TO je

1 1

1—

@l (1-0)f < sy <o

o o1 1 . o - .
1€p J¢€ l—oc>a, TJ. 21—a<-2_a-’ na je qf(Ql a)2o. HpeMa

TOME je
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OJIaKJIC H3J/1a3H

IS@I<M [(1 _aa)x] e f P { B [(1 :xa)x]a 2(1a-o;)";']d;’
[t}

Tj. .
(2.11) S(x)=0(*"), x+c0.
IMpumenom crapa 2.1 mo6uja ce ofapxe oAMax TBpheme cTapa 2.3.

Hanomenyhy na cras 2.3 caxpsu kao cnenyjanad caydaj caepehin
cras B. Asaxymosuha u3 pacnpase [2].

Axo je
2.12) L) = o(exp%l-),,t»o

rae je 0 <601 u ¢pynryuja A (u) 3az0BOmABA YCAOB KOHBepreyuje
L - B L
(2.13) u1+°[A V) -A())>-m 3a cBavo u< v <u +u' T ,
fiapa je :
1
(2.14) ‘ ' PA @ =0(), usoo.

[0 4

CraBu 14 ce, Haume, .y cTaB 2. 6= HB=1-oTan(2.7)

-

npenasu y (2.12), 2.1) y (2.13) n (2.2) y (2.14).

TPERU JEO

Y oBom neny npoyuapam'ciydaj Kaj'je eKcnoHeHdT o Behu 04 1/,
Kao wTo cam Beh y yBoay naBeo, cTaB koOju oBAe nobujam yTephyje
Ia nocToju rpaHuuna 6psuna kojom Cruarjecosa Ttpancopmanuja
MOXE Ja Texu Hyad. 3a Behe G6psuHe je noxmHTerpanHa GyHk-
InMja yBeK MAEHTHYKM jeJHAKA HYJH, CEM €BEHTYaJHO HA MHOXHHH
HyJTE Mepe. :

Cras 3.1, U3 ) A
3.1) S(x) =0(e"*), x»o0,
ipu uemy je ' ' 3
o > 1/2 ’
caenu
3.2) A(w)=0,

ceM eBeHMYaHO HA MHONCUHU Hynille Mepe.
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W npokas osor craa ussemhy, NPeraeiHOCTH pagu, y HEKO-
JIRKO JieMa.

Jlema 3.1.
g(s)'———fS( x) SinsVx smst

je yena GapHa ¢ynryuja u 3a R {s} > 0 xooce ce ipelciosuimiu Jlaina-
COBUM URIErpanoM

(3.3) g(s) = fe‘s" A (u®)du.
0
Hoxas. Ha ocHoBs npouene (3.1) je

(3.4) $() =0 4AVY, x5,
3a ceako A > 0. Ha OCHOBH OBe NpoLleHE H HejeHayuHe

Slﬂ S sl

S

<.e

KOja ‘BAXH 3a CBAaKO KOMNJIEKCHO § HHTErpan

@

[ 5o Snsix gy
0

KOHBeprupa amcoayTHo (na u yHudopmMHO) 33 CBaKO s 3a Koje je
Is|<<A.

Kako je A ma kakaB peanan 6poj >0, caenu 1a ropmu HHTErpan
KOHBEpPrUpa 3a CBaKO KOHauyHo s. [lopex Tora, ouuTo je na je g(s)
napHa ¢ysknuja. [Ipema Tome je

@©

(35) g -+ [ 50

0

neiaa mapsa (byuxuu]a
ﬂpernocraBuM JIH npuapemeﬂo xa je s peanaﬂ 6p01 >0, 10 je

..fS()smst ——fsmst dx dA(u)

u+x
0

(3.6)
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YKOIHKO CaM y OBOM JBOCTDYKOM HHTErpany CMeO0 NPOMEHHTH pen
unrerpanuje. [la 6ux To KOKa3ao, nohm hy ox muTerpana o

3.7) f e—-st oS Y gin (SXY sin 7y) dxf dA (u)
0 R 0

rae je Y/, < y.<',. Kao y noxasy .crasa 1.1, moxe ce nokasartu

Za ce y (3.7) cme u3MEHATH pej MHTErpanuje, Te aa..je .

dA (u) _
u+x

®
v
fe*sx cOSTY sifi(sx” sin ) dxf
0 0

(3.8)

fdA(u)fe Sx coswsm(sx sin ny) dx{ atf e‘S”YdA (“lt)}.'
. u+x ' " e .

[Tornyso ucTO Kao y mokasy crasa 1.1, npumenom Apsena-JleGerosor
CTdaBa, MOXE C€ 3aK/bYYUTH Ad Ce OBJE CME M3BPWHTH Npenas Y /s,
uMmMe je onpaBiaHa NpomeHa pela muTerpammje y (3.6), jep sa y = 1/2
(3.8) mpenasu y cpepwy jexuaunny u3 (3.6).

Mpema (3.5) 1 (3.6) je
e - [ Tanw - [emaam,

s
0
OJaKJe Ce napuéjajHoM WHTErpanujoM HKoOuBa

(3.3) 2(s) - f e~ A (u?) du.
o

Jlannacos uuTerpan (3.3) je xouseprentas 3a R{s} >0, ma
npeMa TOME NPETCTaB/bA DYHKUM]y g(s) y ZeCHOj nonypamm WTo
je u Tpebano JAOKA3ATH. o .

Jlema 3.2. 3a cée

(3.9) : |a;cs|=w¢ﬂ.% u .ls._l_>l
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je
(3.10) lg ()< M(w).

Jlokas. Jloso/bHO je Ha mokaxem Aa Hejemnauuna (3.10) Baxu
y caydajy m<%, jep M3 napHOCTH q)y‘ﬂk’(ul‘aje g(.s) cIenH Ja HCTa

. T
HejEIHAUNHA BAXH H 32 .w>-—2—.

Kako u3 kousepreuuu]e Cmm‘jécoée tpanchopmanuje S (x)
HemocpexHo c.ueJm na je A (u)=o0(u), u»o0, TO HA OCHOBH (3.3),

craBmajyhun s= pei , lo6uBaM OaMax nHa jeé
of C
<
p®costw cosdw

tg(s)|<cf e TPUCO e gy
0
yUME je Jema N0Ka3aHa.

Jlema 3.3. 3a csaro s ¢yuryuja g(s) 3a)zoso.zba3q HejegHaquny

2¢a
(3.11) |2 (s) | <K (@) exp (Is]>®

Jdokas, U3 (3.5), (3.1) u HejegHauune

]

‘ sin § <9%e
s .

A0GMBa cé NpOCTOM MajopalHjoM Ja je 3a CBaKO §

«©

te@i<Z [ e yr o,
n

0

Cuenom x=(|sl/(2)??* ™V 4 no6usa ce mame
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o(sh)= [em =+l Vadxm

‘ 2 2o
") forl ) e
0 .

2 15| 2¢a 2«
2a—1
s

T ol () renafe

CnugHo Kao npu JOKazy craBa 2.3. MOXE ce MOKasaTH ha je
3a >0

0 -2aVu + 2a>—;-u,

- OJaKae cnexu

9 24 2a
2a -1 2a-1 2a—1
Is| is] s =
0sD<(sy)  ewfe(sy) Jofeel-(5a) g)e
0
2-2a 2a
|s‘ 2 a=1 L,g_|2a-l
<o5a) Tew{2(5) )<
2a
2a-1

< K (v) exp{]sl },

4UME j€ Jema JOoKa3asa.

Jlema 3.4. Hera je ¢pynryuja f (s) perynapua y csum mauxama yria

(3.12) Po S ACS < Py
U HeKa je Ha 3payuma arc $=¢, U arc si%
(3.13). , 1)<

Hexa ocum mora fociloju MakaB Ho3uliuBan 6p01 & pa je y yray
9o < arc s @y A

L

(3.14) | 1(5)| < K exp { s 0 ] 0
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Tapa je y cBakoj yuymiapwoj mayru yraa

<M.
Ioxas, [Towa-Cere [1] 3an. 330. Cras je on Pparmen-Jlungenega.

Jloxas crasa 3.1. [lokasahy wuajupe ma je ¢pynknumja g(s), us
neme 3.1 orpaduyeHa y Lenoj paBHH. ¥3meM JH Aa je o 6poj M3
npouene (3.1), a 6§ > 0 TakBo Zxa je 22%1% <1, TO MOTY OApeIuTH

jenad ¢uxcupan 6poj € > 0 koju he 3aMOBOLUTH HejeNHAUHHY

(3.15) & 2a-1
2 2a(l+6)-6
Komnaexcuy s-paBan noxeauhy apauuma arc s = — g —g AICS= — = +¢,

T T
acs =5 —-& Harcs= 5 &y uerupu o6aa-

ctd Dy, Dy, Dy u D, (8. ca1. 2) tako nma je
™

2
D, ofnact aedunucana ca - 5 +earcs K

2
©
<arcs<7+ € Kok ¢y D; u D, wuxose
CHMCTDHYHE CJHKE Y OAHOCY H& KOODAHWHATHH
MOYeTaxK.

!

D,
£

= D. 06 T —D .
<—2-—s, o OOsact nedunncasa ca - —e ;

D

l

Cn. 2.

]
Ha s3panuma arcs =5 —¢ H arcs=

™ . .
-5 * & [0 JeMH 3.2, g 's) 3ax0BOJ/baBA HEjeAHATUAHY
(3.16) lg(s)| < M(e);
Kako je g(s) mapHa (yHKIHja, HCTA NPONEHA BaKW H HA 3palUMa
ki T
arcs =—-+& i arcs= -5 —¢&.

Hame, y yray D,, Ha ocuoBu (3.11) u (3.15), crenu ma g(s)

3a408B0/bABA HEjeHAYHHY
- T

_m__§
9] < K (@ exp (|sfi=m ),
. T T
rpe je (Pl=—2_+8 H (Po=—2——8.

[Tpumenom neme 3.4 3akmbyuyjem Aa je g(s) orpaHuuesa y D,
a Kako je osa napHa ¢yHkuuja, ga je orpasumdesa u y D,.
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Jokazahy caga fga je g (s) orpadudena u y o6aactu D, (a u3
beHe napHocTH caexwhe ucTo 3a Dg). JacHo je ma je 3a ZOBOJBHO
Mano n >0 g(s) orpasuuena na npasoj R (s} = n. Kako ce ¢yuxuuja
g(s) y ZHecHOj. mOAypaBHH, K MOXKE NPETCTABMTH JlannacosuM uuTe-
rpanoM, CilelH Aa je oHa OrpaHdueHa ¥ AecHo ox npase R({s} = nq,
Tj. y nenoj o6aacru D, jep 3a mane |s| Beh ce 3 (3.5) Aa saKmy-
YHTH orpauuqeﬂocr (byﬂkuu]e g(s) _

‘[Ipema Tome, g (5) je orpahduena y nenoj pasHH. Kaxo je oua
HesMa ¢YHKUHMja, NPUMEHOM NPBOF JIMyBHJOBOT CTaBA 3KILYTYjeM:
‘byskuuja g(s) je xoucranra., Kako, xao Jlansacos uﬂTerpa.n, (s)—>0
Kaj §- + oo, AO6UBAM Haj3ax ma je AR

(3.17) g(s)=0.

Bparum su ce Ha (3.3),; umaM"
, [emawm=0
: 0

oxaxae npumeﬂom craBa o ]CJIHOSHaqHOCTH .Han.nacoae TpaHC(popma-
nuje ([eu [l] cTp. 35), 3aKmydyjem ‘

Aw=0,

cem eaem*yanuo HA MHOMHHA HyJITE Mepe, 4uMe .je saBpuen BoKas
crasa 3.1.

Kao 1ito cam y ysony HanomeHyo 3a Jlannacoay TpaHC(popMa-'
Mjy BaXu cnuqaﬂ CTaB:

A

Ano je
(3.19) TR = O(exp———l-), t20%
rae ]e 6 > 1, Wazna 1e ) '
cem eBeHlleaJlHO HO MHOXCUHU HYNlle Mepe.

Osaj cras ]e nocne;mua ]ezu-xor Il,eqoaor Lcrasa (B ,U,eq [2] cTp.
483; cras 6); -

MR YRR
i
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DIE STIELTJES-TRANSFORMATION DIE MIT DER
GESCHWINDIGKEIT DPER-EXPONENTIALFUNKTION
UNENDLICH KLEIN WIRD

VLADETA VUCKOVIC

Es sei A (u) eine Funktion von beschrankter Schwankung auf
jeder endlichen Strecke und es sei 4 (0) = Q.

u+x
0

bezeichne die Stieltjes-Transformation die fiir ein und somit fiir alle
x > 0 konvergiert;

L(s) = fe—S"dA(u)

0
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bezeichne die Laplace-Transformation die fiir o> 0 konvergiert. Dabei
ists=0+irt.

Verfasser beweist u. A.
. Satz 1.1. Wenn _
(1.1) S(x) = 0(*%), x~+oo
und 0 < a < Y,, so ist die fiir 6 >0 reguldre Funktion

-=3

X (s) = fe—suuY A@ieydu, (y>-1),

0

noch im Punkte s = 0 reguldr.

Satz 2.1. Aus (1.1) und der Konve(genzbedihgang
(2.1) uPfA(v) - AW >-m fir alle v v u + ul—*
(wobei B > —a) folgt
(2.2) uFA() =0(), u>o0.

Satz 2.3. Aus

L@ - Ofexp—l], oa0+, O<a<Hh)

ge/l—a)

und der Konvergenzbedingung (2.1) folgt (2.2).

Satz 3.1, Ist
S(x).=0(e*"), x-»00
und o> 1y, so ist A (u) eine Nullfunktion.
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Recueil des travaux de PAcadémie Serbe des Sciences XXXV
Institut Mathématique N¢ 3, 1953

BPAHHNCNAB NETPOHUJEBHR

[MPUMEHA XMIIEPBOJ/IHUX ®YHKLIMJA HA U3BOBEME
TPUTOHOMETPHJCKHUX ¢OPMYJIA TNTPABOJIMHHUICKOT
[IPABOYTJIOT TPOYTJIA JIOBAUEBCKOBE PABHHU
YHUCTO IVIAHUMETPUJCKUM [MMYTEM

Ipetixoana fipumesnba

ok cy TBOpUHM HeeBKaugoBEe reomerHje, Jobauescku u Bonaj,
MOIJIH Ja u3Bely Te€ TPHroOHOMETpHjcke ¢opmyJie camo y3umajyhu y
nomoh ¢urype TPOAHMEH3HOHAJHOI NPOCTOPE, AOTIE je HEMAauKH
maremaruyap JuOman ycmeo na re (dopmMy/ie H3BEAE YUCTO MJIAHHME-
TPHjCKH TPHUMEHOM XHNepO6OJIHMX (YHKLUM]a M IDaBHUHHX JyKoBa,!) To
u3Boheme NOHEKJE je ynpoCTHO eHraeckH marematuuap Comepsun.?)

Y cnenehum pemosuma nucan je nokywao na Jlin6mau-Comep-
BHJIOBO :H3BOLE€HE jOII BHUIE YNDPOCTH, NPH YeMy MY je 6ul1o of
u3BecHe nomohu M Karanoso usBsoheme y3 pycku npesox ,[eome-
mpujerux uciumuBarwa” Jlo6ayesckora.®)

[Monasny Tauky 3a 0BO H3BOhemE MOpPETCTaB/ba [PAHHYHH JAYK
KOJX KOra jé TaHIr€HTa y jeJHO] Kpajiboj Taulu (Tj. ynpaBHa HAa OCY
KOja MpOoJa3d KPO3 Ty TadyKy) mapaJe/ina ca OCOM KOja MpoJasH KPo3
IpYry Kpajiby Tauky. Taj ce rpasuuHu JyK O3HauaBa ca S, a CBakH
LPYrd TPAaHUYHH JYK Ca S.

1) Mpsu nyT je To H3Bohewe Jubman caonwTHo y jenHoj pacmpasu u3 1907-e r.,
na 3aTuM y ApyroM H3gamy csoje ,Nichteuklidische Geometrie“, 1912-e. Y T1pehem
H3namy on 1923-e¢ To ce u3Boherme Hanasd Ha ctp. 32 ff u 55 ff.

2) D. M. Sommerville, The Elements of Noneukleadean Geometry, 1914
(p. 61—74),

3) KaraHos npeBol H3aWiao je y NpBOj CBECUH HOBOr #31amhd LEJOKYMHHX Nesa
Jlo6aueBckora ol cTpaHe cosjeTcke AkajeMuje Hayka y MockBu 1945 r. moa HacaI0BOM:
H. M. Jlo6auescrus, I'eomeTpHyecKHe HCAENOBaHAA [0 TEODHH [apajeiHbiX JAHUA.
Mepesoa... B. $. Karana.

Y ToM mnpesomy oaroBapajyhe uanarame Hamasu ce y ,[lpaaoxenie VI,
crp. 164—166 (1. 14 u 15).

Y caenehem Guhe uuTupaH ¥ Moj cpncku npesox JloGaueBckora, 4Hje je ApYyro
H3flalbe H3faka cpncka Axajemuja Hayka y 36upud ,KaacuumM HayaHu CchmECH®, Kib.
111, 1951 (u to Guhe LHTHPAHH .Jdonatuu® B naparpagmu).

19 3GopHuk
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Y ¢wur, 1 rpanvunu aynu- AB, CG, GH w FJ jegnaku Cy:H paBHH
AYKY S, AOK je TpaHHuHu AyK DU = s, Tako Ja je ayk CD =S -5, a
ayk DH =S +s. Jame ' je (axo ca Q 03HauuMO TauKy npeceka
IBejy napaneaHux y 6eckonaunoctu) BQ, || AQ,, GQ, || CQ, u (npema
craBy 25-om) BQ,(|GQ,. Axo ce ayx EG o3Haun ca t, Guhe

—— —_—
Q\ ﬁ [l
7o) n
B 5 1
-\ 7P
A/ NN /s s
/ 9 2 5
G
'Qg S S/s . Szz
A c -

Pur. 1

X GED = [1(f), nowto je EQ,| GQ,. Kako je < Q,EB —=GED, To
je u BE =t. Kaxo je mak FQq|iJQg, GQg | HQy u EQ; || FQs, TO je
u EF=1t (n DF=1{- u). ‘

Axo ce pyx ED o3Hauwm ca u, caenosahe nenocpeano us gurype
Ia je (npema dopmynau s = §' - e* U3 crapa 33):

S:(S-5)=0¢etts, (S§+35):S=cet"y,
a oxasze
S-s=3S8et+w) § 4 5= Sel—u,

CabupaweM nocaefmHX JBejy jefHauuna caeposahe
28 =S(ete " +e"teu) =

=Se u(el +eY),
a ojapie

et + et
et = -——g——— = cosh #;

oAy3uMameM (NPETHOCAENe O] nocielme) caepobahe
2s=S(ete u—e"te ) =
=Se u(et—et) =

9 :
=S et - et),
e CRE)
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a oxasne
s=8% =" _Sighs.
et + e—!
Axo ce ayk EK o3naum ca s/, 6Guhe
) sinh ¢

cosh ¢

cosht = Ssinht.

s'=se* = Stghtcosht =S

Ako ce vanmocnerky ynpaBia DL o3naau ca y, 6ulie (momto je
y HCTOM OJHOCY Ipema JYyKy § y KoMe je { mpema s')

s = Ssinh y.

Il

Tpuronomerpujcke ¢opmyae 3a NpaBOJHHHjCKH MPABOYIMH TPO-
yrao Jlo6aueBckoBe paBHM H3BOZE c€ OBako (xunepboJHe (yHKIH]e
u3noxene cy y ,Homarky II“).

Heka je y ¢ur. 2 ABC npapoiuBHjCKH NpPaBOyrad TPOYrao ca
npaBuM yraom C u cTpasaMa g, b, ¢. [Ipoayxumo cTpaHy ¢ H3a Te€MeHa
B no tauke D Taxo, Aa ynpaBHa y Tauud D Ha TO NpoAyxeme 6yne
napajenHa ca npoayxemem cTtpane b usa ragke C, Tj. Aa Oyne
DQ||AQ. Ako pacrojame AD o3Hauumo ca I, Guhe mpema ToMe

¢ur, 2

<L A =/1(l). TloByuumo u3 remena B noaynpasy BQ| DQ, Tama he
<< DBQ 6urn =/[I(/ -c). [loByuumo zame u3 tasaka B u D rpaHHYHe
AYKE §$ U $;+S,, unje he oce Gutu nmapanenne CQ, BQ u DQ.

Kako je (Ha ocHOBY (opMy/a W3BeLEHUX y NPETXOAHOj (HrypH)
C jenne crpame '
S+ 8. =Stgh'l’
a ¢ mpyre

sinh a
Si+8=S—208 L Sioh(I-¢),
H S g T (=9
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[mowTo je
s=Sgsinha, e*=cosh(l-c),
JaKae ‘ '
8= 8 e U = S.___S_l.ria___
cosh (- c)
H
S tgh (l - c) 1
TO je . - , ‘
Stgh /- S——S—‘flﬁﬁ—wtgh (- ¢)
cosh(/-¢)
sinh/  sioha sinh (/- ¢)
o cosh/ cosh(l-c) cosh({-¢) ~
AaKie . ‘

sinh / cosh (/ - ¢) =sinh a cosh /+sinh (! - ¢) cosh . ‘
Anu KaKo je o |
‘cosh (I - ¢) = cosh [ cosh¢~sinh Isinh ¢,
sinh (/- ¢) = sinh / cosh ¢~ cosh/sinh ¢,
TO je name .
sinh [ (cosh [ cosh ¢ - sinh [ sinh c) =
= smh a cosh [+ cosh l(smh Icosh ¢~ cosh/sinhc),
sinh ¢ ¢cosh?/ - sinh?®[) = sinh a cosh /,
| sinh ¢ =sinh a cosh /.

OBo je ocHoBHa ()OpPMyJId TPUTOHOMETPHj€ MPaBOyrJIOT TPOyTaa
Jlo6aueBckOBe paBHH, Y KOjoj ceé jaBbajy camo xunep6oiue (pym(-
Ouje cTpasa TPOYr/ioBuxX (g M b) ¥ Ayxu napaiaenausma (yriaa L), a
Koja je HW3BeJleHa 4MCTO IUIAaHUMETPHjCKH, Ge3 ymoTpeGe cdepHor
Tpoyriaa. Ocrane Qopmyne H3BOAE c€ YHCTO IIAHAMETPH{CKH Ha
OCHOBY KODECMOHJEHIUj€ KOja MOCTOjH H3MEhy mnpasoyrior Tpoyria
1 Ttponpasoyrsior (T3e. Jlam6eprosor) quBopoyma

1

Ta ce xopecnonaesnuja yrBphyje na caenehn naumn.

Y o¢ur. 3 nofiasHy Tauky cauuibaBa npasoyriu Tpoyrao ABC ca
npaBuM yriom y C, omTpuM YrjioBMMa N ¥ p. H CTpaHama ¢, a # b.
Kako npernocraBmamo Aa je A =[I(/) ‘4 p=[1(m), TO je XMNOTEHy3a ¢
npoayxeHa u3a tauke A 3a [ ® u3a Tauke B 34 m, a H3 KPajbux
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Tayaka THX npoxyxewa D u E mofurmyte cy ympasue, [dame je
KaTeTa:. a NPOAYXEHA H3a B Tako na BQ, 6yae || EQ,,-xareta b

dur. 3

nponyxeHa usa A Tako na AQ, G6yzme || DQ,, a u3 tTauaka A u B
nosydeHe noaynpase AQ, u BQ, rtako nma je £ Q,BC=a=/[I(a), a
<X Q AC=B=TI(b).

Tana fie w3 ¢ur. 3 caexosaru na je:
(1 Mc+=a-p,
1) - Mc+m)=8-X\.

Y ¢ur. 4 ma xunoTeHysu c npaboyrjor tpoyraa ABC nomur-
HyTa je y Taund D, Koja Jenu XUNOTEHy3y Ha oAceuxe DB =c-I
u DA=I, ynpasa DQ, Tako na je
BQ, || DQ, u AQ,[|DQ,. Hdamwe je us A
tTauke E HA4 XHUNOTEHy3W ¢, KOja OBy &
nend Ha oaceuke BE=mu AE=c~m, 3
noaurayTa ynpassa EQ, Tako na je >
BQ, || EQ,, 2 u3 Tauke A noByueHa ":}Oi
noaynpasa AQ, || CQ, Tako nAa je ,
B=11(b).

Tama he u3 ¢urype cregopartd
na je:

C

@  Me-h=a+p,
29 H(c—m)=8+A. our. 4

Jlako ce nma nokasatH Ja 6u HCTH pe3yaTaT CA€A0BA0 # 3
caydajeBe kana je [>c u [=c. :
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¥ dur. 5 xarera a npasoyraor tpoyraa ABC npoxyxena je
u3a Tauke C 10 Tauke D Tako xa je BD=m, a xaTeTa b H3a Tauke

L c
Tiit.8) /
%) A
> 7 Thome &)

F ™ , B e
. \ Q, ' D
% ™ B 5% 5

( ~TT({- 6}

M A )

/f/
£2,

dbur. 5

A no tauxe E Tako Aa je AE=[ Jlame je xarera a mpopyxeHa u3a
tTauke B A0 Tauke F Tako Aa je BF=m, a kateta b usa taake C 1O
tauke G Tako na je AG=1 Hanocnerxky y raukama D, E,F u G nopur-
HyTe Cy oJroBapajyhe ynpasie Tako ma je CQ,;| DQ,, CQ, || EQ,,
CQ, || GQ, 1 CQ, || FQ,.

Tapa he u3 durype caenosatu Ja je:
3) M(m-a) + [I{l+b)=n/2,
3) © Mmta) + N1(I-b)=m/2,

Heka je y tponpaeoyraom uersopoyray ABCD (dur. 6) AC =u,

AB=v,BD=w,CD=t n owrpn yrao =90. AKo NpoAyXHUMO CTpaHy ?

n3a rauke C no tauke E 3a 1yx o'

D ¥y Kpajwoj Tadum E nOAUTHEMO

ynpasHy, a u3 tagke D 0BOj na-
paneany DQ, Guhe:

4] (t+ vy + Mw)=96.

E w’ c £

tj -
Ha cauuan waums caexosahe

\/\ :
2 A/ K B U3 ucte (urype za je:

v (I M(w-v') + [1(t)=9.
¥ ¢wur. 7 crtpasa Tpompaeo-
Pur. 6 yrior yersopoyria ABC noaemena

je Taukom E Ha oxmcedke u' uf—u,
y taunu E nomurayta je ynpasHa EQ, a u3 tauxe D 0BOj napanensa
DQ. Taza us durype cneayje na je:

an (¢ - ') - (W)= 0.
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Ha cnusad nawun crefosahe (oxrosapajyhom nomynom Qurype):
ry Mw—v) <[ =, o e

Y qur. 8 crpana v TpounpaBoyraor wersopoyraa ABCD fipoxy-
XeHa je u3a Tauke B 10 Tauke E Tako na je AE—u',BE=u'-v, y

bur. 7 ‘ . bur. 8

raugu E noaursyTa je ynpasna EQ, a cTpaHa w npOAYXKeHAa M3a Tadke
D 3a ayx DF=f u u3 tauke F nosydeHa ynpasHa FQ.

Tana u3 ¢urype caexyje na je:

(1) o -v) + (w+f) = n/2.
Ha cauuad saund crenosahe (ogrosapajyhom zonysom Qurype):
(1) nw-u + 11t +f) = =2

Kako je Tponpasoyriu ueTBopoyrao oipehen ca asa oJ CBOjUX
ner Komajna (4eTupu cTpase u, v, w u t 4 omwTpH yrao 6), to hemo
Ja 6ucMO IOKasand 123 My OAroBapa NpaBOyIVIM TPOYrao ca cTpaHama
a, b, ¢, u yrroBuMa A ¥ p, CTABHTH { = ¢ (T]. IPETHOCTABHTH Aa je
ropma CTPaHa YE€TBOPOYIrJa paBHa XHNETOHY3H TpOyria) H u =m'
(rj. mpernocraBuTH 1a j€é Npelma CTpaHa u 9YETBOPOYrJaa paBHa JoO-
NYHCKOj Ay»xH napaaneau3ma yriaa p). Kako je raxa

D+ my=1IH({t+u)
I(c-m=1( -u),

To he ug 1’ u | caemoBars
M(c+m)=6~1I(w)=8-2

Dc-m)=6+M(w) =B+ X\

Ca6upamwem unestutera 0 — [T(w)=8 - Aud + T(w) = 3+ A
caeposahe na je 26 =28, maksne 6 = B, Tj. owTpH yrao 6 Tponpa-
BoyrJor uerBopoyria ABCD Guhe jennax yray /1(b) = B npasoyraor
Tpoyraa ABC. A u3 oxy3umama THX HIGHTHTETa cJefoBahie na je
T(w)=\, Tj. Ha je 3amwta CTPaHa W TPONPABOYIJOI UETBOPOYTaa

anz 2 ul:
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jenuaxa nysxu napaneiusma | yoaa A npanoymor -rpoyrna o (}\)-—l).
Kako je mame I1(f) =0=B=11(b), To jen f=10

Hanocnerky, xako je u'=m, u3 Il 1 3 caexosahe:
f(m—-v)=m=n/2 -0+ 0b)=1(m - a),
a ojasze v = a.

Kao wmito ce BHIM, TPORPAaBOYIJAOM 4eTBOpPOyray c,m’,a,l, [1(b)
OArosapa JIOMCTa TIPaBOYTJH TPOYrao ¢, a, b, I1(l), H(m), OJ(H. NpaBO~
yraa TpPOyrao ¢, g, b, A, p (dur. 9).

£

Ha caugan sauun on-
rosapatie.cBaKOM Ol Y€THPH
TpoOTipaBOyLAa  4€TBOPOY-

f FJia, Koju €y jom mMoryhu, no
jedaH HOB NMPABOYTAH TPO-
yrao. Mimahemo npema Tome
y cBemy caenehux ner (T3B.
aCOIMPAaHUX HJAX NPUAPY-

Q-8

dur. 9 : XEHHX) npaBoyI/uX Tpo-
yrnoaa

L ¢ oa b 1@, MO(m;

2. 1, b, m, 0(a), () ;

3. a, m, d, 1), I() ;

4. b’, c, I, H_(m), I{d);

5.

m, I, &, 1), ().

v v

f-Xu6ep66:me dopmyne no6ujajy ce mpumenom dopmyne
1. sinhec= sinh a cosh l;

KOja je u3BeJeHa 4YUCTO MJIAHUMETPHjCKH 38 TPOyrao ¢, a, b, IT1 (1), [I(m),
Ha CBaKuW OJ OCTana 4YeTHPH NpuUApPyxkena tpoyraa. Ha rtaj maumn
Io6ujajy ce oBe ueTupu dopmyne:
2. sinh/ = sinh b cosha’
3. sinha' = sinhm' cosh ¥,
- 4 sinh &' = sinh ¢’ coshm,
5 _sinhm = smh r coshc

Jla 6ncmo Aom:m IO . ,u;edmuumsﬂnx dopmyna, Tpeba ce ocao-
GOXMTH 9JAaHOBA Ca aKI{eHTWMa (Tj. HOnyHCKux nyxu). To Gusa Ha
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ocHoBy caenehe sertupu TpancdopmanuoHe bopmyae:

I'. sinha = [cotg 7(a) = cotg a = tg o' = tg /7 (a') =]

.
b

| . . . sinh @’
2. cosha =]- =—= . N cotgh a';
sinfl(a) sina  cosa’  cos [1(a)
3. sinha’=[cosha=]_ 1 ;
sinha

4’. cosh a' = cotgh a.

[Tpumenom uyetspre OA oBX (Qopmyaa npersapa ce ¢Gopmyaa

sinh [ = sinh b cosh a’ = sinh b cotgh a = sinh s 1

tgha
y dopmyry , ,
2. sinhé = sinhm tgha.

Ha taj Hauun noGujajy ce neduuutuBHe Qopmyne:
3. sinh a = sinhm tgh b,
4. sinh ¢ = sinh b coshm,
5. cosh ¢ = sinh [ snihm.
U3 nedunurusuux ¢opmyaa 2, 3 u 5 caeayje noBa c¢opmyaa:
6. cosh ¢ = cosh a coshb '

Ha caenehu HayuH.

Hs _
sichb=tgha sinh{ Gube sinh /=000
tgha
U3 .
sinh a=tgh b sinhm Guhe sinlim=-—S0id.
tgh b

npema TOMe H3
cosh ¢=sinh [ sinh m.

caenoBahe 3aMeHOM:
coshc=cosha coshb

Kax ce osako jgo6ujeHa ¢opmyna .JpuMeHH HAa NPHIADYyHeEHe
tTpoyrae 2, 3, 4 u 5 no6uhe ce majunpe ¢opmyae:

cosh [ ==cosh b cosh m’,
cosh a’=cosh m’ cosh ¢,
cosh b’ =cosh ¢’ cosh [,
coshm=cosh! cosh g,
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na 3atuMm JeduauTHBHE QopMyTe:
7. cosh [=cosh b cotghm,
8. tgha=tghm tghc,
9. tghb=tghc tgh{,
10. coshm= coigh Icosha.

V-

Kap ce y oBux necer Qopmyaa, y Kojuma ce jaBbajy camo
xunep6oase ¢ynknouje (cTpasa TPOYrJIOBHMX a,b,¢ M Nyxu mnapane-
nu3md [ 1 m) mecro xunepbonHux GyHKiuja Ayxu napasenusma | u
m yBely TPHUrOHOMeTpHjcke (yHKIuje oArosapajyhux yriaosa napa-
nenusma [I(I) m [I(m), ops. yraoBa \ u 11, mMTO 6HBa HA OCHOBY HaMma
seti mosHaTux Tpancopmanuonux dopmyaa (8. ,Joxarax I1I¢):

sinh /= cotg A =cotg I1(/),
1 1
sinh  sin/I(l)
tgh I=cos h=cos [1(l),
1 1
cos . cosli(l)
pobutie ce caenehux necer noayTpuronomeTpHjckux ¢opmyaa:

cosh /=

coth /=

1. sinha= sinhc sin [1(l),

2. sinhb = tgha cotg I1(l),
3. sinha = tghb cotg I1(m), .
4. sinh b = sinh ¢ sin [I(m),
5. coshc¢= cotg [I(l) cotg [i(m),
" 6. coshc= cosha coshbp,
7. cos [I(m)= cosh b sin [1({),
8. tgha= tghc cos II(m),
9. tghb=— tghe cos M1(l),
10. cos/[I(l)= cosh a sin [1(m).

Y oBux Jecer dopmyna Hanask ce€ M OHUX neT (OJH. celam)
dopmyna xoje cy ussemese y ,MHomarky IlI“ (to cy dopmyne 6-10
u dopmyne 4 u 1). » '

Hanocnetky, Kai ce y OBHX JECET NOJAyTPUTOHOMETPHjCKUX
¢opmyna 3amene u xunepboiHe (yHKIHMje cTpaHa oArosapajyhum
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yraosuMa napaneausma [1(a), I71(b), I1(c), no6uhe ce crexehux xecer
YHCTO TPHIOHOMETPHjCKHX (OpMyJa 3a MPaBOYIJH TPAoyrao:

1. tgil(c) = tgIl(a) sinl(l),

tg 1 () = cos [ (a) tg 11 (b),

tg I1 (m)= cos 1 (b) tg 1 (a),

tg 11 (c) = tg 11 (b) sin [l (m),
sinl(c) = tg 1 (I) tg 11 (m),
sin 1 (¢) = sin 1 (a) sin I1(b),
sin [T (l) =, sin {1 (b) cos I (m),
cos 1 (a) = cos [1 (c) cos I1 (m),
cos [T (b) = cos [T (c) cos I1 (1),
10. sin [T(m) = sin 11 (a) cos I1({).

Y oBux gmecer ¢opmyna Hanaze C€ ¥ OHHX MET YHUCTO TPHUTOHO-
MeTpujckux Gopmynaa (to cy u osae ¢dopmyne 6-10) xoje je Jlo6a-
ueBckd u3seo y §-y 35-om (B. u ,Jlonarax III“).

© o NP ;s N

APPLICATION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES A
LA REDUCTION DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES DU
TRIANGLE RECTANGLE DANS LE PLAN DE LOBATSCHEWSKY

Par
BRANISLAV PETRONMEVIC

Les deux inventeurs de la géometrie non-euclidienne n’ont pu
deduire les formules trigonométriques du triangle rectangle dans leur
plan qu’en se servant des figures spatiales. Liebmann était le premier
qui, en appliquant les fonctions hyperboliques, a pu effectuer cette
déduction d’une maniére purement planimétriques. Sommerville a, qlus
tard, simplifi€é le procédé planimétrique de Liebmann. Et 1’auteur,
dans cette étude, a voulu simplifier encore davantage le procédé
de Sommerville.






INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS 1954

MEBYHAPOIHH KOHI'PEC MATEMATHUYAPA 1954

Konrpec he ce oapwarn y AmcTepaaMy O 4eTBPTKa 2-OF CENT. JO YETBPTKA
9-or cenrt. (3akmyyHo) W cactahe ce y srpanu ,The Royal Tropical Institute*. [Ipsa u
nociaefma cefHnua oapwahe ce y arpaam ,Concertgebouw*® y Amcrepaamy.

CBy xopecnonnennujy ynyhusatu Ha Cekpertapujar: 2e Boerhaavestraat 49,
Amsterdam, The Netherlands.

Kao wrto je y npBoM caommTemy o3uaueno, nocrojahe ase karteropmje uiaa-
HoBa Ha KoHrpecy. Penosrum, koju naahajy 50 ¢opuHaTta (MaH YKOAMKO HE mpHCY-
cTByjy Gaukety 40 dopuHara) n koonTupaH#, Koju naahajy 20 ¢opanara (0LHOCHO
6e3 6adkera 10 ¢opuaTH). .

Ynnate Mory 6urd ynaahene oamax (no Moryhctey mpe 15. II. 1954) y kopuct
pauyna ,The Amsterdamsche Bank N. V., Filiaal Leiden.

Hayunu aporpam

Ox ctpare Opranusaunonor op6opa No CAAa Cy NO3BaHM jedHO ABajneceTax
HCTAKHYTAX MaTeMaTdyapa 1a OApXKe jeNHOYAaCoBRA caomwuTewma. Hajsehu neo ce
01a3830 osoM nosusy., OpraHusaudoHH OAGOp cMaTpa Xa he y oBHM caomwTerwHMA
6uT# NpUKA3aHE HAJHOBUje TEKOBHHE y CBHMA 064ACTHMA MaTeMAaTHYKHX HAYKa.

On 45 cTpyumaka, KOju cy no3BaHH Ja OAPXKE [ONYYACORHA CAONUITEHA, BEAHKA

BehHRa ux je npuxBatuaa nosuB. OBa caonwiTela pacnopehleHa ¢y NO NojeaHHHM
cekuujama Ha caenehu Hayum:

Cekuuja 1 Aunrebpa u Teopuja 6pojeBa 8 caonwrema
I Adanusa 13 »
HI Teomerpuja u Tonoaoruja 8 »
IV Beposataoha u CraTtuctuka 4 »
V  Marematnuka ¢u3uka 4 [lpuMemena MaTeMaTHka 6 »
Vi Jloruka u OcHoBH ; »
. VIl ®unozoduja, Ucropuja u Hacrasa 3 »

Kpatka npenasama mohu he ofpwartd pemoBHH unaHoBd KoHrpeca koju ce
npeTXoAHO npujaBe. Bpeme oxpeheso 3a oBakBo npeaaBate W3HocH 15 mMunyTa., Op-
raH{3audoHd of6op HaMepaBsa [1a pasjeiy NpHMepKe NPHKYN/beHHX cenapara OBHX
npexaBama CBHMA PEROBHHM Y/NaHOBMMA Ha noyeTky Konrpeca. Opranmsaunon# oabop
He Moxe ce o6ase3aTu na he npujase koje cruray nocae 15. . mohu 6utH npuxsahene.

Mseemtaj he 64Ty wramnad nocae Kourpeca. CBak¥ pefosaH unaH npuamuhe
ra GecnaatHo. [1o cHUXeHOj ueHu Mohd he HAGABATH W3BEWTAj W OHH KOjU TO M3jaBe
npe 15. Ill. 1954; nowTo ce 3a cama jow He MOXe oApeadTH o6uM M3pewTaja, HH
LeHa MY Ce He MOXe jolll yTBPAHTH.

Xolieacwe moryhuociiu

OprannszauHoHd on6op pesepBHCa0 je ussecTan 6poj xoreacknx coba. Llena
cobu MmO KaTeropHju xoTeaa (Yx/ayuyjyhH KOHTHHEHTaJAHA ROPYYAkK) MO AaHY H MO JHLIY
H3HOCH:

A. D. Gld. 15.— Jo D. Gld. 18.—
B. D. Gld. 9.-- o D. Gld. 14.-~
C. D.Gld. 4.~ Jo D. Gd. 8.—
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