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YBOIHA PEY

[Ipe npyror cseTckor para maTemaTHyapH DBeorpaackor Y-
Bep3HTETa, CBHX (aKyATeTa, NpHNaKaiu Cy jeAHOj OPraHH3auuju Koja
HHje Hocuia (OpMANHH KAPAaKTEP M HHje MMAJ3 HEKH 3BAHHUHH Ha3HB,
any je paguia MHTE3HBHO, COJNMEZHO M ycmewHo. Kao pesyarar Tor
pana osa je u3nasana CBOj YACOMHC KOjH je HOCHO HasuB ,Publications
mathematiques de I’Université de Belgrade“. Cem Tora, MHOTH pazosy,
0 KojuMa je 6uno pedepucaHo Ha cejHHIaMa T€ OpraHH3aunuje, Guiu
Cy WTaMnaky U y APYTHM YaCONMHCHMAa KOJ HaC M y HHOCTPaHCTBY,
npe csera y ,Inacy” Akamemuje nNpupoIHHX Hayka M y Buarenmy
Axagemuje. [Ipu cTynawy y Ty OPraHH3alHjy HHje €€ TpPaXuaa HH-
KakBa KBaauduKauuja cem Aa JMLE NPUNafa MarTeMaTHIKOM HACTaB-
HHYKOM KOpy YHHBED3HTETa; MaTeMaTHuYapH Ca CTPaHe HHCY MOIVH
YUecTBOBATH y H0j, jep je TO 6uaa yHyTpaluba YHHBEP3HTETCKO-
HacTasHMuka opranusandja. Toj oprasusamuju Cy npunafana Jaula Koja

Cy paiuna Ha HaylH, a Takole H JHNA KOja Ha HAYLH HUCY pajfuaa,
aJqu cy OuJjia HacTABHHIHM YHHBEp3HUTETA.

ITocne ocnoGohewa y Cprckoj akage€MHju Hayka nojasaja ce
TEXa 332 60/bOM M INIMPOM OPraHH3alMjOM HayuyHe [AeTaTHOCTH Y
Cp6uju. ¥ Axagmemuju, y TOKy HHM3a cejHuua, rakospanum ,Casero-
BalkHUMa“ pacnpas/balo ce o ofiaupuMa Te opraHu3anuje. Jow npe
THX CeJHHMIA Tpyna MaremarHyapa, aKaleMHKa H NONHCHHX 4YJaHOBa,
noyesa je MOHOBO Ja PajpH KOJEKTHBHO W Ja mocreneHo ¢opmupa
HOBY MaTeMaTHYKy OpraHH3auHjy, y OKkBHPy AkalemHuje, koja 6u Guaa
nocseheda yriaBHOM HayunoM pany. Kako cy matemaThuap, ¢ jexue
cTpaHe, Beh HMa/u LOBOJLHO HCKYCTBA Ca OpPraHH3aL4jOM CBOT' HAyHHOT
paza, a ¢ Apyre cTpaHe, uManu Cy Beli M KaZpoBe AEIOM y CacTaBy
AKkajsemuje neqoM BaH e, 38 (opMHpame OpraHusanuje, jesas Of
IbUXOBHX NPETCTaBHHKA, akajieMuKk A. BuaumoBsHuii, H3Heo je, Ha jedHO]
on cexuuna ,CaBeToBama“, NPeAJOr 0 KOHCTHTYHCAly MaremMaTHukor
unctutyTa Cpncke Akaaemuje Hayka. ¥ 3anuCHHKy cexuune og 18
centem6pa 1945 rommne (Fommwmak Cpncke akajemHje Hayka 34
1955 rog., kmwura 4 I crp. 38), croju:
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Axanemuk A. Bunumosuh npumehyje na cy ce roToBo cBu Aoca-
JIALIbH NPeJJo3n OAHOCWAM Ha mpobJeme H TeMe HA KOjumMa Axafne-
MHja YONIUTE HHje pajusia, HATH ce wbuma Oapuna. X eau na usHece
npeasor Koju ce tude 064acTH Ha KOjoj je Axkajemuja u Jocan ca
BEIUKHM YCNEXOM pajuia ¥ 33 KOjy HMa JbyJAe Yy CBOjOj CpelHHH.

Hcruue xako MaremaTnka cBe BHIUE ITOCTAj€ OCHOBA CBEKOJIHKOT
KyaTypHor Hanperka. Ha cynpoT Toj unmenunu M JOCKOpallbeM HO-
MHHAHTHOM M0JIOXajy MaTeMaTHuKe Ipyne KOoJ Hac, OH cmatpa Ja Gu
Tpe6ano WTO NMpe HEWITO npeay3etTH, W C 063upoM Ha rybuTke y
HAay4HOM KajZpy, a HapO4HTO 300r YHHIUTEHA CKynoueHe Gu6aHOTEKE
MaremaTtHukor cemunapa, — Ja C€ MNOJOXaj Te Tpyne OAPXKH HA
norpe6noj Bucuny. Mumubemwa je Aa 6u y TOM npaBuly Akaaemuja
MOTJIa MHOTO Ja yu4MHM OcHuBamweM VIHCTHTyTa 3a Maremaraky.

Bpaha ce monoso na yaory Kojy Maremaruka K 1bEH anapar
urpajy, nHanp., y passutky BasayxonnoscTBa, Koje je KOX Hac Kpe-
HYJIO Hampej, npej caM MOYeTaK OBOTr paTa; na oHAa y Mexanuuu
aToMa, Koja JIaHac y LeJioM CBETy AoGuja cBe BehH npakTHYBH 3HAuaj.
Ila jenan HapoJ MOX€ HAa TOM nomby Ja OyJe KODHCHO AKTHBAH,
Tpe6a Ja uMa 33 TO CNpPEMHe CTpy4He /byAe H MOryhHOCTH 32 HHXOB
pan. Koz Hac 3a oBe nucnumiau#e uma Jjucno3uuuje. Axaxemuja 6u
JaKO MOrJa, ocHuBameM MucTuTyTa 3a MaremaTHKy H OKyI/bameM
CBHX CMOCOGHMX JbYAW OKO HE€ra, OBE BEJHKE 3aJaTKe HCIyHHTH H
6e3 BENIMKHX H3IaTaKa.

Axapemuk M. MunanoBuh ce caaxce ca npensaradeM U npejjior
CMATPa Ka0 BPJAO KOPHCTAH M aKTyeJaH.

[Mpercepunx Benuh mcruue na je y xuBoTy Akaxemuje O6uiao
enoxa y KojuMa Cy ce nojejuHeé HayuHe rpa€e HAPOUYUTO HMCTHIANE,
[Tomube enoxy e€MHHEHTHHX HCTOPHKA, 3aTHM enoxy reonora. [Ipm-
3Haje Ja je WITETa IITO Taja HHje OMaa OCTBAPEHA U HEKA YCTaHOBa
Tpajunjer 3Hauaja u jejcra. Cax umamo y AxaJeMHuju enoxy mare-
MaTdyapa Koja y3 TO OATOBapa H AYXy BPEMEHa Yy KOME XHBHMO.
Cnaxe ce ca u3HecenuM Aa tpeba cTBopuTH HHCTUTYT KOju 6u, nox
AxaneMujuiuM PyKOBOJACTBOM, MOra0 KOPHCHO HEJIOBATH.

Hcro Tako 6u ce, no mEroBy MUILbEHY, MOIVIO HEIITO YDPAaAuTH
u 3a 6uosomKe HayKe.

Ha IX ckyny Axapemuje npupomuux Hayxa, 18 okro6Gpa 1945
roxude, 6uo je npumsben Hanpt [IpaBuna MaTeMaTHYKOr MHCTHUTYTa
Cpncke Axazemuje nayka u ynyhen na ogo6pewme Ckyny Henokymnse
Axkanemuje. Ha [ ckyny menoxynne Akamemuje, 26 anpuaa 1946 ro-
nune, [IpaBuna Marematuukor uHctutyTa Cpncke Akajemuje HayKa
6una cy ono6pena u, moues of cepnune 15 maja 1946 ropune, Ma-
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TEMATHYKH HMHCTHTYT je mo4yeo Ja PaiH Kao 3BAHHYHA AKAJNEMHCKA HH-
CTHTYLHja.

[Ipema IlpaBunuma Guau cy Gopmupanu oprauu Hucruryra:
Caser M. M. C. A. H., Behe u nus Onbopa u Komucuja. IIpsa cex-
Huna Beha y xoje cy ymuu osu yianosu: M. Munankosuh, B. Ias-
punosuh, B. Mumkosuh, A. Buaumosuh, H. Canrukos, J. Kapamara,
P. Kamanus, H. Apuosmesuh, J. Xautuujes, T. [Tejouh, M. Bpeuxo,
M. Panojuuh, B. Apakymosuh u T. Auhenuh, ca npercepnukom Hs-
cruryra A. Buaumomuhem, cexperapom P. Kamanuuowm, u 3anucuu-
yapemM T. Anheanhem, 6Guna je oxpxana 22 jyaa 1946 rozune., Hu-
CTHTYT NPBO BpeMe HHje HMMA0 HHMKaKBOI NOMONHOI NepCoHajsa, HH
NOCAYyXUTE/bA, IITO j€ 3HATHO OTEXABAJO aAMHHHCTDPATHBHH Daj y
Hucruryry u Bohewe 6ubaunorexe Mucruryra. Kax je MacruryT noveo
Ja paju, HacTynuae Ccy HoBe Temkohe, npe cBera, HeZOCTAaTaK Mo-
FOJHHX CTaXHHX npocrtopuja, OBa Temkoha HUje HM 4O XaHac CaBaa-
naHa jep MucruryT pacmonaxce mpocTOpHjamMa y KOjHMa je pax BpJO
TeMXaK.

TaxBu cy Gumau npBH KOpPamH Y XKHUBOTY MaTeMaTHYKOT MHCTH-.
tyta Cpncke Akaxgemuje Hayka.

[Tocne ocnusama apyrux uncrurynuja Cpncke Axanemuje Hayka,
MareMaTHYKH MHCTHTYT je YK/by4e€H y ONITY opranu3anujy Tux M-
CTUTYTA.

Jo xpaja 1949 roaune oxpxauo je 24 cexuune Hayunor Casera,
18 cenuuna TepmuHosomxe xomucuje, u 88 cepnuna Beha. Ha oBum
nociaeAmbuM yuumeHno je 124 caommrerwa, xoja cy BehuHOM W 1uTaM-
naua, u o y Publications de I’ Institute mathématique uy I'nacy C. A. H.

HHcrutyT je u3Zao nocax xao cBoje u3name: Tpu toma Publi-
cations, jenny kmwury Iloce6HHX H3Jama M jeAHY KibHry KiacuuHux

HayYHHX CIHCa.
*

CrBapasauky JNeJaTHOCT HA NO/bY MATEMAaTHKE TEIIKO je JaHac
NpPAaTHTH Ca CTBAapDHUM PA3yMEBaIEM H OHJA KaJ CE PACMOJaxe 3HALEM
KOje mpyxa YHuBep3UTETCKAa Hacrasa. J[OK ce u HajMOJAEpHUje TEeKo-
BHHE Yy CBMM OCTaJiHM HAayKama MOrYy, KOJHKO-TOJHKO, NPHKA3aTH W
HajIIMDHM CJIOj€BHMA, AOTAE Cy C€ MarTeMaTHYKe Hayke OAMAaX OX
CBOjHX MOYETaKa HCTUIIaNE M3BECHOM TEUIKOM NpuCTynauHowhy; TO
BaXH jOlU ¥ BUINE Yy JaHAluWke A06a, Kaj ce A0 MOTNYHOr CXBaTama
CaBpeMEeHHX Pe3yJaTaTa KO/a3H COJNHIHHM H HCTPAjHHM paigoMm, nocie
3aBpUICHHX YHHBEDP3UTETCKHX CTYZXAHja.

Ann Taj uHTeNeKTYaNHH HAnop, moTpeGad Aa ce CXBaTe Mmare-
MATHYKe KPHUCTAJIHO JIOTHYKE TBOPEBHHE Ca3NaHe OJ HAjaunCTPaKTHHjUX
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NojMOBAa, jecTe OHO IITO MATEMAaTHUH Aaje ¥ BEJHKY BACNUTHY Bpen-
HOCT: OCnoco6/baBa reHepanuje 3a OOjeKTHBHO 3aKJbyuHsambe, Npy-
jyhid UM OHy CHary anCTpakTHOr MHIIJbEHA KOja jeé M y HajKOHKpeT-
HHjeM XHBOTY norpebHa,

Ja 6u ce neroBane u yHanpehuBaje maTemaTHuKe NKUCLHUIVIMHE;
zZa 6u ce ponpuHENno u3rpahuBamy KODHCHUX HAYYHHX PajHuK4; Ia
04 ce HAmWM MJIahuM HapalTajuMa CTBOPUJAA MOTYHHOCT yrnosHaBamba
C METOJAMa HAYyYHOT paja H C NpO6JEMHMA CABPEMEHHX MATEMATHUKHX
Hayka; Aa 6u ce pacTojame u3Mehy HayyHOr M NPAaKTHYHOr KHBOTA
cmambuno: MareMaTHuKku MHCTHTYT noOKpehe cBOj 360pHUK pajnoBa.

Oso je werspra BpcTa u3fama MaremMaTHuKOr HHCTHUTYTA.

YPEBUBAUKHM OLBOP




CYKLIECHMBHA AINPOKCHMIMALIMJA
1 HYJIE MHTETPAJIA THMPEPEHIHMJAJIHUX JEI[HALII/IHA
IPYTror PEJA¥*

BOJHMCJIAB I'. ABAKYMOBUT (Beorpan)

1. 1° Jlanac hy roBOpHTH O €I3UCTEHIIUjH UHTETPaJia HeJTHHEaPHUX
JudepennujaIHuX jeJHauYHMHA APYror peiaa KOjH MpoJase Kpo3 JABE y-
Hanpex jare Tauke X,y pasuu. [Ipu ToMe hy ce orpaHHuMTH Ha oHe
CTaBOBE KOjH ce nOoOWBajy HA OCHOBY T. 3B. METOAE CYKIECHBHE a-
npokcumanuje. Kao HenmocpenHy nocaeZuny OBHX cTaBoBa A06uhy
CTaBOBE O HajMamOj YAa/bEHOCTH JBajy Y3aCTONHHUX HyJa HETPHBH-
januux wHTErpana HeAHHEapHE AuepeHnyjanHe jeAuaunHe JPYror peaa.

2° Jla Bam TexHHuKe mnoTewmkohe He 6GM cMeTase y youaBamy
OHOra mITO je GMTHO y npo6aeMy ersucreHnuje WHTerpaia, ja hy ce
orpaHuyuTH Ha AudepeHnHjanHe jeAHAYHHE OQUHKA

y'=f(xy),

Maza OArosapajyhu CTaBOBH Baxke M 33 OHE JAudepennHjanHe jemua-
YHHE Y KOjuMa ce ca JeCHE CcTpaHe mojasiyje f(x,¥,)'). )

H3 ucror pasnora npernocrasuhy za cy (e,0) u (b,0) Tauxe
KPO3 Koje Tpe6a ja NpoJasd HHTErpa; nocmarpane audepeHnujaaHe
jemHayuse, TaKO Ja C€ TPaHHYHH YCAOBH NOjaB/byjy Y OOGJHKY

y(@)=y(6)=0.

JenHoCTaBHEM JMHEAPHAM CMEHama MOxe ce npelid Ha ONMIITHjH CJyYaj
Kana cy sanase tauke (a,A) u (b, B).

3% OcHOBHH CTaB O €T3HCTEHIIHjH HHTErpaja Koju npoJa3H Kpo3
tauke (a,0) u (b,0) je nosnarn Picard-oB cras!):

*) [penaBame oapxano Ha kypcy ,O Heknm mnpoGiaemHEMa y Besu ca Iude-
peHuHjanHHM jefHayuHaMa MaTemaTHyke ¢pu3uke® y MarematnukoM HMucTaTyTy Cpncke
Axapemuje Hayxka.

1) E. Picard, Legons sur quelques problémes aux limites de la théorie dse
équations différentielles, Paris (1930).



2 Bojucaas I'. AsaxkyMosuh

3a cse x,y obaaciiiu
Dp: a < x5y 1<K,

Heka je:
f(x,y) Hellpexuono

IfxI<M

lf(X,;)—-f(x,_}:)lgal;— V!f
Aro 6pojesu K,M u « 3adosonasafy ycaose:

) a(a-by <8
u
1 M(a-b2< 8K,

Maoa dugiepeHyujasnu 3adaliax
V'=1f(x,5);y(@)=y(6)=0

uMa jeddo jeduHo pewerwe Koje fpuiiada obaaciiu Dp. OBo pewerve
Mooice ce Oobuiin mellodom CyKkyecusHe allpoxcumayuje.

4° Youumo caja one pynxnuje f(x,y) Koje 3a,0B0/baBajy yCaoB
f(x,0=0.

Jlame npernocraBuMo Aa f(x, y) 3aKoBoJ/baBa cBe ycaoBe Picard-osa
CTaBa CeM €BEHTYaNHO ycioBa ) m Ja cy x=a u X=5b Hyxae mexor
HeTPUBUjaJHOT HHTerpaja nocMarpase audepennujanHe jeanaduue,
Axo je mopej Tora 3azoBOJbeH joml M ycaoB I), Taxna je oBaj uu-
Terpan jefMHd HHTErpas Koju mnponasw Kpo3 tauke (a,0) u (b,0),
Kao wTo To caexd u3 Picard-osa crasa. To je melyrum npotus-
peuHo ¢ udmbeHuoM xa je, ¢ o63upom Ha f(x,0)=0, dysxnuja
y=0 Taxkohe pemwemwe rpasuunor 3agatka. Crora mopa xa je

b—a>\/—g.

Axo dymkumja f(x,y) y obiaacTu y Kojoj je medunuca€a uma
HeNpeKuJaH Napuujanad U3BOX IO y, OHAA je

o = Max Qf ,

oy

jep je

£y -fxp] =

—ll?—zl-
y

f—o—[ < Max of
oy 0




CyKuecHBHA anpoKcHManuja 3

Y cnyuajy naseapue pudepesnujaaue jexHaunxe

y'= —o(x)y

npema ToMe je
a = Max| ¢ (x)].

a<<x<<b

Kako je
M= Max| o (x)|Max|y],
TO M3 ycaosa |y | < K caenu
M=aK,

na ycnos II) no6usa o6auk: « (b-a)* < 8. To 3uauu: axo je sune-
apHa nudepesudjanrHa jesHauMHA Taksa XA je 3aKoBObeH ycaos II),

OHZA je 3ag0BoJbeH u ycaoB I). Crora ce He MOXe 3aK/bYYHUTH XA j€
pasmak u3ueljy HyJa HEKOr HETPHBHjaJHOI HHTErpaina JHHEapHe XH-

o . 8
Gbepenunjanne jexnaynHe sehu, OXHOCHO jexHak, \/—. Mehyrum, Kao
24

IITO CTe y NMpOLIJIOM NpexaBamy BHAeNH, Sturm-oBa Teopema xasyje,

usmely ocrazaora, Xa 3a JuHEApHE AUQEpEHIHMjaNIHe jeXHAYHHE BAXKH

b-a> X ,2)
Vo

[lpema Tome, nocras/bajy ce 0OBA ABA IHUTamba:

1. Moxe s ce y HejegHaundn 1) koncranta 8 mosehatu, of-
HOCHO KOJHKA je Hajpeha KOHCTAaHTAa KOja MOXE Ja CTOjU Ha HECHOj
CTpanu Hejennaunne I)?

C 063upoM Ha AMHEapHE jefHAYHHE OUYHMIJIEHHO je X4 OBa KOH-
cTaHTa He moxe 6uTu Beha on =®.

2. Mory au ce ocrane npernocraske Picard-oBa crapa TOJMKO
NPOMWMUPHTH [a Ce CTaB €A YCMIeXOM MOKe NPHUMEHHTH Ha JuHeapHe
jensaunne? Cneuujanﬂd, MOXe U ce 06a4acT Dp CMambHTH, OJHOCHO,
KOJINKA je HajMama 00/1aCcT Kojom ce ob6aact Dp MOKE 3aMeHHTH?

lNokasahy na ce y HejenHauumHu I) 6poj 8 Moxke 3aMEHHTH
6pojem =2

Z) OBa HejexsaudHa uuwHA €aMo jefHy noaoruHy Sturm-oBe Teopeme; ZApyra
MONIOBHHA rAacd: ako je B=Min|¢(x)|] Tana je

b-a<=.

e
Y Besn c opum Bunn: E. K amke, Differentialgleichungen (Losungsmethoden),
Leipzig (1942), pp. 125-128.

1#*



4 Bojucaas I', ApaxymoBuh

MehyTM, He 3HaM KaKO TI/acH OAFOBOP Ha APYro IHTaibe.
Mokasahy jepuHo na ce o6aact Dp MOXKE CMamHTH, ald ¥ OBAKO
cMameHna 06sacT je joll yBeK CyBMIIE . BeAMKa Ja OH ce H3 TaKo
NOOWITPEHOr CTaBa MOr/a H3BeCTH Sturm-0Ba HejeHAUWHA 32 JIHHE-
apHe jgu(epenuujanHe jeJHaunHe,

Wsrnesa mu na hie ce osaj mup npe nocruhu MemaweM Npu-
poze mpernocTaBk¥ O QyHkuuju f(x,y), Hero JabUM CMABEHEM
o6nactd Dp. '

5° Cras xoju hy oBze mOKa3aTH riacu:

CraB A. 3a cBe x,y olaaciiu

D(a,b, M)y a<x<b; [YI<T (x-9) (-9

HeKa je
f(x,y) Hedpexudno,
[fx <M
u
|f(x’})—f(x’2)l<a|;‘_.l’l-
Aro je

a(b-a)} <at,
onda Ougieperyujarnu 3a0amax
Y'=f(xy); ¥(@=y(®)=0

uma jedno jeOuno peuwerse Koje Opuliada obaaciiu D (a,b,M). Oso
peutetve Moodice ce 0o0uiiu Meillo0oM CyKyecusre alporxcumayuje.

Jla cy mpernocraBke OBOTa CTaBa MCOYHEHE Kaj TOZ Cy Hchy-
wene npernocraske Picard-oBa crasa, BMAM C€ CaCBHM JIaKO aKO
youumo xa u3 Il), 1j, us M (b-a)* < 8K caenu

|y|<%(x-a)(b—x)<%(b-a')2<:<

IWTo nokasyje na obaact D {a, b, M) npunaga o6aactu Dp.

6° Ha ucTu Hauud Kao mwrto cmo y 4° Ha ocuoBy Picard-osa
CTaBa 3aK/hbyUH/H N2 je pa3max usmehy HyJa HEKOr HETPHBHjaJHOT

HHTErpana ysex}\/—z— kag roj dysxkumja f(x,y) nopex ocranor

3ajoBo/baBa U ycaoB f(x,0)=0, Taxko cama Ha OCHOBy cTaBa A
‘106HBaMO 0Baj CTaB: '
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CraB B. 32 cse x,y obaaciiu D (a,b, M) Hexa je
f(x,y) nedpexudno,
If(x0)I<M,

[ (53)-f @) <aly-p]

f(x0)=0.

Axko cy x=a u x="5b ysaciioline Hyse HeKol Hempusu]a./moz
unileipasa Ougbeperyujanne jeOHauune

. y"=f(x’ y) ’
oHOa je

b-a>
Voc

2,10 Jla 6u noxas craBa A ympoCTH/H, CTABHMO
Xx=a+(b-a)t u yx)=(-a)*Mz(1).
Taza ce nudepenuujansa jexnauusa p”=7£(x,y) cBonH Ha ,uuq)epeﬂ-
uu]am-ly jenHaquny
2" = Mf(a+(b—a)t,(b—a)zMz)=/\(t,z),

a IPaHHYHH YCJIOBH y(a) =y (b)=0 na ycaose z(0)y=z(1)=0. Ilpn
oBoj cmeHu obaacr D (a,b,M) ce npecnukapa Ha £,z o6uiacT
0L Iz[\<\—;—t(1 ~1), mokceycnos |f(x,y)|<{M mnpersapa
y ycaoB | A(t,2)|< 1. Konauno, a(b-a)®* je Lipschitz-osa
KOHCTaHta audepeHuujanHe jennauune 2'= A (£,2).

Ilpema Tome 1OBOJ/bHO je Ja AOKaKeMO OBaj CTaB:

CraB L. 3a cse x,y obuaciiu

D: 0<x<1; |y1<-;—x(1—x) |

Heka je
f(x,¥) Helpexuono,
A) [0 <1
u
[Fp)-flopI<aly-y|
Axko je

a<n?

oHOa Oudiepenyujasnu 3adaliarx
y"= f(x)y); J (0) =y (1) = 0:



§] Bojucaas I'. Asakymosuh

uMa jedHo jeduno peuere wKoje Gpuliada obaaciiu D. Ozo pewerve
Mosice ce Q00uily MelTlo0OM CYKYeCuBHe alpoxcumayuje.

2° Kao mTo je nmo3HaTo CyKHeCHBHE anpoOKCHUMAuuje Yp=y,(X) -
MHTErpana y=y (x) nudepeHnujamHor 3amaTka

y'=f(xy); y0)=y(1)=0,
xebusnmy ce nomohy pexypesruor o6pacua
yn"=f(x;yn—1)) Il=1,2, s

y3 3axteB Ja cBe ¢yHKIHKjE ¥y, 3410B0/baBajy TIpPaHHUYHH YCJOB
Vn (0)=yn (1) =0. Opa pedununuja ¢yskumje y, je exBuBajJeHTHA
nebununuju nomohy pexkypeHTHOr o6pacua

x 1
B yam (-1 £ ga)dtox [ (-0 1 (0,50 d.

Jep, oBako Aedunucane QyHkuHje y, OUMTO 3aJ0BOJbABAjy rpaHuyHE
ycioBe, a kax oBaj ofpasau Apa nyrta AudpepeHnupamo, pujaehemo xa
Yn W Ynp_, 3a10BOJbaBajy PeKypeHTHH obpasanm y"n=1(X, Yn—,).

Axo npu dopmupamy ¢yHsxuuja y, nohemo ox Hexe QynKuuje
Yo KOja mpunaga o6nactd D, Taga he m ocrane ¢ysxumje y, npH-
nagartd o6xactu D, Tj. Guhe

1
[yl <5 *(1-%).

3aucra, aKO NPETNOCTABUMO Jd J,—, Npunafa obaactu D Guhe

1921 <=2 [ 117t yamdiderx [ -01F tyas) |,

na je s6or A)

Il <o [rat ox [Q-at=x -,

ojak/ae, mpenasom ca n—1 na n, caeau TBpheme, jep y, npunaxa
obaactu D.

To 3Hauu fa 3a cBaku nap QyHKIHja y, ¥ Y. BAXKH HEjen-
HauuHa
Q) [ £ Pnsn) = F (Y < & Vngs —Inl.

Cana ce naK0 MOXe Joka3aTH o0BO: Axo je 3a cee 0L x<1
dynryuja p, (X) HedGperudna, a ¢ynxyuje pp., (), n=1,2,... y
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UCoMm pasmary 3adoBo.sasajy ycaose

P11 (%)= — o pn(x)

u
pn(0)=p,(1)=0,
oHOa u3
| V0 = Yn—1] < Pa (%)
caedu

[Pnss=In| <Pny1(x).

Jla 6ucmMo 0BO AOKa3anu, NPUMETHMO Npe CBEra aa je

D) penn@-a(l-2) [tp@dtrax [A-0p @ ar.

Ako cagma on obpacua B) oaysmemMo aHanorsm o6pasan 3a y,
H TaKo XOGHBEHH M3Da3 MOJyJaupaMo, Kobuhemo

nsa sl =2 [ 217090 -1 (6,901 dt
0

1
-+ X f(l -8 |f(t,yn)~F(t, yn-y)| dt,
x
ojakne, ¢ o63upom Ha C), caexu za je
x 1 '
|yn+1 _ynl<a(l 'x)ftIYn“yn—lldt+ a x f(l "t)l.vn‘yn—i'dt-
0 x ’

Kako je mo mpernocraBuu |y,—yp—1| < Pa(x), TO je

nrs=val (-2 [tpa @ dt+ax [ (1= pu (B at,

Jnakne, ¢ o63upom Ha D),
[Vnes=ynl <Pagg(x).

360r |y,,)<-;—x (1-2) Guhe

(D=2 |<I Yl + Do [ <x(1-X).
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Crora MoXemo y3eTH ja je

. pi(x)=x(1-x).
Tana cy u p, (¥) moAuHOMH 0O X. ' A

3° Caza je jacHo Ha mra ce CBOJM Jfoka3 cTasa I. Jla 6u Ho-
Ka3aju ersuCTEHIU]y HajMame jefHor pemema y=lim y,, MK0BOBHO

=

je, ¢ o63upoM Ha

[Pr= 2ol S 1 = Jrma [ < D 10 (%)

ve=1 y=1

JOoKasaTta zga

é Ma:; py (x)

v=1 05 x5 1

kouBeprupa 3a cee 0 a<w?, Jep, Taja je KOHBEPIeHUHja HU3A Y,
yuudopmsa 3acee 0L x 1, na ce y obpacny B) npenas n-»c
WcOpes SHAKA MHTETPAlMje MOXE 3aMEHHTH NPeJa3OM W32 3HAKA HH-
terpanuje. Ha Taj 6u Hauus pobuiau xa je

x 1
y=(e=1) [tr @t ~x [ A-nfE R,

onakine Audepenuupamem caeiu xa je y'=1(x,y).

Ako je ersucTeHndja HajMame jefHe rpannuse dpyuknuje y Beh
OCHrypaHa, OHXa ce jeIWHCTBEHOCT OBOTa pelleHha MOXE OBaKo Jo-
kasatu: Heka je Y Hexo pememe AudePEHNMjaTHOr 3afaTKa Koje
HAje MIEHTHUKH jeAHaKo pememwy y. PyHKnuja

x 1 '
y=(e-1) [ £ Vyde-x [ (1= £ (s ¥)d
° x
je jemno pememe AudepeHunjaaHoOr 3afaTka. Jep, ako OBaj u3pas Asa
nyra audepennupamo no x po6uhemo :
"]’”"'f(x’ Y))
Tj.
\]l‘i' = Yn,
ojaxne 3akbydyjemo ja je - Y sumneapua ¢ysxnuja. Ho kaxo osa
¢yHknuja nponasu kpo3s rtauke (0,0) u (1,0), To meun xoedunujenTu
Mopajy OMTH jefHaKd HyJau ma je

y=7,
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Tj.
Y=(x—1)ftf(t, Y) dt -xf(l —H £t Y)dt.

Haxkae,
Y=yn= (e=1) [ 76 )= F(tya-)

~x [@-n{F@ V) -1 tyuobat.

x

[lonasehin ox osor o6pacua noGuhiemo, Ha HCTH HAYMH Kao W Hanpex
za je 3a cee 0<Cx<1

l Y_ynl <pn+1(x)~

Ipema ToMe je Y=y Kamrox pn.q(x)-0,n->c0, WTO j& CcBaKaKO
c1y4aj ako

o0

Max  p,(x)

ve1 0 < x << 1
Kouseprupa 3a cse 0 {a <<=,

4° Tlosusomu p, (x)=p.(x,a), ¢ kojum hemo oxcax umaTu
nocnaa, Cy NOJHHOMH NO NMPOMEH/BMBO] X YHjH KOE(QHIMEHTH 3aBHCE
OX napamerpa o, KOju MOxe Xa OyJe Ma KakaB KOMILIeKCaH 6poj.
3a peanHe NO3UTHBHE O MOJHHOMH P, (x,q).Cy MEEHTHUHH Ca Ha-
npejy ynorpe6/baBaHUM NOJMHOMHMA.

Jledununuja nmoaunoma p, (x):

(1) pi(x)=x(1-x);

3a cBaKO KOMMIEGKCHO. a ¥ n=1,2,... je

(2) p”n+} (x) = =Py (x)

u

(3) Pn (0)=p. (1)=0.
CraBumo

1

)
Mty (oc)=ocjtp,, () dt, n=1,2,...
[+]
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Tama Baxm OBaj cTaB:
CraB I 3a |a|<=n* je

o«
© cos \|——1
2 V 4 1
)] : E mp(a) = ——
o o 4
: B=2 COSVT

OBum craBom je poxas craBa | 3aBpiuen, jep je 3a peande
MO3UTHBHE
Max  p, (x)=m, (@),
0<x<1
(wmro hemo [okasaTH y mnomohHom craBy 1), a (npema crasy Ii)

ZmFL (¢) xonBeprupa 3a cee 0<a < nt,

Hoxa3 crasa Il xoju hy Bam oBAe u3HeTH HHje eJeMeHTapaH,
G6ynyhu Ja HA jeXHOM MecCTy ynoTpe6/baBaM MO3HATH CTaB TEOPHje
(yHKIHMja KOMNIEKCHE NPOMEHJbUBE, N0 KOME MOTEHIH]ja HK Pel Heke
aHanuTHuKke (QYHKIHje KOHBEPrupa y YHYTPallmbOCTH Hajsehier kpyra
yHyTap Kora (QyHKUMja HEMA CHHryJapuTeTa.

MehyTtum, noka3 Picard-opa crasa je enementapan. Haume, na

6u nokaszanu Picard-oB cTas, OBOJHO j€ 1A MOKaxemo A3 E my ()
KoHseprupa 3a cse 0<Ca <8, a To ce, kao mro here BujgeTH u3

N0Ka3a HejelHauuHe (€) momohHor cTraBa 1, JOKasyje mOTOyHO eJe-

MEHTapHO.

Jlema 1. 3a peaane Bosumusne o, 0 <x<lun=1,2,, ..
je
(a) Pn(%) >0,

B pen®=0-9 [tp@dt +x [ Q-0 ),

(C) Pn (x)"—"pn (1 - x) y
1
@ Max o () = {5 ) = (@),
u
(©) M@= O, na0
Jlokas:

(a) u (b). Kako cy 3a peanse NO3MUTHBHE C MONHHOMH, P, (X)
MAEHTHYHM Ca MOJHHOMHMMA KOjeé CMO nocMmarpanu y Taukd 2.2° TO
cy tephema (a) u (b) Beh noxasana.
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(c) OBo TBpheme je TauHo 3a n=1, jep je p, (x)=x (1 - x). IIper-
NnoCTaBUMO A jeé OHO TayHO 3a Heko n > 1. Taza je, c o63upom Ha (b),

Pryi(l-x) = ax ftp,,(l—t)dt+oc(l—x)f(l—t)p,,(l—t)dt

1—x °

1 x
- axf (1-8)pa(t) dt+oa(l-x) ftp,, (H) dt = prnyq (%).

x Q
(d) 360r p, (¥) =>0up"y; 1 (x) = — @ pp(X) je Pnyy(X) KOHKABHA
¢yuxunja. 360r () je pny, (X) cuMeTpHUHO C 06G3HPOM HA NPABY

1 .
X =5 Crora je

Max  pnyy (%)= Pr+a (i) .
<< 1 2

360r (b) u (c) je

1 1
T T
1 a | a | :
iy =—)=— | tp, () dt + — 1-8)p,(1-2t)dt
p+,(2) QJp() 2]( ) (1 - £)
0 [+]
1

=ocj 1 Da (£) dt = in ., ().
: .
(e) 360r (d) je 3a crako v=1,2,,..
T
v (o) < M) @ J tdt=m_, (oc)%,

0

na je

My () _ ™ +1 () (i\)n—l
my (o) e m, (o) S\ 8 ’

1 foa\n—t, 1
Lakne, mra BUIWeE 1, (o) <71—(_8—> jep je my (o) =_4_.
Jlema 2. 3a cse (xomnaekche) a u n=1,2,... je:

>y (5) e (&) ey
) > (1-) 7 M1 (0) = = 2nl 2n+1)@n+2)
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(g) mn (a) =qn—1 }‘~n s
fipu yemy Opojesu )\, He 3asuce on o.

Joxas :

(f) s nedununuje nonaunoma p, (x,) u dysxnuje m, («) crenu
za je my, (o) nena gysxuuja npomensuse «. C ToOra je HOBO/LHO Aa
JOKaKeMo Jia je o6pasan f Tauaw 3a peanHe mno3uTHBHE «. [lpema
TOME, Heka je a>0.

W3 o6pacna

1

pnﬂ(-;—) =aftpn () dt

0

LeMMMUYHOM HHTErpauujom JAo6uBamo

1
T
1 o 1 «
it (=)= = Pa{— |~ | 2 pra (8) dt
p“(z) 23”(.2) 2f Pa)
. (4]

AKo uHTErpa; ¢ AeCHE CTpaHe jOu j€JHOM NEJMMHYHO MHTErpUIIEMO,

Joo6uhiemo
1

- T
1 a 1 a (.,
pn+1<—2‘)=§3pn(”2_)+§3} tp'n_ (2) dt.
[+]
jep je Pn (-;—)so. 360r p'y(x)= - da Py (x) v (d) je, naxne,

¥
My gy (€) = 71 |mn (a)= - J Pn—y (8) dt.
S
Ako 0Baj MOCTyNaK NPUMERUMO | MyTa HA MHTETpPAJ Ca JECHe CTpaHe,
ao6utieMo
{5

SO YAy e Moy (@)

Vaul

%
=-(= )“’(; +1)1 Jtﬂ*-l Pnp(8) dt.
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CraBumo au oBEe p.=n—1, no6uhemo o6pasau (f), jep je

1
T
) 1 2n+3
fin—1p (1) df = :
J PO i) @t D)
o

(2) je Tauno 3a n=1 jep je m, (a)zllf' [Ipernocrasumo na

je (g) Tauno 3a wexo n_>1. 36or (f) je Tana

04

LG D |
I SRR TVA N S, _(=D)"\4 n(2n+3)
()= vz=1( ) 2wl Arev s 2 2! 2n+1)(2n+2)

=0 Npyqe

5% Noka3 crasa II. Kparkohe panu ctaBumo
ol
o=
€V=_(—1) 4 v(2v+3) v=1,2,...
2 2vI@2v+1)(2v+2)

Taga npBux 2 n—2 jegnauuna (f) u3rsenajy OMmuupPHO HANHCAHE OBAKO:

«

+ My () ""2% my(c) =€,

.E. n—1
FMa vy @+... ek (=1 ﬁi)__

my(c) L" 8n

2(n-1)1

Axo ose jemHauumne ca6epeMo ¥ Ha JIEBOj CTPaHH 3aAPKHUMO CaMO
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yOKBHpeHe uiaHoBe, nobnhiemo:

S0z SF (V) - -

- zmnw( >2‘;}3 (5)

} i”’ © 2§<nllv)t G

ZSP -Ji-Je.

Y cnyuajy ma je 0 <a<<1 6uhe, ¢ 063upoM Ha (e) Tj.
my (@) < Can—?

n41

VARS czanwz ()<Cna"exp[4]

J1=0(@or), n> oo
Hcro Tako ce BuIM fa Taja ¥ J, 33J0BOJbABA UCTY HejeJHAUHHY

[Ipema ToMe, y cayuajy 0< o< 1 6uhe

®) Zmp(a)z(;:l) (V4) 23}14‘0(}7@") n-oo,

36or (g) neea cTpaHa o6pacua (4) je moTeHlujaaHu pex no
npoMeH/bHBOj (a); ZAecHa ctpana opor obpacna je peryaapsa ¢GyHk-
nuja 3a cBe |o|<<n*. Bonehu pasysa o momenyToMm cTaBy Teopuje
¢$yHKUuja, BUAUMO Ja je 3a AOKa3 crasa [l M0OBOBHO JMOKasaTH Xa O-
6pa3an (4) Baxu 3a cBe « Hekor ayka C KOjH JeXH YHyTap o-
6aactu |a|<#% ¥ Ty cBpxy y3ehemo xa je ayk C ayx 0<Cx < 1.
Y rTom cayuajy moxemo y okpacuy (5) HSBpIIHTH npeaas f1-» oo ;
no6uhemo

COS\/. gzm“ - %2 (\/ 1 )2}1 (2}:1(1‘;(;122) '

[Tonasehn ox norennujansor pexa GyHknuje cos\/%,naxo
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ceé MOXe NMPOBEPUTH Ja je JEeCHA CTPaHA FOPHEr W3pasa jefHaka

(e <)
1| <08 V—4——1 cos\/—4—
T |
T
Tume je cras Il mokasas.

3. 1° loxas crasa | umMa u mopex cBOje HyxuHE Ty HOOGDPY
CTPaHy Ja He MOYHBA HH HA KOjOj TeopemH AudepesnHujaJHHX jenHa-
yuHa Apyror pexa. MeljyTum, ako mpeTHOCTaBHM Ja Cy BaMm MO3HATE
OCHOBHE OCOGHHE JIHHeapHHX Au(epeHIujatHuX jeJHaUHHa, OHNA JOKa3
cTaBa MOTYy OCeTHO ckparuTH. OBaj NOCTYNaK HHTEDECAHTaH j€ u C
TOra WTO upyxa MOryhHOCT Ja ce NOKaxy CTaBOBH C4 YONIITEHHM
Lipschitz-oBum ycaosom. O osome hy Bam roBoputH mayhu nyT. 3a
caja xTeo GMX Ja BaM H3HEceM Apyru nokas crasa I. [lpu Tome hy
oX ovora mTo cam Beh Jnokasao ymorpe6uTu nomohHM craB 1 W
OHO WITO My NPETXOZIH.

2° [IpumeTAMO NMpPETXOXHO XA je

(6) Pn (x) =0~ gn ()
NpH Y€MYy je ¢, (X) HEeKH NMOJHHOM N0 X YHjH Koe(dHUHEHTH He 3a-
BHCE O] «.

3auncra, ako je OBO TauHO 3a HEKO 51 _>1, Ouhe ¢ 063upoMm Ha
D),

Prss (=07 (1 =) [ tgu()dt+anx [ (10 ga () de = oy, (3.

3a n=1 je TBphemwe TauHo, jep je p, (x)=x(l-x).
CraBumo

n
Pn(X)=P,,(X,Ol)== 2 pv(x)-

V=1
Kako je

p,” (x) = -2,

TO caGupameM OBe H i NpPBUX jexHaunHa p", ., (x)= —ap,(x) no-
6uBamMo
Py (x)= 2= Py (x).

Hexa je 0<la<{1l. Tama c o63upom Ha (¢), P,(x) Texn
HeKoj rpanuynoj ¢ynxnuju P (x). Ouuro Aa Tajga u

R w1 (x) > P"(x), Kajg n- oo
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Crora y ropmoj jeAHauMHH MOXKEMO YUHHHTH Npenas n- oo,
Ha taj nauns mo6ueamo , .
P"(x)+a P (x)=-2.
Ouuto je ma P(x) 3afoBOo/baBa I'DaHMYHU YCJIOB
P@0)=P(1)=0,
jep je To cmyuaj ca csakuM OX nosnuHoMa p, (x). Crora je

P (x)= —2-(cosV~Ex -1) +-2——1—:—E———°sv—z—sin Vo x.
o« o cosYa :

Jecna crpana oBor o6pacua Jaje HaM aHATHTHYKO MPOLYMKEHE
¢yaxnuje P (x,«) no mpomenmuBoj «. [Ipema Tome, P (x,a) je
peryaapso 3a cse [a|<<n%. C o63upom Ha (6) n NOMEHYTy Teopemy
Teopuje (QYHKIHja, jaCHO je Aa NOTEHIHjaJHH pex

S @)=

xonpeprupa 3a |a|<a* mro je u Tpe6ano JKoKasaTH,

UBER DIE NULLSTELLEN DER INTERGRALE NICHTLINEARER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG
Von V. G. Avakumovi¢ (Beograd)

Wiedergabe einer Kursusvoriesung iiber die Randwertaufgabe (1)
y'=f(x,y); y(@)=y(b)=0. Dabei wird stets vorausgesetzt dass

im Gebiete D:a < x<b, |y|<—;—M (x - a)(b-x) die Funktion

f(x,y) stetig und dem Betrage nach M ist. Es wird folgende
Verallgemeinerungdes Picardschen Satzes bewiesen (Satz A): Geniigt
f(x,y) ausserdem der Bedingung (2) |f(xy)-f(x, X)|<a[}7— y|mit
B) a(b-a)<n* so hat (1) genau eine in D liegende Lisung.
Diese Lisung ldsst sich mittels der Methode der Schrittweisen An-
ndherung berechnen. In (3) ldsst sich das Zeichen <C nicht durch
< ersetzen- Aus diesem Satz ergibt sich folgendes Analogon der
Sturmschen Ungleichung (Satz B): Geniigt f (x,y) ausser der
Bedingung (2) noch der Bedingung f(x0)=0 und sind @ und b
zwei nacheinanderfolgende Nullstellen einer Ldsung von yp" =f(x,y)
so ist notwendigerweise b-a>n/Va.




ONUTE JEOAHAYUHMHE KPETAHA
CHUCTEMA MATEPHJAJ/IHUX TAYAKA

PAIUBOJE KAIUAHHWH (Beorpan)

ITpn npoyuasamy KpeTama CHCTEMA MATEPHjaJIHMX Tayaka NoOJ-
BPTHYTHX BE3aMa DELOBHO C€ y3MMAjy HJIH XOJOHOMHE B€3€ HJH, aKO
Cy Be3e HEXOJOHOMHe, JHHEapHE NO KoopauHartama 6p3uHa ([lekap-
TOBHM HJH resepanucanum). V3yseTHo cy ce npoyyasane H Be3e
Raanparﬂe o0 KOOpJAuHATaMa Gp3HHE, aKO TE€ Be3e Pe3yATYjy jeAHHM
JHUMHTHHM OPOLECOM M3 JMHEADHUX Be3a.

Lum oBora paxa je:

1. Nace nany audepennujaine jeAHAYHHE CBHX PEANHHX KPeTatba
KomMnatu6uaHnx ca Besama 6e3 063Mpa HA TO KAKBE Cy OBE Bese:
XO0JIOHOMHE, MJH HEXOJIOHOMHe, JuHeapHe no Op3unama uiau He (IV);

2. Jla ce, uaMeljy cBuX MOTyhux peanuux Kperama, HCTAKHY H Xe-
¢GuHuMIY KpeTama ca HACANHO YCNoCTaBheHHM Besama (V);

3. Jla ce pedunume nojaM BHPTYENHHX IOMEpAmA H CKAEPO-
HOMOCT H PEOHOMOCT y HajonmuTHjeM cayuajy Be3a (VI), u na ocHoBu
TOra U3BEJE T. 3B. OCHOBHA jegHaunHa Jlunamuke ma 3a kakse Bese (VII);

4. Jla ce mojMy KpeTama ca HAEAaNHO YCHOCTaB/bEHMM Be3aMma
JAane KoHkperHo tymaueme (VIII.

I

Kap cy nare cnobamme ¥ YHYTpauithe CHJIE H MOYETHH YCJIOBH
32 CHCTEM MAaTEepHjaNHHX Tayaka, KPeTame CBaKe OX THX TAuadKa NoT-
nyHo je ogpeheHo OcHOBHHM jenHauyuHama J{unamuke, Tj. HE MOry ce
JA4TH yHanpex BHIIE HHKAKBH yCJNOBH Koje OHM Tpe6ano xa HCNyia-
Bajy BEKTODH NOJOXaja ¥ Op3uHa AaTHX Tauaka. Jla 6GH GHJIH HCOy-
IbEeHH Ol M HEeKH yHanpen AAaTH yCJIOBH, MOTPEGHO jé YOmTe yBeCTH
¥ HoBe cune mopex Beh nMatux. ITpobaem ce moxe oBako ¢opmyaH-
CaTH: HA NOjeHHHE MaTepHjaJHE TAYKE HEKOr CHUCTEMa AEjCTBYjy no-
3HATE CMOJBALNLE M YHYTPAalle CHJe; KaKBe cHae Tpe6a jom 3a mo-
jeaune maTepujanHe TauKe KOXATH H KAKBE IIOYETHE YCJOBE Y3€TH

2
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na 6u, y TOKY KpeTawa, u3Mely BexkTopa mosoxaja u Gp3uHa Tux
Ta4aKa MOCTOjaJie H3BECHE BE3€, M3DAXKeHE HEKHM, YHanpex MaTHM,
jeAHaynHaMa WiM PejefHaynHamMa? — Pasyme ce, cBe ce TO pamu y
ogpelieHoM cuctemy pedepenmuje y KOM ce KpeTame npoyuyasa.

3a OBaKBe CHCTEMe MATEpHjaJHHX TayaKa Ce Kaxe Ha Cy Be3aHu.
‘Bese uspaxeHe jefluaunHamMa cy 641aTepanHe, a Be3e U3pauene nejed-
HauuHaMa cy yHunartepaane. Cune koje Tpe6a momaru na 6u Bese
Gune peanu3oBaHe 30By ce cuae Besa. ¥ ll;aneM hemo ce 6asuTu
camo OunaTepanHuM Besama. :

Bunartepanne Be3e cy H3paxeHe jellvayvHaMa y Kojuma Jonase
yonwTte 31 KOOPAWHATA -X;, Vi, 2, MATEPHjaAJHUX Ta4aka, 37 KOOPIAH-

Hata X;, y;, Z; 6p3uHa THX Tauaka v Bpeme f. Heke oIl THX jeinauuua
cagpxapahe caM0 KOOpJAMHAaTe Tayaka, a He ¥ KOOpJuHaTe Gp3HHa,
a Heke he, mopex KOOpJAHHATA TAyaxa, CAPIKABATH M KOOPAHUHATE
6p3una. [lpBux Heka 6yae p, a ApPyrux p':

5 (X4, Y1521 30003 Xy Yy 23 8) = 0, gk(xl’y1’ 215 ix:,};u 21;. . .,é',,;t)=0 (1)
(=41 2,..., ) k=1, 2,..., p).

Ykynan 6poj v =p+p' THX jeaHaydHa mamu je of 37, jep Gu
uHaye Beh camMuM THM jeIHayHHaMa Kperatbe OMJNO MNOTHYHO OXpe-
heno uau onemoryheno.

Ja we 6MCMO CTa/qHO PA3AMKOBANM JBE BPCTE jefHAUHHA, OHE
Koje cajpie KoOpauHaTe 6p3MHA B OHE KOje HX HE CajpiKe, mu hemo,
nomohy mudepenuupama no f, u NpBOj BPCTH AATH 061BK Apyre:

of; of; . af, of;
(+ Hz )+ =0 ‘
g(ax, 9y, Vit 0z; ) ot @)

O3HauuMo Jiu IEBY CTPaHy OBE jelHayuHe ca g, .;, HMahieMo Kao Bese:

k(X0 Y15 205 Xy Yy Z13e o o 5 Xns Yy Zns Xy Yy 23 £) =0, 3)
(k=1,2,...,v<3n)
rIe CBaKa jeanaunHa cagpxu O6ap jenny xoopaunary 6psune. Mure-
rpupameM u3 (2) mobusamo f;=C;, rae cy C; KOHCTaHTe; HO, KaKo
¥ MOUETHH YCIOBM MOpajy 3aZ0B0/baBaTH jefnaunse fj=0, TO u3nasu
C;=0, na je oner f;=0. Ilpema Tome, cucTeM jefHauuHa (3) eKBH-
Baneﬂ'rau je ca cucremom jexnauuna (1).

U3 cucrema (3) motim he ce yonimurte v xoopaunara 6p3uHa us-
pasuTH Kao QyHKiMje 37 KOOpAMHATA HATHX TadyaKa, NPEOCTANHX
3n- v xoopiaunara 6p3uHa u Bpemesa f. Ako To Huje moryhe, onja
he ce Mohu HauuHHTH H3BecTaH GpOj eNNMHMHEHATA, Tj. jeAHaunHa Ge3
KoopAuHaTa 6psuna, na hemo Te jeaunauune oner AudepeHuUpaTH no f.
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Y. ceakom cayudajy, naxine, ako cy jeAsauuHe (1) He3aBHCHe, MOXKEMO
npernoctasuTd Aa cuctem (3) Aeduummle v. KOOpAMHATA Gp3MHA Kao
¢GyHuknuje 37 KOOpAUHATA Tadaka, NpeocTaaux 3 n—~v KoopauHara 6p-
3uHa u Bpemena f. Tux v xoopjpuHata 6p3uHa o3naumhemo ca §, &,

.o» &, Onga je:
E1=0;(xp V2o 5 X Y Zns Bvgre o Eans), (T=1,2,...,v)  (4)
rae ¢y & 4q..., E;n OHE KOOpHuHATE 6p3uHa Koje cy mocxe &,,...,&,

npeocTaJne. I]pernocraa’bamo, JlaKie, 1a Cy B€3€ He3aBHCHE H Henpo-
THBpPEYHE; TO 3HAUM Ja mopa OuTH

0(21) & . ,gu)¢0
0@y Earv-r )

Hudepennupamenm no ¢t noéusamo us (3):
Oy 08k . 08 ) (ng 0gu -, 08k ) 0 g«
i+ + Xi+-2=yi+——2 |+ ==0
Z(Ox,- TRy 2 ooy ozt )T o
(5)

(4bls)

(k=1,2...,v).

Hurerpupamem no6usamo oxasae g = C'y, rae cy C', xoncranre. Ho,
KaKo NMOYETHH YCJOBH MOpajy 3aJ40B0/bABATH jefHauuHe g =0, TO je
C/ =0, na je oner g,=0. [Ipema Tome MO3kemo pelin: NOUETHH yCAOBH
MOpajy 3a10B0/baBaTH jefHaunne f;=0u g, =0, (f=1,2,..,p; k= 1,2,...,v);
4KO MOYETHX YCJIOBM TE€ jeXHAYyuHE 34J0BOJbABAjy, 34 CHCTEM BE3a
MOXe ce y3eTH cucreM jennauuHa (5). Tako cMO pemuiIH nuTame
NOYeTHHX yCI0Ba M HOIITH 3a Be3e 10 o6auxa (5).

Ila 64 nam nucame y obauky (5) 6un0 naxwe, ynorpe6uhemo
BEKTOPCKH pauyH. ¥Ysemwhemo ¢opmanse BekTope V; H V'i, T. 3B.
XamMu/ITOHOB ONepaTop, ca KOOpAUHATAMA

0 4 90 o d0 0
T Ty Ty T
ox; dy: 0z ox; Oy 9z
Bektop noaoxaja rauke (X;, yi, 2;) 03HauuheMmo ca tr;, 4 WEroBe H3-
BOZE 1O ¢ NPBOT M Apyrorpena ca v; u r;. Ouga ce cucrem (5) mose
nucatd y o6auky

ztl vlgls"i'zrx v:gk‘l""“)%:o (6)
f=1 i=1

(k=1,2,...,v).

Hcnurahemo npso kakse Tpeba na 6yay cnomamme cuie §;
yHyTpawmwe cuie §';, na 4a Be3e npu Kperawy 6yAy 3aqoBobeHe Ma
PR
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KaKBU OH/M MOYETHH YCNOBH KOMNATHOMAHM ca fj=0 4 g=0. ¥ ToM
cayuajy, nopes jennauuna (6), mopajy 6uTH 3aJ0BO/bEHE U OCHOBHE
jennagune Junamuxe:

mié.i=$i+§i’: (i=l)2)-~-’n)
rae je m; maca matepujaname tauke (X;, Vi, Z). Y3MeMO Ju OJaBie
'BPRAHOCT T; M CTaBMMO je y (6), mo6uhemo 3a § u §'; v yciosa:

n

1 =~ - 0gy
+i§).Vig+ i +==0
,-E-xm‘ (§+:F").V'i& Elf U Vige+ o 0)

(k=1,2,..., v).

Cune §; v §'; nare cy ynanpeX xao (yHxuuje BeKkTopa noJaoxaja t;,
BeKkTopa 6p3uHa v; ¥ BpeMeHa f{; YBPCTHMO Jx Te (QyHKUHMje y JAeBy
crpany jensauumne (7), Mopa OHa JNaTH WAEHTHuUKH Hyay. Taga cy no-
CTaB/bCHE Be3e NPBU MHTErpanu Andepesnujamux jeiHauuta KpeTama.

Axo cune ;i u §'; 3afoBo/baBajy ycnose (7), HUCY TO jefuHE Cune
nop uujum he yrtumajem O6uru Bese (3) oxpxane. Jlomajmo, Haume,
AatuM cunama § U ', 3a cBaky Tauky joil Cuay §,~, na NnoKyiajmo
OBy OApeAuTH TaKo Aa 6yay oxpmxane Bese (6). Ouma, mopen jeaua-
yuna (6), Mopajy 64TH 3810BO/bEHE H jEAHAUMHE

M=+ G+ o (i=1,2...,n)
Y3memo nu omasie r; u yBpcTuMo y (6), AoGuhiemo

n n
z__l S Ry . - 9gi
m.(§i+§§1 +§i). V' g+ E .V + ¥y 0

f=a1 F i=1

wro ca (7) npaje:
L
1—
E:“Si‘Vi'gR"O’ (k=1’21---v)- (8)
m; ‘

{m=1

OBpae uMamo v jeAHaunna 32 3 7> v KoOpAuHaTa BexTopa §:, T€ Kana
y3MeMo Ma Kakse cuae §; KOje 3a/0BO/bABAjy OBHX v jejHaunHa, Guhe
Be3e ojpiKane, camo he KpeTawa, HAPABHO, YBEK yonwite GuTH Apyra.
[lpema Tome, Aa 6u MOA yTHilajeM AaTUX CNOJbALIBUX H YHYTPAIIbLHX
cuna §; ¥ §' sese g=0 Oune oxmpxane 6e3 063upa HA MOUYETHE
ycaose, noTpe6Ho je u JOBOLHO A3 Te Cuie 3aK0BO/bABAjy jelHa-
ugHe (7); 4K0 je TO cayuaj, Te€ CHI€ HHCY jeAuHe MOJ 4YHjHUM YTH-
najeM €y jare Bese oApxane, Beh ce 3a cBaky TauKy MOXe JOHAATH
cuna i, HO Tako Aa oBe cune §; 3afoBosbaBajy jeAnaumue (8).
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Axo nare cnospamibe u ynyTpamme cuae § 0 §/ He 3ax0BOJba-
Bajy jenHayuse (7), kperame NOJ HHUXOBHM YyTHLAjEM He 3aK0BO/bABA
Jare Be3e, OCHM, MOxe OHTH, MOX M3BECHMM MOYETHHM YCJIOBHMA.
Mwu hemo omja noxymaTu Xa NOpex THX Cuiaa KOAAMO TAYKH HOBY
cuny §*, xojy hemo oZpemMTH TakKo Xa cax Bese Gyay onpxaHe,
To 3nauw, Tpeba ogpenutn §;* Tako jga mopex jesHauumHa (6) Baxe
W jernauuue ’ *

m; Eizgi"l‘gi"l'gi*) (i= 1 )2’- . -,n)-

Yamemo au ogasge t; M crasumo y (6), mo6uhemo 3a §* jennauune

n

- 1 ¥ ' 1 I ' - i agk
—& Vi gk=— —(§i+S) - viget (RAVAY /% e
,Z_]:m.s Vg [Zim‘_(% &) vi'g Zf R Ly ]

{=1 i=1

(k=1,2,...,v).

0 .
Kako ¢y G, G/, Vi &k, Vi' & ® -b%’ﬁ no3sare ¢yskuuje KoOpAMHATa
MaTePHjaJHUX TAYaKa, KOOPAHHATA HHUXOBHX 6p3HHA M BPEMEHA, TO Ha
JeCcHOj CTPAHW NOCAe[AmkEe jeAHAYHHE HMAMO M03HATY GQYHKHUjY THX
KOOpAHHATAa W BpeMeHa; o3Hauyuhemo je ca Uy:

B n 1 | , n . ‘ ng
G- —[g;i(sfw&')-v,gwgn-v. gk+—a~t—]- ©
3a §* umalemMo Tako jeHAUHHE:
n 1 ) )
> =G i ge=Gi (10)
m;

i=1
(k=1,2,...,v).

[TocraBmenn npobJem ce, fakiae, CBOAM HA NHUTame HMAjy JH jenua-
yune (10) pewema no §*, u ako umajy, kako hemo wux Hahn.
Hanpex cmo y (4%s) npernocrasuau aa je

a (E] ’g'2!- . "gV)¢O
a(El :§2)- . ~:Ev)
MehyTtny, jexnaunne (10) juneapse cy INO KOODAMHATAMA BEKTOPA

1 . .

—&:*, caxoe(puuujeﬂrnmag-i‘g—", (j=1,2,...,3n), te he ce mohu
pewuTH NO OHHMA OJi THX KOOpJAMHATA y3 Koje cy KoedHIHjeHTH
g—g—" 3a j=1,2,,...v, jep je AeTepMHHAHTA HAYHIEHA ON THX KOoe(H-
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nujenara 6am HaBefeHa QYHKUMOHANHA JETEPMUHAHTA; OCTANMX 3 71— v
KOOpAuHaTa cuaa §,* mory ce yserm npousso/bHO. [Ipema Tome, cu- -
crem (10) uma pemema no §;*, u To 6eckonauno muoro. Heka Gyne

M, (i=1,2,...,n) jenan cmper Takeux pemema. Crasumo au §* =

=&+, ouna he, KA0 WITO je NAKO YBEPUTH C€ pAuYHOM, 4 ILTO
cnefyje U M3 panuje peyeHor, BextTopu §; 3a10BO/LABATH jefHaunue (8).

M rako mowam cMO 10 oBoOr pesyaraTa: a 6M ce NMpH KPETatby
CHCTEMA O], N1 MATepHjaNHMX Tayaxa ca macama m;, NOA yTHUajeM
JATHX CMOJbAILMLHX M YHYTPawbuX cuia §; u §', oxpxapane ynanpex
nare Bese g,=0,(k=1,2,,..,v), norpe6Ho je 3a CBAKy OJ THX
Tayaka MOJAATH jeAHy oxpeheny cuny Besd §,” xoja 3anoBosbana
jeanaunue

n

1
G Ul ge= Gey (k=1,2,...) (11)
f=1 1
u cune §; Koje 3a10B0baBA]y jennauune

n

Z%@"Vx'gk=0, (k=1,2,....v). (11vis)
i

{em1

Ha rtaj naunn, neo npo6iem ce cBOAM HA jemHAYMHE:

m; r. = §i+$i'+§i"+§i, &=0;

1 1-—
E — G - Vi &= Gx, E —Gi* Vi'&=0;
Zm F" - vi'& k m,-(S Vi 8k
i=1 i=1 } (12)

(i=1,2,...,n; k=1,2,...,v)
y3 noyerHe yCJIOBe
f}'lo"O, gk|o=0; (j=1’2)---)}1)-

J

Y jeanaunnama (12) octanm cy Ham jow BekTopu ;" Hempens-
3upaHd: OHM Cy Hexka ojpehena pemema jeawauuna (11), Ho uuje
peueno koja. Tpe6a ce. makie, onpeeNuTH 33 Heka oJpeheHa pewmewna
u3aMchy cBuXx moryhux pemema THX jeanauuna. AKO Ce TO YUMHH H

aKoO ceé OHJA y3My W BeKTOp4d §; TAKO Aa 33a/10BO/baBajy jeAHauyHHe
(11%s), npobnem ce cBOAM HA - MHTErpupame 3n ckanapuux Aude-

pesndjaiHux jefHauydHa APYyror pefa ca 37 HEMO3HATHX (YHKUHja
Xi» Yi» Zi BPEMeHa {; OBe jeAHauHHE Cy JIHHEeapHe MO X;, ¥i, Z;.
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I
Bese ce Mory zard y MHOrO OMUTHjeM OGJHKY HEro HTO CMO
nocan pagmad. Heka 6yny, maume, ¢,,qs,...,¢a O Napamerapa —
¢yHKIMja OF ¢ — M HEKa KOODAMHATE X;,Y;, 2; Oyny QyHkuuje Tux
napamerapa: :
X=X (q1, Gase o or G )y Vi=Yi (91,925 s Ga ) Zi=2i (@15 925 - - )s (13)
HJIH Yy BEKTOPCKOM OGJHKY:

=291, 2,1 qa ). (14)

HMamely Tax o napamerapa ¢; Heka nocToju B Besa:
Th (QIrqzy---,qa 5 q.l’q.m-- .,‘ia)=0, (k=1727---16)) (15)
(rne je g =ggt—j~), Ol KOjUX CBaKa CajipXu 6ap no jemaH M3BOJK,

¥ TO Tako Aa cucreM jeanayuna (15) medunume 8 THX H3BOIA Kao
(dyHnkuuje oCTanux u3BOJa W MapaMerapa ¢;, Ha NpUMEp
gi=3(¢1s-. 19 s Gps1, Gpt1s--.rqa) (16)
(j=1,2,-..)B- v .

[Mpernocrasmamo 2 Cy Be€3e HE3aBHCHE H HENPOTUBpPEYHE; TO
3Hayu Ja Mopa 6GHTH '

O (Yt Yar:aYe) 4 (160%)
O(Ql,(]g,. . -7‘]9)

Axo Be3se u3mely napaMerpa ¢; HE cagpiKe HM3BOAE, MOXE C€, Kao H
y 1, nudepesnupameM no ¢ noctuhu JAa canpxe; NPeTNOCTaB/baMO
Ja je TO yuuibeHo H Ja cy TO jegHauuse (15). Kperame Ttauvaxa
(xi,yi,2;) Ouhe no3nato ako 3HAMO napameTpe ¢; Kao (yHkuuje
BpeMeHa. '

Jla 6u Haw npo6aeM ¥MA0 CMHCIA, MOPAMO NPETNOCTABUTH
0<a-B<L3n. Jep, 3a a~B <0 6uo 61 6poj jexnaunna (15) sehu
on 6poja mapamerapa, a 3a «-f3 >3n OHO 6M GpPOj HE3aBHCHHX
napamerapa Behu oj 6poja KOOpDAHHATA, ITO HH jeAHO HH APYTO
HEMa 32 NnOCTaB/bE€HM npobJaem cmHCad; 32 o-B=0 6uo 6u 6poj
napameTapa jeaHak 6pojy jexuauuna (15), te 6u ce u3 (15) moram
TH NapaMeTpH oAPexuTH Kao ¢yHkuuje ox f, Tj. 6ua0 6u, Ha OCHOBU
(13), xperame mornyHo OApeheHo.

¥ 1 nocmarpane Bese cy cnenujazan caydaj osux.  Tpeba,

Haume, y3eTd a=3n+l, B=v, Xi=qi, Vi=qn+i> 2i=Qan+ir b=
= Qg 41, Na. he (13) u (15) npehu y (3). Ha oBaj o6aux Besa (13) u
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(15) mory ce J1aKO CBECTH jOII KOMMJIMKOBAaHHje Be3e. Y3MHMO Ja cy
KOOpAMHATE X;,);,2; {yuxknuje ne camo napamerapa g;, Beh u
IbHXOB4X M3BOJA no { Jdo u3BecHor pena. Hexa, na npumep, oJ napa-
MEeTpPa ¢, A0Ja3e ¥ W3BOAM BHWIEr pefla, H HAjBUIIM pEexR Heka 6yne
h. Crasuhemo

dg, a*q, d" g,
"‘”“'_"r;) =Toyes sy ——=0.
dt dt? dh
Tako ¢MO yBean HOBHUX A mnapametapa r,,7’s,...,tn, aA4 W HOBHX h
y 19 Ty

Be3a:
gy =ry Fi=Trgy.oos T'g—q1=1np.

Ypanumo i TO 33 CBE MNapaMeTpe KOju A0Ja3e ca M3BOAMMAE Buuler
pena y (13), umahemo xonauno onetr o6bnux (13) u (15), camo he
6poj napamerapa GuTH moBehan, a 3a ucto TOAMKO M O6poj Be3a;
6poj «-PB ocraje HenpoMemen. Canuno hemo ypanuTs ako y jensa-
ugHama (15) gonase ussoau pema Beher on jeman. Axo dynxuuje
Ha necHoj crpasn y (13) u jeanauune (15) cazpxe Bpeme £, cTasu-
heMO £=¢gq41; THUME CMO yBEJNH HOB NMAapaMETap Jq41, A1AH H HOBY
Be3Y (uy1 —1=0, ma oner umamo o6aux (13) u (15). Canuuum
nyTeM MOXE Ce Ha OBaj 06MMK CBECTH M Clydaj Kaj Cy JAaTe Bese
u3Meljy npaBoyraMX KOOPAHWHATA M IHUXOBHX M3BOJA Ma X0 KOT pexa,
a Be camo npsor xao y L

[TapameTpu ¢; Cy resepanucaie KOOPAHMHATE, HUXOBHM H3BOAM

npsor pexa no t, (]} = igl, Cy renepainucane 6p3HHe, a H3BOIHU
dt
Apyror pe€aa no t, gji= '-zi-t-; resepanucata y6p3a}ba.

Y cayuajy sesa (13) u (15) moxe ce nam 3agarax osako ¢op-
MYJHCATH: KaJ cy HaT€ Cno/ballithe M yHyTpamme cuae §; u §';,
KakBe cdjae pe3a §;* Tpeba HoAatd, na A2 MPUIKKOM KpE€Tama Te
pele Oyay onpxane? [lpyrum peuuma, Haw 3afsTaK je y OBOMeE:
pewutd 6 n-+B CKaNapHHUX jeHAYHHA:

mi =+ G+ G =1 (@1, 925 Ga)y Yk =0 a7
((=12,...,n; k=1,2,...,B)
no o CKanapa ¢, ¢s...,q0a, N0 37 CKANAPa X;,¥;, 2; 4 3n KOOPAHM-

Hata BexTopa ¥, Tj. OAPENUTH reHepanucane KoopauHaTe Kao QyHk-
nuje BpemeHa u OApenuTH cuie Be3d. Kan cy renepanucane KOOpHH-
HaTe oxpeliene kao QyHKuuje Bpemena, 6uhe, nmomohy (13) wau (14),
MO3HATO M KpeTame CBaKe NMOjefNHe MaTepujaJHe Tauke,

Ilpema (13), 6p3une n y6p3ama MaTepHjaJHUX TAYaKa, CHAE UTH.,
— CBE Cé TO MOX€ H3DA3uTH NMOMOhY reHepaNuCaHHX KOOpAMHATA U
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BUXOBMX W3BOAA 10 f. Ha npumep, 3a pekTop Gpsune r; umahemo
u3 (14):

. ot -
G kg, (18)

a ojaBje 3a BeKTOp y6p3ama

Z-"—‘—‘qt P> St e (19

r=1gs=1

Cune §: u §/' cy no3nare QpyHKLHje KOOPAHHATA MATEDHjaNHHX TaYaKa,
KOOpAHHATA GP3MHA THX TauyaKa M BpeMeHa; npeMa Tome, Tpeba HX,
Ha ocHoBH (14) u (18), cmarpath kao no3Hate ¢yHKUHje reHepasu-
CaHHWX KOODJHMHATA W reHePaNHCaHuX GP3HHA H TAKO C IbHMA ONEPHCATH.
Ha npumep, yKynaH eJeMEHTapHH PaX CBHX CMOJbAllibHX Chaa Ouhe:

Seei- 2o ] 3(Sa o

i=1 ie=1
Ckanapu
Z‘S. G120 (20)
{1

30By ce reHepaaucase cnomawme cune. CAHYHO OBOME MMaMO rele-
pajucaHe yHyTpawme CHJAE;

n

Q= 2§ 2“ (=12 a) - @D

i=1 q;

H FeHepanuCaHe CHNE BE3a:

25*‘ —j, (J=1.2....0) 22)

i1

Ienepanucane cune cy, Tako, nosxare (QyHKIOHje reHePaNHCEHUX KO-
OpAMHATa M reHepanucaHux 6Gp3uHa, aKo Cy came chae Aare. YKynau
eJEMEHTaPHH paJ, CBMX CNO/balubuX cuna 6uhe onna

> Q; dg;
Jj=1

W CAHYHO 32 YHYTpAailllb€ CHJE H CHJe Be3a.
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Or;
Cxaaapunm MHOXeeM npBe jefHaunne us (17) ca = dg; u_.oﬁuaamo

= oY drl O Gr.
m;g; »—- 5: i i
0g; v 0g; i og;
na je, npema (20), (21) u (22),
zml Civ— —Q]+Q’ +Q] (23)
i=1 .
(]—1,2,..., a).

Kako cy v; mo3snate QyHkuuje remepanucandx KOOpAWHATa, TO heMo
Ha JIeBOj CTPAHM OBE jefHA4YHHE HMATH MO3HATY QYHKUHjy reHepaJu-
CaHHX KOODJMHATA M HUXOBHX H3BOAA NPBOT M APYror peia; Tpeba
je. camo m3pauynatu. Onzna he nam (23) gaTé o jefHaudHa N0 Heno-
3HATHX o TEHEPANHCAHMX KOOPAUHATA M HENO3HATHX C TeHEpANHCAHHX
cuna se3a. Ho, y3 1o nocroju jow u B jemsaumsa v, = 0, yxymwo,
Jakae, o+3 jeauaussa no 2o HenosHatux, 2a > o+3. IlomHoxuMO

()l'i
Jn jeanaumny (19) ckanapho ca _—Oq , Bo6uhemMo cabupameMm of i=1
i : ’

no i=n, y Be3u ca (23),

o n

._0&.@) (> m L 2), -
;(2 0q, +,,Z,SZ, 2 ‘g 0g. ag,) 7 (24)
=Qj+Qj+Qj'

(j=1)2a---’a)

JleBoj crpanu oBe jegHauHHe MOXE C€ JaTH CaxeTHju 06JuK.
Beanunna T oppehena ca

n n L
2 T= Z”liii N ii = Zmi (x.iz'l'».];'i2 + 2'12)
i=1 i=1 (25)

30Be C€ KWHETHYKA €HEpruja cucTéMa Marepujansux Tavaka. Jlude-
peHnupameM n06uBaMo:

d ;7] =1 oq]
Ho, u3 (18) mo6uBaMo, Kaxo y t; He yaase reHepanucane 6psuse,
ot dr,

O‘h a‘li :
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na je

Hudepennupawe no Bpemeny ¢ nKaje:

n
40T S e Ou N d 0y
dtoqj i=1 0 ] =1 dtdq]
C npyre crpaue, 13 (25) mo6uBamo
. n
OT * ()L‘, d dr(
ot it = m, -
[IpemMa ToMe je
n
491 _oT 2,,,‘ ‘.__ ,ni(l_"_lr;_.‘?__‘?_!e),
dtog; 0q & 0g; =7 ‘dtoq, 0g; dt
Jlako ce, mehlyrtum , yBepuTH na je
dou_ 0 du
dtog; dq; dt
U Taxo, ¢ o63upom Ha (23), umamo:
doT 0T
— —-—=0;+0Q/+ Q/*. 26
diag TogtOtOHON (26)
Benuuuna S oxpehena ca
n n
28= D mitti= > mi (X242 @7)
=1 i=1 .

30B€ ce eHepruja yo6p3ama CHCTeMAa MarepHjansux Ttauaxa. [ude-
penuupamem A06HBAMO:

MebyTtum, u3 (19) usnasu
9u _du
0q; 0’
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na je, Ha ocHosu (23),

92040/ +Q% (28)
04,

Tako cM0 u3Henu ueTHpH HauuHa 3a QopMHpame NOTPeGHHX
HaM audepeduaujaanux jenHaunna: (23), (24), (26) u (28). Koju he
Ce O]l 0Ba YETHPH HAYMHA Y HEKOM KOHKPETHOM CAy4ajy ynoTpeGHTH,
3aBHCH O]l Tora wuTa je nakwe u3 (13) u3pauysatu. 3a mHcame je
Hajaroxunju o6ank (28). Cxanap Ha J1€BOj CTPaHHM THX jelHAuHHa
osHaunhemo ca - J;, u 3pahemo J; reHepaaucasa cuia HHepnuje:

g e Dm0l oT 95

im=1 O(jj dta‘}i dq, Og;
(29)

(w2 B S (St )

=1 =1 loq‘ Oqf rels=1 i=1 quaqs()q,

Ham 3amatak je Taxo cBexeH Ha oBaj: W3 a+f jeAHauuHa

Ji+t Qi+ ¢+ QF=0, v, =0,

(30)
G=12,...,0; k=1,2,...,8)
rae ¢y Q,, Q, Yx N03HaTe QYHKUMIE O iy Gase - > Jas 1> Gase - o Gas
a J; jow # OR ¢y, ga ..., qa, OBPEAMTH 20 BeaWuuHa ¢; u Q;*
kao Qyskuuje oa ¢£. Henmosuatux uma, makje, BHIUE HEro jeXHauMHa,
jep je a«—B > 0. Ilpema roMe, pauyncku 6u TPe6ano NOCTAB/bLEHH 3a-
IaTak oBaKo pewasatd: 1° u3 nossaTux QyHKuHa Xx;, y,, z; y (13)
Tpe6a dopmaparH f;, No jefHOM OX HauuHa matux y (29), u Q; u
‘i, mo (20) u (21); 2° nahu pemewa cucrema jennauunsa (30) no g,
n Q;*; 3° nahene ¢yuxkuuje g; crasutu y (13), uume he ce u xoopau-
HATE X;, Vi ,2; AOOHTH Kao Pynknuje Bpemena; 4° ua m; ti = &+ i+G*
oapenutn cuiae Besa §;*. Csu cy OBM NNOCJAOBH BPJO NPOCTH U €JIEMeH-
TapHH, ocumM 2° Tj. pemaBama cBcTema audepeHuHjanHHX jenxHa-
yuua (30).

Y cnenujanHoM cayuajy xoju cMo Tperupanu y I npsa rpyna
jenHaunsa u3 (30) nocTaje 37 CKaNAPHUX jEAHAYMHA UIBEJAEHWUX U3
7 BEKTOPCKMX jefHaumna m; t; =G+ §'i+§*, a Apyrarpyna je v Besa
gk = 0. : )
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I

Pagu nakwmer nucamwa crasuhemo:

N ,
dr; Oy
m gy, @31)
z aq\ dqj !

i=1

1 4 o n
oz'c. at' . B
Q.+Q'.__ ( m; : '-"—“)qus"’b ’ 32
e 2 2\ 2o g, Jr @)

Jeanauune (30) mory ce raga mucartu
o
z % q, = b/ + Q.
1= 1

‘Moxxe ce 1dKo MOKa3aTu Aa BeJHYUHE a; N0jnase NPU U3PAYYHABAKY
KUHETHYKE €Hepruje:

« o ..
2T~ D> > 4. 414,

j=1l =1

zm 02'(:.' .lz_l‘_,: - %<oajr + 0(1]3 _ oasr) - [S .I']

i=1 ‘aqf 0g; dqj 0¢s 0q: 0g; J

(Xpucrodenos cum6oa ca TPH HHIEKCA).
Hudepenuupamwenm jennasune (15) no ¢ nobusamo:

CraBuMO Ju
o
> Ok g = ¢,
=109, (33)
uMahtieMo
«
2 -0—‘;"-51' = Cr _ (33*)
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Ha raj nayun, Zomnu cMo X0 cucTeMa Of o+ jeaHauuHa

zanql b+Q/ ’ zaYk‘;"ck: (34)

=1 1=1 ql

u3 Kojux Tpe6a oxpeantH 2o BeIHUHHA ‘;". n Q;* xao dyuxuuje re-
Hepa/UCaHHX KOOPAUHATA W reHepauucanux 6p3mHa. HMwvamo, nakae,
3a «— 3 BHIIE HEeMO3HATHX Hero jexnauuna. [Ipu ToM cy a; , b H
¢y, npema (31), (32) u (33), mo3uare (QyHKLHje reHePaaUCcaHuX KO-
opiuHaTa M reHepaindcanux Opsuna. M3 Tux jeanaumua (34) mory ce
g, Q; Ha GECKOHAYHO MHOIO HAYMHA OADPENUTH K0 QyHKuuje re-
HEpANUCAHUX KOOPAHHATA H reHepanucanux 6p3uHa, jep je 2o >a +8.

Kaxo je, naume, no npernocrasuu (16°5)

_0__(_Y1’Y2v-- :lP)_T/_O

0(41’ ‘ies veer Qp)
TO €€ M3 JApyre rpyne jeHauuna mory q1 , q'2 ey qe M3pauyHATH Kao
nuHeapHe QyHKIH|e Of t'ipﬂ s ven qa CraBumO 28 TO y npBy rpyny

jezmaquna (34), nobuhemo u Q;* xao auHeapHe (QyHKLHUjE OX 2]',3“,
+e»Qu, 3 OBUX 0 —B BEJHUHMHA oc:Ta]y npoussosbue, [lpema Tome,
cuctem (34) CHIypHO uMa pemema no ql H QF u TO 6GeCKOHauHO

muoro. Heka 6yne ¢,", ¢,”, ..., 9", , @2",..., Q'« jenan coper
TAKBUX Pelierad:
0
Zahqt =b;+Q,", 2 Y" qr = ¢. (35)
1 1=1
Crasnhemo
q, = q\" 'T‘ L) Qj*z Ql'"+ Q * (36)
Tana us (34), ¢ o63upom Ha (35), usnaszu:
Q=2 qm (=1,2...9 (37)
=1 :
Ok, _0, (k=1,2
E——m , (k=1,2,...8). (38)

1=

M3 jeaunaunna (38) mory ce py,pi,...,0a OAPEAUTH MOMOhY Ma.,,
Pa+as...»Pa, & OBE BEIMUYHHE OCTAjy cn06oAue; jeauauune (37) majy

onga Q;.
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Ha taj nawun, jexnayune (30) mocrane cy

Ji+Qi+Qj+Q"+Q;=0, yk=0, - (39)
G=1,...,00 k=1,...,B). :

Ipu Tom, Q” cy onpehena pewema cuctenma (34), a Q; cy natu ca
(37) u (38). Q; 3aBuce ox «-f Heoxpehenux Beanuuna. Lto ce
THue BeauynHa Q;”, OHE jOIl HHCY MPEUH3UPAHE: TO CYy HEKa Oofpe-
hesa pewemwa jeauwauuna (34), Ho Huje peueno xoja. Tpe6a ce, pakxe,
onpenaeauTH 3a Heka onpeljena pewema usmely cBux moryhux pemema
THX jeAHauuHa. Jlomau cmM0, TaKO, JO CJ4YHOT pesyarata kao y I
Yocranom, jexnauuse (37), (38) u (39) Mory ce y TOM cneuujaaHom
cayuyajy ceectd Ha jexuaumne (11) u (11%%),

Axo opaGepemo renepanucane cuae Q;” u ako mely seanuu-
HAMA ., HM3a06EpPEeMO, HA NPHUMED, Ppayy,Ppigr.-.,Pe NO BODH, OHAA
Ham jexnauyune (39) pemasajy npoGneM KpeTama: U3 HHUX Ce MOry
resepanucaHe KOOPIHHATE ¢, {3,...,Jac OAPENHTH K0 (yHKIHje
BpeMena, na onaa u3 (13) xoopmunare x;,y;,2; Kkao QyHkuuje Bpe-
MEHa, Tj. H BEKTODH nonaoxaja 6uhe oxpehenu xao (pymmuje Bpemena
Kang je To nocruruyro, 6uhe oxpehene u cuire Besa 31, :

51’ =1 rl ( {?. B (39513)
Hcnutusahemo oBe cuae Besi.
Ha ocuoBu (19) umamo:

T LRI > S S R

1= 1 r=1 szloq’o s

Kaxo je, npema (36), ¢,=¢." F1r, TO MOXEMO MNHcaTH

G =G +Gi» (41)

rae je

%1”‘”11‘ O i 22

1=1 ! re==1 s—laq’

5= m 2"”‘ | (43)

1l=1

q', 4—F—~G/ (42)

Kag cy jemsom Q. u ¢ omaGpauu, xomnduenra §,” je mOTOyHO OX-
pehena. Komnonenta E—y",- 3aBHCH OJf BSJHMUHMHA P.,.
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Tenepanucane cune Koje npousunase us cuna §; jecy

4 = 0n _ oy ot
>3 (Z ).

P=1 0q9; 1o qu

-Z(Z‘mf"‘i or')m zanm -0,

tmy =1 9

Kako u3 & ;* npousunasu resepanucasa cuna Q;¥ rto u3 cune §,’
npousunasu renepanucasa cuna Q;”. Komnonewte §; u renmepanucane
cane Q; 3amuce camo Of Besd, a xomiowente § M remepanucase
cune Q,” ¥ O Be3a W O] AATHX CHO/bAMIIBUX H YHYTPALILHUX CHJAA,

Ycnos (38) 6Guhe 3amosomen ako cy csu p,=0. Onza he

6ury, npema (37), cau Q;=0, a npema (43) u cBe KOMMOHeHTe
§:=0. Axo je moryhe u3aGparu Q,” Tako na M OBH cBH GyAy
Hyae 6e3 063upa HA TO KAKBM Cy NOYETHH YCJIOBH, TO he 3HAYUTH
na cy Beh came cnombawbe ¥ yHyTpawme cune § v §' Taxse pa cy
naTe Be3e y cBaKOM cayuajy oxpwxane. [Ipema (35) 3a TO je mo-
TPeGHO H HOBO/LHO AA CHCTEM O «+fB jexHauuHa

(14
zah &7.1 i z aYk = Cx

v 1 l-loql
(i=1,2,...,_(1; k=1)2)-'-)8)1

¥Ma oZlpeljeHa pellema Mo o BeJHYHHA ¢,, & 3a TO j¢ MOTPEGHO M
IOBOJBHO Ha MAaTPHIE

( L/ P /BT ( T 2T b,

Aoy . ’. A P Qay <« « v v « « . Qqaa be

4 Q_Y_l Ve e e O_I_g " oyr . ... ... ‘.)I_‘ c,
0q, » e g, . 0qa

O . ......0m v L. ove,
\ ¢, G« L 0¢, 0q «

umajy o6e paur «. To yonwre nehe Gutu cayuaj, Te ce 3ato nehe
Mohu, ocum no u3yseTxy, y3etu Q;”=0 3a cBako j. Jlpyrum peuuma,

6,- MOKEMO y3eTH jelHaKoO HyJH 3a cBaxko j, a Q;” ue. [Ipema Tome,

CBE KOMNOHEHTE (f; CUJd BE3a MOXKEMO Y3€TH 33 HyJe, HO KOMIO-
HeHTe (f; He. AKO ¥ bHX MOXEMO Y3€TH 32 HyJe, TQ 3Haud, Aa Beh



2. Jlema Hexa je g,
aﬁ"’)aﬂf] 3a CBAKO n=1,2,:’)’,...,-*1"\e
d”sa, Kad no oo, h
Axro
av->0 Kad v - oo,

mada

_S_ ™ ev¥i, E a,e% no oo,

V=0
yrugopmro o 9 3a cBaro
I<aIKn—a.
Hdoxas. Hpﬂ IOKa3y KopHcTHheMo ce Hejensaunsom (Buzau [3])

An
ZA e < g 0 <3<, 1)

V=n

KO]a BdXH KaAaroz HHU3 A onajna, Tj Kax ]e

A >Av+1
Kako je
w0 -]
D SRR TR B
V=0 Vaa
k-1
D@ —a)et+ 2(0(") a) e’
Vo0 v=k
k—1 i 2
<T@ -a)e% |+ | Z aP e +| Fa, e,
V=0 Vek v=k
10 je, npema (1),
k—1 ( a(rl:) a
m) v — k4 Tk
< 2@ -a,) e + sino2 T smoz

V=0

[Tpema ToMe je

. » ay
lim sup An G2 5ip 572

Kako je .

2ak

S < &, 338 cBako 0 < aIn~q
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aKo camo u3ab6epeMo JOBOJbHO BeaMKO K, TO Mopa A,-0 Kax n- oo,
yuMe je ropwma JAeMa NOoKasaHa.

2. Heine-oB {2} pex 3a Legendre-os nonunom P, (cos?)
HMa 06auK :

4N~ O sin(n+2v+1)
p,,(cosw-“Zam e )

V=0

rie cy 6pojesu a,, v=0,1,2,... Taylor-oBn kxoedpunuentu ¢ysk-
nuje

1 =L
f(2)= = v
(2) iz V_S_—oav zv, | (3)
Tl eae e 1.3.5....-2n-1 2n-1
-:3-5-...-2n- n-— ,
G=1 G=ggg oy~ gp v b33 ... ()

[Ipema TOMEe MOKEMO CTaBHTH ‘
Py (cos9)=2a, R{ew+0 ¥ f(e2%)} - R{emtv¥ &, (9)}, (4)
rae je

8!1 (,&) = Z c(:’f) eZ\’l‘)i, (5)
V=0
a
2 1 '

@) _ _~

"v‘2"V("" 7 a,,+v(2n+2v+l))' ©)
Kaxo je
1 1 1 ‘

an=v—n—§(1'-87+0(71')): (7N

70 ofpasan (4) Aaje NpBH 4iaH aCHMOTOTCKOT Pa3BuTKa 3a P, (Cos J).
Ja 6ucMo go6uam W JApyru ujaH, noTpe6HO je Aa jowl OLEHHMO
8, (%) Kag n> oo,

W3 acumnrorckor uspasa (7) sa a, caenu, npema (6), zxa je

o 2, (2 ___1___]=
v n+v{ nERrY  m 2p42v+1

2a, 1 1__1_ _1_]
- Tan4y [VFIVII+V . 8n+0(n) :

[ + o))
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2a, n 2n }
nnan+v{\/n+v[l__+ ol )] 2n+2v¥1

2a, 2v4-1 1 2v+41 1 _
_ 2a, 2v+1 o(1) 2v+1)a,
V'En\/ﬁ[ ] 2VnVn

+0(1/nV_l) (8)

Oryna BuAuMO Ja je

' nVr ¢P=c, +o(1).
rae je

1
Cy=—— (2 v+ 1) a,.

2V

Kako ¢, He caMo Jza He Texw HyaH ca 1l/v, Beh Texu MOHO-
TOHO 6&CKOHAUHOCTH, TO Xa O6ucMo Ha uspas 3a S, (d) morau npu-
MEHHTH HaBeJEHy JIEMY, MOPaMO ra NpPEeTXOAHO TpaHcHOpPMHUCATH, Tj.

CBECTH HA M3pa3e HA KOje Ty JEMY MOXEMO NpUMeHHTH. AKO y peny
3a 8,(9) H3BpIIHMO NEJHMHYHO cabupame, nobuhemo

o0
sa @)= X W emota Lol s 3l ety o

v=20 v=1

[Toxasakemo ma ce pegx

-]
2 (c(") c(") )ewsi = Z dg") ey i

v==1 v=1

MOXe HanucaTH y OGJHKY

-] w 0
S e Beasn -3 e,
v=1 v=1 v=1
Tj. CTaBHTH
& e - £,
rae HU30BH
nVne” v n\nflM

3af0BOJbaBajy YCJOBE JeMe, TaKO Ja C€ OHa MOXE NPHMEHHTH Ha
CBAaKH OJ peAosa

- o
E e{'n) eailﬁ'i U Z fl(I") e&’&i-

v=1 v=1

5%
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4. Y 1y cBpxy nohumo ox Wallis-oBa o6pacua

_i_=n(l_ 1 )=I-_[ 2v-1 2V+1.
v=1 v

2v)? -1 2v 2v
Kako je
1.3.5....-2n-1 2n-1
a,= = Qpy )]
2:4-6....-2n 2n
TO je

2n+1l)a,? = ﬁ(l—(—Q—\lr—)?) .

y=1

[lpema Tome, Hu3 (2n+41)a,® monoTOHO omajga M Texu 2/n; Hakne,

2 <@n+nar (10)
Axo jom cTaBuMO .
bn = n(2n+1)a,’
6uhe, npema (9),

2n
=——"2n+1 bn—1<bn—17 (11)

MOXEMO TaJAa HAaNmuCaTH y 06J!HKY

br

a cam nu3 ¢

™ = 2a,(ay—bn 4 ).

Kako je, npema (9),

¢ =

2v-1
V;- ay—y (an"' bn +v) s

a, npema (11),

C('nz-l =2a,_ (@ ~bp4v-1)=

2n+2v+1
=20v_1(an—m-v—bn+v), n
TO je
&P =P -2y =
2v-1 2v-1 2pn+42v+41 3
a_.(R+2~v
=—v7—1{ n+ v b"“'“"}:

o@—3bryy @[ N _
=2 n+v v [a" n+vbm'd

=M — O,
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Jacso je xa Hu3
M _g@—1bniy
ey =2 v

onaxa ¢ oG3upoM Ha v 3a cBako 7, jep, npema (9) u (11), Hu30BH
a, u b, ., onagajy kax v pacre. [la 6HCMO NOKa3adu Ja M Hu3

a,_ n
£ = {a"_n-;-v b,,+,]

onajga, NocMaTpajMo DAasyHKy
, £ £l
Kaxo je, mpema (9)

a,_ n
£ I:rl{an_n+v bn+v}=

_2(2,, g - n b
—2V—1{n ﬂ+V n+v]:

a, npema (10)

a, n
e e L
L O n 2n+2v+2 b _
_v+l{ " hndv+l 2n+2 v+3 “’“’}
- (, 2n b
—V+1[n—2ﬂ+2V+3 n+v],
TO je
9 £
a, ' _
=m[[(2v+2)~(2v—1)]an
v+1 2v-1
[n+v"2n+2v+3]2"b"+"]‘
___3a, 2 — 2n(n+2v+3) b _
‘v(gv_l){" i+ v) Crtov+3) “”}
___3q _2(n+v)*+2 (n—v?) b
- v(2v—1){ " 2(n+v)2 +3(n+v) "+"}'
A kako je

2(n+v)*+2 (n-v?H)
2(n+v)2+3(n+v)

bn+v<bn;

<i,

u, npema (11),
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a
by < @,
jep je, npema (10),
bpm e < g
" xCn+a,

n

TO je ¥3pa3 y BHTHYACTO] 3arpaju MO3MTHBAH, Tj.

i > f,?.',!, .
Hajsaz, je, npema (7),

1 3. 1y
ba = _(1-571-:— °())

an\n
H
S,n)N zdv _,
VnnVn
f(")~ 3(1‘,
v = .
2Vrxn\.n
a
a,
d® = ¢ _ )~ —, B
2Ven\n
[Ipema ToMme
" >e™,, 3a csako n,
"
VanVne®52a, xag n- oo,
a
> ", 3a csako n,
H

VEnVTzfﬁ")—)—%—av Kam n- oo,

2

Kako @,» 0, TO MoxeM0 Ha pepose

Ees’n)ezu}[ " zfs’n)e2v&i

NPUMEHHUTH JIeMy H3 Tauke 2.

Kaxo je
c](]") _ csn) d(")

T0, npema (12) u (13),

f(")

VanYn (el - fﬁ"’)—»—;—av - —;-{(2 v+ a,-@Cv-1)a,_4},

na je

o1 (@vil)a,-

2YanVn

@2v-1a,_,}.

(12)

(13)
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Otyna cnexu za je

1 wm N _
Sn ('&) =-1—_—e2—.}—i_{ con) + 2 (an)—-cl(;n—)l) evoi }+0 (1/nVn)=-=
y=1

T oVmnVn 1-ew

’ 1 [ao+ D 1@v+1)a,-@v 1)) e =+

ve=1

, +o0 (1/nYn).(14)
3a|z|<]1 je

: la°+ 2 [(2V+1)"‘(2V"1)av—1]z2v}= 2 @Cv+1l)a, 2=

1-22

v=1 V=0

={Zf (@)},
na je, mpema (14), u
8. () =[zf(®))+0(/nVn, 3a z=e%i,
Axo oBy Bpemsocr 3a §8,(9) yBpcrumo y o6pasan (4), n06u-
BaMO KOHAYHO NpBa JBa 4JaHa aCHMNTOTCKOr PasBUTKA 3a P, (C0s9),
KOjH MOXEMO HaNHCaTH OBAKO

P,(cosd)=2a,R{zn+1f(22) )} - 1 ;R{zn+1[zf(z2)]'}+

2Yany
+o(lnVn).
ca z=e%!; wumm, npema (7),

Py (cos 0)=2_an{ %0 (9) —Zl; 9 ©)+0 (%)} :

rae je
9 () =R{zn*t1f (22},
a
P (N =R{zr*1[zf(z0)] ), ca z=edi,

Tume je o6pasan naBexeH y Tauxu 1 mOKa3ad.
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UBER DIE ASSYMPTOTISCHE FORMEL FUR DIE
LEGENDRESCHE POLYNOME

Von J. Karamata und M. Tomié¢ (Beograd)

Die Verfasser leiten die bekannte Darboux-Stieltjessche As-
symptotische Formel aus der Fourierschen Reihe dieser Polynome
ab. Als wesentlich erweist sich dabei die Vollmonotonie der Koef-
fizienten der Fourierschen Reichen. Dem ersten der Verfasser ist es
inzwischen gelungen einen allgemeinen Satz iiber die assymptotische
Entwiclyng Fourierschen Reihen mit vollmonotonen Koeifizienten zu
beweisen. (Publ. de U'Inst. Math. de I'Acad. serbe, IV, in Druck).




NMPWIOI TEOPUJHU LEGENDRE-oBux I[NTOJIMHOMA
MUOIOPAT TOMHT (Beorpax) -

1. Bume aytopa (S. Bernstein [1], G. Szegd [2], H. Rau [3],
H. O6pemkoB {4}) ynorpe6/baBajy npu [0Ka3y MHOTHX CTaBOBAa M3
TeopHje Legendre-oBux nojauHOMa 4YHIEHHLIY 14 3a JBa y3aCTONHA
Legendre-oBa nosuHOMa BaH

bid

|Pa(c0s9)-Puss(cos9)|<A 2, 0<0<F )

roe je A jemHa no3uTHBHA &ncosyTHa KoHcranTta. Hejeanauuna (1)
yomwurasa Stieltjes-oBy {5} nejexnauuny, rae Ha Z€CHOj CTPaHH MECTO
unana AYS/n croju A\n.

Y oBom paxy najem 3a u3pas
AP,=P,(cosd)- P, (cos ) )
jenas exkcnnHUuTaH o6JMK M3 KOI C€ MOXeE H3BeCTH HejeanaumHa (1).

Taj nocrynak ce Mo)xe NPHMEHHTH H 33 HEIUTO ONITHje KJace mo-
JIHHOMA, NMOCMAaTPaHHX y Tauku 2.

[Mopen Tora, kopucrehn NO3HATH HIEHTHTET

s =il pgip 0 @

koju notuye ox Christoffel-a [6], m3pewhy Gronwall-oB [7] craB o
aCHMINTOTCKO] BpenHOCTH Lebesgue-oBe KOHCTanTe pefoBa ypeheHux
no Legendre-oBum noaumnomuma. OBa KOHCTAHTA je JaTa H3Pa3oM

1
1
o= [ 1502l dx,
—1

rpe je s,(x) naro ca (3), a Gronwall-oB cTaB Ka3syje na

Pn 2
—_-)2\/—, Kan n-» oo, 4
2z )2 (¥
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Jioxas oBe dumbeHMIE JAT je y Taukd 4 ¥ NPETCTaB/ba M3BECHO
ynpomheme Szegd-oBa [2] obpacua (4). ¥ Tauku 4 noxasahy nma je

wTa BHUINE
P 2 1
-—_ = —_ ——\| Kag n-> R
Vn 2\/“ +o(\’n) *

2. Legendre-oBu nonuHOMH Npunajajy Kjiacu noausoma Pp(cos )
JepuHucanux QYHKHUjOM reHepaTpucoM 06auKa

F(re%) £(re™)= > Pa(cosd) rm,
roe je | "=t

-]
F(re¥y= D corre,
r=0

a ¢, NpoM3BO/bAH HHU3 TaKaB fa pej Kouseprupa y kpyry r < 1.
Oryna je
P,(cosd)=2cy6,cosnd+2¢,¢cp_4€COS (n-2)9+
+2c¢¢ppcOs(n—-4)d+...+

+2Cn_y Cm—n-y COS (=2 m+2) d+ Iy, , (5)
rae je
n _(Cm® 32 n=2m
m=[-2—] " r’""[2cmcmﬂcos& 3a n=2m+1. ©)

Cnenujanso 3a '
1 . O 13-..-(2v-1)
Q- Do - Dotar 7

V=0 v=0
no6usamo ob6uuan Legendre-os noaunom.

3a xknacy noaunoma patux ca (5) m (6) npernocrasuhiemo jom
ia je

P, (0)=1 -3a cBako n, )

WTO je ucnymweno xoi Legendre-oBux MoJMHOMA,
360r (7) pasnuka (2) ce MOXE HanucaTH Kao

A Py=Pp(cos 9) = Pp(0) = {Ppny1(cOS 3) =~ Pnyy (0)} =

m m
=4| DOPPRRY.ES EL L SRR = 1 a==

v=0 v=0

m
= 42 CoCnigoy — c,,_‘,){sin2 Ei——lz—_—gls - sinz-’l—}gf‘f—ﬁ ] , (8

v=20
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HJIH HA OCHOBY HICHTHTECTA

sin"—z‘—a = [sin—"—+sin§—&+...+sinm]sin%, n=12,...

2 2 2 9
y o0auky
m—{(p+1)72]
o 2p+1
4sm&/_2_'—2( 2 Cv(cn—v—cn+1-v))51n ‘12'*' I+
P=0
m
+ Z Cn—vy Cmyyp SiN 4V2+1 3. (9)
v=0

Jpyra on oBuXx 36HpOBa MOKeMO TPaHC(HOPMHCATH OBAKO:

m

2 Cm—yv Cm v Si0 4 \;j'—l{) =—é—[ sin —g—P,, (cos 0)+cos% Jn(sin 3)]

y=0

rae je P,(cos¥) medunucano ca (5), a J, (sind) mato ca
Ju(sin 9) =2 coc, sin nd+2¢, ¢y, sin (2-2) 9+ ... +
+2Cmey Cnm—q Sin (n-2m+2)d+
+2¢mCh_msin(n-2m)I.
Ha raj nauun pasnuka (8) nocraje

7 m—[(r+1)2]

m=-— c,,(c,,_v-c,,+1_v) Sln—2——6+

p=0 v=0
1{. 9 1 . ,
+ —2—{sm -Q—Pn (cos 6)+cos-2—j,, (sin a)} , (%)

rae y cayuajy napsor n=2m y 0pBOM JBOCTPYKOM 36HDY MECTO
4J1aHa
¢, sin —‘1 NOJNa34 fTi sin i
m 2 2 2"

Hanomenumo na je y (9') cusycru NOJHHOM

n o m—[{p+1)2]

=D (D elnms-tuesn) s 28, (10)
p=0 v=0
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CTaJHO NO3HTHBAH aKO je

Cs>0Cspq, §=0,1,2,...,
jep Cy Taga meroBu Koe(puIHeHTH

m—[(14-1)/2]

Ap. = Z ¢ (Cn—-v‘cn+l—v)
V=1
MO3HTUBHU M ONajajy Kax p pacrte, Tj.
Ap>Apyy, p=0,1,2,...0

Ha ocHoBy Fejér-osa [7] craBa o CuHYCHOM HOJHHOMY

E Ap sin —%Et—l

ca xoe(UUMjEHTHMA KOjH MOHOTOHO OMNaznajy

3. Jla 6ucmo u3 o6pacua (9') usBean Hejensauuny (1) sa Le-
gendre-oB noanHOM, KopucTuhieMo nossate HejelHauuHe 3a P, (cosI)

u J, (sin ) [7]
| P (cos )|

11
| Jn (sin 9) | mna 0<s<x. (1)

Hapas
0n (%) =2sin %] sin P,l (cos¥)+ cos & j,, (sin 9) |

moxemo, npema (11), ouenurn 3a

] Co n 3
9N L 2sin— 0___V2sin|> + =<
Qn()< 2\]25'!5]]]'3\ 4 2)\
202 [sin 92 c\/s“‘nw, 0<I<E. (12)
V2

Ocraje HaMm Ja OLEHHMO CHHYCHHM noJauHoM 4 sin 9/2 8, (9) rae
je 8, (9) maro ca (10). Pagu oBora xopucruhemo JBe HejeAHaYMHE 32
Koeduuuente

= 1.3-...-@2v-1)
v2.4.., .. 2v ’
HauMe
e (1+ ~1—). (13)
Ve Vv+1/2 Vayv+1/2 2v
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OGe oBe nejexHauynHe clege u3 unmenuune ja je (Wallis-oB o6pa3sai)

72

2.2.4.4....-2v.2v [ sin® xdx
b4 (1]
2" 712

1.3:3-5....-@v-1) @v+1); | sin?v+ixdx
0

u
2 :
S‘ sin*xdx
1
ISg———<1+3.

s sin2v+ixdx
[+]

IToxasatiemo za mocroju jenna ancoaytsa koucraura C, Tako
Ia je
\/gn_&/g>4 sm—a (), 0¥ x. (14)
Us (14) n (12) caenu tama (1).
a) Heka je 9 <1/n.
I1pe csera, 8, (9) < C, 3a cako 9. [Ipema (10) je
n m—{(u1)2]

BO< N D et -

p=0 y=0

m
= E(nJ,- 1-2v)e, (Cnv—Cnpg—)<

< Enm=Cassmnm) X (a+1-29)c,. (15)

v=0
C o63upom Ba (13) U m=[n/2[ umamo

n—m .m ———=—, 16
bn—m=Cn+a- <Vrc nVn nVn (16)

C npyre crpaue, npema (13), je

6 < Cl) v=0,1,2,..., a7)
Vv
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Tako Aa cB unanosu (n+1-4v)c, y 36upy (15), moHoToHO oOmna-
Jajy na je
m ) m .
2(n+1—2v)c,,<C5f(n+l—2x)-—£l_i_———=CGn\’r_z. (18)
; Vx+1

v=0

360r (16) u (18) je

8a (9) < %’_ ConVn=C,. (19

Ipema ToMme, y cay4ajy J<1/n kxoucranty C, u3 (14) hemo oxpe-
IUTH Tako xa Gyne
C,>2VzC,,
jep je Tama, 36or (19), ,
1 T d
C,——=>4C, |/ 1> 4sin— 8, (9).
b) Hexa je 9> 1/n.
Tapa je (Bumu {8.2}) 3a cee ##0

6 A
4sm§ 8, (B) < 4sin — 3/2 =44,, (20)

rae je

A= Z ¢y (Camy — Cna1~v), m=[n/2].

v=0

Cana je s6or (16), (17) u m=[n/2],

m m
Ao = 2 Cn (Cn—-v - Cn—:1—v) < (Cn_m - cﬂ+1—m) 2 o<

v=0 V=20

Z—’i-—- -,1; | @1)

Ila 6ucmo, mpemd (14), Hamau y oBom cayuajy (Tj. Kazxa je
3 > 1/n), xoucraaty C;, ROBOMBHO je ma oxpepumo C, Tako xa Gyxe

| I

C,>8V2C;,
jep je tama, npema (20) u (21), s6or
sin —>-—— 1 4}>-1—,

3a
2n 48 n® n
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\/ﬂi&>4c 1

4. U3 (3) no6usamo

_i 1 =”+1 [Pn(x)=Pnyy(x)]
pn—2_f1|sn(x>idx : f —Pos 0

Tj.

sin ¥
sa

n+1

22)

Kako caga umamo 3a P, (cos9d) u /,(sin9) (Buzu {9}) acumn-
TOTCKE pesanuje

1
P, (cos 9) = \/rz 2 cos [ (n+ —2—)\9 - —E—]+ O(Co—1)

. 5 1\ =«
Jn (sin 3) = - masin S sin [(n +—§')— ] \cm—l):

TO H3pa3s

91 J J
4 sin—— sin —P, (cos ¥j+cos— J, (sin J ]
in-; 2{ > Pa (€05 9)+C0S - J (sin 9)

HMa 4CHMHOTOTCKY BPEIHOCT

s 3 2 s 1 '3 ﬂ'] 2 _
2 SID—Q-\/m Sin [(ﬂ +—2—>1‘) +'—2——-2— +0(Cm__1)—-
=2sini\/ 2 cos (1+1) 340 (). (23)
2  sin 9 m=-1
C zpyre crpane, npemMa oGpacny (20), 3a cee d#0 je
4 sm-z—ﬁ @) <44,~<. @24)
n

[Mpema (9) u (22) Guhe

lim sup == =lim —(fi_—l—)—-

n=o Vﬂ =

sin %Pn (cos ¥)+

+ cos ——j,, (sm 3)

4
(n+1) LD
cos-—dﬁ+ lim = 4sin —8, (9) d9,
2 n=—co 2VIZ 2 n( )
0
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Kao "
J .
sin -§-Pn (COS '3) +

n
lim inf 22 = fim- (A1) f
2Vn
0

n=e Vﬂ n=w

4
(m+1) f 4sinl;- 8, (9) do.

n=cw

+cos—;— Jn (sin 9) coS—j— dd—lim

360r (24) nocaepwmu aumecu y o6a ropma H3pasa TEXKE HyIH
kao 1/Vn, a us (23) caenu na je npsu numec jeAHax ca

+1
lim (n )f\/nztsma|Cos(ﬂ+1)‘3|°°s—d‘3+o(vnc”'—‘)=

n=—oo

- f-i'—_l— f \/cotg l;—l cos (n+1)9|dd¥+0(Vnctn_,).
Ha ocnoay jensor Fejér-oBor {9} craBa umamo
Eid n
) N 2 )
f\/cotg—flcos(rwi)ulda ->?f\/cotg?da =
0

4 dt 8 ( dz _ 8x -
) Ve+e) =nJ 1+2* 2gxy2 '
0 0

[Ipema Tome 32 Lebesgue-oBy koncranty xo6uBamMo

lim o= 2\/—-—
n= wV
Jla 6ucmO noxasanu na je gak

vrz\/“““o(vn)

0BO/BHO je, 36or ummenune Aa je O(Vrci,_)=O0(1/Yn) u s6or
TOTa WTO Cy TMOCAeNHYH JAUMECH Yy H3pa3uma 3a lim sup, OXHOCHO

lim inf ox p,/Vnpexa O(1/Vn), 1a noxaxemo camo XKa

% ]
fVcotg-g—}cos (n+l)a|da—>—f2[—f\/cotg%d0
° 0
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Ou, naxne, yonmre Huje Hyna. Buhe curypHo Hyxna ako je cucrem
BE3a CKJIEDOHOM.

Kox uzeanso ycnocraBmenunx Bes3a jexsauune (53) raace:

B
0
Ji+ Qi+ Q4 2 M =5 =0, yim0, (65)
k=1

g,

(j=' 1)2: vees O k=192, ...,B).

o

Kako je 3a BupTyeasa nomepama 2 Qj" 6 ¢; =0, To he Kox uneanHoO
=1

yCHOCTaB/bEHUX Be3a GHUTH

> (+0i+07)8g;=0 (66)

j=1

3a cBa BHpTyeaHa momepama. OO6pHyTO, ak0 jenHayuHa (66) Baxwu
sacBe O¢; KOju 3a70BOJbaBAjy jeqHauuny (63%), onna u3 me usnase,
Kao nociaenuue, jexuaunne (65) 3a kperama ca HALANHO YCIOCTAB/bECHHM
Be3ama. Haume, u3 (66) u (63°s) moxe ce, ancONyTHO HCTHM HAYHHOM
kao y IV 3a Q;”, usBecru jga mMopa GHTH

o
0
Ji+Qi+0Q/ = z)\k' -él};

t=1 t
cTaBuMO AM A= — X, nobuhemo jemHagune (65).

C o63upoM Ha 3Haueme ckanrapa Jj, Q;, Qf u 8¢;, jenunauune
(66) mory ce mucaTH y OOGJHKY

D (~mit+ GG S1=0. (67)

i=1

OBa jensaudHa, JakJe, y3 JaTe Be3e€ NOTNYHO OApehyje KpeTame npu
HI€ANHO YCMOCTaB/bEHHM B€3aMa; TO j€ T.3B. OCHOBHA jefHayusa [lu-
HAMHKE CHCTEMa MAaTEPHja/HUX Tadaka Ca HAEaJTHO YCNOCTAB/bEHHM
Besama. 3a r;=0 3a cBako i Ho6uBa ce u3 (67) OCHOBHA jeXHAYHHA
CraTHke cHCTeMa MAaTEPHjaJHHX Tayaka €4 HJEAJHO YCHOCTaB/beHEM
Be3ama.
Hs (38), (43) u (68) usnasu na je
(31‘.'

gi:cml%i:cmi—(ﬁ" (68)
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rae je ¢gakrop ¢ ucTH 3a cBako [. [Ipema TOME, aKo Be3e HuCy HKe-
aJHO YCrocTaB/beHe, MecTo jexanaumne (67) umahemo jennaumuny

. 51
Z(— m,-t,-+§,-+§,-'+cm,~——£'—). 61;=0,
im1 dt
Ako ca E 03HaUMMO KMHETHUKY €HEprHjy NpH BHPTYENHOM Kpe-
Tamy, 6uhie

n

n [+ o
2E= > m B - Bi= Zmi%’— : %ﬁi:-élz;ZEahsmqt,

i=1 i=1 =1 1=

na hemo nocaeawy jeaHauuny mohu nucaté y o6auky

D (-mt+Gi+G). Sr+2¢ Edt=0. (69)

i=1

3a ¢=0 po6upa ce oxaBxe jeanauuna (67).

VIII

Cpa kpeTama MaTepujaaHux Tadaka (X;, Y. 2Z;,) NOA NejCTBOM
NO3HATHX CNObAMIBUX W yHyTpammbux cuaa §; # §', a xkomnare-
6unna ¢ sesama (13) a (15), mara cy jeaunauunama (30), oaunocso (39).
Koje on cBMX THX KpeTama la c€ MCTAKHE, Ja C€ CMaTpa 3a WAeanHo?

layc saxresa na To O6yae OHO KO KoOjer esepruja yo6p3ama
CHJa Be3a MM3d MHHHMYM, Tj. KOJX KOjer je yKynHa eHepruja yo6psama
H3ry6/beHux cuna munumanna. OBaj 3axTeB cmaja y T.3B. NpUHUIMAE
MAHUMYMa, IPUHIUIE EKOHOMH]E, U TOME C/IHYHE TEJICOJOIIKE NPHHIUIIE,

[Tpunuun BUPTyeNHHX nomepara 3axTeBa ga TO O6yXe OHO Kpe-
Tawke KOJ KUjer je ykymaH eJeMeHTapaH BHPTYEJNHH paj CuJa Besa
Byna. Mehytum, supTyeasa Kperama 6una cy medudHucaHa camo 3a
XOMOHOMHE BE3€ W 3a OHe HEeXOJOMHE KOje cy JuHeapHe mo O6p3-
HaMma, a 34 OCTajJ€ HEXOJOHOMHE He; MNpeMa TOMe, Taj NpHHNIMA je
nedexran. ¥ VI cmo medunucans BupTyenHa KpeTama 33 CBaKu
06IMK Be3a, Te THME YKJIOHMIM HE(PEKTHOCT NpHHNMNA, HO YBEK
ocraje OTBOPEHO NHTame 3amTo 6am Taj NPMHIHMO Ja ce y3Me: BHPTY-
€/iHa KpEeTama Cy OHA KOjUMa C€ MAaTepujajHe Tauke HE CaMo He
Kpehy, HEro yomuiTe # He MOry ja ce kpehy (ocHM KOXK cKaepo-
HOMHHUX CHCTEMA).

Mu cmo y IV 3axreBanru ga Kperame ca HICAaJMO YCNOCTaB-
JbeHUM Be3aMa OyJZe OHO 3a Koje je ysexk J"=0. Maremaruuku, Taj
3aXTeB HaM H3rJefa BHUIe Jorudad ¥ o6pasyokeH Mero npea Hpa:
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HAULUIY CMO Ha jeJlHy MHBADHjAHTy CHJE, a 3aXTeBaMO Ja Ta WHBA-
pujaura 6yze Hyaa. M ca raeammra Mexanuke 6HO 6H Taj 3aXTeEB
MOTNyHO 06pasiOXeH W BPJO MIaySHOHNAH Kaj GM Ta HHBApHjaHTa
HEWTO MEXaHMYKH 3HAa4maa. OHAa W 3HAUM, HO ONET C€ CBOAHM HA BHP-
Tyenan paj. Tume je, HCTHHA, NPOIIMPEH M0jaM BHPTYENHOr paja Ha
CBe B€3e, HO NMPHHIKNCKA Tewkoha Huje ykiaomena. Kao rox mro nam
Faycos saxres u3sriesa meradM3uuky, a NPHHLHN BHPTYEJHOT paja
HEeoOpas/ioXeH, TAKO HAM 3aXTeB KOjU cMO mnoctaBuau y IV wus3-
raefa HarersyT. 3aro heMO NOKyIaTH Ja MOAYXBATHMO NpoGJem
H C Jpyre crpase, .

Jla 6u nocne 6un0 ommTe H3NArame jacHuje, uanoxuhemo uzpejy
NpBO Ha HEKOJHMKO IPOCTHX NpHMepa.

Yaehemo, npso, KpE€Tawe€ NO KOCOj PaBHH [OJ yTHULAjeM CuJIe
TeXe. AKO NOpen CHJIE Texe X0JaMO jOII Ma KakBe Cujae Koje ce
Han43e y KOCOj paBHH, OHe Hehe yTulaTH A4 MaTepujajHa Tayka
u3ahe H3 KOCe pPaBHM, HEro MOry YTHIIATH CaMO Ha KpeTame y TOj
pasuu. Cuaa Texe je Ta KOja Byue TauKy M3 KOCE paBHH, H TY CHIY
Tpe6a napupatH. MehyTHM, H CHIZ TeXe HMa KOMIOHEHTY Y KOCOj
paBHY, Ma 0Ba He Byueé Tauky H3 paBHH. M3 paBHH Tayky Byue camo
KOMIIOHEHTa OpTOroHa/lHa HAa KOCY pasaH H CaMo OBy KOMIIOHEHTY
Fpeba cuaoM Bese napupatd. J[pyruM peudma, JaTa je cuaa y npo-
CTOPY OJ TpH AUMEH3HMje, a Kperawe Tpe6a Xa ce BPIIH y LBE IH-
mensuje. CBaKo N0JaBame CHJA KOje ce Hajase y Te JIBe JHMCH3Hje
moryhe je, aamu Huje morpe6Ho. OQHO IUTO je HEONXOXHO HOJATH TO
je Heka cuaa Be3e KOja HeMa OPTOrOHANMHY KOMMOHEHTY Y KOCOj
pasH4. YuuHMBIUM TO, U3 MexaHHKe y TPOAHMMEH3HOHANHOM NPOCTOPY
npeaasdMo y Mexanuky y jemHoj oxpeheHoj paBHH, y KOjOj MOXKEMO
AOJABATH cuiae Kako xohemo.

¥3mumo, apyro, Kperamwe N0 HeNOKPETHOj MoBpukHK f (X, ¥, Z2) = 0.
JlaTe cuine ByKy Tauky ca Te noBpumuHe. Y HEKOM oApehenom Tpe-
HYTKy CB€ CHJIe KOje JIeX€ y TAHI'€HIWjaJHOj PaBHH MOJOXEHO] KpO3
MaTepHjaJHy TAauKy HA MOBPUIMHY HE BYKYy TauKy ca NOBPLIHHE; MOTY
Byhu one koje He Jexe y Toj pasuu. Jla 6m Besa Ouna OxpxKaHa,
HEONXOJAHO je NXOJAaTH HEKY CHJy BE3€ KOja HEeMa OPTOTOHAJHY KOM-
AOHEHTY Yy TOj TAHTEHHHjaJHOj PaBHH, Tj. KOja je OPTOroHaaHa Ha
BYy. YYHHUBIIH TO, M3 MexaHuKe y TPOJMMEH3HOHAJHOM NPOCTOPY
npenasumo y MexaHuky Ha NOBPIIHHH, Tj. HA jeJHOM JABOJHMEH3HO-
HAJIHOM BapHUjeTeTy, Y KOjeM MOXeMO0 XOZaBaTH Cuae Kakse xohemo,
ocrajyhH ca mHMa y TE8HTEHIHjaJHOj PaBHM. L

¥Y3mumo, HAMOCAETKY, KpeTame M3 npuMepa 6° y V: x?4p%=a2
Axo cuna Bese (X", Y") y3 mary cuny (X,Y) Beh onpxasa oBy
Besy, na xomamo cixy (X, Y), mopa GuTH 3aXO0BO/bEHA jeAHAUHHA

4%

I
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x X+y Y=0, Tj. nogata cuna mopa GuTH ynpaBHa Ha Gp3uuy. [Ipema
TOME, OBJe CHJe ynpasHe Ha O6p3uHy He kBape Be3dy. Jla 6u, nakxe,
BE€3a Ouna OApXaHa, HEOMXOIHO je MapHPATH KBAPEHe Be3e O CTpaHe
nare cune (X, Y) cunom Bese y npasny 6p3une. To ce, uctuna, moxe
nocTHhin W JPyroM HEKOM CH/IOM, HO OBa Ce OHAA MOXE Pa3JOXHTH
y ZBe KOMIOHEHTE: jefHa y mpasuy Op3uHe, NPYra ynpaBHO HA bY;
npea je norpebsa, Apyra cmaja y OHE cuje Kojeé Cy y CkJaaay ca
Be3aMa M Koje ce MOry JO0JaBaTH KaKo roj xohemo.

[Tocne oBux npumepa npehu hemo Ha omnmre pasmarpame.

Y jenuaunnama (37) u (38) y3ehemo py, pg, ..., P K20 KOODJH-

_)
HaTe BEKTOPa p y mnpocTopy oj o AuMeHn3duja. Hcro Tako hemo

0 0 0

EALY -—.I-"—, A £ y3eTH Kao KOODHHHATE BEKTOPA y HCTOM
0q,  0¢, 0qy

NpPOCTOPY; Taj BEKTOP ce MOxKe O3HauuTu ca V'gy, rae je V' Xamux-
TOHOB ONEPAaTOpP y MNPOCTOPY OA o JAUMEH3Hja MO BeJHYHHAMA

01, G2y .. .,(ia. Cnuyso he 6utu:

( BEKTOD Ca KOODAMHATAMA {,, qq ..., Gy’

q » ” n qi) ‘h» ey qu;
Q n » »n Q1:Q2' LS ] Qa;
Q’ »” » » Q1l7 Q2I! ey Qa';
0 » Q,", Q" ..., Q"
g* » ” ” Qx*) Qz*; LR ] Qa*;
a ] » ” al) azs s ey aa;

rae je
o a s
ry. .
-3, it
r=1s=1 ]

Ocum Tora, ca A o3nauunhemo TeH3op

Tana ce ommre jexnmasmne kperama (37), (38) u (39) mory mnucatu
0OB3KO:

. ->
AG+a-Q+Q+Q"+Ap

> .
Yk=0, P lek'—‘Or-
(k=12,...,B).

(70)
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—_ -
Bektrop Q=Ap ne nupa y Bese. [Ipema Tome, kBapeme Besa
OX cTpaHe BekTOopa ) H £ Tpeb6a mapuparu BekropoMm 2”. To he ce

—)
mohu yyunutH axo je BexTop " ynpaBaH Ha CBaKM BEKTOP p KOju

3aposo/baBa Tpehy jemunauuny y (70), Tj. ako je " - }—:=0 3a CBaKO ;
OB0 ce, HcTHHA, MOXe nMOCTHHH M JIPYrHM HeKuM BEKTOPOM £)”, HO
oH he HMaTR KOMNOHEHTY KOja HHje nmoTpeGHAa, Hero cnaga y oe
BEKTOPDE KOju Cy y CKJagy ca Be€3aMa H KOjU C€ MOTy HOAaBaTH

._)
Kako ron xohemo. ¥YcaoB £ - p=0 y ckanapiom 06/JMKY rJjacH
« .

201"}1,::0, na cMo jpomau Ao pesyarata kao u y IV, Tj.

=1
g
Q7= > MV vy (71)
k=1

lIto cmo ynoTpeGuau BEKTOpE y NPOCTOPY OX o IUMEH3uja,
6410 je camMO Dajd JakuWer H3paxasamwa. [0 HCTOr pe3yiarara MoOxe
ce nohu u nomohy ckanapa M CKaJapHHX jeJHa4yHHA.

Kan ykynan eaemeHTapan BUDTyeJHM paj CHAA Be3a HHje HyJa,
OGHYHO C€ Kaxe aa NocToju Tpewe. [IpemMa H3/10XXE€HOM, TO HHje
cacsuM TayHO. AKO Taj panm Huje HyJa, TO 3H4YM XA nopen cuia
Besa §,” nocroje jow u cuae §; koje He MOpajy OuTH Gaiml Tpeme.

IX

Jeanauuse (53), Tj. y BexTropckoM 064Ky jexnaunne (70) n (71),
n3Beo cam y unaauky Les équations générales du mouvement d’un
systéme de points matériels aux liaisons données (Publications de
Ulnstitut mathématique de i’Académie serbe des sciences, T.Il, 1948;
p. 116—130). To muxoBo u3sBohjeme MOXke€ €€ €4k KpaTKko OBAaKo
penpoayKoBaTH.

MNonasne jemnauune (34) mory ce nomohy Bekropa g, Q,Q’, Q*
M @ ¥ TeH3opa A nucaTH y 0O6.auKy

Aq+a=0+9Q + 9%
(72)
q-' Ye=Ci, (k=1,2,...,B).

¥3amumo na je xBagpaTHa ¢opma 2 T nedpuHHTHA, Tj. Aa AETEPMH-
HaHTd HAaYHIEHA OJ HEHUX KoedHuLHjeHaTa HHje HACHTHUKM jel-
HaKa HyJH.
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Axo ca A~! osnaunhemo penunpoyHs TeH3op Tensopa A, x0-
6uhiemo u3 (72)

q=A(Q+0'-a)+ A1 Q.
Ilpema Tome je

ATV ve=a— AT (Q+Q'~0). V' Yk

(73)
(k=1,2,...,B)

Tj.:

(A) Oproronanue anre6apcke npojexumje Bextopa A-19* Ha
BEKTOpPe V'Y, NOTOyHO cy oxpehene Qyuxknuje ox ¢y, qa. .., ¢y,
g G20 Gy ’

¥ (73) umamo B CKaNapHHX jeAHAYMHA MO o > HENO3HATHUX
xoopAunara Bekropa Q*. Heka 6yzne Q, jexHo pewee jexnaquna (73):

A - V' Yk=C~ A (Q+Q-0). V' vk
Craeumo mu Q* — Q,~=%U, umatiemo onxa 3a A jeanayuye
A1, V' vx=0.

- ,
Osunauumo nu BexkTop AU ca p{p, Pay... g, MOXEMO pehiu:
(B) Axo BexTOp £, yCnHoCTaB/ba BE3e, CB2KH JAPYr#d BeKTOp 0¥

- ->
KOju ycmocTaBiba Be3e jecTe O*=90,+Ap rie je p BEKTOp Koju 3a-

JZOBOJbABA jeJHAaYNHE
;'V’Yk=0, (k=1,2,...,B). (74)
Ha ocuosu Tora:
(C) Ma kako ysenu Bexrc;p ; KOjH 3a10BOJ/baBa jeaunauunne (74),
BEKTOp AZ He JHpa y Be3e, HEro je ¢ hHUMa y CardacHOCTH; OBaKBE

->
Bekrope Ap MOXEMO MO BOBH JOXABaTH, — BE3e, jEJHOM YCNO-
crasbene, 6uhe ¥ Hajame ouyBane, camo he xperame OuTH Apyro.

_)
[MomwTo €MO Taxo yBeJNH BEKTOP |, JIAKO je NOKa3aTu:
(D) Mehly Bexropuma Q* Kojuma Cy yCnocTaB/beHe Be3e, Ha/N4A3H

_’

ce jexan ¥ caMO jeflaH BEKTOP £)" KoOju je ynpaBaH Ha CBe BEKTOpe p
_)

KOju 3a70BOJbaBajy jeanauuue (74), p - Q" =0. Kako, saume, sextop Q"

..)
Tpe6a ja Gyjne ynpapaH Ha CBE BEKTODE i, 4 OBH Cy yNpaBHM Ha
cee BekTope V'y,, Mopa OuTH

Q=0 V' yi+1 v'Y2+ oot }\.3 V'Y B
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rae ¢y A, ckanapu. Crasumo Ju 080 y (73), moGuhemo B jenuauuna
B
DN AV, - V= e~ A7HQ+D - a)

r=1

D)

u3 kojux he ce ompeautu B ckanapa A, kao GyHKuHje ox ¢, g,, .
qw ql! q2’ c oy qa'
Ha ocsosu Tora:

(E) Bextop £" je nornyno oxpehen Besama 4 cCno/ballllbUM H
YHyTpauItbuM CHiama.
H3 (B) u3nasm:

(F) Cpaku BexTop £* ;xojn ycnocras/ba Be3e HMa OO6JHMK
- -
Q*=Q"+Ap, rae je Q7 BekTop HaBeZeH y (B), 2 p BeKTOp KOju
3a70BOJbaBA jegHauuHe (74).
Ha ocnosu Tora, jexnaunne (72) u (74) Mory ce nmucaTH O0BaKo:
‘ B
. ->
AG+a-9+0'+ 2 0 Vv + Ay,
r=1
. -
q-V've=co, p-V'ye=0;
(=12, ...,B8).
Mecro xpyre rpyne jejHauyuHa MOXEeMO NHCATH jefHaunHe Y,=0 of

KOJux cm0 HX Ro6uau pudepesuupamem. Taxko hemo nohu xo Bek-
Topckux jexsauusa (70) u (71), 1j. mo ckanapuux jenHauuHa (53)

X

¥Y3mumo, Ha npumep, ma CHCTEM OJ 1 MATePHjaNHHX Tayaka
TNPUIHKOM KpeTaka uMa OCOOHHE YBPCTOr TeJa, Tj. A4 OTCTOjame
C€BAKOI' Mapa MAaTepHjaJHHX Tauyaka OCTaHe MNPHIMKOM KpeTama KOH-
crauTHo. Taxa he Gutu 3a Tauke P, P,, P,;

(12050032 =C;, Fh=013.033 =0y, F=Ta0.05 = G55
€a r; O3HAYHAM CMO BEKTOp MOJOKaja Tauke P;, a ca tv; pasaHKy
tj—r. Jla 61 u cBa xpyra orcrojama OHIA KOHCTAaHTHA, MOTPEGHO je
H J0BOBHO na Oyay KOHCTaHte otcrojama P; Py, Py Py, P3Py 3a
k=4,5,...,n To naje jowm 3(n-3) Besa
FeW=r.t= GO, Fi®styp.ty0 =GP, H®=r50. 100 = GO,
Yxynso, maxae, umamo

3+3(n-3)=3n-6
HE€3aBHCHUX BE€3a.
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Hudepennupamem oxaBae A0GHBAMO:
815 g, ('Cg " I;s)'= 0, &2=1y. (’-:s - ri) = 9’ 83=Tgy. (I:1 - xz) = 0; )
EV=tk. (0 —11) =0, ZP=rax. (e —12) =0, & =tgs. (tx —15) = 0.
WUneanune cune pe3a Guhe, maxae,
F" =MV g+ V g+ Vi g,

n
+ z MOV gD+ NB VY g B LMD VY g D).
k=4
Axo je (>4, ouna g, g,, g He Canpie X, y; Z:, a g™, 8.2, g
cajpxe caMo ako je k=1{; npema ToMme je
G =MDV gD L NOV gD+ A O V) g® 32 >4,

MefjyTum je

VigW=rt, VigP =1, V/g® =1y,
na jé KoHad#o

G =MD+ 0By + NPy, 32 (>4,

Axo je i=1, ouma g,, &, g He campxe x,, y,, z,; TpeMa
TOME je

n
F" =0 V@t V:'gs+z MOV g0,
k=4
Tj.
n
Fi"= - Ratygt gty — Z AWy
k=4

CauuHo je
n

F2' = =N T+ My Lo - 2 M® 1y,
, k=14
n
Fo'= ~MTget Ay Tya— 2 M® gy
k=4
Ha ocHoBu Tora mmamo:

n n
2 G =G GG+ > G
=1 i=4
u

== z e ® vy ke 2B g+ 2B 1) +

k=4
n

+ Z ).1(1) rli + }\1(2) r21 + 2\1(3) rai) = 0)
=1
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n n
zri X si”=t1 X S1H+t2 X 52”+r3 x %3"'*' ztl X %1"
=1

i=1

= My(rg X Tgo = Tg X Tga) + 2o (15 X Ty~ Ty X T35)+ 25 (t1 X Ty — T2 X Tay)
n

- 2 Qe B X Tyie+ Ae® 1 X Ta+ Me® 15X 140
k=4

n

+ 2 (MO 1 X Ty F MO 1y X T+ MO T X 11) = 0.
=4

WM rtako, xon uBpCTOr CHCTEM3 MaTepHjaJHHX TayaKa HIEaJHE
CHJI€ B€3a HMajy KapaKTepHCTHUHE ocoOuHe yHyTpalikbux cuiaa. 36or
TOra, OHE He yTHYy HHM Ha HajeT (KOJHYWHA KDETama) HH HA 3aMax
(MOMEHT KONMYMHE KpeTama) TaKBOT CHCTEMA.

LES EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT
D'UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS

Par R. Ka3anin

L’auteur soummet a I'analyse mathématique le mouvement d’un
systéme de points matériels aux liaisons quelconques (holonomes ou
non - holonomes, linéaires ou non - linéaires). Par cette voie, il par-
vient aux équations générales (53) (sous forme vectorielle (10) et (71)).
En les discutant, on est conduit tout naturellement a la notion des
forces idéales. Partant de cette notion, I'auteur interpréte les principes
des déplacements virtuels et de Gauss.

Les résultats essentiels de cet article ont parus dans les Publi-
cations de [IInstitut mathématique de ’Académie serbe des sciences,
T. 11 (1948) p. 116 —129.



CHUCTEM TOCTYJ/IATA EYKJ/IMIOBE n-IWMEH3HOHAJIHE
TEOMETPUIE

I-p BPAHNCIJIAB MIETPOHWIEBUT (Beorpan)

YBopHa pedu

Y pemosuma Koju clefyjy nucan je fMoxymao Ja ¢opMyJulie
moctynare EyxaunoBe n-guMeH3uoHanHe reoMerpHje. Taj ce nokymaj
pasnukyje ojn paHujux nokymaja te Bpcre (on crpaue Euklid-a, Hil-
bert-a u Thieme-a) yrnaBHoM OBHM TpHM4 HOBHHAMA:

1° oxpajameM reomeTpuje jefHOAMMEH3HOHANHE MpaBe (pexiio-
Meldlpuje) OR reoMeTpuje ABOXUMEH3MOHANHE paBHu (GuaaHumedipuje);

2° mpornaiwaBaseM NOjMa JAYXKH 332 OCHOBHM IOjaM DeKTOME-
TpHje, o

3° yBohemem nocrynara Bese 3a NPOCTOpPE Ca BHINE Of TPH
Jumensuje. '

A. PexTomeTpuja

1. TOCTYJIATH BE3E.

Mocrynar 1. Bax Oailie @ayxe docioju Oap jouw jedna mauxa.

IMocrynat 2. Te 0se iauxe chaja jeOHa u camo jedna Oyxc.

Heobununuja. Tauke, xoje cnaja Ayx, Ha3uBajy C€ HEHUM
Kpajmum DayKama. ' .
2. TIOCTYJIATH PEIA.

Mocryaar 1. Usmehy xpajrwux fiauaxa Oyxcu Gocoju Oap jouw
JeOna mayxa. :

CraB 1. Mamely xpajwux Tayaxa Ayxu NOCTOjH OECKOHAYHO
MHOTO Tauaxa.

HDedpununuja 1. Axo ce ca C o3nauu Tpeha Tauka HA AYKH
AB¢ nyxu AC u CB ua3usajy ce Oesumuinum Oyxcuma nyxu AB.

IMocrynat 2. Baun cBaxe xpajwe fayxe Oysicu Zociioju bep jouw
jedna mMauxa.

Hedpununuja 2. Idyx, xoja cndja Kpajiby Tadky AyXu ca
TAYKOM BaH 1€, HA3UBA c€ Hpodyxcere AATE NyXKH. -
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CraB 2. [lyx uma IBa Npojyxema.

Mocryaar 3. IMpodyaicerse Oyacu ussan jedne Kpajre Mayxe weHe
foxaalia ce ca Opodyicervem Oeaumuine Qyxcu Ca UCTOM Kpajiom
mayrxos.

3. MMOCTYJIATH KOHIPYEHUHMIE.

Mocrynar 1. Ha @podyorcersy Oyacu AB Bociioju jeOna u camo
jeona mayrxa C maxo Oa je Oysxc BC=AB.

Cras 1. Ha cBakom on cBOja B2 NpOAdYyxe€ma AyXK C& Ja npo-
Ly XHTH BPOU3BOMLHO MHOLO MYTA.

Heounununuuja 1. Jyx 3ajexHo ca cBoja znBa HeojpeheHo
BEJMKA MPOJLYKe€ha Ha3uBa C€ ZpaBom AURUJOM.

Hepuunnuuja 2. 3a cBaky Tauky NPaBE JHHHjE Kaxke C€ Ha
Jenu npasy Ha ABe Hoayilpase,

[Tocrynar 2. [aidia Opoc Oa ce (TaukamMa 3a Koje C€ Nperno-
cTaBba Aa nocroje uaMehy MmEHHX KpajibMX Tawaka) dodesuifiu Ha n

KowipyenmHux Oeaumuurux Oyocu, @pu wemy je n pedom pasHo
csaxos 00 @pociiux Opojesa, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 uido.

CraB 2. Jlata Ayx Ia ce (TaukaMa KoOje MOCTOJe H3Mehy HeHHX
KpajlbUX Tauaka) MOJEJHUTH HA N KOHIPYECHTHUX AEAMMHYHHX JYKH,
npu uyemMy je s penoM paBHO CBAKOM LEJAOM I[O3WTHBHOM Opojy
noyes ca 2.

4, TIOCTYJIAT BECKPAJHE NPABE.

Jdebuununuja. Beckpajuom HasuBaMO NpaBy Yuje moaynpase
HMajy flomep.use Kpajimbe Tauke.

Moctynar. Heodpefeno Bseauxe Boaylpase Oeckpajue fpase,
MAKOAUKO uX Opodysicuan, Hemajy 3ajednuyxe MaiKe.

Hanowmewna, ITopex ropmwe (Eykann-ose) nedununuje 6eckpajue
npaee nocroju y Eykaumosoj reomerpuju jom jepna neduuunuja
6eckpajue mpaBe: DeckpajioM Ha3WBAMO NpPaBy 4Hje€ NOJynpase He-
Majy Kpajrwux mayaxa. OBa xApyra neduHsIHja OArosapa IPETNO-
CTaBI4, A4 jeXHa MOJyNpaBa MOXe PeajH30BaTH Jeo 6eCKOHAuaH HH3
KOHayHHX mneaux 6pojeBa, Aok npsa Ae(HHHUHjA NOYHBA HA MPETNO-
CTaBIH, A4 jeXHA MOJyIpaBa MOXE DEaJH3HPATH CaMO jE€NaH KOHAUHU
(uako HeoxpeljeHO BeaMKH) Oe0 TOr HU3a.

B. IInanumeTtpuja
1. MNOCTYJIATH BE3E.
Mocryaar 1. Bawn @pase Gociioju Oap jow jedwa Mayxa.
Cras 1. Bau npaBe nocroju GeCKOHaAYHO MHOrO XYXKH, NPABHX
H Tauaka.
MMocrynar 2. [Ipasa u Wauxa Ban e 00pehyjy pasaH.
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CraB 2. [Tonoxajnpase y paBuu ofpehen je ca Be Tauke PaBHHU.

CrtaB 3. [lse npaBe y pPaBHH WJK C€ CEKy Yy jeJHOj Taumum HAH
HEMajy HHjelHe 3ajefHHuKe TauKe,

Hedununuja 1. 3a gse nosympase pasHH, KOje nonase of
ACTe Tauke, Ka)xe ce Ja 3akianajy mehy cobom yiao.

Hedununuja 2. 3a nonyupasy, Koja ca o6e moaynpase jexHe
npase 3akjana jeHAaKe YIrJOBe, Kaxe ce ja je ydpasHa HA JATOj
1npaBoj, a 3a yrioBse JAa cy idpasu.

CraB 4. Axo je jeama noaynpasa jefse npase ynpaBHAa Ha
Apyroj mpasoj, OHMXA jé M LPyra nojynpasa ibeHa yNpaBHA HA OBOj
Apyroj npasoj.

Cras 5. llse cy npase ynpasHe jeqHa Ha Apyroj, ako je cBaka
noiaynpaea jeJHe npase ynpaBHa HA JPYroj npasoj.

CraB 6. CBu cy npaBu yr/ioBd jefHAKH.

2. TIOCTYJIAT PEJA.

[Tocrynar. Axo cy A, B u C Mpu Mayxe, Koje He Aexce Ha uciliof
dpasoj, u a jedua @pasa Koja y pasiu mpoyraa ABC He dpoaasu Hu
Kpo3 jedny o0 iMawaxa A, B, C, miada ke, axo ima Opasa [posasu
Kpo3 jedny 00 Madara Oyxcu AB, oHa mopailiu Gposa3uilit UAL Kpo3
jedny o0 mavaxa Odyxucu BC uau Kpo3 jedny o0 mayara oyacu AC,
(Pasch-oB mocryaar).

3. NNOCTYJIATU KOHI'PYEHUMUIE.

MNocrynar 1: Axo cy A u B Ose Mauxe Ha Bpasoj a, a A’ WaiKa.
Ha dpagoj a', Hociojake, Ha ca A', Bouwuwyhoj Boayipasoj lpase o'
Jedna u camo jedna Mauxa B' Waxo, da dpxic A' B' Gyde KoHipy-
endina ca Oyocu AB (A'B'<AB).

Iocrynar 2. Axo je 0aii yiao BAC u san mewa Bpasa a ca
Boayipasom koja ftoyure Mayxom A' @ada fe Bociliojaliu jedan u
camo jedan L B'A'C' maxo O0a Oyde g BA'C'=XBAC.

Mocrynar 3. Axo 3a dsa mpoyina ABC u A'B'C’ Gocidoje KoH-
ipyenyuje:

AB=A'B, AC=A'C' u L Az A4,
dociiojahe u KoHipyeryuje:
L ABC=XA'BC' u ACB=XA'C'B".

CraB 1. Axo cy y ZBa TPOyria KOHrpyeHTHE [BE CTpaHe n 3a-
xpahenH yrao, 6uhe KOHrpyeHTHM ¥ ocTana jBa yraa u Tpeha crpaua.

CtaB 2. AxO cy Yy JBa TPOyraa KOHrDYEHTHH jeIHa CTpaHa H
ABa yria Ha woj, 6uhe u ocrane nBe cTpawe M Tpehm yrao KoH-
FPYEHTHH,
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4. TIOCTYJIAT NAPAJIEJIHUX.

Jdebununuja. 3a npaBy Kpo3 AaTy TauKy BaH AaTe mpase y
paBHM Kaxe ce HAa je dapasesna C4 OBOM MPABOM aKO Ce HE ceye
Ca HOM.

Crtas 1. Ako Jnse npase uMmajy 3ajedruyxy yiapassy, oHe Cy
napanense.

CraB 2. Kpo3 nary rauky Bad jgaTe npase NpoJnasu Oap jedua
npaBa Koja je napalesHa €a HOM.

Cras 3. Ako cy zmBe mnpaBe mnpecedene tpehoM Tako nga yHy-
TpaumlkH HAM3MEHHYHH YrjioBu OyAy jeAHaks, Te HBe mpase umahe
3ajeIHUUKY YNpaBHY M OUTH NapayieHe.

MMocryaar. Kpos dadsiy mauxy sBan Oaille ipase modice Gpoaq3uiiu
camo jedua Gapaseana (EykaumL-oB noctyaar).

CraB 4. Ako cy aBe napanense npase npeceuese tpehom npasom
6ulie yHyTpalllb¥u HAU3MEHHYHH YTJIOBH jeJHAaKH.

5. NOCTYJIATH HEIMNPEKHMAHOCTH.

[Mocrynar 1. Axo cy Oaile dBe dyxcu a u b Maro 0a je a > b,
fiociiojakie yBex wonayan yeo O6poj n Maro Beauxu Oa he ce, ako ce
wum fomHoocu marwa Qpxc, Oobuilu Opxc Koja ke Ouiliu Beka 00
Beke Oyorcu, Mj. a.n Ouhie > b (ApXUMER-OB MOCTYJAT).

[Toctynar 2: Axo cy na jeOuoj dyorcu Oalia Osa Geckpajia Hu3a
mayakxa, Koju ce y cyipoilinon Gpasyy jedar Opyiom Gpubausicyjy, a od
Kojux @Opsu ‘nema Tocaeldrmer a Opyiu upBot wiaHa,, mopake usmehy
ila 0Ba Husa iocliojailiu jedHa 1panuyHa ilayxa, Koja ke ce moku
Opulalin usy BPBOM HU3Y KAO 10pHA UAL OPYIOM HU3Y Kao 0oma
1panuya (Dedekind-oB nocryaar).

C. CrepeomeTpnja
NOCTYJIATH BE3E. -
[Mocrynar 1: Ban pasuu @ocilioju 6ap jow jedHsa WMauxa.

CraB 1. Ban paBsuM nocroju 0eckoHay#O MHOIO NPAaBHX, PABHU
M Tayaka.

IMocrynar 2. Pasan u @aura Baw pasru odpelyjy Bpocimop.

Cragp 2. [lonoxaj pasHu y npocTopy oxpeheH je ca dpu dayre
npoCTOpa, KOjé He Jeke HA jeXHO] NPaBoj.

CraB 3. [IBe paBHH y npOCTOPY H/H HEMAjy HHjEeNHE 3ajeJHHUKE
TAYKEe HJH je IbHXOB NPECeK npasa.

Crap 4. Papan u nmpaBa BaH b€ WIH HEMajy HEjelHe 3ajeAHHYKE
TauyKe, HJAM MM j€ CAMO jefHa TAayKa 3aj€JHHYKA.

Cras 5. [Ise npase Kkoje ce cexy oxapehyjy y npocropy camo
jemny pasaH.
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Hedpuruunnja. Jexna noaynpasa plpasHa je Ha jefHO] paBhu,
aKo je ynpaBHa HAa CBMUMAa NpaBHMa Te€ DaBHH KOj€ npoJase Kpos
Bbedo MOXHOXjE. :

D. Xunepcrepeomerpuja
TMOCTYJIATH BE3E.

HNocryaar 1. Ban @pociiope focilioju 6ap jow jedra Mauka.

HMocryaar 2. [lpocdiop u iayxa Ban rmeia odpehyjy Xxuilep-
Gpocitiop. _

Cras 1. [Tonoxaj npocropa y xmmepnpoctopy oxpehen je ca
4yeliupu TaYKE XHNEPOPOCTOPA, KOje He JeXe HU y jeXHO] PABHH HM
HA jeIHOj npasoj.

CtaB 2. [Ise paBHm y Xunepnpoctopy, Koje npunapnajy Apama
TPOAHMEH3HOHA/IHUM IPOCTOPHMA, AKO Ce CEKY, CeKy Ce y jeduoj imayxu.

Hdedunnnuja. Jegna noaynpasa ylpassa je HA jeXHOM mpO-
CTOPY aKO jeé ynpasHa HA CBYMAa [paBHMa TOra npocropa, Koje npo-
Ja3e Kpo3 WeHO NOJHOXjE.

E. F'eoMeTpnja n-guMmeHsHMOHANHOT HpPOCTOpA
MMOCTYJIATU BE3E.

Hdedunnunnja [lox n-AuMEH3HOHAIHUM NPOCTOPOM PasyMeMO
APOCTOp ca suwe 00 vellupu KUMEH3H]e.

Moctynar 1: Ban n—1 Ouxensuonasdor Gpocliopa @ociioju Oap
jouwr jeduna Mmauxa.

[Mocryaar 2: n-~1 Qusensuonaqnu Gpociiop u MayKa Ban el
00pebyjy n-Gumenauonasnu GpocEiop.

3aBpmHa npuMepda

HcTunatoct ozxBajama pexToMeTpuje OJ NVIAHHMETPHje MOTBP-
hyje ommra Ajnep-oBa Teopema Eykianzn-ose n-IHMEH3HOHANHE Teo-
meTpuje. A €8O Kako.

Ajnep-osa TeopeMa 3a KOHBEKCHE noJamejpe raacu (ako ce cae
o3Hauu 6poj TemeHa, ca k 6poj uBuua, ca f 6poj MOBpIUMHA, OXH.
cTpaHa):

e-k+7=2.

Ouxaropapajyha Ajnep-oBa Teopema 3a KOHBEKCHE noaurone Gufie

{axo ce 6poj CTpaHa NOJMTONA O3HAYH¥ €4 V):

e—k+f-v=0,

a ojromasajyha Ajnep-osa Teopema 3a NETOAMMEH3HOHAAHH NMPOCTOP
6uhe (ako ce€ Ca f 03uauu O6pOj UETHPHIHMEH3HOHANHMX CTPAHA):

e—k+f-v4h=2.
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Te Tpu Ajnep-oBe Teopeme MOTY C€ HANHCAaTH M OBAaKO:
(e+f)-k=2,
(e+f)-(k+v)=0,
(e+f+h)—(h+v)=2.

OBako HamucaHe OHE Moka3yjy, Xa he aesa crpasa Ajaep-ose
Teopeme 32 NPOCTOp HemapHOr 6poja AuMeH3Hja OMTH = 2, a mapHOr
6poja = 0. [lpema ToMe Ajuaep-oa Teopema 3a ABOAUMEH3HOHAJIHH
upoctop 6una 6Gu:

a 33 jeXHOAMMEH3HOHAIHH
e=2.

Joncra 6poj Temena KOHBEKCHHX NOJHIOHa y DAasHH HCTH j€ C&
6pojeM 1UXOBHX cTpaHa, a 2 y u3pasy e=2 je 6poj Kpajibux
Ta4aka INYXH.

POSTULATENSYSTEM DER n-DIMENSIONALEN
EUKLIDISCHEN GEOMETRIE

Von Branistav Petronijevi¢ (Beograd)

Versuch eines Postulatensystems der n-dimensionalen Euklidischen:
Geometrie. Zum Unterschied von friiheren Versuchen dieser Art (Euklid,
Hilbert, Thieme) werden vom Verfasser folgende drei Neuigkeiten.
eingefiiirt: 1. Abtrennung der (Geometrie der eindimensionalen Ge-
raden (Rectometrie) von derjenigen der zweidimensionalen Ebene
(Planimetrie). 2. Erhebung des Begriffes der Strecke zu dem Grund-
begriffe der Rectometrie. 3. Einfiihrund der Verkniipfungspostulate in
die n-dimensionale (n_>3) Geometrie.



O ACHMIITOTCKOJ BPEJJHOCTH LEGENDRE-OBUX
NMOJIMHOMA

JOBAH KAPAMATA » MUOJPAT TOMWT (Beorpan)

1. Tlosnara Darboux-Stieltjes-osa [1] acumnrorcka ¢opmyna 3a
Legendre-os nonutom P, (cos?d) m3soxu ce us Dirichlet-Mehler-osor
o6pacua .

n

P, (cos d)= j

[}

sin (n+Y,)edo
{2(cos - cosg)}h

"MJM CIMYHMX WHTErpana, M3 KOjHX ce Jo6uBa peJi KOHBEPreHTaH
3a /6 << br/6, a KOju ce y CTBapH CBOAM HAa ACHMNOTOTCKH DPex
KOju BaxXH 32 cBaKo & <J < we.

Y cBom caonmremy oxf 18-1-1950 M. Tomuh je moxasao ja ce
pBY 4IdH TOT ACHMIITOTCKOr pa3BuTKa, Tj. Laplace-Stieltjes-ora pop-
myaa [l], moxe xo6urm u3 Fourier-osa pema Legendre-oBa mnouu-
-Homa,-Koju je mao Heine [2]. Ha cexsumu oxm 25-1-1950 J. Kapamata
je MOKa3ao Aa Ce OBHM MYTEM MOTY NOOHTH M OCTaNH YNAHOBH aCHMII-
ToTCKOr pasBuTka. OBne hemo H3BecTH pauyH camMo 3a JpPYrd 4jaH,
NpH Y€MYy HAMOMHILEMO Ja CE€ OBHM MNOCTYNKOM MOXE JOOGHTH He
~CaMO0 Le0 acHMNTOTCKM passurak Legendre-osa nonunoma Beh ce uctu
MOX€ NPHMEHHTH M Ha Kjacy ussecuux Fourier-oBux penosa ca TO-
TaAHO MOHOTOHHM KOE(UIUjeHTHMA.

Cam nmoctynak ynorpe6/hdBa HajjeHOCTABHMja CPETCTBA aHaju3e
~M KODHCTH ce€ HCK/bY4uBO Abel-oBuM JenuMuusuM cabupamem, a
nouuBa Ha JiemH HaBefeHoj y Tauku 2. Haraacumo m To za ce o6nuk
. OBOT aCHMNTOTCKOI pejia noOuBa HEMOCPEAHO npexko (QyHxnuje

f(2)= T‘: Z

A WHbEHHX H3BOJAE WITO je y C€xJjany ca no3natuM acUMNOTOTCKHM pe-
nosuma. ¥ Darboux-Stieltjes--oBy o6pacny tpe6a Haume, nojenusne
*4JJAHOBE NMOHOBO CKYMHUTH Aa Ou ce 1106140 oBaj o6pasan

Pn(cosd)=2a,R{zr* f(z’)+ [z f(23)])+o0 (YnYn) ca z=¢L
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2. Jlema Hexa je
d” >a" 3a caawo n=1,2,3,...,

u
a®>a, Kad n- co.
Akxo ,
a,»0 xad v oo,
idada

_s_ a® e E a,e% n-oo,

Ve

ynuwop.,nno o ¥ 3a cBako

I<aIKn—a.
Hoxas. [Ipu nokasy kopucruhemo ce HejexnauuHoMm (Bumu [3])

7 A
Vi
E A, e \—-———s /2,0<15<1r, 1)

KOja Baxxu Kaxgrox wu3 A, onazxa, Tj. Kazx je

A=A+,
Kako je

-] -]
A, = E: 0(5' e - z: a, el o

v=0 V0

k—1
- 2(0(3‘) v)e z+ Z(a(") a) evt}l <

Vo) V=Fk

< E(a(ﬂ) a )ev&l + za(")e\n}z + Za eV ,

) Ve

TO je, mpema (1),

k-1 ' ()
, [/] a
A< z(a‘z)-av)e""‘ + sinf'f/f+ sinl:5/2 .

V=0

[Ipema ToOMe je
. ax
lim sup An <52 Sin g2

Kako je

2a,

W<e“ 3a cBako 0 <aCICn—q,
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ako camo u3abepemMo XOBOJbHO BeJuKO k, TO Mopa A,~»0 Kax n-» o,
yyMe je ropmwa JeMa JOKaszasa.

2. Heine-os {2} pex sa Legendre-o8 noausom P, (cos<)
umMa 06/uK

4 - 4 sin(n+2v+1)9
Py (cos 9)=—- > Z,,  enidvil )
v=0

rae cy 6pojesu @, v=0,1,2,... Taylor-oBu koedpuuuentsn QyHk- -
nuje

1 [--]
f(D)=—ee= v
@ T >a, 2, (3)
Ve0
Tj. TAe je S
a,=1, a, 1'3'5"”'2’1_1=2n_la,,_1, n=1,2,3,.... (3

T2.476. ... 2n on
[Ipema TomMe MOXEMO CTaBHTH ,
P, (cOs 9)=2a, R {e+1 3 f(e2%)) _R{ewt ¥ § (9)}, (4)
rae je

8, (9) = Z c(z) ez\f\'}i, (5)
v=0 .
’ 2

W _ _2 1

"'V‘Q"v("" P an+v(2n+2v+l))' ®)
Kako je
1 1 1

an=-———vn___n(l—-——-—8n +0(‘;l—)), Q)

T0 o6Gpasan (4) naje npBH YJaH aCUMNTOTCKOT pasBuTKa 3a P, (cos 9).
Ja GucMo mo6uam M APYTM uniaH, NOTPe6GHO je ja joul OIEHHMO
8, (9) xam n-» oo,

W3 acumnrorckor uspasa (7) 3a a, ciaenu, npema (6), xa je

c(")'— 24y G gy~ — —-———1-————}=
v = ,HN{ n Gty T S e v Tl

Qav{ 1 [1__1_ _1_]
T Ran, (VaVntv 8n+o(n)

|15 + () |-zerwe) -
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2a, { \/ n 1 1 2n }
TNGny \ YR+V -z +o3) n+2v+1J 7

i, ﬂ:/“/’;’_z;[[l—%‘;:l + o(-,]?)] —[1 S AL o(%)]}=

_2av_[2v+1 (1)] (2v+1)av+ WnVn.  ©®

I

" VanvVa| 4 2VnVn
Otyza BuzuMo na je

nVn P =c, + o(l).
rae je A

cv=5\17? 2v+1)a,.

Kaxo ¢, He camo xa He Texu Hyau ca l/v, Beh Texu MOHO-
TOHO 6eCKOHAYHOCTH, TO Aa 6GHCMO HAa u3pa3 3a §,(d9) Moruau npu-
MEHHUTH HABEJEHY JEMYy, MODaMO ra NPeTXO0JHO TPaHC(OPMHCATH, Tj.
CBECTH HAa M3pa3e Ha KOje Ty JeMy MOXEMO NPHMEHHTH. AKO y peny
3a §,(9) M3BpUIMMO JeJHMHYHO cabupame, nobuhemo

& 4 z (c(") ('21) evyiy

v==1

84 (9) = E e ewsi

Ilokazahemo Ka ce pex

w
S - et = 3l ewor

v=1 v=1

- ezx‘ﬂ

MOXE HanucaTH y 0O6JaHKYy

-4 -] -]
Z d,(") el — 2 e‘(ﬂ) eWdi — Z fﬁ") evyi

p=1 v=1 yv=1
Tj. CTaBHTH
n
d) = e 1,
Ie HU30BH . .
nVne™ u n\nf

3a110B0JbaBajy YCJAOBE Jieme, Tako Ja C€ OHA MOXKE NPHMEHHTH Ha
CBaKH 0J penposa

-] -]
S panu 3 e

v=1 v=1

8%
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4. ¥ Ty cBpxy nohumo ox Wallis-oBa o6pacna

%=H(1— 1 )=H 2v-1 2v4+1

b1 2 v)? yt 2v 2v
Kako je
g 185, ..20-1_ 2n-1 ©)
" 2.4.6-...-2n 2n v
TO je

@n+1)a,? = ﬁ(l«ﬁ?)

V=l

[lpema Tome, Hu3 (2n+1)a2,® MOHOTOHO oOmaga W TewH 2/x; HAKIE,

Z<@nrla, (10)
Ako jow craBumo 0
bn =~ x(2n+1)a,’
6utie, npema (9),

2n
-_-m by < bp—q, (11

MOXXEMO Taja HAMUCATH Y OGJMKY

br
()

4 caM Hu3 ¢

C(,n) = 2av (an" bn -+ v).

Kaxko je, ripema 9),

2v~-1
Cgrn) v a4 (@n—b,.,),

a, npema (11),

C{'n-)-l = 2av—1(an"'bn +v-—l)=

2n+2v+1
=20,y (@~ 5oy tnav)s

TO je

& = - e =

2v -1 2v-1 2p42v+1 B

=2a,,_1{( 5 —l)a,,—( s - SRR )b,.“}_

a,_,(n+2

=.\7_1{ n+vvb"+"—a”]=

_o@—abnyy @ R -
=2 PR " {a,, n+vb,,_,,]

e — 7,
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Jacso je na Hu3

(m) av—lbn+v
e —gx=17ntv
Y ntv

omaga ¢ o63upomM Ha v 3a cBako £, jep, npema (9) u (11), Hu3OBH
a, u b, ., onaxajy kag v pacre. [la 6ucmMo nmokasaau Ia ¥ HH3

ay— n
f(’")= sz{an—n+v bn..‘.v]

onajna, noCMarpajMo PasiHKy
i _ pm
. v v41.
Kako je, npema (9)

(m) _ Qy—1 __n -

_2a, g -1 b
"2V_1[n ﬂ+V n+V]’

a, npema (10)

LI R -
v+41 V+1 n ”+V+1 n+v+41
a

_a, n 2n+2v+2 b _
T v+l [a"—n+v+l 2n+2v+3 ”*"]
_a 2n
v+l [a,,— 2n+2v+3 b"“}’
TO je
£ - £~
, a i
a-———————-—v(Qv_l){[(2v+2)—(2v-1)]an
v+1 2v-1
[n+v‘2n+2v+3]2”b"+“]=
__ 3a, o — 2n(n+2v+3) b -
v (2 v—l){ " (n+v)2nr+2v+3) n'w}
___3a _2(tvP+2(n-v?)
v (@v-1) [ T 2(n+v): +3(n+v) "+v}'
A kako je

2 (4v)*+2 (n-vY
2(n+v)2+3(n+v)

bn+v < bn 1

<1,

H, npema (11),
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a
. bn < @,
jep je, npema (10), 5 i
=R, <o |

TO je ¥3pas y BMTHYACTOj 3arpaiu NO3WTHBAH, Tj.

> .
Hajsan, je, npema (7),

bn=——1———(l—%+o(—nl—))

an\n
"
2a
esn)N < v__ ,
VanVn
£M 3a,

v — = .

2VxnVn
a

a
a® - cﬁ,”)- c(n_)l ~N——— , n 0,
’ b 2VanVn’
[Ipema Tome
&P M. 3a crako n,
u
VanVne®-2a, xag n- oo, (12)
a
7> M, 3a csako n,
u
- o —0m 3
VanVnfl?> —a, xagm n-oo, (13)

2
Kako a,-0, TO MOXEMO Ha penose
T Vi y M2V
NPUMEHUTH JIEMy M3 Tauke 2.

Kako je
o -l = d? =€) £,

to, npema (12) u (13),

Va V(e - f&"’)»%av = %{(2v+1>av-(2“1)“v—1}’

na je
c(vn) ()

—Cy g7~

1
W{(Q V+1)av—(2V—1)ay__1}.
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Otyna caenn pa je

1 . _
o ® ’T?T[ @ D (- cftyensr }*0 (1/nV7)=

v=1

T oVanVn 1-ew

ve=1

: 1 {a.,+ D@V a-@v-1)ay] el ]+

+o0 (1/nYn).(14)
3a|z|<1 je

! {ao+ 2[(2v+l)-(2v-l)av_,]z2"}- E @2v+1)a z¥=

1-22

v=1 V=0

={zf (@)Y},
na je, npema (14), u
8, () =[zf(z2))+0o(1/nVn, sa z=edi,

Ako oy BpepHocT 3a §,(9) yBpcrHMO y ob6pasan (4), no6u-
BaMO KOHAYHO npBa XBAa YJaHa aCHMNTOTCKOr Pa3BHTKa 3a P, (COsY),
KOjH MOXEMO HAaNHCATH OBAKO

1

2VrnVn

Pn(cosd)=2a,R{zm*+1f(2?)} - Riznt* [z (@) ] }+

+o(l/nVn).
ca z=eY; naa, npema (7),

P, (cos 9)=2 a, { %0 (9) = Zl? 00 (9)+0 (%)} ,

rae je
@ () =R {zn*1f (%)},
a
¢, (N=R{znt [zf ()]}, ca z=e¥,

Tume je o6pasanm HaBejeH y TaukH 1 ZOKasaH.
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UBER DIE ASSYMPTOTISCHE FORMEL FUR DIE
LEGENDRESCHE POLYNOME

Von J, Karamata und M. Tomi¢ (Beograd)

Die Verfasser leiten die bekannte Darboux-Stieltjessche As-
symptotische Formel aus der Fourierschen Reihe dieser Polynome
ab. Als wesentlich erweist sich dabei die Vollmonotonie der Koei-
fizienten der Fourierschen Reichen. Dem ersten der Verfasser ist es
inzwischen gelungen einen allgemeinen Satz iiber die assymptotische
Entwiclyng Fourierschen Reihen mit vollmonotonen Koeffizienten zu
beweisen. (Publ. de Ulnst. Math. de I'Acad. serbe, IV, in Druck).




MPUJIOI TEOPHJHU LEGENDRE-oBsx INTOJIMHOMA
MHUOIPAT TOMHUT (Beorpan)

1. Bume aytopa (S. Bernstein [1], G. Szegd [2], H. Rau [3],
H. O6pemkoB {4}) ynorpe6/raBajy npH x0Ka3y MHOTHX CTaBOBa H3
rTeopuje Legendre-oBux NOJHHOM2 UYHILEHHIY Ja 32 JBa y3acTOMNHA
Legendre-oBa nonnsoma Baxu

|P,,(cosa)—P,,+1(cos&)|<AV%, 0<I<E (1)

rge je A jemHa no3uTHBHA ancoayTHa Koucraura. Hejennaumna (1)
yONmITasa _Sﬁeltjes-oay {5} HejexHauuny, rge Ha NECHOj CTPAHH MECTO
unana AY9/n croju A/Va.

Y oBoM pany Zzajem 3a u3pa3s
AP,=P,(cosd)~-Pp,,(cos?) 2
jellan eKcuMMnuTaH OGJMK M3 KOI' Ce MOX€ M3BeCTH HejeqHauuna (1).

Taj moctynmak ce MoOxe NPHMEHHTH H 32 HEIUTO ONLITHj€ KJAace Mo-
JIHHOMA, NOCMATPaHUX y Tauku 2.

ITopexn rora, kopucTehn NO3HATH HAEHTUTET

s@=r)P Ot pgipn 0 @

koju notuye on Christoffel-a [6], umssemhy Gronwall-oB [7] cTtaB o
acHMNTOTCKOj BpenHocTH Lebesgue-oBe koncTanTe pexoBa ypeheHux
no Legendre-oBum nosuHomMuma. OBa KOHCTaHTa je aTa H3PA3OM

1
1
pn=—2—f|s,,(x)]dx,
—1

rae je s,(x) maro ca (3), a Gronwall-oB craB kasyje J1a

Pn 2
-~ —)2v-—, Kan n-»oo. 4
v ~ 4
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Jloxa3 oBe uumbEeHHIE AAT je y Tauku 4 ¥ NPeTCcTaB/ba U3BECHO
ynpoutheme Szegd-oBa [2] oGpacua (4). ¥ Tauku 4 noxasahy ga je

T4 BHIIE
P n 2 1
= —_ -— ) Kax n-o-~,
Yn 2\/ﬂ +O(Vn)

2. Legendre-oBu nonnuomMu npunaxajy Kaacu noaunoma P, (cos &)
dedunncannx ¢GyHKIHUjOM FeHEpaTPUCOM 0O6auKa

f(re®) f(re %) = 2 P, (cos?d) rn,

. n=0
rae je
f(re®*) = Z ¢, rrer,
V=0
a ¢, Npou3BO/baH HHU3 TAKAB Ia pej Komeeprupa y kpyry r < 1.
Oryna je

P, (cos8)=2¢c,c,cosnd+2¢5¢, 4 c0S (n-2)d+
+2¢¢Cnocos(n-4)3+...+

+2Cm_y Cn—n-1 €08 (N~2m+2)I+1m, )
rae je . 9
n Cm® 32 n=2m
m [7] " r’"=[2cmcmﬂcosa 3a n=2m+]1. ®)
Cnennjanuo 3a
1 . 13-, (2v=1)
f(z)—VI—Z =26y2v=22_4..“'2v v
v=0 v=0

no6usamo o6uuan Legendre-oB MOJHHOM.
3a knacy monuuoma xarux ca (5) u (6) npernocrapuhemo jow
ha je
P, (0)=1 3a cBako n, (7
WTO je ucnymeHo koj Legendre-oBux moaumHOMA.
36or (7) pasauka (2) ce MOXE HaNUCATH K40

AP,,=P,,(COS'3)-P,, (O)—{Pn+1(COS=5)—Pn+1(O)}=

m m
=4[ ECV Crnyi—v sin2—n-i}é;g—v—\‘} —2 ¢, Cp_, Sin? n—22v a}=

¥ =0 v=0

- 42 €(Cns1oy = Cry) { sin? ”—“512:21 3 —sinz 2 "22 AAY } . (8)

v=23



[Tpuaor TeopHjn noiHHOMA 75

HJIH HA OCHOBY HIACHTHTETA

sin’%‘? = [sin%+sin§—&+...+sin—(—2-'%—lﬁ]sni, n=12, ...

2 2
y o6auky
A n h—[B+1)02] ,
a2 2 Jon 255
4sin1‘}/2 - ¢y (Cn—-v—cn+1-v) sin 5 d+
B=0 B=0 )
rom
+ Zcm—vcm+v sin 4V2+113. (9)
v=20 ’ .

Ilpyru ox oBux 36HpoBa MOxeMO TPaHC(HOPMHCATH OBAKO:

m

E Cm—v Cm 4y Si0 4 ;i—lﬁ =%{ sin l;—P,, (cos 3)+cos% Jn (sin 1‘))]

va=0
rie je P,(cos ) nedunucano ca (5), a J, (sin9) maro ca
Ja(sin9)=2c¢yc, sinnd+2¢c,cp_ sin(n-2)9+...+
+2¢mey Cn—m—y Sin (n—-2m+2) S+
+2¢nCh_msin(n-2m)3.
Ha taj nagun pasauka (8) nocraje

m—[(r+1)12]

4sm 0/2 E( 2 €y (Cn—v—cn+1_v))sin

p=0

+ %{sin %Pn (cos 9) + cos —;—j,, (sin 6)} , (99

rie y cayuyajy mnapsor n=2m y npBOM JABOCTPYKOM 36Hpy MECTO
YJaHa
Cm? d

9 i D e
Cn® sin 5 s0Na38 —5- sin -

Hanomenumo za je y (%) cuHycHH nmOJHHOM

n m—-[(r+1)72]

B0 () - E( 2 e ) )sinZEtLs, (0

p=0




76 Muonpar Tomuh

CTaJHO NMO3HTHBAH aKO je
Cs > Cspqy $=0, 1,'2, cees
jep ¢y Taja meroBH KoeduuueHtH
m—[(p +1)/2]
Ap = 2 Cy (Cn—v = Cns1—v)
ve=1
NO3UTHBHH W OMajajy Kaj p pacre, Tj.
Ap> Ay, p=0,1,2,...0

Ha ocHoBy Fejér-osa [7] CTaBa O CHHYCHOM NOJHHOMY

ca koeduuMjeHTHMA KOjH MOHOTOHO OMajajy

3. Jla 6ucmo u3 obpacna (9') ussenn HejexHauuny (1) sa Le-
gendre-oB noauHOM, KopucTuheMo no3nare HejefHaunHe 3a P, (CosJ)

u Ju (sind) (7]
| Pn (cos 9)|

11
| Jn (sin 9) | Vnsm& 0<o<. (1)

H3pas
N A Jd
Q. () =2sin —2—] sin - Py (cos ) + cos 5 Jn (sin )|

moxemo, npema (11), ouenntu 3a

. Co B s T J
0 (9 <2 sing s VBsin( + )<
2V2\/sm 5,2 C\/bm 1«}/2’ &<i2‘_ . @

V2
Ocraje HaM Ja oOLeHHMO cuHycaW mouuHoM 4 sin 9/2 5, (9) rae

je 8, (V) maro ca (10). Paxu oBora kopucTuheMo JBe HejeAHAUHMHE 33
KoedunuenTe

o 1.3....-2v-1)
VT 2.4.;...2v i
HauMme : ' ~
1 1 1
——— L, L —— |14+ —]. 13
Ve Vv +1/2 <6< Ve Vv +1/2 ( * 2v) (13)
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O6e oBe HejegHayuHe clene H3 uyumendne Xa je (Wallis-os o6pasan)

=2

2.2.4:4-...-2v-2v | sin® xax
b1 0
P w2

1.3:3:5....-@v - 1) @v+1); | sin?v+ixax
0

u
x/2
1 ~ s sin® xdx
1
<m — <1+ 5v

5‘ sin?vt1xdx
(o]

INoxasahemo xa mocroju jexna ancoayTHa koucranta C, Tako
Ia je
\/s"’ 32 4 sin - 2 6.(9), 0< I, (14)

U3 (14) u (12) caexu raga (1).
a) Heka je 3 <C1/n.
Ilpe csera, 8, (9) << C, 3a cpako J. [Ipema (10) je
n m—[(1+41)/2]

Sn(ﬁ)<z( 2 cu(cn_v—c,,+1_v))=

p=0 v=0

= Z(ﬂ"— 1 —2 V) cy (Cn-_v_cn+1—-v)<

y=0
< (€n—m=Cn+1—m) 2(n+l -2v)¢,. (15)
C o63upom na (13) u m=[n/2] nmamomo
erm=tnsson <21 G (16)

Yo nVr nVn
C zpyre crpaue, npema (13), je

CV<C4"1T, v=0,1,2,..., . (17)
Vv
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Tako Xa cBu uiaaHoBd (n+1-4v)c,, y 36upy (15), moHoTOHO ona-
Jajy na je

2(n+l 2v)cv<cf(n+1 2x) == =C,nVn (18)
A XV}
360r (16) u (18) je

8, (9) < Cy CenVn=_C,. (19)

n\n
[lpema Tome, y cayuajy 9<1/rn xoncraary C, us (14) hemo oxpe-
JUTH Tako na Gyne
C,>2VzC,
jep je raxa, s6or (19),
1 T .Y
C,— 4C. —_— 4 sin— 6,, J).

b) Hexka je 3> 1/n.
Tana je (Buau {8.2}) 3a cee ##0

6 A
4sin 8, (9) <T4dsin ——o__44, 20
sm2 (®) < 4sin —ys) 0 ” (20)

rae je

A;, = 2 Cy (Cp—y = Cny1—v), m=[n/2].

v=0

Capa je 36or (16), (17) u m=[n/2],

m

Aom D e (ens = Cnss) < (Encm = Cram) D &0 <

v==0 v=20

2—% s | @)

Ila 6ucmo, npemd (14), samam y oBom cayuajy (Tj. Kazma je
3 > 1/n), xoucranty C,;, AOBOBHO je xa oxpesumo C, Taxko na Gyne

1 I

C,>8V2¢G,
jep je tama, npema (20) u (21), 36or
| —->—-- ! a 3>l )

3
2n 48 n® n
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Cl\/smx‘).‘z sac, L

4. Us (3) no6usamo

L l A+l [ [Pa(X)=Pryi (%]
Pn 2llsn(x)ldx 9 f 1~x dx,

—1
Tj.

”“f | A Pacos 9)|- sind_ g9, 22)
- cosd

Kako cana umamo 3a P,(cos9) u /,(sin9) (Buam {9}) acumn-
TOTCKE penanuje :

P, (cos 3) = V —<ing 08 [ (rz+ —;—)6 ——E—]+ O(ch-1)

. _ 2 ] g a2
Jn(sind)= - \/n sin S sin [(n +-2——)——4—]+0\cm‘1),

TO H3pa3

91 9 )
4 sin— —1{ sin —P, (¢cos 3) + cos — sin 9 ]
4 sin——{ sin P, (cos 9)+ cos - J, (sin 9)

HMa aCHMOTOTCKY BPEXHOCT

9N 2 1\, 9 =« .
2 Sln-g- \/m sin {()‘Z +~2-)13+—2——'§']+0(Cm_1)—

0 i Y 2 2
=2 sin- vm cos (n+1) 9+ 0 (cm—~1). (23)
C npyre crpaune, npema o6pacruy (20), 3a cBe J#0 je
4 sm——S (¥ <44, ~§- (24)
n

Ilpema (9') u (22) Guhe

lim sup *==lim —(—"—i'_—ll

n=o Vn n=c

sin —g—P,, (cos 9)+

(n+1)

+ cos —g—j,, 4(s»in J) {cos %dﬁ + lim

=00

n
f 4sin —2—8,, (9)ady,
0
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Kao Hn
T

lim inf 2% = lim (n+1) f
n=w Vﬂ n=c QVII p

sin i;-P,, (cos )+

d
+ cos — Ju(sin 9)

n—=w

<
cos> do—timPED [ 4in s, (9) g,
2 n 2
0

360r (24) nocnexmu aumMecu y o6a ropma u3pasa TEXe HYIH
xao 1/Vn, a u3 (23) caemu na je npsu JuMec jexHax ca

lim (n+1)f\/nmm6|cos (n+1)ﬁ|cos——d6+0(\/ncm__,)=

ol f Vcotg—?}lcos (1+1) 3143+ O(V7 ty).
n\n :

Ha ocnosy jennor Fejér-opor {9} crasa umamo

T 4

k) 2 e
f\/cotg-z—lcos(n+1)s-[da-»-ﬂ-f\/cotg?da -
)} 0

8 f dz  8x

=—-'?f Via+r) =) 1+28 9xy2 - 2v2
0 0

[pema Tome 3a Lebesgue-oBy koHCcTaHTy A06HBaMO

1p——2\/2

Ja 6ucmo noxasanu xa je uax

——2\/—+0 Vn

ZOBObHO je, 360r uummennne xa je O(Vrcin_,)=0(1/Yn) u 36or
TOra WTO Cy MNOCAEAIM JUMECH y H3pasuma 3a lim sup, OAHOCHO

lim inf ox p,/Vrpesa O(1/Vn), na nokaxemo camo ia

f\/cotg | cos (n+1)a|da—>——f\/cotg——da
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Texcn 6p3unoM Behom mmu jeanaxom O(1/Vn).
[Tpema naBexenom Fejér-oBy crasy (Buzu Takohe [10], cTp. 217 je

Ed . n41 ya{(n+1)
ff(x){cos (n+1) x{dx = Zf‘""“ f lcos(rz+l)x{dx,
0 y=1 (v~—D3(n+1)

‘rxe je f,,,_, jeAHa BPENHOCT u3Mehy ropwe H J[0Hme T[paHHIE Of
f(x) y pasmaky (v—1)a/(n+1)<Lx<<va/(n+1). Kako oBae
£(x) = Ycotg x/2 monoToHO onaja, TO je

n+1)

+...+f((—n,;:—ll)—’-t)],

4 nocaefwu u3pas texu Byan xao O(1/n) (Bumum [10], ctp. 27).

%ff(x) {1-|cos (n+1)x[dx‘}<%ff(x) dx - ;(_Q__[f(ﬁﬂ -
0 0
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ZUR THEORIE DER LEGENDRESCHEN POLYNOME
Von M. Tomié (Beograd)

Die Bernsteinsche Ungleichung (1) fiir die Legendresche Poly-
nome wird fiir etwas allgemeinere Polynome gegeben. Die Koeffizi-
enten dieser Polynome (5) sind monotone und befriedigen die Bedin-
gung (7). Die Ungleichung (1) folgt aus einer expliziten Darstellung
von A P, (9) in der wie iiblich P, (cos6) die Legendreschen Poly-
nome bezeichnet. J, (sin®) ist das zu konjugierte Polynom. Weiter
wird mit Hilfe der bekannten Identitdt (3) der Gronwallsche Satz
fiber die Lebesguesche Konstante fiir Legendresche Polynome abge-
leitet. Es wird gezeigt dass das zweite Glied dieser assymptotischen

Darstellung von der Gréssenordnung O (1/Vn) ist. Die O - Konstante
des zweiten Gliedes ist von den zwei ersten Gliedern der assympto-
tischen Entwicklung von P, (cos®) und J, (sin6) abhéngig.




O HEKHMM ACHUMIITOTCKHUM HMHBEPCHJAMA
CESARO-BA TIOCTYIIKA 3BHMPJHbUBOCTHU

BOXHUIAP TTONOBWUT (Beorpan)

1. ¥ jennom cBom paxy [2] nokasao cam Xa M3 OTPAHHYEHOCTH
Jlannacoea uHTErpana

@

o'je*“’s(t) dt, 6-0,
0
H yCJI0Ba KOHBEpreHuuje o6/amka
sF)-s(x)>0(), (1)
HCOYHEHOr 3a CBAaKO X' M3 pasMaka yxer Hero mTto je (X, AX), He
MOXE Ja caefu orpaHuueHocT (Gyukuuje s(x), Beh camo meHa penu-
MHYHA Or'DaHHYEHOCT —
s(x)=0{e(x)},

rae je ¢ (x) dynknuja xoja ucnymasa ojpeheHe ycioBe M Be3aHa je
3a pasmak KkonBepreHimuje. AKO ropmy rpaHuLly TOT pasMaka KOH-
Bepresuuje HanmumemMo y OoO6JHKY

v{ra (0}
rae je vy (f) uneepcia ¢Qynkuuja usBecHe dynkuuje A (f) — oHzaa
he 6uru (
A (%)
¢ (x)=x A(x) .

Oamax satum je npod. Kapamara (1] noxasao, sa cneuujanuu

. ) : .
cayuaj ¢ (x)=x, na ce 3a Cesaro-se mocrynxe 36HpJ/bUBOCTH Xo6Hja
noBoJ/bHHjM pe3yartaT. OH je HauMe MOKas3ao xa u3

%fs(t)dt=0(l), X 00, )

u ycaosa xouseprenuuje (1) ucnymeHor sa ¥ y pasmaky (X, x +ex!—?),
6 >0, crenu
5 (x)=0 (x%/?).
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-Hcro je Tako mokasao jxa, y3 MCTH YCJOB KOHBEprenuuje, u3 orpa-
.#myenocrun Cesiaro-sa 36upa Bumer peja, Tj. U3 :

seSe@= [(-Dras
0

~CleNu
k
s(x)=0‘fxme) Kajg x-oo,

IIumb My je xa oBje nokaxem na ce OBM pe3yaratu npod. Ka-
pamMate MOry MpOIUNHPWTH yBONEmEM OMIUTHjer pa3sMaKka KOHBEpPreH-
uuje, Xao y nomeHyToM Mom pany 3a Laplace-os unrerpaxn [2]. [Ipurom
caM pa3MaK KOHBEPreHIHje y3eo y OOJMKY KOju je HesaBHCaH OX no-
cpenuumTea QyHkuuja v (£) u A(f), y CKnagy ca Texmom Ja ce
OBO YYHHH H y OCTaJIHM HHBEDCHHM CTaBOBHMAa OBE€ BDPCTe, KOjy cam
MHCA0 MCTAaKao y jexuom pedepaty o oroM npo6aemy [3]. Osaxas
pasMaK KOHBEPreHUHjeé NoKasyje HemocpefHO AYXKHHY pasMaxa KoH-
BEpPreHnHje M YraasHOM — 6ap acCUMOTOTCKH — HMa HCTY BPERHOCT
Kao u pasmak ca v {AA(f)}, a y no6uBeH:nM Pe3YJATATHMA C€ CKCILIH-
IUTHO BUXM MMOBE3AHOCT THX Pe3yaTaTa ca AYXHHOM pPa3Maka KOH-
Bepresuyje.

Ha xpajy paxa nahy nexe npumexnbe o oBom npobiaemy.

2. 3a Cesaro-By 306uMp/bHBOCT NPBOT PeJia, Tj. 338 ADHTMETHUKY
cpenuny, umams GHCMO:

CrtaB 1. Hexa je s(f) diynkyuja orpanusene Bapujayuje y
CBAKOM KOHAYHOM DA3MAKY U HeKa je

s(x-s(x) > -w(), ¢>0, (3)
AL xte X
¢ (x)
dpu vemy moHomone iyHryuje ¢ (x) 3ad0BobABA YCAOBE:
e () >1, <p(x+ﬁi‘(§)<1v<p(x>, 1 oo, @
Tada us
1 f s (f) dt=0(1), x>0, 2%)
* 0
caedu .
s(x)=0{Vo(x)}. )

Pagu noxasa hemo yseTd HHM3 Ta4aKa X, X;, Xs,...Xn, JAedu-
HHCaH PEKYPEHTHO, H TO

Xy4y=Xy+€- Xy s V=o,1,2,..., Xg=X. (6)
‘P(xv) '
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Tana
X 00 (1 o0), (7).

jep je xy.q>x, ¥ Kaxa 6u 6ua0 x,,-aE, npema (6) 6u Guio.

§=E+e £ >&.
¢ ()
Kana pexypeurny se3y (6) nanumemo y 06GJuKy
(xv+1 - xv)q)_@ =&,
cafupameM J0oOHBAMO ’
ne={(x, - x)w—) + (x5~ x,)c—P—(ﬁ)—+ o e+ (X = Xymy) — LACIE
X 1 Xn-1

-plx )[(x1~x)+(x2—t,) a (P(xl)’l' +(xp = Xp—yg) — x_ @ (¥n- ’)]

( ) xll—1 ’Cn—l
OTY A3, aKo je

poy X e 8
SR ®
Ouhie npema (4)
ne<N“’~"‘—’[(x,—x)+(x2—x1)i+- P P . ]<
x Xy Xn-zx )
<Nz - x|
HaxJjge
sgN%’i)(xn—x). ©)

OsBaj hemo ONHOC KacHUje MCKODHCTHTH, 4 cafa Aa NPHCTYMHMO
ycaoBy (2). i3 mera caexu

x x, x

fs(t)dt=f s(t)dt—fs(t)dt M +x),

rae je M Heku cranan 6poj, Te je

*n

M (x+x,) > f [s (6) = s ()]t + 5 (%) (% = £) =

n—=1 xpyq

-> f[s(t)—s(x)]dt+s(x)(xn—x)-

v=0 x, .
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OBne hemo y cBakom uuTerpany v+1 nyTa npuMEHHTH YC/IOB KOH-
Beprennuje (3), wro he xatu

n—1 Xy
(= %) § ()~ M (xn+ %) < w (€) 2(v+1)fdt.
v=0 xy

3a v+1 ce moxe MCKOPUCTHTH oAHoc (9), yseBwiu NpuTom y 063up
Ja je x4 < X,, na he ce nobutn

(x,,—x)s(x)gM(xn+x)+3v—§5—)N?l’(c—x—) (xn - %) Z(xv“ -x,),
Tj.

2 Xn—X
S MM 2 s N2 (. T,

C o63upom Ha (7) u (8) moxemo y3eru
X . Xp—X 1 ,
=X+ =, T}. = =,
Vo (x) X Vo(x)
yuMe YCNOCTaB/baMO Haj60/by PaBHOTEXY Yy Op3unu pamhema nsajy

M3pa3a C JIeCHe CTpaHe mociefme Hejennauywne. Tume he Ta Hejenua-
4YHHA JaTH NpBu Aeo TBphemwa crasa 1, Haume

Xn

(10)

5 (x) <M+[2 M+NW§8)]V$(§)‘_ 1)

Ja 6ucMo poGuam Apyry cTpany Hejexnadnmne, nohkm hemo Ha
HCTH HayuH Of ycnaoBa (2), OAHOCHO OJ

fs () dt > - M (x+x,)

x

HIH

f[s () -5 (£)] A2 5 (%) (xn — X) + M (X, +%).

Osze hemo, MCTO Kao ¥ rope, BHIIE NyTa APUMEHUTH ycinoB (3), a
3aTuM Ha n-—v+1 npumenutd (9), na hemo caugHuUM nyTeM A06HTH

2 Xp— X
s(xn)_>—M-’—cn—f§——M—N-wis)cp(x),- 2
uay, ¢ o63upom Ha spepsoct (10),
~s e <M+ 2+ NI VB3, (12)

WTO HAM — Y3eBIIM y 063HpP M MOHOTOHMjY (QYHKUHje ¢ — 33j€AHO
ca (11) norBphyje cras 1.




O HexkuM acHMNTOTCKUM HHBepCHjaMa 87

3. Oxrosapajyhn crTaB 3a 36upbuBOCT (C, k) raacu
CraB 2. Hexa je s(t) diyuxyuja oipanuyene sapujayuje y cBaKos
KOHUYHOM DA3MAKY U Hexa uchymasa ycaos (3) ca

0()>1, ¢(itx [0 F)<Ne () oo (13
Taoa u3
k! k x t k—1
5 Sk (x)=?f(1-?) s(f) dt=0(1), x>0, (14)
0
{20e je k yeo 6poj) caedu
et 15
5 ()= 0 {[o ()] 7). (12)
Paxn nokasa osor craBa nocayxuhemo ce oGpaciem
h h h
Ek(x)= ff oL 'fs(x+f1+t2+ « o t)dt dly - - - dty=
00 0
&
=2(_1)"—”(kfv)sk (ctvh), (16)
v=0

KO0ju ce 3a ueno k nako nokasyje mupykuujom ([1], ctp. 23).
Kapa je x medunncano nomohy (6), 3akmby4no ca

Xp=X+x-[p (x)JVe+H, (17)
# Kala y3MeMo
h= ""k" X, (18)
ouhe (ycaex ¢ >1)
h=0 (x).

¥Y3memo au 3atem y 063up Aa je mpema (14)
Sk (x)=0 (x¥),

Sk (x+v h)=0(x*),
fia npeMa TOME M

- M xk < S () <M x*, (19)
TAe je M nexu xonayan 6poj.
Kako je t,<Ch t,<<h.. &uh T X+t+e +BSIX+HRA=Xp
To hemo oX X #G® X, MohM ynorpe6uTH ycaoB koHeprenmuje (3)
Mawe o4 n nyTa, 36or yera hemo NOGHTH
{s(x+t_1+ co o tt)-s(X)>=-nw(s), (20)
lsxa)~s(x+t+ - - - +t)>=—-nw(e).
Hurerpumyhu % nyra y rpanunama (0, k), npsa he HejeaHaquua,
npema o3nanu (16), aaru
Sy (x) =—nw () k*+s (x)h*

H6uhie n
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wto 3ajenno ca (9) u (19) maje
s <PONeE 4 (-’i>kM.
€ X h

CraBumMo s 3a x, u h BpeasocTd (17) u (18), osa he HejegHauuua
nocrata

S <NED (9017 + ML ()]

HIN
k

s<x)<[/vf-(“‘—) +Mkk][<p<x)1“‘?=‘ @1)

HMuterpumytn satum apyry nejensauusy (20) & nyra y rpauu-
uama (0, h), Ha cruuan HauuH hemMo CTBOPUTH HEjeJHAUYUHY

w (€) p(x) k
. s(x")>~N7T.(x"_x)_M(7z_) ”
Tj.

-s(x,,)g[zvﬂg’l +Mk"][cp(x)]m, (22)

wro 3ajefHo ca (21) u ¢ 0o63upom Ha MOHOTOHHMjYy (ysKnuje ¢ no-
notephyje cras 2,

4. OBa nBa cTaBa, 3ajefH0 ca momeHyTum [2] crasoM o Jlanaa-
COBOM HuHTErpany, notephyjy y onmrujeM O6GJHKy 3aKbyuxe npo@.
Kapamare ([1], ctp. 18) na pesyaraTu OBaKkee BpCTe MOry ja IoO-
CIyXe Ka0 MEpHJO jauWHE KOHBApPreHnuje oArosapajyhux moctynaka
36up/buBoCTH. [l03HATO je HAWME Na KA0 MPBO MEPWIO 3a ynopehu-
Bab€ PA3JIKYUTHX MOCTynaKka 36HPJLUBOCTH CAYXKH IHUXOB HOPMAJNHA
(umu ,xapakrepucTuunu, [3]) pasmak KoHBepresudje, Tj. pasMak y
KoMe MOpa GMTH 33/0BOJbeH yCJOB KOHBEpIeHnuje, Ma JAa Ce u3 orpa-
HAYEHOCTH (MM KOHBEPreHmuje) 36upa JHOGUBEHOT THUM IOCTYIKOM
3aK/bYy44 HA OrpaHUYEHOCT (MJAH KOHBEprenuujy) came Qysxnuje. Anm
0BO Mepuso je Bpao cnabo, jep MHOrH BPJAO DA3NHYHTH MOCTYNIH
MMajy MCTH HOpDManH# pasmak Koueeprenuuje. Hanp. sa Cesaro-se
nocTynke mpeor, APyror.... B Makor pexa, kao u 3a Abel-oB no-
CTynaK, NOCTOjH MCTH HOPMAaJHM Da3MaK Konseprenuuje (x, x-+ex).

Fopwn cTaBoBH HaM mpyxKajy Apyro, npenusuuje, mepuiao. Jlo-
BO/bHO j€ CaMO ymopeiauTH Jo6uBeHe pe3yiaTaTe, ONHOCHO CTENEHE
Koz ¢ (x), ma JAa ce TO BUAU, HAUME :

Cesar-os 36up npsor pena (C,)..... [ (x)]"

k
Cesar-os 36up k-tor pexa (Cy)..... fp(x)] Jies
Abel-oB 36up (Coo,A)..... [e(x)]*
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Yxoanko je oBaj crenen Behu yroauko je dynkuuja s(x) croGoxnuja
|y OCHHAOBalkY, TE YTOAHKO Taj NOCTYyNaK 36HP/bHBOCTH 0GyXBaTa:
WHPpH Kpyr ¢yHKuHja, naxiae jauw je. [Ipema Tome, ropwe 36HpIbH-
BOCTH IO jauuHH HAY penom (moueB ox Hajcnabuje) .....: C,, C,,
cereiChy ... AL

Jla 6u ropwme mepuao GHJIO peanHo, NOTpebHO je nokasard u
la cy KOOHBEHH PE3yATATH HAjOpEeLH3HHjH MOryhu, Tj. Aa uMa QyHK-
nuja Koje cy 36uppHBe OAroBapajyhuM IMOCTYNKOM, 3aL0BO/baBajy
CBe nOTpefHe yCJAOBE. 4 MOHAamajy CE€ MECTHMHYHO KAo TpaHHYHe
dyuxiuje u3 ropwux crasosa. [Ipod. Kapamara je xao Takas npumep
3a Cesaro-sy 36upspuBocT npsor pema ([1], ctp. 22), a y mom
pany ([2], crp. 41) mat je npumep 3a Ab el-oBy 36upsbuBOCT.

Onwrhje peweme npobiema — HAMME OHO MITO CE€ MOXKE 3a-
K/byuuTH O QYHKIHUjH 36MpJbHBOj onpeljeHHM NoCTynKoM, KaJ Ce 3Ha
Ja OHa 3aJ0BOJbABA YCJNOB KOHBEDPIeHIHj€ y Pa3MaKy YXKeM O HOp-
MaJHOT — CHyXHJI0 Ou 32 ynopelieme ADYrHX NOCTynaka 30HDJbH-
BOCTH, HAapOYHTO KaJ OHH HMMajy HCTH HOPMaJHHM pa3MaK KOHBep-
resuuje.

5. [Ipumen6a 1. O6auk (3) 32 pasmak KOHBEpreHLHje MO-
rOJiaH je 3aTO IUTO eKCIVIMIIATHO MOKA3yjeé KOJHKH je pa3Mak KOH-
BEpreHnHje M KOJNHKO j€ YXH OX HOPMaJHOr (X,x+€x). 3a jemny
ozpeheny kaacy ¢$yHKIHja Ce MOXe MOKA3aTH A2 j€ OH aCUMITOTCKH
jennak ca (x, v {AA(x)}, y xom 061HKY ce OGMUHO pa3MaKk y3uma y
onwTHjuM CraBosuma. 3a cBe dyHxmuje ¢ (x), xoje moxase y 063Hp
y BesH ca ¢ynknujama A (x), Tpe6a 0By acHMATOTCKY jeJHAKOCT TEK
JOKA43aTH, a BPJIO je BeDOBATHO XA OHA NOCTOjH CKOPO 6€3 HMKAaKBOT
orpaHHu€ma, jep Hu3 npumepa (B. [3]) nokasyje ma GUTHHX MPOTHB-
npuMepa HeMa.

Jpyra npepnoct o6auka (3) 3a pa3mak KOHBEpreHudje je y
TOME IUTO C€ HNOOHBEHH De3y.aTaTH H3PaXaBajy y HEmocpegHoj 3a-
BHCHOCTH O AYXKHHE Da3MaKa KOHBEpIeHIHje.

INpumen6a 2. MonoToHocT dyHKUHje ¢ (X) MOxe ce 3ame-
HHTH jeJHHM ONUITHjHM YCJOBOM, aJH OH TO XOKa3 yUHHHIO 3HATHO
KOMIIJIMKOBaHHM]HUM, @ CTBADHO HE OH NPYXKHIO HHKAKBY KOPHCT, jep
cy y oBaM npobiemuma 6uTHe Op3HHa pambema QYHKUH]e H MHPUHA
pasmaka KOHBeprenuuje (3a koje je JOBO/bHa MOHOTOHOCT (YyHK-
nuje ¢(x)), a HHCY OGuUTHA HeKa ClelujajaHa IOHAMIAMba.

[Ipumen6a 3. Hejegnauune (11) u (12), xao u (21) u (22),
nokasyjy na ce oBa xsa J — crasa MOly MPETBOPHTH y 0 — CTa-
BOBE, aJH MOJ NPETIOCTaBKOM

w{g)=o0(), €0,
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4uTo 64 jJakzae nano OArosapajyhe ,nakume“ o — crapose. Jla 6u ce
no6unu OHM 3HAuAjHM{H, ,Tewu“ (,tiefliegende*) o — crasosu no-
TPeOHO je HOKA3 H3MEHMTH TAKO A& ce 0 — 3aK/bYuaK HOGHje uum
je w(e)=o(1), e»0. Ho oBa u3smena noka3a 6u u3rnesa Guaa
:6UTHA, Tj. Ieo 64 JoKa3 A06u0 APyra OOGJHK.
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SUR CERTAINES THEOREMES INVERSES DE SOMMABILITE
DE CESARO

par BoZidar Popovi¢ (Beograd)

L’auteur poursuit le probléme (posé dans les fravaux [1] et [2])
sur la croissance assymptotique d’une fonction s(x), qui satisfait la
condition (2) ou (14), la condition (1) etant satisfaite dans un inter-
valle plus étroit que l'intervalle ,normale“ de convergence (qui cor-
respond & ce procédé de sommabillité). L'auteur prend cet intervalle

!
sous la forme (x.,x+s-_———cp?x) ); avec ¢(x)=x-{/\%cet intervalle est
presque égal a I’ intervalle habituel (x, v {X A (x}) (voir [3]). L’ inter-
® (x)
x
fonctions A (x) et v (x) — de quelle mesure il est plus court que
Yintervaile ,,normale~.

A Paide de la suite (6), sous la condition (8), 'auteur obtient
des relations (11) et (12), ce qui donne le

Théoréme 1. Si une foaction s (x), a variation bornée dans
chaque intervalle fini, satisfait la condition (3), tandis que la fonc-
tion monotene @(t) satisfait les conditions (4), alors de (2) il s'en-
suit (S). Puis en utilisant (16), olt & est déterminé par (18) et (17),
Pauteur glargit ce résultat aux sommabillités (C-k), c.ad. il obtient
le théoreme 2, d'apres lequel de (14) il & ensuit (13), Porsque k est
un nombre entier positif et ¢ (t) satisfait les conditions (13).

Avec les théorémes de cette espéce nous obtenons une mesure
pour la capacité de convergence de ceux procédés de sommabillité
qui ont un méme intervalle ,normale“ de convergence — par ex.
{x,2x) pour (C-1), (C~k), Abel.

walle (x,-x+,-s- ) montre mieux — et sans !intermédiaire des

T ——— T ————————



O HEKHM ITPOBJIEMHUMA CMJEUITABA
JAHWJIO BJAHYILA (3arpe6)

bA

Heka je Hexa naoxa y TPOJAUMEH3HOHANHOM EYKAMACKOM MpO-

€TOPY 3ahaHa jexHaiibama
x=1f(n,v), y=£5(uv), z="1(,v),

rije cy Xx,p,2 KapresujeBe npaBOKyTHE KOOpAUHATE
.a u u v napamerpu (Gauss-oBe KOODIHHATE) HA IVIOXH
HHjCKOT €JI€MEHTa Y MPOCTOPY XaH je u3pa3om

ds*=dx*+dy*+dz:.

YBpcTHMO M 3a ZudepeHnHjajse u3pase

dx=%%du+%—?—dv,
dy=%%—du+%—fvidv, \
dz=%—% du+%% dv,

1)

y npocropy,
. Kpagpar nu-

@)

(29)

Jo6uBaMO 33 KBaApAaT JIMHWjCKOr €JEMEHTA Ha MIOXH Audepennujanqy

¢opmy
ds*=g,dut+2g,dudv+g,, dv?,

rhje BEJHYMHE gy, £1a Log 3HAUE
AN CIAYNTIAN ]

on=(a) + () + ()
of, 0f, , 0f, 0f, A 0Of, 0f;

8254 0v T ouov T ou v’ (

0L\, (35, (05"
g22=(_0—17)+(¢)v)+(0v)' J

©)

(3a)
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Osom je pudepenusjaniom dpopmom ojzpehesa reomerpuja Ha
II0XH, Ma Kaxemo, Aa je TuMe JaHa MeTpUKa [J0Xe, WHAYUUPAHA
merpuxom (2) cmjemrtajaor (am6ujeHTHOr) MpoCTOpa.

Ho moXe ce Ha HeKOM OrpaHHUEHOM JHjeJy MJIOXE yMjeTHO
Jedunupary u GHIO KO_]a ApYyra MeTpuka THME, Aa Ce N0 BOJbH 0Aa-
6epy Heke (yHKUHjE g,;, G150 2, BAPHjaONa u,v W cMaTpa, Aa je
KBaJPAT JIHHHjCKOT eJieMeHTa

ds*=g, du*+2 g, dudv+g,dv:.

Tume oHJMa HA TOj MIOXH BpHUjeflW W J[PYyKuHja TEOMETpPHja, Koja
04rosapa 0xa6paHOM H3DA3y 3a NUHHJCKA €JEMEHT, OJHOCHO mpema
ToMe ofabpanoj AeduuHunuju 3a nybuHy [ds Jayka 6uA0 Koje Kpu-
Byme. Ho nupepenunjanna dopma 3a ds® oapeljyje camo kapakrep
reoMeTpUje y MajgoM, JOK CBOjCTBA TEOMETPHj€ Y BEJMKOM, HA Op.
HA HEKOj 3aTBOPEHOj M/IOXW, MOry OX4TH pasnuuura. Tako ce Ha mp.
y He NpPEBeNIUKUM JHjeNioBUMAa IMJOXe T3B. EAUNTHYKA TEOMETPHja
(jersa ox HeeyKAMICKHX reoMeTpHja) HE pasauxyje oj cdepue reo-
MeTpHje, KOja BPHjefld HA KYI/Id HA TeMeby METPHKE MHAYyLMpaHe Of,
eyKAMACKOT CMjeliTajHOr MPOCTOPa, y KOjeM ce Kyraa Hanasu, Ha-
30BEMO JH y AHAAOTH|H C eYKJHJCKOM reoMeTpujoM ,NpaBnuma‘“ reo-
IETCKE JMHM]e HA HEKOj NJIOXd, Tj. KPUBYJhe, KOj€ y CMHUCIy padyHa
Bapujanuja 3afoBO/baBajy 3axTieB 8 fds=0, 6uT he Ha Kyrau riasne
KPy2KHUIE ,npasua“. [lsa pasnuuuTa NMpaBHa CHjeKy ce OHAA YBHjeK
y JHBHje TOuKe. ¥ €JMNTHYKOj reOMETPHjH, HanpoTHB, ABA CE MpPaBUa.
CUjeKy CaMO Y jelHOj TOUKH.

U3 ¢yHKOuja g11, 1o, Zoe MOKE CE CATPANUTH H3P23, KOjU C&
3oBe (Gauss-oBa 3dKpuB/HEHOCT K:

. 1 0gu 08y 082 04 0ge \
K= 4(g11g22“g212)2{ “[ oy ov "2 ou ov +( du > ]+
081y 08y 0g,; 0gs 0g,, 94 ag:" 0512
+g12( du ov ov ou "*Tov —ov Tt ow Tov -
ag!2 ag2‘* + agu agz2 -9 Ogu ogﬂ + ogn ° -
“du Ov *| ou oOu du Odv ov
0? 02 0*
~2gi1 &0 - & 12)( gu -2 augd‘f' + o‘i’?)}. 4y

Taj je uspas muBapujanran ¢ 063upoM Ha O6uno kakee Tpadchopma-
HHje KOODPAYHATA HA MJOXH. ¥ T3B. HECYKAWACKUM reoMeTpHjama, Tj
y eIuATHYKOj reoMEeTPHjH, y XuUnepOoaHoj reomerpuju (reoMeTpuju’
JloGaueBckora) u y mUXOBY TPaHHYHOM Ciaydajy, Y €yKAuAcKoj (,na-
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pa6oaHoj“) reomeTpHju, K je KOHCTAHTaH HA IHje]0j NIAOXH, H TO
K=0 y eykmuackoj, K >0 y eauntuukoj 1 K <0 y xunep6oamuoj
reomeTpuju. ¥ ctepnoj reomerpuju ( reoMeTpHju Ha KyrJHu) BpPHjenH
K =-El;, rxe je R noaymjep kyrae. Hcnopenumo am cgepHy reo-
METDHjy € €JHNOTHYKOM, KOjO] je cBOjcTBEH HCTH K, BHIAHMO jou
jelHy pasauKy THX reomeTpHja y BeaukoM. ,[IpaBan“ je y oGje
reomerpuje 3arpopesa aunuja. Ho merosa je aymuna y cdepHoj

] 2n ] . .
reoMeTpHju 2R“=W’ LOK je y €IMnTHYKOj reOMeTPHjH caMoO No-
A
JIOBHIIA TOTa H3HGCA, Tj——.

VK

[ejamMo Ju 3aTBOPEHy MIOXY Kao LjeNHHy, HE MOKEMO Ha 0]
gedunupatn kakBy rof reomerpujy. Tako je memoryhe, Aa Ha uu-
TaBOj Kyrnu nedunupamo ds® Takas na O6yle K KOHCTaHTaH M Hera-
THBAaH. A HE MOXEMO Ha 0] Ae(DHHHDATH HHTH EJHIITHUKY reome-
Tpujy, npemaa ce oBa ox cdepHe yonhe He pasnukyje, ako ce
OrpaHNYHMO H2 HE MNpeBeJHK XHO KyrJaHHe nJjoxe (TOYHHje: Ha
TaKaB M0, KOjH HE€ CaJp)XaBa HHjeAaH nap AMjaMeTpPaJHHX TOYaKa).

3a moryhHoct, na ce Ha Hekoj naoXu AedHHHMPA METPHKA C
KoHcTauTHuM K JaHora npej3Haka, OJ1y4YHa j€ TOMOJIOMIKA OBE3aHOCT
Te mroxe. Tako npumjepume Kyria HMa APYKYH]y TONOJOIIKY MOBe-
3aHOCT HEro TOPYC, INTO C€ OYHTYj€ HA NP. y TOME JAa Ha TOPyCy
NOCTOjé 3aTBOPEHE KPHBYJbE, KOje Ce He Najy KOHTHHYHDAHO CTEeTHyTH
Ha jeAHy TOUYKY, HOK Ha KYIJau He mnocroje. [IBuje nioxe uMmajy HCTYy
TOMNOJOIIKY NMOBE3aHOCT, aKO CE€ MOTy HeNpeKuHyTum Aedopmanujama
NpeBecTH jegHa y Apyry. Taxo, penumo, €JAHnCOUN HMa HCTY TONO-
JIOIIKYy TOBE3aHOCT KAa0 KyIJa, ¥ Ha 1eMy ce Moxe jpedunuparu
MeTpHMKa ¢ KOoHCTaHTHHM K > 0.

MeTtpuxka K=0, Kkoja oxropapa €ykKauJICKOj reoMeTpuju Moryha
je Ha 5 TumoBa nJioOXxa, KOX ue€ra Y3uMaMo Yy OOG3HD M OTBOpEHE
nioxe, He camo 3atBopeHe. Te cy nuoxe: paBHuia, MObius-oBa Bpmua,
Basbak, Topyc B Klein-oBa nujeB. Hajnakme ux je xapakTepH3HpaTH
CXeMaTCKH Tako, Xa noheMo oJ NpaBOKYTHHKA (MAH KBAApaTa) H
HA3HAYUMO, Kako Tpeba mweroee py6ose cnojutd. Ako py6oBe HHKaKO
He CMajaMo, NPaBOKYTHHK je TONMOJOWKH €KBHBAJIEHTaH HEH3MjepHO]
paBuuHd. CnojUMO M jelaH mnap CynpoTHuX py6oB2 H3DPaBHO, Tj.
TaKO, Ja €€ cacTaHy BPXOBH, KOjH Cy Ha KpajeBMMa HCT€ CTDaHHIUE,
H06MBAMO Ba/baK (332 KOjH je TOMOJOIIKH CBEjelHO, 1a JHM j€ KOHaune
uan Hensmjepue aysbune). CrojuMo au jefan nap cynpoTHux py6osa
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YHaKPCT, T4KO Ja C€ €acTaHy BPXOBH, KOjU Cy Ha KpajeBuma HCTe
nujaronane, u3nasm MObius-osa Bpnma. CBe Cy 0BO OTBOPEHE ILIOXE.
Cuojumo nm 062 napa CynpoTHUX CTPAHMIIA H3PABHO, NOGUBAMO TOPYC.
Jejad map cynpoTHMX CTPaHMIA CMOjeH M3PaBHO, a JPYTH YHaKpCT
zaje Klein-oBy uwujes. Ha oBum ce nioxama Moxke AehHHHPATH €Y-

KAHACKA METPUKA.
Ravnina K=0
k<O

Valjak k=0
Méblusova k=0
vrpca

Torus k=0

—

Kleinova
cijev

\
1
\

g4 Projeklivna P,
L > ravnina

Eauntuuka metpuxa (Koja BpHjefH y €AHNTHYKO] H Y cdepHOj
reoMeTpHju) Moxe ce AeduHUPATH HA KYrWK K HA 3aTBOPEHO] IIOXH,
x0ja ce 06HYHO 30B€ ,NPOjeKTHBHA DaBHHHA“, a JOGHjeMO je ako y
npaBOXyTHHKY 06a cynporaa py6a cnojumo ysakpct. (Ilpersex Tux
naoxa euad Ha ca. 1). o ucTe nioxe ce Q0nasd, aKO Ceé HA KYIH

k=0

P~
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ulentudunupajy nujamerpanse touxe. To ce nako yBuha, ako ox:
Kyrie oxb6anumo noxosuny. Ha npeocranoj noaykyram cy ospa
TOuKE 0AGayeHe noJoBHIE Beh 3acTynaHe Kao WUXOBE AHjaMeTpanHe
tTouke. Tpe6a camo jom wuAEHTHOHULIUPATH IujaMeTPaJHE TOYKE HA
py©6y noxykyrae. 3aMHCAHMO JIH NOAYKYTJy Kao €nacTAuHy memGpany:
M 3aXBaTHMO 4 TOYKE ILE3MHA KpYyXHOra py6a, Na KX palIUPHMO:
T4KO, Na C€ py6 pacTerHe y KBajpaT, a MNOJyKYyr/ia pasByue y NO--
BpPIUMHY TOra KBaJipard, BHIAM C€ OAMAX, Aa nAeHTH(DHUHpAmE Cy-
NPOTHHX TOYaKa HA PyOy 3HAYHM CMNajalbe YHAaKPCT MapoBa CYMPOTHHX.
CTpaHuLa KBajpara.

MoryhHocr nedunupama Xunep6oJiHE METPHKE NMOCTOjM HA He--
M3MjEPHO. MHOTO TOMOJOIIKHX THIOBA mJ0Xa. Jexan je o6uuna pas-
HUHA, KOja C€ y TOM CaAyuajy 30Be ,XuUnepGoJHAa pPaBHUHA®, APYTY"
BPCTY 06/MKa KO6MBaMO, aKO KPO3 KyrJy NPOBPTAMO IBAa HIH BHIUE
KaHana (jegan xaman 64 Jao TOMOJOIIKH THN TOpyca). A mMa jow u:
apyrux Moryhsoctu [B. 1), crp. 331—348, nanoce crp. 343. Tamo
CNOMEHYTH ,, j€AHOCTPaHH TOPYC* je unaenruyad ¢ Klein-oBoM nujen]..

Tpeb6a osxje jom ucrahu jefHO 3aHHMJBHBO TOMOJOIUKO CBOjCTBO
n0xa. 3aMHCIMMO Ha IJIOXH MaJ€Hy 3aTBOPEHY KDHBY/bY M MPHIAjMO-
joj cmucao obunaxema. Ako je nemoryhe Ty KDHUBYJ/bY MOMAaKHYTH.
Ha IVIOXH TaKO, Ja Ce€ BPATH Yy NPBOTHHM MOJOXK2] N1a Aa jOoj ce cMuCao
o6uiaxema OO6DHyO, BeIHMO, JA j€ MA0X4a OPHjeHTAGHNHA; aKO je-
TO HanpoTHB Moryhe, nnoxa Huje opujenTabuina. OX COOMEHYTHX.
n10xa HHCYy opujeHra6unne Mobius-oBa Bpnua, Klein-osa nujes u.
npojexTuBHa paBHMHA2. OpujeHTabHAHE MJOXE€ Ce jom 30By H ABO--
CTpaHe, a HeopHjeHTabu/JHe ce 30By jemnocrpaHe niaoxe. OBo 3aro,.
jep 6u Ha HeopujenraGuaHoj mioxd (Ha mp., HAa Mobius-oBoj Bpnmum):
XHUBOTHIbHLA nia3ehu N0 NJIOXH MOrJa AOCHjeTH HA NPOTHBHY CTPaHy
nioxe (He npekopauuBiK py6 NJIoOXe, ako naoxa uma py6). Ilaoxa:
HMa JaKiae y HeKY PYKy ,CaMo jefHy CTpaHy“, OHa je jeaHOoCTpaHa..
Ho osaj je nHa3uB mpukiazan caMo OHJA, aKO j€ IJIOXa CMjewITe€HA Yy~
TpoAuMEeHEHOHATHOM NPOCTOPY, @ HeMa BHINE CMHCIA, Kaj IIOXY
3aMHCIHMO CMjELITEHy y HPOCTOPY OX BHUIE HEro TPH JHMEH3Hje.
Jla ce To cxBaTd, y3MMMO aHAJOTHH [0jaM 3a TBOPEBHHE, KOje HMajy"
3a jeqHy JumeH3njy mame. KpuByma Ha maoxu (Tj. cmjemreHa y
JABOJMMEH3HOHAJTHOM NPOCTOpPY) HMa JBHje CTpaHe Hiau ,006ane“, aKo-
3aMHCAHMO, Ja KpuBy/ba HasHauyje TOK Heke pujexe. Ho kpusyiba
y OPOCTOpY BHIIE HEMAa HHKAaKBHX ,06ana“. Mcro Tako u niaoxa y
npocTOpy OX 4 WiAM BHIIE AMMEH3Hja HeMa Bume ,crpasa‘. [lojam-
OpHjeHTaGUIHOCTH je, HAMPOTHB, HE3aBHCAH O CMjelTamy INIOXe, jep-
Ce THYE CaMO YHYTapiHX CBOjCTaBa CaMe IJOXe.
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[locrapma ce npame nurame, Aa JH Ce CHOMEHYTE I[UIOXE MOry
£MJECTHTH Yy TPOJHMEH3HOHAJHOM NPOCTOPY K40 MJOXe 6e3 CUHrY-
JAapuTeTa M camMonpoaupama. OrpaHduHMO Ce€ NpH TOM HA 3aTBOpEHE
du10xe. JacHo je, na je moryhe cmjecrutn xyray u topyc. Ho Huje
moryhe oBako cMjecTHTH npojexTuHy pasuuuy u Klein-oBy udjes-
(Y ca. 1 ce Bumm, Ka Te nuoxe came cebe npoxupy). Ho nosehamo
au 6poj AMMEH3HMja CMjelNTajHOr NMPOCTOPA, T€ c€ MoryhHocTu no6osb-
auasajy. Tako ce cBe HaBejeHe IJIOXE MOTY CMjeCTHTH Yy 4YeTBEPO-
JUMEH3UOHANHOM INpOCTOPY O6€3 CHHTYJ3PHTETa K CaMONPOAUpatHA.
Jlokasat hemo 3a nexke ciyuajeBe, KAKO Ce TO MOXKe.

[IpojeKTHBHA PAaBHMHA MOXE C€ MPENOYUTH y OOJHKY

. 1 . . 1 .
x;=c0s 2usin®y, x2=-_2—sm2usm2v, x8=—2—cosusm2v,

. .
X, = sin usin 2v.
Moxe ce nokasatu [b.2%), crp. 300], na Ta mioXa MMa TOMOJNOWKY
MIOBE3aHOCT MPOjEKTHBHE PAaBHUHE W Ja HEMa CHMHTYJAPUTETA HH Ca-
sMonpoaupama. EnumuHanuja napamerapa jAaje jensante

Xg (X% — X2)) = Xy Xg X4, X% X2+ x%p X%, 4 X%y X% = X, Xg X,

Tlnoxa je makae anrebapcka. Ho merpuka, KOjy y mYy Haaynupa
«CMjeIITAjHH EYKAMACKK MPOCTOP, HHj€ METPHKA EJHIITHYKE Treome-
TpHje, jep pauyH [npema (2), (2a), (3) u (32), raje camo Tpeba KOAATH
-yiaHoBe 3a f,] nokasyje, na Gauss-oBa 3akpuBbeHOCT K MIOXe HHje
KOHCTaHTHA. [lnoxa je Hakje TOMONOWKH JABOAUMEH3HOHAJHM €JHui-
THYKH npocTop (Tj. NpPoCTOpP, y KOjeM BpHjelAH €AHNTHIKA reome-
“TPHuja), a4 HUje ,H30METPHUYKH“ CMjelITeH, jep ce HHAYNHpaHa Me-
TPHKA HE MNOAyJapa ¢ EIUNTHYKOM METPHKOM, KOjy HAa TOj NIOXH
JKEJHMO IeQHHHPATH.

ITpoMoTpuMo fabe TOpyc, Ha Kojem ce Moxe nedunuparu’
€yKNUACKA METPHKA. JaCHO je, JAa ce TOpyC MOXe CmjeCcTuTH Beh y
“TPOAMMEH3UOHAJIHK NPOCTOp 6e3 CHHIyJNAPHTETAa M CaMOMPOJAHUPaLa,
.M Ce Y IbEMY HE MOXE CMjeCTHTH H3OMETDHUKHM, JaKie TaKo, Aa
[HHAynupana metpuka 6yae eykauacka. Ho To ce moxe y uersopo-
_JAHMEH3HOHaNHOM npoctopy. EBo Kako:

X, =COS &, Xg=Sinu, x;=C0S v, X,=Sinv, (5)

Jlako ce poxaxe [B.%), crp. 301-302], ma ce Touxe mmoxe mMory
y33jaMHO je€AHO3HAYHO M HEMPEKHHYTO NPHUAPYIKHTH TOUKAMA KBa-
.dpata ¢ Bpxosuma A (0,0), B(2x,0), C(2n.2x), D(0,2x), ako u,v
JMHTEPNPETHPAMO KA0 NPABOKYTHE KOOPAMHATE HETOBHX TOYaKa ¥y
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paBuumu. Tpe6a npu TOME cam0 WAEHTHQUUUDATH H3PABHO mapose
cynpotHux crpanuua. lla je merpuxa eyKIMACKA, BHIM Ceé J1aKo, jep
pauyH naje

ds?=dx2 +dx?+ dx%+dx?, = du®+ dv2.

Kako ce Klein-oBa nujeB moxe cmjecTHTH 6€3 CHHI'Y/IapHTETa H
CaMONpOJAUPaka y YETBEPOJMMEH3HOHANHM NpOCTOp, Hehemo oBxje
pacnpaput# [B. o Tome?), crp. 285). Ho mnaBect hemo 3anuMbuB
npuMjep H3OMETPUYKOra CMjeiTaBama Te naoxed). Jexuayte

X, =COS U COSV, Xy,=S5inuCoSsvV,
u

. .u 6
5 sin v, X,=2sin4-siny ®)

2

lajy nnoxy, koja je romoaomxu Klein-osa nujes. Osjaje cy crpanune
AB » CD xsazpata cnojese u3pasuo, a crpasune BC u DA yHagper.
3a uHpynupasy MeTpUKy KOOHBAMO H3pa3

ds?=du®+ (1 + 3 cos?v) dv?,
H aKO yBeJe€MO HOBH mapaMerap

t=f\/1+3coszvdv,

u31a3K eykAHAcKa Audepenuujansa dopma
dst=du*+det.

M oBa je nanoxa anre6apcka. Ho oma cama ce6e mpoaupe ys3nmyx
KPYXHHIE

Xg=2c0s

X2 +x%=1, x;=x,=0.

Huje TEWKO OX OBOra pe3yarata mnpHjehH Ha H3OMETPHYKO
cvjemTere 6€3 CaMONpOXHPAama, aKO Cé NOBHCH Opoj RHMEH3Hja
CmjemTajHor npocropa 3a jexan. Tpe6a camo xopmaTd Ha mp. jenHady

xs=V3cosv. N

Jlako ce ypuha, ja ce TONOJOWIKA NOBE33aHOCT HE MHjela, a U3pas
3a ds® nocraje
ds®=du*+4dv:.

t=2v

noxasyje, na ce pagu o eyxkauackoj merpuns. Opjje gakae He tTpeGa
HE Tpaucdopmanuja nomohy eaunTHsKora usrerpana. Camonpoxu-
pamte, Koje ce€ KOJ Tropter npuMjepa O4YHTYje THME, Ia BpUjeJHO-
creMa u=u;, v=0 ¥ B =tm, v=n OAroBapajy HCTE TOUKE IUIOXE)
HaHUME€ X;=COS Uy, X,=Sin iy, x;=x,~0, caga je necrano, jep je y
jenHoM cayuajy x;=1, a y apyrom x;= —1.

Canxa Tpascdopmanuja
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Tume je pakae eykiauupcka Klein-oBa pujeB cmjemtTena u3ome-
TPHUIKH H 63 CHHI'yJapuTeTa M CaMONPOAMPAWma Yy NETepOJLHMEH-
3HOHAMIHH EYKJIHACKH npocTop. OBa MoryhHOCT y pacnpaBd LHTHPAHO]
noxA®) HHUje crnoMenyra.

[Ipena3umo caxa Ha nurame, He 6 JHM C€ JBOAMMEH3HOHANHH
€MHNTHYKH NPOCTOP (MPOjeXTHBHA PABHHHA) MOTA0 H3OMETPHUKH CMje-
CTHTH y €yKaulAcku npocrop. To ycnmajesa, ako ra CMjecTHMO y me-
TePOXUMEH3HOHANHU npocTop?). Jexnanbe cy ose:

X, =—§—sin*usin2 Y, Xp= g—sin"’ucowv, x3=-§-sin2ucos v,

x4=§sin2ucos v, x5=14§R(%+cos2u). 8)

Iipu Tom je R=——VT_<-, Tj. TO je noaymjep Kyriae, Ha xojoj 6 Bpuje-
nuia ucra merpuka. Enmumunanmja napamerapa naje

X2+ x4 x4 X%, + x3 = E, Xt +x% = 1 (x5 - B.:)z,

3 3 V3

Xy (X%~ x%3) =2 X3 X5 X,. 9

HMa npse jenmay6e ce Buiu, Aa Ceé MI0Xa HANas¥ HA Xunepcdepu

¢ noaymjepom % CujemTena je aaxne yjeAHO y 4€TBEPOJAHMEH3HO-

nanuu chepun npocrop. [lnoxa je TakBa, Ha Cy CBe me3uHE TOUKE
paBHONpAaBHE, Tj. OHa ca CBaKe CBOjé TOYKE raefaHa HMa HCTH OGJIHK.
Ona ce Moxke y ceOd MOMHIATH, CAMYHO KAO Kyr/a, a TH CE MOMAMH
nobuBajy u3BjecHMM poranujama xunepcdepe, Ha KOjoj MAOXa JeXH.
Kao mamu 3aHMM/bHB MPHMjep U3OMETPHUKOr CMjeINTaBAIba@ Ha-
BeJUMO pEe3yJTaT, Aa C€ XMUnep6oJHA PaBHUHA MOXE H30METPHUKU M
6e3 cunrynapureTa ¥ camonponupama cMjectuta y Hilbert-os npo-
CTOpP, AaKAe Y eYKAHACKH NPOCTOP OJ HEH3MjepPHO MHOrO AMMEH3Hja®).
Hortuusne ¢dopmyae raace:

. 1 .
Xpn—yt i Xan ==v—r—-l(U+W)" (n2=1). (10)

PacraBmpame y peajH# ¥ WMArWHADHH AMO Jaje MapaMeTapcku o6MuK
jennay6u. Ilmoxa ce moxe nomuuath y cebu 6e3 xpedopmanuje.
E. Schmidt je n0Ka3a0, Ja y €yKAHACKOM NPOCTOPY KOHagHOr 6poja
muMeH3uja HeMa mnaoxe 6e3 CHHIYJ4pHUTETd H C KOHCTAHTHOM HEra-
TBHOM Gatiss-OBOM 3aKpuB/beHOWhY, KOja AONMYIUTA jeHOYAaHy rpyny
EYKIHACKHX Nomaka y cebu. Jla nu uMa TakBUX IJIOXa, 332 KoOje He
BpUjexu Taj yBjeT, H3raexa, A4 jOII HHje MO3HATO.
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Jlocan je 6un0 roBopa camMo O cMjewITaBalmy NIOXa, Tj. ABO-
JHUMEH3HOHAJIHHX MPOCTOPA, HA KOjuMa Tpe6a Ja BPHjeXH EYKIHACKA
MNM jeIHa OF HeeYKNMACKUX METpHKa. HO Moxe ce TO mHTame no-
CTaBHTH M 33 NpOCTOPE OX BHIue xumen3uja. M oBxje 3aBucu o1 TO-
N0/IOHIKE NOBE3aHOCTH NOTHYHOra NMPOCTOPA, Ja JH C€ MOXE Ha IbeMy
JedudupaTu jeaua of pedeHux reomerpHja. EBo HekosuKo noxaraka®).

3a cBaku 6poj IuMEH3Hja n MMa KOHA4aH 6pOj OTBODEHHX H
KOHa4yaH 6pOj 3aTBOPEHHX EYKIHACKHX NPOCTODHHX OGJHKaA.

[TocToje TpPOAHMEH3HOHA/IHH 3aTBOPEHH NPOCTOPHH OOJHLH, 4
32 n_>1 HeWsMjepPHO MHOTO OTBOPEHHX.

3a rak (napas) 6poj AuMeH3Wja MOCTOjE€ €amMO JXBa ENHNTHUKA
obnuxa, chephu u eauntuuku npocrop. (EnunTuuxu npocrop ce Haj-
jenHocraBHuje neduHupa Tako, Aa ce y chepHoM mnpocropy [BHuie-
JUMEH3HOHAJHOM a&HAJOTOHY Kyrie] umeHTHDuuupajy ZAujaMeTpaaHe
Touke). 3a sux (Henapan) 6poj AuMEH3Mja HMA OCHM DPEUYEHHX jOII
HEH3MjE€PHO MHOTO TONOJOWIKH DA3AHYATHX O06auKa ¢ moryhuowhy
€JIMNTHYKE METpHKe,

H osaje ce Moxke nOCTaBUTH NHTamE€ H3OMETPHYKOr CMjewITa-
Bama 6e3 CHHryJapuTera y BHINM eyKAuAckH mpocrop. Hasecr hemo
pesyarare 3a eJHNTHYKE mpoOCTOpE?).

EnunTHuku npocTop OX n ZMMEH3Hja MOXE C€ CMjeCTHTH H30-
METPHUKH ¥ 6e3 CHHI'YJIaDHTETA H CAMONPOJAHPALA Y €Y KIHACKH IPOCTOP
n(n+3:

0
% 2

JHMMeH3Huja M TO TaKO, Ja Ceé Haja3sW Ha xunepcdepw, na

je nmakae yjemno cmjemiten y cdepHH npocTop OX

Eﬂzﬂ -1 JUMEH-
3

auja. Ilajemo ¢opmyne camo 3a cnenujaavu caysaj n=3 [3a onhu
ciayuaj B. %) ]:

x1==§ sin? usin? v sin 2 w. Xga= !5- sin? u sin2y cos 2 w,
xs=-=-»-l2gsin2 usin 2 v sin w, Xy= 12?— sinfusin2 v cos w,
x5=y‘l—3Rsin24(%—+cos2v), xea—g— sin 2 u sin v sin w,
x,=§-sin2usinvcosw, xa=!§~ sin2 g cos v,
x9=%(—12—+c052u), (11)

7%
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M osnje spujenu, ma cy cBe Touke paBHONMPaBHE, W Ha Ce NOM3NH
npocropa y cebu pmobusajy poramujama xunepcdepe, y Kojoj je

npocrop cmjewred. [loaymjep Te xumepcdepe je omzje \/—Z’—R, ay

onhem cayuajy n — IMMEH3HOHAMHOT eJMNTHIKOT MPOCTOPa \/5—,1—’_11_—2— R.
Ha ose pesyaraTe MOry ce Haj(0Be3aTH MHOra MHTAamba, HAMOCE,

n(n+3)

Ja a4 je MHHHMaNHH 6pOj NuMeH3uja, 3a KOju je TakBO cmje-

mtaBame Mmoryhe, u jga au jpase ¢gopmyne npencraBJbajy y: GHTHOCTH
(1j. 6e3 063npa nHa rubama u 3plaberna) jexnHy moryhsocr.
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UBER EINIGE EINBETTUNGSPROBLEME
von D. Blanu3a, (Zagreb)

Nach einer allgemeinen Einleitung werden einige bekannte Re-
sultate iiber isometrische Einbettung euklidischer und nichteuklidischer
Fldchenformen in euklidische Raume besprochen. Insbesondere wird
in Zusammenhang mit dem Tompkinsschen Beispiel®) einer isome-
trischen Einbettung des euklidischen Kieinschen Schlauches im R,, die
eine Selbstdurchdringung hat, darauf hingewiesen, dass man durch
eine leichte Erweiterung (7) seiner Formeln (6) eine isometrische
Einbettung ohne Selbstdurchdringung im R; erhlt. Schliesslich werden
die Resultate des Autors*) [(8), (9), (11)] betreffend die Einbetiung
elliptischer Rdume in euklidische besprochen.




COPEPHE KPHBE
BOJHCJIAB I'. ABAKYMOBUF (Beorpan)

1. Kpuse
t=t()
={x@®, v@®, z()}
H NOBpIIHHE
t=t(u,v)

={x (ll, V)) y (”: V), Z(ll, V) }
0 KOjuMa je oBAE ped peryJapHe cy y CMHCIy RudepeHinujaine reo-
merpuje. ¥ moraely KpHBHX TO 3Ha4H Xa pyukumje x (£), y (9) u z(¢)
HMajy H3BOXE NO { MPOH3BOJ/LHO BEJIMKOr pela H HAa je

[t@|#0,
a y noraeny mospmuna Aa Qynxuuje x (u,v), y(u,v) u z(z,v) umajy
napuujaiHe H3BOJAE IO 4 H v NPOM3BO/HLHO BEJIHKOr pexa u Ja je y
CBHM TaukaMa MOCMAaTpaHe HOBpUIHHE

lruxrvl # O ’
Tj. Xa C€ Mpexa NOBPLIHHE CACTOjH HCK/bYUHBO M3 PEryJapHHX Tayaka.
3aTBOopeHy KpHBY KOja HeMa BHINECTPYKHX Tauaka 3pahy ,3a-
TBOp€Ha KpHBa“, a ,3aTBOPEHY KDHBY“ KOja JI€XKH HAa JIONTH MOJIY-
npeunuka 1 3Bahy ,cepHa kpusa“.

CdepHe HHEMKATpHCE TAHFEHTE W IJIaBHE HODMaje HeKe KpuBe
spahiy, kpatkohe panm, ,cpepHa ciuka TaHreHre“ u ,cepna ciuxa
ryiaBHeé Hopmane“.

Y Toky namer u3narama NPETNOCTaB/bAd C€ A2 3aTBOPEHE KPHBE
0 KOjuMa je OBJe pey HMajy OCOOGHHY Ha Cy mHXOBe c(epHe CIHKE
(Tanrenre u riuaBHE HOpMaae) cgepHe KpDHBE y CMHCIy Hanpen xare
gedunumnuje.

2. Toaune 1842 C. G. Jacobi') xoka3ao je OBy Teopemy:

J. Cepra cauxa iaasHe HopMaae reKe 3aillBopere Kpuse Oeau
- fospwuny solille Ha 0Ba jedHaka Oe.a.

1) Jacobi C. G. J., 1842, Werke, Bd. 7, S. 39.
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Fongune 1934 npumeruo je W. Fenchel?) na je Teopema J ca-
JAp¥KaHa y OBOj TEOPEMH:

F.. Cepna cauxa mameniie Hexe cgepre Kpuse deau dospuuny
JAofilie Ha 0Ba jeOHara Oeqa.

Y § 5 noxasahy aa Baxm uHBEep3Hja oBe Teopeme. Ha Taj Hauuu
ZONa3HMO JO OBE TEopeMe: :

A. [a 6u cgiepna Kpusa v 6usa cdiepra cauka Manlenile HeKe
ciepre Kpuse Goiipebro je u 00BOHHO da Kpusa t Oeau [OBPULUHY
A0lifle Ha 08¢ Jednara Oeaa.

AKO KPUBOJMHHCKH HHTErPAN TOP3Hje T LYK 3ATBOPEHE KPHBE, T j.

T=$xds,

Ha30BeMO ,TOTanHA TOP3Hja“, Taza Baku oa Teopema W. Fenchel-a%):

F,. Tomasna iopsuja dyxc 3ailiBopete AuHuje npusuné JjedHaxa
fe nyau. '

Kao mto je W. Fenchel npumerno, oBa Teopema y Be3u ca
Gauss-Bonnet-osom Teopemom NoBoAH Ao Teopeme F,.

Ho » nasaBucHo ox ose mpumene, treopema F, je unrepecanTtsa
n3 oBor pasnora: Kako je Ha nonTtu (u y paBHM) CBaKa Kpupa —
JIMHMja KDUBHHE, TO je HyX CBaKe cdepHe (d 3aTBODEHE PaBHE) KPuBE
TOTaJHA TOP3Hja jeasaka Hyau. [locTaBma ce nurame Ja Ju je OBa
oco6K¥HA KAaPAaKTEPHCTHYHA 33 JONTy (M PaBaH), Tj. Ja JH Cy OBE NO-
BpIUMHE jefHE Koje umajy osy ocoGuny. ¥ § 6 nmoxasahy na je
3aHCTa TAKO, Tj. JA BaXH OBO:

Axo je Oyxc cBaxe 3ailisopeHe Kpuse Hexe HospuiuHe iHoliaara
mop3uja jeOnarxa wnyau, oHOa je osa Bospuura uiu 0eo Aollifie uasu
0eo0 pasHu.

Y Be3n ca Ranpex pedeHUM AONA3MMO LO OBE TeopeMe:

B. e 6u nHexa fiospuuna 6usa Oeo aoiile uau 0eo pasru, Ho-
fipebro je u doBosHO Oa je Mollasna ilop3uja Oy cBare 3alliBOpeHe
Kpuge jednara Hy.au.*)

3. 3a pasymeBame Jjajber uajarama NOTPE6GHO je Aa uuTanan
nosnaje caenehe xnacuune Teopeme, UMjH c€ NOKA3HM HANA3E Y CKOPO
CBaKOM YII6€HMKY IMu(epennujaise reoMerpuje.

1. (Gauss-Bonnet-osa Teopema Ha JjonTth). AKo ca ¢ o6enexumo
IyxXuHy nayka cdepue xpuse, ca D oHaj Jeo JONTE KOjH JEXH ca

?) Fenche! W., Uber einen Jacobischen Satz der Kurventheorie, Tohoku
Math. J. 39,(1934) p. 95—97.

3) Loc. cit, %)

4) Scherrer, Vierteljahr. Naturforsch. Ges, Ziirich 85 (1940) p. 40 —46.
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nese crpaHe cdepue kpuBe, a ca k, reOf€3UCKy KPHBHHY cdepre’
KpHBe, OHJa je

$hdo-2x f d0
npu wemy d O obenexana nospmnnl €JIEMEHT JIONTE.

2 (Bonnet). Topsuja t, reofesucka Top3uja v, ¥ yrao J usmehy
rJIaBHE HOpMaJne KpHBE H HOpMaJe Ha MOBPIIHHY Y KO0jOj KDHUBA JIEXH
B€33aHH Cy jeIHAYHHOM
dd
ds
npu uemMy S 03HAYaBa JAyXXHHY JyKa yOU€HE KpHBE.

3 (Bonnet). Axo ca E,F uw G o6enexumo Gauss-ose ene-
meHnTe npse Bpcre, a ca L, M u N Gauss-oBe eeMeHTE Apyre BpCTE,
oHza je

T=1,—

1)

|[Edu+Fdv Ldu+Mdv|
{Fdu+Gdv Mdu+NdV| )
ds*YEG-F?

4. [Ipe nero mrto npehem Ha jnoka3 crasoBa A M B, nokasahy
neaune pagu: ad 1° pma je reopema J campxana y Teopemu Fy; ad
2° na je Teopema F, nocnezuua Bonnet-oBux Teopema 2 u 3; ad
3% nma je teopema F, nociexuua (ajim He HemocpeaHa) Teopema F,.

1° QO6Genexumo ca t=1t'(s) OpT TaHreHTe yOQueHe 3aTBOPEHE
KpuBe ¢ (S). a ca ¢ nyxuHy Jayka opra {. Ha ocHoBy Teopeme Fy

Tg=

. di
chepHa ciaMka TaHreHTe KpHBE t Tj. OPTT Je14 NOBPIIHHY JONTE
]

Ha 1Ba jexHaxa xnena. Melyrum, opr -Z—t— je opT raaBHe HOpMaJie KpUBe
c

r(s).

2 lyx nuHHMje KDHBHHE TreOJe3HCKa TOP3Hja je jelHaKa HyJH
(jep je no medmHuUMjH AYK NUHHje KPHUBUHE OpOjUTE/b JECHE CTpaHe
o6pacua (2) jemmak ume). 360r (1) je, makae, Ayx 3aTBOpeHE /M-
HHje KDHBHHE

T= §-—ds=a -

npu uemy je J, yrao mamehy riaaBHe HOPMajle H HOpMane Ha MOBP”
KBy, @ 9, yrao u3Mely WCTHX NpaBuxX HaKOH OGHJACKa 3aTBOpEHE
aungje kpusuue. Ilakie,

== 12k=n
rae je k vexu neo 6poj.

Iy nuHHje KPHBHHE LEHTPH KPUBHHA HOPMAJIHHX mpeceka (y
CMEpPYy TaHTreHTe) Jexe ¢ jexHe crpaHe nospmuHe. OcuM TOra y
CBaKOj TAYKH MCTE KPUBE LIEHTPH KPHBHHA DaBHHX npeceka ( y cmepy
TAHreHTE) JIEXE y YHYTPALHOCTH JONTE KOja MPOJAa3sH KPO3 yOueHy
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T4UKy KpHBe, a IEHTap jOj C€ MNOKJama ca IEHTPOM KPHUBHHE HOD-
manHor npeceka (Meusnier-oBa teopema). To 3Hauu Aa UEHTPH KpH-
BUHE JIHHHje KDUBHMHE JIeXE CTaJHO C jeaHe crpane mospuuse. Crora
. . 7 b4 L 3n
je AyX JHdHje KPUBHHE CTAJHO HJH ——2—<&< -2—mm?<a<—2— .
Otyana cnemu ma je k=0,

3° Ako je t=t(s) Hexka cdepsa kpuBa, a t=tf(c) chepua
CIMKA IheHE TaHrente (npu dyemy s obenexaBa AYKHHY JyKa KpuBe
T a4 ¢ JYXHHY Jyka kpuse t), Tana mnocroju Takpa Gysknuja o (o)
Ja ce KpHBAa r MOXE HamucaTH y 06JuKy

6 -
T="To+ ft(c)oc'(o)dc, \ )
%
npu ueMy jé t, HeKH CTAJHH OpT.
3aucra, axko je Be3a u3Mely S 4 6 naTa jennauyHHOM S=c (o),
Taja je '

I,=cc'(o) ,

na je

S22 o) (), @)

OJaKJae ce HHTerpaunmjom no6usa obpasan (3).
Kako je y Hamem cayuajy opt t yjexuo opr Hopmaje Jonre Ha
KO0joj Jexu KpuBa {, TO je reojesucka KpuBHHAa KpuBe { jarta je-

JHAYHHOM .
kg = (to‘ tdd t) »

jep je, K40 mMTO je NO3HATO, TEONE3HCKA KPHUBHHA MEWIOBHTH IMpO-
M3BOJ BEKTOPA tq,tss U OPTa HODMaje Ha MOBPIUHHY.

36or (4) je
Yoo = ta of + ta"
- .
Toos = tos '+ 2 t5 o' + ',
Jaxne
(tc Too tocc) = (t fq tuc) a?
H

(thrcg)2=(tXta)2 at=ah,
jep je ts opT Tanrente opra t, ma je tXi, jeAHHMuaH BEKTOP.
[lpema TOMe, ako ca t o6GenexxuMO TOP3Hjy Kpuse r, Ouhe
(c o63upom 1na je o (c)#0)
T= (tc Tao rcmts)
(ruchm)z

_ (ttotor)
@)
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Haxane

§kgdc= —§rds.

IIpu ToMme je neBu KPUBOJMHHCKH HHTErpan y3eT Ayx cdepHe kpuse t,
a gecud Ayx cpepne kpuse tr. Kako je Ha jontH, Kao wro cmo Beh
pexaH, IyX CBaKe 3aTBODEHE KpDHBE TOTaJHAa TOP3Hja jeJHaKa HYyJH,
TO je necHu uuTerpaa jemHak Hyau. Crora je, Ha ocHoBy Q(auss-
Bounnet-ose Teopeme

z[ = 2x,

npy 4uemy D o3nHauaBa OHAj JA€O JIONTE KOjU JEXKH €a AECHe CTpaHe
cepne xpuse t. To 3suaud, chepHa kpusa 't H€au NMOBPLIMHY JOMNTE
Ha JBa jesHaka nena, WTO je M Tpebaso AOKaszaTH.

5. loxa3 teopeme A. Ilokasahy npeo: Hexa je v =1t (o) Hexa
cfepua Kpusa Gpu Yemy je 6 OpoCUHA IEHOL APKA; GKO €4 « = A (0)
o0esescumo Hexy Bpoussosky Fyuryujy (, nponseomﬂy“ y CMHCIY
HudepeHnujarae reoMeTpuje) u cilasumo

na npema ToMe H

880~ [(erered do, )

onoOa je cgepna Kpusa v cfiepra caAUKa 1AABHE HOpMaae Kpuse

R=R(c) = —f(rccos[3+(rd><r)sin3)adc. (6)

(Baxu u o6paTHo, Tj, axo je kpuBa tr cepHa CJHKaA INIaBHE HOPMaJe
HeKke kpuBe R, Taja moCTOjH Takea QyHKUHja o=c () Aa ce kpHBa R
MOxe HamucatH y o6auky (5). Melyrum, 3a noxas crasa A 0BO Ham
HHjé noTpebHO.)

Ako mudepedusjan nxyxuue ayka kpuse R obenexumo ca ds,
umahemo, ¢ 063upom Ha (6),

ds= +|Rs(0)| do
= +V(r, cos B+ (ryX1) sinB)?ja | do
= +|a(o)|do,

na je
ta% = £ (~1,C05 B —~(rsX1)Sing).
360r t2=1 je rerg=ry e =0; Aaxne
=2 (rX14e); (7
rae je A Heku ckanap. Kako je, 36or (5),
B’ = (ttyTas),
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TO CKaJapHUM MHOXemweM jexanauune (7) ca r, no6uBamo A= —1/8
na je p'ry=1, X t. JMaxkae

ty= £ {-1t45cOSB —(r;,dXt)sinB+ (tysin B - (rgXtr)cosB)p’}
= F {1ty +(rsX1) B’} cOS B. } ®)
360r tov,=0 u r*=1 je r-ryy= —1, nakne
TeXT= M (UX 1) KT =2 (g5~ T+Tgq) T) = M (too +1),
wTo 3ajeaHo ca (8) u AB'= -1 maje
ts={ 1o+ (tye+7) B'} COS B} ©)
= —1COSB.

Axo ce n o6enexumo opr riaBHe HopMane kpuse R, oHxa je
no jge(uHULHUjH
n=ts/|ts|= :ttd/ltdl’

na je, ¢ 063upom Ha (9), n= +r, mTo je U Tpe6Gano HKOKA3ATH.

- dR
Kako je t opt Tanresre opTaT , TO 2 GHCMO J0Ka3aju Teo-
s

pemy A, Tpe6a noKa3aTH jouml OBO:

Aro cgiepna Kpusa t Oeau @HoBpwuHy soliiie He 0Ba jeOHaxa
Oesa, onda je cepna cauxa MaHienille kpuse R, Koja je dedunucana
obpacyuma (5) u (6), 3ailisopena Kpusa.

Kako no npernocrasuu cpepHa kpusa t=1(6) Aen¥ MOBPLIKHY
JONTE Ha XBa jeJHaKa JeJa, TO je

fd0=2ﬂ,
D

Ipu Tome cmo ca D obenexuan OHaj AEO JIONTE KOjU JIEXH C JECHE
crpase cdepne kpuse r. Oryna ciexu Ha ocsoBy Gauss-Bonnet-ose
TeopeMe za je

$ &, do=0. (10)

Kako je opT t yjeAHo M opT HOpMajae HAa JONTY HA KOjOj KpuBa
nexu, TO je

kg=(tta Too)-
IIpema ToMme, aKo ca o, 06enexumMo Ayxuny chepue kpuse tr, onaa (10)
Io6uBa 0Baj OGJMMK:

Gy .
f(t T4 Tge) 6 =0.
]

C o63upom Ha (5) To 3Hauw xa Gyukuuja § (c) 3afoBO/bABA YCIOB

B (0) =8 (50) ’
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[Ipema Tome B (o) je mepuonuuHa ysxuuja ca nepuoxom o,. Oryna
crenu fa je opT TadresTe kpuse R, Tj. opT
%? = F{r,co8 B +(r,X1)sin B}

nepHOAMYaH OpPT, Tj. cdepHa clIMKa TaHreHTe kpuse R je 3arTso-
peHa KpHBa.

6. loxas Teopeme B. Cpaka 3aTBOpeHa KpHBa nocMaTpaHe mo-
BDLIHHE MOXE C€ HANHCATH ¥ O6GJHKY

u=u(t;n), v=v(4n)

[lpn Tome je n mapamerap nopoxune xpuBHX. [lapamerap ¢ ce MoOxe
TaKko u3abpaTH Aa 3a cBaKo 1 Gyxe

u(O;n)=u(l;n) u v(0;n)=v(l;n)

IIpu Tome s o6enexaBa AyxmHy Jayka youene kpuBe. Ha Taj Haamn
Bonnet-oB o6pasan (2) xo6usa 00aHK:

. .. . ds
ds={(EM-FL)YW@+(EN-LQ) uv+(FN-MQO)V} ——===
T ds={( )i+ ( )it v+ ) e
. .. . dt
={Au2+2Buv+Cv"’}Sf
=F(a,v, u,v,s)dt.
Hakiae

1
T=fF (g, v,u,v,5)dt.
v

Mo npernocTaBuM CBaKH OX OBHX HHTerpana Owhe jennak HyaH, Tj
CBaKa 3aTBOpEHa kpuBa naBahe uHTerpasy 7 ,eKCTpeMHy BpegHOCT“
jennaky nHyau. Crora he Euler-ose jegnauune

d d d
2Fr. _F,~0,%F, - F,-0,2F; - F,=0
dt “ dat ' 7 at° °

OBOr' ,BapuanuoHOr npo6aema“ (ca rpanuunum ycaosuma z (0)=u (1)

H v(0)=v(l)) 6uTn HHEEHTHYKH 3aXOBOJbEHE 33 CBE ,J03BOJbEHE®

¢yskuuje u uw v (Tj. 3aTBOpeHE KDHBE KOje Je€xe Ha NOBPIUMHH).
[Tpse mpe Euler-oBe jennauumne usraexajy oBako:

Auvs+(B,-Clu*s+Aus+Bvs—Aus-Bvs=0

(B.~ A)u2s+Cuiv+Bis+Cvs—Bus-Crs=0.
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Kaxo ¢ynknuje © m v moxeMo GupaTd NO BOJbH, TO TrOpHE
jeaHaduHe MOry OHMTH 3aJ0BOJbEHE CaMO OHIA aKO Cy CBH HHXOBH
KOe(UIMjeHTH HAEHTHYKH jeaHakd Hyau. [ToHaoco6 mopa Guru

. A=B=C=0,
Tj.
EM-FL=EN-LG=FN-M(U=0,

Ortyzna cnexu Ja je AUCKPUMHHAHTA jeXHAYUHE

(EG—F2)7;-;— (EN-2FM+L G)%JF(L N-M)=0 (11

HIACHTHUKH jenHaka Hyau. Haume
(EN-2FM+LGR-4(EG-FP)(LN-M)
=(EN-LGPF-4(EM-FL)Y(FN-MQ)=0.

Jegnauuna (11) je jemwaunda riaBHMX NOJYNPEYHHKA KpHBHHE-
[Tpema TomMe Cy Ha menoj noBpmuHM 06a riaBHA MONYNPEYHHKA KDH-
BAHe H3Mehly cefe jemHaka, Tj. mocMaTpaHa NOBPLIMHA C€ CACTOjH
MCK/bYUMBO H3 KPYXKHMX Tauyaka. Kako cy Kao IITO je mO3HAaTO, JIONTA
¥ paBaH jeiuHe IOBPIIMHE KOjé uMAjy OBy OCOOHMHY, TO je Hamia mo-
BPUIHHA WJH J€O0 JIONTE WAH A0 PABHH.

UBER GESCHLOSSENE KURVEN AUF DER KUGEL

Von Vojislav G. Avakumovi¢ (Beograd)

Bemerkungen iiber die W. Fenchelsche Fassung des Jacobischen
Satzes iiber das Hauptnormalenbild einer geschlossenen und doppel-
punktlosen Kurve. Der Fenchelsche Satz F,: Das Tangentenbild einer
geschlossenen sphdrischen Kurve begrenzt zwei fldchengleiche Teile
der Einheitskugel, wird folgendermassen ergénzt (Satzt A): Die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir dass die sphdrische Kurve
t das Tangentenbild einer geschlossenen und doppelpunktlosen sphd-
rischen Kurve sei — ist, dass v zwei flichengleiche Teile ‘der Einheits-
kugel begrenzt.

Anschliessend an den Fenchelschen Satz F,: Das Integral der
Windung einer geschlossenen Kriimmungslinie iiber die Bogenldinge
ist gleich Null, wird bewiesen (Satz B): Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir dass eine Fldche ein Stiick einer Kugel bzw.
Ebene sei — ist, dass das Integral der Windung lings jeder geschlos-
senen Flichenkurve gleich Null ist. (Satz von Scherrer).




O MNPHUHUMITMMA UHOYKUIHJIE
HYPO KYPEMNA (3arpe6)

1. Mehy npusnunuMa MHAyKIMje CBaKaKO je HajBaXcHHjH:

[Ipunnun nornyHe (ToTanHe) HHAYKIH]€E, a IIaCH OBAKO:
Axo Heka TBpAWa 3aBHCH OX NpHPOJHHX O6pojesa, na aKko je OHa
HCTHHATA 33 6pOj 1; aKkO M3 HCTHHHUTOCTH TBPAH:€ 3a MPUPOAHHU 6POj N
CHAHjeM HEHa HCTHHHTOIT 3a NPHPOXHu 6poj n+1, oHZA je NOTHYHA
TBPJAIbA HCTHHUTA 32 CBaKH NPHPOAHH 6poOj.

Taj uctu npunnun Moxkemo u3pehu M OBaKO: 03HaYHMO JH Ca
N (1.1)

CKyNl CBHX NpHpOINHHX 6pojeBa, a ca M CKyn CBHX NpHpOIHHX G6po-
jeBa 3a Koje je TBpAWA MCTHHHTA, Taga je HapaBHo M muo ckynma N:

MEN. (1.2)
K Tome cy npema ropwmemy HCOymeHa OBa IBa YCJ0Ba:
1. I. 1e€M (7j. TBpama je mcrunura 3a 6poj 1);
1. 1. u3 n€e M canjenu n+1€ M (1j. uum je TBpAHA HCTHHHTA
3a Hekd 6pOj n, HCTHHHTA je OHA W 3a n+1).
32§be'-lal( je onzma osaj:
R

AAAAA

%g*a M=N (a e camo MEN).

Jlpyrum pujeunma, KOX NpPHHIMNA TOTalnHE MHAYKIHje pajd ce O
TOME, ZIa y3 ropma xea ycaosa 1.1., 1.1l cBaku M SN HyxHO ce
nopysaapa ca uurasuM N. Ha Taj Hauus, npuHOHN Hcka3yje H3BjecTaH
HAYHH HCOPI/bHBAIKA CKyna N:

1eM (no cojety I), 2e M (jepje 1€ M nanoll u 14+1€M),
3eM (jep je 3=2+1 na u3 2e M no Il caujenu 2+1€ M ura.).

BuzuMo, Na y CBOjOj CYIUTHHH NPHHIMN MNOTNYHe HHAYKHH]E
3HAYM HCTO IITO M caMO Opojarse. 3aTO ra MHOTH MaTeMaTHYapH H
CTaBJ/ba3jy KA0 OCHOBHH JIOTHYKO-MAaTEMaTHUKH CYX, KOjH C€ He MOXe
Jnokasath. CaMo ce mpuToM HRak MopaMo 3anuTaTh: ,llra cy npu-
poxnHu 6pojeBu?“



110 Bypo Kypena

Heduuumyhn npuponne 6pojeBe kao riaaBHe (KapAuHaise) 6po-
jéBE KOHaYHuX CKynoBa MOXE Ce MIaK NPUHIMN TOTANHE HHAYKuHje
nornyso nokasatu (B. Kypemna [2]). O Torannoj maAyKIHju BuiH
takohep: b. [leTponunjesuh [4] u M. [Tonaguth [5)].

2. llpo6aem ucupnmbema 3afava ckyna. Moxemo no-
CTaBUTH OBO NHTal€: HEKA je 3aJaH HEeKH CKyn S u meroB nuo M,
JaKne

McS; 2.1)
Kaja cMO ocurypasd na he 6uty M=S u Tume ckyn S 6utH HCupn-
BbeH 10 CBOje mocieAmwme Tauke nomohy cxkyma M? Jpyrum pujeunma,
Ta je noTpe6HO M JOBOMHO na Aa u3 M S8 caujenu M=S?

Teopem 2. 1. [laus M ES caujedu M=S§ mpeba, a u dociia je

0a u3 cucmiema?) ’
XEM, X8

caujedn X, EM 3a 6ap jedan cxyi X,o X. Jpyram pujeduma, aum

M canpxu nekn ckynm X cajpxku OH M joml oncexHuju ckym X,,

ykoauko Beh ckynom X HHje ucupn/beHa ydTaBa noxaora S.

Jloka3 je BaHpemso INPOCT.

Ycnos je morpe6an. Heka je M=S; ako je Tama X EM, X#S
zakne X c M, canpxu M u cxkyn So X, jep je no xunoresu M=S;
npemMa TOME H0BOJBHO je cTaBuTH X,=S, na Jia ce BHUAH Aa j€ yCJIOB
Teopema norpedaH.

¥cnos Teopema je u poBosbaH. Osnauumo naume ca @ oburem
cBux ckynosa X &8 koju cy cagpxasun y M; npema TOM€ ORHOCH

XES, XEM ©.2)
Xed 2.3)

mehjyco6uo cy papdonpaBau. Ho, omatne nenocpenwo camjenu, Aa
je # cnoj

Te

UX, (XeD), (2.4)

Tj. CKyNll CBHX Tauaka koje ce Hanade y Gap jeauom X € O, rakohep
cagpxad y M. Tepaumo ja je ckyn (2.4) umeHTHYaH Ca 3aJaHEM
ckynom S.
Y o6GpuyToM cayuajy, Mo ycJAOBUMa TeOpeMa, OCTOjao 6u jenan
jonl ONCexHUju CKym
' : Y (2.5)
(penumo cxyn (2.4.), Y ropmoj 03HAIM) €2 CBOjCTBOM
YEM.

1) Tpe6a mpxkaTH Ha YMYy Aa je no KOHBEHUHjH TMPa3aH CKYN ¥ CalpxaH y
CBAKOM CKyMNy.
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Ho tume 6u no nedununuju ckyna ¢ 6uno Y € ®, na xakne u
Y &(2.4), nporuHo Tome Aa je Y=(2.4),> (2.4), jep je no mper-
nocrasuy (2.4) < S.

Tume je Teopem 2.1 mokasas.

Fbume ce uckasyje, xa ce ckyn S MOXe HCHPICTH IPEKO CBOjHX
nujenosa. O ToME KaKBH Cy TH AMjeNOBH, TEOPEM HE KaXe HHINTA,
HuTH y onhem ciyuajy moxke xa wrorox kaxe. Ho, ako je ckyn S
u3BjecHe crnenujanne rpahe, mohu he ce HemTo kasatH u O ,KOMa-
IuMa“ X NMPeKO KOjuX MOXKEMO Jo mocaelme Tauke ucupnerd S. Hac
he oBxje oco6uTo 3aHMMAaTH caydaj, Kax je ckyn S cHabxjeBeH H3Be-
cuum ypehemem.

3. Onhu npUHIOHN HHAYKIOHje: HCUPN/bHUBAKLE JjenH-
MuyHO ypehenunx ckynosa: Heka je S oxu. (S;<C) 6u10 Kakas
Ajenrumuudo ypehen ckym!) Meljy Aujenosuma ckyna S ucrTHuy ce
T3B. dZoveilinu Komadu ckyia S.

Jdedpununuja 3.1. [Tox noveTHum KoMaxoM xjeruMHaIHO ypehena
ckyna S pasymujeBamMo cBaku cKyn K S S Koju uMa OBO CBOjCTBO:
uaM K cagpxu HeKy Tauky x, caapxu K u ckyn (- oo, Xx)s €BHX
Tayaka u3 S Koje Jiexe HCnpen X, ONEPATHBHO:

u3 x € K camjenu (- o0,x)s E K.

Ipasnu ckyn (vakuum) v kao u cam ckyn S cmatpamo Takohep (He-
1paBUM) NOYETHUM KOMAaZOM ckyma S.
CinaHo ce yBOAHM NojaM 3aBpIIHMX Komaaa ckyna S. [louyeTHH
H 3aBPLIHH KOMajAu 30By C€ jeXHHM HMEHOM Kpajtwiu Komaldu cxkyda S.
Tako Ha np. 3a cBaku @ S ckyn (- oo, a)s je oxpehen nmoueran Komasn
o4 S; HCTO BaxH 3a cKynm (— oo,a]s cBux x 3 S 3a koju je x<a.
Jedpununuja 3.2. [Ipasuu ckynm H CKyHOBH

(=00, x)s, (—o0,x]s, (¥35)

30By ce jeduociasHu (eaemeHlapHu) GoyellHu Komadu ckylia S.

3a BjexOy HeKa 4MTanall JHOK4Xe Ja OJCTPamHBaleM H3 S
HEKOT MOYeTHOr (3aBPWHOr) KOMaZa NpeocTaje oJpeheH 3aBpIUHH
(nouernu) xomanm ckyna S. Hamomenyhemo ycnyT, Za ce noumame
pesa MM npecjeka HMAH ceuHpame y ckyny (S; <) Teme/bH Ha mO-
HMamy Kpajiux KOMaja Tora CKyna, jep ce moj omhum pe3oM ckyna
(S; <) pasymujeBa CBaKO pacTaBbame TOra CKyna Ha noyeTHu (sa-
BPIIHH) KOMaX CKyna u Ha oAroBapajyhH npeocTaTtak ckyma S; y
CAyyajy Kaji HUjelaH oj Ta JBa CKyna (KOMMOHEHTe pe3a) HHje mycT,
rOBOpH c€ 0 JJeIeKHHZOBOM pE3Y.

1) ¥ HoBuje BpujeMe CBe BHIUE NpPOXHDE OBa TEPMHHONOTHja: ypeheH cKyn
(= mocanauby: AjeTHMHYHO WIW mapudjaaso ypehen); notnmyHo (nocse) ypehes Mjecto
Rocamalmer: ypeheH; noTnyHo HeypeheH WaH aHTH-ypeheH: KOjH HeMa Da3jHYHTHX
ynopel/bHBHX Taudka,
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Teopem 3.1. (odhu punyull undyryuje 3a Ojesumusro ypehene
cxytioge). (8. Kypena [1} n. 23 Teop. 1). Hexa je S apoussosman
Ojesumuuno ypeben ckyi; 0a us MES caujedu M=S, ipeba a u
docilia je, 0a cKyl M uma oBo cpojciliBo: u3 uurweruye da M cadpxcu
ussjeciian floyeilian Komad K cxyilla S caujedu, yxoaurxo sek Huje
K.=S, da M cadpxcu ussjeciian Boyelinu xomad K,> K cryida S.

Joxas je BpnO jeAHOCTaBaH H MOTNYHO CJAHYAH Ca XOKA30M TEO-
pema 2.1; cAM4HOCT y NOKA3MBAIY TEME/HH C€ HA OBOj OYHIVIERHO]
uumenunu: ciioj (yauja) 00 Ouso Konuxo BoyeliHux Komada djesu-
MUYHO ypefeHa cxylia oileill je odpehen Boueillan Komad iloia cKyiia.

Ho noweran komax onher ckyna (S;<C) Moxe MMaTH BpJAO 3a-
MpIIeH cacTas. Taxko Ha np. ako pafuMo C ypehesum ckynom R pa-
nuoHanHux OpojeBa, noueTHu ce meroB komax (- oo,0)r 6uTHO

pasnuKyje OJ MOYETHOr MEeroBa Komaja (— oo, V§)R; JOK je Hahme
npBH OJ HHX Moryhe okapakTepusupaTH mnoMohy jeaHor jexuHor
yAaHa u3 camor ckyia R, motne To 3a APYrH Komax Huje moryhe
yuuHuTH (HAa CIMYHOj nojasu Tememu ce JlenexkuHnmoBa TEOpHja Hpa-
IIMOHAJIHHX M peansux O6pojena). <

He ynaszehn y nama pasmatpama o ypehenum ckynosuma, orpa-
HHYMMO Ce HA MOTNyHO ypehene cxynose, Moxe Jau ce MOXJA CBaKH
nocse ypehen ckyn HCHPNCTH MPEKO CBOjHX €/€MEHTAPHHUX NMOYETHHX
Komaja? HapaBso na moxe, jep je ouuraejgso

S=U (- o0, x]s, (x€S).

Ho, 1o je BpJO cnemujanad HayuH OAA6HPaIba NOYETHHX jeXHOCTABHHX
komaja. Jla nu ce S nornyHo ucupmibyje, ako y Teopemy 3.1 nper-
NOCTaBHMO, /la CYy MOYETHH KOMAJH O KOjUMa je pHjey eJIeMEHTapPHHu?
He, xako To nokasyje npumjep ckyna R panuoHannux O6pojeBa u
cayuaj, Kaga npomarpamo jeOuno Boxeline Komade obauka

("‘°'°’ an)R,

NpUTOM je d&,,d;,... OGHIO KOjU CTPOro Yy3nasaH, a OrPaHHYEH Hu3
payuonaanux 6pojeBa Koju y ckyny R He KOHBEprupa; axko je r pe-
anan 6poj npeMa KOjeM TexH HU3 @,, MOXeMO CTaButhH M = (- oo, 1)y
M yBjepuTH c€ jia M 3an0BOJbaBa ycI0OBYy JAa uMM M canppiku ussje-
CTaH edemenlapar nod. xomax ox R caxgpxu M u jom oncexuuaju
NOUETHH edesmerliapar KoMal of R, A unak nuje M=R.

Mpumjen6a 3. 1. Yaramo any Teopemu 3. 1. cByna',3aBpman
MjecTo ,noueran“, mobuje ce omeT McnpaBHa H3pekal).

1) Hapasno na ce MpH HCHPI/bHBAKY CKYNA MOXEMO CIYXHTH W Ca HETOBHM
3aBPIIHHM KOMAaiHMa; AeQHHHLH]a OBHX je CAMYHA AehUHHIWjH NPBHX. YocTanoM
»33BPIIAR® ¥ cKymy (S;<<) je ucTo WITO M ,moyeTaH* y AyasHoM ypehewy (s; =) —
(cByna mjecto < m > mucaty > u <)
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4. Ilocse ypehenu cKyBosu Koju ce mory ucypiciiu jedHo-
cilasrum GoweliHum Komaduma (OACYCTBO HYTPAIlmHX NMOHOpPA y §).

Hdedpununuja 4. 1. Beau ce za je nocBe ypehen ckyn S 6es
HyTpamibux nowopa (lacune intérieure), axo xox cmakor [exe-
KHHACKOT pe3ama CKyna S (= pacTaBibame ckyna S Ha JBa nyHa Ouc-
jyHKTHAa KOMana, OX KOjUX je jefaH moOYeTaH, a IPYTH 3aBpIUdH), HE
MOXE C€ HECHTH, Na HHMTH NpBa KOMIIOHEHTa pe3a HeMa 3aBPIUHOT
HUTH JPYra KOMIIOHEHTA NMOYETHOT €NEMEHTa.

Hebununuja 4. 2. Beau ce, xa nocse ypehen ckyn S uma
Bopeun-XuH49uHn-0B0 cBOjCTBO, aKO 3a S BpHjedu OBaj HAYHH HC-
npn/LHBAKA:

IIpernocraska. Heka je M SS; nexa nagame ckyn M sano-
BO/baBa OBHM JBaMa YCJIOBHMA;

4. 1 M cagpxu 6ap jenas edemenifiapan noderas KoMas ckyna S;

4. I Axo M canpxu esesmeniiapay mnoueTHH Komald K ckyna,
na axo je K#S, nocroju esemerdiapan moueTad Koman K, ckyna S
ca CBOjCTBOM .

Kc Ky, EM.
3akmyuax: Tana je M=S.

Teopema 4. 1. [a Giocse ypehen cxyii S Oy0e 6e3 nylipawrux
fonopa, mpeba, a u docilia je 0a ckyii S Bocjedyje Bopen-Xwus-
u 1 H-080 cgojcimiso (ucn. Ky pemna [1] m 23. théor. 3).

U osora nyra noka3 je cauuaH ca AOKa3oM Teopema 2. 1., Kao
mTo HeMO ce 0AMax yBjepHTH.

YcnoB teopema 4. 1. je Hyx gaH: Heka je S Ouro
KakaB NOTNyHO ypeheH ckyn ca 6ap ABa ele€MEHTa H 6e3 HyTPauImHX
pyna; TBpAuMO, Aa ckyn S mocjenyje bopea-XMEuHHOBO CBOj-
€¢TBO Tj. Ka u3 M E 8§, 4. I, 4. Il crujenu M=S.

Heka je naume Y cnoj cBux eaeM. nod. Komaza K ckyna S 3a
koje je K S M; HapaBHO Y je moueraH KoMmai cKyna S, a caapxau
jey M:

YEM,

Axo je Y =S, crBap je rorosa, jep u3 S=YSMES canjenu
M=Y. Ho, mopa 6utu Y =S,

Hnaue 6u 6uno ¥ o S; npomarpajyhn Tazma pe3 xojemy je Y
npea KOMINOHEHTa, o3Hauyjyhu ca A CKyn cacTas/be€H OJ 3aBpIUHE
Tauke ckyna Y u nouerne tauke npeocratka S\Y, ckyn A Huje
npasai (OJCyCTBO pyma y ckyny S), na ce CBakako Y MOXeE OKa-
pakrepucatu nomohy jease tauke u3 A; Apyrum pujednma, Y je
enemMeHTapaH modeTHH Komax ox S. Kako je npema npeTnocTaBuH
Y#S, 1O 64 Ha ocHOBy yciaosa 4.ll npousnasuno ma nocToju jouw

sehn mou. xoman Y,o Y 3a kojera je Y, M. A TOo je nemoryhe,
) 8
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‘jep je K& Y 3a csaxu nou. exn. komaj K ckyna S 3a koju je K S M,
na 6u 3ato 6uno Y, CY, mwTo je ancypa.

Ycnos teopema je noBobaH Y OGpHYTOM ciaydajy, mo-
CT0ja0 64 pacTaB ckyna S Ha nod. KOMaJ,

Pov (4.1)
6e3 3aBpUWIHOT 4JiaHa ¥ npeocTaTax
S\Pov (4.9)

6es mnoueTHOr enementa. Ilpema ToMe, P 6u 6O mnoueTan KOMaj
ckyna S, amu He jeanocrasad. CTaBumoO Ju
P =M, (4.9)
Taga BuAHMO, 1a je M CSS u nxa je sagosomen ycxoB 4.1 jep
u3 (4.1) caujenu xa mnocroju x€P pakae x€M ca CBOjCTBOM
(- o, x]s=P. Ho, 3anoBomen je u ycnoB 4.1I; Hexa je naume K
Npou3BO/bAH MOY. eJeM., Komaj oX S ca csojctBom K S M pnaxne
K c M (jep, xako Buajecmo, M suje eanementapas). Kako je K je-
IHocTaBaH, nbCroju Tauka 2 €S Hakiae u ZEM Tako Ja cBe Tauke
3 K Oyay <Cz; HO KaKo, MO XHNOTe3H, P Hema 3aBpUIHE TauKe,
HeKa je 2,€ P u 2<{z,; TaAa je NOBOJbHO CTABHUTH
Ko=(~0,2]s

na ja ce BHAM, Ja je ucChymeHn u ycaos 4.IL

Kako ckyn S nocjesyje, no xunore3u, bopen-XuHuuH-0BO
CBOjCTBO, OZaT/ie O MOpao caujefuTd H 3akmydak: M=S 1j. P=S5,
y NPOTHBHOCTH ca npertnoctaBkoM (4.2). Jpyruam pujeduma nperno-
CTaBK4 O YHYTpalbOj MNpoBalujn ckyna S Huje ucnpasHa. Tume
je Teopem 4.1 mokasan.

[Mpumjen6a4.1. M3 teopema 4.1. npousnasu ucrnpapHa u3pexa
uurajyhd y meMy CBYAa ,3aBPIIaH“ MjecTo ,MoyeTan’,

5. Anasoron DoliliyHe unoyxyuje. Y § 4 ucupnbHBaAH CMO CKyn
S Tak0 Za CMO ¢ NpPOM3BO/bHA €JeM. MOoYeTHOr komaza K ckyna
S KopakHy/JH HA jefan mMpH nod. en. Koman K, HCTOr CKyna S; HO

y omhem caydajy, CKyn
Ko\K (5.1)

TaKO MNpPUAOILJMX esemenHata je mHoro6pojas. Ulra he 6utu, ako
npernocrasuMo ja je ckyn (5.1) sa3na jensounan oxH. nyct? Cnuuan
je caydaj KOX TOTanHe HMHAyKIHMje, jep KOX e 3a cBaku n €N ca
nou. Komazia ( — oo, 1y Npena3nuMo Ha (— oo, 1+ 1]y JOBIAYCILEM jeIHHO
n+1 Ka0 HOBOI €/eMEHTa Yy NPBH mOoY. KOMal.

Teopem 5.1. 3a Bomiayno ypehen cxyu S caujedekia dsa cBoj-
ciisa ¢y mehycobuno pasrolipasua:*)

1) To6po je crnoMeHYTH Aa je CBaKO Of THX ABajy CBOjCTaBa PaBHONpPABHO Ca

OBHM CBOjCTBOM:
Ckyii S je cnuqan oujeay ypehena ckyiia yujesux 6pojesa.
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[TpBo cBojcrBo. Cpaku Jlenexknnaos pes ckyna S nokasyje cxox
Tj. NpBa KOMMOHEHTA Pe3a HMAa 3aBpIUAH WIaH, a JAPYra KOMIOHEHTa
noyeTan uiaH (npeMa TOME y CKyny S HEM3a HHTH HyTpaLUl-bPlX npo-
BaJMja HHTH I'DaHHYHHX Tavaka).?)

Jpyro cBojctBo Baxu caujesehe sakpyuqusame:

Mpernocraska. Axko je M S S na ako M 3azoBo/baBa oBa jABa
ycaoBa:

5.1 M canpxu 6ap jenan eneMm. nod. KoMan ckyna S;

5.1I. Axo M canpxu noueran ea. komMax K ckyna S, na ako je
K#S, raza nocroju nou. ememeHrapan xkomanx K, ckyma S ca cBOj-
cTBOM K c Ko &M u na K,\K 6yae jexnounas.

3akmyuak: Taga je M =S.

Jlokas ce Bogu ka0 Kox Tteopema 4.1.

[Mpumjen6a 5.1. M3 reopema 5.1 npousnasu ucnpasua 4dme-
HHLA HaZoMjewuTaBajyhu CByZa ,MOYETaH* ca ,3aBpIIAH“.

6. MMpunyuli Mpancguruiine undyxyuje (ucypisusarse focse 006po
Jypebenux cxyliosa). JeaHo oJ OCHOBHHX CBOjcTaBa ckyma /N npHpon-
HUX OpojeBa jecre, na je oH Hocse do0po ypehen y CMUCHY, Ja CBaKH
guo X ckyna N, yKOJMKO Huje npasaH, nocjenyje csoj Baacluiliu
Zoyelnu edemerin.

Yucrunn, ako je 1 € X, cTsap je ouuraefsa; axko nak suje 1€ X,
NOCTaBHMO

=U,[n, ©)n, (n € X).

O'-mme,zmo, X' je sappman xoman ckyna N. IlpernocraBumo xa
X HeMa MOUEeTHOT uJaHa, Tajga ra He 6M uUMao HATH X’; HO TO 6H
3Hauua0 a2 u3 m € X' HyxHO caujend u m-—1€ X' (unaye 61 m G6uo
nou. exemenT y X' nakae u y X). Ilpomarpajmo ckyn

NN X'; (6.2)
npemMa NpeTnocTaBlH, OH cagpxku 6poj 1:
1€(6.2); 6.3)
Hazabe, XOK4axXkKHMMO jna 6u u3
n€(6.2) caujeguno n+1€(6.2). 6.4)

Y o6pHyToM Haume cayua]y mocrojao 6u wussjectan n€ (6.2)
TaKo f1a He 6yxe n+1 €(6.2) nero pakane n+1€ X'; onarae 6u fame
Opou3JNasuio, Ja je n+1 nodyeran ujaan y X’ nakae m y X, npo-
THBHO xunore3u na X HeMa nod. 4jaHa.

Ho, u3 oxiioca (6.2) ~(6.4) npousnasuno 64 HA OCHOBY NpHH-
nuna TOTajHe HBAyKUHje Aa je (6.2)=N, mrTo je ancypn, jep cKyn
X' nuje npasas.

2) Cpaka Tayka @ Ckyna S ca CBOjCTBOM, A4 CBAaKM HHTEpBAA Ckynma § caapxu
6ap jeAHY TayKy H3 S {a} unm y CBOjOj HYTPHHH CAaApiH TAuky d 30BE ce IpaHHYHA

TauKka HJIH TOMHJAHAIUTE CKYyna S.
8+
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Bpno je BaxaHn paspen mocBe A06p0 ypeheHux CKymosa, jep je
IbHXOBO H3yuaBalbe HEMOCPEJHO MPOIUHPEIbe H3yuaBatha CAMMX MpH-
poxuux 6pojeBa. 3a HUX NOCTOjU xapam‘epncmqan HAU{H HCIPN/bEIbA,
Kao IITO TO NoOKasyje.

Teopem 6.1. Hexa je S 6uso xaxas iflocse ypehen cKyli c iio-
yellHuM 4AaHOM ; Mada cy caujederia 0Ba CBOjCIBG eKBUBAAEHIIHA:

[Ipeo cBojcTBO: CKryil S je @ocse ypeher ;

Jlpyro cBojcTBO: 3a cKkyl S Baxcu caujedeke 3alc./byqu8albe
(npuHUMN TPaHCQUHHTHE MHAYKLH]E):

[Ipernocraska. Hexa je MSS u x Mome:

6.1. Cxyit M cadpoacu fioyeiiny dauxy cxyiia S.

6.11. M3 x€S u (-o0,x)s EM caujedu x € M.

3akmydak: M=S.

[lpema ToMe, KoX TpaHCMHUTHE HHAYKLHje 3aK/bydyjeMo Ha
uMbeHHNy A2 JM HEKAa Tauka X € S Jexu wiM He Jexu y M u3 caug-
HOr MUTawa 3a CKYd cBux Opeilixo0HUKA@ NOTHYHOT €JIEMEHTa X.

Ycnos Teopema je HyxJAaH: CBaKH NOCBE A06po ypehenu

CKyNn AONyIUTa NMPHHOMN TOTan#e HHAyKIHHje Tj. a0 M S S samoso-

/baea 6.1 u 6,11, raga je M=S.
CrBapHO, CTaBUMO

P=U(-o0,x]s, (6.1)
Npy ueMy X nposia3d CBMMAa €IeMEHTHMA cKyna S 3a koje je
(- o0, x]s EM; (6.9

CBaKako je P moueran kOMaj ckyna S; TBPHHMO, Aaje P=S. ¥ o6p-
HYTOM cayuajy 6uno 6u P < S, na 6u ckyn S\ P kao HenpasaH auo
nocse ypehena ckyna S mocjefoBao CBOj MOUYETHH WIaH, PELUMO pP.
Ho, kako je P mou. komaj, 6uno 6u

(—°°1p18=P9 Pnonep; (6°3)
npema ycaoBy 6.1I, oxatne 6m 3akmyumau, za je w pe€M, wro
3HauW, Ja je W cKyn ( —oo,pl]s mou. Komax of S cagpxa y M,
ojakae u p € M, nporusHo Apyroj penauuju y (6.3).

Yecnos teopema 6.1 je moBo/baH: ako S MMa OpBH ene-
MEHT K AONYINTAa NPHHOMN TPaHGUHHTHE MHAYKUHje, S je mocse xo6po
ypehen.

Y o6puyroM cayuajy, S ne 6u 6uo no6po ypehen. To 3naum
Ja 6u nocrojao jenan uempasaH ckyn X E S 6e3 cojera no4eTHor
exemenra. Hapaswo, X ¢S, jep no npernocraBuu S uMa CBOj npBH
enemenTt. [IpomarpajmMo mHoxuay M cBux Tauaka f€S ca CBOjCTBOM
Ia je t mcupen umTasa ckyna X naxje

(t )2 X. (6.4)
Jokaxumo, ga 6u ckyn M saxosomasao 6.1 u 6.1I. [Ia je nou.
Tayka of S caxpxada y M, To je ouurnenHo, jep 6u MHaye Ta mod.
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Tauka 6una mou. Taukom H y X. Ifokaxumo, ma M 3anososaBa
6.1l. Hajnpuje, M je ouarneano noveraH koMax ckyna S; ma Heka
je makae
XeES U (-o00,X)s EM;

TBPAUMO X4 je x€ M; y ob6pHyToM cayuajy, 6una 6 Tauka x no-
YE€THOM ¥ cKyny S\ M, Aaxjae u NOYETHOM Ta4KOM CKyna X, mpOTHBHO
XunoTe3u aa X HeMa fod. Tauke.

[To npunnuny tpandHHHTHE HHAYKIHje, 3aK/by4HaH 6, Aa je
M=S, mto je memoryhe, jep ckyn S\ M caxpxH yuTaB nyHu ckyn X,

Tume je Teopem 6.1 morTnyHo xokasan.

Ca 1

7. Excxayciiuja xao Gpunyull undyxyuje. Beh cy ce crapu I'puu
CIYXHAH jeAHOM BPCTOM HCIUPIUbHBAHA H3BECHHX jEAHOCTABHHjHX
ckynoBa. ¥ TOM mnoriexy, KJacHuad je nmpumjep oApehuBame mosp-
wHHe napa6oausor cermenta. Ty ce mocmarpa AupKa (TaHresra) ma-
paneqna ca Mmehawmwom TeTuBOM AB CerMeHTa; CIOjH JH C€ TaKo
no6uBeHa Tauka moxaupa C ca kpajeuma ayxu AB, pacnaga ce
CerMeHT Ha JBa HOBA CerMeHTa H jefaH TPOKyT. THMe TO CMO
no6umu ABC cmarpahemo ja je yuumeH NpPBH KOPAaK HCIPIbHBaM:A.

AN
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Jdpyru xopak wucUPN/bHBAIMA cacTojahe ce y mnocMmaTpamy
cyMe S, noBpmuHA OHMX [Bajy TPOKYTOBa, WITO MX J06HjeMO npH-
MHjemYjyhu mouyeTHH npouec Ha cBaKOM OX 00a NpeocTana CErMenTa;

3Ha ce Ja je Si=-7l—ABC; Tpehu e HAC KOpaK HOBECTH A0 CyMe S,

. 1 .
NOBPIUHHA OJ 4 HOBa TPOKYyTa; OMeET je Sz=—4:—.‘51 ura. uthA. Ha Ttaj

HauuH 3a NOBpUWIMHY P napaGonMHOT CErMEHTa HMaMo
-4
S 4
= —_—— e——S
P~ T3
n=0

rie je s nospmuHa TpokyTa ABC.

Joxnyue, Tako JOGHBEHH TPOKYTOBH He HCUPM/DbY|y CBaKy TauKy
33JaHOr OJApeCcKa mnapabosie; HO HKCHPIUbYjy OHHM UMTaBY HYIpuHy
oJpecka, a TO je IOBOJbHO, KaJi npOMAaTPaMO CaMy MOBPIUMHY OJpeCKa.

Yocranom, npumujeTuMo Aa ce 4uTaB OApe3ak napaboae (Ayx
YyK/by49eH) HM HE MOXE HCHpPNCTH noMohy TPOKyTOBa KOjU Ce€ He
npekjanajy, jep OBAKOBUX TPOKYTOBA MMa HajBHIlE Npe6pOjuBO MHOTO,

_CBaKW OJf HUX CAJPXd HAajBUUIE TPH Tauke JyKa, 8 CAMMX Tauaka Ha

JAYKYy UMa KOHTHHYM MHOrO Jak/ae Henpe6pojHBO MHOTO.

MareMarnyxn MHECTHTYT
TpuponoCIOBHO-MATEMATHYKOT (DaKyATETA,
3arpe6

TJTUTEPATYPA

[17 Kurepa G, Ensembles ordonnés et ramifiés; Thése, Paris, 1935 (Publ
Math. Univ. Beograd, 4 (1935), 1—138).

{2] Kurepa G. Démonstration du principe de Vinduction totale (Comptes rendus
Ac, Sci, Paris, 230 (1950), 703—705).

[3] Kypena B. IojaM 6Gunapse penauuje. OpHoc paBHONpaBHOCTH, ¥Ypehajau
onHocH (Bechuk dpywmsa sam. gus. H. I1. Cpbuje I 3—4 (1949), 53—58).

[4] B. Ierponujenh. Les lois fondamentales de l'addition arithmétique et le
principe de Vinduction mathématique (Revue de métaphysique et de Morale,
192, 1—8).

{5] Tomaguh M. Martematuuka uunykuwja ([Toce6na u3zdoawa Dua. @ak.
Ckoiime, k. 2 (1950), ctp. 50).

UBER DIE PRINZIPIEN DER INDUKTION
Von Duro Kurepa (Zagreb)

Verfasser befasst sich mit der Frage wann aus # €S auf die
Identitdt der Mengen = und S geschlossen werden kann. Folgende
Fille werden betrachtet: 1) S ist eine beliebige Menge; 2) S ist
telweise geordnet; 3) S ist geordnet und liickenlos; 4) S ist wohl-
geordnet (transfinite Induktion) und schliesslich 5) S ist die Menge
der natiirlichen Zahlen (totale Induktion).




O TEOPEMH O CPEAHOJ BPEIJHOCTHU
JOBAH KAPAMATA (beorpax)

[Ipeu cTaB o cpenwboj BPEAROCTH Yy CBOM HAjONIUTHjeM OGaHMKY
IJacH :

Heka je dynkunuja £(x) Aedunucana ¥ HenpexuxHa y 3aTBO-
peHom pasmaky (e, b). Axo nocroju oapehen u3Box f’(x) 3a CBaKO x
oTBOpeHa pasmaka (¢+0, 6~0), Taga nocroju HajMawe jemuo § Tora
pasmaka Tako za je

f(0)-f@ _,

b2 (§), a<<E<d.

Y Behnnu yyGeHuka oBaj ceé CTaB M3BOJH OCAamajyhu ce Ha HA3
OMUITHX CTaBOBA O peanHuM (QYyHKIUHjamMa, TaKOo Ja Cy OBH XOKa3H
Iocra Ayradku.t)

Jenan HemocpemaH noKa3 OBOr cTasa Hajasu ce kon . Kowa-
lewski-a: Die klassischen Probleme der Analysis des Unendlichen.
Leipzig 1910, ctp. 177 -179, a ocarama ce€ jeHHO Ha YUILEHHIY Aa
HenpekujHa ¢yHkuuja f(x) ysuma HajMarbe jefaHNyT CBaKy BPELHOCT
usmehy f(x,) u f(x,) mox x Bapupa OX Xx; AO X,.

Kowalewski npBo nokasyje na cey pasmaky (a, b) yBex moxe
Hahu jeman pasmak (@', ¥') umja nyxxuHa uuje Beha OX moJIOBHHE AaTor
pasmaka a 3a koju Baxu 06pasar

f(¥)-fa@) f(b)-1f(a)
b-a = b—(l !

ako je camo ¢ymknuja f(x) nenpekuxua y pasmaxy (a, b).?)

1) P. Kawannn, Buwma marematuka 1, Beorpam 1946, 2K, Mapxosuh, ¥YBon y
BHWY aHanusy, ,3arpe6 1947, Witting, Differentialrechnung, Berlin 1944, H. Rothe,
Hohere Mathematik Wien 1921, etc.

?) Jenno ympowheme osor mocTynka mao je Kowalewski y kwusu: Lehrbuch
der Differential — und Integralrechnung, Leipzig — Berlin 1928, npumemyjyhu ra na
nokas Rolle-oBa crasa.
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INonasehn ox cauune unmwenune oBae hieMo noxasaTu Ja ce JAOKa3s
Kowalewski-a Moxe CKPaTUTH M NpErJejHHjé H3BECTH, IITA BHIIE
A C€aM HEITO MPOLIHPHTH U 'TO OBRAKO:

Hera je f(x) Hnellpexudna @ynxyuja y 3alBOPEHOM PpaA3MaAKy
(a,b). Axo 3a csaxo x oiisopera pasmaxa (a+0,b-0) Bociloju sesu
u3800 f'_(x) u Oechu u3sod ', (x) fynkyuje f(x), Bada Bociloju Haj-
Mawe fedHo t Mowa pasmara u 0sa Ho3udusHa Opoja

p>0,¢>0 ca p+g=1
ilaxo ca Gyde
TO-1@ _pr,@+ar_@. (1)

Hoxas. Crasumo xpaﬂ(ohe paj,

f(b)-1(a) _
b-a Q

W paszenuMo Taukama @’ m Y pasmax (@, b) y Tpu jensaka xena, Tj.
b-a |, b-a
a=a+=3=, V=a+2=5,

Tana je

f (a') f(a), f(b') f(a’) f (b) f (b’)
UCECRUE, oo

M MOTy Ce MOjaBUTH OBa JBa Cay4aja:
1° Uan je

f(b)-f@). ;
b -d =Q.

2° Yau 10 Huje cayuaj, Beh je, pemumo,
-1 q. )
Taza jeman oj uspasa

f(a)-f (a) f(b)-f ()
o a- b-v

mopa 6utu < Q; jep kax Ou oBa Ouaa >(Q, onma 6u, npema (3),
apuTMeTHuKa cpefmna (2) 6una > Q, wmro ce nporusu ca (2).
Axo, jakjae NMoCMaTpaMo H3pas

® (%)= .f(x+h,)z"‘f(x) ca

(2) ce croau na

bﬁd
h==3=>

S {p@+2 @+ (#)}-Q, @
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na je, nau
I° (P(d')=Q,

2° nox x Bapupa OX a 1o a' (o,zi,uocno on @' no V') dyuskuuja
¢ (x) BapHpa ox

HJIH

f(a) f(d)

¢ (@)= <Q

a0 ,
0 (@)-T81@) 5 o,
(omuocHo on

0@ =IO

o f (4
o 0)=1O=TO) ),

[Ipema ToOMe, u3 HempexkuxHocTH (yHxuuje f(x), oAHOCHO @ (X),
caeAu aa mMopa MocTojaTH jesHo X' msmehy a u @' (oxHocHO a’ u b'),
Tako Xa Oyxe

¢ (x)=0Q.

Haxne, ako ca @, u b, 03HaUUMO y NPBOM cayuajy @' u V', a y
Apyrom x’ u x'+h, 10Na3UMO IO OBE€ UYHHIEHHUE:
Axo je f(x) Helpexudna ¢ynxyuja y 3aliBOPEHOM DAIMAKY
(a. b), Mada y ywympawrociiu Mot pasmara Gocilioje ysex 0sa Opoja
a, u b, a<a, u b<b, imaxo Oa je
b-a
3

b] —a1=

f(b)—-F(a) _ f(6)-1(a)
by—a, b-a

[pumesumo au Ha pasmak (a,, b,) ucTO pe3oHOBame HoOuhemo
nBa 6poja a, u b, TakBa xa je
b1_a1

bz—a2= 3

_b-a
9

F(by)—f(as) _ f(by)-f(a) _ £{b)-7(a)
by —a, by—a, b-a -

Yonwre, nocae n-ror mocrynka, potuhemo Gpojere a, u b,
TaKBe Ja je

b-a 5

bn—an="—_“3n ( )
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f{bn)-1f(an) f(b)-1f(a)
b, —a, b-a

(6)

Kako ce ceakn oa pasmaka (a,b),(e,, b)), (a,, b)) HTH HANA3HM
Yy YHYTPalmbOCTH NMPETXOXHOr pasMaka, W kKako mnpema (5) AyxkuHa
OBHX pa3sMaka TeXH HYJAM Kaj n-oco, TO nocroju 6poj § (mpema
Bolzano-Weierstrass-osy u/u HEKOM HbEMY €KBHBAJE€HTHOM CTaBy) KOjH
ce HaNa3W y YHYTPAlIbOCTH CBHX OBHX Pa3MaKa, TaKo ja

a,-E u b,»E kKag n-oo. (7
Hanucahemo o6pasan (6) y o6auxy

f(b)-1£%) fE®)-f(an) _f(b)-f(a)
Pn b, —E +qn Eoa, b—a ’ 8)
rae je
_ -8 __E-a,
Po= 2, "4,
H
pn+qn’=l- ) (9)

[Ipema nmpernocraBuu O €raucTeHIHjU JE€BUX M JIECHHX H3BOZA,
f(b,)-f ,
()= ® , £ ),
bn_g
f(E)"f(an)_)f,_
E"an
Opnasae BHAMMO ABE CTBapH,
[lpBo: ako je

() xam n»> o0,

f_®=1. ()= (10)
# ol oGe crpane o6pacua (8) oxysmemo (npema (9)), HIEHTUTET
Puf' ®)+gn ' (€)= 1'(8), '

no6uBamMo

o {f(bn) £8) _ r®)+ {f@) f@,) _ m©)- FO)-F@ _ o,
bn"'E E b-a

[Tyctumo nu oBje fAa n TexH GECKOHAauHOCTH, 06a M3pasa y BHTH-

yacTUM 3arpajaMa Tee HyJH; KaKo Cy nak p, u b, craano mosu-

THBEM M <1, TO mena neea cTpaBa ropmer o6pacna TexH HyJH,

T4KO Jia HEroBa JAecHa cTpana Mopa GUTH jefHaKa HYJH, Tj.

n

1010 _p. ay
b-a
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Ipyro: Axo je
F_B)#+8),

u o o6e crpase obpacua (8) ozy3amemo, Ha Npumep,
f(§) - f(an)

§ — @
0JIHOCHO, mpemMa (8),

’ f(8) - f(an) , g f(§) - f(an) ,

E - ay " § —-dn
6uhe
» {f(bn) -f(§)_f®- f(a,.)} _f(b)-f(a) F(E)-1(an)
U bk £—a, b-a E-a,

Kax oBxe mycTuMo Ia n- oo, JecHa CTpaHa, upema MPeTIOCTABIH,
Texu oApeheHoj rPaHHYHO] BPELHOCTH

f(b) —f(tl) _fr
B-19r e,

4 H3pa3 y BHTHYACTHM 3arpajzamMa Ha JIeBOj CTpPaHH TEXH rIpaHHY-

HOj BpeJgHOCTH
. (§) ~_€)#0,
3aTO MOPA M HH3 P, TEXHTH OJpeheHOj rpaHUYHO] BPEIHOCTH,
PnD Kal n-oco,
na, npema (9), u
Gn—>q Ka& n-»oo;
npu Tome je
p+g=1.

INpema rTome, axo y (8) nmyctumo nxa n- oo, no6usamo oGpa-
san (1), xoju, npema (11), Baxu 6mao pa je (10) ucnymeHo uau He,
a ukMe je JPYrH OX rope HaBeNEHHX CTaBOBA y MOTNYHOCTH AOKas3aH.

Beorpan, 1 ¢ebpyapa 1950. ’

SUR LA FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Jovan Karamata, Beograd

Par une methode, semblable a celle employée par G. Kowalewski
dans la preuve du théoréme de Rolle (,Lehrbuch der Differential —
und Integralrechnung, Leipzig Berlin 1928 p. 62—63), I’ auteur établit
I'extension suivante de la formule des accroisséments finis :

Soit f(x) une fonction continue dans I' intervalle fermée (a, b),
qui admet une dérivée gauche f_(x) et une dérivée droite f (x) pour
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toutes les valeurs de x de lintervalle auverte (a+0,b-0). Allors il
existent deux nombres positifs
p>0, ¢>0, avec p+q=1
et au moins un § entre a et b tel que la formule
f(b)-f(a
10y @ror-®
sait valable. :




O TEOMETPHUCKOJ HMHTEPIIPETALIMIM M. MWJIAHKOBHURA
KOHBEPTEHIIMJE BECKOHAYHHWX PEINOBA

JOBAH KAPAMATA (Beorpan)

1. ¥ cBom unanky ,Eine graphische Darstellung der geo-
metrischen Progressionen® {Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterr.
XL. Heft6[7 (1909), cTp. 22} npod. M. MunaukoBuh je noxasao kaxo
€€ MOX€ TeOMETDHCKH HHTEPNDETHCATH KOHBEPreHIHja, OLHOCHO IH-
BepreHuuja reomerpuckora pexa. Oba npercraBa ca U3BECHHM H3Me-
HaMa yluia je y MHOre yy6enuke, mehyTuM, y He06jaBlbeHOM Dy-
konucy npod. Munankosuha Hanase ce M3BeCHE H3MEHe, a MOper
TOra W NMPOWHPEHA OBOI I€OMETPHCKOr pacyhuBama Ha Heke Jpyre
pexose. OBe jgomyHe ca METOJOJOWKOr IJefuiuTa omoryhasajy reo-
METPUCKY NpPETCTABY HM3BECHHX THNMYHHX PEXOBa, KA0 WITO CY

Zgr, Zn, 21/n(n+1), Z1/n,
H jacHHjy NpeTCcTaBy HHXOBOr mopehema, a cam NOCTYNaK Kao Takas
CTOjH y BE€3H Ca CYKIECHBHOM anpOKCHMAIHjOM H METONOM MTEpa-
nuje, u maje MoryhHocT Xa cé He caMO KopBepreniuja Beh u 6p3uHna
KOHBEpreHIHjeé OBHX DE€J0Ba NPEraeIHHj€ HHTEpPNpeTHpa.

Hanaxyhn najnpe pasmarpawa M. Munankosuha, npema camum
ayropoBum 3a6enemxama, Ou/b MM jeé Ja yKaxeM 4 Ha OBaj Apyre
Zeo npo6nema, Crora y 2 H3HOCHM pE3YJTaT€ M3 MOMEHYTOrI HE-
o6jaB/peHOr pykonuca, a y 3 mnokasyjeM Kako C€ M3 OBE HHTep-
nperanuje MOry u3Byhu uM3BeCHH 3aK/byuylld O Op3HMHH KOHBEpreHmuje
OBHX DE€JOBa H yKa3yjemM Ha Be3y ca Op3HMHOM KOHBEPTEHIHj€ npH-
6/MMXHUX pewmema jegHaunHe

x=5(x)
METOJOM CYKIECHBHE anpoKCHMAIHje.
2. OcHOBHa MZeja U3/I0XKEHA y NOMEHYTOM 4nasky npod. M. Mu-
adankoBnha je osa.

Heka je AB=a, 2 CBA=90°. Axo mosyuemo npase AS u BS'
rako na 6yne X CAB=x CBD=a (8. ca. 1) u craBumo ¢=1tga, Taga
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nojefi¥He CTpaHe npamoyriae noaurosanue aunuje ABCDEF nper-
CTaB/bajy YIAHOBE I'€OMETPHCKE Nporpecuje

a, aq,ag’,......

Ako je a<{45% T1j. ¢<1, noaynpase AS u BS' cy koHBep-
reHTHE M ceky ce y Tauku Q, ['eomerpucku pex

atag+agi+.,..

je KOHBEpPTreHTaH M IHEroB 3Gup H3HOCH
S=AQ+0Q, ‘
. Axo je, mehyTum,
S a>45% 1j. g1, oBe
/ noJaynpaBe IuUBEepPrH-
3 pajy uau cy napane-
Yy He, TauKe NpeceKa He-
) Ma,3 T€OMETPHCKH Pex
je JHBEpresTas.
¢ —Hp Y nomenyToM py-
_Komucy npod. Mu-
o AanKoBRh nmocmarpa
OMuTH cAy49aj, Tj. pex

«

772 ) o’ - Za,. §))
Ca 1. 4HjH je ONTH WIAH

a, peanag W MO3UTH-

BaH, ¥ TMOKyWaBa Aa H3BEJE CAUYHY TEOMETPHCKY HHTepnperauujy,
C TOM pAa3AMKOM IUTO 3a JAyXKWHHE CTPAaHA NOJKIOHAJNHE JIHHHje
ABCDEF... ue y3uMa peioM wWIaHOBE &,, Gy, Q... KaOo ITO je

TO CIyuaj KOJ cauke 1, Hero yamma xa je AyXHHA MPBUX XIBEjy

crpaia AB u BC jennaka a;, Ayxusa Apyrux apejy crpasa CD u DE
jedHaka a, HTX., HaHocelm npu TOME nNpBY CTPaHy H2 Y-0Cy, a HE Ha

X-ocy (B. cn. 2),

Yumecro panujux npasux AS u BS’ opxe ce nojasmyje npasa AS
(koja 3axaana yrao on 45° ca X-ocom), Ha Kojoj [ce Hanase TemeHa
ACEG..., un u3BecHa kpusa BS', Ha Kojoj ce Hanase Temena BDFH. ..
NOMEHYTe NOJHrOHANMHE JuHHje (B. ClI. 2).

Jexnauudy oBe KpuBe JiHHH]jE

y=f(x)
MOXEMO y Y3BECHMM CJy4ajeBHMAa HaKHAAHO Ja OXPEJHMO M3 CTPYK-
type camor pepa (1), mox ce rtemesa ACEG... yBek Haznase Ha
npasoj

y=x.




O reomerpuckoj HATEpHpETaLHju 127

Osnauumo ca s, 36up n npsux wiaHosa pexa (1), Tj.
n
an = 2 apo
Kako je onwrtu unan a, ussecua ¢yHkuuja HHAEKCE, PELIHMO,
ap= (P(n) ’

TO je W 30D S, HeKa (PyHKIMja HHAEKCA; aKO CTABHMO

Sn=V(n), @)

KOODAUHATE X M y HEKOT TEMEHa Koje Jexu Ha KpuBoj BS’, Tj. Ha
KpuBoj y=f(x), zare cy ca

x=-sn_1'=\]/(ll—l), (3)

y=sn=¥(n). 4)
Hs3 (3) cnexu

n=1+4(x), g S
N s

rae cmMo ca A (x) o3HaumaH
uHBep3ny QyHKkuHjy hyHnkuuje
¥ (x), a cMeHOM OBE€ BpEIHO- D "0
ctu y (4) mo6GuBamo

©)  y=¥{1+4(x5}, 8/ a

Kao jennauuHy kpuse BS'.
[lpema TOMe, kanm rox <

o6pacuem (2) MoxeMo H3pa- & 45°

3uTH 36HD S, Kao (yHKIHjy

HHIEKCa, Taia yBEeK MOXEMO Cn. 2.

JOGHTH H jeXHAYuHy KpHBE

BS', tj. xapakrepuctHuny (yskuujy f(x): ona je, npema (5), nata

o6pacuem

S\
\3
D)
p

R.

Fx)y=V¥{1+4(x)}. (6)

Kaz je ¢ynxumja f(x) jenHom nosnara, u3 ciaumke 2 BHIUMO Ja
he pex (1) 6uTH KOHBEpPreHTaH HJIH NHBEPreHTAaH mpemMa TOME Xa JH
kpuBa BS’ ceue npaBy AS uaH He.

Y npsom cayuajy, ako ca Q 03HauMMO TauKy npeceka, 36Hp
pena (1) ke 6uTk Aar GUIO OPAMHATOM GHJIO ANCLHCOM OBE T4UKE, Tj.

ian=m=§’§.

n=1
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Hakne, ucnuTupame kouseprenuuje pexa (1) ce csoxu Ha pe-
IABakHe CHCTEMa :
y=Ff(x),

y=x,
Tj. Ha pemaBame jexHaguHe

x=1(x); (7
pemewme OBE jenNHAUMHE, aKO NMOCTOjW, Naje 36Mp MOCMaTpPaHOr pexa.
Tako je, Ha npumep, y cayyajy reoMeTpucKor pena

Zagn
36up
n—1
s,,==2 ag’
y=0
JaT ¥3pa3oM
1-gn
Sp=a =V (n).
1-¢

Oryna ce, kax ce npema (2) u (3) eaumuuHuwe 17, OXHHCHO ¢", A06HBA
y=a+gqx.
Y osom ce cay-
S yajy aakne, kpusa BS'
v} / &’ CBOJHM Ha MpaBy ca
f(x)=a+qx,
G TaKo Ja ce jeHayhHa
D (7) cBonu Ha
ag X=a+qx,
8 7 c < unje pememne

Q a

S== ——
~-q

4 “° naje 36up Geckouau-

' HOT FEOMETPHCKOT pe-

Cx. 3. Aa; TO MOXEMO KOGHTH

H HeNOCPEeHHO H3 CJI. 3.

IMpumernuMo na xax je ¢ weratmBHoO, Tj. kax je —-1<<¢<0, xa

Taxa nonaoxaj npasux AS u BS' uma 06aux cauke 4, a NOJHrOHANHA

JHHH]ja NPENAasH y CHHPaARy NOJAXrosaany aurujy. OBO je KkapaxTe-

pPUCTHYAH MpHUMEDP 33 pPEAOBE YHjH YAAHOBH ANTEPHATHBHO Meibajy

npenssak. Jlok je kxoJ penora ca MO3UTHBHMM YNAHOBUMA MOJHIO-

HAa/JHA JIMHMjAa CTEneHacTor .06JHMKa, Kao Ha CAMHM 2, IOTAE je Koj

+
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ANTePHATHBHHX PEJOBa NMOJMIOBAaJHA JIHHHja CIHPANHOr O6JuKa, WTO
€€ CAHYHHM DE30HOBaHEM MOXE JIAKO MOKa3aTH.

OBne heMo ce OrpaHHTH CaMO Ca pefoBe Ca MO3UTHUBHHM Uja-

HOBHMA M HABECTH jOIl OBE NpUMEpeE.

Kao npumep pena ko-

ju AMBEpPrupa nocMaTpajMo - / s
-ADHTMETHUKY nporpecujy & 4 A
,2,3,..,nm ..., ‘
. Z (e
T]. pex 5 ogt
n.
. ° < @ 2
Kako je oBge s’
&4
~ 1
’3"32 v=—2—n(n+1), 2 -
ry=1
. Ca 4.

TO je

V(@)= n(a+1)-

Ortyza ce, npema (2) u (3), eNHMUHANH[OM n-a NOGHBA 38 jeXHAYMHY

xpuse BS'

Ca. 5.

(x-y)=x+y.

OBo je napaGoaa ca te-

g MEHOM y nouerKy, a uuju je

0COBHHA NpaBa y=x (B. CJ1. 5),

Y npBOM OX HaBejeHHX
npumepa kpusa BS' ceue npasy
AS 1ok ce y npyrom ona of
OBe npase ylamyje.

Hasenumo cax jenan npu-
Mep KOHBEPIeHTHOr pela KoJ
Kora xkpuBa BS' noaupyje npa-
By AS. ¥ Ty cBpXy youumo
pex KOjH je nmocMarpao jouw
Leibnitz;

2
zrz(n+l)’

A YHjH je ONTH 9/aH PELHNnpPOYHa BPEJHOCT TPOYIIHX 6pojema

1,3,6,10, ..

1
w—n(n+1),....
51+ ])
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Kako je

2 (1 1 )
Qn= =2{——-——{,
n(n+1) n n+l
TO je

- 1
Sp = a,=2{1——— =V (n).
> a-21=)-v 0
v=1
¥YspuraBajyhin osy Bpemsoct ox Vv (n) y (2) u (3), enumunaunujom n-a
Io6uBa ce 3a jenHauuny kpuse BS' (B. ci. 6)
"I
OsBo je xunep6oaa xoja poxupyje npaBy p=x y Tauku Q(2, 2),
TaKo Ja 36up oBora pexa uaHocu S=2,
Youumo mnaj3ap cayuaj xap-
¥ 5 s MomHcKe nporpgcuje
a,=1n.

Kako je oBze

n
1 1\

a sn—z - 1gn+C+o(n),n-)oo,

2 z (e} v=1
8 » 2 10, Na 6ucMO oxpeAunn QyHKuHjy
g ¢ f(x) xoja oArosapa OBOM XHDMO-
2| K o 4 HHCKOM DeXy, IOBOBHO je Xa, ¥
7 -  NPBOj ANPOKCMMAIHUjH, NOCMATPAMO:

, HU3
Ca. 6. Sp= lgn="y(n).

[lpema Tome, craBmbajyhn
X=81=1g(n-1)

Hu
y=s,=1gn,
Jo6uBaMO M3 NpPBE ON OBHX jefHayHHa
n=1+e*,

IITO 3aMEHOM y ApPYry Aaje
y=1g(l+e*).
Hakne, y oBom cayuajy je
fx)=1g(l+e9)=x+1g(l+e)>x,

TaKo Na ce Kpusa BS' cramio Hana3u u3Haj npaBe AS M ACHMNTOT-
cku joj ce npubmmxasa (B. ca. 7).

3. U3 nanpex HaBefeHUX THNHUYHMX TNPHMEPA MOXKEMO H3BECTH
OBe 3aK/byuKe, :
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Kan pen Za, xonseprupa GpsuHOM r€OMETPHCKE Hporpecuje,
Auarpam (ynkuuje f£(x) npecena npasy p=x NOA H3BECHUM ymom o,
Koju je >0 u << 45°

Kapn je xouBeprennuja cnabuja, kao wWTO je TO CAydaj KOX pela

m, HiaM pena El, Taga je a=0, Tj. auarpamM Qyusknuje xo-
JHpYyje npaBy y TaukKH xola onroaapa 36upy.
Kan je pex cma6o —
IHUBEPreHTaH Auarpam He A
npecena npasy, aqH je 4 G
Ta NpaBa acHMITOTA, Kao ¥
mTO je TO cayuaj Kox

XapMOHHCKOT pesa E—’lz—. . G

Hajsax, xam pex l‘ £
6p30 AUBEPrydpa Kao WTO e 2 A
je To cayuaj Konx apHT-
METHUKOr pena Zpn, nua-
rpam ¢ynknuje f(x) ce 45°
OZ OBE mnpase yunanbyie. ) -

N3 oBux pasnora
BHIHMO Ja je I0JI0Xaj Ca. 7.
auarpaMa ¢ynkuuje f(x) npema npaBoj y—=X KapaKTEDHCTHYAH He
caMo 3a KoHBepreHuujy Beh M 3a 6pP3uHy KOHBEPreHIHje, H TO:

1° OH je KapakTepuCTHYaH 334 KOHBEPreHIHWjy, mpema TOME ZAa
JM OH NpEcena OBy NpaBy HIM HE,

2 on je KapakTepuCTHYaH 3a Gp3uHy KOHBEpPreHIHje npema
BPCTH NOJAHPA y TaUKH NPECEKa, OXHOCHO Y CJyuajy AHBEPreHuuje
npema Gp3uHy MPUGJHIKABaka, ONHOCHO yJa/baBamha OJ Npase.

36or Tora je oX HWHTEpeca JAa ce 3akbydak 2° npoyud M y
ommuTeM cayuajy. ¥ Ty cBpxy nohumo on ¢yskuuje f(x) nare
o6pacuem (6), Tj* u3pazom

y=f@x)=¥{1+4(x)}.
Jla 6Gucmo ojpenuaH mojy KOjUHM yrjoM o puarpam ose (QyHnknuje
ceye npaBy y =X CTABHMO

Y =tgo.
Kako je npema cannu 8
a+6=45% T1j. =45~
TO je
1 —-tg 0 - 1 -y

. 9
1+tg6 1+ ®)

tga=

O6pasyjmo caz u3BoX
y=¥{1+4(x)}4'(x).

9F
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Kako u3
V{4 ()} =x
e
, V{4 ()} (x) =1,
TJ. 1
)= = ‘ .
R / 7
TO je A\
oY ra@) ¥-fes) e
V{4 () ;
AKO CTaBHEMO '
t= (x), / E
Huhb 4 £« )
H e,=‘V(1+t) —= - x
V) Ca. 8.

YoyuMO Ja/b€ KOJHUHHK JBa y3acronHa u4Jjasa nocmarpasor

pena Za,. Ilpema Cauchy-eBy craBy O CpeAtbHM BPELHOCTHMA je

Cnyr _ Y+ -¥(m) V' (n+E) |
a, Y(m-V@m-1) V(-148

cTaBbajyhiu
t=n-~1+E&,
6uhe
an+1 =\l"'(l +t)
a, ¥ ()
To 3nauu na ce 3a M3BECTaH HU3 {-BPEJHOCTH W3BOJX
y=1()

NOHaWa Kao KOMHYHHK @../@, XBAa Yy3aCTONHA YJaRA MOCMATPAHOT
pena. [lakne, ako je oBaj peJ KOHBEPreHTaH M 3aH0B0JbaBa D’ Alem-
bert-oB xpurepuym

Gtl o1 ax nooo, (10)
n
Ro6usamo, npema (9), Aa je
tga=i=d, an
l1-¢

[Tpema Tome BHAMMO Xa M y ONIITEM CAyuajy, Kao M KOJ cne-
UHAXHOT TEOMETPHCKOr pezxa, nuarpam (Qyskuuje f(x) npecena
npasy y=X aK0 OBaj peX KOHBEPrHpa EKCNOHEHUHANHOM GP3HHOM,
Tj. aKk0 OH 3agoBojbaBa ycios (10), u xa je y Tom cayuajy yrao mpe-
cexka a aar o6pacnem (11).

MefjyTum, axo o0Baj pel CNOPHj€ KOHBEpPrupa, Ha NpuMep Kaxg
sHacryna caysaj D' Alembert-oBor xpurepuyma

fim 81 o,
== an
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raza BuiuMo u3 (11) ma mopa 6utH «=0, jep je y ToM cayuajy
g=1. [lakne, Kax peX Za, KOHBEpPrupa CIOpHje OX TeOMETPHCKOr
pena xuarpaM ¢ynkuuje f(x) Mopa AOAHPUBATH NpaBy p = x.
HcnuruBawe oBor ciayuaja je YTOJNMKO ON HHTEpeca WWTO ce
nocTas/ba NHTamE Ja AW ce H3 pela AOAMpA muarpama (QyHkuuje
f(x) u npaBe y=x MOXe 3aK/byUdTH HEIUTO H O GP3HHH KOHBEPreH-
nuje nocmarpaHor peza, xkao ¥ o6parHo. OBO yToauKO mpe WTO je
reoMEeTpuCKa HHTepnperanuja npod. Muiaankosuha ycTBapH €KBHBA-
JEHTHA Ca PEIuaBambeM jefHa4uuHe x =f(x) METOLOM CyKUECHBHE anpox-
CHMaiHje, uTepupameM (QyHKunje f(x), TaKO Ja ce€ OBO MHUTAME CBOLH
Ha mpovuasame Op3HHE KOHBEpPreHNHje CYKLECHBHUX pelema jefHa-
upHe x={f(x) npesa mnoxo- .
XKajy, ¥ TO ClleHHaIHO KONH- ?
py, Auarpama ¢yuxunje £(x) ¥
H npase y=x. i
Bunmeanu cmo, Haumme, aa 5
E
}

je ¢ynxuuja f(x) BesaHa 3a

dbyukuujy V¥ (x) o6pacuem (8). g

Axo y ToM o6pacuy crasg{mo !

npBo ' :
n=1+4(x). \ 1 -—

6uhe * T T

V(1) = Fy (n- 1)} e 9.
AKO 3a8THM CT4BHMO

Xpn= \l’ (”)

Xp=f(Xp—y), n=1,2,....

Guke

Oryna cnezu (B. cr. 9) Aa je HH3 BPEXHOCTH X, KOj€ HacTajy
HOCTENeHUM uTepupameMm ¢yHkuuje f(x) 3aucta HU3 NPUGTHXKHHUX
BPENHOCTH pewema jentayude y =f(x) xoje n0o6HMBaMO METOLOM CyK-
LleCHBHE aNpOoKcHMaluje.

Jla crBapHO 6p3MHA KOHBEpreHuuje KOjoM OBa MPHOJHIKHA pe-
II€Ha X, TEXE TPaHHYHO] BPEIHOCTH, Tj. pewemy jexnauune y =7£(x),
3aBACH Of pena noxuMpa Auarpama (Qynkmuje f(x) ca nmpaBom y=x
ysuhamo ako mpermocraBuMo ja Auarpam ¢dyHknuje f£(x) mma xoxmp
k-Tor pega, penmMMo y Tauk¥ X=w, Ca PaBOM Y =x. ¥ TOM cay4ajy
y 6au3unu ose Tauke ¢yHknuja f(x) je oGauxa

f(x)=x+a(w-x)*+o0 {(w-x)*}, x>w, e>0,

Taxa, nonasehn on u3BeCHe MOJECHO H3a6paHe MOYETHE BPELHOCTH Xo,
CyKHeCHBHA NPHOGIHKHA Dellleha X, TeXe IPaHHYHOj BPEIHOCTH W H
OBOj Ce rpanuyHoOj BPEeJHOCTH YTOJHKO Cropuje npuGauikaBa YKOJIHKO
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je k Betie. 3aucra, 3a BenuKe BPEAHOCTH OJ 12 OBa Cy pemerma AaTa
ACHMATOTCKUM ofpaciem :

X, =w+ f_, +o( ,}_1 ),n-»oo, rae je A=(———-—l ,‘_1),
n nT ((k-1)a)y=
{suau PO6lya-Szegd, Bd. I, Absch. I. Aufg. 174 n 173, crp 31),
TAaKO Ja X,—W TEeXH HyJu YTONMKO CNOPpHje YKONHKO je k Behe,
Ha npumep, y tpeliem opn npumepa HaBeaewux y Tauxku 2 je
— 2
f(x)= 4 =x—(2 x) =x+—1—(2—x)2+o{(2—x)2}, x->2,
4-x 4-x

JakJe, o cpeliu je JOAMp Apyror pexa Tj. k=2, TaKo Aa pex T ———

2
n(n+1)
KOHBEprupa 6p3uHOM —!—, Kao WITO je TO 3aWcTa W Cay4aj.

n -
Kopn npumepa

f(x)=1+sin (x-1)=x+(1 _x){l__s_igli};_xl}

=x+-;—(1—x)3+o{(l—x)3}, X1,

no cpexu je moxup tpeher penma, k=3, Tako Aa oBAe npubauiKHA
. 1
pemema X, KOHBEPrHpajy 6p3uHOM T
n

W3 osor pacmartpama ce BHAH 13 je 32 TeOMEeTPHCKO npoyda-
Batbe KOHBEprewuuje pefosa rope Hedunucana ¢ynxnuja f(x) xa-
PAKTEPHCTHYHA KAKO 33 KOHBEPreHIHjy, TAKO U 3a NPUPOJY KOHBEp-
resnuje Ttora pena, na 6u 6uno on uHTepeca, 6ap 3a u3secHe crne-
nuajNHe KJace PexoBa, NeTa/bHUje HCOMTATH Be3y usmehy onuwrer
4jJaHa penaa u ose (ynkuuje.

SUR INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE M. MILANKOVIC
RELATIVE AUX SERIES GEOMETRIQUES

Par Jovan Karamata (Beograd)

L’ auteur a montré que I’ interprétation géométrique de M. Mi-
lankovi¢ sur la progression géométrique peut étre méme appliquée
aux certaines séries de nature simple (série harmonique etc). En méme
temps, de cette interprétation on peut détérminer I’ ordre de grandeur
du reste des série considérés.




[NPHUBJ/IMZKHA ®OPMYJIA 3A OMOTAY KOCE
KPYXXHE KV¥IIE

CTAHUMHP $EMILJI (Beorpan)

Heka cy s, u s, najseha n HajMama W3BOXHHNA KOCE KPYyXHE
Kyne, r MOJYNPEYHUK OCHOBE, B M Y HAaCNpaMHH YIJOBH THX TPH]y
CTPaHa KapaKTepHCTHYHOr TPOYria, S OCOBHHA Kyne, o yrao OCOBHHE
npema 6asu, h Bucuie kyne (B. ca. 1).

Cia, L.

Y csome pany [1] nokasao cam pxa ce omorau M Koce KpyxHe
Kyne Koju je JAaT HHTErpajioMm :
n [

M=rfV/z2+(r—scosozcos<p)2 de, ¢))

0

CBOJH Ha 00JHK
M=2 rvs’,‘s,;(E-Fsim%‘)+2r2 (E,F-(F-E)F.},
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rie ¢y F u E noTnyHu HOpMaiH¥ eNMNTHYKH MHTerpanu I u Il Bpcre
ca MOZYJOM
k= sin E_.—_Y_
2
urie cy F, u E; nopManuu enuntuuku uuterpams | u Il Bpcre ca
MOZLYJIOM

k = cos

B-y
2
H Ca aMIINTYAOM

© = arc sin .
S1+Ss.

Ha Taj nauus, Ha oCHOBy nocrojetiux TabaMua 3a €JHNOTHYKE
uHTerpane [2], Moxe ce H3pauyHATH OMOTaY KOCEe KpYXHE Kyne.

Y osom pamy noxasahy Za ce BpPEJIHOCT OMOTa43 €4 JOBO/bHOM
TayHowhy Moxe MOGHUTH u3 npubGauxHOr obpacua

Mw—’-(————sl“z VP )n M
2 2

¥ nocTapuliy ropme rpaHune OTCTyNama OBEe NpHOnKHE BPEIHOCTH
o]l mpase,

Tt
PacraBumo unTerpan (1) Ha ABa MHTErpaja ca rpaHdilaMa (0, E)

Pl(—g—,ﬂ). Kag ce y Apyrom uurerpany ¢ CMeHd ca x—¢ H OBaj

MOHOBO CKyn# €a NPBMM HHTerpaiom, jepsaumsa (1) nobusa o6anK

E
2

= [\/h2+(r+scosac05cp)2+\/h2+(r—scos«1c05q>)2]dcp. 2y
o

M

r
. b4

[Togunrerpanna ¢pyukunuja F (¢) MOHOTOHO onaxa ox O 1o C% a UMz

makcumym 33 ¢=0, Tj. ‘
Fmgx.=F (0) =8, +5;,
jep je

Vh*+(r+scosa)®=s,, Vh2+(r—scosa)?=Ss;,

T,
M HMa MHHHMYM 33 e T

Fin=F (5 ) =2 VEF7°.
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[Ipema Tome je
VR LA F (9) <51+ S, @)

a OTyJa, UHTerpamnujoM,

X VEErE <—1;i<(s,+r2)—;r-. (4y

OGe oBe rpaunue nOCTHrHyTe Cy 3a §,=S;, Tj. y cayuajy Kaja je
Kyna ycnpasHa; Taza ofpasan (I) zaje Tasnmy BspexmocT omoTaua.-

¥3me an ce 3a M/r apuTmeTnuka cpexuHa pasmaxa (4), K0GHBa:
ce ka0 npHOIHXHA BPEXHOCT H3pas3

- -’-(———51“532 + \’71"-'1?)::. &)

Yyumena rpemxa ( [3], ctp. 66—67) Huje seha ox

r {8;+58; =5
A-L[5t% yEm),
7 (5 V)

H penaTHBHA rpemka Guaa 6u

A si+s-2VE+2

8= . (6%
M " si+5+2VH 418
Tako Ha np. 3a s,=24, s,=16, 2r=13, Ha ocHoBy o6pacua
$2-s5.2=4rscosa,
. . 0 ] S 2482 (847 —8,%)?
B4 re s Sin?adrte st 4t st costo = SL 0208 =8) (7y

2 16 r2

o6pasan (6) naje penarussy rpewky oxo 8%, MehlyTam nokasahy
za spexnoct (I) Mexu y mMHOro yxem pasmaky.

Pazu tora, mocmarpajmo ¢yHKIHjy KOja NPETCTaB/bA” OTCTYNAKE:
¢yukuuje

K (9) = (5, +5,) cos? ¢+2 V B+ r* sin?e (8):

onx noxuurerpanie ¢ynkuuje. Kpusa K (¢) je mocra npumyG6/bena:

y3 NOAHHTErpasHy KDHUBY, 4 €KCTPeMHe uM ce Tauke nokaanajy. Cra--
BHMO 2, KpaTkohe paznh,

K (p)=h+(r+scos acos 9)?, K,(¢)="h*+(r-scosacos ¢)?,
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AIOMEHYTO OTCTYNAmE C€ MOXE HANUCATH Y 06JIHKy

N i (VK +VK; )2 - K2
T = 1 g —A= — —
(@)= VR A+ VK - K e v K

=2 (K1+Kz)_(\’_RT—V_l<—2)2—
VK, +VK; +K

) 2 (K| - K2)2
2 2) — K2 —=
(K1+K ) (\IK' +VK2)2 _

VK, +VK, +K
(Ki—Ko)* '
2{Ki+ K,) - K2~ =2
- ( _i __ F@
VK, +YK; +K
Ycnen nejennaunna (3), 0BO OTCTyname Jexu usmehy rpanuna
2 (Kq + Ky - K- LKl
4 (h*+r?) < D (9)
VK, +VK; +K I
(Ks=Kyr (O
2 (K, +K,) —KZ———(;—:—S——)%
D < — — 1 2 .
OS——3K VK +K |

‘Ha ocHoBy jeaunauuse (8), uspas

fK(cp)d<p=(~————s‘;"52 +v71=—;72‘)12‘-

Jaje npubanKHy BpesHOCT 33 M/r. 3aro unrerpauuja Gysxunje r P (¢)
Jaje OTCTynName npubAHKHE BPEINHOCTH OMOTAauya OX HhEerose npase
BPEAHOCTH, & JieBA W JEecCHa CTpaHa HejefHaunna (9) Aajy mocie HHTe-
rpanuje ¥ MHOXEha €a / rPaHHIEe TOra OTCTymama.

®ynkuuja VK, + VK, + K MOHOTOHO Onaia y pasMaKy MHTerpa-
uuje, Tj. peunpouHa BPeRHOCT (yHKUMje MOHOTOHO pacre. YcaeX
TOra, Ha JIeBOj H JecHOj CTpaHu (9) MOXEMO NPUMEHHTH TeopeMmy
‘Ossian Bonet-a [3] 3a cpeawe Bpeanoctn ojpehenux unrerpana, na

<e 360r
\/K1 \/K2 +1<( ) 4\/h2+r=
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JZobuja
f2 (Ki+Kyp)-K*- '(4_K(lha f,ﬂ)
VK, + VK, + K

(]
£ 4

2

S

1

B

2 (K, + K- K- oL

VK + VK + K

Ok‘:‘

_l__f[z (K, + K3 - K? —(—KE-KZ—V] do

- 4y lz2+r=é (5, + 83)°
\ .

xne & u &, nexe usmehy 0 u — 2 . ¥cnen rtora, us (9) crexu

n

2

.
r . _4 2 (K] K?)
yeT Mm.J[Q(K1+K2) K2- ron )2] <P<rJ(D(<P)d<P,
‘ (10)

(4 n
2 2

rj®(<p)dcp 4Vf_z_2_~ ——— Max. J[2(K‘+Kg) K2~ (( +[i;2)]d<9,

‘TAe M3pasd Min. ¥ Max. mpercraB/bajy HajMalby M Hajsehy BpeIHOCT
.-TODIHX MHTErpaja.
360r

2(Ks+Ky)=4(h2+r))+4 s2 coszot cos? ¢
=4 (h*+ r2)+ =S) cos’o, (1)
4 re

K= (5,+5)% cost p+4 (S3+5,) VA2+72 sin? ¢ cosz o+ 4 (h2+r2) sint ¢
=4+ + 4 VEELP (s, + 82— 2 VR TP cos? g+
+(s,+5,-2 VAR + r*)? cost o, (12)
A (Ki—K32)® _(4rscosacos¢)?
(sy+52)? (51+s2)

= (s, - 5,)*cos*o,
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32 MOAMHTErpadny (QyHKUujy XecHe cTpade BoGHBAa ce M3pa3
(S, +53~2 VA* 4 ri)? sin? ¢ cos? @,
a ydTerpanuja Te QyHkuuje Haje

V&)= (5, 2 VFT @1 4 kst 4.

OBa ¢ynknuja ox §, Hema exérpema y pasmaky [0, 772[-] Kaxo je

n BZ 1 22 KA
YO=Z (st s -2VF Y, qf(2) 0,

TO je Hajseha BpepHocT dynkuuje (&) spemnoct V(0). Ycaen rora,
JeCHA T'DAHMLA OTCTYINama H3HOCH

re S+ 8, ————\2
= S — 2_VhE+rE) . 13
16Vh2+l‘2( 2 v ) )

36or jennaunna (11) u (12) u 360r jemHaunue

(K=K _ (s2=s2
4217 AR+

Jo0HBa -Ce 3a MOoAuHTEerpaany GyHkiujy neBe CTpaHe H3pas

0s% ¢,

2_ ¢ 2)2 L ’
[‘(ﬁ"ﬁl)—" 4 (s;+45,) VA2+r24-8 (h2+1%)
(8% — 55%)? T e
B 4 (B2 +1?) cos® @—(s,+$, — 2 VA2 +r?)? cost ¢.

H3pas y cpenwoj 3arpanu, oG3upom Ha (7), MOXe Ce LOBECTH H&
0Baj 06aHUK:

[(51—52)°+4 (51+52) VEE+ 2+ 4 (B2 + 1)

(s,* - 5,%)* s (s8-8
2, 42 ) - A LI bt M L
+[4 (B*+r?) + i (5,+52) L
e . (s2-s52)r
($1+5,-2 V/Z2+I‘2)2+ [(51_ §3)% - —Zﬁ)—

1_ (31_32)2 . Sl+Sg+2VEi_-_l-__l‘f
4(R2 417 S+ -2VEE+rE]

=(s,+$, —2Vh2+r2)2[

CraBumo su jow

A= (81— 82)% Si+ S, +2 V2 + 12
ht+r®  s,45-2VEE 412




IMpu6ankua popMyaa 3a oMoTad Koce Kyne 141

noguHTerpaaHa (QyHKIuja JAeBe cTpane AO6GHBA OGIHK
(5,+5,-2 V7z?+—r—"’)2[ (1 - -i—‘—) cos? ¢ — cos* <p] ,

a nocae uHTerpanuje 6uhe

Q (§) = (5,45, - 2 VATH P2 [(1 _%) L 7=2% - sin 28,
_3x—6§,,+ sin 2§, + sin4§,]'
16 4 32

H3Box ose dyukuuje
& (&) =%(s1 +5,-2VAEFT%)2(2c0s228,+A cos 28, +A-2) (14)
HMa y Tauku §;=0 BpegHOCT
2 (0) =%(sl+s, _2VETFR >0,

wTOo 3Haux jJa ¢ysxuuja Q pacre y 6ausunm tauke 0. Kako je

oz)-e 25)o =)o
2 2 2

u
2 (0) =i’16(s,+s2-2 VEEL 72 (1 - A), (15)

a npema (10) u3Bog dyHk- 52_,

uuje @ Moxe HMaTH Haj- A

BUIIE JBe HYJE Y Da3MaKy

(0, %\), 1o Aujarpam dpynx- A7

uuje Q Moxe HMaTH jenaH

OX TpH OO6JUKA HA3HAYCHUX

Ha CJHUAM. /i
Y cayuajy A1, npe-  A>/

mMa (15), najuama Bpexn-

noct Pynknuje Qy pasmaxy 4>/ y

0 %] e .
ry jemsaxa je Hyam. Cn. 2.

¥ ToM cayuajy je nesa rpanuna jexHaxka HyJH, a OTCTymame je 10-
suruBHo. Hanmporus, ako je A™> 1, Bpexnocr (15) je Hajuama Bpen-
uoct. Kako je Ba ochoBy (13) u (15)

9(0)=~——————4G(r1"*’)v7{2T7=‘,
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TO i€ o63upom Ha (10), neBa rpanuua orcrynamwa G (1 - A). ¥ npsom
caydajy je rpaHnna rpemke mawa of U, y Apyrom je rpaﬂuna rpemke
Mama of
G-G(1-A)=GA.

PenatuBHa rpemka je y npsoM caydajy mama ox G/M, y apyrom,
mamwa on A G/M. ‘

Ha taj naunn nonasm ce jpo crnexeher crasa 3a ofpehusame
rpaHHLa rpeiuke:

Hexa je S48
1 2 B2 1 2
(51-52)" =5 +VhE4r
AW st e
2
u
$;+Se = \°
RR+r2 ),
" 16 (h2+r2) ( -V )
Axo je
AL,
peAamiuBHa 1pewiKa je
6 g,
M
axo fe
A>1,
pesailiuBHa 1pewiKa je
A G
< 2
< M

[Tpumepa papu, Hexa je onetr s;=24, s,=16, 2r=13. 36or
M=37026, A=23485>1, G=1,0953,
pauyH noxasyje 7a je peJaTWBHA rpelika
8 < 0,007
1§, 0,7%.
(ITpaBa spexuocT 3a omotag je [1] M=2370,67).
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{11C. ®ewmna Komnaanauuja xoce kpyxue xyne. Iaacuuk madleMaliuiko
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[21Jahnke u. Emde. Funktionentafeln. Leipzig u. Berlin 1909.

[3]M. Netposuh. Pavyname ca 6pojuuM pasmauuma. Beorpaz, 1932.

NAHERUNGSFORMEL ZUR MANTELBERECHNUNG DES
SCHIEFEN KREISKEGELS

Von Stanimir Fempl (Beograd)
Verfasser beweist eine angenéherte Formel zur Flachenberechnung

des Mantels des schiefen Kreiskegels (Formel (I)) und schétzt den
dabei gemachten (relativen) Fehler ab.




PE®EPAT O JOKTOPCKOJ TE3W M. TOMHKRA

Unan marematuukor HHCTHTYTa Muozxpar Tomuh nozueo je
Cpnckoj Axanemuju Hayka cBojy noxropcky tesy O diputonome-
@puckum 36uposusa. Komucuja, oxpehena ox crpane Opembemna
npupoxro-Marematnuknx Hayxa CAH nonnena je o Tesu osaj pedepar::

» | €OpHja TPHrOHOMETPHCKUX — NoceSHo F ourier-osux perosa:
-— jemHa je on HajCyNTHJHMjUX rpaHa maTemaTdyke ananuse. OHa ce
MOXE€ CMaTpaTH M Kao jenHa oJ HEHUX HAjOGHMMHHjHX rpaHa, jep Cy
H3 1€ NPOHMCTEeKIH MHOrH NpobaeMH KOju Cy ce XONIHHje pa3Buin Yy
noce6He Teopuje, W CayHbaBajy JaHAC OCHOBHE IpaHe M MOjMOBe-
maremMaTHuxke aHanu3e. — Tako cy Beh y npouwiom cronehy Fou-
rier-ou penosu nosean Cauchy-a, Dirichlet-a u najaax Weier-
strass-a no npemusmpama nojma ¢yskuuje, Riemann-a xo npe-
nusHe Qopmynanuje mojmMa ojapeleHor uurerpana, ok je Du Bois—
Reymond, Bohen ocHoBuum npo6iemom Kouseprenuuje Fou--
rier-osux penosa, paspaguo cBoj JInfinitdrcalcul“, kojum je
520 MOXEDHH acneKT WHQUHHTE3UMANHOM DAUYHY.

Kounnem mpouutor croneha nokymaj kaacudukanuje NpexHIHUX:
mecta ¢ynknuje neduHUCZHE TPHIOHOMETDPHCKHM penoM JO0BEO j€
Cantor-a no HOBe xucuMIVIAHE — Teopuje ckymoBa. OBa TeOpHja.
je Hajsajx momena no purypossor nojma ¢dymxumje, a Lebesgue-y
omoryhuna jemHo 3HagajHo OTKpuhe — HOB Mojam MHTErpana, 4uje
nopekao Taxohe nexu y reopuju Fourier-osux penosa.

CaBpeMena Teopuja TPHTOHOMETDHCKHX penoBa pa3BHja ce AdaHaC
y ZBa npasua. [IpBu Texu Aa AyGibe NpOyua OCHOBHE 0COGHHE (yHK--
I[Hja Koje ce mMory pasButH y Fotirier-oB pex, ka0 ¥ HHXOBY KOH-
BEpPreHnujy, OAHOCHO 36HPJ/BUBOCT, KOpHCTehn C€ NpH TOME MOAEPHOM:
MareMaTHYKOM anapaTypoM Koja je morTekna u3 pagosa Du Bois-
Reymond-a, a kojy cy ycaspmuas Borel m Hardy. Jpyra.
npasan MMa NPaKTHYHH Kapakrep. OH ce pa3BHO y T3B. XapMOHUCKY '
aHaJu3y M HMAa 33 IW/b Ja, NPH Npoyuasawmy NEPHOAMUKHX. HOjaBaA
HCNHTA MOHAMAKe TPHIOHOMETPHCKHX 36HPOBa M YK/bYYHM HX y ILUTO-
npenusduje rpasune. MelyTam, oBaj npaparm ceé NOKasao OX BEJHKE:



144 Pedepat o moxtopckoj reau M. Tomunha

KOPHCTH ¥ y MHOTHM IDaHaMa TEODHCKE MATEMAaTHKE, CMeNHalHO Y
‘TeopHju (QyHKHHja, KAKO peanHe TAKO H KOMIJIEKCHE NMPOMEHJbUBE, Iia
‘4aK M y aHaNMTHYKO] Teopuju G6pojeBa kon JlnodanToBux 4HPOK-
. CHManuja.

Jokropcka nucepranuja Muonpara Tomuha je y oBoM Apyrom
:TIpaBLty.

Y camoj npuponu npodiematuxe oBe 06JaCTH JeXH A3 Ce WCMH-
"TUBAIbA BpPIIE HA CHENWjaJHHM TPHrOHOMETPHCKHM 36MpoBHMA, Tj-
"TaKBUM 30MpPOBHMA KOJ KOjUX KOe(HIUUEeHTH MMAjy Crenuaniy CTpyK-
TYpPY, HWAK MpUNajajy CrnemuajHuM Kiaacama. 360r TOora ce 3a OBa
MCNUTHBAbA npuberaBalo Pa3HOBPCHUM NOCTYNNHMA, NpPHAArOhEHHM
:M0CEGHOj CTPYKTYDH, OINHOCHO Kiacd, OBUX Koeduuuenara. Kaupupar
Y CBOjoOj Te3u Jaje jeiaH BeOMa OMIITH NOCTYNaK Koju My omoryhas?

_Ja ofyxsaru neny rpyny npo6iema, 3a ydje ce HCIMTHBambe A0 C3Jla .

CIYKHJO AMCNAPATHUM CPETCTBHMA.

Y Ty rpyuy cnajgajy cBu onu npoGiieMH KOju C€ OJHOCE Ha
TPUrOHOMETPHCKE 306HPOBE KOA KOjUX Cy GO KoeuuuenTH, GuI0
-€KCIIOHEHTH NPABHIHK M TO § CMHCAy Ja Cy OBH j€XHOCTPYKO HJIH
-BULIECTPYKO MOHOTOHH. OBa MeTOj3, MOpej TOra iTO OTCTyna OJ
J0CafiallibuX aHANMTHYKHX MOCTYMaKa, HOBA jé W YTOJMKO IUTO HO-
u¥BA HA YHCTO reoMeTpuckum pacyhusawuma. Ona omoryhasa He camo
_Ka ce WCTaKHe 3ajeJHHYKH KapakTep HaBeJEHe rpyne npobnema, neh
MCTH NOCTajy 3HATHO NpPErJeAHHjH, TAKO Jia C€ MOjeIUHH CTABOBH MOTY
HENOCPEeABO NMPOLIXPUTH U H3BOJUTH Y IHUXOBOM HajonmTHijeM OGAHKY.
"Hcroepemeno, ona npyxa moryhHocT fa ce fo6ujy M HajupenH3BHMjH,
pesyJaraTd, nokasyjyhu kaga cy, nojd yuHmBEHHM NDETNOCT2BKaMa
_Jo6uBeHe rpanune epeKTUBHO NOCTUTHYTE.

Osakpa reomeTpucka uHTEpNpeTauuja je y cymTuam HOBa. Pa-
'HUje Cy JATH HEKM M30/0BAHM MOKymaju (Kao WITO j€ TO caydaj Kox
‘Kuzmin-a u Popken-a) na ce reomerpuckum pacyhusamem no6ujy no-
_Jauu O TpuroHoMmeTpuckuM 36upoeuma. Ho, oBuM cy Guau cnenuanse
-CTPYKType M HaM€mheHH PemaBamy Cnelujaasux npoodsaema, Tj. nNpu-
.1aroljény yodeHuM cnenuatsuM 36uposuma, a y nocrynky M. Tomnha
;MCTAKHYT jé onmTH npuunun. OBO ce HapounTO HcTHue Kaj ce To-
muheB nmoctynak ynopepu Gam ca mocrynuuma Kuzmin-a u Popken-a.
Jox cy, naume, OBH CMeNMaaHX MNOCTYNNM XOBEJH NOMEHYTE ayTope
-€aM0 0 JeNIMMHYHHX pe3yaraTa, AorAe TomuheB OMUTH NPpUHOMI
Jaje CTasoBE y HajommrHjeM OGAMKY, nOkasyjyhud HCTOBDEMEHO Xa
.CE€ OHH He MOTY BHIIE TMPOUIMPHUTH.

Y raaBu NpBOj KaHAMEAT H3HOCH OMIITE NPHHIKNE HA KOjuma
'NOYHBA HEroBa TeOMETPHCKAa MeTOAA. ¥ NpBOj TauKHé OBE IJaBe OH
JJlaje HEKOAUKO OMNIUTHX €/1€MEHTAPHHX CT3BOBA O CKyNOBHMAa KPyrosa

it
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H nokasyje Ja ce, ysumajyhu Kao OCHOBHH €NE€MEHT Kpyr MecCTo
TaYK€ MOTy OCHOBHM IOjMOBH KOjH BpPE€Ie 3a CKyMOBE Tauaka NPeHeTH
Ha CKyNoOB€ Kpyrosa.

OchoBHy uzejy nomohy koje KauZMAATy moJaa3H 3a PyKOM A2
noBexe OBE €JEMEHTapHE CTaBOBE Ca I€I0M IPYyNoM CTaBOBa O TPH-
FOHOMETPDHCKHM 36HDOBHMA, OH y IJaBHHAM NOTE3HMA H3HOCH Y APYroj
Taukd OBe raase. OBO MOCTHXKE TAKO LITO CBAKOj CTPaHM NPOH3BOJbHE
NOJUrOHAJMHE JHHHje MOJECHO aCOLUPA KPYT, TAKO JA j€ MOJHUIOHATHOM
AuRHjoM oxpehen cucreM KPyroea, o KOjHX KpajibH YBEK CaAPXKH
Kpajiby TauyKy NOJHIOHakHe JauHuje. Kako Kpajin€ Tauxe ©BHX [10JH-
TOHa/JHWX JIHHHMja NpPETCTaB/bajy AeJHMMHYHE 36HDOBE TPUTOHOMETDH-
CKHX NMOJHHOMA, TO NpuMemyjyhH Ha 0Baj CUCTEM KDyrosa OCHOBHE
NOjMOBE MHOXKMHE KPyrosa XedHHHCAHE Yy NPETXOXHOj Tauku (Hapo-
YHTO NOjaM MOHOTOHHj€ H MOHOTOHE KOHBEpreHIHje), oH AoOuBa HU3
o6macTH Je(UHHCAHHX OBHM KDYrOBHMAa Yy KOjuMa ce€ MOpajy Haxa-
3UTH 36UPOBH NMOCMATPAHHX TPHTOHOMETPHCKHX I1OJIMHOMA.

Y rpehoj, uerBproj u neroj rauxu Tomuh npumeryje oBa OMuTa
reoMeTpucka pacyhusama HA M3BECHE CNELHAJHE KJacCe MMOJHIOHAJHHX
JIWHMja, KA0 ¥ HUMA HApOuuTO acouupane kpyrome. Cayuajese Tpe-
THpane y Tpehoj W u4eTBpTOj TAuKM HABOAM CaMO CyMapHO, HEJIHHE
pazu, a Jera/sHHjy 06pajy, Ka0 M MNpHMEHe HA H3BecHe npobaeme
Teopuje 6pojeBa, Iluodantose anpoxcumanuje u Dirichlet-ose pe-
XoBe, a0 je y JABa paja Koja Cy nogHeTa 3a mTamny (OX KOjHX
je npBu npummen 3a ,I'mac“ CAH).

¥ raukm neroj, KaHZMAaT AeTa/mHO OGpaljyje HajcnenuaaHujH
Ciy9aj MOJHMIOHANHKX JIHHWj3, OHE KOje ce CBOJAE Ha npaBuiaHE CIH-
pane, yponehH npu ToMe M NojaM BHIUECTPYKO MOHOTOHOI CHCTEMA
kpyrosa: Ce npumese Ha Tpurouomerpucke u Taylor-ose pexose
KOjé KaHmMAAaT Aaje y MNOLHMjHM TI/aBaMa OCJamajy Ceé HCK/bYYHBO
Ha OBe CleNHaNHe CIUpasHe NMOJUrOHAJHe JuHHje. MHOro6pojHe npH-
MEHE CaMO OBOTI HajcmenMajHujer cayyaja noBosbHO Beh nokasyjy
IVIOZHOCT OBAKBOI' F€OMETPHUCKOT pacyhuBama, TaKO Ja KAHAUIAAT Huje
HH 06pahuBao, HHTH je uMao norTpe6e 3a TO, ONWITE CiayyajeBe Ha-
BEJ€HE y OBOj I14BH.

Y npyroj raaBu KanAMIAaT NMOKa3yjeé KakO CE€ HmEeroBHM NOCTyI-
KOM MOXe HeuocpeaHo no6utu Hu3 cTaBoBa Fejér-a, Pdlya,
Szeg0-a u APYrux, a Koju c€ OJHOCE Ha TPHUTOHOMETPHCKE MOJH-
HOME M pexoBe ca MOHOTOHHM Koeduuuentuma. [lopex Beoma mnpe-
IHU3HUX TpaHUKa m3mehy KOjux ce Hana3e 36MPOBH TAKBHX MOJWHOMA,
Ka0 u rpaHuia Hu3Mehy KOjHX C€ Hal43€ mUXOBEe Hyae, KaHZuWAaT
n06GHBa M CTAaBOBE TEODHCKOT KapaKTEpa; Ha npuMep, CTaB 33 YHH-
($opMHY OrpaHHYEHOCT H YHH(POPMHY KOHBEDPIreHLUHjy TPHIOHOMETDH-

CKHX penposa.
10
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¥ rtpehoj rnasu Tommh npesocu mucTa oBa pacyhuBama Ha
MI0OJIMHOME M DENOBE UHjH Cy KOC(QHUHMEHTH NBOCTPYKO MOHOTOHH H,
Ka0o ¥ y MPEeTXOAHOj raaBH, MNOKa3yje KaKo Ce OBOM METOIOM MOrY
M3BECTH H3BECHM MNO3HATH CTABOBM He camo Kpahe u nperiejHuje,
Beh u Z0 KOje mepe ce OBM MOy NpPOIIMPUTH H JOMYHHUTH.

Y 4erBpTOj rMaBM KaHIWAAT NpUMEYje oOBa pacyhuBama Ha
HEKE CTaBOBE M3 TeopHje ¢QyHKIHja koju ce oxHoce Taylor-ose pe-
J0BE €2 MOHOTOHHM M BHIIECTPYKO MOHOTOHHM KoedunueHTHMa.
Jenan on Hajmenmux pesyarara je moka3 crasa A ose riaase (Fejér-a
u Szego-a), xoju kasyje na orcraruu Taylor-oBa pesa ca ABO-
CTPYKO MOHOTOHMM KO€(DHIMEHTHMA ,MOHOTOHO KOHBEDPTHpajy“ HyJd.
JOoK cy ce mOMeHyTH ayTOpH 3a HOKAa3 OBOT CTABA CAYXKHIM KOMILIH-
KOBaHUM MeToJaMa Teopuje ¢ynkuuja (Abel-oBuM CTaBOM O KOH-
Bepreuunju Ha py6y m gpyrum), noriae Tomuh nokasyje, nocmaTpameM
KOHBEPreHIMje HENOCPEAHO HA camoM pyoOy, Za je oBaj CTaB Hemo-
CpejHa mocjaennNa jeiHe OX OCOGHHA CMHPaaa KOje OArOBapajy OBHM
penosuma. Ilopen Tora, ctaBom B’, xaHAuAaT Jaje HOB OMIUTH CTaB,
KOj! CaJpXH Kao chemualas ciaydaj SzegO-0B cTaB 0 GHHOMHOM
peny, a 3a KOju je Szeg® H3PHIATO HAMOMEHYO Aad MY HHj€ MOUIO
33 PyKOM Jia Hahje eroB ONUTH OOGJHK. ’

Hajsan, y nocnenmoj Tauku oBe riaBe, KaHAUAAT MOKA3yje KAaKO
ce 0Ba pacMaTpara MOTYy NPHMEHHTH Ha NPOYyYaBabe aCHMITOTCKOT
noHamama Legendre-oBHX MOJAHHOMA, KA0 M HA MOJOXKAj HHXOBHX
#yna. Craom C' oH ZHaje jeman onmTH CTaB, KOjH Y H3BECHOM NpPaBIy
Jonymyije jeman crtaB Szego-a. a KOju Kao chenuanal caydaj ca-
Zpxu Laplace-oB acumnrorcku o6pasay 3a Legendre-ose mno-
JHHOME,

OBuM pafoM KaHZMZAT je MOKa3ao Aa je AOGPO ymo3HAT He
caMo ca yxom obiamhy u3 Koje je pamuo Auceprandjy, Beh u ca
IIHPOKHAM 00/1aCTHMAa MaTéMaTHuKe aHaju3e, Kao WTO C€ TO BHAU H3
HaBeJleHWX npuMeHa H auteparype. OH youasa npo6AEMATHKY y: OBHM
06aacTHMa M MOXEe CAMOCTa/JHO Hay4HO X4 PajM, IUTO [OKa3yjy HOBU
pe3yaTaTH NOOHBEHH IHErOBOM OPHUTHHANHOM METOJOM.“

J. Kapanraiia c. p.
A. Buaumosuk c. p.
P. Kawanun c. p.
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