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Predmet proudavanja teorije granicnih problema za parci-
jalne diferencijalne jedna&ine )Je odredjivanje uslova egzisten—
cije, jedinstvenosti i stabilnosti resSenja parci jalnih diferen-
&ijalnih jednacina na nekoj oblasti 1 naladenjie tih redenia ako
su zadati graniéni uslovi koje ta redenja moraiju da =zadovolie
na rubu date oblasti.

lako =g analiticke metode redavanja granidnih problema
prvenstveno baziraju na rezultatima teorije funkcija kompleks-—
nih promenljivih, danas se, pri resavanjiu granidnih problemna
raznih vrsta, koriste i rezultati funkcionalne analire, topolo—
gi je, algebre i drugih matematickih disciplina.

Teori jski znataj teorije graniénih problema ogleda se,
pre svega, u njenom uticaju na razvol teorije integralnih jed-
nacina i teorije funkcionalnih jednadina. |

Teori ja graniénih problema za parcijslne diferencijalne
jednatiné ima broine primene u mehanici, pre svega u dinamici
fluida, teoriji filtracije, teoriji elastidnosti i elastoplas-
tignosti (prostiranjie plastidnih talasa, talasa opteredenja 1
rasterecenja), teoriji elastiénih 1juski,rotacionih 1juski itd.

U poslednje vreme sve Cesfe se srecu pokudaii da se
teorija granitnih problema primeni i u ekonomilji, ekonometri ji
i medicinti.

Ovai rad cadr®i nekoliko novih rezultata vezanih =z=a
analititke i pribliine metode resavania nekih tipova graniénih
problema za elipticke parcijalne diferencijalne jgdnadine i

sisteme jadnadina.

U prvoj glavi dat je kratak pregled poznatih srezultata
koji su neophodni za razumevanje i dokazivanje onoga sto sledi.
Naglasak ie na klasiénim primenama hkompleksne analize Lt

redavanju graniénih problema =2a analiticdke funkcije.




Druga glava, pored pregleda poznatih.rezultata vezanih za
granitne probleme za eliptidke sisteme parci jalnih diferenci-
jalnih jednatina prvog reda Vekuinog tipa, sadri2i i neke prilo-
ge tehnikama redavanja graniénih problema Hilberta, Riemanna i
Carlemana za eliptitke sisteme parcijalnih iednacina tipa

Fempla, svodjenjem na graniéne probleme za analiticke funkcije.

Treca glava je posvecena p-—analitickim 1 (p,g)—analitid-
Lim funkcijama koje je uveo G.N.FoloXij, 1 oie predstavljaiu
posebnu klasu uopistenih analiti¢ékih funkcija. KoristeZi neke od
. rerultata iz monografije [1601 G.N.PoloXija, autor Jje uveo poj-—
mave p-areolarnih polinoma, p—areclarnih redova 1 p—areolarnih
diferencijalnih jednacina u kojima fugurisu p—areolarni izvodi
diferencijabilnih kompleksnih funkcija u ocdnosu na tzv. spreg-
nute promenl jive pridruene karakteristici p = p(x,y).

Autor je pokazao da, i pored toga sto p—areolarni izvod
nije operator diferenciranja, postoje mnoge slicnosti u resava-—
riu linearnih p—aresoclarnih diferenci jalnih jednacina n-tog rega
ca konstantnim koeficijentima i adgovarajucih obidnih diferen—
cijalnih jednaCina, i da njihovo opite resenje zavisi od n
proizvelinib p—analitickih funkecija. Fored toga autor daje 1
retenja nekoliko graniénih problema tipa Hilberta i Riemanna Za
linearne p—areoclarne diferenci jalne jednadine n-—tog reda sa

konstantnim koeficijentima.

U cetvrtoj glavi navedeni su osnovni podaci o klasifika—
ciji_parcijainih diferenci jalnih jedna&ina viseg reda 1 grani-
énih problema za eliptidke parci jalne diferen:ijalne jednacine
viseg reda. Takodie su opisane i primene Fourierovib transtor-—
macija u resavanju takvibh granié¢nih problema, beskonacni .
cistemi algebarskih linearnih jedna&ina i jednacine sa periodi-
Enim koefici jentima. Dva glava sadrii 1 dva autorova priloga.
Jedanm od njih odnosi se nNna refSavanje Ep@:i%idnih. Qranitnih
problema za elipticke parcijalne Jjednacine drugog reda =a
konstantnim koeficijentima, svodienjem, primenom Fourierovih
transformaci ja, na Riemannove 1 Carlemanove graniéne probleme
~a analiti&fke funkecije. Drugi prilog odnosi se nha resavanie
graniénih problema za parcijalne diferenci jalne jednadine sa

periodifnim koeficijentima.




Peta glava posvecena je pribliﬁnim metodama resavanjia
granié&nih problema =za elipticke parcijalne diferencijalne
jednatine. Opisane su: metoda diferencnih shema, metoda pravih,
metoda Monte—-Carlao, variljacione metode i pribliZnoc resavanje
graniénih problema pomocu tagnih regenja probliZnih problema.
Tékcdje je dat i detaljan pregled pravaca razvoja numerickih
tehnika za resavanje granicénih problema za parcijalne
jednatine. Pored toga, autor je konstruisao i jedan primer
pribli*nog resavanja jedne klase graniénih problema =za (p,q)-

analititke funkcije pomoéu diferencnih shema.

Sa osobitim zadovol jstvam koristim prilikue da izrazim
zahvalnost profesoru dr Milosu tanku na potstreku da se
posvetim izutavanju teorije graniénih problema 1 na nesebldnon
pomo¢i koju mi Jje " pruZio tokom pisanja disertaciije. Brojni
razgovori sa profesoram ﬁankom, njegove ideje, komentari 1
sugesti je znatno su doprinell da disertacija dobije svoi konad-

ni oblik.

Takodje se zahvaljujem profesorima dr Ljubomiru Proticu

i dr Mioljubu Nikiéu na korisnim primedbama ko)e Su, svakako,

doprinele da ovaj rad dobije u kvalitetu 1 preciznosti.

Svojoj supruzi Dlgi dugujem zahvalnost ne samo na poir-
tvovanosti, strpljenju 1 neprestanim potstrecima, veéd 1 na
velikoj pomo&i koju mi je prulila tokom” mukotrpnog tehnidkog

pasla finalne aobrade teksta.
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Teoriia graniénih problema za analiticke funkcije castoji
ce od metoda za odrediivanje vrednosti analiticdkih funkciija ild
nekih njihovih osobina na nekoj kompleksnoj oblasti, na osnovu
funkcionalnih vezra koje su date na rubu te oblasti.

U avoj glavi su navedeni poznati rezultati teorije Qrani-—
&nih problema Dirichleta, Riemanna, Hasemana, Carlemana i Hil-
berta za funkcije kompleksne promenljive, kao i razna uwopstenia
ovih problema, njihova veza sa teori jom singularnih integralnih

jednacina i teorijom Fourierovih transformaci ja.

1.1. Uvodni pojimovi

Neka je L neka zatvorena deo po deo glatka kontura (kriva
bez samopreseka ) u kompleksnoj ravni. Deo ravni ogranidcen
krivom L koiji se, pri kretanju tadke po krivoj L u  pozitivnom
smeru, nalazi s njene leve strane, oznatavacemo sa D*, a neo-
granicenu oblast koja ostaje s desne §trane oznacavactemo sa D~
{(slika 1.1). |
| Ako je funkcija f{z) analitic¢ka u D™ i

L. neprekidna na D* + L sledi da je:
D"
- 1 £ () £ {(z2) z=D™*
d =-{- ? (1.1.
271 I -z O° o , zep- , ‘i-i-D

L

a ako je f(z) analiticka u D= i neprekidna

Slika 1.1. na D— + L, vaZi da je:
1. [ f ) £ () , 2=D+
———— de = (1.1.22)
Zﬂilw ==z " -{-ftz) + (0 , z=ED™ . :
Formule (1.1.1) 1 (1.1.2) nazivaju se Cauchyjevim

integralnimlfnrmulaﬁa . Integral na levim stranama jednakosti

je Caqchvjev integral , funkcija fix)  Jje gqustina , 2

E27i ¢t - 2)1-* je jezaro Cauchzjevuq integrala .




Cauchyjava integralna formul a predstavl ja Fesan je
najjednagtavnijeg graniénog problema odredjivanjia vrednosti
analiti¢ke funkcije u neko) nblasti ako su poznate vrednosti te
funkciie na rubu oblasti.

Ako je L deo po deo glatka ne obavezno zatvorena kontura
U konacnom delu ravini 1 $W(x) neprekidna funkecija na L, tada «=e
integral

1 w{rc)
P(z) = ——— J dr s <EL (1.1.73)
271 T o~ Z
L

naziva integralom Cauchyjevog tipa . Ovaj integral predstavlia

analiticku funkciju u celoj ravai izuzev na krivoi L, pa Je L
singularna linija funkcije Piz). _

Od svih uopstenja Cauchyjeve integralne formule (o8]
pomenuéemo, Tasada, samo uwopstenje koje se odnosi na funkoije
vide kompleksnih promenl jivih. |

Neka je f(z) analitid¢ka funkciia vise kompleksnih promen-—
L

i

1jivih 2=(2440--4 Zm) U zatvorenom polidisku D, D = (=
lz2o—av }irv, v=1,2,...,n3. Tada se u svakoi tacki oblasti D fun-—
kei ja fiz) moie predstaviti vidgestrukim Cauchyjevim integral am

1 £ ()
fF(z) = de {1.1.4)
(2min I x — 2
T

gde je T={xelr: |rn.— aJlire, v=1,2,...,n> deo ruba polidiska D,
(g gy CmyaasgThn), dt = dTy...dTH, T — z=(Cy3 =T 3) e w e (CTr—ZR) .
Formula (1.1.4) se za n = 1 syodi na formulu (1.1.1), ali
za n>1 integracija se ne vréi pc celom rubu oblasti D ved samo
po njenai "kicmi" T.
U teoriji graniénih problema najcesde cemo se ogranicava=
ti na klasu funkcija koje radovol javaju Hiélderov uslav.

Funkci ja ¥Y(t) zadovol java, na glatkoj krivoj L, Holdergyv

uslov (PEH.(L)) ako je za proizvoline dve tacke ti,t=FL

| Pty — @t )< A jta — i ¥, (1.1.59

gde su A i ® pozitivne konstante. Broj A naziva se Hélderovom

konstantom , a #=(0,1) Hilderovim eksponentom .

Speci jalno, ako je A = 1, uslov Hildera poklapa se S &
uslavom Lipschitza. |

Ako je Y(t) definisana na realnoj osi, Hilderov uslov se
svodi na egzistenciju konstanti A i », O0<¥{1, takvih da e =za

proizvol jne realne brujaye ty, i ta zadovol jen uslov (1.1.3),1 =

£




proizvol ine broieve po modulu vede od jedinice, uslov

—— - 1
ts tz

Ak funkcocije YPa(t) 1 Wa(t) na konturi . zadovol lavaliu

Wito) — $(ty) i< A . (1.1.62

Halderov uslov sa eksponentima ¥, 1 v respektivno, tada
funkcije P + Yo ¥y = P, Y%= 1 ¥ /¥= (P#0), takodis sado-
vol javaiju Hilderov uslov sa eksponentom #= mindd, ,pal.

Hlderov uslov znacajan je, pre svegs, zbog toga sto
mbezbedjuje egzistenci ju nesvoistvenog integrala Cauchylevog
tipa u smislu niegove glavne vrednosti.

Meka su v i t kompleksne koordinate tacaka glatke krive L
Laja nije obavezno zatvoarena. Ronstruisemo kruZznicu radijusa r
sa centrom u t, i neka su t; 1 t. Jjedine tacke u kojima ta
Lrutnica sede krivu L (slika 1.2). Oznadimo sa 1 1luk krive L

oji se nalazi unutar konstruisane kruinice. Tada se

_ ‘() _ - o
1im dr naziva glavnom vredno-— “
A - O T - t o *
L-£ A AN .
¥ () "‘*-.._..-‘""64 — O

scu nesvojistvenog integrala Pa— de

V |
funkci je ¥(r) definisane na L. _ Slika 1.2.

Teaorema 1.1.1. (711 Ako funkcija ¥(r) zadovol java nx L Hilderov

. .. (1) . : .
uslov, nesvojstveni integral P dc postoji u smislu svoje
: L
glavne vredosti i va2i da je:
P () P (c) — P(t) ®(t) - — # b
IT“th=J 'rﬂ__ 't( drt'+{ | NME-a *°® (1.1.7)
L L i (L) s & = b

gde su a i b krajinje tacke krive L.

Y{r)—-P(z)
T — =z

t. i

Pritom je funkcija $(z) = I dx neprekidna u =z

L
Cela klasi¢na teorija granicénih problema za analitidke

funkci je bazira se na formulama Flemel ja—Sohockog.

Neka je L. deo po deo glatka zatvorena kriva u  komleksno)
~avni i neka su oblasti D* i D~ kao na slici 1.1. Oznatimo sa
P+ (t) grani¢nu virednost analitiéke funkcije P(z) kada tacka =
te2i £ &L 1 =z &D*, a sa F(t) graniénu vrednost funkcije P(z)
bada =z te2?i tel i zeD-.

Ako kontura nije zatvorena, aovo su oznake za graniéne
virednosti funkcije P(z) sleva i zdesna od L, respektivno.

Vrednost funkcije P(z) u tacdki 8L oznadimo sa Py,

L 1 ‘P ()
gde je ®(t) oznaka za nesvojstveni integral — il dr

2371 Tt — t
L




u smislu glavne vrednosti.

Ako je P(r) funkcija na konturi L koja radovol java Holde-

1 ()
rov uslov, tada inteqgral Cauchyjevog tipa P(z) = Sori R g
C
ima graniéne vrednosti P*(t) 1 ) u svim tackama ontu—

re L, koje nisu njeni krajevi, kada z te2i tel sleva i zdesna,
respektivno, po proizvol jnom putu, i te granidne vrednosti se

izratavaju preko gustine ¥Y(t) i nesvojstvenog integrala %i(t),

pomodu formula Flemel ia—-Sohockog [1461:
1 ()
Prit) = = W) + — L dw
2 2Ii T - t
L
X (1.1.8)
P-(t) = PlE) + — P
2 291 v -t o
L
Iz (1.1.8) sledi da je:
P+(£) - P(t) = PYt) {1.1.9)
1 Wirg) -
P(t) + P(t) = — gt . (1.1.1C:
m v — t

L
Iako su graniéne vrednosti P*(t) i ¥ (t) neprekidne na L,
u opstem sludaju se one razlikuju i, na osnovu (1.1.9), =led:
da funkcija P(z) pri prelazu preko konture L pravi skok jednak
vrednasti funkciije ®(t).
Pod uslavom da funkcija YW(t) na realnoj osi zadovol java

Hilderov uslov u smislu formula (1.1.5) i (1.1.48), sledi da su:

| 1 T ?(T)
Pty = - —en
(1.31.11)
1 %)
P-(t) = - =
2'*?(1:) .L't'—t
formule Plemel;a-SohmcLag za _realnu prava , gde su Pr(t) 1

P-{t) granidne vrednosti funkcije P(z) kada =z te2i t = 0Ox,
respektivno, sa gornje, odnosno donje paluravni.
- Formule Plemel ja-Sohockog daju, izmedju ostalog, resenje

aqranié¢nag problema skoka @

Neka je na zatvorenoj konturi L koja deli ravan na
oblasti D+ i D~ (slika 1.1) data Ffunkcija w(t)sH. ().
Nacdi deo po deo analitidku funkciju P(z), oblika:s

P+ (z) ze D+
Plz) = 4 1,12
* P-(z) , z€D™ (

takvu da je:




P+{t) — F(¢) = W) , =L ., (1.1.13)
Direktno iz (1.1.9) i (1.1.10) sledi da Jje tra2ena

funkect ja

1 Y () '
P(z) = —— J‘ — dtT . {(1.1.14)
N1 b1 T — Z
L
ML je svaka funkcija Y(t), definisana na konturi L,

graniéna vrednost neke analiticke funkcije u oblasti D+ 1ili D—.
Uslove pod kojima ona to jgste daje nam:

Teorema 1.1..2. Neka je na glatkoj zatvoreno)j konturi L data

kompleksna funkecija Y(t) koja =zadovoljava Holderov wuslov,.
Funkcijia Y(t) Jje graniéna vrednost funkcije analiticke Ll
unutrasnijoi oblasti D*, ako i samo ako Je ispunjien uslov

- 2wty 4 J LLE
t - t

4 a1 5 1

de = 0 . (1.1.15)

L

Funkcija ¥(t) je granitna vrednost funkecije analiticke u

spol jnoj oblasti D~ i ¥(o)= I, ako i samo ako je ispunjen uslov

1 w(t) + L I AL gde — I = 0 .43 (1.1.16)
2 T ~ t

2 2Tmi
. .

Formule Flemel ja-Sohockog omogucuju da se doka2e sledece
tvrdienie. |
Neka je $(t) funkciija tataka zatvorene konture L, &i1ji

m~-ti izvod Y™ (t) zadovol java Holderov uslov. Tada je:

1 Pemd ()
Cm) _ e tm
Pem>+ (L) 5 Wwemd (+) + 5o p— dr, (1.1.17)
L
Ed
1 1 W eemd ()
PEMY — () = — = cmy { p —m— . - 1.
5 3 t) Sl I E—— gt (1 18)
L
Fi-itom vaZzi da je: |
LPE(L)TCm? = [Pem? (L) J* (1.1.19)
gde je
1 P em> ()
Pemd (£) = = dx . (1.1.20)
21i T - %

L
Graniéne vrednosti (&) i F7() integrala Cauchyjevog

tipa nisu samo neprekidne na konturi L, vec zadovol javaju i

Hﬁlderuv uslov. Takodie va®i i slededcda teorema.

Teorema _1.1.3. {681 Ao funkcija PY(t) na glatkoj konturi L
zadovol java Hdlderov uslov sa eksponentom » tada i funkcija
| 1 ()

P(2) = - —

- 271 I v - t

L

zadovol java Hilderov uslov sa istim eksponentom ako je H<1l,1 sa

ekaponentom 1 —~ ¢, gde je & proizvoljno mali pozitivan broi,ako
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U osnovama svih tehnika resavanja graniénih problema za

analititke funkcije le?i teprema o analitickom produzen)u .

Teorema 1.1.4. Neka se oblasti D, i D=z granic¢e du: neke glathe

Lrive L i neka su u oblastima Dy 1 D2 date analiticke funkcije
§F,(z) i f=(z). Ako su granidne vrednosti, kada 2 te®i t =L, tih
funkci ja jednake na konturi L, onda su funkcije £41(z2) i fola)

uzajamna analitiéka produdenia. i

Teorema 1.1.%5, (Uopitenje Liouvilleove teoreme)

Neka Jje +F(z2) analiticka Ffunkecija na celo)j kompleksno)
ravhi sa izuzetkom tadaka ag = ® , &, (k = 1, 2,..., 1) u koii-
ma ima polove, pri &¢emu je glavni deo razlaganja funkcije +{z)
u Laurentov red u okolinama polaova:s

Bolz) = Ciz2 + Ca2® + s+ + Cpez™

1 y = T . - Ca . .. 4+ Cm

At~ W E O A (= ~ ak)ﬂ (z — ag)™

By (

Tada je funkcija £(z) racionalna i moie se predstavita

formul om: n i

${z) = C + Boflz) + Ei: Gk(“ = ) (1.1.21)
- = e

. K x4
gde je C & T .

Speci jalno, ako je jedinstveni sinqularitet funkcije f(z)

nol reda m w = w, funkcija f(z) je polinom stepena m:

$(z) = Co + Cyz + Caz2® + ... + Cnuz™ .1 (1.1.22)

1.2. Fourierove transformacije

Resavajudci grani¢ne probleme =za sisteme linearnih
parcijalnih diferencijalnih jednalina prvog reda 1 elipticke
parct jalne di%érencijalne jednatine videg reda na neogranicenim
oblastima, testo  “emo roristiti tebhni ke Fourierovih
transformacija. |

Neka je f(t)eln(~ o, »), gde je L=(~ ®, @) klasa funkcila
&iji je kvadrat integrabilan po Lebesgueuw. Integral

[

I f(t)ert=tdt = Fix) , — @{u{® (1.2.1)

Qe

LYY S A
VIR

naziva se Fourierovom transformaci jom (Fpurierovim integralom)

priginala f(t) . o |
. Dokazuie se [717 da slika F(x) pripada klasi La(-w,®) i da

.. L
L .
= .




je operator V linearan.

Integral
Paty)
1
(V—2F) (L) = ?q; [ F(ule~tx®td: = £ (1) i1.2.2
- %0

naziva se inverznom Fourierovom transformacijom .

Fritom je V neprekidan i ograniden operator koji reali-
zuje uzajamno jednoznafnu korespondenci ju izmediu originala 2
slika Fourierove transtformaclje.

ODznatimo sa {{0¥> klasu funkei ja-slika Fourierove trans-—
formaci je F(x) koje pripadaju Le(—-w , @ 3 1 zadmvmljavéju
Holderav uslov, a sa {0} klasu funkcija-originala £(t) <ijl
Fourieravi integrali pripadaju klasi {{0)r.

Dovel jan uslov da £ {t) ={QY Jje, na primer, o &
f{t)Ebai{-n,®) i t«f(t)sEl (—2,0),

Integral
oo o0
1
(fxg) (L) = NG Jf(t—s)gts)ds = J%; I#iu)g(t*u)du (1.2.23)
- L2 - D0

naziva se konvoluci jom funkciia f(t) i g(t).

 Fourierove transformacije imaju, pored ostalih, 1 sledece
pnsobine [711:

1. Formula konvolucije :

oaq

J F(u—s)iB(s)ds = F*G , (1.2.4)

|-

V(fg) =

b-J
=3

J
gde je FGG:) = VE(t) 1 G) = Vg(t).

. f - - kY -
2. Fourierov integral konjugovane kompleksne funkclie

(VE (L)) () = F{-x) ili VTR (x) = F(-t) . (1.2.9)
Z. Pomak originala . Ako je NER, tada je
VF(t-n) = el "wF (u) ili VT i{er™..F((x)) = f(t-TD. (1.2.6)

4, Fomak slike 3
Vig—tnef (L)) = F{x-—-1n) ili v AF(x—N) = p—+nef (t). (1.2.7)
S. Ako Jje AR, A # O, tada vadi:

VEF(AL) = F(x/AY/ AL . (1.2.8)
Specijalna, za A = ~1 je:
VF{-t) = F({—x) . {(1.2.9)
&. Fourieorov integral slike @
VF(t) = £(=x) 1li (VR (L)Y (x) = F(—x) . (1.2.10)

7. Transformacija izvoda originala . Ako je original

+{(t) n_puta diferencijabilan i ako svi njegovi izvodi pripadaiu
klasi {0}, tada je: o |
Qf‘“’(t) = (—ix)*F (), k = 1, 2, .« 4 N . (1.2.11)




8. Ako Jje tof(L)={03, tada:

VitHf{t)) = (—iyeFeRd2 (), k = 1, £, «a- 4 N . (1.2.12)
9. Fouwrierova transformacija 1zvoda po parametrii . Neka
original zavisi od parametra A, f = f(t,A). Tada Jje:
am ”
.V 3 f(t,A) = 3 o F{x,A) . (1.2.13)
Teorema i.2.1. Funkci ja F{u)El.a(—w,»), definisana na resl-

noj osi, je graniéna vrednost funkcije F*(z), (F7(z)), analiti~

ke na gornioj (domjoi) poluravni, tako da je

ilF*(x + iy) |=dx < M, (1.2.14)

gde M ne zavisi od y, ako i samo ~ako je njen original +{t)
jednak nuli na negativnom (pozitivnom) delu x ose.i|

Pritom se integral

ot
1 -~ e
Fi{z) = —\FI_:IT Jf{t)e*=tdt ’ (1.2.15)
-0
gde je z = x + iy, takodie naziva Fourierovim integralom.

Ako su ispunijeni uslovi teoreme 1.2.1, dokazano Je {713

da je: -
1 |
Fr(z) = === jf(t)e“tdt ’ (1.2.1¢6)
o NZEw | |
Oy
L=+
-1

F-{z) = == j*(t)e*’tdt . {(1.2.17)

- g

Integral (1.2.14) naziva se desnim, a integral (1.2.17)
levim_Fuurieravfh integralom funkcije f(t). Pritom kaZemo da:
FrGOef{0,+m3 i FrG)={{~»,0}2.
S obrirom da graniéne vrednosti FrO:) i F-(x) zadovolja-
vaju Holderov uslov [13461, sledi da je {{O,+o0}} c {{03F 1
{{=0 O3> = {{033}.
Za ()2 {03, funkcije
folt) = { {;t} : ::g i F () ={:_ f(t) : :Zg (1.2.18)

nazivamo desnom i levom jednostranom funkci jom funkecije f(t),

respektivno. Klasu desnih jednostranih funkcija oznatavamo sa
{0,»3, a klasu levih sa {-«,0}., Odito je {-®,03, {0,®} < {OJ.

Teorema 1.2.2. Fourierovi integrali desnih i levih jednostranih

funkcija su graniéne vrednosti funkcija analitic¢kih u gornjoj i

dorjoj poluravni respektivno, tj. da bi originali pripadali

klasi {0,®} (ili {-o,0}), neophodno je i dovoljino da niihove
c'glike budu u {{0,%}} (ili {({~-®,033).!}

8




Tako, i za Fourierove integrale dobi jamo formule analogne

farmul ana Flemel ja~Sohockogs:

= d] 4V 0
H 1 | 1 J
. o re— 5% it e — ) ] - I $ — L=ejf =
() 757 If(t)& dt 5 J{(t)e dt =5 f(t)e .
- T o - Oy
= F+{u) — F—(x}) , 1 (1.2.1%)
1 () 1 j )
J—— = Fr(u) + F~{u) = —]— 1+ (L) Lintdt . (1.2.20)
i j r - Ut - 3

Foronula (1.2.20) mo?e se napisati i na sledeci nacin:

1 - () 1 F ()
V(£ (t)sgn t) = -T-j———i— der i1l1i V-3 {(— j___,_ drc) =
mi T - X i o - %
- Eay - - Dy
= f{t)-sgn t . (1.2.21)

o

1.%. Dirichletov_granidéni problem

Neka je D prostopovezana konaéna. oblast u  kompleksno)
ravnli &iji je rub L = 3D glatka zatvorena kriva.
Funkcija ui(z) definisana i dva puta neprekidno diterenci-

jabilna u oblati D je harmoni jska ako zadovoljava jednadinu:

& =y + &=

A= dy=

du = = 0 . (1.3%.1)

Foznato je da su realpi i imaginarni deo funkcije f(z) =
= Wi, ¥) + di-vix,v), analititke u oblasti D, harmonijske
funkciie koje zadovol javaju Cauchy—-Riemannove uslove:

S _ iﬁ

3w By Yooy >

Harmoni juke funkcije ue,y) i wvix,y) koje zadovolijavajlu

du 8y

|
-_-_.

(1.3.2)

(1.3.2) nazivaju se koniugovanim harmoni jskim funkcl jama .

Klasi&ni graniéni problem teorije analitickih funkcija je:

Schwartzov problem Nadi funkeciju F(z) = ulx,y) + 1«vix,y),

analiti&ku ma oblasti D, ¢iji realni deo ima na rubu L oblasti

D zadatu virednost ul(s). |

Ovaj graniéni problem svodi se na:

Dirichletov problem Neka je na rubu L oblasti D data nepreki-
dna funkcija uts), s=L. Naéi funkciju uilx,y) neprekidnu na D+L
i harmonijsku u D koja na L ima vrednost jednaku ui(s). i

Kada ved imamo redsenje u(z) Dirichletnvag problema, hkori-
sofenjem relacija (1.3.2), dobija se i konjugovana harmoni jska

funkei ja viz) sa tagnodéu do na kompleksnu konstantu.




7a rasavanie Schwartzovog graniénog problema potrebnc ie
uvasti pojam Schwartzovog operatora.

Ako je na glatkoj konturi L data ‘neka realna furnkciia
o ie) nia zadovol java Holderov uslov, operator koji primenjien
na funkeiju wis) daje analitic¢ku funkciju F(z) = uix ,yrI+ivQGiyy)
ra koju se graniéna vrednost nienog realnog dela na konturs .
poklapa sa w(s), a imaginarni deo je u datoj tadki zo dednak

nuli, naziva se operatorom Schuwartza .

Ako je kontura L jediniéna kruinica, Schwart:zov cperator

se poklapa sa integralom Schuwartza

2
1

t(z) = =— I wla) e
<0

Q
gde je o du2ina luka krive L od tacdke preseka kruinice s

pl ot

do + i+Vo (1.%.3)

-
.
-
ra

EI .. .

4. : . ete+ =z ,
pozitivnim smerom X ose, funkcija io je tzv. Scwartzaovo
- =z
ar
. . . 1 . . .
jezgro , a ive = 1vi0,0) .= oy I vio)do je imaginarna konstanlta.

U ovom slucaju, primenom formula Plemel ja—Sohockog 1
slementarnim transformacijama dobijamo, takodie, vezu koja
postoji izmedju granidnih vrednosti mis) 1 vis) funkecija ulx,y?

i vix,y) na konturi L:

y
1 r - 5 : . .
vig) = = oo J ui{gl)-ctg T adaq + Vo, Vo = v(Q,0) (1.3.4)
o
i
27
1 o - s )
uis) = EE-J vig)ctg = da + We o = u(0,0). (1.Z%.9)
O =
Formule (1.3.4) i (1.3.5) nazivaju se Hilbertovim formu-
| - 8
lama transformacije , a izraz ctg 2 = — Hilbertovim jezgrom .

Ako jé'kcntura L jednaka realnoj osi, Schwartzov operator
se svodi na integral Cauch?jevag tipa.

Za proizvoljinu konturu L, Schwartzov .nperatnr =Y L
eksplicitnom obliku dobija pomocu Greenove funkci je Laplaceovog

operatora u oblasti D* :

Gix,y:t,7) = 1In (1/r) + gix,y;&,") (1.3.6)

iy wnlr e = el

gde je r = J(x-E)= + (y-"DF, a glx,y;k,N) harmoniiska funkcija
pa oba para promenljivih x, y 1 &, M kojia ima vrednost in r
kadgod Jje jedna od tacaka (x;y) ili (§,Mn) na konturi L.

| Kada funkciju G(é,y; £, N posmatramo kao funkciju dve
knmpleksne promenl jive z = x + iy i 3§ =& + i-n u oblasti D+,

10




redenie Dirichletovog problﬁm% dobi ja se pomofu formule

1 dG(z,T)
TS ) = — —— (o) do - 103507
24 2 J &N
5 .
poznate iz teorije harmonijskih funkcija, gde je v = aiog) kom-

pleksna koordinata tadke kontwre 1 n unutrasnia normala.

Fomodu Cauchy—-Riemannovih uslova (1.3.2) dobi jamo da je

LW
F

2
H(z,8) = I(— g—gd:{ +é-§dy) (1.3.8)
hat-moni jska funkcija konjuggbana funkciji G(z,%) po promenlji-—
voi z, gde Jje zs fiksirana tacka u D™,
F.ako je D* prostopovezsana oblast, funkciija H je aodre-~
diena jednoznadéno 1 H{zgo,b8) = ©.

Funkcija M(z,t) = G(z,3) + 1-H{z,8) paziva se kompleksnom

Greanovom funkci jom oblasti D* . Ona je analiticka po = osim u

= = § gde 1ma logaritamski singularitet.
Iz svega navedenog sledi da je Schwartzov operator

bdredjan formul ome ’
i Miz,7)
Su =z e 3 P —wuf{T) do (1.3.9)
20 d N

' Q
1 daje trazeno resenie Schwartzovog granicnog problema:

F(z) = Su + i-Pg (1.T.10)
gde je Po proizvolina konstanta jednaka vizo).
oM{z,T)

naziva se Schwartzovim Jezgrom

Funkcija T(z,T) =

&N
za konturu L.
Fomenimo Jof dva graniéna problema koji predstavi jaju

prirodna uvaopstenje Schwart:ovog graniédnog problema [681.

Graniéni problem A, : Data je prosta, zatvorena, glatka kontura

L. koja predstavlja rub prostopovezane oblasti D*. Odrediti
funkci ju A (=), analitidku svuda n oblasti D+ izuzev u ~E3 ) R
gde ima pol reda ne videg od n, 1 ¢iji realni deo ulx,y) na
konturi L ima vrednost nula, (u(s) = 0, s=L).!}!

Ako je oblast D* jediniéni krug i zo = 0, traZena
funkcija je oblika

n
Q{z) = ips + Z (Crez™ = C—%) (1.3.11)
K x4

gde su Po +y Che = oy + iPw 4, (k=1,...,n) proizvoljne konstante.
" Ako umesto unutradnje oblasti D+ problem resavamo na
spoljnoj eblasti D—, i ako zahtevamo da funkcija ima pol u ze =

11




= oo, redenje je, takodje, oblika (1.35.11).

Regenje problema A, =za proizvoljinu oblast 1 za jedinidni
krug sa polom u tatki zo # 0, dobija se iz (1.3.11) pomocu kon-
formnog preslikavanja. Pretpostavimo da funkcija w = wi{z) kon-

formmno preslikava oblast D* ravni = na jediniéni krug ravni  w

fako da jo wize) = QO 1 w' (2a)x0. Tada formula
ki
Rz = 1P + Z { Cplw(z)l* - Eh[w(z)]*“} (1.35.1%)
K=A4

daje resenje problema Ao za proizvolinu oblast D™. |

Ako wiz) konformno preslikava oblast D~ na oblast koja u
ravini w predstavlja komplement jediniénog kruga i prevodl
heskonacno udaljenu tacku u beskonacno udal jenu tadku, pri cemu
je w’ (™) 30, formula (1.3.12) predstavlja redenje problema Ao

2a oblast D—.

Granidéni problem A : Data je prosta, glatka, zatvorena kriva L
koia predsfavlja rub unutrasnie prostopovezane oblasti D>. Od-
rediti funkeciju Fi{z) analiti¢ku u oblasti D* svuda osim U ZoED™
gde ima pol reda ne viéeg od n, ¢iji realni deo ui{x,y}) na kon-

turi L ima datu vrednost u(s), s=EL.11

Redenje granidnog problema A je:
| F(z) = Su + Q(z) (1.3.13)
gde je S Schwartrov operator (1.3.9), a ((z) resen)e granicnog
problema Ao (1.3.12). . P |
O Dirichletovom problemu i srodnim granicnim problemima

bice znatno vige recdi u narednim glavama.

1.4. Indeks funkci je

U skoro svim pastupcima recavania granitnih problema za
analitiéke funkcije kljuénu ulogu igra pojam indeksa funkcije
poznat iz teorije kampleksnih funkcija.

Fojam indeksa funkciije je od velikog  znacdaja i za druge
matemati¢ke discipline, a narotito za algebarsku topologiju.

Neka je L glatka, zatvorena kontura i G(t) neprekidna
funkci ja definisana na L, razlidita od nule za svako tel..

| Oznacimo sa [B(t)l,_ promenu vrednosti neke funkeije Gt
definisane na L, kada tacka t obidje konturu L u pozitivnom
smeru. Indeks funkcije G(t) na konturi L je priradtaj argumenta




cunkcije 6B(L) podel jern sa 27 pri obilasku cele konture L W

mozitivnom smeru. [hdeks funkcije G(t) na L. oznaéimo sa:s

1
K o= Ind GL) = Py Larg G(t) 4, ¢1.4.1)

U aovom obliku je dosta tesko izradunati indeks funkcoige
3¢t). ¥Fako Jje Ind G(t) wveoma ~valan podatak pri recavanju
graniénih problema koii slede, pozabavidemo se detaljinije nie-
govim oscbhinama i metodama nijiegovoqg efektivnog izralumavanja.

Dokarano Jje u (48] da vale sledede relacije:

1 .
201
1 -
Ko = == jd 1In Gy , (1.4.73)
2371

jde me redi o Stieltiesovom integralu.

ako cemo testo granicdne probleme posmatrati na polura-
+ni, potrebna nam je definicija indeksa funkcije definisane na
realnﬂj'praynj y = 0. |

Ozpadimo simbolon [Y)IZ promenu vrednosti funkoije
P(t) kada tatka t nbidje'realnu osu krecdudi se u nienom pozil-
Livnom sméru, bi1. [W{(E)1 8 = $(»») ~ Y(—-&),

.Indeks neprekidne 1 razligZdite od nule funkcije GLY,
~-oLtsm, (B(-m) = G(®), jednak je promeni afgumenta Tunkci je

3(t) na celaj realnoj osi, podeljenoj sa 2m, t).

| 1 1
X = Ind G(t) = — [arg G(t)1.& - [l B6{t)I_-S =

2 M
= —— 74 1n Bt (1.4.4)
gl - - G-

Ako funkecija G(E) nije diferencijabilna ali je ogranicene

sarijacije, inteqgral u (1.4.4) je Stieltjesaov integral.
| Ovako d@finiﬁah indeks funkoi je, u oba sludaja, 1ma
alédece osobine:
| ~a) Indeks $unhnija, neprekidne na_zat#nrenaj konturi L
ili realnoj pravoi, koja je razlic¢ita od nule za svaku vrednost
argumenta, je ceo bkaj.

' b) Ako su F(t) i B(t) dve funkcije definisane na konturi

- (ili realnoj pravoj) razlitite od nule, vazi:

Ind F(£)-G(t) = Ind F(t) + Ind G(t) (1.4.35)
Fit) |

I = — ' 4.5

nd TS Ind F(t) Ind G(t) (1.4.6

Ind (F(L)I™ = n.Ind F(t)y . (1.4.7)

c) Ako Je G(t) gfani&na vrednost funkcije G(z) analitidke

Jnutar'(ili izvan) konture L, njen indeks jednak je broju nula

-
H
L




funkecije G(z) u D™ (ili broju nula G{(z) u DT pomnoienom sa -1).
d) Ako je G(t) graniéna vrednost na konturi L (ili na
pravai y=0 ) funkcije G(z) analiticke na unutragnioi oblasti D™
(ili na gornjoj poluravni) sa irzuzetkom konmainog broia polova u
u D* (ili na gornjoj poluravni), tada je
| K = Ind 6(t) = N - F . (1.4.8)
gde je N ukupni broj nula, a P ukupan bra) polova funkcije G(z)
arnutar D+ ( gornje poluravni), gde i nule 1 polove zaracunavamo
onaliko puta kolikog su reda.

I pored svih navedenih formula i osobina indeksa efektiv-
no ga je, &esto puta, dosta tesko izradunati.

Pokazuje se da Jje najjednostavnije izratunati indeks
funkeije G((t) na zatvorenoj, glatko) konturi L, pribliZnim
matodama. Ovde ¢ée biti pomenuta jedna takva metoda.

Neka je t = £.(8) + i-ta(s), ( O£s{l ), jednadina kontu-
re L., odakle je G(t) = GLlt,(s) + itoi(s)] = L(s) + i-%i(s). Tada
funkcije k(s) i N{(s) predstavljaju parametarske jednacine neke
krive . S obzirom da je G(t) neprekidna funkcija i L zatvorena
kriva, sledi da je i I takodje zatvorena kriva.

Broj punih obrta fadijus—vektara tataka na krivoj, kada
parametar s wzima redom sve vfednnsti iz intervala ([0,13, Je
indeks funkcije BG(t). k

S obzirom da Je

- | (s)
d arg G(t) = o arctg ET;? (1.4.9)

¥
iz formule (1.4..3), F.;lridi da Jje:

J‘ 5(5)“'1;_(”5) —rnts)i.'(si)
t=2(s) + N=(g)
o

Razbi jemo adsetak [0,1], unutar kojeg se nalaze sve vred-

1
% pis B |

ds . (1.4.10)

nosti parametra s, na n jednakih delova tatkama se = 0, 5,5,
Saseney Bn = l. Time se@ 1 krive L 1 T takodie dele na po n
lukova. Neka su Tq (i = 1,...,n) tako dobi jeni lukovi krive My
tije su krajnje tacke (hs—a,Ne—a) i ( Ea, M), gde je &y =
= bel(se) i1 My = MNg(s5,). Neka je A¥Y, ugao izmedju radijus-—

~-vektora krajnjih tadaka luka T,. Tada je, na osnovu (1.4.1):

K = Ind G(t) = ! EE A¥, .

2%/
| o
Za dovol ino veliko nElN imamo da je:

AV, ~ sin AP, = Bafla-a = Ba—alla (1.4.11)

VET o, + nioafki + 3

;;*odatle:
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Ei?(‘ E*n‘_{“:“b"le“p + Re (1.4.17)

Y1 N ‘/Et + M

gde jie R, greska aproksimacije.

Ako funkacije ty(s) i ta(s) koje grade Jjednadinu kontur e
L., zadovoljavaju Hilderov uslov sa eksponentom of 1 akop funkcila
G{lt) zadovol java Holderov uslov sa eksponentom P onda je

C

IR < HH#‘P—I ’ | (1.4.12)

gde je C realna konstanta.

Odatle sledi da za opx1/3 i n3® vati da Rn#,; pa je:

? Z i.n!.—l___'_ t:l.""l‘r‘!. . {1'4'14)
B3 + nd_, JE.:I. + "h.
FriloZeni 115t1ng predstavl ja program ZAa priblidno

ratunanie indeksa kompleksne funkcije ako Jje parametar s wgao

Y=[0,2601 u stepenima.

10 REM program za izracunavanje indeksa kompleksne funkciie

20 FRINT "Uneti u linije 61 1 &2 jednaine krive L: X = X(T),
Y= ¥(T): PRINT

30 FRINT “Upeti u liniju 63 realni deo kompleksne
funkcije U(X,Y)": PRINT

40 FRINT "Uneti u liniju 64 imaginarni deo komleksne funkcije
VX,Y)": PRINT
RUN &60": FPRINT

20 STAOF:CLS

&1 DEF FN S1(T)Y = COB(T)

62 DEF FN S2(T) = SIN(T)

63 DEF FN U(X,Y) = SIN(FO*® (X+Y))—9/ (8% (X¥X+Y®Y+X) +1)

H4 DEF FN V(X,Y) X—Y

L5 DEG

70 DIM T1(101),E(1015,F(lOI>,C(101),T2(101),81(101),82(101)

80 INPUT " donja granica parametra t @: a= "3 A : INPUT

FRINT " Posle toga startuj program sa:
FPRINT

gornja granica parametra t: b= "3 B

90 N=30

100 H=(B-A) /N

110 FOR I=1 TO N+1 : C(I) = A + H®(I-1) : D = C(I) =
T1(I) = FN S§1(D) : T2(I) = FN S2(D) : NEXT

120 FOR I=1 TO N+ : X = Ti(I) : Y = TE(I)- E(I) =
FN U(X,Y) : F(I) = FN V(X,Y) & NEXT
130 K=0 |

i




140 FOR I = 2 TA N+1

150 k. = K + (E(I)*FA(I-1)-E(I-1)¥F (D)) /(SAR(E(I)*E(I )+
FOI)2F (D)) *8RR(E(I-1)#E(I-1)+F (I-1)Y%F (I—-1)1))

160 NEXT

170 INDEXZ = K/360

180 IF N = 30 THEN GO T0O 200

190 1IF ABS{INDEXZ2-INDEX1)<0.0001 THEN GOTO 220

200 INDEX1I = INDEXZ2 ¢ N = N + 1

215 IF N<{100O THEN GOTO 100 ELSE GOTO 2460

220 INDEX = INT(INDEXZ2+0.5)

230 PRINT FRINT " INDEKS FUNKCIJE “ 4 INDEX

£40 PRINT : PRINT " RROJ PODELA.N "+ N 3 STOF

230 PRINT Y POSTUPAE NE KONVERGIRA " : STOP

il

Da bi program mogao da se primeni, neopbodno je prove-
riti da li je zadovol jen uslov (1.4.13). Ako jeste, u linije &1
1 62 unose se parametarske jednacdine konture L, a u linije 63 i
64 realni 1 imaginarni delovi funkcije ¢&iji indeks trazimo.Al~
goritam programa je cikli&an. U svakom koraku se broj n podela
intervala [0,340] povedava za Jjedinicu i-raéunanja se@ zavrsava
aonda kada se pribliine procene indeksa poklope do na tri deci-
male. Dobijeni rezultat se zaokruZuje do najblileg celog broja.

U listingu imamo primer funkcije

] ’ 9
= + i = gl —= (1 <+ - ' + 1= -
W Ll _ iv sin > ( - Y) B(x= Ty= + %) + 1 1= (x y?
na jediniénoj kruz2nici L: x = sin t , ¥y = cos t , ts {0O,2%7].
Fosle 6 itteracija, tj. za n=36 dobijamo da je Ind w = -1,

Frogram je radjen u programskom jeziku LOCOMOTIVE BASIC
0.1 i testiran na rafunaru AMSTRAD “CPC 444°".

1.95. Riemannov _grani¢ni problem

Riemannov ﬂranitni;proglem za _prostopovezanu oblast :
Data je prosta, glatka, zatvorena kontura L koja deli

kompleksnu ravan na unutrasnji deo D* i spoljagnji deo D—, i
dve funkcije G(t) i g(t) tataka tEL koje zadovol javaiju Hélderov
uslov, pri &emu je 6(t) # O za svako teL.

Treba na&i funkcije 2** ®*(z) i ¥ (2) analitiéke u D+ i D—

'} Uvde sx aole govoriti i o jednoj deo po deo analititkoj fumkeiji P(z) koil na D* uzima vrednost ¥*(z2),
a pa 1° vrednost 9 (2), gde je kriva L gecmetrijsko sesto sisgulariteta fuakeije ¥(2).
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respektivno,koja na Lonturi L zadovol javaju linearnu relaciiu

pr(t) = B(E) - F(t) (homogeni problem) (1.5.1)
il1

Pr(t) = BIE) P (t) + git) (mehomogeni problem).i. (1.5.3)

Funkeija B(t) naziva se koefici jentom Riemannovag

problema , A& funkcija gtt) njegovim slobodnim clanom -

ada je G(t) = 1, Riemannov problem se svodi na granicni
problem skoka &ije resen)e sledi direktno iz formule Flemel ja-

Sohockog (1.1.9).

Resenije Riemannoviog homogenog probl ema

Pretpostavime da je graniéni problem (1.5.1) resiv 1 da
s funkecije Pr(z) i1 F7(z) njiegoava resdenja. Neka je N* broj nula
funkci je P*+{(z) u oblasti D*, & N~ broj nula P ) u D™. DNa

ocsnovu osobine ) indeksa funkclje (strana 139, sledi da je
K = Ind G(t) = N* + N~ (1.5.3)

Indeks koeficijenta G(t) Riemannovog pruoblema naziva se

indeksom problema .

Iz (1.5.7) sledi da homogeni Riemannov problem nema
reéehja akg je  x<O0.

ﬁku j@ ¥ = 0O, funkcije P (z) i F(z) nemaiu nula. L tom
sludéaju logaritmovanjem uslova (1.5.1) dobi jamo granicni
problem ﬁkoka |
in P(t) — In 9(t) = 1n G(1), (1.5.4)

gde za 1ln B(t) biramo hilo koju granu te funkci je. Dokazuje se
da resenje problema ne zavisi od izbora grane.

Resenje problema (1.5.4) je, na osnovu (1.1.16):

1 j in BG(x)

2,1

dr + 1n P (@), (1.5.5)

T — &

F{z) = 1n P) =

L.

a resenje homogenog Riemannovog granicnog problema (1.35.1) je:
fr(z) = ReaxpilF+t(z)) , P-(z) = Araxp(F—(z2)) (1.5.8)
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gde je A = P ().
Dtuda, u sluCaju X

O 1 uz uslov P(w) ¥ 0O, resefile
prmblema (1.5.1) sadr3i jednu proizvolinu konstantu. Ghko e
P(w) = O, problem (1.5.1) 1ma samo trivijalno resenje.

I+ (1.5.46) sledi veoma vaina teocrema:.

Teoorema 1.5.1. Funkeci ju Gt definisanu na konturi L, koia

B T B S e

;;18

zadovoljava Hélderov uslov i €iji je Ind B{t) = O, mozemo pret-—

staviti kao kaliénik funkcija $(t) i () koje su granidéne
vrednosti funkecija-analitigkih u oblastima D+ i D7 i koje u tim
ablastima nemaju nula, a mogu se odrediti sa tacnoscu do na
proizvol jnu kaonstantuw, na osnavu formule (1.35.6)...

U slucaju da je x>0, pretpostavimo da koordinatni pocetalk
pripada oblasti- D™. ( Ova pretpostavka ne umanjule opstost
razultata jer je poznato da se odgovarajucim konformnim pre-

=1ikavanjem kontura L i oblast D* mogu preslikati, na primer,

na jediniénu krudnicu i jedinicm krug, respektivno.) U tom

slutaju funkciia > ima indeks jednak broju X.

Ako graniéni uslov (1.5.1) napisemo u obli ku
P+ (L) = t%.[t7*G((t)]-F (L) (1.5.7)

funkcija Ba(t) = &% G(t) - ima indeks Jjednak nuli, pa Je, na

nsnovu teoreme 1.5.1. moiemo predstaviti u obliku kolicna ka

Er.'g" CER

gde je

f = te) !

HI
ik

Infex.6(
J A GOl 4 (1.5.8)
[ -

T - 2
4

a gfaﬁithi uslov (1.5.7) mode se napisati na slededi nadcin

N | P (t) _ F(L) =
:‘_ Er.*. ‘t'-;- - tn.er_(t, 9 tEL ] (1-1...'-{?)
, } .y . . Pe(z)
Iz jednakosti (1.5.9) se vidi da e funkcija =L
analiticka u D*, 2 da Je funkcija a** T analiticdkka uw D™

sa izuzetkom bekonaéno daleke tadke u kojoj moie imati pol reda

_ne v1éag od X, pa 1; teorame () anal1t1¢knm produienJu ( strana

&) sledi, da su ove dve Funkc1je uzajamna analitic&ka produenjia

preko kontwre L, tj. da su grane jedna analiti&ke funkeije koja

. celol, kumplaksnoj ravnx moie da ima samo jedan pnl W besko-
natno daleko’ tatki, reda ne vigeg od x. Na osnovu uopdtene Li-

ngyiylenve teoreme ;a1ana11t1¢ka funkeci ja je polinom stepena ne




videg od K sa proizvolinim kompleksnim koeficijentima, pa e

opite resenjie homogenng Riemannovog granicnog problema za K0 @

Pe(z) = e@FTE2 P (z) ,  F(z) = el TE?.pTaP(z) (1.5.10)
gde Jje funkciija MN(z) data formulom (1.35.8), a Fx{(z) Je polinom
X —-tog stepena.

Otito, opste resenje granidnog probl ema (1.5.1) 2a K0
sadr3i X + 1 proizvolinih kompleksnih konstanti koje su koefi-
cijenti polinoma Pe(z). koeficijent uz = u polinomu Fx (z)
jednak je vrednaosti P-(a).

Fri regsavaniu nehomogenog Riemannovog granicnog problema
(1.5.2) koristimo se jednim partikularnim resenjem homogenacg
problema (1.5.1) koji se naziva kanonskom funkcijom homagenog
Riemannovog problema.

Najni®i stepen u razvoju analiticdke funkcije ®{z) u red

po stepenima od (z-zo) naziva se redom funkcije P u tacki zqo .

Ako funkecija P(z) u tacki 7o ima nulu reda m, red funk-
cije P{(z) U zo bide jednak broju m, a ako u zo funkci ia (=)
ima pol reda m, red funkcije PE) u 2o Jednak Je - m. U
sludaiju da je Pl(z) analiticka i razlidita od nule u zo, onda jie
njen red u 2o Jjadnak nuli.

Dec po deo analitichka funkci ja koja radovol java
grani¢éni uslov (1.5.1) i ima red jednak nuli u svakol konatno)
Fatki kompleksne ravni, naziva se kanpnskom_ funkci jom hompgenod

Fa
Rieamannovodg qraniénog problema (1.35.1).

Ofito je red takve Funkecije u beskonadno dalekol tacki
jednak indeksu X granidnog problema. Specijalno ako Jje K0,
banonska funkcija nema polova, pa predstavlja resenje granicnog

problema (1.5.1) koje se naziva kanonshkim resenjem . Za X %0

bLanonska funkcija u 2e = ® ima pol, pa ne predstavlja resenjie
granié¢nog problema (
Iz (1.5.6) 1 ¢

kanonska funkcija X(z) problema (1.3.1) data jednakostima:

b ek

H5-1)I
- .

10) sledi da je, =za proizvolijno KX,

X+*(z) = erter | x—(z) = z—*.ar "= (1.5.11)

gde je funkcija [ (2) odredjena formulom (1.5.8), pa se opste
redenje homogenog granicnog problema {(1.5.1) za X 30 preko
kanonske funkcije mole izraziti na sledeéi na&in:

o o Plz) = X(2) «Pylz) . C(1.5.12)




Resenije nehomogenog Riemannovog granicnog problema

Zamenimo koefici jent Gt} granidénog uslova (1.5.2) kolid-
nihoin granidpiby vrednosti kamnonske funkcocilje adOvar a jad &g
hamogenag problema, GL) = X+(L)/X~({t).

Ma pusniova teoreme 1.1.3. siedt da funkcija gftr/7XTu)

Tadovol Java Hiderov uslov, pa 1e na osnova (1.1.12) - (1.1.14)
q(t)
— = Y (E) - e (1.5.13)
T (E) Y-ty 1.%5.1
gde Je
1} gf{xc) dr
P{t) = —-—r - . — . (1.5.14)
231 X*() © — 2
. -

Odatle sledl da se (1.5.2) transformise u oblik

P (t) P—(t)
— - — — — E - .='- =,
e A L = rr it S LA LI (1.5.15)

Frimenom teorema 1.1.4. 1 1.1.5, rezonujudi slidno kao u

slutaju homogenog granidnog problema, dolazimo do slededeg

vakl jutkas

Teorema 1.5.2. Ako de indeks XK* 0, nehomogeni Riemannov gra-
nicni problem ima redenje za proizvol ini slobodan ¢lan g(t), i
njeqgovo opste resenje je

FP(z) = X(=) -1 ¥W(z) + Fuel(z)] , (1.5.146)
gde Jje X{(z) kanonska Ffunkcija definisana relacijama (1.5.12),

Pa () polinom stepena K sa proizvolinim kompleksnim koetici jen-

tima, 1 i () d
g T
P(z) = . . (1.5.17)
218 J X* (o) « - =2 ”
L.
U slucaju da je X = -1, graniédni problem ima jedinstveno
refenje. |

Ako Jje K{ -1, nehomogeni Riemannov graniéni problem u

opstem sludaju, nema redenja. Da bi problem imao resenje, necp-

hodno je i dovol jno da g(t) zadovoljava — XK - 1 uslova:
gf{x) — _ Lo
x*(it') T d'l' - 0 v (k’-l,?,--’., “K '_1)- (1-5-18)

[ W
Ukoliko su ovi uslovi ispunjeni, graniéni prablem ima
jedinstveno resenje oblika |

Plz) = X{z) W(z) .1! (1.5.19)

Ako zahtevamo da ratenje nehomogenog Riemannovog
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problema - adovol java dopunski uslov ®(®) = 0, opste resenje
granicnog problema (1.35.2) za K > 0 je oblika:

P(z) = X(2)«L¥W(zZ) + Pyp.y(z?l] (1.5.167)
(za XK = 0 j@ Fr-aflz) = 0), a za X < 0, g{t) mora da zadovolii
- x uslova oblika (1.5.18), gde je k =1, 2, ... , = XK, da bi

retenjie graniénog problema bilo oblika (1.5.19).

Riemannov _qraniéni_ problem za poluravni

Pretpostavimo da je kontura L realna osa. U tom slucaju
treba naéci funkcije P*(z) i P(z) analitidke u gornjoj i1 donjoj
poluravni respektivno, &ije granié¢ne vrednosti na konturi L.

zadovol javaju uslov
Pt = G(E) T (L) + g(t) (=t {@) (1.5.27)

ako funkcije G(t) 1 g{t) na L zaﬁuvnljavaju Holderov uslov i
G(t) # 0 za t=R.

Jedina razlika u odnosu na Riemannov problem za zatvorenu
kona&nu konturu je u tomé d8to tadke z =0 i1 2z = ® pripadaju
realnoj osi, pa s ne mogu uzeti =za taike u kblima Kanonska
funkcija ima red razliéit od nule. Zbog toga, umesto pomocne
funkcije t koja na zatvarenoj glatkoj kanatnol konturi L i1ma
indeks jednak jedinici, u slucaju kada je L realna osa, uzimamo

t —- i
t + i

Sliénim tehnikama kao u prethodna dva slucaja dolazi se

funkciju 131 je indeks takodije jednak jedinici.

do sledeéeg rezultata:

Tegrema 1.5.3. Za x>0 i homogeni i nehomogeni problemi (1.5.2°)
za poluravni su . uvek resivi. Opste resenje  homogenog problema

Piz) = xtz)-——gﬁiil— | (1.5.20)
| (zl+ i)re -

1 opste redenje nehomogenog problema

| Peiz) '
P(z) = X)L + (1.5.21)
RRIGLE IS~ s IR 1
gde je 1J: _.;i:;_'
Xt(z) o= artenr | x=(z) (G :nijfgﬁgf**-* ,  (1.5.22)

- -

Y
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1 wo- 1 alin
F{=) = —— J In [ (— -} (3(a)y]Y - . (1.5.25
<INl T -+ 1 T - Z
1 g (t) dn
Y(z) = » (1.5.147)
( 271 X+*(x) @ — = °

linearno zavise od X + 1 proizvolinih konstanti ( koeficijent:
polinoama Fel(z)).

Kada je K < O homogeni problem nema resenia.

Nehomageni problem, za X = -1, ima jedinstveno bezuslovno

resenje, a za X < —-1 ima resenje
P(z) = X(z).[ ¥(z) + € 1 , (1.5.24)

gde Jje& C proizvolina konstanta, samo ako Jje ildispunjeno —-XK — 1

uslova

J g(T) de
K*ig) (e + 1)%

= 0, (k=23 ,0n.,— X) .1} (1.5.25)

U pomenutim sludajevima resenje P(z) e ograniceno u bes-—
konacnosti. Ako zahtevamo da bude F(w) = (@) = O, dobijiamoc
da je tada i g(w) = 0. Dtuda je opite resenje problema:

Fiq (2
+u.1(}

P{z) = X{z=) [ ¥(z) .
(7 + 1)*

1, za X > O, (1.5.21°)

P{z) = X{z)¥(z) , za K < O (1.5.24")

akao je ispunjeno — X uslova oblika:

I _g(x)  dr
X*(a) (x + i)

= 0, (K=1,2,...,— K). (1.5.25")

' 4

i

U narednim glavama desto demp se sretati sa granidnim
problemima za eliptitke parcijalne diferencijalne jednacine,
koji se Fourierovim transformaci jama svade na Riemannov gra-
nicni problem za poluravni, u kojem su zadati jos neki dopunski

uslovi koje date funkci je zadovel javaju na realnoj osti.

Riemannov granicni problem za poluravni (F) Nadi funkcije P (z)

i P (z2) analiticke, respektivno, na gornjnj i1 donjoj poluravni,
takve da P (LV)Ie{{0,2}3 i P(t)={{-»,033 #a te(-w,w) i

Prit) = B((L) - P(t) + gty , - t { o, (1.5.27)

gde je g(t)el0}, G(t)-18{0} i G(t) # O za svako t.!!
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Frema rezultatima  (1.2.17), (1.2.18), {(1.2.20) i pomoi

tehnika kojima je dokazana teorema 1.5.3, dokazuje s da vadi ¢

Togrema 1.5.3°. Ako je X » O, homogeni problem (F), pod pret-

postavkom da je Pr(e) = P7(®) = 0, 1ima bezuslovno resenlie
| | Pr—s (2) . e .
P(z) = XCz):uq“+‘i)g , a nehomogeni graniéni problem ima opste
resenje oblika |
P(z) = X(z) L ¥(z) Poe—a (2)
- i . Ky (z + i)m L ]
gde Jje
X+(z) = e *em> X~ (z) = (—————)=.gl " ¢x>
T + i
1 T 1
f+(z) = Tﬁ;._T(t)E*=t gt , T7(z) = —Zﬁ:[T(t)E*‘“ dt, (1.5.2&)
O Oy w-
T et
T(E) = fln L« ™ G(x) J.p™1™t gw (1.5.27)
o + 1
o - S _ 0
1 -1
YW+ (z) = 2= [¥{(tlet=t dt , ¥ (2) = —= (¥ (t).er=% dt, (1.5.2H)
23 Sl
0 oo - O
1 g ()
P{t) = —= p—iwe . - 3.29)
V20 X*+{T) drt (1.3

Za K < O homogeni problem (F) nema resenja, & nehomogen
problem ima jedinstveno redenije
| P(z) = X(z) ¥(=z)

samo ako Je ispunjieno ~K uslova oblika

Cniy

J g () dc | L

- - -.- :’-: 2 " v m - ,'(-l ¥
X (o) (e v = = e k=2, ’

-y

Riemannov _granidni problem za visestrukpo povezanu oblast

Neka je L = Lo + La + ... + La disjunktna unija m+l
kontufe takve da kontura Le u svojoj unutragnjosti sadri sve
nztale (slika 1.3).

' Dznacdimo sa D* (m+1)-struko po-
varanu oblast koja le?i unutar krive
Lo, a izvan kontura biya-ey Lms 1 sa
D~ oblast koja je komplementarna D*+
+L. U odnosu na zatvorenu kompleksnu
ravah.'Pretpnﬁtavimn da koordinatni
potetak le2i u oblasti D*. Pod po-

Zitivnim smerom obilaska konture L
podrazumevamo onaj pri kojem oblast
Slika 1.3. D* ostaje s leve strane.




Riemannov problem za ovako definisane oblasti D™ i D7 se
farmulise potpuno isto kao 1 za prostopovezanu oblast.

. 1 . .
OznaZimo sa K, = S Laryg G(EY 1, 4 (Obilazedci konturu L.

W pozitivnom smaru).
m

Validinu XK= Z K Nazivamo indeksom Riemanndvog problema .
K=

3 obziraom da je 0= D*, sledi da je farg tl__ = 0, (k = 1},

2,---, ﬂ'i), Eal"gl t]Lﬂ = EJT i

(t — 2,,)%% B(E)I3L = O (1.5.30)

oa l |

{arg [t—x.

24
ako su tacke zy. proizvol jno odabrane tacdke unutar kontura L.
( kb = 1,2y0a0ae,m).

Homogeni problem resavamo tako sto graniéni uslov (1.5.1)
nagisemo u obliku

g m
Pet) = s [E—%.M (t - 2,.)0%B(E)I P(L), (1.5.31)

M (t ~ =Z.)%x =4

Kz 4

a atim primeniujemo potpuno isti postupak kao i w  prethodnim
sludajevima.
U sluCaju da je K3 O, opste resenjie homogenog problema za

visestruko poveranu oblast je:

- m
Pr(z) = N T =
> = otz < e P (2) (1.5.32)

CP—(z) s z""ﬁ.er-ttﬁ .F'H(z),

gde je g
™
| 1n {Iﬂr.""""--'s:i4I (v — ) *x=G() ]
Mz) = I —————— T . (1.5.33
T o~ 2
L :
Uz dapunski uslov P=(w) = O, u Fformule (1.5.32) ume-—,

sto F(z) stavljamo polinom Px-31(z). Za X < 0O, homogeni problem
nema netrivijalnih regenja.

Kanonska funkcija ovog graniénog problema je

m

X+ (=z) =Nz -z weer T X=(z) = z—M.gt T CEr (1.5, 34)

a kada 2z =+ € &
X*(t)*'
th‘.’

Analogno se pokazuje da je za X 3 O opéte redenje nehomo-

G(t) - et
—@rtee? | X (1) = = . (1.5.35)
(L2 ) | Y‘t“-n(t—zh)“-ﬁtt)

| {0

rs |

4

'ganag' Rlamannnvng granicnog problema za vigestruko povezane
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oblastti ohlika

Py = X{z) [ ¥(z) + Frui(z)] (1.3.16)
ilil

P(z) = YA z)[ Wiz) + Fu—-s(z)l, (1.5.1&7)
ako je zadat dopunski uslaov $-(w) = 0, gde je funkciia Wiz)

data formulom (1.5.17).

Za K < 0 nehomogeni problem ima resenje

P(z) = X(z) -W(z) (1.5.197)
ako su ispunjent
(t)
j 2 t=—r dt = 0, (1.5.18")
X+ (t)
| .
gde je k¥ = 1, 2, ..., — X-1 ako tra2imo resenje ogranideno u
heskona&nosti, a k = 1,2, ...,~X ako zahtevamo da bude ispunjen
dodatni uslov P(») = 0,
Zakl jucap

Pored navedenih formulaci ja Riemannovog granidnog proble-
ma u literaturi se sreéu mnogobroina wopdtenja ovog problema u
adnosu nat prirodu koeficiienata granitnug uslova,prirodu obla-
sti o kojima se trade resenja, prirodu funkcionalnih prostora o
kojima s@ nalaze koeficijenti i resenja problema itd.

U [48] nalazi se resenje Riemannovog granidcnog problema

(1.5.1) 1 (1.5.2)Y na prostopovezanim ablastima kada je
koeficijent G(t) oblika
M, -
n (t - C{M)mh
.13
G(t) = ?‘ Gy (t) , teL (1.5.36)
Nt - ps)P;
i*

gde su tatke o (k=1,2,...,M) 1 Py (3=1,2,...,v) na konturi
L, me« i py nenegativni celi brojevi, funkcija G. zadovol java
Holderov uslov na L 1 G{(t) # O za telL.

. Hvedelidze je u [90] pasmatrac Riemannov problem u sluca-
ju da G(t) zadovol java Hilderov uslov i g(t)El, (skup funkcija
¢iji je p—ti stepen integrabilan po Lebesgueu).Dobijeni rezul-
tati ge po formi poklapaju sa onim kaji se dobijaju kada glt)=s
€H{(L). Razlika je jedino u tome $to se u ovom sludaju uvek radi
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o Lebesgueovim integralima, pa odgovarajuce granicne vrednosts
na kontuwri postoje samo skoro svuda (izuzev na skupu mere nulal.

I.EB.Simonenko [1871 posmatra slucdaj kada je 6(t) samo ne-
prekidna funkecija, a g{tiEle. Resenje ovog problema  poklapa
=a sa rezultatima Hvedelidzea za sluéaj kada je G{ti=HWUL) . Time
je@ pokazano da prosirenje klase koeficijenata B do neprekicrnih
funkcija ne sulava klasu resen)a.

J.1. Cerski [36)} je dao kompletno resenje granidnog
Riemannovog problema u apstraktnom prostoru pretpostavl jajuci
da je graniéni uslov |

W+ = A¥Y— + g, (1.5.37)
gde je A linearni operator, a ¥+, Y7 i g element: Banachovog
prostara.

U £371 Cerski je dao regenje Riemannovog granicnog prob-
lema za uopstene funkcije.

J.L. Rodin [1751 je posmatraoc Riemannov graniéni problem
2a oblasti na Riemannovim povr&ima. Za povrsi reda p=0 rezultat
se poklapa sa opisanim. Za povr$i reda p » O broj resenja I us-—
lovi resivosti zavise ne samo od indeksa problema, ved i od p.
Za X 4 O problen nema rééenja.

L.A. fikin [44]1 wse bavio pitanjima stabilnosti redgenia
Riamannovog graniénog problema pri malim deformacijama konture
koje zadovol javaju neka dgranitenja i uwustanovio je da su, T A
G(t), g(t) €H(L) i B(t) # 0O, za t = L, redenja homogenog i
nehq?agenng problema stabilna.

Pored navedenih uwopédtenia Riemannovog problema mogu se
vicsiti uopstenia u odnosu na graniédne uslove. J.M. Krikunov
(1131, uz uslove Riemannovog graniénog problema za prostopove-

zane oblasti, umesto grani&nog uslova (1.5.2) uzima uslov

. . " '"_ ‘
g e it) d ¥ (<) d*¢(t) §*¥ <)
i[ A (t)- it + Jﬁ.lt,tl- ppre de ] - [[ by ft)- It + Xhlt,ﬂ- o dc 1 = £(t}

L ¥7-] L Kzo L

gde su a,(t) i be(t) date neprekidne funkcije, a ALlt,t) i
B (t,c) Fredholmova jezgra. Krikunov je ova) problem sveo na
redavanie singularnih integralnih jednacina.

| A. Susea [198] postavio je nelinearni homogeni konturni
problem tipa Riemanna za (m + 1) - povezanu oblast D+ 1
oblast D— (strana 23 ). Treba odrediti funkcije ®(z) i ¥ ()
analiti¢ke u D* i D~ koje na konturi L zadovoljavaju uslov

L P () I=<e? = G(t) L F(L)I» = | (1.5.38)

lza




gde J€ G(tye HIL)Y, a of(t) i Pty su granidne vrednosti nekih
funkcija analitickih u D* 1 D-.

croblem (1.5.39) resili su G.P.Cerepanov [44°1 za o = 1,
p = —1, G.V. Ardanov [41 za od e N , P =1 i F.D. BGahov {[70]
za of, P & M.

U (10731 J.J. Eomjak je posmatrac problem (1.5.38) kata
je bar jedan od eksponenata o 1 P iracionalan. U svojiol dok-
torskoj disertaciji (301 H.ﬁanak, svodjenjem problema na obidcnu
diferencijalnu jedna&inu, nalazi siroku klasu resenia problema:

Odrediti funkcije P (z) 1 F(z) analiticke u pmiu—
ravhima D* i D— (osim, moida, u prebrojivom skupu tacaka rav-
nomerno rasporedienih dul neke prave paralelne imaginarnoc) osi)
Loje na ¥ 0si zadovol javaju uslov P2 = G(x) [ P ()I*™
gde je G(x) = CyeP* + Laa9™ 1 o = p/{p = q) 4, P = a/(p — q).ii

Fored pomenutih uopstenja, razvijena je i teorija resava-
nja Riemannovog problema (1.35.1) 1 (1.5.2) u slutaju da funkci-
ja G(t),g(t) nma zatvorenol konturi L imaju po konaéno mnogo ta-
taka prekida [681, i teorija redavanja Riemannovog granidénog
problema na konturi L kaja se sastoji od disjunktne unije pros-
tih glatkih nezatvorenih krivih,G(t), g(t)sH(L) 1 G(t) # 0.

1.4. Hasemanov granicni_problem

FPaonat:

Neka je L prosta zatvorena glatka kriva i of{t) homeomor-
fizam (urajamno jednoznadno i neprekidno preslikavanjie) krive L

na samu sebe. Homeamorfizam of(t):l. + L nazivademo pomakom krive

.. Dokazuje se da pomak krive L ili ¢tuva ili menja orijentaciju

krive L. Homeamorfizam o(t) koji tuva orijentaciju na L nazi—

va sa direktnim poamakom , (cznaka o.(t)), a homeomorfizam ko)i
menja orijentaciju na L — ohratnim pomakom (oznaka of-{(t)).

Tatka ¢ L je pepokretna taéka pomaka of(t) reda k > 1 ako
je ofete) = o (K > 1) i () # @ za i =1, 2,..., k-1, gde Je
ofy () = oflofy—3(t)I, dalt) = t.

U €111) dokazana je sledeéa tenrema:

| | +
Teorema 1.56.1. Skup uﬁt homeamorfizama krive L. na samu sebe,

koji fuvaju orijentaciju, deli se u tri disjunktne klase:

1) Postoji ceo broj n, najmanji takav da je o.(t) =t za
sve teéL, tj. sve tatke konture L su nepokretne tacke ol {t)
reda n, (klasa ¢“:). .
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2)  Skup nepokretnih tadaka o.(t) je neprazan i1 ne pok-
lapa se sa L. Sve nepokretne tacke pomaka o, (t? imaju 1sti red
s . :
o 1l (klasa Jﬂg)-
*
S} Skup nepokretnih tadaka o (t) je prazan,(klasa»%é).::
Fomak «(t) koji za neko celo n 3 2 zadovol java uslove:

L (tY=t za svako tsl, i o(t)#t za svako k=1,2,...,n~1 (1.6.1)

naziva se Carlemanovim pomakom .

Carlemanov pomak koji <&cuva orijentaci ju nema nepokretnih

tataka prvog reda.

Teorema 1.6.2. (1111 Skup ~ homeomorfizama konture L na samu

sebe, koji menjaju orijentaciju, Je disjunktna unija dve k]l ase:
1) o=z(t) = t (Carlemanov pomak), (klasa J,), ili
2) oa(t)e J%; i red svih nepokretnih tacaka presli-
kavania o, (t) jHednak je Jjedinici (klasa Jﬂ;).!!

Odatle sledil da ne postoji homeomoarfizam ol (t) konture
L. Nna samu sebe koji menja orijentaci ju i zadovol java Carlemanov
uslov sa najmaniim n > 2.

Fretpostavimo da pomak £t} konture L ima prvi izvod
o (t) ¥ 0y za svako t=EL, koji z2adovol java Hélderov uslov,
tj. o (L)eH,. (L),

U tom slucaju vale sledede relacije [117):

y

1 o

Ind ou(t) = == [ arg ofo(t)I. = O (1.6.2)
! 1 / -

Ind £L(t) = == [ arg ol(t)I = -2 . (1.6.3)

Ako Je o(t) obratni pomak konture L koji  zadovol java
Carlemanov uslov, u nepokretnim ta&kama ty 1 t= pomaka vadi:
of° (tg) = -1 , i =1, 2 {1.6.4)

Fredholmove inteqgralne jednacine

Neka je L prosta kontura u ravni 1 neka su funkcije
K{t,t) i f(t) date neprekidne funkcije. Integralna jednadina

-Pit) + R-I K{t,®) e¥(a) d = F(£), ( £(t) & O ) (1.6.5)
“ | ' '

naziva se nehomogenom , a jednadina oblika
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wit) + ?.-I Ff(t',ft'}-‘P{ft) g Q (1.6.8)
L

homogenom Fredholmovom  inteqralnom jednacinom (FiJ) sa i1ezgrom

K.(ELyT) .
Ako je, u linearnoj integralnol jednacini (1.46.3), lJ=zgro
oblika
. P (t,T) o ’ ]
Kit,m) = - —1t)¢ , (Ogogl), (1.6.7)

gde je ¥{t,T) neprekidna funkci ja, takva integralna Jednadina

ima osva svojstva kao i FIJ i naziva se kvazrifredholmovom ili,

jednostavno, Fredholmovom integralnom jednadinoam.
Ako za neku vrednost A = Ao, homogena FIJ ima netriviialna

resenja, Ae S8 naziva karakteristidnom vrednoscu , & odgo-

varajuéa regenja Y (t),..., ¥Yo(t) (koja su linearno nezavisha)-

karakteristiénim funkcijama Jezgra K(t,t) .

Skup svih karakteristic¢nih vrednosti parametra A homogene

FI1J nariva se njenim spekirom . Svakoj karakteristi&noi vred-

nosti odgovara konatan broj karakteristiénih funkcija Fld.

Teorema 1.6.35. Ako A = Ao nije karakteristicna vrednost

jezgra, tj. ako homogena FIJ (1.6.6) nema netrivijalna regenja,

nehomagena FIJ (1.6.3) ime resenie za svako f(t). i

Opste redenje (1.6.5) je oblika
Pit) = £(8) - ] Rit,o) -f(0) dr , (1.6.8)
[ .

gde je funkcija R(t,r) rezolventa FIJ (1.6.3) koja se dobija iz

sledecih relacija:r
| | Ko (t,0) = K(t,c)

K (t, ) = f_ﬁ(t,siwﬂ_lts,w) ds , ( P=2,3,... ), (1.6.9)
L.

R(t,) = R(t,c,A) = Y ANk (k) .

Nn=4
Koeficijent: Hﬂ(t,t),(n=1,2,...), g@ nazivaju integralnim

jezgrima .

Teorema 1.6.4. | Ako je A = Ao karakteristidna vrednost

Romogene jednacine (1.6.6),tada je Ao, takodie, karakteristicna

virednost pridruzene jednacine
${t) + A-Iﬁ(m,t)wtw) de = 0O {(1.6.10)
L' .
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pri “emu obe jednadine (1.6.10) 1 (1.6.6) imaju podjiednak broa
linwarno nezavisnih resenja ( karakteristiénih funkci ia koje

adgovaraju karakterigstiénoj vrednosti Ag ). i

Opste redenje homogene FIJ Je oblika Yit) = Z Co =Py (L),

Hxq
gde je ¥P.(t), ..., P.(t)} kompletan sistem linearno nezavisnih
karakteristi¢énih funkcija koje odgovaraju Ao, &8 G su proiz-

val jne konstante,

Teorema_ 1.6.7. Ako homogena FIJ ima netrivijalna resenia,

nehomogena FIJd, u opstem sludaju, nema redenja. Jednacina

(1.6.5) ima redenja ako i samo ako su ispunjeni uslovi:

I £ ()4 () dt = QO (1.6.11)
b
gde je { #ei{t)ik = 1,2,3,...,nr kompletni sistem karakteristic-
nih funkcija pridrutene IJ (1.6.10), koji odgovara karakte—

ristiénoj vrednosti Ac. il

Ako su ispunjeni uslovi (1.6.11), cpdte resenje nehomoge-
ne FIJ (1.6.5) je oblika:

N
Pty = £{t) =~ jH(t,m)-F(*r:) drc + z Cx'fye (t), {(1.6.12)
| .

Mzd

b
gde je H(t,r) geperalisana rezolventa , a Z CrPu(t) opste
Kz4

regernje odgovarajudce homogene integralne jednacine.

i !
Hasemanov _granicni problem

Frosta glatka naziva se brivom Ljapunova ako zadovol java
sledeéi uslov: tangenta na krivu zaklapa- sa Fiksnim praveem
uwgao koji zadovol java Hiolderov uslov u odnosu na duzinu luka s
Ririve.

Neka je L kriva Ljapunova koja razlaie kompleksnu ravarn

na komponente povezanasti D* (0=D*) i D™ (w=D7).

Hasemanoyv qranitnilgrnblem . Neka su, na krivoj Ljapunova L,
date funkcije G(t), g(t)e H. (L), B(t) # 0, 1 direktni pomak
krive L, o(t) takav da je o (£)€ Hu(lL) i o’ (f) # O na L. Nadi
deo po deo analitiéku funkciju { P(z), ¥(z}3} koja na krivoj L

zadovol java grani&ni uslov:
| PrLof(t)] = BL) P (L) + g(t) .1} (1.6.13)
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Redavaijuli problem Hasemana sa& nultim indeksom
Prfl(t)I ~ () = Q (1.&4.14)
ur dopunski usloy F7®) = 0, 1z formuwle Flemel ja—-Sohockog (1.

1.9y, (1.1.10) i uslova (1.1.1%) i (1.1.167, sledi da je P L)

resenie integralne jednadinea:

| -
i}
'

of () 1
= (t) - J[— L - J-FP () drT ) (1.6.13)
of{rc) .

- of{t) T - t

J

mi
L

~a koju se, na osnovua uslova o (£)e He(l), dokazuje da je FIJ.
Kako FIJ (1.6.15) nema npetrivijalnih resSenja, na osnovu

teoreme 1.6.2. vadi:

Taeorgma 1.6.6. Neka je o (t) direktni pomak krive L, pPri  Cemu

jee ol (E)eE Hu(l), o () £ O 1 o, (t) preslikavanje inverano

pomaku of(t). Jedinstveno redenje granicnog problema

Plf(t)I ~ (L) = g(t) (1.6.16)
takvo da je P(w) = O, dato je formulom:
1 YL ofl-y (a) ] 1 Y{c) dn
Pr{z) = x I 2 7 dec , ¥ (2) = =7 J = (1.6.17)
21 T - = i | T - Z

L L

gde je Y(t) beruslovno jedinstveno resenje FI1.J

o () i

P(t) — L -~ 1-¥{x) der = g(t) .1} (1.6.18)
2mi ) oLy - () T -t v 2
L
Homogeni Hasemanov granicni problem
Neka je

Prif(t)] = B(L)F-(£) , ( G(t) =2 O ) . (1.6.19)
Kako je of{t) homeomorfizam koji éuva smer, va2i da Je
Ind®*LL({t)] = INndP(L) Ind G(t) = N* + N—,1 za&a

(1.6.19) vazi isti zakl jutdak kao i za Riemannov homogeni grani-

it
Il

N* , pa Je X

tni problem: za X < 0 homogeni problem nema resenja, a za K = 0
resenje homogenog graniénog problema nema nula.

_' Logaritmoavanjem uslova (1.4.19) postupkom slidnim kao u
slutaju Riemannovog pfnblema, iz (1.6.17) i (1.46.18) dobijamo

jedinstvena resenje granidnog problema (1.6.19):




i J % ()

Plz) = =y | F*{z) = == de (1.6 207
op | b | T — Z
L
F—{(t) = g;(t) + _r F‘:(",'T) 'E]i(q.-) cleT y
L
(1.6.21)
Fr(t) = MLl ()] 4+ In GLol.g(t)3 ,
gde je
1 1 g{x) ol ()
(£) = = = b m—— —_ d (1.6, 35238
91 z 9 = J Lty — &LCt) o t-6

b

I R{t,t) rezolventa integralne jednadine (1.6.18).

Svaodjenije Hasemanovoq graniénog problema na Riemannov

Hasemanov granié&ni prublém se mode svesti mna Riemannov
problem.Dovol ino je konstruisati konformno uzajamno jednoznadno
precslikavanje aoblasti D* na oblasti D, koje imaju iste osobi-
ne kao 1 D¥, tako da se parovi tadaka t i o(t) polazne konture
L. preslikavaju u po jednu tagku nove konture L, za svako t= L.

Nalatenje takvog konformnog preslikavanja w svodi se na

resavanje pomocnog graniénog problema na L:
WrElel(t)] - w™(t) = 0O (1.6.23
pod uslovom da w—(t) u beskonadnosti ima pol prvog reda, ti.

razlaganje ablika ([&681):
Ca

w-{z) = =& + + ... . (1.6.24)

M

Iz (1.6.18) sledi da Jje w(t) bezuslovno Jedinstveno
resenje integralne jednadine:

W (t) - —m Ir L (o - 1 w—(r) dr = t. (1.6.25)
2918 el () — of(E) T — t et = L. $ O
I

Fomocu redenja Jednacine (1.6.25), iz uslova (1.6.19)
sledi da je w*{t) = w [ of-,(t)], pa na osnovu Cauchyjeve
formule dobijamo tralene funkcije w*x(z).

Ako je o(t) funkcija inverzna w-(t),{(w—lo(t)] s t), sledi

Definisemo deo po deo analitidku funkciju P, (z) relacijama
Priz) = PTLw*(z)] , P (z) = Fylw—(z)] . (1.6.27)
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Tada Hasemanov granicni uslov (1.6.13) postaje:

+

PyiwrLof(t) 1> = B(E) ~PILw~ ()] + g(t),

i 24 1 '-'-'*U‘:tl.)

PriwrLol(a{ty)) I} = GLo(t, ) I-P7(t,) + glolt,)].

Na osnovi (1.6.26) 1 ako uvedemo oznake Gy = 531 g, = g

dobi jamo Riemannov granidni problem:
Prlt) = G, (t) -PI(t) + g, (L) (1. 4.28)

ekvivalentan Hasemanovom graniénom problemu (l.46.13).
Ovo omoguiuie formulisanjie teoreme o resavanju Hasemano—

vag granicnog problema.

Tegrema 1.4.7. Homogeni Hasemanov graniéni problem (1.6.19) za

K % 0 ima X + 1 linearno nezavisnih resenja. Nehomogeni problem
je bezuslovng resiv 1 njeqgovo resenje z2avisli od K + 1 proiz-
volinih konstanti. Za X £ -1 homogeni problem nema resenja, a
nehomogeni ima resenja samo ako je ispunjeno —X — 1 uslova ti-
pa (1.3.18).1%1

Uopstenja Hasemanovog grani¢nog problema su brojna i mogu
se razvrstati na slifan nadin kao i1 kod Riemannovog problena.

Branitni problemi koji se svode na Hasemanov problem  su,
na primer, slededci, [1241:

7

Froblem 1. Ako je Gty 2 0, G)Y, g(t)s H.(L), o-(t) obratni
pomak krive L takav da je o (t) # O, ofZ(t)= H.{L), nati deo po

den analitidhku funkciju koja na krivoj Ljiapunova L zadovol java

granidini uslov:

Frlol-(t) 3

i

BE) Pt + gtt) b (1.6.29)

EﬁgglgmmgL Naci dve funkcije P (z) i ¥*(z) analitié¢ke u ob-
lagti D* ogranicenoi krivom Ljapunova L, koje zadovoljavaju ili
graniéni uslov | |

F+Lol(t)] = GL) - W*(t) + g(t) (1.6.30)
gde je of-(t) ubratni_pﬁmak Na L; ili graniéni uslov
Yo, ()] = G(L)«¥W"(t) + git) . (1.6.31)

Qde je do,.(t) direktni pomalk.

L | "
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U oba wslataja pretpostavimo da je G(t) # O, o’ (L) Q,
G), glt), of (treHL(L). | |

Oba problema se pomodéu odgovarajudih konformnik presli-—-
Mavanja svode na Hasemanov graniéni problem.

U radovima [215] i EZL146T7, N.P. VYekua resavas je Hasemanow
problem za n parova funkcija sa r pomaka. L.I.&%ibrikova (421 Je
posmatrala: granidni problem (1.6.13),(1.6.30) i (1.6.31) u slu-—
caju otvorene konture, i u sludtaju da date funkecije G(E) i g(t)
imaju kKona&no mnogo prekida prve vrste na zatvorenoj kenturi L.

E I.B. Simonenko EléB] resio ie Hasemanov problem u sludaju
kada kontura L predstavlja rub visestruko povezane oblasti ,G(t)
je neprekidna funkedija™i gthe Lgo (L) , 1< p <o | 0On je dobio re-
senia praoblema (1.6.13) u obliku integrala Cauchyievog t1pa ==Y
granttnim vrednostima $r(t),;, P (t) = Lg (L) koije zadovol jiavaiu
granicni .uslov (1.6.13) skoro svuda na L.

V.S. RogoXin [178] -redio je Hasemanov problem u"klaai
topstenih funkeija uz pretpostavku da je g(t) uvopdtena funkci-—
jay,.a 6(t) i o(t) “pripadaju prostoru beskonadno diferenci ja—
bilnih funkcija i o () ¥ O .

T.Z. Cotiev [45]) posmatrao je problem Hasemana u sludaiu
da> d ' (t)-:ima na L~ konaério mnogo nula ili tadaka U  kojima je
heskonacdno. . Fan “Tang D& [ %541 redio Jje u kvadratur ama

Hasemanav graniéni problem na poluravni sa pomakom

-~ 5 #
oL(x) = { g
_'Lﬁﬂ s M O, A > 0.
1ff ! i"”' 1:7;__éékiéMahav ﬂféniéni_grnblem
Farlemanav (unutraénjz) qranicni problem Nelka je oblast D+

agranltena prnstnm :atvurenmm krivom Ljapunova L, o(t) obratni
pomak krrive L koji hadovaliava Carlemanmv uslav
R “'ff*' o CLof(t)] = t . (1.7.1)
i B(EY, g(t), o (£)€ Hutl), B(t) # O, o (£) % 0.
Naci funkciiu P*(z) analitic¢hu w oblasti D* koja zadovo—

l1javia -Hélderov uslov u'D* + L i graniéni uslov

P Lol(t)] = B(L) “PHEY + g(t) | (1.7.2)

na krivoj L.!! ' ]
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Ako u (1.7.2) zamenimo t 1 of(t) dobijamo
P (t) = GLL(L)I-FLL(L)] + glL(2D , (1.7.3)
i ako iz (1.7.%) 1 (1.7.73) eliminiSema FLo(t) 1, dobi jamo
P(t) = BLof(t)YIG(L) P (t) + Glol(t)Ig(t) + glol{t) ). (1.7.4)
U slucajuw da je
Glol(t)JI-GCE) * 1 (1.7.35)
G(t) P{t) nema netrivijalnih

i

homogeni problem PYL of(t) ]
regenja, a nehomogeni problem (1.7.2) transformise se u oblik

GLL(t)J-g(t) + glol(t)]
1 —~ GLol(t)1-G (L)

S obzirom da je 1 - GLof(t)1-G(tY # O ma L, sledi da Je

v (t)EHL(L), pa je, na osnovu formule (1.1.8) Flemel ja—Sohockog,

P(t) = = p(t).

p(t) = v+{t) — v—(t), gde su v*{t) 1 v—(t) granicne vrednostl
funkcija analitickih u D+ i D~ respektivno.

Razlikovactemo dva sludaja:

a) p—(t) = O, tji. vi(t) je granicna vrednost funkclje ana—
liti¢cke u D*., U tom slucaju je . (1.7.2) problem analitickog
praodutenja. Taj problem ima jedinstveno resenje:

1 ()
P(z) = == J == dw .,
1 T - =
L

b) v—=(t) # O. U tom sludaju problem (1.7.2) nema redenja.

Kada je
GLo(t)1-6(t) =1 na L (1.7.6)

moqguéa su dva slutajas |

a) GLol(t)I-g(t) + glo(t)] # O na podskupu krive L cija j)e
mera vedca od nule. U tom sluctaju problem (1.7.2) je neresiv, s
obzirom da na L postoji skup mere veée od nula na kojem ne pos-
toji graniéna vrednost funkcije P (z).

b) GELL(t)J.g(t) + gle{t)] = O na L . (1.7.7)

Iz svega navaedenog sledi da je netrivijalan Jedinag
sluétaj, kada su ispunjena oba uslova (1.7.6) 1 (1.7.7). Swvi
zakl juéci koji slede odnose se na taj sluca).

U £124] dokazana je slededa teorema:

Teorema 1.7.1. Op&te redenje Carlemanovog problema
| PrEaf(t)] ~ A+P"(t) = g(t) , A = #*1

¢i3ji slobodni élan zadovol java jedan od uslova

| glol(t)] + A«g(t) =0 , A = %1 ,

dato je faormulama

-
bl




1 WYEo () ]
Priz) = —— J - de + € za A = 1} {1.7.8)
| I % T - 2
_ L
1
1 YLl (c) 3
Prl{z) = . I - ¢ Ta A = ~1, (1.7.9)
2X1 T - 2

L
gde je C proizvoljna kompleksna konstanta, a 4Y(t) regsen)e
integralne jednadine

1 1 o’ ()
w(t) + —— | _ 7% () = gtt) .11 (1.7.10)
R e e T S TS T dt =g

L

Time je dato redenje Carlemanovpg problema za dva speci-

jalna sluéaja neophodna da se konstruise konformno preslikava-

nje kojim se Carlemanov graniéni problem (1.7.2), ( uz uslove
(1.7.86) i 1.7.7)), svaodi na Riemannov graniéni problem na
otvorenoj krivoj.

Teorema 1.7.2. Neka je of(t) obratni pomak Carlemana. Fostoji

funkcija wr(z),analiti¢ka svuda u oblasti D™ osim u nekoj tacki
2 = Za= DT, gde w*{(z) ima prosti pol,koja na krivoj Liapunova L
koja je rub oblasti D*, zadovol java uslov leplienja
wrlol{t)l = wr(t) . (1.7.11)
Funkcija w*(z) Jjednaoznatno preslikava oblast D* na obhlast
A koja je ravan sa rezom du? proste nezatvorene krive Ljapunova
PR I

Resenie unutragnjeq Carlemanovoq qranitnug'grnbléma

FPaod pozitivnim smerom na krivoj L, podrazumevadcemo smer
od kraja w = a ka kraju w = b krive.
Tada su graniéne vrednosti funkcije z (w) inverzne funkci-

ji wr(z), (kada se krivaoj L, pribliavamo sleva i zdesna)

z+(w) = t sy Z7(w) = of(t) , we La, te L. (1.7.12)
ili, s obzirom na Carlemanav uslov oLd(t)] = t =
' 2+ (w) = of(t), z=(w) = £, we Ly, te L_ . (1.7.13)
Uvedimo novu napmznétu funkci ju
Friw) = P*rLz(w) ], (1.7.14)

odakle je
Prizr(wdl = PT(w), FPriz—(w)l = Prw),
i Carlemanov uslov prelazi na krivoj Ly u granicni uslov
Riemannovog problema
Priw) = BLz" (W) PL(W) + glz¥(wWw)] . (1.7.15)
Slitnu, ako podjemo od relacija (1.7.13), (tel.), dobijamo
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na Li Riemannpv graniéni problem
Pr(w) = Glz=(w) J-F(w) + glz"(w)] (1.7.1&)
5 obzirom da, na osnovue (1.7.12) 1 (1.7.13), uslovy (1.7,
&) i (1.7.7) prelaze u uslove
GLz=(w) J1-Glz"(w) ] I, i
Gz~ (w) J-glz"{(w)1 + glz"(w}] = 0O,

adatle sledi da se problemi (1.7.13) i (1.7.16) poklapaju.

Redenje Riemannovog problema  ((1.7.16) tra2imo u klasi

funkcija ogranié¢enih u okolini krajeva w = a 1 w = b krive L, i
u beskona&no udal jenoj tadki. Zahtev da redgenje Py (w)= P Lz {(w)]
hude oagraniéeno u okolini tadaka w = a 1 w = b,sledi 1z ograni-
tenosti funkeije Pr(z) u okolini tacaka z = A i = = B. Redenje
P, {w) mora da que ograniceno u beskonacdnosti jer Je P (») =
= P (2o) konadan broj, u opstem sludaju razlicit od nule.

Naéin redavanja Riemannovog granidnog problema za nezat-
vorenu konturu podrobno je opisan o monagrafiji  Gahova (681
(strane 478—-487).0vde d¢e biti naveden samo rezultat kojil se od-
rnosi na pitanje egristencije i broja resenja problema (1.7.16).

Oznadimo sa m™ broj nepokretnih tacdaka pomaka of(t) u koji-
ma koeficijent graniénog problema ima vrednost ~-1. Broj o moXe

imati samo jedno od vrednosti: O, 1, 2. Dokazuje se da je za K=

1 iy
= Ind G((t) = Py -{arg G(E)X>. parno, mm = 0 ili m— = 2, a za K
neparnc, m— = 1.
7 .
Teorema 1.7.3. Ako Je K + m™ & O, brol resSenjia unutrasnlieg

homogenog Carlemanaovog graniénog problema jednak je

K+ m
1 - )

e,
allipny

a odgovarajudi nehomogeni problem je bezuslovno redsiv.
Ako je X + m™ > O, homogeni problem nema netrivijalnih
reasenja, a nehomogeni problem ima resenije ako i1 samo ako Je

Tadovol jeno

dodatnih uslova.i!

Dpste resenje Carlemanovog graniénog problema dobija se
iz op&teg redenia odgovarajuceg Riemannovog problema pomodu
formule P+(z) = PTLw(=)1].

Kako resenje = Riemannovog problama (1.7.16) svakako




zadovol java uslaove Pria+Q)= Prla-0)= Py (a) 1 Pr(b-O)= Pr(b+0)=
= Py, (b)), resenije @*{z)' se neprekidno prosiruie na nepokretne
tatke = = A 1 =z = B. |

Sliéno kao 1 u sludaju Hasemanovog gramnidnog problems, 1
za [Larlemanov problem va2i da se resenja mogu dobiti u zatvo-—
ranoj  formi ako je poznato konformno preslibkavanje w*: Dv+ A .
U izvesnom smislu, odredjivanje preslikavania w* ekvivalen-

tno je nalazenju resenia Fredholmove integralne jednadine ob-

1l

lika (1.7.10) za g(t) = t. Froblem Carlemana mogude je resiti u
kvadraturama ako takvo resenje dopusta integralna jednadina

1 1 of " (o)
[ - Je9(w) dr = t . (1.7.17)
AN J_m Tt dio) - o) Tooet

Pty 4+

L

Resenje spol jasnieq Carlemanovog grani&ﬂbg problema

Spol jagnii Carlemanov graniéni problem svodi se ne
trazenje funkcije analitiédke u spoljasnjoj oblasti D~ krive
LLjapunova L,koja, uz sve uslove za o(t), B(t) i gtt) kao 1 kod

uwnutrasnjeg Carlemanovog problema, zadovoljava graniéni  uslov
P-Llo(t)] = G(E) P (L) + Qg(t), (1.7.18)
gde funkcije G(t) i g(t) zadovol javaju uslove (1.7.46) 1 (1.7.7).

Teorema 1.7.4. 01241 Granidcni problem
)
PLof(t)] — (L) = g(t), {1.7.1%)

gde je g(t) + glol(t)] = 0 , je rediv i njegovo opste redenje u

klasi funkcija ograni&enih u beskonadnosti je oblika

1 YLolf () ]
P(z) = - J — dT + C (1.7.20
=1 T — £
' .
gde je ¥(t) jedinstveno redenje FIJ
- 1 1 of " ()
- ¥{(t) + - [ —————— J{ dec = ) el e2l)
21 I T - £ o) — ol(t) ™ dT = g(t), .7.2

L
a € proizvolina konstanta.!!

Teorema 1.7.5. [124)] Carlemanov graniéni problem

P-Lol(t)I + P-(t) = g(t) (1.7.2%




gde J1& gty - glol(t)I = 0, resiv je u klasi funkcija ogranide—
;ih u beskonadnosti 1 njegovo redenje Jje oblika
1 YEol(r) 1
P-{(z) = —— dor  + ¥,
a1 T — T
L
gde je ¥(t) redenje integralne jednadine (1.7.21), ¥ = P7(=) i

fg(t)--p(t) dt
¥ = = -
o 9
2.] w(t) dt

gde je #(t) resenje integralne jednacine

1 1} of * {) y
‘P + — Jep(rr) doc = 0O .1} (1.7.23)
vt 21 J[w -t L) - oL(E) N ﬁ
L
Teorema 1.7.6. Neka jJe o(t) Carlemanov obratni pomak. Fostoj:

funkcija w(z) analitidka u oblasti D™, sa izuzetkom beskonadno
udal jene tad¢ke v kojoj ima pol, koja na krivoj Ljiapunova L koja
i@ rub oblasti D— zadovol java uslov
wlol(t)]) = w—(t).
Funkcija w—(z) jednolisno preslikava oblast D™ na ravan 4

=a razrezom dud proste nezatvorene krive Ljapunova Li. i

Uz oznake iste kao v sludaju unutrasnjeg Carlemanovog

graniénog problema, vazi:

Teorema 1.7.7. Broj resenja spol iagénjeg homogenog Carlemanovog

problema jednak je

q = max.{ O, ~1 + ),

b

a broj uslova resivosti odgovaraiudeg nehomogenog probléma

Jjednak je

X — m—
= may § 0 -1 - Y.
[» ’ >
U klasi funkcija koje i&teravaju u beskonadnosti je:
. X — m™— v - m
q = max ( O, oy ) 4 p = max ( O 4, - S Y. oo
_ < _ ¥t

Fored Carlemanovog problema, u literaturi se pojavlijuje 1

takozvaniz

Graniéni problem Carlemanovog tipa . Nagil funkciju P+ (z)
analitiéku na oblasti D* ogranicenoj prostom zatvorenom krivom

Ljapunova, koja zadovol java Holderov uslov na D + L 1 na
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krivaoi L zadovoljava granifni uslov
PeLol(t)] = G(t) P (L) + gl(t) , (1.7.24)

gde j@ o(t) obratni pomak Carlemana koji zadovol java uslov
dLof(t)]) = t i BG(t)Y, g(t), £ (t)s Hu(L), B(t) # O 1 " (L) & D. .

Oztala uopitenja Carlemanovog problema slidéna su, po

tipu, veé pomenutim uvopétenjima problema Riemanna 1 Hasemana.

1.8. Hilbertov granié¢éni problem

Hilbertov grani&ni problem je u tesnoj vezi sa Dirichle-
Lovim i Riemannovim problemima za analiticke funkcije. Formu-

l1acija avog problema za prostopovezane oblasti glasi:

Hilbertov graniéni problem Data su prosta, glatka, zatvorensa

kontura L. i realne funkcije a(s),b(s),c(s)e H.(L). Na¢i funkci-
ju  F(z) = uld,y) + isvix,y) analiticdku u oblasti D* i nepreki-
dnu na konturi L, &ije graniéne vrednosti realnog i imaginarnog

dela na L zadovol javaiu uslaov

ais) -uis) + hi(s)svis) = c(s) .!} (1.8.1.)
Ako je ci(s) = O imamo homogeni problem ,a ako je c(s) # O
na L - nehompgeni Hilbertov problem .

Vedé je ranije napomenuto da nije svaka funkcija BG(t) =
= BLt(s)] = al(s) + ib{s), zadata na konturi L,granicna vrednost
funkci je analititke uw oblasti D*. Ako taj uslov za funkciiuw
G(t) nije ispunjen, postavlja se pitanje da li postoji funkci-
ja p(t) tataka konture L koja zadovol java Hiélderov uslov, takva
da je& G(t)-p(t)
je P*+(z2) analiticke u oblasti D*. Ako takva funkcija postoll,
ona, ofito, nije jednoznaéno data.

P (t), ti. graniéna vrednost neke funkci-

Regularizacioni faktor kompleksne funkcije afs) + 1i-.b(s)

date na konturi L, je realna pozitivna funkcija p(s) definisana
na L,takva da je p(s)la(s) + i-b(s)] graniéna vrednost funkciie
X*+(z) analitidke u oblasti D* , koja ima red nula svuda u D*
osim u koordinatnom potetku, gde joj je red jednak indeksu K
funkcije a(s) + isb(s) .1}
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AkD Je
K = Ind La(s) + isb{s)], (1.8.7)

proizvnljna funkcija F{(z) = ai{g) + i-bis) tacdaka konture L,
c = Hu(lL), F(s) # 0 za svako % L, ima realni regularizacioni
faktar p(s).
Za X = Q3 ,
Tz) = wl,y) + i-w,(,y) = & arctg(b/a), (1.8.3)

gde je S Schwartzov aperator, regularizacioni faktor funkcije
Fis) je g (S0 |
p({s) = - . (1.8.4)

Za X # O 1
Slarctyg((b/a) - KXe~arg t1 , (1.8.5)

=
iy,
3
S
1§

i
| =< s, (5 )
pig) = [t1” _eTne . (1.8.646)

J.aﬂis) + b=(s)

Uz dodatni uslov
Im T(ze) = wy(ze) = 0 , 2% DT ] (1.8.7)

Fealni regularizacioni faktor pi(s), dat je jednoznadna.

Homogeni Hilbertoy granic¢ni problem

Pretpostavimo da u graniénom uslovu
ai{s)u(s) + b(s)vis) = O 11.8.8)

funkcije ais) 1 bhi(sg) nisu istovremeny jednake nuli. I}  tom

sludaju, del jenjem sa {a®(s) + B2(s), usliov (1.8.8) se svodi na

slucaj kada je a%(s) + b=2(z) = 1 i mode se napisati u obliku
| F k)
Re{-—ww=>—=3} = 0Q |, (1.8.9)
a + i+b
gde je
F(z) = ubi,y) + 1-vix,y) . (1.8.10)
Del jenjem uslova (1.8.9) regularizacionim taktorom

funkcije a + i-b, graniéni uslov dobija oblik:
Rel————————— 1 =0 . (1.8.11)

Za X = 0 wuslov (1.8B.11) postaje Dirichletov graniéni
problem ¢ije je redenje:
o CFU(2) = i-PoreitTem) (1.8.12)
gde:jé Po ﬁrnizvnijna konstanta. |
"~ Za K > 0 graniéni uslov (1.8.11) je uslowv grani&nmg

problama Ge, pa, Na osnovu rezultata na strani 12, sledi da Je
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rnjedovo reasenje oblika

Flx) = z®gtT=>.0(2) , (1.8.13)

Qde je

w
QA(z) = LiePo + z {Chlol(z)I* - CuLof(z)I™%"3 (1.8.14)

Kx4
i of = o£¢(7) Ffunkeija koja konformno preslikava oblast D* rawvni
» ma jedinidéni krﬁg ravimi w tako da neka tatka =o prelazi
u koordinatni poéetak ( wl(ze) = 0 ) 1 w {zo) » 0. U tom sludaju
problem ima 2K + 1 linearno neravisnih resenja.

Ako je X < O , homogeni Hilbertov problem nema resenja.

Nehomogeni Hilbertov graniépni problem

Granitni uslov (1.8.1) mode se napisati u obliku
F{t)

pre.gtTee)d

Re [ ] = (t|=™e@wTt ?2.c(s) . {1.8.13)

U sludaju X = 0, uslov (1.8.15) je Dirichletov granicni

usiov, a opste redenje Hilbertovog problema je
F(z) = @3 <=2 [G(|t] ™ ew ¢5? cc(s)) + 1-Pol . {(1.8.158)

Kada je X > 0, uslov (1.8.1% je graniéni uslov problema

A (na strani 12), a refenje tog problema je

F(z) = z=eiT<m ) [S(jt|=.awsSic(s)) + B(=)1 .  (1.8.17)
. ) |
Aka je X < 0 , resenje nehomogenog Hilbertovog problema
je ablika
F(z) = 2%t Tm) (Gt | ™ea™s4¢S2Cc(g)) + 1+0)1 . (1.8.18)
Zbog faktora z* , ova funkcija moZe imati u nuli pol reda

~— XK. Da bi (1.8.18) bila analitic¢ka Ffunkcija, moramo pretpos-

taviti da je C = 0 i da funkcija S(jti—™.ewsS2cis)) ima nulu
reda — K u kpordinatnom podetku. Taj zahtev povladi za sobom
-2k -~ 1 uslova koje slobodni &lan c(s) mora da zadovelji, da bi

postojalo redenje Hilbertovog problema.

| Sliéno kao i u sluéaju Carlemanovog graniénog problema, i
za Hilbertov problem je moguce formul isati spoljasnji slutaj. U
formulaciji Hilbertovog granié&nog problema sve ostaje isto osim
&to trazimo redenje koje je analitiéko u beskonaéno) obhlasti D~

&iji Je rub kontura L.
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rarednim glavama.
Ovde de biti podrobniis oplsan  samg Jedarn &l uda ]

wopstenja koili se pojavljuje u maredmim poglavl jima.

Hilbertov qgranidni problem = visestruko poverane Ghlasti

(scbenost funkciia analitickih w vigestruko povezanoi ob-
lagti je da nijiihova razlaganje u Taylorov red mofe da bude ne-—
Jednoznaéno. U sludaju Riemannoveog problema, gde Jje granidéni
uslov dat u kompleksnam obliku,ta oscbenost ne uticée na resenje.

U sludaju Hilbertovog granicnog problema na vigestruko
poveranal oblasti,reienje je nejednoznadna analitidka funkcija.
Ako uslovi zadatka zahtevaiju da resenje bude Jednoznacdno, nas-—
tupaju festo ozbiljne tedkode koje nije uvek moguée saviadati.

Da bi bili u stanju da resimo Hilbertov graniéni problem
Ta visestruko povezanu oblast, neophodno je prvo uopstiti
Dirichletov granié&ni problem kao i granidne probleme A, 1 A
(stranmna 12) na sludai vigestruko povezane oblasti,

Neka je D* (m + 1) “povezana oblast ogranicena prostim
digsjunktnim glatkim krivama Liapunova Lo, L,, «veqg Lem takvim da
v Cbuhvata sve astale. |

Da bi Dirichletov granicni problem nma D* bip uvelk resiv,

neophodnn ga je preformulisati na slededi nadin:

lemenieni Dirichletov graniéni protl em Naci Ffunkeiju utx,y)

koja Jje realni deo neke funkcije P(z) analiticke i jednoznadne
4 oblasti D+, neprekidne na rubu oblasti D*, koja zadovol java
granid&éni uslov |

uw = f(s) + his) , (1.8.24)

gde je h(s) funkecija koia na Konturama Ly, (j=0,1,2,...,m), ima

proizvol jne konstantne vrednosti h, koje nisu unapred zadate. !

Redenje ovako formulisanong problema dao je N.Mushelidvili

L1346]. On je definisao Greenovu funkci ju T(z,7) i Schwartzov

- operator

1
Su 5 -— f T(z,v)ulo) do (1.8.25)
2%

| | L
koji odgovaraju ovom graniénom problemu, a u éiju se strukturu

- avde nedemo upudtati zbog nedostatka prostora.
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Granicni problemi An i A se, za visestruko povezane
oblasti, formulisu na potpuno isti nadin, kao sto je to u
1.%. uradieno u slufaju da je oblast prostopovezana. Za traene
analitic¢ke funkcije koje imaju pol u  jedno) tackil zZeR DT
ne postavljaju se nikakvi dodatni uslovi, &to znadi da se do-
pustajn viseznacna redenja ovih graniénibh problema. Da bi re-
£i1i ove probleme, potrebno nam je konformno precslikavanjie koje
preslikava oblast D~ na jedinitni krug. Ocito je da se takvo

preslikavanje ne mo*e realizovati jednoznacnom funkcijom.

Teorema 1.8.1 [781 Svaka aoblast D* ravni =z kaja ima vise od

dve graniéne tatke moie se na jedinstven nacin konformno pres-
likati nmna krug 131 < 1 tako da dato)j tacki zoeD™ 1 datom smeru

na njoj, odgovaraju tadtka £ = 0 i pozitivan smer realne ose...

Ako je t = w(z) takvo konformno preslikavanje, na osnoVU
svega pcmenutug,'dukazanu je da graniéni problem Ao za

visestruko povezanu oblast D* ima resenje oblika

F(z) = Su + Q(z) , (1.8.26)
gde'je

Ry
8(z) = iPo + ? {Culw(z) 1% - Culw(z)I—%3 (1.8.27)

Kad

i n red pola funkcije F(z) u tackl zo= D™.
Kao i kod prostopovezancg sluéirja tako 1 ovde opste
regenje sadr2i 2n + 1 proizvolinih realnih konstanti.

Tek sada je mogude nacdi reéenje homogenog Hilbertovog

grani&nog problema u klasi vigeznadnih funkcija na oblasti D,
Pretpostavimo da Jje
' ™
K = Ind La(s) + i-bi{s)l, = z Ks (1.8.28)
jso '
gde je
1 .
Sm Largf{a + i«b)J;, = X, . (1.8.29)

Teorema 1.8.2. Ako je X > 0O, homogeni Hilbertov granidni

Problem za visestruko povezanu oblast D™ u klasi nejedno-
znaénih analitidkih funkeija, ima 2X + 1 linearno nezavisnih
resenja datih formulom

R F(z) = z<.@iT¢m?.Q(z) , (1.8.30)
gde je | -




a + 1-b _ -
Y(z) = Slarg ( Y > 1 - (1.8.31)

i 0(z) je dato relacijom (1.8.27).
Ako Je X < O , homogenl Hhhilbertov problem nema resenis

lasi analitickih funkcija. i

U sludaju nehomogenog Hilbertovog problema regularizacio-
ni faktor nije jednoznaéno dat, ¢to zadaje tesdkode pri  i1zracu—
navanju Schwartzavog operatora za viseznadne funkcije.

Fretpostavimo da se trazi resenje nehomogenong Hilbertovog
prabl ema

Re {Lla(s) — i:b(s)I-F(t)) = C(s) (1.8.352)
na D uw klasi jednoznadénih analitidkih funkci ja.

Pretpostavimo da je resenje oblika

1 ()
F(z) = — = de + i-‘[ (o) do |, (1.8.33)
<71 e - 2
: L b

pri cemu Je gustina ™ potpuno definisana na konturi La, &8 na

ostalim konturama je odredjena sa taénoséu do na sabirak oblika
Caedty 4 Caelag + oo + Cor-y *Hmen .

gde su C, proizvoline realne konstante, a M;, ..., Ha,-1 kon-

stante'adredjene formulom

1 st Ly o, (3 =1,2,...,m1)
O » Na ostalim kontuwrama.

Na osnovu formula Plemelja;ﬁahackag, kada granié¢énu vred-

nost na L funkeci je (1.8.33) uvrstimo u {(1.8.33), dabijamo da

»{g) =zadovol java integralnu jednadinu

| = s .
a(a)ﬂ(s)+ﬁe£qc5) ib(s) J i)

" de+2b(5)IM(a)du=2c(5). -(1.8.35)
i T - t
L Loy

kKada resimo Jjednadinu (1.8.35), na osnova (1.8.34),

dobi jamo sva reienja problema (1.8.32).

Teorema 1.8.3, Ako je indeks Hilbertovog problema negativan,
homogeni problem nema resSenja, a nehomogeni je resiv ako i samo
ako je ispunjeno -~ 2Kk + m - 1 dopunskib uslova ortogonalnosti

funkci je c(s) i svih resenja integralne jednadine

-2 Ib(a)u(a)du s NA Lm
L

| &) a(a)—:b(a)
al(s)v (s)-Rel (o) ={
1 v (@) da Q0 ,na ostalim konturama.
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Ak je K > m - 1, nehomogeni problem ima bezuslovnio

restenie, & homogeni, 2K - (m - 1) regenja.i.

0 grani&nim slucajevima X = O i X = m-1 bide kasnije

redi u glavi I1l.

1.9. Vera Riemannovog i Hilbertovog graniénog problema 1 veza

graniénih problema sa teorijom integralnih jednacina

Na osnovu svega do sada izlolenog vidi se da se Hasemanov
i Carlemanmov problem pogodno izabranim konfaormnim preslikava-
njima svode na Riemannov problem.

U sludaju Jjednostavniijih kontura (prave 1 kruinicel,
Hilbertov problem se mo}e neposredno svestil na Riemannov. LIa
sloXene konture se ta vreta vere izmedju ova dva granidéna prob-
jema uspostavlja konformnim preslikavanjem odgoavarajucih
oblasti na krug i1li1 poluravan.

Bahov je 1941. uspostavio sledecu vezu izmed)iu ova dva

graniCha problema.

Teorema 1.%.1 Neka je L Jedinidna kruinica. "Unutrasnjia"”
funkcija P*(z) Riemannovog graniénog problema
P{t) = G{t) -P-(t) + g(t)

sa koeficijentima

alis) + i«b(s) 2c (s)
G = (t) = —
(e al(s) — 1-.b(s) y QU a(g) - i-bis) '’
uz pogodan izbor proizvolinih konstanti koje figurisu ol

njegovom opitem reseniu, predstavl ja redenje Hilbertovog pro-
bloma sa graniénim uslovom

a(aslul(s) + bis)vis) = c(s).i)

 Osnovna razlika u postavkama Riemannovog i Hilbertaovog
granicnog problema ngieda se u tome &to se u prvom trali deo po
deo analitiéka funkcija definisana u celoj ravni, dok se u
drugom traii funkeija definisana samo u oblasti D*, a oblast D~
nas uop&te ne interesuje. Da bismo ustanovili vezu koja postoji
u samim postavkama ovih problema, moramo, pre svega, da dodefi-
nidemo redenje ¥r(z) Hilbertovog problema i na oblast D-.
U slutaju kada j@ kontura L prava,prosirenje vreimo simetricno,

a kada je L kruinica, pomoéu invarzije.
U opitem sludtaju moie se dogoditi da dobijeno produienje

37




nije analitidkou,ali nama to i nije potrebno. Jdedino Je vainno da
produtenje P-(z) bude sa 9*(z) povezano preko RKiemannovog
granidénog uslova., |

Dtuda Je Riemannov granidni problem, W neku ruku,
najopstt il

Pomenimp da je teorija graniénih problema za analitidke
funkecije wsko vezana =za teoriju singularnih integralnih
jednadina, pa se ove dve teorije paralelno razvijaju.

Riemannovi graniéni problemi su u tesnoj vezi sa teorijom
ﬁingﬂlarnih integralnih jednatina sa Cauchyljevim jezgrom oblika:

At )

al(t)w(t) + ~$- 2 W(r) dmc = £(t), (1.9.1)
4 P T - ¢
e .

gde su aft), f(t), »(t,x)e H.(L), pri cemu ova poslednia po obe
promenl jive, na konturi L = Lo + Ly +...+ L koja Jje disjunktna
wnija zatvorenih glatkih krivih {(sltka 1.3).

_ _ Hi{t,r) r(t,t) - ¥»(t,t)
Ako transformisemo jezgro pomocu —" = R

L - 1 #(t,x)— ¥»(Lt,t)
, B2LELE) uvedemo oznake P(t,t) = b(t), — - A : =
T - t M1 w — t
= ki{t,x), Jjednatina (1.9.1) ima oblik:
P«
kP =alt)wir) + 2t j LR j k(t,e)P(re) dr = F(t). (1.9.2)
i v - & J
[

Dokazano je da Je b(t)= Moo (L) 1 da je

A
jk(t, ) | < ' — , (O<Agl, © # t).
e = & |2—

Jednacina {(1.9.2) Naziva se kompletnom Singul arnom

integralnom jednacinom .

Jédnaéina,

bi(t) W (x)
KPY = a{t)¥P(t) + j

. dr = £(t) (1.9.3)
i T - ¢

.

naziva se karakteristidnom Jjednacinom .

Ako uvedemo deo po deo analitiéku funkci ju

i ()
55— d
P(z) vy — T

L
pokazuje se da je jednadina (1.9.3) ekvivalentna Riemannovom

granicnom probiemu

Pr(t) = BG(L)-P-(t) + glt) ,
L . a(t) - bit) - f(t)
d 1 -] —— AR L e T et E 1
gde Je Gt aty s o 7Y T o T e “ HSLOV

Pty

e ..

0.
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altt) - b(t) . ' |
ok koefici ] P ' R TNC : T &
Indeaks oeficijenta T+ B Riemannovog pgroblema

naziva se indeksom_integralne jednadine (1.9.3).

Sliéna relacija postoja izmediu teorije Hasvmanovog
graniénog problema 1 teorije singularnih integralnih Jjednacina

sa pomakom oblika

cft) [ ¢} dit} I Vil

+ bityrldl + e $ ——— + <) ¥ = 9.
a(t)P(t) * bitIPLit)] il 4 5 r-((t)d [ktt, 1) do= glt) , {1.9.4)

L L L
gde Jje ofLld(t)] = t,.

Hilbertdv grani&ni problem je u tesnoj ve:i sa teorijecm
karakteristiénih Singularnih integralnih - jednacdina 5 a
Hilbertovim jezgrom, oblika
| 27
[u(u) ctg —= do = c(s) , (1.9.5)

2

b{s)
2%

al(siuls) -
o

gde j& als), bils), ci(s)e H. ).
Karakteristiéna singularmna IJ sa Hilbertovim jezgrom

(1.9.5) ekvivalentna je Hilbertovom granicénom problemu
a(siuls) + bis)vis) = ¢c(s) (1.9.6)

za krug, sa dopunskim uslovom
Y i

Jvior de =0, | (1.9.7)
(4]

1 tom smislu da ako je F(z) resenje granidnog problema (1.9.6)
koje zadovoljava uslov (1.9.7),grani¢na vrednost njegovog real -
nog dela je resenje integralne jednadine (1.9.3),i obratno, ako
Je uils) resenje integralne jednadine (1.9.5), primenom Schwa-—
rtzavag operatora i uslova (1.9.7),dobi jamo resenje Hilbertovog
problema (1.9.6).

1.106. Osvrt na iatorijski'razvqj teorije graniénih problema

Riemannav graniéni problem je formulisao Riemann u radu o
diferen;ijalnim Jednacinama sa algebarskim koeficijentima, ali
ga nije resio. Prvo redenije homogenog Riemannovog problema dao
Je Hilbert, a prvo efektivno refenje za zatvorenu prostu glatku
konturd i G(t), g(t)e H.(L), G(t) # O dao je F.D. Gahov 1937.

Fosto Jje Plemel j 1908.objavio radove o ponasanju integra-
la Cauchyjavog'tipa na granici ,omoguéen je dalji razvoj teori je
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granicnih problema. |
B. V. Hvedelidze (201 reiio je Riemannov problem za
vidsestruko povezanu oblast. F.D.Bahov je 1941.[0701 redio sludal
kFada G(t) ima u kKonacnom skupu tadaka prekide prve vrste.
L.G.Magnaradze je uw radovima L[125]1 1 [126]1 razmotrio
wlutald kada funkcije G(t) 1 g(t) umesto Holderovog uslova sado—

vidl javaiju uslov
| A

w (e
J - Jln x|P doag fe

a
gde je w, tzv. modul neprekidnosti.

Hasemanov problem formulisaoc je 1207.godine Haseman [(B85].
Fompletno redenje ovog problema dao je D.A. Kveselava 1946.

Bodina 1958. G.F. Mand3avidze i B.V. Hvedelidze [127]
ustanovili su  konformnu eskvivalenciju problema Hasemana i
Riemanna.

Carleman je.1931.furmuli$am homogeni Carlemanov problem i
[20] wkazao na njega kao na primer primene teoriie Fredholmovih
integralnih jednacina.

Kompletno re&enje Carlemanovog problema na ograniceno)
prostopovezanoa] oblasti dao je D.A.Kveselava [11Bl.Litvinguk je
L1324 1, primenjujuéi metod inteqgralnih jednadina, redio Carle-
manov problem za neograniéenu prostopoveranu oblast, a za vige-
struko povezane oblasti redila ga je V.A.Cernecka [341]. L.I.
Cibrikova [42] posmatrala je razna uopgtenja Carlemanovog pro-
blema u odnosu na graniéni uslov, a takodje i sludaj kada BG(t)
ima na konturi L nule i prekiéﬁ prve vrste. A.V. Ajzendtat (1]
prima2nom konfarmnih preslikavania dao je kompletnu analizu
regivosti granidnih problema Carlemana sa prekidnim koeficiien-—
tima u sludaju visgestrukeo povezane oblasti.

Granicénom problemu Hilberta posvedenao je nedto manje
radaova nego prethadnu pomenutim problemima. Formulisao ga je
Ricemann [173] 18%51. KkKompletno redenje ovog problema dao je
Hilbert u radu [88] 1905. godine. |

Resenije Hilbertovog problema pomodu regularizacionih
faktora prﬁi put Jje objavio F. Gahov 1241. u svoioj doktorskoj]
disertaciji. On je, takodje, sveon ovaj prbblem na sisiem aingu~
larnih integralnih jednatina. N.I. Musheliévili je izudio
graniéni problem Hilberta u slud¢aju kada funkcije a(s) i b(s)
iméju_ﬁrekide.prvog reda. D.A. Kveselaeva 1945, [1146] abjavio je
prve rezultate vézana & Hilbertov problem za visestruko
pévazaneiublasti.
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FPr-~roag rredd s

U aovold glavi izlolena je kKompletna teorija granidnih
problema za sisteme linearnib eliptickib parcijalnib diferenci-
jaloih Jednacdina prvog reda i opisana veza koja postoji izmedju
nve teaorije 1 grani&nih prohlema za analitidke funkcije.

Osnove ove teorilje dao je I.N.Vekua [2161, {2171, ali su
rezultati mnjegovih radova pre od teori jskog nego od praktiénog
znacaja. Svi Vekuini rezultati u sebi sadr?2e dvostruke integra-
l2 sa Cauchyjevim jezgrom koji se, u opstem sludaju, ne mogu
rositi elementarnom integracijom. Zbog toga se nuZno javl ja
potreba da se z=a& rééavanje granicnih problema =za eliptitke
sisteme formiraju nove metode kojima bi se ono pojednostavilo.
Doprinose te vrste dali su, medjiu ostalima, i nadi autori, pre
svega M.Canak [291, [30]1, (281, S.Fempl [S5&]1, £S57), [581, (593,
[60] i J.Ke&ki¢ [1001. |

 Ovaj rad takodje sadr*i nekoliko priloga wvezanih za
resavanije granidénih prqblema za sistzme eliptidkih parcijalnih

diferencijalnih jednatina prvog reda.

2.1. Uvodni pojmovi

U teoriji granibnih problema za sisteme eliptiékih jedna-—
Cina koriste se razna uopstenja diferencijalnih i  integralnih
operatora na skupu kompleksnih funkcija, kao i razna uopstenja

poima analiti&ke funkecije.

g — sistemi

Neka Je F skup diferencijabilnih funkcija Jjedne promen-—
lijive, i neka je Fy, skup funkcija takav da je (0,13c F N F,,
gde pod 0 i i podrazumevamo konstantne funkcije x 2 0 i u - 1.
Neka je A pﬁaﬁliﬁavahje skupa F u skup F, takvo da je za +f,,
fagF ¢« - | S

- 51




Ay + F2) = Afy + Ata, . (2.1.1)

A(fefn) = f3Bfz + f2-Af, (2. 1.2)
By (F2) = FarAfa. 21,3

Daefinisemo podskup P skupa F relacijom:
W 2 P ako i samo ako AY = O, (2.1.4)

i pretpostavimo da pastoji bar jedna funkcija X=F takva da e
AX = 1.

Urediena cetvorka (F, A, X, P koja zadovol java uslove

(?.1.1)-(2.1.4) je o—- sistem [100]1. Operator A naziva se o-
opaeratoraom . '
Operator A, definisan je rekurzivno: Asf = Af, Nt =
= A{AAFY, (n = 1, 2, ...0. _
Primenom relacija (2.1.1)-(2.1.3) 1lako se dokazuje da

vari sledeéa formula:

T
o f
A (fay vuey 1) = 2 e JAf. . (2.1.5)
LZA 6'F 4

Relacija oblika J(X,u,Au,...,A-u) = 0 naziva se gperator-

skom jednacinom n-togq reda o—sistema (F.A,X,P) u odnosu na

nepoznatu funkci ju u.

Teorema Z.1.1. [1&0] Neka je

J{X, u, Au,..., A[u) = O (2.1.&)
operatorska jednadina u sistemu (5,A4,X,9), 1
J(Y, LI, 'ELI,---’ BﬁU) = 0 | (2-1-7)

. 7
aperatorska jednatdina u sistemu (G,H,Y,¥).
Ako je u = F{X,Pa,-..,4%.) redgenjie jednacine (2.1.6), tada
Je U = F (Y, ¥ 1,y.q.,%n) redenie jednacdine (2.1.7). Fritom su Y.,

I prnizyaljni elementl 12 P, a ¥r4.0.4%m 13 Y. il

Kao &ta ce se kasni je videti, ovo je izuzetno dalekosedan
rezultat koji omogucuje da se rezultati teorije obidnih
diferencijalnih jednadina iskoriste =za resavanje problema
formulisanih u razliditim klasama funkcija i u kojima Ffigurisu
uopsteni diferencijalni operatori (oc—operatori) razliditih

virsta.

Argolarni izvod i _int gral

Jadan od o-operatora koji demo najcesdce koristiti e
operator koji je uvea G.V.Kolosov (L1043, [1033, [1061]).
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Na skupu kompleksnih funkcil aa

w2 ,3) ulx,y) + 1-vi,y), 2 = 4 + 1i-vy,
gde SU wix,y) 1 vix,y) realne diferencijabilme +unkcoije,

G el ator

A SV
Do = o8 o 8¢ .Y L oY, (2. 1.9)
-3 &Y &Y S X

naziva se operatoram Kglasova .

D.Fompeiu [162], kniji se takodie bavio ovim operatoromn,

razvan ga je areoclarnim izvodom .

Kolosov je ovali operator koristio pri rasavaniu  sictema
narcijalnih diferencijalnih  Jjednadina  kKoje s&  poJavljuiu u
natematiékoj fizici, posebno uw teoriji elastidnosti. On e

takodje na istoam skupu definiseo i operator

Do = S8 4 2Y¥ 4 5. (&Y L oYy (2.1.9)
& i Sy & K oY
'Funktija w = wix,y) se smenom x = (z+2) /2, y = (z-3) /i,
svodi na funkciju w = f(z,3) koja zavisi od konjugovanih kom-
pleksnih promenijivih x = x +iy i T = x — iy. Dokazuje se [30]

de su ove dve promenl jive nezavisne 1 da vale relacije:

o
D = T eom (2.1.10)
| Y

i
_ 3
Dy = 2.229 . (2.1.11)

-
e

Ako ma K oznadimo skup svih kompleksnih funkcija za koje
postoje operatori D i D, sledi da,su (E,D,E/E,{f(z)}) i (H,E,
zKE,{szﬁ}) og-sicstemi, gde st £(z2) proizvoline analiticdke funi:-
cije. Pritom se operator D, u klasi analitiékih funkcija, svodi
na izvod po promenl jivoj = = x + iy.

U L100] dato je i Jjedno uopstenje Kolosovl jevog operatora
daefinisano na skupu K forauloms

v Su

& Ll LAY
= A -~ — B — 4+ 1(A -—— + B
J{u; &% 3y ! & N dv

) (2.1.12)
gde su A i B funkcije od » i y, i dokazano da je i X takodje o-
operator.

Dati uﬁluvi egristenci je operatora Kolosova su jaci  nego
&to je neophodno. Ako je wi(z,zZ) = u + i-v neprekidna funkcija u
naekaoj oblasti Te, i ako ima neprekidne parcijalne izvode prvog
reda po x 1y, tada za svaku oblast TCTe ogranicenu proston,

zatvorenom, rektificibilnom krivom o vazi formula Ostrogradskog
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tJ
ey
e
o
2
e
-
l

= 1 [ o, trat, (2.1.17)
1 o

3 & & . : .
gaiey jea D o= i + 1 g;'= i 3T a dT povrdinski element oblaszts

T. Ddatle sledi da je:

1 —
Dw = 1im = I wit,t) dt, (2.1.14)
of > Z B B B

pri cemu je IT| merni broj povréine oblasti T, a oznaka o -+ =
razTwje da se kriva o satima u tadku =.

Mada je relacija (2.1.14) dobijena pod pretpostavkom da
su parcijalni izvodi funkcije w = w(z,z) neprekidni po % 1 VY,
noguée je da desna strana te relacije postoji i onda kada ne-
prakidna funkcija w ne zadovel java tai uslov.

Definisacemo, od sada, Dw u tadki zETo preko relacije (J.
1.14) ukoliko izraz na desnaj strani postoji i nezavisan je od
nactina na koji o + z, a to je desto moguce Cak i onda kada par-
cijalni izvodi funkcije w = wi(z,Z) W z2=2Te uopséte ne postole.

Ako Dw egzistira i neprekidno Jje u nekoj oblasti To,
ka*emo da je m funkcija kléﬁe C;(Tg).'ﬁtiglednn_je

| Ca(T)z Cg(T)c C(TY, (2.1.1%)
de je CH(T)Y skup svih neprekidnih funkcija koje imaju u
oblasti T neprekidne parcijalne izvode zakl juéno do k-tog reda,
a Co(T) = C(T) je skup svih funkcija neprekidnih u T,

| -8lidno, ako Duw egzistira 1 neprekidnn je v svakoi tadka
Tq, EaZzemor da je funkcija w u klagsi Ce{Tal.
| Svaka analiticka funkéija $(z) u ablasti T Je funkrcija
klase Cg(T) i za nju vaXi relacija
| Df = 0 za svako z=T. (2.1.16)

Vaz*i i obratno [2171,t3. ako Je funkcija 4(2)EC;ET) 1 ako

radovol java uslov (2.1.148), sledi da je f(z) analiticka.

Vatan podskup skupa Cz (T} predtavjiaju funkcije oblika

1 ‘ . |
U(z) = — — JJ fla,0) db dn , (£ = § + i-Mm), (2.1.17)
T t - =
| | T |
gde je funkcija f{x,y) neprekidna u T.

- Vekua je u [2146] dokazao da je funkcija U(z), definisana
relacijom (2.1.17), neprekidna u celoj ravni, analitiédka izvan
T U of, da u beskonadnosti te2i nuli, da UEIsCe(T) 1 ¢

| . DU = 2f. | (2.1.18)

Funkcija U data relacijom (2.1.17) naziva se osnovnim

resenjem jednadine (2.1.18).

U istom radu dokazana je i sledeta va2na teorema:
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Teorema Z.1.<£.  Ako Je:
1. T oblast ¢i3ji se rub L =sastoji od konadnog broja dis-

junktnih zatvorenih glatkih kontura,
2. funkcija U & Cs(T) i npeprekidna je u T+L, 1

s _
S 33 integrabilna u T, tada je
d d
U(z) = _lT J Hee) de 1 IJ L -dn . (2.1.19)
aIi t - 2 pos
2T, £t = & + i-n, pri c¢emu je dvoini integral na desno) strani,

u op&tem sludaju, nesvojistven.!!

Funkcija U(z) data formulom (21.19) predstavlja integral-
nu reprezentaci ju funkci je klase Cz (7).

Analogno, aka je UZ)=EC (T) 1 all/dz integrabilna u T,

tada ja
- (
U(z) = — [ Yi&) dt jj ou. da 4, (2.1.19")
271 t - =2 =
L
zra =z = ¥ +¥iyeT i t = & +in. Fritom funkcija U(z) data formulom

(2.1.19°) pradstavlija, integralnu reprezentaciju Ffunkcijyja iz
C.(T).

Teorema 2.1.3. [2161 Ako je U(z)=Cz{(T), u proizvolinoj zatvo-~

renoj oblasti DCT, vadi da je
y

jU(z,) = Ulzzx) ) € Melza—2=z]-1logdizi—z=21], (Z2.1.20)

gde su z4 i za priozvaljne tatke iz D, a M i of pozitivne kon-

stante koje ne zavise od =: 1 Za.i )

Na osnovu ove teoreme se vidi da je Cz(T) pravi podskup

nd C(T).
Funkcije oblika (2.1.17) nemaju uvek parcijalne izvode po

X 1 y. U [Z216] dat je primer funkcije

'F( ) Eﬂ’-" . L -
| HeyYd) = log 171 ' re = 2 (2.1.21)
u ohlasti T: 1zi1<R<1. Integral (2.1.17) za funkciju (2.1.21) )jHe
: ' - 3 B
weayr = = 3 || et reetirey -
| T “ agtise (2.1.22)

e -2z+10g log (1/r) + 2z2:l0g log (i/R),
i otuda o

3
(




&0l . ptrcosY

= --'-:.:'E: - - ..?. +- :'2'1 1 (1/ -)
aH lpg log(l/r) Tog v 0g log K
(2.1.23%
oY @''fcos'f
— = =2i.] 1 (1/r) - 2 + 2i+1lpg log(1/R)
&Y 1riog toy d log r ' ] ) ?

adakle se vidi da parcijalmni izvodi funkcije UGi,y) ne postoje

u koordinatnom podetku. Medjutim, lako se vidi da je

':_-,:a:l.tr
DUy = -2
log r
3 | wel.24)
— 2
DU = —-4.-10g 1log (1/r) - {og r + 4-1og log (1/R}),

tj. da areolarni izveod DU funkcije U postoii i neprekidan ie u
oblasti T, a da je DU beskonadno u nuli.

Ovaj primer pokazuje da je klasa Cy bitno &ira od klase
C? i da se ne poklapa sa Ca-

Veza i1izmedju operatora D 1 D data je formulom

Areolarni izvod i klasa Cz imaju i sledede osobine:

a) Ako su U i V funkcije iz Cx, tada je 1 U.V & [Cg, i
D uU-v = v-DU + U-DV. (2.1.26)

b) Ake su U, V 8 Ca(T) i V % 0 u T, tada U/V = Cz(T) i

M

V2.D(uJsvy = v-DU ~ UJ.DV. (2.1.27)

) Ako je £(t) analitidcka funkeija na 6 1 U(2)eCs(T), pri
femu je tacdka t = U(z) u oblasti 6 kada je zeT,tada je f(U(z))=
=Ca(T) i

D £ (W)

£ 7 (U) -DU. (2.1.28)

d) Aka U(t)=Cg(T) i funkecija t = w(z) konformno preslika-
va oblast T na oblast G, teT, z=G6, tada Ulw(z))=Elzg(B) 1

1 dUlw(z)) AU(L) |
- — - -‘ - 12
W’ {z2) OF At (2.1.29)

Na osnovu teoreme 2.1.1. sledi da funkcija U{z), data

integralom (2.1.17), definide operator inverzan areol arnom

-
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jrvodu. Osobine ovog operatora izucavali su pripadnici rumunske

£1:0le D.Fompieua, naroédito G.Calugareano [181,[191, M.Nicolesco
(1411 i N.Theodorescu [2011, (2021, [2031, [204].

Mezavisno od njih S.Fempl Je u ([(57)] uwveo i1integralni

operator J takav da
| W = ff{u,y} (2.1.29")

nrnacava funkciju za koju je Do = f(s,y). U istom radu dolkazane

su 1 mnoge osobing operataora ;.

Isti taj operator detal jino Je opisao 1 G.N.Folodi) [1&0]

o~
¢iju oznalku I za ta)j operator cemo koristiti u ovom radu.
Kompleksnu Ffunkciju £(z2,T) = ult,y) + i-(x,y) nazivamo

araolarno integrabilnom (a—-integrabilnom) w oblasti T, ako

toj oblasti postoji kompleksna funkcija F(z,z) = U,y)+iV i, y)
neprekidna o T, aosim modda u najvidge konadno mnogo izolovanih
tataka u T, takva da postoji aF(z,Z)/8z i va?i jednakost
AF (2 ,3)/82F = f(z,2).

Svaku takvu funkciju F(z,z) nazivademo a~-primitivnom

funkci jom funkcije f(z,¥), a sve takve funkcije zajedno, neo-

dredienim a-inteqralom funkcije f(z,z) u oblasti T. Neodredjeni

Fa)

a—integral funkcije f{(z,z) oznadtavademo sa I f{z,2) dz.
' ]

Sli¢no se definise i neodredjeni a—integral I flz,2) d=
bao operator inverzan operatoru o/az.

: 4
Na osnovu osobina analitiékih funkcija sledi da Jje
P
f f{z,2) dz = Flz,z) + C(=z) (2.1.30)

gde je Ffz,E) = Ulx,y) + iVix,y) Jjedna od a-primitivnih funkci-
ja funkcije f(z,z) w oblasti T, a C(z) je konstanta areolarne
integracije, ti. proizval jna funkcija analiticka uw oblasti T sa
izuzetkom najvise konadno mnogo izolovanih singulariteta.

Sliéng Jje
F o

J §(z,2) dz = F(z,3) + C(z) (2.1.30")

gde je Flz,z) = Ux,y) + iV(x,y) jedna od a-primitivnih funkci-
Ja u T, u ndﬂpsu na operator &/8z2, a C(z) proizveol jna funkci ja
takva da je C(z) analiti¢ka u T sa izuzetkom najvide konadno
mnogo singulariteta.

""Dtuda neodredijieni a-integral zadovol java relacije:

RN N : ~
. —_ - - AF (z ,2) - -
gfnff(z,z)dz = f(z,5), ——Efli- d3 = Flz,2) + C(z)  (2.1.31)

o/




M
j Clz)f(z,2) dz = C{L}-J {(¢,r) gz (2.1.32)
f [f(z,2)*g(z,T)ldz = I{(;.,'z)d‘* e .f glz,2)dz |, (Z.1.3250

gyde je C(z) proizvoljna analitidka funkcija kao w (2.1.,30).

Sliéno je

g .

— SF(z,2)
f(z,2)dz = £(=,2), J 2

&2
A
o] s

f [fez,2)+g(z2,T)3dz = I f(z,2)dz

F(z,2)+C (=) {(2.1.31°)

i

o

e

i
-4

(2.1.327)

f C(z) vf(x,5) dz = C

N
M
I"-l

M+
Cmny I'.H

.I

,Fidz , (2.1.33°)

M

g ¢

gde funkcija C(z) ima iste osobine kao i u (2.1.307°),
Oznacdimo sa Ci{=z) praizvol jnu analiticku funkci ju. Fored

navedenih, areolarni integral ima i sledecCe osobine:

1. Ako je ¥ = £(z) analitiéka funkcija, va2i da je:
A A~
! f({z)dz = zZ=f(2)+C(=) , j f(z)dz = z-f(z2)+C{(2). (2.1.34)

2. Ako je £(z) = PO +1i -9 (%), gde su funkcije Px) 1 % 0¢)

integrabilne realne funkcije, vazi da je:
Fal

J f(2)¥dz = 2-5 Wldd + 2i-I y{uddx + C(z), (2.1.35)
J f(2)dz = E-I Wix)dx + 22i-]) wix)dx + C(z). (2.1.357)

Z. Ako je F(z) = Wal(y) + i4,3(y), gde su funkcije P,(y) 1

44 (y) integrabilne realne funkcije, vazi da je:

A

2]

} $(z)dz = —E-I{w,(y)dy + Ei-I Yy, (y)ddy + C(z), (2.1..56)
Y

[ $czrd2 = -2.] ¥y (yddy + 2i. ) P, (y)dy + Clz). (2.1.76°)

4. Ako je f(z) analitiéka funkcija i ¥(z) proizvoljna in-
tagrabilna funkcija, va*i da je:

A

I W) F(zddz = f(z)- I w(z)dz + C(z). (2.1.37)

Sliéno, ako jé £{=) analitiéka funkcija i ¥w(z) proizvolj-

na integrabilna funkcija, vali:

A
.I“l-'(z)l-F(z)d:: = f{z)- ${z)dz + C(2). (2.1.377)
S. Ako su funkcije f{(z,2) = u + i.v i ¢ =§ + i.m iz Cg,
tada je:
r at
I-F(z 2y —= dz = It'— dz (2.1.38)
3%

Ako U f, 3€C., sledi:
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e e

- & f

Ovo su formule za parcijalnu areolarnu integraci ju.

6. Ako Je § proizvolina funkcija 12 Cg 1 F£(3) analiticka

eunkecija od 3, eledi da je:

A . -
£(2)-22 df = | £¢5)r0% (2.1.39)

1. L W

1 A A
' o3 ‘ S
FUO = dz = | £(3)dY . (2.1.39°)

i

7. Ako je t = §(z,F) = & + i+n funkcija iz Cz i F(%)

= u + iv analitiéka funkcija od 4, sledi da je:

i
I ¥(t)-%% dz = J f(3) dt + C(=z). (2.1.40)
Ako jJe &t = t{z,z2) = § + i+ & Cp 3 £(8) = u 4+ iv anxliti-

eka fﬁnkcija od %, sledi da je:
™

J f(ﬁ)-ii dz = J f(3) dt + C(z). (2.1.407)

=

Arealarni izvodi 1 integrali se koriste pri resSavanjiu

areolarnih diferencijalnih jednatina. Pod areolarnim diferenci-

jalnim jednadinama n—tog reda , ns N, podrazumevamo jednadine
ablika '

{z,Z,0w,w,D,Dw,Dw,D0.D?w,... ,Dw,Dru,Dru} = 0, (2.1.41)
tij. takve u kojima se javl}aju areolarni izvodi nepoznate funk-
cije w = wi{z,2) zakl juéno do n-tog reda.

Za aremlakne_di%erencijalna jedna&ine oblika

Fz,w,Du,D?3%w,...,Drw) = O (2.1.43)
Jos je 6.Kolosov utvrdio da se regavaju po analogi ji sa odgova-
rajucim diferencijalnim Jjednacinama oblika
| FURaW ey g¥ " geneyytm?) = 0, 2.1.43)
5to je posledica teoreme 2.1.1 i dinjenice da (K,D,2/2,{f(2)3)
predstavl] ja o-sistem. (strana 52).

Rezultate vezane za metode redsavanja areolarnih jednadina
abjavijivali su, u novije vremae, S.Fempl [60], M.Zanak [25]3,
(303,032], [291, (311 i drugi autori. U svojoj disertaciji [S1]
D.Dimitrovski je razmatrao areolarne jednadine oblika

R Drw = §(z,2) (2.1.44)
i naééb fa$énjﬁ jednaéina (2.1.44) za razne oblike slobodnog
&lana’ £tz,2). |
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Areal arni_redovi

Jadno od priraodnih prosirenia klase analitidkih funkociia

pradstavl ja klasa tav. areolarnih  polingma , ti. funkcija
oblika n,
wlz,z2) = E*E“W“(EJ, (2.1 .45

vz
gde su P, (z2) proizvoljirne analiticke funkcije. U svom radu L2021
N. Theodorescu je definisao areolarne polinome n—tog stepena kao
redenia arenlarne diferencijalne jednacdine |
Dty = 0O, . (2.1.46)

a zatim pokazao da se ovo resenje javlia u obliku (2.1.45).
Areolarni polinomi predstavljaju  prirodno prosirenje
klase Boursatovih ili bianalitiékih funkecija oblika w = Yo f{z)

+ F.9({2), koje se javliaju u teoriji elasticnosti.

Izuzetno znatajan prilog proudavaniju areoclarnih pnlinbma
i teoriji uopstenih analitiékih funkcija dao je M. Canak w
svoioj doktorskoi disertaciji [301 i mnogim svojim radovima. U
evoioi tezi M.tanak uvodi pojam areolarnog reda 1 razmatra
uzslove njegove konvergencije lLao i tehnike raz2vi janja
proizvol jne Yompleksne funkcije u areoclarni red.

Kompleksni raed oblika

~

E.E“Wucz>, (2.1.47>

V=0

gde su Y. (z) analitidke funkcije, naziva se areolarnim redom .
Neka je W = {wik m.w(z,E)} skup svih kompleksnih funkciia
koje su.diferencijabilne proizvol jan broj puta po promenljivol
Z u nekoj konatnoj zatvorenoj oblasti T kaoja sadri koordinatnt
potetak (WECT(TY), i neka je @ = {wiw = w{(z)3 skup svih anali-
tickih funkcija u ocblasti T. Fod dkw- =  podrazumevaiemo
fgnkciju kaja se dobija iz funkcije w = w(z,Z) ako se vrednost
z, zameni konstantom kKE C; a promenljiva z ostavi neizmenjena.
Funkci ja ol preslikava skup W na skup € za svako k&4,
Pritom svaki uriginal w ima samo jednu sliku w, dok obratno ne
vati. Restrikcija preslikavanja oo za k=0, na podskup skupa W,
koji se sastoji od analitikih funkcija je-identi¢no preslika-

vanje.

Teorema 2.1.4. [301 Neka je w = w(z,z) neprekidna +ancija L
oblasti T koja sadrii koordinatni pocetak i neka ima neprekidne
areclarne-izvade reda n, (n€N), u T. Tada se ona moZe razviti u
&0




areolarni red oblika (2.1.43) u neko] okolini T, koordinatnog
potetka (Ti je oblast konvergenci je reda (2.1.45) 1 T,oT).
Koeficli jenti reda dobijaju se po formuli

LfabD*w
B, (z) = == Ny (2.1.48)

Va8

U (701 definisan Jje odredjeni: arsolarni integral. Ako Je
E-{ wix,yldz = F(x,y) = W(z,;2), 2.1.49)

odredjeni areglarni inteqral detinise se [30] formulom:

af

A
}owez,: ol ~ ofaW. (2. 1.50)
a

Teaorema 2.1.9. [30] Areolarna diferencijalna jednacina
 Dw = F(z,w) (2.1.51)

sa poctetnim uslovom

Haw (7 ,2) = wolz), (2.1.52)
gde je we(z) data analitidka funkcija, ekvivalentna je areolar-
naj integralno)j jednadini

Z
W = We + J F{z,w) .1} (2.1.53)
0
U [30] je takodje dokazana i teorema o egzistenciji i
jedinstvenosti redenja jednadine (2.1.51) sa pocdetnim uslovom
(2.1.9%).

2.2. Elipticki sistemi parcijalnibh jednacina
4

Sistem parcijalnib diferencijalnih jednadina
Az (Myy)eut + Aaza(,yl)levy, = Falx,ysuyv)
- (2.2.1)
Az (X,¥)ru, + apa(,y)-v, = Fai{x,yiju,v}

Nnaziva se eliptickim na nekoj oblasti ako je determinanta

2y 3 2y

Az A

funkci ja konstantnog znaka na datoj oblasti.

- Ovde demo se baviti eliptiékim sistemom Vekuinog tipa
{21613 |

Ue — Vo = alx,y)su + bix,ydev + f(x,y)
Uy + Ve = cX,y) 1 + di{x,y)v + gix,y),
gde su a.,b,c,d,f,qg date funkcije promenljivih x 1 y, & ulx,y) i

Vix,y) nepoznate funkcije. Funkcije a,bsc i d nazivamo koefici-
jentima sistema (2.2.2), a f i g slobgdnim _élangvima .

{(2.2.2)

b1




Ako drugu jadnadinug sistema (2.2.2) pomnodimo 1maginarnom
jedinicom i, pa to dodamo prvoj jednadini, dobijamo areolarnu

diferencijalnu jednadinu

lI/dZ = Al + B-U + F A .
gde Jje

i

U u + iv o A= (a+ d + ic — 1bl /4,

, : _ (2.2.4)
B = (a~-d + ic + ib)/4, F = (f + 1g)Y/<.

D&ito je da su jednatine (2.2.2) uopstens Cauchy-Riemann-—

ove relacije (1.3.2) i da, za A =B = F = 0 dabijamo Jednadinu
sUUs7az = 0O . (2.2.9)
&ije je resenje proizvol jna analiticka funkcija U = Uz,

U netrivijalnom slucaju, tji. kada A, B i F nisu istovre-
meno jednaki nuli, jednadina (2.2.3) definige klasu kompleksnih
funkcija koja je %ira od klase analitickibh funkciia.

Far funkcija u i v Je regularng resenje sistema (Z2.2.2) u

ﬁz
oblasti T, ako kompleksna funkcija U(z) = u + iv pripada klasi
Cz{(T) i zadovol java jednacinu (Z.2.3).
Regularnn resenje sistema (2.2.2) koje ima neprekidne

parci jalne izvode prvog reda po ¥ 1 Y, naziva se kompletno re-

gularnim .

jasno je da ne mora svako regularno redenje da bude isto-
vremeno i kompletno regularno. Speci jalno, ako, na primer, koe-
ficijenti i slobodni <clanovi sistema (2.2.2) zadoveoljavaju
Hilderov uslov, regularna redenja su istovremeno i kompletno

regularna.

Normalna jednacina

Speci jalan sludaj sistema (2.2.2)
Uy — Vo = a-u + brv, Wy + Vi = —bsu + asv 2.2.6)
w kampleksnmj ¥armi ima oblik
3U/AT = AU , A= (a ~- ib)/2, U= u + 1iv . (2.2.7)
Na osnoavu relacija;(2.1.7) i (2.1.8) sledi da Je opste

resenje jednadine (2.2.75 oblika

U(z,Z) = P{(z) .pW=> , 2.2.8)
gde je
""1 Q(i,n) .
( SR = + - 2-2- )
wiz) pu — dédn , § 3 iem, ( Q
T

a $(z) proizvolina analiticdka funkcija.
Predstavimo refenje jednadine (2.2.3.) u obliku

&2




— Alt)dT |
U = V-ercer , Qz) = — fj T (2.2.10)
T

qde je YV nova nepoznata funkeija. Ovom smenom jedna&ina (2.2, 73

prElaZi u jednadinu poe nepeoznatog V:

AV/3Z = Colz) -V + H(z), , (Z.2.11)

gde ie o

C(z) = B(z) explQz)—-Q(«(z)1, H = F.expl-Q(z)1]. (2.2.12)

Ako je U regularno resenje jednacine (2Z2.2.3) u oblasti T,
tada je V regenje jednadine (2.2.11) regularno u T, i obratno.

Dobiiena kompleksna jednacina (2.2.11) ekvivalentna je

sistemu parcijalnih diferencijalnih jednacina

Uye =~ Vy = asu + b-v + f
Uy, + v = b-u -~ a-v + g

koji predstavl ja poseban slutaj sistema (2.2.2), koji se naziva

njegovom normalnom formom . Tako s& resavanje sistema 2.2.2)

svodi na resavanje normalnog sistema (2.2.13).

Smena (2.2.10) pomodéu koje smo presli u normalnu formu
vazi i u.ﬁlutaju beskonadne oblasti, ako integral u ((2.2.10)
ravnomerna konvergira u odnoasu na z unutar oblasti T, Taj uslov
je ispunjen ako je, na primar, A(z) ogranicena, naprekidna
funkcija u T koja w okolini beskonaéno daleke tatke zadovol java
nejednakost

JACZ)Y ] < Moz j—ts>a> _ (M30O, &30). 2.2.18)

Lako se dokazuje da u jom slutaju funkecija Q(z) pripada
klasi Cg(T), da je neprekidna na celoj ravni i1 analitidka izvan
T+l

Speci jalno je homogena normalna jednadina oblika

3U/aZ = A-U | (2.2.15)
ekvivalentna sistemu
U - v;.; asu + besv 4, Uy, + v = by - asv . (2.2.16)
Smenom
| A-U/U = Ao , | (2.2.17)
jaednadina (2.2.15) prelazi u jednadinu oblikas
| dU/8Z = AU . (2.2.18)

Sliéno kao i u slufaju jednadine (2.2.7) dokazuje se da
je opite resenje jednadine (2.2.17) oblika

S Ulz) = $(z2).@wimd | (2.2.8")
gde je ¥W(z) proizvol jna analitid¢ka funkcija u oblasti T, a w(z)
%unkcija]fz.klase Cz oblika

{




] { ' L ] . . an *
wlz) == - l JI ﬁ'—k'q) gtdn . - PRI A
x| . t -

'T

Formula (2.2.87) predatavl ja representact ju Frerle Ta
Y

jednadine (2.2.1380, s1i ne predztaviia niento resenie ey L.

4

nepoznata funkoija U pojasl juie sa obe ctyrane Jjadnakosti (..

Z2.E). vorisnt od te formule ogleds s& U tome Sto se pomodu i ) e

Jobarule niz teorema vezanih o blasu Cg, kOJe pradsatavl jaju

uoapstenia  noekih navedanih teorema iz teorijge analitidkih

funtoiia.

Toor Oma c.o-1. Nizka je U resenje jednacine (2.2.13) regularno

W oblasti T svuda izurey W najviss konadno mNoyo tacakas u
Lo iima ima polove. Ako ji U neprekidna funkciia, razli¢gita od
nite na L o= &aT, vadi da jHie

N - F = {arg Uity 1./72m | (2.7.19)

gde ja N brmj;nula, a Prbrmj palava funkcije U u T, gde 1 Ll @

i polove zaradunavamo onolikp puta knlikog su reda.i:

Ova teorama jie uopsten)e principa argumenta za analiticdke

funkeci je.

“a

Teturemad ... ... Neka je B(z) resenje jednadine (2.2.10), rueds

larmnao u celoj ravni sa iruzetkom konadnog broja disjunktn.h
Jordanovih krivih i konadnog broja izolovanih tadaka. Ako Je
U(x) neprekidna i agranid<ena na cizloj ravni i jednaka nuli  u
jednolj njenoj tacki, tada je ona identidkl Jednaka nuli na

colonj kampleksnod ravni. i,

| Ova teorema analogna e Liouvilleovo]j teoremi za anali-
tidke funkciie (teorema 1.1.35, strana b) . -

Isto kao i za analitidchke funkcije i =a funkciie lase Cu

vati princip jedinstvenosti -

Teorema 2.2.3. Ako se dva . redgenja jednadine 2.2.1)  uw

ohlasti T poklapaju na beskonacnom skupu tacaka koji ima tacku
nagomilavanijia u T, ta resenja &e poklapaju. i

o Ako pomaéu relacije (2.1,1?)~predstavimo, u integralnol
farmi, resenje jednacine (2.2.11) regularno u T 1 neprekidno u

T+L, vidimo da svako takvo resenje zadovoljava inteyralnu

&4




jednacin

Ulz) + dT = G(z), (5. 2. 20)
. -T
cpda 2@
1 Fe)dT R,
Gi(z) = P(z) - - - . (2.2.21)
) t - =
T
pri ¢emu je P(z) funkecija analiticka u T i neprekidna u T+,
kioja se jednoznaéino odrediuje pomodu integrala tipa Cauchyja
}
P(z) = = Jj e dv (2.2.22)
2371 e
FPokazuje s L2161 da jedna&ina (2.2.20) ima resenje  Ia
proizvol jnu funkci ju Gt), pri cemu se to resenje moie dobiti
metodom sukcesivnih aproksimaci ja. Rezultat koji dobijamo na

tald nmadin dje oblikas

uizy = Py + Jf rae,oaemar + [ rae,o 80T -
T ' T .
(2-2-2-..-)
"(I/ﬂ)ff Qalz,,t)-HtYIT - (I/ﬂ)jj Qa(z,t)-H{L)dT,
T T
gde je
o
Falz,t) = jz Kas{z,t), Falz,t) = z sy (2 ,1) (L. 2.24)
=4 3z4
pri &femu Je
Kalz,t) = - A /DNt - 201

Ko (2 41 =[] Ky (2,0 Bmo, (0. 61dTe , (N=2,3,...)
T

_ i + I[ E;(Z,ﬂ)
t — = J t -

T

Il

13 (= ,t) il o,

Qe (z,t)

I r’(szi 0T -
.

Funkcije N,
nacine (2.2.20), a funkcije Q. i Q= nazivaju se jezgrima dife-—
renci jalne jednadipe (2.2.11) koja odgovaraju oblasti T .

U slucaju da je H = 0, tji. u sluédaju homogene
(2.2.15), opste resenje je oblika

i1 Me nazivaju se rezolventama integralne jed-

normalne
jednadine
U(z) =

(2.2.27)

P(z) + {I Moz t)e@et)dT + JJ Fa(z,t) P(EIAT.
T

. Ova fnrﬁula; svékoj analitic¢koj u T i neprekidno) u T+l
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Funkciji ®(z) pridruiuie po jedno regularno u T i neprekidno U
T+L rosenje jednacdine (2.2.11), pri cemu svakom takvom redenjiu
adgovara jedinstvana analitiéka funkcija P(z) ,definisana pomocud
intagrala Cauchyjevog tipa (2.2.22).

Formula (2.2.23) predstavliia  opste redenje nehomogenes

normalne jedna&ine (2.2.11), pri cemu Je

o tz) = ~arm ] s 2L dT - c1rm f] Qo (z ,L)HIAT  (2.2.28)
T T

regularno u T, partikularono resen ie nehomogene jednadine (2.2
11y. Na osnovu formule (2.2.24) sledi da Je svako regularno re-
2on i jednadine (2.2.11) kompletno regularno, ako {funkcije falz)

i H(z) zadovoliavaju Hilderov uslaov.

Dsobine jezgara i rezolventi

U cilin resavanja granidnib problema za jednadinu (2.2,
11) navedimo osnovne osobine jezgara 1 rezolventi iz re3enja

(Z.2.24). Iz (2.2.25) sledi da Je

Kaomea (2,8) = ~A(t) +Empea (z,t) /T,
(2.2.29)
P‘::Iﬁ (:‘: .’t) - "Q(t) '*::2;1 (2 't’ /J‘ L | nﬁm,
gele jo
o i o { AT HKmes (o, )
Kilz, b= ——, Ko(z,t) = — ~ II n.? - dT & {(2.2.30)
t—2 I g — 2
T
;‘(n = 2, ":'1 14-)
adakle je
o 1 AT Koo (2 ,0)
..;:.zn(Z ,t) — ; J.J\ o : - 2 thl" 5
o 1 1 A Ean (2 ,0)
Kam—-s (2,L0) = = II =C — dTe ., NEMN
i o — 2 |
Ll

S obzirom da je, na osnovu (2.2.24) 1 (2.2.49):

Folz, b)) = -AEIQalz,t)/M, Matz,t) = -AMIQ (2,00 /0 (2.2.30)
gde je o oo
| z o Z o
ad =4 ¢

sledi da jezgra jednatine (2.2.11) Qs 1 Qo zadnvmljavaju sl ede-

¢te relacije:

S 1 Al{o)Qai{z,0) |
Q ( t) + - t— o = '-"2-3 L~
T

&b




1 ' Al Q. (2 ,0) oy ey o
Dz, b + ~ | T :15 : dTe = O (2.2.340)
T
1 Il Al Qalo,t) 1
Qifz,t) o i 2 dTW S p—— ’
jT P Y U‘ = E -t' s E Yy Sy ey
T (2. 2.35)
1 T Ao, G, )
Qoo (i ,£) + — J MLETRALE B-SANrS U
T g o - <

T
FPokazuje se [216] da ~funkcije Qi(z,t) i Qz(z,t) pripadasu
klasi Cz(T) u odnosu na z, osim w z = t. Za z = &, Q, 1 80x/d%
imaju singularitete reda It — z|—*, a Q2 i 80,782 singularitete
nhlika 1Init — = |.
fFomodu relacija (2.2.34) 1 (2.2.39) jednostavno se dobi-

jajuw singularne jednadine za O, 1 {2

Qs (=, t) - {J A(OIK(z o) 0, (g,t)dTe = 1/(t —- z),
otz t) - |] ALK (2, 0) Qm (g, t)dTe = ~TM=K{z,t),
T | (2.2.36)
Qq (z,t) = Lf A FE(T,E)0. (z,00dTe = 1/(t — ),
Qeiz,t) - JJ A K T, t) Relz,0)dTe = —T-K(z,t),
. T
jde je e by = L JI AT dT o f s
e o (o — 2)(t - @) et
Y

Za nalaienje jezgara Q. i Q» dovoljno je resiti jednu od
jednacina (2.2.36), pa se drugo jezgro dobija iz relacijya (2.2.
T4) 1li (2.2.39).

Jezgra Qi(z,t) i Oa(z,t) jednadine (2.2.11) su  funkcije
analitidke po promenljivoj z izvan T+L i jednake nuli u  besko-

1aknosti (t=T), a Q.(z.t) i O=(z,t) su analititke izvan T+L u
pdnnau na promenljiva t i jednake nuli u beskona&nosti, (z=T).
Ako pretpostavimo da je funkcija A(z) detfinisana 1
weprekidna na celolj ravni, To neka oblast koja w svojoj unutra-
snjosti Qadrii datu ablast T, 0% i Q% jezgra jednacdine (2.2.11)

41 oblasti Te, vali da je:

J (W) Q(z,t)dt ~ W) Qu(z,t)dt] =
| (2.2.38)

= i FW() 0% (z,t)dt — WD) 02 (z,t)dt3,

jde je W proizvolinao, regularno u T i neprekidno u T+l resenje
jednacine
AW/3T ~ Atz)IW

0. (2.2.39)




Uopetena Cauchyieva formul a

ko u formulun 2LR2.27) umestn Ffunkocije Piz) uvierstimo

integral Cauchyjevog tipa (2.2.22), dobljamo uapstenu_ Cauchy—

Javu formul u

Ulz) == (lfﬁﬂi)jnlfz,t)U(t)dt - {ifiﬂi)IQg(z,t)U(t)di. 2.2.40)
L L

Ovom se formulom izracunave vrednost u zeT regularnog re-
genja u T jednatine (2.2.39) posredstvom vrednosti tog resenia

ra rubu L. oblasti T. Funkcije Q4 i }m nazivaju se jezgrima for—

mul & 2.2.40). _
Na psnovu (2.2.38), formulu (2.2.40) moZemo da napisemo 1

W obliku

Ulzy = (1/2mi) )03 (z, 0 Ut dt — c1f?ﬂi)f0;(z,t>u<t)di. (2.2.41)
L L.

To znati da za jezgra Cauchyjeve formule (Z.2.40) moiemo
da uzmemo jezgra jednaéihe (2.2.39) koia odgovaraiu proizvoli-
noi ablasti To koja u sebi sadr2i datu oblast T, (a7 = L).

Ako je Afz) = O, jednadina (2.2.39) prelazi u Jednacine
Cauchy—Riemanna, a formula (2.2,.40) u obi&nu Cauchyjevu formulu
za analiticke funkcije (1.1.1).

Slidno kao i u slucdaju analitickih funkci ja (strana 5 ) 1
u klasi Cz mo2emo da ustanovimo koji su uslovi neophodni 1 do-
vl ini da neka funkcijé?bude refenie granicénog problema za jed-—
nacinu (2.2.39).

Tegrema 2.2.4. Da bi neprekidna na rubu L oblasti T funkcija

tJ(t) bila graniéna vrednost reqgularnog u T i neprekidnog u  T+L
resenja U(z) homogene normalne jednacéine (2.2.39), neophodno je

i dovol jno, da funkecija U(z) zadovol java relaciju

N ———

(172mir ) Qi(z,t)Utt)dt—cifzni}-j 02z, I0()dE = 0.1t (2.2.42)
L L : .

Neka je W(t) integrabilna funkecija tacaka t=ElL. Tada e

- funkeil ja

Ulz)= (1/2ﬂi)-£ Qi(z,t)?(t)dt-(i/?ﬂi)-j Nz, )P () dt, (2.2.43)
. | L

wnutar ' T i Te~-T-L, realno resenje jednacdine (2.2.39). Izvan To+

L]
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-~

tn-—!*:l.

Udt)dt
Crzeqy RE["_I‘“ J. U(t)dtj, Lo+l = Imt_‘"—' j (2.2.48)
L

(N=0,1,2,.4.7.

Teorema 2.2.6. Neka je T prsten racizlarsa. Froizvol ino  regu-

larno u T i neprekidno u T+L redenje Jjednacine (2.2.39) moZe

e razlo*iti unutar oblasti T u ravnomerno konvergentan red

= Z Cnldn (2, (2.2.49)
N=—~00
gue Je
t]n e Un‘c, U.-.::n =_,41-(z““)1 1 J =_)q'-1—(iz*‘"), ne """, (E.:-SO)
1 Uiti)dt 1 Uitydt
Gzt RE(E_I I t:+‘ 1, Camner = Im[;;: tn+1-' y
b2 (N=0,1,2,0..), 2
- 2.2.51)
C—cpes = =~ImC(1/2 ﬂi)wf Uel)tndtl,
Ly
(PEN 3 Lar Iz] = ra 3 La: 2} = r=).11

Stabilnost redenja u odnosu na Enefi:ijente

U £2156]1 dokarano je i sledede tvrdjienje.

Ako niz Uy, Uz, ... regularnih o T 1 neprekidnih u T + L
rokenia jednadine (2.2.39), ravhomerno konvergira na rubu L
oblasti T, tada on ravnomerno konvargira i unutar oblagsti T 1

L
njegova granidna vredrnost je regularno u T regenje Jednacine

2.2.29) .1

Pretpostavimm.da su A{z) i RB(z) neprekidne funkcije u T+

i da su {A~2 i €B.} nizovi funkcija neprekidnih u T+L kojl rav-
nomerno konvergiraju u T+l ka funkeijama A 3 B respektivno.

Pasmétrajmu jednadine

3U/8Z = AU + BU (

AUA/AF = Anlly + Baln, (NER) (

i oznalimo sa Ny, MTa, I,

-

MR
. "{'.J

NN

i
(4

y T277, (neEiNY rezolvente tih jednacda
na u odnosw na ablast T.
Na osnovu (2.2.27), sva redenja regularna u T i neprekid-

na U4 T+L jedna&ine (2.2.52) 1 (2.2.53), date su formul ama:

u =Arei= @) ff Malz,8)9)dT + II F=(z,)®EIdT, (2.2.27)

44hE¢ﬂ~?(z)+II F‘"’(z t)?(t)dT+II r‘"’(z,t)?(t)dT, (L.h.ﬁa)
(n=1 2,...).!!
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2.7, Hilbertov granidni problem

Pretpmﬁtavimm da je T visestruko povezana oblast Ci)a se
rontura L sastoji od konadnog broja prostih, disjunktnib, glat-
Libh HOALLra o, b1y =:03 Lny pri Semu Lo sadri unutar sebe sve
ostale konture.

Hilbertov graniéni problem Nacdi regularno u T 13 neprekidno

T+L resenje U uw + i-v jednadine

dU/AaT = AU + BU + F (2.2.3)
koje zadovol java granidéni uslov |
Rel(ef — 1i-PYU] = oLewx + Pav = T (2.3.1)

gde su of, P, T date realne funkciije definisane na L, koje zado-

vol javaiu Hélderov uslov i1 uslov o= + p= F 0 .,

Ako j@e F = O i T = O problem nazivamo homogenim . Funkci-

je of i P su koeficijenti Hilbertovog granicnog problema , &

funkcija Y je njegov slobodni clan .

Necemo umanjiti opstost zakl judka ako pretpostavimo da le

o2 + p= = 1 (2.5.2

na L. Na oshnovu relacija (2.2.10)-(2.2.11) sledi da se opsti
0.

i

slutaj jednostavno svodi na sludai kada e A
U élutaju jednacdine

allzaz = AU 2.2-15)

koristicemo reprezentaciiu regularnog u T i neprekidnog u T+

resenija datog -lH:n**nril.lltzmnlﬁH P.2.27)Y. Slidno kao i u slucaju Hilber—

tovog problema za analitidke funkeije na vigestruko povezano)

oblasti, koristidemo se integralnom reprezentacijom (1.8.335)

analiticke funkcecije P(z), ti.

P(zx) =

- icC, (2.5.3)

1 j r(t)dt

T t — 2
[

gde je »{(t) realna funkcija tacke tel. i C realna konstanta.

U slutéaju prostopovezane oblasti (m = 0) #(t) i C su jed-
noznaéno odredjeni preko P(z). U slucaju visestruko povezane
oblasti (m > 0) konstanta C je odredjena jednozna&no, a ¥{t) sa
tatnoséu do na sabirak cagdy + e+ CMlm, gde su Cy, nesyg Cm
proizvel jne realne konstante, a #i1, ..., ¥m funkcije tacke tEL
zatdate relacijama:

1, telg

(2.5.4)

y(t) ={

(§i=1,2,...,m), (videti (1.8.34) na strani 44&).
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Ako relaciju  (2.3.35) uvrstimo u formulu (2.2.27),

dobijamo opste recenje jednadine (2.2.130) u obliku

A=) = I M{z,t)(iL)ds + U-Uygq(z2), (2. 5.5)
L
gl ja
M(z,t) = 1/t ' (=)0, (z2,1) — £ {8)10Qa(z,t) ] (2. 5. &)

Us(z) = Avei) = i + iJ) Fa(z,t)dT - if] Fe(z,)dT (2.3.6°)
| T T

pri <emu je

Oy (z,t)= tiz fJJ r;(f’z) 7o, Q=ziz,t)= JJ r:(f*z) dTe. (2.2.26)
T - b .

Funkcija Uy je partikularno regSenje Jjednacine (2.2.15)
regularno u T i neprekidno uw T+, U; # 0, t’' (s} predstavl]lia iz-—
viad od £ po luku, L' (1) = exp(i«B8(s}), gde je 8(s) ugao tangen-—
te 1 tadki € u odnosu na pozitivan smer 3 ose. |

Prvi sabirak u (2.3.5) je uop&teni integral Cauchyjevog
tipa sa guﬁtinam 21 (t). Dtuda je granicna vrednost funkci je
U(z), kada taika zeT te2i ka toElL, na osnovu uopstenih Fformula

Flemgl ja—Sohockog (2.2.44), jednaka:

Ulte) = Mito) + § Mte,t)P(t)ds + CeU, (ta). 2.3%.7)
L .

Ako ovu graniénu vrednost resenja jednadine (2.2.13) uvr—
atimo v Hilbertov graniéni uslov ((2.3.1), dobijamo slededu

singularnu integralnu jednadiras

A oz oL (ta)l (te) + f’Htt@,t)uct}ds = C-h(te) + T(ta), (2.3.8)
_ L

gde_je.
K{to,t)

i

Rel{ld(ts) — ip(tadl-M(to,t)3 (2.3.9)

hite) = ~Re{lad(te) - iP(ta)l-Us (ta)d. (2.3.10)

Jednatina (2.3.8) mode se napisati 1 u obliku:

Pp(to) [ w(t)dt

n t - to
L

= Ceh(to) + T(to), (2.3.11)

A =2 ol(todi(te) -

L

gde je Ke(to,t) funkcija koja ima u t = te singularitet reda
maﬁJEg'od.l.[Kako je o + p= = 1 na L., operator AR je normalnog
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tipa, pa s2 na jednadinu (2.3.8) moie primeniti teorija singu-
larnih integralnih jednadina (videti (1.9.2) na Etfani 48) .
Resenje nehomogenog Hilbertovoqg granidnog problema (2. 5.
1) ekvivalentno je reSenju jednadine (2.35.8) u slededem smiwlil.
Ako nehomogeni Hilbertov problem 1ma reSenie, tada postole
realna neprekidna funkcija » () tacke teEL 1 realna konstanta G,

Y

ke zadovol javaiju jedna&inu (2.3.8). Ako »(t) 1 T zadovoljava-

o e

ju jedna&inu (2.3.8), onda njihovim uvrdtavaniem u (Z2.2.9 do-

bijamo resenje Hilbertovog problema. To regsenje Jje trivijalno

samo o sluftaju kada je T O, C = 0 1 » = Py (J=1,2y...,m),
Resenje homogenog Hilbertovog granicénog problema  dobija

52, na slidan nacdin, pomodu resenja integralne jednacine

A 2 dltolir(ty) + I K{to,t)P(t)ds = C«h(ta). (2.3.12)
L

Flada je T visestruko povezana oblast. (m > 1), na osnovu

(1.8.33), konstanta C ze moie predsetaviti pomocu integrala C =

= f »(t)ds, pa'jednaﬁina (2.%.8) tada ima oblik
L. ' '

Aok = tl{ta)i(tan) +-f Fol(ta,t)r(t)ds = T(ta), Lea 13
' ' L ' .

gde je

_K(ta,t) - h(ta) 3 t€L1, tQEL

(2.7.14)
Kito,t) , tel;, tsl, te=l.

Kolto,t) = {:

U tom sludaju se homogeni Hilbertov problem svodi na ho-

magenu singularnu integralnu jednadinu
. f )
Aol = of{ta)P (te) + I Faolta,t) B (t)ds = 0. 2.2.15)
L |

U slutaju h(t) = 0, jednatine (2.3.1%5) i (2.3.8) se pokla-
paje, 1 tada je funkcija U (z?), data relacijom (2.3.7), resenje
homogenog Hilbertovoq problema.

Na osnowvu névedenih transformaci ja sledi da se  resavanje
Hilbertovog problema za elipticki sistem parciijalnih jednacina
pr?ng reda mo2ze svesti na resavanje singularne integralne
jednacine. lako su time stvorene mogucnosti primene pribliZnih
metoda za resavanje integralnib jednatina,nvaj rezultat i dal je
ima visge tenrijaki-negn_praktiCan znactaj, ne samo zbog sloleno—
sti postupaka za dobijanje reﬁalventi_rg i fra, ve¢ i zbog togé
to. imamo posla Sa singularnim iptegralnim jednacinama u kojima
%iguriéu visestruki integrali. |

Otuda prelaz sa Hilbertovog granifnog problema na
2kvivalentnu singularnu integralnu jednatinu slu2i ne toliko za
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-pSavanje samog problema, koliko za odredjivanje broia nezavis-
ih resenja u zavisnosti od indeksa problema.

Indeks K Hilbertn?ug problema za vigsestruko povezane
.blasti definisan je relacijama (1.8.28) i (1.8.29).

Cen broj

1 -
n = = Cairg Z - ip Jo = 2K (2.3.16)

yaziva se indeksom integralnog ogperatora A¥ ili jednadine Ay =
- £. Jasno je da s indeksi operatora AF 1 AoM pokl apaju.

Ako u graniéni uslov (2.3.1) wuvrstimo reprezentaci ju
~otenijia jednadine (2.2.15) u obliku (2.2.8) i uvedemo oznaku
aw (o - iP)

h(t), dobijamo Hilbertov grani¢ni problem
| | Relh(t)¥v(t)l = 7 (2.3.17)
ra analitiéku funkciju ¥Y(t).

. Jednostavno se dokazuie da izmedju redsnja polaznog prob-
lema (2.3%.1) i Hilbertovag problema (2.3.17) postoii uzajamnao
jednoznacna knrespnndencijé. Na osnovu te éinjenice sledi da se
1a polazni graniéni prnblém (2.3.1) mogu primeniti svi
:eurijgki.rezultati kaji se odnase na.refSenja Hilbertovog gra-
1iénog problema za analitiéke funkcije na visestruko povezano}
sblasti, a koje s« odnose na zaviﬁnost broja refenja problema
1d njegovog indeksa u slutajevima kada-je K<O 1 K?m—l.

Kada je indeks Hilbertovog problema (2.3.1) X<0, lako se
iokazuje da homogeni Hilbertov problem ima samo trivijalno re-

tenje. Dokazuje se da u tom sucdaju, integralna jednacina pri-

jrufena jednacini A Os

it

A'X = of(ta)Xo + J K(t,te)X(t)ds = O, (2.%.18)
e

ima tadno —2X + m linearno nezavisnih resenja X1, Xayeoo s Xm—2¢y
jde je m + i1 broj kontura koje &ine rub oblasti T.
- u {2141 Vekua je dokazao sledacte teoreme.

feorema 2.3.1. Ako je indeks X Hilbertovog granicnog problema

(2.3.1) negativan broj, homogeni graniéni problem nema resenja,
a2 nehomogeni problem je rediv na jedinstven nadin ako je zado-
vol jeno %ZK + m uslova oblika:

| ver-xg¢trds = o, K (2.3.19)
- o

ri temu su




M M- M (1) [ hy sy, (B ds, (21,2, ... ,-2K+m=1)  (2.3.70)
L.

gde s Kiy Xay coey Am-me liNnEarno npezavisna resenlda integralne

jednatine (2.3.18) .00

~r

Teoorema 2.%.2. Ako je Xx+1 > m, tada ie nehomogeni Hilbertov

problem (2.3.1) bezuslovno resiv, a odgovarajudi homogeni  pro-
blom ima taéno 2K-m+1 linearno nezavisnih resenja.

Speci jalno, ako Jje oblaﬁt T .. praostopovezana (m=0),
slutaju X>0, nehomogeni Hilbertov problem (2.3.1) je bezuslovno
rasiv, a odgovarajudi homogeni problem ima tadno 2K+1 linearno

nezavisno resenije. |

Vekua :je u [2146] takodje pokazao da se, u sludaju kada jJe
gblast T jedinidni krug [z i<1 i kontura L Jjedinidna krudnica
iz |
sradno svesti na singularnu integralnu jednadinu, 8 da pritom

1, a KXr*0, nehomogeni Hilbertov problem (2.3.1) moie nepo-

izbegnemo reprezentaci ju opsteg regularnog resenja jednacine
2.2.15).
~ Ovaj postupak je u mnogo cdemu slidan onom kojim se resava
Hilbertov problem za analitiCke funkcije.
Ako uvedemo smenu
git) = of — i+p = to<.piwet>  te|, (2.3.21)
gde e w(t)"='arg£g(t}-t“].jednuznaﬁna funkci ja na- Ly P OmscC it

Schwatzmvogiintegrala,‘ﬂabijamu funkoi ju

L , ' 1 t + = dt I
pla) = wil,y) + 1 weix,y) Srry wit) »— . (2.3%5.22
L

t - 2z t

analititku-u T,"&iji realni deo wixd,y) na koptura L uzima
virednost wit).,

Iz €2.3.21) i (2.3.22) sledi da se2 granicdni uslov (Z.5.1)

mole trans#urmisati u oblik
ReLU(E)g(E) ] = Relt—<ipipttraws ct3J) = pwaRe[t= ™V (t)1, (2.3.23)

gde je we(t) granitna vrednost imaginarnog dela funkcije p(z)
na L, a V(z) = @i ®> .{J(2) regularno u T 1 neprekidnoc u T+l
resenje jednacine R ; | '
ST aV/8T - Aol = 0, Ag = A.eiw, O (2.3.28)

Ako je'U:reéenjeﬁnehnmagenbg Hilbertovog graniénog pro-
blema (2.3.1) na oblasti T, tada %ﬁnkcija'v zadovol java granié-

ni uslov
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Re[t="V ()] = Ta, To = 8 "Wk 2T, DL )

Vada iz (2.3.24) i (2.3.2%) nadjemo refSenje V, onda pomo—
fu relact je
(z) = g=iP =) .Y(2) (2.35.26)
dabi jamo traleno regenje U posmatranog Hilbertovog problema.
Time je polazni problem sveden na granicni problem 2.3,
2q)—-(2.3.23).

Svako regularno u T redenje Jjednacine (2.3.24) je, u isto

vrreme, resSenje integralne jednacine

(t)
Vi(z}) = =~ % JI ﬁmtt_vft) dT + Ps(z), (2.35.27)

gde je Pofl(z) proizvolina funkcija analiticka u T 1 neprekidna i
T+L.

Ako pretpostavimo da je

s 22 1 v(
Palz) = - JJ ﬁm(t) L) dT + P(z=), (2.3.28)

-1

gde je P(z) funkcija analiticdka u T i neprekidna u T+L, Jedna-

ina (2.3.27) trancformise se u jednadinu obliksa

1 ) . pade i Vv }
vez) = - = J [ﬁ:‘t Vv Ao (BIVIL) i1 + Pz, (2.3.29)

- & 1 - =zt

Svako rasenje ove jednadine je istovremeno i regularnoc u
T i neprekidno u T+L rasenj Jednacine (2.3.24).
Sliégno kao i u prvoj glavi, dokazano je da, ako Ffunkaiju

Plz), u (2.3.29), predstavimo u obliku

n-{
2 t+2 dt
P2 )==m— Tolt) . +iCz "+ (ph—p =k, mhpp =)
- | (2.3.30

gde su C, d¢; Poy «ney a1y, Pr~2 proizvol jne realne konstante,
dobi jamo integralnu jednatinu &ije je svako redenje istovremeno
1 resSenje granicnog problema (2.3.23).

Na ovaj natin je Hilbertov graniéni problem neposredno
sveden na integralnu jednaiinu bez posredstava integralne rep-
rexentaci je (2.2.27) op&teg redenja jednadine (2.2.15).

Ovi rezultati mogu se uop&titi na sluca) proizvol ine
prostopovezane oblasti koja se,adgaovarajuéim konformnim presli-
kavanjem, svodi na jediniéni krug (videti stranu 42 ). Problem

je jédind u tome &to je za efektivno odredjivanje takvog kon-
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formnog preslikavanja neophodnao il rediti neku Fredholmovu
integralnu jednatinu ili primeniti nekl grugi postupak slicnog
stepena slofenosti.

Fokazuje se da je integralnu jednacdinu (2.3.29) MGG UALE &
ratiti metodom sukcesivnih aproksimacl ja.

U sludtaju prostopovezane oblasti 1 nenegativnog  1ndeksa,
nehomageni Hilbertov problem  mole  se svesti na Fredholmovuy
integralnu jednatinu  koja sadriil samo realni deo traz2enog

FreSenjasl

2 Aolt)ew s>  z2xvip, ({)ewsr?
iz + = R + Jult)dT =
4 ] JI (t—z)ewe=’ {(1~zt)epw<s=?
-
= Rele™w=’.P(z) 1], (2.3.210)
nde ie
2 L+z dt
‘P(E) = T {t} wWEEDY ey — 4 '.C.EH -+
27 j ettie t—= ¢
k.
"4
+ Loly, (2% — z@w—k) 4+ P, (ak + F"8) 5, 2.5.32)
KD )

Tako se integralna jednadina (2.7.29) svodl na oblik ko)l
jie mogudée resavati metodom sukcesivnih aproksimaci ja.

Napomenimo da je pri  formiranju integralne Jadnaline
(2.2.%1) jedini problem naéi konformno preslikavanje koje datu
prostopovezanu oblast preslikava na jediniéni krug. Svi  ostali
elementi jednaéine dobijaju se pomocu kvadratura.

Graniéni problem (2.3.1) za slucaj € =1 1 p = 0 npa pro-
stopovezanaj mblagtifprvi je razmatraa D.Hilbert (871 koiil je
problem sveo na ekvivalentnu Fredholmovu jednacinu koristeci se
Gresnovom funkci jom Dirichletovng graniénog problema. U Hilber-
tovom radu nije dat dokaz egzistencije redenja =za proizvoline
uslove date na konturi. Pomenutom problemu posvecen je i rad W.
Haacka i G.Hellwiga [80] koji se takodie nisu bavilli pitanjem
egzistenci je resenja problema. Hilbertov problem oblika (2.3.1)
prvi je formulisao N.H.Usmanov [209l]. Pitanje eqgzistencije re—
denja Hilbertovog graniénog problema za videstruko poverane ob-
lasti resio je N.P.Vekua u [21&6]. On je, pored toga, predloiio
'jné'neka_nd mogucih umpéﬁenia granié¢nih uslova, dao abiman pri-
kaz primana navedenih razultata-u teoriji elastiénih 1juski 1
detal jno obradio sluiaj sistema oblika (2.2.2) ked kojih su
koeficijenti a, b, c, d, ¥, @ analitidke funkcije promenljivih
Ig:i y.,Vakua je takodije ukazao i1 na vezu koja pustbji izmed ju
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sisntema linearnih parcijalnih jednacina eliptickog tipa i elip-
ti¢kib parcijalnih jednacdina drugog reda.

Slucajeve X O i1 X = m—1 razmatraon je E.T.Hasabov [84].
Sistemima jednacdina eliptickog tipa bavili su se mnogi
autori. 0d sovjetskih, pored Vekue, znaCajne rezultate dali su
M.A.Lavrenti jev, B.V.Sabat, G.M.Polo?ij, L.G.Mihajlov i drugi.
Od nasih autora, graniénim problemima za elipticke siste-
ma parcijalnib jedmnadina bavili su se S.Fempl [561, (581, [591],

M.%anak [281, [291, [301, (311, i drugi.

2.4. Riemannaov i Carlemanov granicni problem

Fosmatrademo homogenu jednadinu
A/az = AU (2.2.15)
W kojoj je koeficijent A(z) neprekidan na celoj ravni sa
izuzetkom konture L na kojoj mo2e da ima prekide prvog reda, &
u okolini beskonadéno daleke tacdke zadovol java uslov lAa(z) )] <

2 M/lz %, o>l. Konturu L. 1 oblasti D* i D™ biramo kao na slici
1.3 (strana 23).

Riemannov problem

Nac¢i resenja jednadine (2.2.13) U~(z) i U~ (z), regularna,
respektivno,u oblastima D™ i D—, neprekidna do konture L, takva
da niihove graniféne vrednosti na L zadovol javaiju linearnu rela-
clju ' |

U+ (t) = G(t)-U—(£) + glt), (2.4.1)

gde s3u G(t) 1 g(t) date funkcije tataka konture koje zadovol ja-—
vaju Hblderov uslov, pri temu je G(t) # 0.1}

TraZeni par funkcija nazivamo deo po deo regularnim rese-

njem .
Resavanje ovaog granicrnog problema je u mnogo cemu slicno

~eSavanju udguﬁarajuéag problema za analitiédke funkcije.

| Frvo se reSsava problem skoka . Treba odrediti deo po deo
ragularno resenje jednadine (2.2.15) koje na L zadovoljava
uslov | |

L RN U=(t) ~ U—(t) = g(t), | (2.4.2)
gda'jﬁ g(t) data funkci ja koja zadovol java Hilderov uslov.

" Neka su

79




Upo (z) = 2%c1l + [ ry miz,8)dEdn + II-FE,H(E,S)dEdﬂ],
E £

(2.4.3)
U es (=) = iz%l1l + /] M. m(z,80dbdn + [f Moo (2, 8)dEdnd,
E E

gde su My ,xy MNa,w rezolvente jednacine aU/dz = AU-z%/z% ,& ri_k,
Fi,k rezolvente jednacine aU/dz = —All.z¥/:%*, a integracilia sE
vrii po celoj ravni E.

Na osnovu (2.2.44) vidimo da su  funkecije Ul linearno
merzavisne u smislu kombinacija sa realnim koeficijentima.

Kako izmedjiu stepena z%, iz* 1 funkci ja Uawxy Uzwkwes pmatu—'
ji uzajamno jednoznad&na korespondencija, za funkecije Ue kaZemo
da su analogne stepenima.

Formule (2.4.3) predstavljaju linearno nezavisna retenia
jednadineg (2.2.19) neprekidna u celoj ravni sa izuzetkom besko-
natno daleke tacke u kojoj imaju red jednak -—k.

Na osnovu uopstenih formula Plemel ja-Sohockog (2.2.44) 1
uopstene Liouvilleove teoreme (teorema 2.2.2), resen)e problema
s mote predstaviti u obliku zbira uopstenog integrala Cauchy-

jevog tipa (2.2.40) sa gustinom g(t) i funkcije Up (z) =
2 ¥4 :

- E AkUH (z).
K2 '

To znaédi da je redenje problema skoka funkcijas
U(z)=(1/2ﬂi)[f Qi(z,x)g{xc)dr-—- I Qa(z,v)gl{ridal+Ug(z). (Z2.4.4)
_ L _ L

Homogeni Riuvmannov problem

Ur(t) = 6((t).U-(t) {(2.4.5)
rasavamo na slededi nadin.
Saglasno formuli (2.2.8°), s obzirom da je w(z) neprekid-
na funkcija na celoj ravni, imamo da je: |
Us{t) = ®*(t)-ewse>, U~(L) = ¥ (L) -awie?, (2.4.6)
Kada relacije (2.4.6) uvrstimo u graniéni uslov (2.4.5),
dobi jamo Riemannov granicni problem za deo po deo analitichku
funkciju w(z): -
Pr(£) = B(L) ¥=(t), ; (2.4.7)
sto =naci da problem (2.4.5) ima onoliko redenia koliko ih ima
i graniéni problem (2.4.7). _
Neka je X(z) kanonska funkcija graniénog problema (2.4,

7). Indeks X koeficijenta G(t) nazivamo indeksom problema (2.4.

6); a X(z):njegavam kananskom funkci jom -
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Fostupkom sliégnim kao kod problema skoka, pokazujie se  da
wranicnl problem (2.4.0),za K 0, ima 2K+2 linearno nezavisnih
~pm&enjia oblikas
b (Z) = E“X(z)EI+IIF1,“,K(E,§)dﬁdﬂ+jjrz.k.x(35§)dﬁdﬁ],

E &

| . : (2.4.8)
berpe+ 2 () = 1z2FX(2) E1+J‘Jr:_h,x(E,*&dt&d"‘l+‘|‘.rr£ih,x(z ,I; 3d§_d"l3,
£ E

jde 80 Ty eeex 9 a2, w,x rezol vente jednadine A3z =

2 ﬁ(z)U-z"X(z)/[z“X(z)J, & F:,H_H, F;,h_x rezol vente jednadine

/82 = —A z)0z%¥{z)/La"X(z)].

Nehomogeni Riemannov_graniéni problem

Zamenom kaeficijenta G(t) koliénikom kanonskih funkcija,

iraniéni uslov (2.4.1) svodimo na problem skoka:

U+{t) U=(t) _  g(t)

. (2.4.9)

X+(t)  X—(t) = X*(t)
Re&enje problema (2.4.1) se, zbog toga, dobijs iz formule
2.4.4) kada u njoj g zamenimo sa g/X*, a U sa U/X. Otuda Je

péte resenje (2.4.1), za K >0, oblika:s

Utz) = X{(z)CW(z) + Vo ()1, (2.48.10)
jde jJe -
- g (7T) 'I - g (T —
f{z)= ws (2 . - - 2 . 2.4.1;
- 27i J VRTINSO Y T Tm M R . 4.1
L r L
IR+
l‘v’p(:) - z ﬁ;.:'v'kiz) ¥ 2e8.12)
. _ K=o
IdE Sl Vﬂktz) i vﬂu+1(z} iﬁtﬂg ablika kao u Ugu(z), UHH+1(E} 15

2.4.8),5 tom razlikom sto su, u ovom sludaju, Ny, i [z rerol-

‘ente jednacdina 3V/SE = * VA(z)z=X () /0z=X(2) J.Funkeci je w, (z,7)
wﬁ(z,&) =il ﬁmtﬁunn odredjena Jezgra jednacdine aV/dz =

Ve (z2) X (2D /X (2) 3. ' |
Ako zahtevamo da bude ispunjen dodatni uslov U(®)

Q, Lt

I

2.4.12), umestao K stavljamo X - 1. |

U sluaju da je X¢O , u formuli (2.4.10) je V.(z) = 0. Da
i granitni problem t2;4.1), za K{O, imao resenje koje zadovo-
jaQa-usidv U(m)'# O,Thenphudnﬁ je da budu zadovol jeni uslovi
'aéivdﬁﬁi;_ |

o I | . -
‘_gj ;%T;T e ~wir) ,pemdne = Q, (k30111---1-m"1)1 2.4.13)
Lo
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gz je

! | X(%) W(t) dedn ' , |
: b - —— » [ L] - :_:4'14)
W) m I[ A Gy Wy Y - = e
E

Fako W resenjima Riemannovog problema figuridu  jezyra 2
rerzolvente koje se dobijaju 1= Fredholmovih 1ntegralnih
jedhatina, problem se fvodi na konadno mnogo integralnih jedna—
Cina koje se mogu resavati pribli2nim metodama.

Slutaj nehomogene jednadine MI/AT = AU + F lako se svodi

na siu&aj homogene jednadine smenom U = U, + V, gde Je

Uo = (-1/n)tff Oy (z 8 YF (8 )dEdn + ff Qz=(z ,5)F (3)dEdn] .
E E

Grani¢éni uslov za funkeiju U prelazi u granidni uslov za
funkciju V koja zadovol java odgovarajucu homogenu diferenci jal-
nu jedmnaédinu. Fritom, akeo je polazni graniédni uslov za funkciju
L bio homogen, L odnosu na V on postaje nehomogen.

Fao i u sludaju Riemannovog problema, granicni problemi
Hasemana 1 Carlemana se, takodje, formulidu 1 u klasi uopstenih

analitickih funkciija.

Hasemanov _granicni problem Naci deo po deo regularno resenje

Uiz, jednadine dU/dz = A(z)IU(z) + F(z) koje na krivoj Ljapuncva
L zadavol java graniéni uslov

ULl (t)] = B(EO)U—(t) + g(t), (1.46.13°)
gde je of(t) direktni pomak krive L, G6G(t), gilt), o (£)sH.),
GCEY#0, of (E£)#0 na L.}

¥

Carlemanov _unutrasniji granicni  problem " Neka Jje oblast D~

agraniena prostom zatvorenom krivom Ljiapunova L, o(t) obratni
pomak krive L koji zadovol java Carlemanov uslov oflfof(t)l = + 1
G(t), g(t), of (LIEH.{L), B(t)#0, o (t)#0.
Naci regularpno resenje U+(z) u oblasti D+ jednatine
2U/3Z = AD + F koje na krivoj L zadovol java graniéni uslov
ULl ()1 = B(L) -UT(t) + g(t). i} (1.7.27)

Oba prablema se resavaju potpuno analogno kao i odgovara-

juti problemi u klasi analitiékih funkcija.
| Kampletno resenje Riemanhnvog problema dao je L.B.thajw
lov £1291. On je takodje resio i Hasemanov problem za uwopstene
analitidke funkci je. Knristedi Vekuin rezultat [218] predstav-
l1janja ragularnug ragSenja jednacine (2.2.13) pomocu analitickin
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funkci ja, Mihajlov je problem sveo na poznati problem za anali-
tidke funkci je.

Froblem tipa Hasemana u % res$io je E.G.Hasabov (841, a

u klasi uopstenih analitiekih funkcija, G.N.Aleksandrija [21].

2.%. Neki prilozi tegriji granicénih problema za

@lipticdke sisteme jednacina

Graniéni problemi za eliptidke sisteme parci jalnih

Jednacina tipa Fempla

Elipti¢ki sistem parcijalnih jednadina

WUe — vy = &*u — b-v + «,
(2.5.1)
Uy, + vy = bu + a-v + d,

gde su al(x,y), b{i,y), clx,y) i d{x,y) date neprekidne realne
funkcije, a w(z,z) = ulx,y) + i-vi,y) traiena neprekidna fun-

kcije, naziva se sistemom tipa Fempla .

Isto kao i u op&tem sludaju, ako drugu od jednacdina (2.5,
1) pomno2imo sa I 1 to dodamo prvoi jednacini, dobijamo komple-—
ksnu diferencijalnu jednadinu:
Aw/dZ + A(z,3)w + B(z,2) = O, (2.5.2)
gde je A(z,3) = —(a+ib)/2, a B(z,z) = -~(c+id) /2.
S.Fempl [S57] jie dokazao da je opste redenje jednacine (2.
5.2) oblika

14
’
A -

N,
w = exp{- I A(z ,Z)dz) IR (z)— I E(z,i)exp(} Az ,2)dz)dzl, (2.5.3)

gde Jje D(z) proizvol jna analiti¢ka funkciia i I areplarni inte-
grélni operator inverzan areolarnom izvodu po z (strana 57).
Formula (2.5.3) se dubija i neposredno na osnovu teoreme
2.1.1,po analogiji sa resavanjem diferencijalnih jednacina u
razli¢itim o-sistemima.
Uopstidemop poznate granicne probleme za sluca) sistema
(2.5.1).
| Uopstenje Hilbertovog problema 2# praostopovezane oblasti
predstavl ja: -

Proble - Dati su: prosta, glatka, zatvorena kontura L i
funkci je iUk? s krive L, ais), b(a), c(s)eH.. Naci resenie
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wiz,2) = wlt,y) + i~vix,y) eliptidkoy sistema parci jalmnih dife-
renci jalnih jednadina (2.5.1), koje zadovol java granidni  uslov
alts)-ule) + hisg) vis) = c(s) (1.83.171

rma konturi L.

Froblem se svodi na odrediivanje reqularnog na D™ resenja
arealarne jednadine (2.0.2).
tUvedimn oznake

s

A = exp(-JA(z,2)dz) = A, + 1:0a, & = 1 + i-G=,

A,

(s
B = —, B(z,E)-exp(I Alz ,Z)dz)dz

Bl + iBﬂ,

gde su Ay A=z,0,,02,8, i Bz realne funkcije promenliivih x 1 vy.
Ako relacije (2.5.4) uvrstimo u (2.5.3), dobijamo opste
redenje jednadine (2.5.2) u ablikus |
W = (A +ifAn) (A +ila+Bi+iRBz) = (AQ:+A;Bi-Azllz-AaBa) +
+ 1 (A 0N, BatAnll, +AZHE,) . (2.5.5)
kKada realni i imaginarni deo jednakosti (2.5.5) uvrstimo
u graniéni uslov (1.8.1'),dobijamo: a(s)[A(s)Q, (s)+A, (s)B, (8) -
"ﬁg(S)@z(S)*ﬁztﬁ)Bz(ﬁ)]+_b(§)Cﬁ;(E)Q:(S)+ﬁ1(E)BEIE)+QQ(S)QL(E)+
+Axis)By(s)] = ci(s), i posle sredjiivania:
[af, + bAZ1-Q, + [bA,; ~ afz]+Qx =
= ¢ - alA1By ~ AzBz] — bLA,Bs + AzB,]. (2.5.6)
Relacija (2.5.6) predstavlja Hilbertov granicni uslov za
odredjivanje analiticke funkcije Q(z) = Qy{x,y) + 1.Q0i,y). Na
osnovu asobina funkcija koje =adovol javaju Hilderov uslov 1
definicije areolarnog integrala, sledi da i koeficijenti u (2.5
&) radovol javaju Hbélderov uslov, pa se graniéni problem (Z.35.6)
roesava pomodu rezultata izloZenih u paragrafu 1.8.
I u slutaju Hilbertovog problema za reqgularna redenja
jednaéiné (2.5.2) na vigestruko povezantn) oblasti, dobijamo
graniéni uslov (2.5.6) za ondredjivanje analiticke funkcije o,

koii redavamo na nadin opisan, takodje,u poglavliu 1.8.

Froblem 2.5.2. Prmsta,f zatvorena kriva Lijapunova L, deli

ravan na unutrasnju oblast D> (0eD*), i spoljasnju D~. Neka su
date funkcije g(t), G(t) tataka na L, takve da je G(t), glt)
& Ha (L) i B(t) # O. | |

Na¢i deo po deo regularno redenje W(Z,Z) = ulx,y)+ivGi,y)

in

'eliptitkmg'sistama (2.5.1) koje na krivaj L zadovoljava uslov
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Wrlol(t)Y = G(t) ~w—(t) + gtt), (1. 6.13)

de je of(t) direktan pomak krive L takav da Je o ()=HLWL) o
YR & B 1% PN I

Ovaj problem je Jjedno od uwopstenja Hasemanovog problema.
Kada uvrstimo (2.5.3) 1 (2.3.4) u graniéni uslov {(1.6.
|27}, dobijamo relaciju
L) - 4Q*Lol(t)] + BYlol(t) 2= B(OIAT(LI LA™ (L) + BT(L)1 + g(t)

:0ja, posle sredjivanja, prelazi u:

() ] G(tYA—{t) a-(+) + G(t)B~(t)+g(t)-A+Tof{t) IB*Lof(t) ]
” T oATCo(t) 1 | AYCoL () 3

(2.5.8)

Relacija (2.5.8) je granmiéni uslov Hasemanovog granicnoy

wroblema za odrediivanje analiticke funkcije Q(z) = G ,y) +
FieQai(x,y), kDll e resava na nadin opisan u poglavliju 1.6.

- Sledec¢i problem predstavl]ja uopstenje unutrasnjeg Carle-

nanovog graniénog problema za Femplov sistem jednacina.

*roblem 2.5.3. Neka je oblast D* ogranit¢ena prostom, zatvore-~

wom  krivom Ljapunova L, o(t) obratni pomak krive L koji zado-
‘0l java Carlemanov uslov olod(t)] = t i G(t), g(tieH,., G(t)+#0O
o (t)#0. |
Na¢i regularno u oblasti D* redenje w*(z,z) eliptidkog
sistema jednacina (2.%,1) koje na krivo) L zadovol java uslav
wrlol(t)] = Gt)w*r(t) + g(t),. i} {1.7.1")

Istim postupkom kao u prethodna dva slutaja, problem
{(1.7.1°) se svodi na Carlemanov graniéni problem za odredjiva-
1je funkcije @*(z) analiti®ke u oblasti D* koja na L zadovol ja-
ra uslove.
| G-A* G-B*+g-A*LofIBlof]

Q* +

Q+Lold=
o« AT Lof] A*Ld]

. (2.5.9)

,_Prublém (2.5.9) regsava se na nacin opisan u 1.7.
Kada_nadjemu reSenja problema (2.5.6),(2.5.8) i (2.5.9) 1
wwirstimo ih u (2.5.3), dobi jamo, respektivno, reSenja problema
1.9.1, 2.5.2 1 2.5.3. |
Dve‘fazultata auvtor je objavio u koautorstvu sa dr Milo-
iém ﬁankﬁm Ef&?l. U pomenutom radu dat je i primer primene ovih
-ezultata u teoriji elastiénosti. |




Jedan araniéni problem ~a eliptic¢ki sistem parcijalnih

jednadina_sa nepoznatim funkcljama u slpbodnim &1 anovimna

Od posebnog interesa, za raine primene u matematickoj]
fFirzici, je resavanje granicnih pﬁmblema nehomogenih elipticdkih
parcijalnih jednacina u slutajn kada niibhovi slobodni clanovi
sadrfs nepoznate funkcoide.

Prirodno, kod takvih granid¢nih problema broi granicnih
uslova mora biti veéi nego sto je to  slucal kod gQranidnih
problama sa potpuno definisanim koeficijentima.

Ako je gi{t)={03, funkcije

gtt), t30 : O 4, t30
g (t) 2{' , g-(t) = (2.5.9)
o, t<0 ~g(t), t<0

nazivaiju se jednostranim funkci jama (leva i desna, respektivno’

funkci je g(t).
Fretpostavimo da )e

Ui = Vo = au +'bv + [fe () +wa () T -WLy)
_ - (2.5.10)
Uy + Ve = Cu + dv + [fom(3¢)+wa () o (y)
nehomogeni sistem Vekuinog tipa, gde su a, b, c, d realne kon-—
stante, P(y) i ¥${y) realne funkci je, WwX)E{0Y 3 F_(x), F.(x)

nepornate jednostrane funkcije.

Froblem 2.5.14. Natti redenie sistema (2.5.10), regularno na

gornjoj poluravni i agraniceno kada v + ©, koje na realnoj osi
radoveol java graniéne uslove

Uik ,0) = 0, v{x,0) = 0, —0 (x <O 1| (2.5.11)

Dvaj grani&ni problem resavacemo pomocu Fourierovih
transformaci ja (poglavljes 1.2). ;

Kada primenimo Fourierov transformaciju (1.2.1) po  pro-
menl jivaj ¥ ha cistem (2.5.10)i uslove (2.5.11), na osnovu re-
lacija (1.2.12),(1.2.14),(1.2.17) i (1.2.18), dobijamo problem

i) - VL = al + bV + [F™(x) + Q- (k) IV (y), (2.95.12)
'u; - ixV = clU + dV + [F=(x) + Q%(x)Ivly), (2.5.13)
Utx,0) = 0 , Vix,0) = O , —» <x<® -, (2.5.14)

Podjimo nd‘jednatin; (2.5.13) koja Je abﬂ&na linearna

diferencijalna jednacina
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Uy = cld = (ig+ddV + [F— () +Q% () Jew (y) (2.5, 13

, UGe,v), akm'prmmenljivu ¢ tretiramo kao parametar.

Opste redsenio jednacine (2.5.13°) je oblika

SPRTD B enp(afdy)[ﬁ+f 0+ )V JE)HIF— )40+ () I (g ) Je—=%di 3.
(2.0.146)

Ha ozsznova prvog graninog uslova u (2.35.14) sledyr da e

gistanta C = O, pa je:
b 4 _ Y
Vi, &) ()
(3 ,y)=@eY (d+in) |~—=222s gi+pev[F+0Q* I ——————— gf. (Z.5.16°
JEALY ! I enp (cp) de¥esyLETQT) | o cEy O ’ ‘
o o
Ako uvedsesmo smenu v
Wi ,y) = f V(g JE) »2up {—ct)df, (2.5.17)
. . [ an
edi da je
- Vix,y) = esv.y,. (Z2.5.18}
ODtuda je:
Vo = cra=Yl, + e=Y:-W,, . {2.5.18°)

Ako u jJednadinu (2.5.12) uvrstimo (2.5.16) i (2.3.187),

bi jamo diferencijalnu jednadinu po nepoznatoi Wix,y):

Woy + (bicdU, + [Tad — % + i(a+d)x] W = —~(ix+adlF— + OQ*]-
. |

Jowere—=vas - tE+ 4 Q-le—ev.P(y). (2.5.19)

=
Razmotricemo dva moguda slucaja.
Pretpostavimo «da ie a + d =0, Tada jednadina (2.3.1%9) ima
ik

Woy + (b+cdWy ~ (aZ+x=)W = ~(in+a)[F~(x) + Q*(x)]-

»
vy cemendr - 4G + 00 Temsv e iy, (2.5.19°)
= . :

su resenja karakteristicne jednadine odgovarajude homogene

ferenci jalne jednad&ine, oblika:

Ki,m(x) = [~(h+c) + J(b+C)® + 4(a® + =) I/2  (2.5.20)

e je prcmenljivé-xER,_paramatar.'
- Jednostavno se proverava da je K, ((x)<0 i Kz{x)>0 za svako

R i svako b+ceR, pa, s ohzirom da su funkcije
S Wa,y) = explK,a G eyl, Walx,y) = explKa(x):y]

arno nezavisna redenja jednacine Wo ot (b+c) W —(a®2+x=)W = O,

87




rasenje jednacine (2.5.19°) koje Jje ograniceno uw nuli 1 bes-

Lonatnosti, tratimo wz pomod Greesnove funkoije oblika

i

Gly,5) =

{bﬁltﬂ)texpiﬁi(x)y}* pup (Ka(x)yly O & v &
t:gz(}:)“ﬁ?}fp(“z::j.(H)'}’) n = { b2 “,
motes st By (1) 1 Co O4) funkcie koje telk treba odrediti.

FEako Greenova funkcoija Gly,=), izmediu osialog, mora da

zadovol Ji 1 wuslove:

Gls,s+0) — Bi{zs,s-0) = O , (2.5, 22
Gal(s,s4+0) — Bamls,s-0) = -1 , Rare e3)

dabi iamo sistem jednadina

Creloup(kKy ) — exp(Ezs8)] — Ca-auplkys) = 0O 2.59.227)

it

{
Junke
-
b

CJ’EHZ;E}(FJ(}"-:;-'E-) — i:f:me';{p{l-:::zugjj —. Ci‘!'l'::-.let“:ptl‘::;'ﬁ)
_&ija SU resenia

exp (~Kas) o exp(-kK,68) - exp(-las)

~ % - - 9 r ¥
:i‘ - knj. ::2 - i'::j_

L
1

—
——

pa i trazena Greennova funbcija oblika:

explka i) (y-s)1 ~ expll, )y—-Ka(x)s]

Oy
Ky () — Kaz() e
Gly,s) = (2.5.25)
L expli, () - (y=s)] - explh, GO yzkeixIsd . e

Fog () — Ko O)
7

(3 Hr..'r}

S obrirom da Jje dobijena Greenova funkoilja (2.5.755
noprekidna na gornioj poluwavni, da zadovolijava uslove (2.5,22)
i (2.5.2%) 1 odgovarajuéu homogena diferencijalnu Jjednadinu
jednacine (2.5%.19°) i da ie ogranicena u nuli i okolini besko-
naftno daleke tacke, sledi da je trafeno regdenje jednacine (2.05.

12972 oblika:

Wi, v) = [Kg(x)-ﬂltx)]“*-f Gly, WM {{ix+a) IF~ () +Q* () J»
0

A

Joare—ee dg + RGO +a- GO Teemsn e () dn =
; |

o g
= (ix+a) [F= G0 +Q+ 1Tk () ~Ka )31+ | G(y,q>£I P (E)e—=tdi] dn +
0 L

+ EF*(x)+Q‘(x)JEK=(H)—K;(x)]-‘-I Gy, M¥Y(M) e =" dn. (2;5.2&)
; -

Na osnovu (2.5.18) i (2.5.26) sledi da je:
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o 1
' (ix+2)L[F= () +QT (1) JesY f ~ _ J #(5)dL
ay)= @sYu, = ' : Gy ly, L Tdn +
ViayI= = Malx) = Kix) Pr Y B % o
= (=
F* ()40 () ~
A= ?l:'iy. - G' ( } -‘P(' )E-‘-=ﬂ d'q .ﬂ-l 5: .u—-:?}
Y e () K. (0) J » (YTl " ’
Lo

gde je BGly,s) = Gly,s) [K.(x) — Ez(x)1, i

[Koexp (Key)—Kieup(iyy) ]l exp(~Kas) , 0iyis
Blly,s) = | 2.5.28)
Keioupkyy)leap(—~Kis)-exp (—Kas) ] s Sly<ce, '

Iz (2.35.27) 1 (2.5.28) dobijamo da je:

(ix+a) LF= (k) +Q~ =¥
Vin,y) = 1xta x 1107 x) e —e {~Ka () sexp{(Ka()y)-
I{ﬂ'(ﬁ - }‘»1 (n)

I [expKe (M) M) —exp (K, (x)M)IY (M) ~exp (~c)dn + [l1=~exupl (Ka{x) -
0

g

- Kltw)}VJJrI wia)exp(—cﬁ)dﬁ + [—Ki()exp(—Ki(x)y) +

+ Falxlexp( Vg(ﬂ)yil I th(F;(d)ﬂ)-[I v{k)exp (-ck)ds Idn -

I Fr{x)+Q— (%)
- Cl_Ehp((h;(h)“thx})Y)] y(Llexp(-ckidki+ - exp (cy) -
K! (K)-’\; ()

‘{"KQ(K)EKp(_Hﬂ(E)Yj'I fexp (K () M) —exp (Ky (x)M) JP (N)e™="dn +
L
+ [l-exp({F,; () -Kaled)y)lexp(—cy) ¥ (y) + [—K; lexp(—t,y(r)y) +
I 4 -

+ Hg(H)EHp(“Kﬂ(H)y]-I exp((Ky ()=cd) P{ddn — [l-exp (i, (2} -
» .

—- Kaz(x)ly)lexp(-cy) ¥(y)>. (2.5.29)

Na aosnovu drugog graniénog uslova Vix,0) = 0 iz (2.1.14)
i (2.5.29), dabijamo relaciju
(X+ILF~CY+Q" ()T -A(e) = [F () +Q~(x)1-B(x), t).

graniéni uslov Riemanna:

(at+ix)A(x) (a+ix)A ()
F*{y)s= =— F—=(») - - 0™ (x —D< 3 L 0D {2.5.30)
( } . B(}t). E(H) ( )' A ’

na realnoj osi, gde je

Alx)

I exp(ﬁ;(x)ﬂ)cj (L) ~exp (—~ck)dk Idn,
o L

L B{x) I expl(K,(x) - c).-nl.¥v{N)dn.
| b |
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Faomacu resenja Riemannovog problema (2.5.30)Y, kada o0Ono
pristoji, dabijamo funkcije U 1 V,12 kojih inverznim Fouwrierovim
transformaci jama (1.2.2) dobi jamo trafiena resenia w3,y i
v (:x,y) problema Z.0.4.

U slutaju kada je atd#0 homogena diferencijalna Jjednadina

Loja adgavara jednadin (2.5.19), ima karakteristicnu jednadinu
2 4+ (h+e)l + [ad-n2+i(a+rdinl = 0 (2.9.32)

sa kompleksnim koeficijentima koji zavise od parametra ®=R 1

Eija su resenjial
Dl e = ={btC) ¥ {(b+c)= - 4fad — x= + i(a+d)xl1r*r+ =, (2.5.33)

kKada kompleksne funkcije Ki () i Ka(x) razloXimo na z=bi-

rove realnih i imaginarnih delova, dobi jamo da je:

l':::; (32)
gde je

fl

ofy () + 1i-P),; Kalx) = ) — 1-P(R), (2.9.34)

| lilf::{}:)

~ (172> - L(b+cdE 4 [(b+c)Z-dad+4x=]1= + 16%2 (a+d)= -

2% (a+d)
— 13 (2.5.35)

cos Larctg o Rad+an=

p(x) .= (lfﬁ)-{E(b+c)"4ad+42232+16H2(a+d)ﬂ]*’*-
7 |
sin [arct 2x (avd) ] . (2.5.36)
' 9 (btc)Z2~F4ad+4x= ' =
‘Ex(a+d)
.ako je t : 2 i :
je larctg T Al dvan= < N/ sledi da 3e€

2xta+d{
(h+r)2—-4ad+4u=

Na osnovu toga se jednostavno dokazuje da je, za b+c > O,

cos L[arctg 1 > 0 za svako %, a, b, ©c, d = R.

of, (x)<0 za svako %, a, b, ¢, d € R i o=>0 kada ] =+ o.

Za b+c=0 je of3<0 i of=>0 za svako %,a,b,c,d€ R. Blicno je,
za b+c<0, da>0 za svako %,a,b,c,d g IR, a of,<0 kada |x]| -+ %. To
zna&i da je za svaki skup vrednosti a.,b,c,ds R, jedno od dva

linearno nezavisna resenja

Wy (¢,y) = explKi(x)yl, Wa(x,y) = explka(x) yl (2.5, %7)
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homagene diferencijalne jednadine koja odgovara (2.%5.19), ogra-
niceno v nuli 1 beskonadnosti, oblika:
Bly.s) ={:E;{expEH,(H)y] — euplka(x)yll, O0LyLs (2 5 =
Co-exuplk,(x)yl, sivdn,

Fostupak za resavanje ovog sluéaja tede analogno pretho-
dno opisanom. Na kraju se problem svodi na Riemannov graniéni
problem sa graniénim uwslovom (2.5.30), (2.5.31), ¢ije redenje
slui za dobijanje trazenih funkcija ulx,y) i vix,y).

Mogucnosti uopstenja problema 2.5.4 su velike. modemo
uheﬁta konstanti a,b,c,d € R uzeti neprekidne funkciie po
sromenl jivoj % ili po obe promenlijive ¥ i vy, ali s u tom
slucaju resavanje problema veoma komplikuje,jer se pri Fourier-
avim transformaci jama sistema (2.5.10) pojavljuju konvolucije
tipa (1.2.4). Ukeliko su a,b,c,d funkci je samo po promenl jivoj]
/s Ppustupak resavania je slidan opisanom, i ovde nije naveden

bog abimnosti racunanja integrala oblika (2.5.29).

Takodje se mogu posmatrati i slaﬁéniji graniéni uslovi od
siova (2.5.11).

Ovaj rezultat saopsten je na V Seminaru iz primenjene
natematike, adrianom u Ljubljani 1986 [1631].

2.6. Braniéni problemi za polianaliticke funkcije

FolianalitiZka funLc1Ja mult:pnretka m = My e ymnr) kom—
:laksnxh promenl jivih Ziy.e.92ny E,,...,zn U oblasti T komple-
snog prostora €~ , n > 1, je funkciijia oblika

m‘“"l'---t‘m"_’- — K,

W =f'§E Zs ---iﬁ‘qu,._.,h (23 yeeegm), (2.6.1)

H_' ‘u--_‘Hn!ﬂ'

e su Fre, enesoem, analiticke funkcije promenl jivibh zZ;4...,2+~ U

_-Nas ¢e interesovati samo polianaliticdke funkcije n —toq
eda po promenl]l jivima z i T oblika |

F(z,2) Z-z“-zﬂ W, (2) (2.6.2)

P30
de su Yo (2) proizvol jne analiticke funkci je, koje predstavljah
u drugi oblik zadavanja arealarnih polinoma (2.1.45).
Funkci je |
1 UXaY) = Re F(z,2), Vix,y) = Im F(z,3) (2.6.3)




nazivaju se spregnutim paliharmoni iskim funkci jama .

O¢ito ie
Aan o= 0O, A YV = O, 2.b.8)
Y- A= )
gda je A = Y + ;;; Laplaceov operator, a eksponent n  ukazu-

je da opesrator A primenjujemo n puta.

Speci jalno, =a n = 2, jednatina A®U = 0O naziva se biharmb—

ni iskom , a njena resenja— biharmoni jskim funkcijama .

Bianalititke funkcije w = Poflz) + Z.¥, (z) predstaviiaju
klasu, tzv. Goursatovih funkcija.

Granitnim problemima za polianaliticke funkecije bavili su
sa prateino sovietski autori. U (681 pominie se nekoliko takvih
grani&énih problema.

Neka je L prosta, zatvorena kontura ¢ija Jjednadina t =
= w(s) + iy{s) ima izvode saklijuEno do  (Z2n—-2)-0Q reda, koji
zaduvmljavajﬁ.Hﬁlderov uslov. Treba odrediti, u obhlasti T7
polianaliti&hku funkciju n—tog reda:

Wz, 2) = ulx,y) + i-vix,y) (2.6.5)

neprekidnu na konturi L, koja zadovol java jedan od graniénih

uslova:s
Problem 2.6.1.
an(s) sA%u + bp{s)«A¥V. = C{8), (k=0,1,2,...,n—1). (2.6.6)

Problem 2.6.2.

p an (8) rA%L + b (s) A%V = Ckis),
agis) + biis) = C (B),
SV oL

(k=0,1,...,0(n-1)/21), pri <Cemu, u slucaju da Jje& n npeparan

broij, odbacujemo poslednii uslov.

Froblem 2.6.3.

o u F 2adY;

E’I.H(S} :F + bH(E) 61}“ - EH(E} y (k=0,1‘2,.-.1ﬁ"1). (E.&-B)
Froblem 2.46.4. | |
- - Lk X ANy -
. (k=1 '2'-.- ’n) L |

gde su aw(s), bu(s), ak(s), bi(s) date, na L, realne funkcije

“luka koje, zajadno sa svoijim izvodima ‘do  (2n-k-2)~og reda,




Sedovol jJavaiu Hilderov uwslov, pri demu Jje ag + bE#0 i latis)l=+
+ Lhik(s) 1% % Q.
Prétpmﬁtavimu, takodie, da su zadovol jeni uslovi

ag(s) + bg(s) = 1, L[ak(c)1=® + [(bi(s)]= = 1, {Z.6.10)

Sva Cetiri pomenuta problema mogu se svesti na granicéne
probleme za analiticke funkcije Yo (z) iz (2.6.2).

Kada se ogranidimo na najjednostavni je sludajeve Lkonture
L. (pravit 1 kruXnicu), sva cetiri problema mogu se svesti na
skupove od po n Hilbertovih graniénih problema takvih da uw
svakom od njih figurise samo po jedna od nepoznatih analitiékih
funkecija.

Metode resavanja problema 2.6.1 - 2.6.4. objavili su
V.S5.RogoZin [1761 i M.P.Ganin [72]), [73).

U slutaju-rprdblema 2.6.1, graniédni uslov modemo da
Tapidemo u obliku
Wwi{lap(s)-ibu(s) I AW (Lt  t)} = Cnis), (k=0,1,...,n—-1), (2.6.11)
1de@ je | n-4

) =+ v o= Z 2P-ZP.Y _(2), (2.6.12)
P=0

18]

wiz,
wwidi £301).
Ako je oblast T* jedinic¢ni krug, na kruinici L je e P

~ada uvedemo nove analiti&ke funkeije

-4
| S P! (2P, (z)) ¢ | . .
q’hﬂ(z) “.' Z (p.—-l,:') | . zﬁ""k 5 (Jl-éu 1«.:‘)
4 | Po W |

1a L e biti zadovmljeh uslov
ARF (t,t) = 4%.®, (), b 14)
a granitne uslove (2.6.11) modemo napisati u obliku

-:P“(t) _
ar{s) + i-b,.(s)

@ [ 1 = 4=%.g,(s), (k=0,1,...,n=1), (2.6.15)
:ime'ddbijamn'n'Hilbertmvih graniénih pfnblema.za odredjiivanje
:épuinatih'analitiékih funkcija P (2).
| ' Na'usnnvu_rezultata iz poglavija 1.8, resenja problema
2.6.15) su oblika
L ar
m(zJ#_ZSue}"k"’[—i' Ce(g) ™. to?

2N
ﬂ .

etoyz
Ei Tz

do + Re(z)]1, (2.56.186)

i ¢emu,"ékn Je za neko k indeks KH<O,'mbramo da pretpostavimo

la je Qu(z) 2 0 i tada moraju biti ispunjeni uslovi redivosti:




17
P

J oty seuplwn () +i -molde = 0, (MmOl y0 ey ~Ke—1). (2.6.173
0

Fada u formulu (2.46.12) uvrstimo dnhijena resenja (2.6,
147, daobijams reSenje problema 2.6.1.

Ao su svi indeksi XK. nenegativni, problem Je bezusl ovno
n-4 -

ra%iv i njegoveo opsdte redenje zavisi od N = 2 (2¥ye + 1) proiz-
' K=0
vol jnih realnih konstanti.
U opstem sluctaju, kada je

){01:{:)1 }{1{0' n o x5 Kq{c,: Kq-‘-i?‘;c,' LI I A ] Kﬁ--—j_:?,r(:]1

resenje postojli samo onda kKada je ispunjeno i {(~2¥,.—1) uslova
ka0

rofivosti oblika (2.6.17). U tom sludaju, opste resen)e zaviei

n-4
od Z 2K.+1) proizvolinih realnib konstanti.
K g+4

Ako je oblast T+ gornja poluravan, problem se rasava na
potpuna isti na&in, osim sto na realnoj osi, umesto uslova t =
= 1/t, kaji smo koristili kada je L jedini&éna kru2nica, 1mamo
da je t = t. |

Sludaj kada se oblast T mo2e preslikati na Jedinicm
Lrug pomadcu racionalnih funkcija,redavali su P.K.Zeragija [Z224]
i M.P.Ganin. Analognim tehnikama resavaiju se 1 preostali grani-
Eni problemi.

Pomenimo jos neke znatgajne rezultate teorije graniénah
problema za polianalitidke funkcije.

{.Sokalov je, u radu [195], razmatrao granicni problem
tipa Riemanna za polianaliticke funkcije u sluctaju kada e
tontura L kru*nica, i dokazao da se taj problem svodi na 0
Riemannovih problema za analiticke funkcije. Isti autor u rado-
vima [1941 i [196] razmatra problem Riemannovog tipa za biana-
liticke funkeije za proizvol jnu konturu i problem tipa Riemanna
sa pomakom =za polianalitidke funkcije ako Jje kontura L
kirudnica.

M.ﬁanak.je, u radu [323), razmatrao problem tipa Carlemana
na prostoj, glatkoj, zatvorenoj kontwri L, za areolarnu dife—
renci jalnu jednadinu n-tog reda, oblika:

| Drw + dyDm~tw + cee + Gnr—-a1Dw + daw = O,
gue su dj, dg, veeydm, praizvol jne konstante. Autor je dokazao
da se pomenuti problem svodi na n prnblamh tipa Cariemana za
analititke funkcije.
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Iako se klase p—analitickih i (p,q)—analititkih furkci ja
mogu svesti na spacijalne slutajeve wvopdétenih analiticékih
funkcija Vekuinog tipa, o kojima Jje bilo redi uw prethodnos
glavi, ima mnagﬁ razloga da im se posveti posebna painja.

~ Pomenute funkcije definisao je G.N.Polo2ij, koji je pored
projnih radova vezanih za proutavanje osobina p i {p,9)—an&li-
Cidckibh funbkcija 1 niihovih primena u matematickoj fizici, obja-
i 1 obimnu monogragiju [14&01 posveédenu ovim dvema klasama
kompleksnibh funkci ja.
| Neka je - | |
f(z,2) = uGi,y) + i.vix,y) (5.1.1)
lefinisana i jednnznatna U oblasti D i neka funkci je u,y) i
;{x,y) imaju neprekidne parcijalne izvode pc % 1 y koji zadovo-
Ljavaiu sistem parcijalnib jednadina

PUs ~ vy = O, puy + v = 0, {&.1.2)
rd

jde je p = p(x,;y) data realpa funkcija.
Ako jJe p = pix,y) > O na D, funkcijia f(z,2) se naziva

y-analitickom , a ako de p = pix,y) < 0 na D, p—antianalitickom

Lt oblasti D sa datom Lkarakteristikom p.

| Funkci ja f(z,2), p-analitidéka u D, je kompleksno konjugo-
/ana sa adgavarajudom —-p —analitiékom fumkcijom u D.

- Funkcija f(z,2) = u + iv, definisana i jednoznadna u

blasti D, takva da funkcije ulx,y) i vix,y) imaju neprekidne

jarcijalne izvode po % i y koji zadovol javaju sistem
PUL — quy = vy = 0, qu,. + puy + v, = 0, (Z.1.3)

jde su p=p Gi,y) i g=q(x,y) realne funkcije i p > 0, naziva se
b,g)—-analititkom u oblasti D sa karakteristikama p=p(x,y) i g=
:(_:1(}:1,.‘54'.)f . | |




Orito je da p—~analiticdke funkcije predstavljaju poseban
siutaj (p,q)—-analitidkih funkcija za g = 0.

Jaednostavno se dokazuie da svakoj p—analiti&ko) funkuos a1
$(z,7) = uw + i-v odgovara funkclja P(z,T) = ¥ + i«% = pu + iV

by ja zadovol java arealarnu diferandcijalnu jednad¢inu oblika

E; = %-6 l; E (¢ + @, (3. 1.4)
a da svakoi (p,g)—analitickol funkeiji $¢z,2) = u + iv odgovara
funkeija Px,z) = ¥ + 1% = pu + i~(v + q-u) koja zadovol java
jednadéinu oblika

éi = I-Ef (P + P, (%.1.5)

&z 2p o

gde je o = p + 1+qg.

| Na taj natin se p-analitidke 1 (p,gq)—analiticke funkci je
dovode u vezu- sa uopstenim analiticdkim funkcijama Vekulinog
tipa.- |
. Motivaciija za izucavanie p i (p,g)-analitiékih funkcija
hbazira s@ na ¢injenici da su one uopstene amalitiéke Funkcije
koje imaju najviée rajednidckih osobina sa analitiekim funkcija—
ma i da za niih va2e mnoga tvrdjenja koja nisu tadna na celom
.ﬁkupu regularnih resenja Vekuineg sistema (2.1.2).

Klase p—analitiékih funkcija sa karakteristikama p=uk,
{L=const.>0) i p=dix,y), gde Je o£{x,y) harmonijiska funkcijia,
igraju znadainu ulogu o matematicko) fizici. Specijalno, za p =
= x moguée je dobiti u konacnom obliku resenja mdguvarajuéih
graﬁitnih problema u teoriji psnosimetridnog potencijala.

FPoloXij je, takodje, iskoristio p—analiticke funkcije =-a
nalazenje u eksplicitnom obliku redenia graniénih probl ema
veranih za bermomentne rotacione povirsi sa pozitivnom Gaussovom
krivimom, razliditim od rotacionih povréi drugog reda.

Famodu topnlaékih'ﬁvnjﬁtava p i (p.g)-analitickih funkci-
ja dobija se takozvani metod majorantnih oblasti kojim se
regdavaiu mhogi problemi teorije filtracije 1 teorije torzije
rotacionih tela.

I pored toga 4to se teorija p~analitickih i (p,q)-anali-
titkih funkcija intenzivno razvija, mnoga pitania, naroc¢ito u
slutaju sloteni jih karakteristika p i g, pstala su i do danas
otvorena. | |

Na pomenutim klaﬁamg moguie i@ da*ihisati i razviti veoma

motan matematiéki aparat koii, izmediju ©ostalog, omogucuie 1
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asvijanie  kompleksnih funkciia odredjenog tipa o Friondonves
s—analitidhkih funkcija, definisanje elementarnih p i (p,q)-ana-
iptiElkih Funkoida itd.
U ovaj glavi bide navedeni: neki od neophodnih  rezualtata
monografi je C160]1 G.N.FPolodija 1 reseni neki granidni  pro-

1omi za p-analiticke funkoid je.

p_i (p.g)l-diferenciranje i _inteqraci ja

Oznacimo sa N{p,D) klasu p-—analitidkib funkcijga u ablaafi
', & 8a& Alp,q,D) klasu (p,g)t-analiti&kih +unkcija u D. Ukoliko
am =& razmatranje nije od vainosti o kojoj je oblasti red, ko-
isticemo krade oznake: A{p) 1 Alp,q).
1z definicija direktno sledi da za svaki par funkcija +,
eH(p) 1 svako AR, va2i da je: A-f, f+g, f-g = Ap).
Takodje je za svalko f, g=A(p,qgq) 1 svaka A = IR, A-f, T-+q,
-+13 E'ﬁ(p,q). |
~ Ako je f=utiv = A(p), tada je f=(z,T)=i%Ff(z,3) = A1/p).

liéno,za f=u+ivsEA(p,q), imamo da je”¥*(z,E)=i.f(z,ﬁ)eﬁ(p*,q*},_

: v P - ~q
He je p - pP® + g= » 4 - F;E + Q=
Neka je f(z2,TF) = u + iv funkci ja kompleksnih promenl iivih

i = koja ima neprekidne parcijalne izvode po x i y, i neka je
m p + i-q dati neprekidni kompleksni parametar dovol ino puta
aprekidna diferencijabilan po % i y, p > Q.

F
Dperatorskim p-izvodom funkcije f£{(z,.2) = u + iv po z=x+iy
RITivamo izraz

def (2,3) du . dv . pus + v, . Ve — Puy -
-up-a-;—-:-+1-a-£ =S > * ) e : - (Z.1.6)

d=

Analogno, izrazom

dof(z,¥) du . dv pu,, — V. v+ pu,.
o — - — S . oe— I X L . = — (:.1.
| P az 7 a3z 2 ! 2 #e 1.7

_dz

afinisemo p—izvod {funkcije $(z,Z)=u+iv po promenl jivo) T=u-—ivy.

Izrazom

o af (2, F) Cdu . d o~ QU+ Ve = QU —pLly |
2297 F977 - g o= 4 f e = BHRTOQUVIVY g Ve TQtemPUYy =y gy

dz d2 dz 2 2
afiniéa'sa 1249}—i2vn3 PO z , & izrazom

N

reaf(2,3) du dv PU. =~ U=V Ve QU L

- =} 3 . . e 9 » E Y

n = - O~ i i.-—-— = __:_ x 1 . . .
dz dz dz 2 3 = (5.1.9
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{(p.gl-izvod po z funkcije f{z,2).

O&ito Jje
0.f _ dof  Hp.af _ Oe.of _
w—— T e ———— — - - (Z.1.12)9
dz dz '’ dz dz N
Teoriama Z.1.1. [1601 Da bi u klasi funkcija flz,2) = U + i-v,

Laje imaju neprekidne parcijalne izvode po ¥ 1 Y, postojao

lim e , Au=u(z+az)-ulz), Av=v(z+Az)-~v(z), nexavisno od
D ) ﬂ-ﬁ-

natina na koji Ar tedi nuli, neophodno je i dovel jno da funkci-—

ja f(z,z) bude p-analititka. U tom slucaju Je

et (= ,3)
o

12}

= plid,y — 1Leuy,) = i(vey = 1-Vvy). (Z.1.11)

™

Da bi funkcija f(z,Z)=u+iv, koja ima neprekidne parcijal-
ne izvode po % i y, bila p—analitiéka, nephodno je 1 dovol jno

da zadovol java uslav |
def (2,3)
- d=z

= Q.

; Z.1.12)

Dvo tvrdienje neposredno sledi iz relacije (3.1.7).
J £1601 takodje je dokazano da p-izvaod def/dz p~analitidé-—

ke funkcije f(z,Z) = u + isv zadovol java areolarnu jednacinu

AP(z,2) 1 &p 1 ap =
o oA g P e s o P Z.1.13)
%3 2p az 2p oz ( h

i, da svaka uopstena analiticdka funkcija P(z,z) koja zadovoljava
jednacinu (3.1.15 predstavlja p—-izvod neke p—analiticke funk-
cije f{z,2Z)=u+iv sa karakteristikom p.

Sliéna tvrdienja vadle i za (p,q)-izvod.

Tearema 3.1.2. (1601 Da bi u klasi funkcija f(z,z)=u+iv koje

imaju neprekidne parcijalne idizvode po- x 1 Yy postojao
. - Au+i = Av . S, o y . .
1im ———— koji ne zavisei od nadina na koji Az te2i nuli,

nenphndnn je i dovol jno da funkcija f(z,Z) bude {(p,qQ)—analiti-

tka. Ako je taj uslov ispunjen vaze jednakosti

o, qf (2 ,4,2) )
=3 (Vie—iovy) s (3.1.14)

dz

= plUe—l-U,) = p°

QY -

Da bi funkcija f(z,Z)=u+tiv, koja ima neprekidne parcijal-
ne izvode po x i vy, bila (p,q)~analititka, neophodno je 1

dovol jno da zadovol java uslov:
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de . =

= O .3 (G.1.15)

My

AL:
d

Takodjie je (p,g)-izvod po = (p,ag)—analiticke Ffunkcije
f{iz,7) = utiv, uopstena analitidka Ffunkcija koja zadovol java

arealarnu jadnadinu

(P(z,2) 1 do i1 do —
X T omme—— P - o — P (Z.1.16)
dz 2p dE 2p d= ?

i svako resenje P(z,z) Jednacine (3.1.16) predstavliia (p,q)-
izvod neke (p,q)-analitidke funkcije $(z,Z) = u + i-v sa datim
carakteristikama p 1 g.

Izraz oblika
.rw( :2) dpz = Re I(w.-’p)d:-: + i-Ime d= {3.1.17)
L L

1aziva se pointeqgeralom du? konture L funkcije w(z2) = Plu,y) +

Fiew{x,y) po promenlt jivo) =z.
Ovako definisan p~integral p—-izvoda po =z p-analitidke
funkcije f(z,2) ne zavisi od puta integracije koji spaja proiz-

ol ine tadke z 1 Z2a. Fritom vazi jednakost:

- Z - 2
d,¥(z,= - - 1 dpf(z,2) j def (z,2)
——— dnz = Re —» , + i - 2=
J e _9e J e = d=z i~Im e ol

dakle sledi da je p-integral za nperatdr na A(p) inverzan sle-
‘A u adnnsu na p—-izvod po z.

Sl1¢no, mperatar dpflnlsan izrazom

I_w(z;E)dpz = Re J:(w/p)dr + i-Im I (or/plwdz (3.1.19)
v . | | - L
azivamo (p,qg)-integralom du? konture L, funkcije w(z,z)=4" + i

o promenljivoj z.
(pya)-integral (p,gl—-izvoda po z Ffunkcije +F(z,2)=A4(p,q)
€@ zavisi od puta integracije koji spaja proizvoline tadke 2z i
oy 1 va2i jJjednakost
Z.

d f(z,2) | |
I_ = 2 Op.az = f(z) - flzo), . (3.1.20)

z, .
.a_jé (b,q)—integral L odnosu na prnménljivu 2z operator inver-
an sleva u odnosu na (p,q)-izvod po z.

| Pnlnix; je u radovima [148B1, [149]) definisao konjugovane
romanlj;va kﬂJe odgovaraju datoj karakteristici p=p(x,y) >0 kao
va»puta:naprekldnn diferenci jabilne kompleksne funkci je

0




P~ i p
Z = X + iY, Z = X + 1Y (3.1.21)

alko su ~ W i~ ~ ~ _ _
7w = X + iY¥, —1Z% = Y ~ iX, (Z% = X + 1Y) (3. 2.22

n-analitidke funkcise u posmatranoj oblasti, sa datom hkarakte-
piotikom p.

Funkeidje X i Y su proizvoline n—harmoni jsike funkcije (re-

alni delovi proizvolinih p~analitidkih funkciijal). Ako je
or omenl jiva I=X+1Y fiksirana, druga promanl jiva Z=X+iY adredje~-
na je sa tadnosdu do na tonstantni sabirak. Zbog toga Z naziva-

Mo osnovhom , a Z — pomocnon spregnutom promenl jivom.

Inteaqralom po konijugovano) sromenl jivoj Z = X + 1Y funk-
cije f(z,2) = u + iv du? konture L, nazivamo izraz oblika

| .

foi{z,2) = j f{z,2)dpl = J udZ+ivdZ = J udX—-vdyY + ij vdX+udyY =
L L

dZ | dZ
= I (put+iv) -— dz2 - {(pu—-iv) =z dz. (3.1.23)
L d= dz
Dva puta neprekidnﬁ diferenci jabilne funkcije kompleks-—

nih promenl jivih Z 1 ¢

7 =x + iy, Z=X+iY,
- takve da su ZI* = x+i$r —iZ" = Y-iX (p,—q)—analiticCke funkcije
. posmatranoj oblasti sa -datim karakteristikama p i -q, nazi-

vamo konjugovanim promenl jivima koje odgovaraju karakteristika-
ma p ig ., (px0), [1571, £1581, [159].

Jednostavno se dmkazuge da su konjugovane promenljive u

Aba studaia, 1nvar13antne u odnosuy na konformna preslikavanja.

I=raz oblika

fo(z,2) = J f(z,EJ-dﬂ;ﬁz = I udZ+ ivdZl =
_ L _ S :
dZ - dZ _—
= I (ou+iv) == dz - (ou—-iv) —= dz (=Z.1.24)
L. dz dz

naziva se integrainm po konjugovanoj promenl jivej Z = X * isY
funkeije $(z,2) = u + i-v duz2 konture L.

Ukoliko je =zatvorena, prosta, glatka kontura C rub

prostopovezane oblasti D* i f(z,2) = A(p,D+L), va2i da je:

f th,5>dpz = Q. (%.1.29)

Sliéno . za f(z,= )Eﬁ(p,q,D+C), imamo da je:

0. (3.1.26)

I f(z,2)dp.al
- :

Teorema 3.1.3. £160]1 Da bi integral po gpraegnutoj promenl jivo]
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J=X+1i Y proizvol jne p—analiticke funkcije f(z,2Z) == u + i-v' hiD
p—~analiticka funkcija, neophodno je i dovol jno da karakteristi-
a p bude funkcija proizvol jne harmoni jske funkcije of = of(x,v).

Ako je taj uslov ispunien vale relacije

7 o= X 4+ iY = P ——'iffi/p)doc, 7 = X + i¥ = p - i.[p-dc{, (Z.1.27)

F 4 Z
Fr{z,z)= Ui v Iudﬁ+(v/p)dd + i-jvd&—updi + % (zn), (35.1.28)
Zo Zo :

jde je P funkcija takva da je w=d+ipP analitidka funkciijia od z =

A=A AR LTV B

Teorema S.1.4. (1601 Da bi integral po spregnutoj promenlji-

713 ] praizvﬁljhe p-analitidke funkcije f(z,¥) = u + i«v bio P
analiticka funkcija, neophodno je 1 dovol jno, da postoji anali-
icka funkcija w = o + iPp od = takva da je JB7ET funkcija samo
ad P, &a ypp’ funkcija samo od of. Ako su ti uslovi ispunjeni,

sledl da jer

Z = X + iY IJp*FE-dp—i-j do/{pp°
= I’ p/p’ «dp - i'IJEET dol
- 4

i*{z,ﬁ} = U™ o+ lvr= IIqu/p'-dp + vdo/{pp’ +

N (3.1.29)
Z

i
»
+
-
-

2 “e | (3.1.30)
+ i-flvﬂkp‘/p)-dﬁ ~ (u/{pp ') dof + F* (=) .|| |
2 | |

s

‘sorema 3.1.95. L1601 Da bi integral po konjugovanaj promen-

jJivol proizvol jne (p,qgl-analitidke Ffunkeije F(z,E)=u+iv bio
p,g)—analitié&ka funkei ja, neophodno je i dovol jno, da karakte-
istike p 1 q budu funkci je proizvol jne harmoniiske funketiije

= olik,y). Ako Je taid uslov ispunjen, sledi da je:

Z = X 4+ iy =p - | (q/p) -dol - i-.[ dol/p
" _ - } (3.1.31)
Z =X + iY¥ = p -~ f (q/p) «dof ~ i-I dol/p™,
FR(Z4Z) = U™ + iv*™ = f uEldp + (q/p)«dofl + (v/p) «dol + |
x To | (3.1.32)

+ i'i[ vtdf-‘r‘— (q/p) -dd] ~ (u/p*) dof + % (z25),

de je P harmonilijiska funkci ja takva da je w = o + iP analitidka
v prqmanljivnj Zeid
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Neka je f*(z,z) = uy* + 1v*¥ proizvol ina funkci ja koja 1ma

npprat:dne parci jalne izvode po x 1 v, 1 neka su Z = X 4+ iY¥Y, i

'E = X+ iy konjugovane promenl jive koje ndgovaraju dang katal

teristici p. Ao ¥ tret1ramu kao funkcoci iuw od 7~ = x + iy 31 ™

ao funkei ju od I® = X+ 1Y, izras

95%— = df: + i 33; = % S 2Y7) + % i; - %%—) (T.1.373
dZ ax &Y

narivamn izvodom funkci je §*(z.3) po konjugovano) promenl jivod
Z = A + i¥Y .

S1iénp definidemo izvod funkcije £ (z,2) po__antikonjugo-

vanol promenl jivoi Z = X = 1Y izrazom
g—g-?— = 9—_2_— + i —%‘; = = (é"lf_'t" - éi"‘) + 32" (;";"- + :3 ) (3.1.34)
dZ =X &Y
O&ito Je

d#f'(a1¢) - 9”4'{2151

- %, 1.35)
d7 dz ( -

Ako je F(z,2) W+ isv = A(p), sledi da je:

1i

=

d - -

Eg J §£{2,2)dpZ = Flz,2), (3.1.386)
:ﬁ

tj. da je izvod po kon jugepvano promenl jivol Z = X + 1Y inver-—
21 aperatar_sleva u odnosu na integral po konjugovanoj proamen-

1jivoj Z funkcije f(z,2).

il

Jednmzna&nu funkciju kompleksnih promenl jivibh {(E,Ei

= u + i-v, definisanu na proizvol inoj oblasti D, nazivamo

o—inteqrabilnom pe konjugovanol promenl jivaj Z = X + i¥ W toj
ohlasti, ako postoji funkcija $%(z2,2) = u* + iv* neprekidna u
D, =a izuzetkom najvise komaéno mnogo tacaka, takva da postoil
daf*(z,2) , ) X 1 def*™ (z Z) —_

Bl -222L i da je =zadovoljena jednakost CBo LSl = f(z,2).

Svaku takvu funkcijiu f%(z,z) nazivamo primitivnom__funkci jom

funkci je f(A,z) po konjugovano) promenl jivoj Z = X + 1Y, a skup

svih takvih funkcija-— neandredijenim o—-inteqral om funkci je £z .2)

a Pmn:ugnvannl promen131vq3 Z u oblasti D D , koji oznadavamo Sa&

f %(L,z)dpz.

Laku se dnka;u;e da vaii jédnakust
A

f F(z,5)dpZ? = §"(z,T) + C(z2,2), (3.1.37)
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qde Je C¥(z,2) proizvol jna funkciza uw oblasti D, takva da j&

3" {x,2)

o — — C} -
d
_ _ _ _ , Op.qf™(z,2) _
Ma slifan nadin se uvodi pojam izvoda —= L - funkei-
. i
je2 E®(z,2) = u™ 4+ iv* po konjugovanoj promenljiveo] Z = X+ 1a.Y

oja odgovara karakteristikama p 1 g, kao i1 pojam neodredjenog

a
P
m--intagrala f f(z,7) dp.,qf funkcije F(z,2) po konjugovanoi pro-

mal jivay Z.

U daljen radu bide nam neophodan jedan poseban sludaj p i
(p,q)—-analitickih funkcija i1 pomenuti operatori primenijienli na
Fakwve funkﬁije.-

Fretpostavimo da je f(z,2) = -+ 1v p—analaticha funkeija

takva da je p = p(dx,y)), gde je w = o + ipP analitidka funkci-

ja prnmenljivm = = ¥ + 1y. Tada je:

feflza) o LU Lv 0 A, p2n B e
dp{;égf) . % %E + %_§§)+ %(EE - ﬁ.%ﬁ) = S.1.39)

' dP*;;*:’ & AP)

| Ako je f{z,z) = u + iv & A(p,q) i p = p(d), q = g(of), gde
je w = o + 1P analitidka funkeoija od 2 = & + 1y, vaze sledede

relaci je:

d#fh{ _ Q" Ve-p*Vetua N i."qu;+pué&vﬁ ".iﬁ i,ﬁE : (%.1.40)
dZ 2 | " P op
dp.of _ de.af _-97Vitp vetud | . Qua—pudtve _ 3.1.4
T -l di -t — E "|" 1'"— _ 2 ) - 0, (--.-'lrl- 1)
P
I f(z2,2)dp, 02 = F*(2,2) + C*(z2,3), (Z.1.42)

gde je *(z,2) jedna od primitivnih (p,g)-analitiékih funkcijia
od fF(z,2) po Z, a C*(z,2) =T + i.5 proizvolijna funkeija iz
Atp,q). - | | |
Iz (3.1.40) sledi da je dn,of/dZ takodje (p,q)-analiticka
Funktijé. | |

| Klésa p-~analitiekih funkcija za koje je karakteristika p

Funkcija od harmoni jske funkcije of(x,y), naziva se invarijant-

nom_ klasom —analitiékih funkci ja u smislu Poloi ja.
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Slidno se, klasa (p,g)-analitic¢kih funkeija, takwvih da e

po= opll(e,y)) i g = glodix,y)), naziva invarijantnom klasom

(n.a)-analitickih funkcija u smislu Folo?ija.
D _ A

Foseban znataj ove dve klase funkcija ogleda se u cinje-
nici da su obe klase zatvorene u odnosu na diferenciranje 1
intograci ju po konjugovanim promenljivim Z 1 E: To omoguéuje
racwai tearije diferencijalnith jednadina sa izvodima po fom ju—
govanim promenl jivima koje odgovaraju karakteristikama p 1 g 4
koo i definisanje elementarnih p—analitidkih i {p,g7—analitic-
kih funkcija posredstvaom takvih jadna&ina £160];

Fomenimo nakoliko specifiénih sludajeva invarijantnih
klasa p—analitiékib funkoil ja kolje se posebno cesto pojavl juiu u
priménama.

a) Ako je p = «(x,y) harmonijiska funkecija od % i vy, odgo-
var ajuce konjugovane prmménljive HLis

Pt

7 = X 4+ iY = P + i-ln of, Z = % + i¥Y = P + i-o®/2, (3.1.43

gdo je w = of + ip analitidka funkcija od 2 = x + 1ivy.

bh) Ak je p = pix), vali da su:

H

Tomy __i-f du/px) ? y - i-I pix)ds, w = % + 1vy. 5.1.44)

’

<) Ako je p ply), imamb=

ot

I = =—u - i-,[ dy/ply), Z = —-u - i-I pl{yldy, w =y - ix. (3.1.43)

%.2. p-areolarni_polinaomi i p-areolarne diferencijialoe

Jednacineg

Ve¢ina radova posvedenih oblasti o kojoj je rec odnose se
na osobine p-analitidkih funkcija za jednostavne karakteristi-
ke p = p(x,y). Polo*ij je veédi deo svoje monografije [160] po-
svetio teoriji reprezentacija 1 granidénim problemima za p-
analititke funkcije sa karakteristikom p = x*, (k=caonst.>0).

Samo neki od rezultata vezani su za reprezentacije p—ana-—
litigkih funkcija za p = exp(d,y)) u sludaju da je o = of(3,y)
harmoni jska funkci ja. | |

 Teorija grani¢nih problema za (p,qiuaﬁalititke funkcije
praktiéno ne postoji.
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Razlog ovabvom jednoctranom pristupu problematici vesanoi
e p 1 (pyq)-analitidke funkcije, delimiédno le?i o tome &tco JE
VElina primena ove teoriie matematic¢ko] Fizici Ve ana  2a
aiucal kada je p = p(x) = x%, (k=const.>0) i g=0. § druge stro-
ne, tahnike refSavanja problema u slutaju da p = pl,y) pripada
ko) opsti ol klasi funkcija i da je q = Qix,y)z£0, su izuzetno
slodfene jer jod ne postoji opsta teoriia reprezentaci ja  (p,g)-
amalitiékih funkei ja. |

U nastaviku avog poglavl ja hide redi prete?no o invari-
jantnod klasi p—amalitiékih funkcsja i moguenostima unﬁétenﬁa
ekih rezultata teorije arsolarnih polinoma, areclarnih redaova
L diferencijalnih Jjednadina.

Fretpostavimo da su funkci je fF(z,3) = uln,y) + iviu,y) i

1(2,3) = P u,y) + 14(x,y) proizvol jne diferenci jabilne bomplek-

e funkel je, da je p = p(lix,y)) data pozitivna realna funk-

sida harmoni jske funkeoije of = of(u,y) i w = ol (%, yI+iP (v} ana-
itidka funkeija. o |

Funkcije f i g mo*emo da shvatimo i kao funkcije od o i

o | o | CDw,v)
» na nekoj oblasti D pod uslovom da je, na D,  o—Se¥) oo
- | D (o, p)
PO ) , _ D(u,v) D(u,v) _Dto,p) _
0! U t . A - =1
Ly o 9 tom slucaju je D(Z,B)  Dix,y) "Din.v) ) .
LY, ) D{¥,4) D(¥,d) < | . Dlu,v) .
—— —u - d k J Al »
(L,B)  Dlx,y) 'Dix,yr. » 9de je D(L,py C-naxd za Jacobiian

Na osnovu relacije (3.1.38) sledi da je

= {fg)

d 0 d,,f [JE""I w-— ;s .
—— -F.—E—._ —— -___E—.L_ — ' . % ’ » - ol
37 a7 (n a7 "} 5 {(Wac—iva) + v ~ (Tﬂ”l+ﬂ)s
Ja - -
imti—— - -F- + ) — + L y iy S—— 3. -
az az | 97437 2 it Vi ) (3.2.1)

na osnovu (3.1.39) sledi da je

P({;Q} .dpﬂ- dn; pZ-1 : p*=—1 roL
— {. — - o = ] ™ ..( 4 f + - - L K|
dfr . a7 g E? + o Uge—1 Ver) v 75 (Wor—1bar) ,
ie

'( . | | - _J.
. Ge Ziﬂ} = ¢.929 , o 9=f  pTol L 8F 39 (3.2.2)

dZ ' dZ 2p ol del "7

Formule (3.2.1) i (3.2.2) pokazuju da izvadi po konjugo-
anoj promenljivoj Z i antikonjugovanoj promenljivoj 2, keje
dgavaréju spregnutim harmoni jskim funkci jama olix,y) i P(x,y),
2 moraju da budu o-operatori u smislu definici je na strani 52
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mak miow klasi p—analitiékih funkcl ja.

Na slidan natin se pokazuje da operatori

d d d . . :
E@- . —3*5 i —ﬁéﬂ takodije ne zadovol ijavaiju uslov (2.1.2), t).
= z z

ne ponasaju se, U odnosu Na proizvod funkcija, kKao diferencl-
jalni operatori. Odaltle sled: da ne postoji klasa kampleksnih
fumkcija koja b, zajedno sa nekim od pomenutih operatora, mog-
1a da predstavlja o-sistem definisan na strani 52, i na kolo)
bi wogla da vaXi teprema 2.1.1.

Ipak, kao ito ¢emp videti, izmediu teorije uopstenlh ana-

d d .
1itickih funkcija Vekuinog tipa i operatora e i = i teoriie
g s : C oo do . dp .
p-analitiZkih funkcaja i operatora EE 1 53 postoje i1zvesne ve-

oma vaine 1 korisne analoglje.

Arnalogno metodi kojom Je Theodorescu (2013 uweo areol arne
pmlinume, mogu se definisati p—areaolarni polinomi.

Neka su of = of(x,y) 1 P = pixn,y) spregnute harmoni ijshke
funkect je, p = p(d(ﬁ;y)) realna pozitivna funkcija i 7 odgova-
rajuéa konjugovana promenl jiva.

Jednatine oblika

- — dew daw dow  dpw
F{z, =, of, B, w, W, :z’ :f, Efi.“" E—'i'.z.ﬁ ¥y = 0, n & N,

u koiima se pn;avl;uju izvodi po Z i Z nepoznate funkcije w =

-.-1

= w(z,z), nazivatemo p-areolarnim dlferenchalnlm jednacinama

n-toqg rada .

Teorema J.38.1. Opste redenje p-areolarne diferencijalne jed-
nadine n—tog reda n

Eﬂi = O (X.2.7)

dzn L o e
je oblika ned

K=0 .

gde su funkcije f.(z,2), (k=0,1,...,n—1), proizvoline p—anali-~

titke funkeije.

Dokaz: Neka je M klasa svih funkcija oblika £(z,T) = ubdq,y) +
+ i=vix,y) takvih da su funkcije uix,y) i vix,y) neprekidno di-
ferenm13ab11ne dovol jno mnogo puta. |

Regenje p-areol arne d1{eren:1331ne Jednatlne duf/dZ = Q u
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CTeai MoJe, na osnovie (3.1.37), oblika F(z2,2) = falz,2), agde je

fvo 7 Folz,2) proizvolina p-analitidcka funkcija.

[ -
Noeposradnom pnroverom s pokazuje da je opste redonje pe-

woaonlarng jednadine deof/d7 = fae gde Je fo = folz,z) proicovol j-

fn

’
va panalitidha funkcocija iz klazne M, oblika f(x,2)= 2P-F%(z,Z)4

5 ¥;(H,E), gde Jo f1 o £¥(2,7) takodie proizvol ina pmaﬁmlitiﬂka
‘ninkoi ja. Ddatle siedi da je opste redenie jednadine dﬁ{/dHﬂmﬂ,

furﬂiﬂi_ja

Era s - — - ——— ————

'-'.rl'jri')

'F'::::,E) e ? "F;':..g-:.) + {;::(4.1.:) natm deom o1}

s su Fa(z,2) = 2695 ,7) i fo T Ffal(z,F) proizvol jne p-analiti-

ey funkol jge 12z klase M.
Za svako Ogkgin—1 i svaku p-analitiéhku funkeiju £#8(zx,0)

tile + iwvhk 12 M vadi

PR LD | i 1
~E%§—K =5 DRI 4 Spevin il 4 % [-(PRvi) s + pRPrul) Ll =
sud 1 dve i & Vi
— (I,‘. H—'lu* . + -_— ,H._._....) G - (-..'_:. == 1 .  ,
P b P > P P P Y = | g V e = AP
B Ui | sy D ¥ 1 be ra
PRRe=ST) T 5 PN AE 4 precERE = SopeorofE, b

Jpw-r. 7z OuZ = 2PF-F8/1 + P(2,T) = Pr.f¥® + ¥, (3.2.6)
i je fe=2F8/k 1 ¥=w(z,T) proizvolina p-analitidka funkci ja.
Dokaz teoreme svodi se na  sukcesiviouw primenu Oporacli ja

2.2.6) na (Z.2.9) n—-2 puta.!!

I2 (I.32.8), spocijalnao, za praizvol jnu p-analitidku  fun-

E T B

CLdu Fe,TY o= oum o4 l.v® s M, =ledi da 3je:

dePmf*  wGn-1) -« - (m—k+1) = %
dzu - :?.H ‘p 7 . '--‘n-ﬂ—q?)

Aa 08 k & my, meM, i

dg*ipm*—l{ﬂ

dZme1 = Q. | (i.2.8)
S obzirom da je:
pdz: T ImRTTIUT v PruE - E'P”v:> S MPMTAVE 4+ POMVE PP MUe) =
}_-mﬁﬂ—’.{‘.‘ -+ pm.g.'_:.f.: . - (3 -FB) d b- . 1 i . .
- - d7 " < -1.358), .D 1jamo relaciju:
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Dpfme™ :'Ed”zzfﬂrmﬂm”‘{*+2ﬁm Eﬁ%— mpm—rEr+Z2nm T (5. 1.387)

H

Ctuda Jje:

—— < b

Dis prmf® = ) 2v( ) (Pm) f¥2 « (F%) kT2, ke, (3.2.7 )
Y=g0 v

Na osnova teoreme 3.2.1 1 relacijia (X.1.35) 1 (&.1.39)

sledi da je opste resenje p-areoclarne jednacine:

Do
—— = () n = N {G.2.9)
gz ’ |
obiika ' nod
£ = £(z2,7) = [} PrFL(Z,2) , (Z.2.10)
K-QO
gde su fi = filz,2), (k=0 ,1,...4,n-1), proizvaoljne p-analitidhke

funkci je.

[z (.2.4) i (Z.2.10) sledi da Je opsdte resenje jednacine

Dprmt
— = = ( m, EIN I.2.11)
dzrdZ™ P
oblika
n-4 m-4
- -~ oz ) be - - Z = - ~
F(z,2) = L Pp*f.lz,z2) + pigys{z,2) , (F.2.12)
K20 20
gue su frx = felz =), (k=0,1,...,n=1), 1 gy = gslz,2), (i=0,1,..

...,m“i), proizvol ine p-analiticke funkeci je.

Funkci ju oblika (3.2.4) nazivacemo p—areolarnim polinomom.

Po analogiji sa definici jon areolarnih redova (2.1.47),

dotinisemo p—arcealarne redove oblika:

ol

z pvfo(z,2), X.2.13)

v=0
gde su funkcije fo = f.(z,3), (v=0,1,2,...), proizvoljne p—ana-
lititke funkcije, p = paix,y)) Jje pozitivna realna funkcija 1
w = of + ip analiticdka funkcija.

Za p—areolarni red (3.2.13) kazemo da konvergira u neko)
oblasti D, ako konvergira u svako) tacki oblasti D.

Poznato je da svaka harmoni jska funkcija p = pix,y) na

zatvorenoj oblasti D 'B, daostize svoju najmanju i najvedu vre-

dnost samo u tackama ruba 3D oblasti D.

oo
Tegrama 3.2.2. p—~areolarni red Z b*fv(z,i)-konvergira u obla-
: vzO
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max [frealz,=z) |
. | » B
Yim r————— = A
n-r max |fniz,2) |
D

1 .
ﬁ . (-..l:l-.n‘.{-lq)
el de Moo= omar [P Go,y) e
&
Teormea Z.2.2 Je neposredna posledica d’ Alamber tovog krvi-
terijuma konvergenci je stepanih redova.

Jednadinu oblika

P dl"‘l.F vr dl"l"""’--F rug dP'F il - -~ o
R Ef: + A1 TFn—1 + .. + Aa, 337 + aenf = 0 (Q-Lulf}
gda su EH, (k=0,1,...,n0), realne konstante i a,#0, nazivadamno

Linearnom p—arenlarnam diferencijalnom jednacinom n—tog reda sa

bonsgtantnim koefici jentima .

Da bismo pojednostavili dalje ratunanje uvesdemo oznaku
Dpfilz,2) = 2ed,fl(z,z)/d2. (Z.2.186)

NO&ito je da se jednadina (3.2.15) uvek mo2e transformi-
wati w oblik |

LIF(z,2)12a,D0F + an_aDD0~2F + .. + a1Dpf + aof = 0, (Z.2.17)

M R .

r ) + - - Ll L] N L] .
de su realni koeticijenti a, oblika ap = ae/2%, (Kk=0,1,.04u0 .M.

Regenjem jednadine (Z.2.17) nazvademo kompleksnu funkciju

flz,2) = W ,y) + ivin,y), koja zadovol java jedna&inu (3.2.17) i
i3 suw orealni 1 imaginarni deo n puta neprekidno diferencija-
bilne funkcije.

Al gebarsku jednadinu n—tog stepena
FlE)=ank™ + ana1&™ 4+ ..., + a,t + an = 0 : (3.2.18)

nazivacemo karakteristiénom jednacinom za datu jednacinu (Z.2.
17) .

Kadgod ne bude posebno napomenuto, podrazumevademo da je
carakteristika oblika p = p(d(¢,y)), gde su P = P(x,y) i o

!
i

= of{xX,y) spregnute harmonijiske funkcije i da operator dﬂ/df 1ma
formu oplisanu relacijom (3.1.39).

ema 3.2.1. Za proizvoljinu p-analitiéku funkciju ¥ = ¥(z,z) i
sroizvol inu kompleksnu konstantu A, va2i da je:
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LleAmy] = PY(z,z)e?™ (A , | S.2.19)
adea je K (X)) vrednost polinoma (3.2.18) za & = A.l|
Dokaw: z (32.1.39) 3ledi da za ¥W(z,z) = plx,y) + 1ivi,y) vaiai:

DN l{eAPP) = APy + @2y, + e?Pve/p + 1 (Ae?®v + eMva — pe?rPugl=
= Ae?PY + p2AP.DLY = Ae?®.P,

Aka za 1 & k £ n vati da je Dp(erPy) = Akerr.¥. onda je:
DETY (ARP) = Ak*igAry + AkpAPue + AFe™Mvy/p + 1 (ARTieAPy +

+ AR@APYL — peAtEAPLL) = AMTIEAR.Y 4+ ARpARLD Y = AkTigAr.® g
i

jer LLex® . .¥{z,z)] = E.avDﬂ(e“”-W) = z ALAYEA Y = K (A) YW(z,2) -

Yz0 V=0

AP 1

Lema J.2.20. Za bilo koju realnu funkeciju g(p) n puta dife-

renci jabilnu po promenljival B, va2i slededa formula:

mm
E.¢32 (A) -
LLer*g(p)] = E“P'Z g I (P (Z.2.20)
4= 0 ' :

DoKkazs Pretpmatavimu da j& operator L oblika
LEG(R)Y] = DRIB(M T, 0 & k & n . (Z.2.21)

: k., de—m(2AP)
Tada Je: LLe?®g(p)]l = D;[e“Pg{ﬁ)J = Z ( )= f g™ (p) =
: M=o m dbk m

¥ K
b (k=1) e . (k—m+1) | 1 dm(Am)
— l - AK~—mMg AP (m)> Y = @Ae B

o m ! erfgtmT P € ,Ea mt dAam

,g‘l’ﬂ" (ﬂ):

4

Z Eoem2 (A) ) . . . .
= g kP -— — g™ (). Formula (3.2.20) sledi iz cinjenice
. ™Man .

tla jo operator L iz (5.2.17) linearna kombinacija sa konstant-

nim kaeficijentima operatora oblika (3.2.21).11

e —

lLema 3.2.3. Nexka je A koren karakteristitne jednacine (3. 2.

18) reda r, 1l&rgin. Tada su funkcije:

rJ
)
M

Wam=Py (K, y)=a@®® P=W_ . (x,y)=pe?™, ..., Pr=P-(2,y)=pr—igAr (3,
reéenja jedna¢ine (3.2.17).
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Yofrazy 85 obzirom da je A koren karakteristidne jednacineg (3.2.
18) wvai da je: K(A) = K '(A) = ser = =232 (A) = O, K2 (A) # O,

“rimenom formule (3.2.20) iz lemae 3.2.2 na Ffunkcije oblika

"1ea = PIAn@*™, 0 £ j £ r-1, dobijamo da je: LI¥s.sl =
K62 (X)) dr(p2) Fo<m2 (A) do(p2a) . ., gm(p)
o AP L e — + ... + s 1 = 0 7=
el r! dpr r! dgpo AT
= Q, 2& m2r>j.i)
foma S.2.4, Neka Je LIP®e™ ] |lpae = 0 za &8 = 0,1,...,r-1. Tada

ie A koren karakteristicnog polinoma (3.2.18) reda ne manjeq

M r.
Yoliaz: Na osnovu leme 3.2.2 Jje : LIpP®erM ] lpzae =
EKE¢m2 (X)) gm(p®) dm(p=)
o E AP S - — - ] } - . s :"' .
=) L. oy apm Jlpze 4 Jr je dpm Q za m
. ., dm(ps) :
Jsim toga je Epm Ip-o = O, za m<s, pa vazi: LIpTerAP I lp-n =
foe®mr () X :
- |re, =3 8! = K™ (A) = 0, gde je s=0;1,...,r-1. To znadi
la je A Lkoren karakteristiédne jednadine Z.2.18) reda ne

anieq od r.i

Neka karakteristiéna jednadina E(E) ima m £ n razliditih
RB58NJa& Asyyesey Apm Ei1ii su redovi kKay «.., k@, respektivno.
Na osnovu leme 3.2.3, funkci je:

's B @M Yo = PP, (L., P = PHTipAN,

1H1 e 2 | = Eaz’, tphi = = pehlp, - a = g ‘PH** kl — phz_lealp! (312.23)
1 Sl " ——

Hq e ow n'.'hﬂ_h'""l = Eh"*! - v gy '.Pl-l:‘ L - .*k”l — ﬁkm 19““',

W oresenja jednacdine (3.2.17). Skup (3.2.23) od katkat ... +ka=
*n funkci ja, nazivadiemo sistemom karakteristiénih resenjia jed—
.atinE (3-2- 17)-

Funkci ju n

)3 P (P) v Fe (2 ,T) , | (3.2.24)

K4

da su . funkecije sistema (3.2.23), a f. (k=1,...,n) proizvo-

jne p-analititke funkcije, nazivademo p-linsarnom kombinaci-

om _sistema karakteristiénih resenja.

eorema F.2.5. Ako je ., $Ya, ..., P, sistem karakteristiénih
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rahoa ja jednadine (ﬁ.*.ii), onda je 2 p*linearna ombzimaci Ja

s o2y takodje rasenje Jednadine (F.2.17) .

Dokaz ove teoreéme mladi direktno i leame H.cela
Redenije Jednadine (T.2.171 oblika (5. 2.24) nazlvacamd

el arnim raden e .

Speciialno, ako U cvi koreni  karakteristicone Jednacineg
L0188y med jusobno Fazliditi, regularno redgenjie Jjednacine
(Z.2.17) je oblika
n

£(z,F) = ) eremaf, (2,3, (Z.2.2%9)
|

gds s Fey QI PR SR | | praizvol ine p—analiticke funkcil je.
Uporedo =a furkeijom oblika (3.2.29) posmatrajmo p—anali-

eidte funloci ju o oblikas

N i
L <
vof (2,5) = 2 Pu () fuL(2,3) = 2 (2,30, (5.3, 26)
L F | =1
Toorema 3.2.4.  Neka Je data p-—-areolarna diferencijalna jedna-

Fifng (3.2.17) sa pecetnim uslovima na nekoi oblasti Do
PoDMF = wpmin,E), (M=0,1,2,...,n710, SIASR Y

gdo BU W $.lz,2) date p-analiticke funkcije u oblasti D.
Tada uw oblasii D postoll jedinstveno regularngc rasenje

jednasine (3.2.17) kole s adovol java pocetne uslove Z2.2.27) .
(Takvo regenie u klasi regularnih resenja jednatine (3.2,

17) nazlvacemo Cauchyigvim resenjen . )

RDaolaz: S abrirom da je apste regul arno resenie jednadine (5.2,
17) ablika

n
£z ,2) = Y PR Fu(ZaE), 7. 2.28)
TP

iz potetnih uslova dobijamo sledell cictem linearnih Jjednadina

wa pdredjivanje p—analitickih funkei ja Felz =)

dme. () - -
ul:'D:'F = Z‘( d;m ||-»:=r:_1-:| “‘Fk(E g = = '4',,.(2 ,2), : {3-2.‘:9)

K4
gde & m=0,1,...,0-1.
Jednostavino s dokazule da dje sistem Larakteristidnih re—
fenja jednadine T.2.17)Y 1linearno nezavisan, tij. da je Wronski-
arnt WWPs, Py --=y Y )lpse # O, stO 2nacl ol & .Eigtem linearnth

jednadina (A.72.29) ima jedinstveno redsen je.
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Fomenuti rezu1£ati ukazuju na céinjenicu da 1 w  teoriji
linearnih p—arealarnih diferencijalnih jednatina postoje neke
analogi je sa teorijom obiénih linearnih diferencijalnibh jedna-
&ina, bez ohzira na to sto ne radimo u g-sistemu. Do kojih se.
granica ta analogija prostire, ostaje tek da se vidi.

Autor se u ovom tekstu nede baviti nehomogenim linearnim
p-~areolarnim diferencijalnim jedna&inama, kao ni Jednadinama sa
funkcionalnim koeficijentima. Jo& Jedno pitanje koje ostaje
atvoreno ocdnosi se na moguénosti razvoja odgovarajucde teorije
(p,q)—arsolarnih diferencijalnih jedna&iﬁa u kojima Ffigurisu
operatori oblika (3.1.40) i (3.1.41). Neka autorova istraiva—
nja pokazala su da ta, po svoj prilici, nece bhiti mogute bex

uvodienja daljih ogranidenja i dodatnih uslova.

Z.3%. Graniéni problemi za p-analitidke funkcije

U ovom paragrafu bic¢e redeni neki granicm problemi za
homogene linearne p-areolarne diferencijalne jednacine n—tog
reda sa konstantniﬁ koaeficijentima i to u slucaju kada je kara-
kteristika p = x¥%, (k=const.>»0). Kadgod ne bude drugafije napo-
menuto, podrazumevacemo da su spraeghute harmdnijske funkci e
koje odgovaraju karakteristici p, oblika: of(x,y)=x i P(x,y)=y.

U monografiji [160]1 G.N.Polo*ij je detaljino opisac Jednu
kiasu reprezentacija x*-analiti&kih funkcija i, pomocu te kla-
se, res5io nekoliko granicnih problema za wk-analititke funkcije.
Te probleme Polofij je redavao svodjienjem na Riemannov 1113
Hilbertov granié&ni problem za analitiéke funkcije =za koje je
dopustena moguénost da na rubu oblasti imaju konacno mnogo pre-

kida druge vrste.

Dsnovna inteqgralna regrezentacijalg—analitiékih funkciia sa

karakteristikom p = x¥®

Neka je 6 oblast u desnoj poluravni 2 = x + i.-y 1 f(z) =
= uin,y) + i+svix,y) funkcija kompleksne promenljive z, analiti-
&ka u oblasti 6.
| " Na osnovu rezultata iz [160] sledi da je funkcija ?12,5):

= Wlx,y) + i-Vix,y) definisana relacijom:

F(Z,2) = Ulx,y) + i-vixn,y) = P(f) =




Z
= Re ff(t)[(z+§)/2]‘““~{z—t)“‘*“’z-(E+t)"**“’=d§'+
4 i

2 -
+i-1Im Jf(S)Et—(z—E)f?](z—t)"*“’=(§+t)‘1*“’“d§, E=k+in, (3.3.1)

gde se integratija virgl od tatke Zo=XotiYe do tacke z=x+iv RO
proizvol jnoj deo po deo glatkoj konturi I' koja le2i u oblasti
G, pri Zemu je arg(z=-3%)«(z+%) fiksirano na neki nadin, p-anali-
titka funkcija u oblasti G sa karakteristikom p = x* u sledeca
tri slucaja: |

a) Rub oblasti 6 sadr2i odsecak L na imaginarno) osi,
Im f(2)}. = 0 1 2o je proizvolina tacdka u Lj
| b) rub oblasti G sadrii beskonafno daleku tacku, ze = % i
kada z te?i zo = @ du? konture T, postoji grani¢na vrednost
Logfici jenta pravca tangente na I i f(zi=D(lzl-“"),(e=cnnst. o
s 0.

c) 2o Je proizvoljna fiksna tacka ruba oblasti G, (zo¥9),

i, kada z4+zo dud konture I, f{(z) = O(|z-zs1™2**®), (s=const.>0).

Skupove analiti&kih funkcija f(z)=uix,y)+ivix,y) opisanih
u sludtajevima "a", "b" i "c" oznacdicdemo respektivno sa M, M, 1
e N | |

Jednakost (3}3.1) nazivamo gsnovnom nggngg;nnm repres an—

taci jom p—analitiékih fupkci ja sa karakteristikom p=xkx .

U svakom od pomenuta tri slucaja integralni operator F(f)
analititknj tunkeiji . $(z) dodeljuje po Jjednu x*-analitic¢ku
funkci ju ?fz,fi u adgovarajucoj oblasti.

'Pniﬁéij jo dokazao da je ovakva vrsta korespondencije pod
odredjenim uslovima, jednozma&éna, tji. da je za svaku x¥*—anali-
tidku funkciju E(z,i), moguée odrediti odgovarajudu, u smislu
formule (3.3.1), analiticku funkci ju f(z).

Neka je C, razrez u;desnuj poluravni z=x+iy dud pravoli-
nijskog odsetka koji spaja tacke (O,y) 1 (a,y)l, pri cemu tacka
(0,y) le2i na odsedku L koji pripada rubu oblasti 6. Oznadimo
sa (x,y™*) i (x,¥~) tatke sa koordinatama (x,y) koje leie respe-
ktivno na gornjoj i donjoj strani razreza Cy,. Pritom je z*+= x +
+ iy* i1 27 = x + iy~. Ako tadtke z=x+iy i i=k+imn, (E<x), lede na
0.

Razmotrimo osnovnu integralnu reprezentaciju (3.3.1)

‘gornjoj strani C,, tada je arg (z-%)-{(z+%)

(sluéaj pod "a"), zo=0+iy. Na gornjoj strani razreza C, ona ima
obliks
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Flz*, 2% = Gl,y™) £ 19,y = P(f(z*)) =

(.33
= IFH‘"”-H(E,y*) + 1ef v, y*)I e (4F ~ gR)"drerz 4y
0
Iz (2.3.1) takodje sledi da e
b1
Cfl(z,z)1* = I (r1=b.Rel{lf () JFcpmi M1 vk 25 +
1)
Ll e IMILF (B IF @t W1 oks /20 ) (23 *) "1 k24, (J.35.27)

b

ey je [%(z,i)]* = f(z¥,z*%) - ?(2“,5“), [¥tt,z)]* = +tt*,§*) -
- F(!",E“). Jednakost (3.3.2') predstavl] ja integralnu reprezen-

Ca un*-analiticke Ffunkcije F(z2,2) =

L]

fbaci ju skoka u tadki pd
= (% ,y)+ivie,y) definisane integralnom reprezentacijom (3.2.1).

Dokazuje se da u tom sludaju vazi formula

Ul ,y*) + 1xavin,y*) =

X ey -
. _E_i dm(Ll({",y*)f‘kﬂl o 1\'(5,}'*)) ‘ f:dﬁ o
d (dﬂz)m ' (HH — E.:a)-m"'l-l:f:! ¥ AL A
Q
: (5.3.3)

dm{ulx,y*)uk—21 + i-?(x,y*})
¥ = v kETZm,
(dx=)m

2
F{m + 1 —=k/2)M(k/2)°

= A/ m-1)', ako je k = 2m, i » = 2Q/M2(1/2) = 2/%, ako je k = 1.

gde je m = [k/2] i ¢ = Specijalno je » =

Formula (3.3.3) naziva se fnrmulam inverzi je koja odgova-

ra osnovnal integralnold reprezentaciji (3.3.1) za sludai kada
St 1spunjeni uslovi "a',.

Neka je Cz razrez u desnoj poluravni s=x+iy du? horizon-
ralne poluprave koja spaja beskonaéno daleku tadku sa tadlom
(h,y). Ako tacke z=x+iy i t=f+inN lede na C2z {(gornjoj strani
razreza Ca), tada je arg (z-§)-(F+t) = ~ 7,

Na gornjoj strani razreza Ca integralna representaciia

(5.3.1) (sluda) "b"), 2o = ® je ohlika:

——

FUZ*,2%) = Ulx,y*) + 1.vix,y*) = P(f{z")) =

o~
= f {gl—kR@[{(;*)Eﬂimt*:+kfz:j+i.E.Im[{(;+)e—tﬂ:—1+kle3}.

L A

r (BT R) -k, qE |, - (3.35.4)

Ako tadka 2z = % + iy ledi na C3 (donjoy strani " AZY B A

Ca) y integralna reprezentacija (3.3.4) je ablika:




A .
EEin,E)]*f{(ﬂ‘““[ﬂ(&,y)]t+iEEv(E,y)]i)(szﬁﬂ)—l*“fzdi, J.E.470

3 formula inverzije koja odgovara integralnoj representaci)il

elobla w*—anpalitidke funkcocije na razresud Cw Je1

RalF(z)1E + ix-Imlf(z)]F =

X ~ ~

o j dm (Lt ,y) 1T + ilvik,y)1*) % o 2
Mo —— — - . c#2m

o (dg =)™ (B 2Z)—mrkrz]

Q -
= (Z.3.3)
L Hid“([ﬁiﬁ,y)]*fﬂk“1'+ iLvix,y) 1) . k#2m.
(du=)m

Noka su Mo i1 ¥y koordinate poCetne tatke zo konture inte-
grazije I u integralno) reprezentaciji (3.3.1) sludaju "c'.

Frotpostavima da je levi kraj pravolinijiskog razreza Cx koji
spaja 2o sa tatkom (a,vy), {a¥’e), i da je na U= (gornjo) strani
rarrera Cwx) arg(z-3). (I+8) = O, (kix). Tada je integralna vrepre—

seeptacija (3.3.1) na C% oblika

Flaz+,2+) = Ulx,y™) + i-vi,y") = P(fzm)) =
®

= ] GermeuE,yT) + ARV ,yT)) - (E-ER) TR 2dE (Z.3.8)
Ao '

a niena formula inverzije 1ma oblik (3.3.3) ako je *e putetns

tatka integracije.

Graniéni problemi za linearne x*—areclarne diferencijalne

jednadine n-tog reda

oristedi se osnovnom integralnom reprezentacijom we—ana—
lititkih fFunkeocija (F.3.1) 2 formulom inverzije (3.3.3), bao L
neltim poznatim rezultatima 1z Polo?i jeve monograftije [160) re-
xicemnn nekoliko graniénih problema veranih za homogene linearng
wk~analititke diferencijalne jednatine n—tog reda sa bormstant-

Mim kocfici jentima.

Froolom 3. 5.1, Neka je oblast B gornja desna cetvrtina kom—

pnleksne ravni z=H+ly, (>0 1 yr0). Naci ono regularnoc resenjisa

e o —— PR x & > H
flu,z2) = uGe,y) + ivit,y) wk—areolarne diferencijalne jednacino

1T

n -
Doef = 0, N £ IN, (Z.3.7)

neprekidno na rubu I oblasti G, osim mo2da u (0,0, <133 su
realni i imaginarni deo su  dovolanao puta diferencijabilne

funleije koje radovol javaju granicne uslove
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, o o T o~ - -
AE T Am AU, Y) =l ATV N, ¥) T lyuo T Pm i) oxt™h, Ogxdlo 3.3.8)
AV e = 0, OLiy<®,

(m . O' 1, 21---, l"l""'l),

L

jde su Pu) date neprekidne funkecilje od ¥ za OLH{®, &, 1 bm

‘@alne konstante takve da je a% + bh # O, (m = 0,1,..., n—-1), i

3= A= k | d= 3= ko &

on g w— ﬂﬂ T — —— g S

+1——-——
dn=Z  JyR w du ’ 3T Ay®  u dx

81

ith

1z relacije (3.2.10) sledi da je opSte resenje, Jednadine

. Ge7) oblika:r
-4

Fezy = ) y3-f,(z), (3.3.10)

i=o
de su $, = f4,(2), (j=0,1,2,...,n~1}, proizvaline x*-analiticke
wnkecije i pix,y) = vy,
Neposrednom proverom dobijamo da za proizvol jnu  komplek-
N fuankei ju Fr(zy=u* G ,y)i+iv*{x,y), €iji su realni i imaginar-
1 deo davdljna puta diferencijabilni, u opstem slucaju vaie

aedinakosti:
v B

d.~ " | _
dZaZ - za (AsuT ¥ 1ebave),
4
dyx 7 1
27335 © oa Bahau® 4 i-8zAzve) = o (AUt 4+ i-ATVe),
& F B % W OF 8 ¥ 8 B %W N = 4 @B 4 @ §g W E R S S 8 EF S B S S A S 8 B EEB (3_‘5.11)
din £ {

qzmgzm = E;; { avu* + i-ﬂTV*), m & N.
Odatle sledi da je za funkciju (F.3.10):

im 2
m  —m d, « +

" =2 Aam,

= ATQ + i+ARV, (3.3.12)

de je D = d.e/dZ i D.x = d,« /dZ, pa se graniéni uslovi (3.3.
Y transformisu u oblik:
Rel (%—2a, + ibm) DM (Dix $) I lpoe = Pplx) ssk—1 (3.3, 13

(m=0,1,2,...,n-1),

Iz
— N-4 n-q
Do £ = D:~<Z yIf4) =‘z JOI=1)eun (Gmmtd)yd—me (3.3.14)
-0 =M
ledi da je
=i m
= m —_ . . . Cl""‘- I......m - To
11Du‘{Dn“f) — 2;,J(q_l)-.-(J"m+1)-2m-EE;(VJ fi). (3.3.15
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Primenom farmule (3.2.7°) daobijamo:

-4 J-m
— m
D:k(DTKf} %= Erj(jml)...(j-m+1)[ Ej 2mY (V)(jﬂm)...
3:_.-;' Y=pn
am-—v{
e (i—mmy+1)yd—m-v. 2 ] = (3.3.17)
éym—v
N-4 j-m a p
m . ] m=—w 4
= 2m-v () F(j~1) .. Limm—Vv+1l)yITMTV
E E REAE ] Y Sy~
J=m V¥=0
i
- a=m— 3£
™ 3 o o M i - 3 - b
Om Dm ) lyoo = E;g ¢ "0 it (Gomam ) veer (33018
Jam
Uvedimo sada nove x*-analiticke funkci je:
o dEm—3f  (z2)
’TJ e — N\ (4 L I m Y i 3 E_ b —
Iz = 2_ N L woeraraal (M=0,1,000,n=1). (3.3.19
=m
Granitne uslove (3.3.8) i (3.3.9) molemo napisati u obliku
L= 22 P (X y) = Bmbm(x,y) 1y o = Puladu "1, Ogx{®  (3.3.20)

Fa(O,y) = 0, Ofy<®, (%.T.21)

gde su g...(z) = "-F,..(:{,y} + iv,,y) funkcije oblika (3.2.19) 1 m=
= Q, 1, 2, ..., n—1. _

Time =mo dobili n granicdnih problema (F.3.20) 1 (3.3.21)
za odredijivanje xk—analitickih funkcija E;(z) na oblast: 0G.
Na osznovu (3I.3.1) i (3.2.2), resenia grani¢nog problema

(2.3.20) i (3.3.21) traticemo u obliku

-

; 4
Bwn(2)= f [H‘““?m(i,y)+ii-¢mfﬁ,y3J(Hz-iz}“**“’z dt , e Z. 22D
o

gade su Balz) = Waln,y) + i-¥vm,y), m = O, ly0.-4 n=1, funkcije
analiticke u oblasti 6 takve da @ ¥mlwze = 0. Iz foramula in-

verzije (F.3.3), za Oix<», dobijamo da je:

Lam*Pm(,Y) = Dmedtodmli,¥) 2y o =

X

b O [ Bank T R (h,y) = i¥m(k,y) ], _&a s
'd:'f. Tdﬁ‘z)_'l ol lV:’Q'(Hz Hix)"d*lﬂ;ﬁ.’"’ T«
O
Am T LA - " L1 .
Moadd e '!y m M - 'IY__ !y:ﬂ . k=2J

(du=) 3
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2 .
; j@ 3 = /21 i v o= tuda:
gde je ) Lk/21 1 % F(G+1-R/2) T (k/2) «+ 13 otuda

LAm  Pm (2 syY) = Dme ¥ (,¥y) 1], o =

A ~
3 tc— 1
dx (d=) (= — (=) —d+wWr=
0
= ~ (3.3.24}
4 GILP,, ()=
. oo 3 » K = 23,
(gx=2) 4
Eam=0, 1, w sy I"I""i..
Na osnovu (3.3.21), moemn da pretpostavimo da je

(=% 4 0) = = (% ,0) i P(-1,0) = P,o(x,0). Na ta) nacin dobi jamo
n Hilbertovih granié&nih problema za analiticke funkcije na gor-

njoj poluravni z=x+iy, oblika
LamPm (oY) — Dot o ¥, ¥))lpsn = Wmix), —0LuLe, e 2S)

gde je wmix) za x>0, funkcija odredjena desnom stranom jedna-
kosti (3.3.24) i Whi~%) = w,(x) za m=0,1,...,n—-1.

Time je grani&ni problem (3.3%.8), (3.3.9) sveden na kona-
&an skup Hilbertovih problema za analiticke funkcije w gornjol
poluravni koje na realno) osi magu da imaju prekide u koordina-

tnom pocetku.

Froblem 3.2.2. Neka je B gornja desna dcetvrtina kompleksne

ravni oz = ® + iy, (x>0,y>0). Na&i ono resenje ?fz,i) = Wisx,y) +

.8 iJ?%x,y) whk—diferencijalne jednadine
D« = O, N & M, (E.32.77)

neprekidno na rubu I’ oblasti G, osim moda u (0,0), ¢ijl su re-
alni i imaginarni deo doveljan broj puta diferencijabilni 1

zacdovol javaju granidne uslove

REIDT Flly_e = Pmlx) , O§x<®, (3.3.26)
IMLDN flluzo = O s OLy<o, (3.3.27)

1 xa z + dopunski uslov
Fez,2) = OClz %), z=G6, (Z.3.26")

gde su Pw(x) date neprekidne funkcije za Ogx<®e. 1.

S obzitrom da je opite regenje Jjednadine (3.3.7°) dato
farmulom (3.3.10), iz (3.2.14) sledi da je
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n-4

Rel Dl £ =-Re{z J(3=1) e (J—m+1dyd™™Lu, + ivyd: =

H—d dz=m
L2 3G~ .. Gmmrl) ydTmug G, y) (m=0,1,.0..,n—1), (%.3.28)
Jzm

gde =u fyi,y) = usl,y) + ivy(x,y) proizveljne x*-analitichke

funkcije. Iz (3.3.28) sladi da je:

RefDox fllyse = m! -Umix,0), Oguinm, (3. 3. 29)
n-4

ImC D~ ?]Iﬂ=g=_z 3 i=1)e e, (J—m+l)yd—mav,y(O,y), OLy<®, (3.3, 50)
J=m

{m-0,1,8,...,n—1).

S obrirom da sistem homogenih linearnih jednadina

Z j(j-l}l"-(j-m+1)yJ*mV-j(D1y) - Cl, m=011,---,n“1, (3-3-31)

J=M
za avako yeL0,®), ima samo trivijalna resenjx, graniéni uslovi
(3.3.26) 1 (3.3.27) svode se na n  graniénih problema  zZa

u-analititke funkcije fa({z) oblika

U (3¢, 0) = (1/M') P (30) , OLu<?, (Z.3.32)
Vam (D,y) = O , Ogy<eo, (3.3.3)

{m=0,1,...,n—1).
%5032,

Ma osnova (3.3.1) resSenja granicnih problema (

(3.3.33) tradicdemo u obliku
#m(z) = I [x‘““uﬁ(ﬁ,y)+iiv$(i,y)]-(H“HEE)”l*“’sz, Z.3.348)
s _

(_ﬂl:‘:),l,-..,n“'l),
gde su fR{z)=ud Gi,y)+ivi(x,y) funkcije analiticke u oblasti &
takve da je vmlxkzo = 0.

Iz formule inverzije (3.3.3), za Ogu<®, dobijamo da je:

»* ot
_ﬂ d dAP,, (B2 =] o D
m: dx (dg=) 4 (w2 - gR)—Aveoz T ) b
=] .
e (32503 = (3.3.35)
| H dJEL(H}x“"i -
m!l}:l (d:{Z)J .. k = ‘;;J, (m=0,11_._1n_.1).

| Frotpostavimo da je ufh(—x,0) = un(,0), (m=0,41,...,n—1),
i da funkcije um(x,0) na celonj realnal n0si zadovol javaju Holde—
raov uslav. S obzirom da je va(D,®) = O za m=0,1,...,n"1, pomocu
Schwartzavog operatora (1.3.3) dobijamo da su analitifke funi-

cl s (=)




' g | HU;(t10)-am .
miz) = upix L v O3 = = - dt + am (. 3..56)
tmiz) i (3t yyY+ivy (s ,y) m I t - 2 ’
gde je am = Um(®,0), m=0,1,...,n~1.
S obzirom da je lim fh(z) = am, L1361, [68]1, sledi da
xn —ron

funkeije fa(z) definisane relacijama (Z.3.34) zadovol javajiu
asliov (3.3.26°). Zamenom jednakosti (3.32.36) u (3. H.Td) dobi ja—
mo n x*—analitickih funkcija fm(z) neprekidnib u zﬁo, koise su

ratenja granidnog problema (3.3.32), (3.3.33):

[ 1 f 1)
| um(t - a
/22 e ERYy™ACW DL L " m 1 m +
[ £E<) TH RL[”i I r—— dt 3

o oa - oo

1 (t sO) — am —
+ iE =Im{ oy j ) _*a dt 12 df, m=0,1,...,n—1, (3.3.37)

gde su f5(z) = uRix,y) + ivaix,y) analitidke funkcije odredjene

F{k/2) F(l/;)
- . ( . -"'.l" — . . - -—] m--—-—
ralaci jama (3.3.36), % k, iy, b a S F(k/2 + 1772

Redenje graniénog problema 3.3.2 dobija se kada se u
(3.3.10) uvrste funkcije f.(z) date jednakostima (3.3.37).

Problem 3,3.3. Neka je oblast G deo ravni z=x+iy za koji Jje

0<u<m i Olych=const. Naci ono regenje £(z,2) = Tix,y)+ivVix,y)
wrE—areolarne jednatine

Dix £ = O, (3.3.7° )
neprekidno na rubu  oblasti 6 (osim, modda, u tackama (0,0 i

(O,h)), koja zadovol java granié&ne uslove

[%%=2amAM0 (5, ¥) =DmATV (%, y) Tlpeo = Pmlx)xk=1, O, (Z.2.38)
LRt AR (%, yY) —dmATT (3 y) Tl ynr = FmGedxk=—2, Ogxc®,  (3.3.39)
AT VI%,Y) lume = 0, Ogygh, (Z.2.40

(m = 0, 1, 2, vu.y N=1),
F(z) = 0Cjz|n), kada z + o, (3.3.40")

gde su EL(%) i'¥;(x) neprekidne funkcije za 0I{X<%, amy Dm; Cm,
dm realne konstante takve da je akL + bn ¥ 0 i cd + dy # 0, (a=
=0,19e0.qgn—1) i |

3= 32 K 3 5= 3= kK d

——lialeii Apbire— + — g — &2 E e — ——— - gy SeES— :

A o
: dx= dy= X ax du= dy= X dX

il

FPotavii od opsteqg redenja (3.3.10) jednacine (3.353.777),

postupkom sliénim kao u slucdaju problema 3.3.1, dobijamo da se




granitni-uslovi (E.E.Eé) i (3.3.39) transformidu u oblike:

el (xkmtantibm) Dk D F1iyon = Pm(x) oxhTh,y OLx<e, (3.3.78")
Fal (x*—3Cmtidm) DO Die Fllyan = W (1) k1, Ox<o, (3.35.39°)

(m=Q,1,..-,n"1).

Iz (3.3.17) sledl da jes?

n-4
m =m ~ DR TR il L2
Jz™
i
N-{4 i-M N £ ()
4N 1} ) —rryem m=W¥4$ 4\
D.. H(DHu$)I,u -j{;{ EM“V(V)J...(J—m—v+1)hJ v 3y Jiyznds
J=wm ¥z0
(n=0,1,2,..0yn"1), (Z.Z2.41)

pri éemu su Sve 0OVEe funkci je x*—analiticke.

Ako uwvedemo nove wk—-analitidtke funkci ie:s

Nn-4

~ _. om  aymm—af ,(2) .
Bp(2zy2) = ji?’“ J-{m_j)'g!- Sy Em— (Z.3.42)
Jsm
i e ' | am-vg , (z)
e € E{Ei 2m—w )J(J—l}...(Jﬂm“v+1)hi—m"* ~
bym—v
j=m V=0 (m"O 1,...,..-,!’1 1), '_‘-.-;..4"?}

graniéne uslove (Z.3%2.38), (3.3.239) 1 (Z.2.40) mozemo, takodie,

napisati u obliku

[kt anB (3 ,y) ~ DmbmOGtyy) T lyzo ¥ PmGIxT5, ogx<m,  (3.3.44)
bt et (%yy) — OmPm(ay) Tlpan = PmG1xET8, OLuLm, (3.3.45)

i

e {O,y) = 0, Pm(0,y) = 0, O&ygh, (.3, 486)

.-

(Z.3.42), Tm(z

li!--.'.é'i (3&-..'-4-_" 1 ITI--O 1,---,““1-

gde su é;(z,ﬁb $ {x,y)+i-$;(x,y) ww-analiticke funkcije oblika
3

) = & {3 y)+1bm(>,y) we—analitidke funkcije ob~

Analognim postupkom kao i u problemu 3.3 1, korisdenjem
formule inverzije (3.35.3 ) ga graniénih uslova (3.3.44), (Z.5.45)
i (3.3.46), prelazimo na graniéne probleme Hilberta na oblasti
B=¢(x,y) ! —@ix<o, 0<y<h} 3 |

Eame®m(%,y) — Bmodo¥m(x,y)Ilyoo = Fmxd, —oln{R, - (3.3.47)
Tmtx), —of L, (3.3.48)

Ecm-dﬁ(x,y) RFCPRPEUIRY . i § ORAVD [ ) PO S

gde su Bm{z) )= (3¢, ¥ )+l ~¥mix,yY) 3 M (2 ) =0l (% )2 - PmiX,y), @0,
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l,...,n—1, traene aﬁalititke funkcije, Pnix) funkacije defini-
sane desnaom stranom jednakozti (3.3.24), Ym{x) funkcije defini-
sane desnom stranom jednakosti (3.3.24) kada umesto funkcija
P8 i Fpix) u Formulu (3.3.27) uvrstimo Pm(k) i $m(x). Fritom
je uvedena dodatna pretpostavka da je Pu(—x) = P,(x) i P, (—x) =

- li,m(:‘:) Ea m=0,1,---5n_1-

Froblem 35.3.4. U kompleksnoj ravni data je oblast B = {(x,y)!

r "

b o ¥ O, y » 0 . Nadi, regularno u oblasti 6, resenje f(z,z) =

= ul(K,y) + i=-v(xn,y) xt-areoclarne diferencijalne jednacine

P agl

n-4

Dixf + daDi%' F 4+ vev 4 du_sDux § 4+ O F = O (Z.3.49)

i

sa realnim koeticijentima d,,d=24...,dn, koje zadovol java grani-—

Etne uslove oblika

[H““‘amﬂTG}x,y)—bmﬁz$(m,y1]|y=¢ = $M(H)-x““‘, QOlx«@, (3.3.50)
B2V (% ,¥) ao = 0, OLy<® |, (m=0,1,...,n—1), (3.2.51)
Fiz) = 0(lz}™, =z + © (Z.32.51°)

gde su Fm(x) neprekidne funkcije za 0§x<®, a am i bm realne
kanstante takve da je ah + bi # 0 za m = Oy 1,..., n—1.11

Kao 1 u prethodnim sluéajevima (problemi 3.3.1 i 3Z.3.2),
granitni uslovi (3.3.50) transformidu se u oblik:

Re [(x™~%:a, + i'bm) +DusDawfIlye = Plu)oxk=3, (I.3.52)

Ovde cemo resiti jedan partikularni sluéaj problema 3.3.4.
Fombinaci jom tog resenja i metode kojom je reden problem 3.3.1
noguce Je resiti granidni problem 3.3.4 u opétem sludaju.

Pretpastavimo da odgovarajuéa karakteristiédna jednadina
B0 4+ 8™ 4+ dob™ @ 4 ern + dueyd + dn = O (3.3.5%)

ima n razlicitih realnih redenja ri, Fagccey Fae.
U tom slucaju Jje, na osnovu (3.2.29), opste regularno

racenje Jjednacdine (F.3.49) oblika

)]

et

Jad

gde su ¥, = $,(2,2) proizvol jne funkcije x*—analitidke u G.




S abzirom da je2, na osnovu dokaza leme 3.2.1

m n

m -~ d"nf .

Den ¥ = 20 ——w— = E_hm-exp(rj-y)-?,(z), (F.2.55)
dim dz 4 4

postupkom sliénim kao u (3.1.387) 1 (Z.2.7°) dobijamo da Je:
doe § N d. Cexp(ray) P (z)]
—= P m ™ - Up(rayd) =¥
D% (Dux £)= 2% . . e,
dZmdZm §£~4 dzm

R ind
et

axA4

-y

L
$}1
m—wDw  \ptv) , + ™
E (V) - Fid tP'j E}.p(r'__,y)l

i
LN
W |

)

rm

) pRmevRv i () eexup(ray), (3.3.56)
4 <

il
e F
™
~13
< 3

pa 3&

7" i
= m r~ Ll NS )

i=4 v¥:zo

Ako uvedemo nove x*—analiticke funkci je oblika

n bl
J _ 6 o ::'.
Bm(2,2) = Ei E;fm) pr2m—vlv Palz) , m=0,1,...,n"1, (3.3.58)
v ! Oy
iz 4 ¥z

grani&ne uslove (Z.2.50) i (3.3.51) molemo da napisemd U obliku:

k3 e Pl y) — bBabmGiay)Ilyzo = PmGOxR"1,  Ogxd®,  (3.5.99)
T (0,y) = O, 0$y<o, (3.3.60)

e

gde su Bm(z,§)=?m(x,y)+i-$;(H,y),{m=0,1,...,nﬁl), uk—analiticke
funkcije oblika (3.3.398). |
Redavanje problema (3.3.59) i (3.3.60) dalje tece isto

?

tao i u sluéaju problema F.3.1.

Problem J5.35.9. Na¢i regularno, u oblasti B = {(x,y)ix>Q,y>0},
resenje ?(Z,E) = ou(x,y) + i-vGi,y) ww—areol arne diferencijalne
jednatine (3.3.4%9) sa roalnim koeficijentima dyye-.y dn, NEpre-
kidno na rubu F'nbiasti G (osim, moida, u (Q,0)), koja zadovo—

1 java graniéne uslove

Re [DM<Fllu,o = Pmlx), O0&x<®, (Z.3.61)
Im (D fllu.o = O, OLy<ws F(z) = 0Clzim), z + © (Z.3.62)

gde su Fmix) neprekidne funkei je za 0dx<w. i)

Pretpostavimo, zbog jednostavnosti, da su sva resenia i,
Fagenrs sl n adgovarajuce karakteristidne jednadine (%,.3.93) raz-

licita. U tom sludaju, na osnovu (Z.3.61), sledi da Je
" . '

)3 r?-Egtx,ow = P lx), (3.3.63)

Jx4




'“ -

2 rrRL 0,y = 0, - (3. 3. 64)

a4

(M=0,1,0..,n=1),

gda su ?,(E,E)=ﬁ4(x,y)+i-F;(u,y) proizvol jne x*-analitid¢ke fun-
kci je. S obzirom da su, po pretpostaveci, kompleksne konstante
ry (i=1,2,...4n), madiu sobom razlicite, sistemi linearnih jed-

nacina (3.3.67) 1 (3.3.64) po o,(x,0y 1 P4(0,y), respektivno,

imaju jedinstvena resenja:l
Ly (y,0) = Fjyi{x), Oiu<w, (Z.3.65)
Ps{(O,y) = O, Ogydo, (j=1,2,...,n). (Z.3.88)
| Redenja ¥, graniénih problema (3.3.65), (3.3.66) tratimo
it obliku
x
W, (z,3) = J [x2=% ool (E,y)+i «b«Po(E,y) v (u2=E;)—21+kr2df (3.3.67)
L]

gde su WPy(zd)=d,(x,y)+iPy(x,y} funkcije analiticke u oblasti B
takve da je py<(0,y)=0. Iz formule inverzije (3.3.3), za 0Ogu<e,

dobijamo funkci je

X

d [ dOCF,(5) «§m—2] . -ds
“'"E'j (d&=) e NUESrE T v L
o, (x,0)= ° | (3.3.68)
AOLF 4 (3¢) vy =1
‘H‘"C 3 W 4 ] k=2g,

(dx=)® ?
(i=1,240ae4n).

Ako pretpostavimo da Jje ofy (=1 ,0) =o,{x,0) i da Ffunkcije
«,(x,0) na celo)j realnoj osi zadovoljavaju Hilderov uslov,
tada, pod pretpostavikom da je Py{(0,2)=0, za J=1,2,...4n, ROMO™

tu Schwartzovoyg operatora, dobijamo da je:

DO
1 of;(t,0)—a
.PJ{Z)=d4(}=,Y)+i -ﬂJ(H,Y)= L J‘ Jt--:. - 3 dt + 'z P (5. 5.6}

gde je aj=of (»,0), (j=1,2,...,n). Zamenom (3.3.69) u (Z.35.67)
dobi jamo resenje problema (3.3.65) i (3.3.66), neprekidno u z =

= 3, u obliku:

Pylz,x) = E;(x,y) + i-g;(x,y) =

b | o0
_1_ I ﬁ_j(t,ﬂ)—aj
i t

= b+ I (32-§F) "1+ks2.[x21-k.Re -

- 3
o
1 [ oy (t,0) - a |
+ ickeIm — I 2 = g——i dtidk, (3=1,2,...,n), (3.3.70)




F(k/2) T C1/2)
Do (K/2+1/72)

gde je t=k+iy i b =a, y (j=1,2,...Jn).

Time dobijamo i resenje granicnog problema 3.3.5 pomocu
formule (3.3.60) =za slutaj kada su koreni karakteristicne
jednatine (3.3.59) razliditi.

Pored pomenutih grani&nih problema mogude je na slican
nacin unpétiti.titav niz grani¢énih problema zZa wr—analiticke

funkaci je.

%Z.A. Reprezentacije p-analitickih funkeci ja i jedna priblizng

metoda

Videli smo u prethodnom paragrafu da je osnovna integiral -

i

na reprezentacl ja p—analititkih funkci ja sa karakteristikom p
R A (k=cmnﬁt.50), od velikog znataja za redavanje granicnih
problema za tu vrstu funkcija.

Folo®ij se u [160] bavio i reprezentaci jom p—analitidkih
funkcija u op&tijim slucajevima. Ovde cemo pomenuti neke od
rezultata uz pomoé kojih se mogu uopstiti graniéni problemi iz
prothodnog paragrafa.

Neka jé G* oblast u desnoj poluravni w = o+i-Pp ogranice-
noj odseikom L* na imaginarno) osi i kKrivom monotonom u  odnosu
na pramenljivu o. Dznadimo sa N skup funkcija F(w) = UCd,P) +
+ iV(cl,p) neprekidno diférenciiabilnih po o« 1 P u oblasti 6™, a

sa N skup funkcija definisanih u 6" integralnom formulom:

Fiw) = Ulel,p) + i-V(d,P) = PL(F(w)) =

o |
= J [U{E,ﬁ)-¢14k+i-ﬁviﬁ,ﬁ)J(i=~E=)“1*Hf=dE, k=const. >0, (3.4.1)
ili , |
Etw)'='£'U(dt,ﬁ)+i-¢“-V<dt,ﬂ)J(lvt?)“l*"’zdt O (3.4.1)
i, specijalno:

~ TR/ T (L/2) | . N
UC0,0) = oo osmryys, tU 0P, V(0,B) = O. (Z.4.1°")

Formula inverziije koja odgovara integralnoj reprezentaci-

ji (3.4.1), analogno (3.3.3) ima oblik

UCol,P) + is6sV(o,P) =




s k#2m

1.

]

}

ol ~
- J (E,P) -E*—2+iV(E,P)] - &dE
0

(5.4.2)

P‘_d_gmcumc,m-rzw-t + iV (L,P)]
(dol2) ™

sy kK=2Zm,

gdr su konstante m i M istog oblika kao i u (3.35.3).

Skup funkcija N naziva se klasom polaznih (poédetnih) fun-—

beija . & skup N- klasom integralnih transformacija funkcija iz

N.

Neka su A 1 v realne konstante. Formul om

da.oE(w) 1 aU AV i v au
: Lo o8 LYy o 1Y 4 e (2_4.3)
Aw 545 s T 2 'sp T Vx

dofinidemo operator diferencirenja sa indeksima A i v , a for-

mul om
da.oF(w) 1 a0 A av i av N
. = 18U A 8V Ll g vy, (3.4.4)
dw 5" 3P T o* s 2" '3p Y

daefinide se operator diferenciranja sa indeksima A 1 v 1 karak-—

terictikom o* . Obe operacije definisane su na klasi svih funk-
cija kompleksne promenljive w=d+iP koje imaju parcijalne izvode
po o 1 P,

Dokazano je da va2i slededa jednakost:

Oa oF (W) A . oF (W)
[ ] R - +“ . - (3- -=
™ | ETE VO,P) Pt v ) 4.5)
| | : da.F
Iz (3.4.3) sledi da operaciji diferenciranja A'di(w)
klasi - pclaznih funkcija odgovara operaci ja diferenciranja
da.oF (W) A
A'di_ﬁ- u klasi N (sa taénosSéu do na 5ab1rak - E—E-vfﬂ P}, ako

je@ V(O,p)#0). Zbog toga se, u nekim sluédajevima, pri resavanju
graniénih problema za sisteme diferencijalnih jednad¢ina sa pro-
menl jivim kueficijentima, moze predi ha-jednustavnije granic-
na probleme za sisteme diferencijalnih jednadina sa konstantnim
koeficijentima.
Neka je w(z)= o+iP analitiéka funkcija promenljive z = x+
+ iy koja preslikava datu oblast G na oblast G* u ravni w=d+ipP,
i neka JjJe p = pld) pozitivna realha funkci ja. Tada su spregnute
promenl jive koje odgovaraju karakteristici p=p () oblika (Z.1.
27) . | |
- Specijalno je, za p = o* (k=const.>0):
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—— a %

- dw ’ dZ dw

ﬁﬂ{ix,ﬁ) Oy ,af(z,F) dpf(z,F) _ doa,-af(2.3) 0 g 4
(1§

i~

atakla sladl da je:

fF (.3 i df (w, W)
duflz,2)  _ 2 .0¢0,p) + Fo (- ——1—), (%.4.7)
dZ 2.0l i +dw
:
Fi(z.2) 1 df (2 .3)
dpf (=, = v (0, B) + Py () (3. 4.8)
d7 Dt 1w

qde  Jje f(z,2) = ulx,y) + i-vix,y) integralna transformacilea

funlkel ie F(z,2) .

Speci jalnc, =za p = x®¥, je ow = of + 1P = 1.2 1
wl—h e el
7 = — i e 7 = - i {(Z.84.9)
Z y 1 . ":: 3 Y k + 11
i £ (= = Lt v ‘ [y’ u
dpf(z,®) _ 1 eu 4V, 1 8V . 2H, (3.1.38°)
dZ 2 oy  ou%* ax 2 oy 9%
def(z,3) _ 1 80 1 eV, 1 4y . 0, %.1.39°)
dZ 2 oy TR $ X 2 oy -3

pa j& ofito da rezultati paragrafa 3.2 i %.3 predstavl]iaju samc
jedan speci jalan sludaj teorije p-analitickih funkecija koji Je

moguée izgraditi.

O drugim integralnim reprezentaci jama n—analitidékih funkci ja

Neka ie flz,z) = uld,y) + iavis,y) st*—analitidhka funkcijs
pramenl jive z=x+ly, definisana osnovnom integralnom reprezenta-

cidem (F3.3.1) w oblasti 6. Funkcija
Fri{n,2) = urlu,y) +"iv*(x,y) = E(ﬂ,y) + iJ?(H,y}-x—“. (Z.4.10)

jo kompleksna funkciia pridruiena wk—analitickoj funkciji +.

L.ako se proverava da vaii slededa jednakost

dt” - ‘ (= — £%), (Z.4.11)
dz 2(z + Z) |

1

na, pored relacije (5.1.4) imamo jod jednu mogucu vezu izmedju
pmanélititkih funkeci ja i'umpétenih analiticekih funkciia Vekui-~
aag tipa.

Iz (3.3.1) dobijamo da je:
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Cfe(z) = ou*le,y) 4 ivef(x,y) =
1

:
2y ke

.
it
]

Z
J F(L) (=) —d+kr2(a48) R 2dE + £(§) (z-8) R /2 (z+}) 2 ¥R/ 2ds
zﬂ'

= J u,0dz + i-vi(E,ndz, O (3Z.4.1D)

Zs

gde s Z i1 Z spregnute promenl jive zavisne od {=f+iy:

di
dZ = (z=§)=2+k/R(z43)R/2 o 4 (z=§)ROE(z4p)TEvRoR
(X.4.13)
ds | ~ dt
dZ = (z=§)=3+k/Z(z43)kr2 S0 o (Z-y)MrE(z45)m3veo= oo
Loje odgovaraju karakteristici p = x%,01581, [15%].

Jadnakost (Z.4.12) naziva se drugom_ kanonskom formom

asnovne integralne reprezentacije p-analitiékih funkcija od z=

=x+iy sa karakteristikom ps=u* (k=const,.,>0).

Sliéno kao i kod formule (3.3.1), formula (3.4.12) vali u
sledeca tri sludaja:

a) ako rub oblasti G sadr2i odsedcak L na y-osi, v = 0 i
ako je za proizvaolinu tatku na L, (f(z) & M)

b)Y ako je zo = ® i za = <+ @: £(2)=0(|jz|"*"*), e=const. O,
(F(2)EMy) g '

€C) akD je 2o%¥ @ 1 za z3zo: F(2)=0(|z-Zoi™2*®) ,{(f{(z)=Mzy).

Fomenimo jos da se u 160 mogu nadi 1 neki specijalni
slucajevi integralnih reprezentacija #€%-—-analiticékih funkcija
anutar vertikalnih traka u kompleksnoj ravhni, kao i unutar
sblastl ogranicenih parabol ama.

Fored toga £160] sadrii i osnovnu integralnu reprezenta-
ziju p—analitickih funkcija sa karakteristikom p=exp(olix,vy)),
jde je o(x,y) harmoniiska +funkcija. Fomenuta rapreéantacija,
*bhog svajelslaiennsti, ima samo teorijski karakter.

U radu £168]) autor je, redivdi priblidno jedan granidéni
aroblem za p-analititke funkci je, dosao do jos Jjedne reprezen-—
taci je p—-analitiékih funkcija.

Ako u sistem parcijalnibh jednaéina, kojim se definidu p-
analitiéke funkcije uvedemo smenu v, = v/p,gde je vy = vy (x,y),

Jobi jamo sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina:
Uye — (Vady = vyepl/p, Uy + (Vi) = =viep/p. (X.4.14)

Sistem (3.4.14) se na wobidajen nacdin svodi na areoclarna
jiferencijalnu jednadinu oblika

Df = - (f - §). . (3.4.15)
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gde je D = 2-8/d2 operétnr Kolosova 1 f(z,2) = ulx,y)+iv, (t,y).
Na ocsnovu teoreme 2.1.1, opéte redenje areolarne jednacine

D
Df = — f-—F Z.4.15")

2p

je oblika £ Q(z)p—*-2, gde je Q(z) proizvolina analiticka
funkcija. Ako u jedna&inu (3.4.14) uvedemo smenu V = faptr=2,
dobi jamp jednadinu oblika:

Dp

DV = V. (3.4.1&)
EJPE
Speci jalno, ako je p = p(x,y) pozitivna realna funkeciia,

jednacina (Z.4.17) se svodi na areoclarnu jadnadinu:

DV = Ve (Z.4.17)

' Pretpostavimo da je koeficijent Dp/2p jednadine (3.4.17)
analiti&ka funkcija. S obzirom na Cauchy-Riemannove uslove, to
znati da realna pozitivna funkcija p=p(x,y) zadovoljava sistem

parcijalnih diferencijalnih jednacina
Prun*p = (Pr)® = pyyp — (pPy)=, (3.4.18)
P'Bruy — Pr*py = 0 . (Z.4.19)
Iz (3.4.19) sledi da je:
(Py/pP)A = (Pyy*pP — Py Px)/p= = Q,
tji. py = pix,y)-gl(y). Otuda je: p,y) = exptj glyldy + f(u)) =

= Gy)Y-Fx), (BC{y) > O, FO:) > 0). Kada tako dobijeno p(x,y)

uvirstimo u (3.4.18), dobijamo obicnu di%efencijalnu jednadinu:
CF (R)/F(x)1’ = [G' ' (y)/B(y)1’ . (3.4.20)

Kako leva strana jednacine (3.4.20).rzavisi samo od x, a
desna samo od y, sledi da je: F(x) = kirexp(ax=® + bx), B6((y) =
= karexplay?® + cy), ki, kz,a,b,c € R, k,>0, ka>0).0tuda )= opsta
resenje sistema jednacina (3.4.18) i (3.4.19), oblika:

plx,y) = prexplai(x® + y?) + bu + cyl, (Z.4.21)

gde je H“,a,b,c & R, »:0,
Ako ne zahtevamo da p = p(x,y) bude realna funkciia, =z=a
nase potrebe je dovol jno da pretpostavimo da Jje koefici ient

jednacine (JX.4.16):




Alz) (Z.4.22)

- .Dp_
EJpﬁ

analiticka funkcija. |
Ako su pomenuti dodatni uslovi ispunjeni, u oba sludaja

me sistem {3.1.2) svaodi na areclarnu jednadinu
DV = A(z)V, (%.4.23

gde je A(z) analiticka funkcija.

Pretpostavimo da je we(z) data analiticka funkcija na
ograniéenoj prostopovezanoj oblasti T, takva da su koeficijenti
njisnog razveja w Taylorov red, realni brojevi.

Mi trazimo redenje V = V(z,Z) areolarne jednadine (3.4.
2Z%) takvo da Je

oV (z,2) = welz), (3.4.24)
gde je oo operator opisan na strani 60.
Na osnovu teoreme 2.1.4, areolarna jednacdina (3.4.27) sa

potetnim uslovom (3.4.24) je ekvivalentna areolarnoj integral-

noj Jjednadcinti s
o
Pomocu formule (3.4.29) u stanju smo da konstruisemo
rekuwrentni niz funkcija:
z
vl"‘l = wﬂ + { ﬁgh—l T M = 1, 21.-- ™ (3-4-2&)
o .

Iz (3.4.28) dobijamo niz pribli2nih resenja Jjednadine
(5.8.23) u obliku:

z
Vj_ = W + i ﬁl:;cj = Wao t f-’t-$1b~l
3 %
Vg = Weo + ; AVi = wWe + f ﬁ(;g -+ a-‘P;} -
[ =] 4]
= Wo + AP, + AP, ¥
3 n
Va &= wWa + § Q_'Jn—l = We + z 'Pl.g—l'i;;h, (F.4.27)
' a : k={
Qde Je
F 4
Yo(z) = 1 , ¥, = (1/2) I wotz)dz,
| 4 ° .
$2(2) = (1/2) | A2) Walz) dz 4 ... ,
-
P, {z) = (1/2) f Alz) ePy-a(z) dz. (Z.4.283)
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S abzirom da su A(z) i we(z) analiticke funkci je u  ogra-
nidenoj prostopovezanoj oblasti T, sledi da postoje pozitivm
realni brojevi o, P i YT,takvi da je! jwe(z) (<, 1A(Z) |LP, 12147,

22T, 1 =

=
1. $(z) ] = (1/2) I We () dz\ oz jol/2 < LT/,
O
4
[Ya2(2) ] = (1/2) I Alz) WPolz) dzl < lzip/2 < P-Y/72 ,
' =]
L
I¥s{(z) | = {(1/2) I Alz) P, () dz] < opT=/2= ,
o
x
[Walz))] = (1/2) f Alz) «¥Ym(z) dz] < (PT/)F
a

W s W O E B % m @ A ™ W A M B =2 S B F % HF SR s F AR AW a» =W B N = & B 8 B B W

oms (2) ] < oPR"3(T/2)% , [Waulz)] < P®(T/2)* ,
PhmaPre] € oP*~2CT/2)% 5 k= 1, 2, «ur . (3.4.29)

Na OEHOVUI(3.4.29) sledli da je:

M
Z mu—;$h < ofp/2 4+ oPY/2)2 + oP=(Y/DF + ...
WL 4
1 —~ (pY/2)"
- == + n-1 " = :! - :5-‘4-.?{))
op P2 (T/2) (LY/2)  m—moe (3.4.3
Xto znadcil da je red
E ?k—lﬁk = lim z ?u—;$h (3. 4.31)
LN | : 'y b k4

apsolutno i uniformno konvergentan kada je ispunjen uslov
pY/2 £ g < 1, (3.4.32)

2to je uvek moguée postidi za dovol jno malu ogranicenu prosto~-
povezanu oblast T'CT. |

Iz (3.4.30) sledi da je niz (3.4.27) uniformno konvergen-—

tan 1 da je:

I1im Vha(2,2) = V(Z4Z) = we + ﬁ-z ?h_i-ﬁh. | (Z.4.33)

7y =i keq

Funkci ja WV(z,2), dobijena na opisani nacin je tacno

resenje ijednacine (3.4.23), s obzirom da va2iz

o . = =]
DV = 2A z.wh‘1-$; = AWe + ﬁa z Whm1'$k—= =
. M4 el

o o)
= ‘h:ic: + FNZS :E quh:':F;¢-l = ‘Q'(;;c. + ES :E: :Fpg—-l "P;¢Jf== ﬁﬁE;. :5-‘4.-:51‘
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Na osnovu konstrukeije, oéigledno je da funkcija (3.4.3%)
zradovol java 1 po&etni uslov (3.4.24).
Ocena gornje granice apsolutne gresSke n—te aproksimacije

Vi date faormulom (3.4.27), dobija se na sledeci nadin:

(o =)
DX

Kaned

<,

iRn | IV — Val =

O
“ ﬁwz ofpe—2 (T/2)%

Rawnagd

oL(PT/2) %2 .

lim 1 - (pY/2)° 20

« (PT/2) "3, {(35.4.30)

!

lada je zadovol jen dodatni uslav (3.4.32).

Iz svega navedenng sledl da su funkcije

"
- 1 D -
{H(Z,E) = — {We + B z ?km1'¢k), n o= N, (5.4.356)
— LY |
Vp z{pp
pribli2na resenja Jjednac¢ine ((3.4.16), koja zadovol javaju

potetni uslov (3.4.24), i da je funkcija

[~ -]
' - 1 D -
f{(z,2) = — (wo + £ Z Wi s =0y ) (S.4.237)
R S

reprezentaci ja p-analiticke funkci je definisane sistemom (3.1.

<) 1 uslovom (3.4.322), kadgod red konvergira.

Zakl jucak

U monografiii L1401 G.N.PoloZija nalaze se redgenja vedeg
wnja graniénih problema za p-analiticke funkcije, medjiu kojima
istaknuto mestao zauzimaju: problem o kompleksnom x—analitidhkom
jotencijalu sistema kruZ2nih i1 prsetenastih diskova i nekoliko
sombinovanih granicnih problema teorije osnosimetridnog poten-
tiiala za prostorne slojeve.

Veliki broj radova B.N.Folo2ija i drugih autora posveden
i@ razli&itim primenama teorije p-analitickih i (p,g)—analitid-
<ih funkcija. U teoriji filtracije,torzionnj teoriji rotacionih
:ela, granicnim problemima w teoriji bezmomentnog naponshkog
stanja rotacionib 1juski, osnosimetriénoj teoriji elastiénosti
ra rotacione cilindre i paraboloide itd.

Od nasih autora, ovom problematikom bavili sL se
1.D.Ke¢kié¢ [1001, M.&anak [31] i drugi.
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Gr-aSrma or i pr-oll eml e el ipti ke

para i Jdalmneae HJedmadcinmne viSeg reda

4.1.  Klasifikacija linearnih pargijalnih jednacina i granicnih

problema za eliptidke parcijalne diferencijalne jednacine

drugog reda

Eliptiéke linearne  parcijalne diferencijalne jednadine
dir-urgog reda igraju znacainu ulogu o teorijskoj mehanici, fizict
i mnogobrojnim primenama. Teorija grani&¢nih problema za elipti-
&ke linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda se
neprakidno intenzivno razvija. Tesko je, ¢ak, i samo nabrojati
tehnike resavanja razlicitibh graniénih problema ove vrste.  Zbog
toga ¢éemo se, u ovom poglavlju, ograni¢iti samo na najpoznatije
klase granicnih problema i opisati metode njihovog resavanja,
koje su u nepasrednoj vezi sa teorijom grani¢nih problema =&
analiticke funkcije. |

Jednatina oblika
FlXynonaPa, vaueody so=-) = 0, (4.1.1)
gde je F data realna {unﬁcija tataka %= (Hg1,..049%n) oOblasti D
eul:1idskog prostora E™, n¥d, 1 realnih promenl jivih |

"Rl
axr*... & ¥ Fem

p"1 “.-‘.t“ 3

(ux)—nepoznata funkecija) sa nenegativnim celobrojnim indeksima
™

Legeuoslng z iy = ke k=0,...,my, m3l, takva da je naimanje jedan
dxd '

od izvada

b

o F | z :
3 = m
apj_" w e od ! a2 4

funkcije ¥, razlié¢it od nule, naziva se parcijalnom diferenci-

jalnom jednacinom m—tmg reda .

Funkci ja uix), definisana u oblasti D, neprekidna zajedno

sa svim svojim parcijalnim izvodima koji figurisu u jednadini
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{4.1.1), koja 2adovnijava jednacdinu (4.1.1) naziva se regular-

nim resenjem parcijalne diferencijalne jednacine (4.1.1).

Pared regularnih re$enja, znadajnu ulogu imaju 1  resenia
joadnatine (4.1.1) koja, u ockolinama izolovanih tadaka 111 na
mnogastrukostima odredjenog oblika u oblasti D, nisu regularna.
Takva reéenja nazivamo singularnim .

Ako je F linearna funkcija promenliivih pg, ... .1, Je0dn&-
Cina (4.1.1) naziva se linearnom parcijalpnom diferencijalnom

jadnacinom reda m. Specijalno, linearna parcijalina jednacina

drugog reda ima oblik

™

"
D=y | du
& + B + Cou + {(4.1.2)
i.qu +J 53{1'53_1 .-Z:a . & ?

gde su AL 34 By, C 1 f date realne funkcije tactke %, neprekidne

W aoblasti D. Ako je £ (x2)=0, jednadina (4.1.2) naziva se homoge-—

Mot - kKvadratna forma
k"

Q(?\;,---,}nn) =‘Z ﬁ‘_"h’_'h_‘, _ (4-1.3)

i,)ud

naziva se karakteristidnom formom parcijalne jednadine (4.1.2).

Kvadratna forma oblika (4.1.3) se, za svako x2D, mole, pomodu
ndgavarajuce 'nesingularne afine smene promenl jivibh Ay =
='31(E;;...,tn), i = 1,2,4..4n, transformisati u kanonski oblik
| .
B =;0{1§.i!
gude koeficijenti oy, 1#1,2,...,n, uzimaju vrednogti i1z skupa

{~1,0,1), pri dtemu su, broj negativnih koeficijenata ( indeks

inarcije ); i broj koeficijenata jednakih nuli ( detekt forme )

atine invarijante. Kada su svi koeficijenti forme (4.1.3) ofy, =1
ili ofy=—1, tj. kada je karakteristi¢na forma jednacine (4.1.2)
pozitivono 111 negativno definitna, u tatki %D, kaZ2emo da )e

jadnadina (4.1.2) eliptié¢ka u x=D. Ako je jedan od koeftici jena-—

ta ofy negativan, a svi ostali koefici jenti pozitivni (ili obra-

tno), jednaZina (4.1.2) naziva se hiperboliékom u taéki .

Kada je k, 1<{k<n-—-1, koefici jenata of,  pozitivno, &a preostalih
n~k nagativno, jedona&ina (4.1.2) je ultrabiperbolicka u tacki
. Ukoliko je bar jedan od koaficijenata ofs=0, jednatina (4.1.
2) je parabolicdka u %. Linearna parcijalna jednacdina j& u obla-
zti D eliptidkog, hiperboliékog, ultrahiperbolicdkog ili parabo-
li&kmg_tipa, akn'je takva u svako)j tadki » oblasti D. Elipticke
jednadéine oblika (4.1.2) nazivaju se ravnnm@rnn eliptickim ,
ako postoje realne konstante ke I ki, istog znaka, takve da je

e
(4
o




)

L]

- n
1:.;,-2 Ar & O(ArgeeeyAn) & ka2 A

k=1 i LA . ’ .
a mvako #ED. Ako u raznim delovima oblasti D jednacina (4.1.2

srrinada razlid&itim tipovima, kazemo da je tp Jjednacdina komblno-
| - ’

vanog tipa w oblasti D.

Dokazuie se da Jje jednadina (4.1.2) eliptic¢cka  oblasti D
ako s@ u svakoi tatki te oblasti, zamenom promenljivih, mode

sveati na kanonski oblik

it
Au + z ag (1) o + a-u = f () (4.1.47
¥
L=
> DNy =
sa Laplaceovim operatorom 8 = S + = + v u svom glavnom
" )

deliy. Reienja linearne eliptidke jednacdine (4.1.4) imaju anogo
rajedniikog sa harmoni iskim funkci jama.

Ako su kﬂé#icijenti a, (20) 1 £ 04 neprekidni zajednag sa
svim svoijim parcijalnim izvodima do k—tog reda, =zakljuino, i
akes njihovi k-ti parcijalni izvodi zadovol javaju Holderov uslov
sa indeksom o, 0<o1, tada sva resenja jednacine imaju. parci-
jalne izvode zakljuéno do k+m~tog reda, koji zadovoljavaiu
Holderov uslov sa indeksom of.

Uslov Holdera je bitan. Ako su koeficijenti a.(x) i £ ()
samo neprekidne funkci je, mole se dogoditi da resenia jednacine
nemaju neprekidne izvode reda jednakog redu jednacine.

GraniZni problemi za parcijalne diferencijalne Jjednacine
oblika (4.1.1), (4.1.3) ili (4.1.4) svode se na probleme odre-—
diivanja resenja, u nekdj oblasti D, koja na rubu aD oblasti D
(ili na njegovom delu) zadoval javaju zadalte graniéne usln#e.

Pored klasidénih problema kao &to su: Dirichletov, Neuma-—
anov, kombinovani graniéni problem, FPoincareov, Robertov itd,
Fazmatra se, u teoriji elipti¢kih Jjednacina, niz opstijih 1

stofenijih graniénih i inverznih graniénih problema 1 nijiihova

vera sa teorijom kompleksnih funkcija, tearijom potencijala,

topulogi jom, algebrom, teorijom integralnih jednacina 1itd.

Mi Cemp s, U OovVOm fadu, hbaviti Jjednom relativno uskon
lasom eliptiékih jednadina i, preteino, lasiénim granicnim
protulemima.

Ogranid¢icdemo se, Na mmguénmﬁt'primene rezultata klasicne
teori je graniénih problema za analiticke funkcije, u resavaniu
grani&énih problema =za elipticdke parcijalne diferencijalne

jodrnatine drugog reda sa dvema nezavisno promenl jivim.
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U tom sludaju 3edna¢ina (4.1.2) je oblika
Aeilin + 2Belge + Cruly + actyy + bruy + cow = F,y), (4.1.35)
gde su koefici jenti A,B,C,a,b,c, funkcije od ¥ i y. Na asnovu
svega navedenog, Jjednadine oblika (4.1.3) klasifikujemo pomocu
funkeci je

d = A-C — B= (4.1.6)

kojuw nazivamo diskriminantom jednaline (4.1.5). U zavisnosti od

znaka funkcije d,linearna parcijalna jednadina (4.1.05) pripads,
u datoj oblasti D, jednom od sledeé¢ih tipova: d>0 -—elipticki
tip, d=0 —-paraboli¢ki tip, d<0 -hiperbolicki tip. AkO funkci ia
d menia znak u oblasti D, Jjedna&¢ina (4.1.5) je Lkombinovanog
tipa.

Obidna diferencljalna jednatiné
Aldy)= - 2B.du-dy + C(dx)= = 0 (4.1.7)

naziva se karakteristi¢nom jednadinom , a njena resenja karak-

teristikama jednacdine (4.1.3). |

Za jednadine (4.1.5) hiperbolidkog tipa postoje dve fami-
lije karakteristika PGe,y)=C,y i ¥(x,y)=Cx. Ako u jednacinu (4.
1.%5) uvedemo smene pramenl jivih oblika Ek=¥{x,y), M=¥(x,y), tJ.
ako elemente familije karakteristika uzmemo za nove krivolinij-

ske koordinate, dobiiamo kanonski oblik jednacine hiperbolickog

tipa |
| Wgva + (B, sty + PUE, M) sun + TE M) 0 = F(5,7).

Jednadina (4.1.35) parébolitkng tipa ima Jjednu familiiu
karakteristika Y{t,y) = C. Smenom L=¥Y(x,y), "N=y, Jjednadina

parabolifkog tipa prelazi u kanonski oblik

Uiy + of(E ,N) sy + P(E,M)run + TE MW eu = £(k,N).

Najzad, jednatina (4.1.5) eliptidkog tipa dopusta dve
familije kompleksnih karakteristika: PO, y) i, y)=Cy, POi,y)—
~iy (X ,y)=Ca. Smenom promenljivih g=P((x,y), n=+{x,y), dobijamou

kanonski oblik jednatine eliptidkog tipa

LLud = Au + ofCE,TDsud + BB, suh + T(E, -u = £(8,), (4.1.47)




gde je Au = Uge T UHan Laplaceav operator. |
Najjednastavni ja jednacina ellpt1tkcg tlpa Au = 0 naziva

ze Laplaceovom _jednacipom . Nehommgena Laplaceova jednacina

au = F(E,N) naziva se Jjednacinom Poisona .

Parci jalne jednatine imaju, u opstem slutaju, beskonadno
mnogo resenja. Da bismo odredili neko trazeno partikularnc
reasen ie takve jednacine,moramo ~adati jos neke dopunske uslove.
Kao &to je po:znato, takvi dopunski uslovi, dele se na tzv.
potetne i graniéne uslove. |

Problem odredjivania reienja u=ulx,y) jednacine (4.1.3),
koje zadovol java pocetne uslove,

uls, Yol = Y0

(4.1.86)
Ll;p(}{,y;:) = ¥, ()

nazivamo Cauchyjevim problemomn .

Problem Cauchyja dopusta jednostavnu geometri jsku inter-
pretaciju: treba naci integralnu povrd u=uix,y) jednacine (4.1.
5), koja prolazi kroz datu prostornu krivu T = {y=Yo, =P {x)2,
tako da tangente na nju u tatkama M(x,Yo,W) u ravinima w=const.
sa y—osom zaklapaju ugao P definisan jednakoséu tg P = ¥Yi(x).

Cauchyjevi praoblemi obiéno se zadaju za parci jalne
jednadine hiperbolickog i parabolidkog tipa.

- Uopstenje Cauchylievog problema predstavlia takozvani
| kombinovani probl em ;'Prétpagtavimo da je data koma&na ili bes-
kona&na oblast D ravni xQ0y kbja ima deo po deo glatku granicu
AaD. Treba nadi u nblaati1D resenje jednadine (4.1.59)  koje nx
nekim delovima MayylMmeees @ ruba ob ~adovol java uslove oblika

Ly sfud = WP 3{n,y)
(4.1.9
(2, y)EFNs, (1=1,2,...4NF J=1 42,00 qPady
gde su b diferencijalni operatori po pramen131V1m ¥ 1Ly naj-—
vide prvog reda, a ?idtw,y) date funkcije.

ombinovani problem (4.1.5), (4.1.9) je korektno pocstav-

1jen u cblasti D, ako proizvoljnom broju £>0 odgovara neki broj
n=n(g) >0 takav da promeni vrednosti funkcije ?;J(x,y). koja de
po apsalutnuj'vrednaéti'manja od N, odgovara promena vrednosti
reSenja u=u(x,y) koja je na celoj oblasti D manja po apsolutno)
vrednosti od &, tj. ako redenje problema neprekidno zavisi od

patetnih uslova. U protivnom sludaju Jje problem nekorektno

postavl ien .
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Cauchyjevi prnﬁlemi se 0obiédno ne zadaju zZa Jednacine
eliptidkog tipa. Razlog tome Je ¢cinjenica da je, po pravilu,
Cauchyjev praoblem za jedna&ine eliptickog tipa nekorektno
paostavl jen, tj. zanemarivo malim promenama poletnib uslova mogu
da adgovaraju velike promene resenja.

Primer takvog Cauchyjevog problema dao je prvi Hadamard.
Fretpostavimo da treba nadi, wu gornjo) poluravni, resenje
Laplaceove jedna&ine, Au = 0 koje zadovoljava Lauchyjeve uslove

ul(x,0) = 0 , u,{x,0) = {(cos nNx)/n,
gde JjJe n = M.
Lako se dokazuje da Jje redenje tog problema funkcija:
Wwix gy)= (1/n2) -cos nx sh ny. Za dovoljno veliko n je Ju(x,0) <"
i Jugtx,y) <N gde je M proizvolino mali unapred zadati poziti-
van broj, ali je resenje problema neograniceno, =za svako MN:0
kada n =+ @,

Ispitivanja stacionarnih procesa razlicite fizidke priro-
de ¢testo se svode na parcijalne jednacine eliptidkog tipa.
Pritom se cbiéno postavijaju graniéni uslovi jer Cauchyjev
problem, kao &to smo videli, za jednacdine eliptickog tipa moie
da bude nekorektan. Najéesce se, u klasiénoj matematickol

fizici, pojavljuju sledeca tri tipa graniénih uslova.

Dirichletov granicni problem MNa rubu oD oblasti D data )Je

naprekidna funkcija ¥ = PGi,y).

Treba naéi regenijie u.= uxk,y) jednadine (4.1.4°) unutar

oblasti D, koje zadovol java graniémi uslov
mix,y) = ¥Y{,y), Giyy)eEabDai i

Neumannov_graniéni problem Na rubu 8D oblast D data je nepre-—

kidna funkcija Y:(x,y). Treba nadi regenie u = ulx,y) jednacine

(4.1.4°) unutar ablasti D, koje zadoveol java grani&ni uslov

Al ,y)
an

= Wwo(x,y), (x,y)eab,

gda je su/an izvod funkci je ulx,y) u'pravcu spoline normale.i.

ombinovani granicéni problem Na rubu 8D oblasti D data ) e

neprekidna funkcija ¢(t,y). Treba nadi resenje u = uli,y)
jednaéine (4.1.4°), unutar oblasti D, koje =zadovoljava uslov
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duln,y)
an

ou(,y) + ofy- = pln,y), (KX,y)reabD

gde je loal + [elsl # O .45

Kombinovani graniéni problem je najopstiji. Za do=1 i
£y=0 dobijamo prvi, a za oo=0 i ofy=1 - drugl granitni problem.
Standardni primer, u matematickoi Fizici, predstavlia
problem raspodele toplote u homogenom telu. PFretpostavimo da Je
0 homogeno telo ograniceno glatkom povrédi o. Temperatura u

razlic¢itim tackama tela @ opisana Je diferencijalnom jednacinom
e = A% (Ui + Ugy + Uem). (4.1.10Q)

Ako temperatura ne zavisi od vremena vec samo od koordi-
nata tadke MG,y,z2) tela Q, jednatina toplote je oblika
Au = P, {4.1.11)
gde je A Laplaceov operator.
Da bismo mogli jednoznaino da odredimo temperaturu u sva-

kaj taEki M = Q moramo znati temperaturu na rubu o

Graniéni problem (4.1.11), (4.1.12) je, o¢ito, Dirichlet-
av graniéni problem.

Ako temperatura na o nije poznata, ali je poznat toplotm
fluks u svakaj ta&ki povrsi o koji je proporcionalan izvodu

nepoznate funkcije ulx,y,z2) u pravcu spol jne normale na o:
Whie = $* (M), (4.1.127)

problem odredjivanja temperature u svako) tadki MeQ svodi se na

Neumannov graniéni problem.
| Analititke metode redavanjia klasié¢nib granicnih problema
2a elipticke Jjednacine 'drugog reda detaljno su opisane u
literaturi (videti,na primer:[1531,161,0713,01901,02071,02081).
Re¢ je, preteino, o primeni tehnika realne anzlize
(Fourierovi redaovi, Poisonov integral, itd) i teorije obi&nih

diferencijalnih jednacina.
U ovom radu ograni¢icemo se na tri teme vezane 2za oOvu

problematiku: vezu kaoja postoji izmedju parcijalnih Jjednacina
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drugog reda i Vekuinﬁg sistema parcijalnih jednacdina (2.2.2),
primenama Fourierovih transfaormacija (1.2.1) u teoriji granidc-
Nnih problema za eliptiéke jednadine i na diskretnim Fourierovim
transtormaci jama.

Cilj nam je, pfé svega, da ukaZemo na isprepletanost
teorije grani&nih problema za parcijalne jednadine drugog reda
i graniénih problema =za analiticdke 1l1i uopstene analiticdke

funkei je.

4.2. Vekuin sistem elipticékih jednacina i parci jalne

diferencijalne jednacine drugog reda

Videli smo u 2.1 da je, za U= C=, kompleksni oblik

Laplaceovog operatora u ravni

d=2U & =U & =
E St + e - — - ™ . i
BU = 553 % 552 7 4 573 (4.2.1)

pri Zemu desna strana jednakosti ne zavisi od poretka diferen-—
ciranja. o

Neka je LCa(T) klasa funkcija U, takva da U i adU/dz pripa-
daju klasi Cg(T),(vidi 2.2), gde je T neka oblast na rubu L u
kompleksnoj ravni. Vekua je u {2161 dﬁkazao da se Laplaceov
aperator AU mole definisati pomodu jednakosti (4.2.1) na klasi
Ca koja je dira od C=.

Klasa funkcija Ca znadajna je, izmedju ostalog, i zbog

toga sto u toj klasi uvek postoji redenje jednadine eliptidkog

tipa |
Aw + pewe + gw, + rew = f, (4.2.20)
gde su p,q,r,f neprekidne funkcije u T+L. Takvo resSenje modemo
pnredstaviti formulom:
W = We + (1/29)» {J FE,V)1Inlt — z|-dikdn , (4.2.23)

gde su f, wWwo date harmoniiske funkcije. Ako (4.2.3) uvrstimo u
(4.2.2), dobijamo sledeéu integralnu jednadinu Fredholmovog
Lipa po nepoznatoj f: |

Plx,y) + t1/2m)-fj Ki{x,ysk, )P (k,)dE&dN = foix,y), (4.2.4)
T
gde je

L2lnit-zi dlnit-zi
A X _ dy

- Kx,y3k,M) =p + relnjlt-z|, (4.2.5)
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falu,y) = § ~ po - T = F W . (4.2.6)

Kada neprekidno re&enje jednaéine (4.2.4) uvrstimo u (4.
2.7%), dobijamo resenje eliptidke jednacine (4.x.2) koje pripada
klasi funkci ja Ca.

Ni je tedko dokazati da Jjednadina {(4.2.2) nema uvelk
resenja u C*2, Neprekidne funkcije p,q,r,f uvek je mogude iza-
brati tako da funkcija wela,opisana formulom (4.2.3),ne pripada
C=.
| U [2167 Vekua je dokazao da se elipticki sistem parcijal-
nih jednatina (2.2.2) mole svesti ne samo na normalnu areolarnu
jednatinu oblika (2.2.11), ved i na parcijalnu diferencijalnu
jednatinu drugong reda elipticdkog tipa sa kompleksnim koefici-
jentima. | |

Fretpostavimo da su koeficijenti C(z) i H(z2) Jjednadine
(2.2.11), funkcije klase Ca(T) i neka je U regularno u T rese-
nje jednatine (2.2.11). Ofito je U, 8U/dF = C-.U+H= C.(T). Btuda
je U=sCa(T). ﬁku'primenimu operator &/3z na obe strane jednaéiné
(2.2.11), dobijamo parcijalnu jednacdinu elipticdkog tipa drugog

reda:
4 aC AU — :
AU - =.28.8% _ ac. H (4.2.7)
- C oz 23 C-tld = Ho
gde je 5 H-
Ho = 4+CeH + 8eCem{(=) (4.2.8)
, dz C .
&=U *
Al = 4. . (4.2.9)
Az &=

Ako je U neko resenje (iz klase Ca) jednaéine (4.2.7),

funkeija | |
V = %-(U + %-gg - gf) . (4.2.10)

je reSenije polazne jednacdine (2.2.11).

Dokazano je, takodje, da se opste redenje jednacdine (4.2.

7), za Ho = 0, mode dobiti u obliku |
| U = U, + i+Va, | (4.2.11)
gde su V, i V;'prnizvaljné linearno nezavisna resenja Jjednadine
AV/aE = C(z) V. (4.2.12)
"Na taj natin se jednadina drugog reda (4.2.7), za Ho = 0O,
mote svesti na jednadinu hrvng reda (4.2.12) i obratno. Ova
cinjenica moie bitli od velike koristi pri resgavanju granicnib

problema za jednadine tipa (4.2.7) i (4.2.12), Jjer molemo da
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izaberemo onu od ﬁjih koju je jednostavnije resiti.

Sistem (2.2.1) mo2emo svesti 1 pa realnu parcijalnu
jednatinu drugog reda, $to je neki put veoma korisno, s obzirom
da jednacine oblika (4.2.7), u opstem sluﬁajﬁ, nemaju realna
resenja.

Neka je T prostopovezana oblast i Ue=Ue+ive neko partiku-

larno resSenje jednadine

AU/AT + C+U = O (4.2.17%)

razrlitito od nule na T+l.. (Dokazano je u [216] da takvo resenie
uvek postoji.) Neka je U=sutiv proizvol jno regularno resenjea
jednadine (4.2.12), i

r 3 - z
w=(1/21)-](U-Udt—Uﬁﬁdt)= I(uv.+vu.)dE+(uv.—vuu)dﬂ, (4.2.14)
z g

realna funkcija ta&éke 2. Krivolinijski integral u (4.2.14) ne
zavisi od puta integracije koji spaja fiksnu tacku 2027 s=a
pramenljivmm-tatkam_2ET.

Proizvol jnom, regularnom u T, regenju U jednacine (4.2.
12), formula. (4.2.14) dodeljuje realno retdenje iz klase Ca
jednatine drugog reda |

Aw + pew,e + qrw,, = 0O, (4.2.15)

gde je p + 1q = (8C+Un) /U4 = (—4{U-):(éu*/65),i obrnuto, ako 3e

w realno resenje jednacine (4.2.1%5), .pomocu formule

21 dw
U-ﬂ- oz

(4.2.16)

dobi jamo redenje jednadine (4.2.12).

Drugim retima, redavanje sistema eliptidkih parcijalnih
jednatina (2.2.2) svodi se na resavanje jedne jednac¢ine drugog
reda (4.2.15) sa realnim koeficijentima. Fri prelazu sa sistema
(2.2.2) na jednadinu (4.2.15), neophodno je znati samo jedno
partikularno resenje U. jednacine (4.2.13) razlicito od nule na
célnj oblasti T. |

FPostavl ja se pitanje da 1i se 'npéti oblik parcijalne
diferenci jalne jednatine drugog reda elipiitkog tipa (4.2.2)
moie svesti na ekvivalentan elipticdki sistem parci jalnih
jednaina prvog reda oblika (2.2.2)7 Koliko je autoru poznato,
adgovor na ovo pitanje jos nije poznat. |

_Pnﬁahuti 'razu;tati omoguéuju da se razni graniéni

ﬁkbﬁiémi'za eliptitke sisteme Vekuinog tipa (2.2.2) resavaju u
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teariji eliptidkih par&ijalnih jednacina drugog reda sa realrnim
roefici jentima i obratno.
Uzmimo, na primer, Hilbertov granié¢ni problem za sl1stem

(2.2.2), tj. Jednalinu . (2.2.15) (na strani 79) detaljnnl Gpisan

Otito se taj problem mole svesti na neki granidni problem
ra jednacinu oblika (4.2.15). Kada Jje w realna funkcilla,
Hilbertov graniéni uslov (2.3%.1) za jednadinu (2.2.13), prelazxi

w slededci granidni uslov za jednacinu oblika (4.2.105):

2g (t 3 3
Relg(B)U] = Re[=321.2% 5 - w o, W
U &= LY Y

I
3
|
-
g
|
!
=

=l , (4.2.17)

gde jie g=o-i-p, U proizvol jno partikularno resenje jednacdine
(4.2.13) takvo da je U. # 0 na T+, do=Relig/U.l, Po=Relg/U.l.

Na taj natin Hilbertov granicni problem (2.2.135), (2.2.1)
postaje graniéni problem (4.2.15), (4.2.17).

Kada nadjemo resSenje wix,yl), u klasi Ca, Jednacine
(4.2.13), koje > adovol java uslov (4.2.17), pomocu formule (4.2.
14), dobijamo i resenje Hilbertovog problema (2.2,13) 1 (2.3.1)
i ubratna,'akm je U ro&enje Hilbertovog problema - (2. 2.15) i (2.
zZ.1), krivolinijski intﬂgral (4.2.14) daje nam resenje problema
(4.2.17) za jednadinu (4.2.15).

Napomenimo da se navedeni rezultati odnose na sluta) kada
je T prostopovezana oblast. U sludaju viéestrﬁku povezane obla-
sti, funkcija wix,y) data-formulom (4.2.14) moZe da bude vise-
zna&na, Sto bitno knmpli&uje resavanje problema.

S obzirom da je g(t)#0 i U.#0, sledi da je o2 + P2 # 0 na

L. Molemo u svakoj tadki t=L posmatrati pravac « definisan sa

(t) ( - -
cos (tyx) = e , cos{rt,y) = Polt) (4.2.18)

‘lol'-:-*ﬁf \/_ac=-;+ﬂ§

Tada uslov (4.2.17) prelazi u oblik

dw | T
- = Telt), ( Tott) = ) - (4.2.19)
Joz + p2

tj. u svakoj tacki t=L dat je izvod po pravcu . resenja jed-

natine (4.2.15). Zbog toga se problem (4. 2.17) u literaturi

naztva problemom o "kosom" izvodd za jedna&inu (4.2.10).
- Vekua se u [216] bavio i op&tijim granicnim problemima =&
Jjednadine oblika (4.2.135) sa analiticdkim koeficijentima.

Iz svega navedenog sledi da metodama kompleksne analize
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nodemnoc da nbjedinimm'mnoge razlicdite klase granicnih problema u

jedinstvenu teoriju.

4.%. Primena Fourierovih transformaci ja u teoriji _granicnih

praoblema za parcijalne jednadine viseg reda

U poglaviju 2.5 naveden Jje jedan primer redavanja
jraniénih problema za eliptid¢ki sistem parcijalnih jednadina
srvog reda pomaéu Fourierovih transformacija oblika opisanog u
1.2.

Monografi ja Gahova i ﬁerskng [71] posvedana je primenama
Tourierovih transformacija u redavanju integralnih jednacina 1
jraniénih problema za parcijalne jednacine. Autori resavaju,
izmediu ostalong, i niz problema matematitke fizike svodjienjem
12 Riemannove 1l1i Carlemanove prublema za analitiéke Ffunkcije.

Nave&iéemo ovde osnovne tehnike redavanja granicénih prob-
lema za parcijalne jednatine videg reda primenom Fourierovih
cransformacija iz (711 i rediti tim tebnikama dva problema z=a
2liptidke parcijalne jednacine drugog reda s& konstantnim

ioeficijentima.

Klasa problema koiji se _svode na Riemannov qranicéni problem

Pretpostavimo da je data oblast D ravni x0y ocgraniiena sa
tONACNO MNEJo pravih y = C i polupravih y.= C, %<0 1l1li x>0, gde
-ealna konstanta € uzima vrednost iz skupa.{y;,...,yﬁ}, gde je
s Yaery EF1yannyn=1.

Neka je data linearna diferencijalna jednadina sa koefi-

‘i jentima kaji ne zavise od promenlijive x:

- »
arPrau(x,y) _ o
Z Z Apa(y) - 6_:-:9153;: = gix,y), (4.3.1)

Pz0 Q=0

de su A 1 B clli pozitivni brojevi, apq(y) i1 glx,y) date funk-

ije 1 ulx,y) trazena funkci ja. |
Jaednadtina (4.3.1) moZ2e da bude bilo kog tipa ili kombino-

zana, Eto znadi da se ovi. rezultati ne odnose samo na elipticke

rarci jalne jednadine. Umesto jedne jednacine molemo da posma—

ramo i sistem takvih jednadina.

Grani&ni uslovi mogu biti oblikas:

> L |

\ dP*au (X, yatO) Apag (v -Q)

\ N Ya ") Ya™Y) ve
_":_ Z dﬁqr“ A NPY yea + pﬂq-—l e 6}-1"; v J"'gr-u (X ) ¢ A0
-0 g :




- )
arPra (x,yatQ) P+ UK ,Ye—OQ) .
E: Ei [Tpnrl 6xpéy“ + &pqru apry“ .]“grﬂ(“}s h““!

p=c q=0

I’"=1,.--,mg; E=1'--u’n‘ (4-3-2}

gde su sve velitine, izuzev parcijalnib izvoda funkcije ulx,y),
radate. Uslaovima (4.3.2) mogu se pridodati uslovi ogranicenosti
Fesenja kada y=3® ili y-+—®, uslovi ogranicenosti na neko) pravoj
Ya, 1htd.

Froblemi opisane klase svode se na Riemannove probleme na
slededi nacin.

Kada primenimo Fourierovu transformaciju (1.2.1) po pro-

menl jivoj ¥ na jedna&inu (4.3.1), na osnovu osobine (1.2.13),
dobi jamo obiénu diferencijalnu jednacinu

oy
: g - -
EE Ei Apag (Y- (~ix)P E;; Ul,y) = GBilx,y), —@{x{® {(4.35.3)
peO a=0 '

u kojoj promenl jiva % igra ulogu parametra.
Opste resenje Jjednacine (4.3.3) se, zatim, posebno

odredjuje na svakoj kompanenti oblasti D:

m .
Udx,y) = Z U (3,¥Y) *Crm + U (3t,y)

R=l |
| (4,%.4)
ylll{y{Y'-i-l, yﬂ'ﬁ'ﬂ. = W' Yl:! = —w,, S =01112,| - w 1”,

gde su U?(x,y)'puznate funkeije (partikularna resenja nehomoge-
ne jednatine (4.3.3)), Uka (X,y) partikularna linearno nezavisna
resenja odgovarajuce homogene diferencijalne iednadcine, a
Ckﬂix)'nepcznate funkci je parametra'x. |
Ukoliko su zadati i uslovi ogranicenosti redenja jednadi-
ne (4.3.1), neke od funkcija Cue(x) ¢e morati da se izjednace
sa nulom. Ukupan broj nepaznatih funkci ja Cuai(x), U sluCaju da
je graniéni problem korektno postavl jen, mora da bude Jjednak
broju my+ee«c+m,, gde je me broj graniénih uslova ((4.3.2) na
pravol ¥ = Vea.
. U sledetem koraku dodefinidemo, na celoj x osi, ucslove
(4.3%.2) uvodjenjem novih nepoznatih funkcija fres-(2) i fre-(%)

takvih da Jje:?

nepoznata , % > O
frrme (X)) = { (4.3.5)
O s %X < 0,
| _ O y X > O
fra-(®) =-{- | (4.35.8)
o (0. -

nepozhnata , % <
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Uslovi (4.3.2)'prela:e u obliks

-~ - -
[ o AP*ay (% ,yut0) . aP*an (1 ,ys—0) _
pardS 6}196-‘,0'“ parS apryq
p=0 g9
- a = gl’"ll-n-(}ﬂ} + ‘F,—-g-—(}:) (4.7%.7)
\ c T deray (i ,yat+Q) dP AL {X ,Ye—Q) _
p=0 g

= g,_ﬁ__(x) + fge ()

-—m-’,:}{i:m ; l"=1,-.-,m; ‘B“l,?,-.-,f’l,

Ora(x), %30 | Q , x>0

O s XWUO Qra ¢ %LU

Q0
)
g
¢
b4
i

Frimenom Fourierove transformaciie na uslove (4.3,7)

dobi jamo:

~ o | 4 | qe
EL ji[(—iu)ﬂd;qru ;;— Ul ,ye+0) + (~ix)PPhqrm E;; Ux ,vyve— Q21 =
p=0 q=0

= Bai(x) + Freix), (4.3.8)

f

= Grei(x) + F:'(R)g
—0O{xIW 5 r=l,... Ma 3} 5Flyc..,40N.

| dey '
U uslovima (4.3.8) su, pored izvoda ;;; s hepoznate 1

funkcije Fra(x) i Fre(x). Na osnovu (4.3.5) i (4.3.6) te funk-
cije su graniéne vrednosti funkcija F:gfz) i Fre(z) analitidkih
za Im 220 1 Im z<0, respektivno.

Sledeci korak je eliminacija svih nepoznatih funkcila,

jzuzeVv Fra(x) i Fre(x®), iz uslova (4.3.8). U tom cilju, pomocu

-1

formula (4.3.4) izraXavamo funkcije a;; Ulx,ya + O i

ds

E;r U(x,y-—0> preko nepoznatih funkcija Craix) i, zatim, dobi-

jene relacije zamenjujemo u (4.3.8). |

Aka, posle taoga, iz 2(m,+...+mn)'jedna¢ina {4.3.8) elimi-
nidemo (my+:::4+m,) nepoznatih Che(x) ,dobijamo {Mmqatreetma.) line—-
arnih uslova kojima ja*pnvezana {(Mme+--e+ma~) parova nepoznatih
funkcija Fre(x) i Fra(x), tj. Riemannﬁv problem.

Tako dobijeni Riemannov problem moguce Je zapisati, na
primar, na slede€i nadin:
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o=}l O=i

—m{}:{ﬂl ’ r:l‘...!m- ,'S=1,--.,n,

gde 34U Acwspo 1 Hre poznate funkcije.

Kada pomoéu poznatih metoda nadjemo redenja ovog problema
Fra(x) i Fre(x), redenje ufx,y) polaznog problema {(4.3.1),
(4.3.2) nalazimo pomodu formule wulx,y) = (V=% WU(x,y)){x), gde
je V-t inverzna Fourierova transformacija (1.2.2), a Ub,y)
funkci ja odredjena relacijama (4.3.4), gde je myts« =+ funkoci~
ja Cre(x) odredieno pomocu Fre(r) 1 Fre(x), dok su preostale
funkecije Crka(x) jednake nuli.

Na slidan nacdin svode se na Riemannove probleme i visedi-
menzioni problemi koji posle primene Fourierove transformaci je

postaju dvodimenzioni problemi opisane klase, L711.

Klasa problema koji se svode na Carlemangy grani¢ni problem

Pretpostavimo da je na vec opisanoj oblasti D data jedna-
tina oblika (4.3.1) i da se traze resenja te jednacdine koja

radovol javaju graniéne uslove oblika

< de+ay(x,ynt+0) P (x,yw—0) _
. [deare ANPY Y - ¥ Ppare dRPIYD ] Gres (324

p=0 q=0 s

e dPp+ay (K ,yaetO) drray{x,Ye—0) _
+@ { z Z [qu;—g 5P yq +ooares b}(pﬁyq ]g'—u (32) X=0 "

‘=0 qud

—m‘::}t":m » r=1,2‘,-|-1mﬂ ] 5=1'2‘|--,n- {4:3- 10)

Sliédno kan u prethnﬁnnm sluéaju, pomoéu Fourierove trans—
formaci je, iz jednacCine (4.3.1) dobijamo obiénu diferencijalnu
jednatinu (4.7.3), fije je resenje oblika (4.3.4) iz kojeg
eliminiSemo neke od napnzhatih funkecija Cra(x), ukoliko su
zadati dodatni uslovi ogranicenosti resenja jednadine ((4.3.1).

Parnd tuga, nenphadnn je uvesti noave nepﬁznate funkci je

aP+ay { +0) aP+a (n -0) -

AUPY Yy dXPOY®S

pe0 % (4.3.11)
takve da je ¥Y.e(x) = 0O(e*), %+ —-w, Tada su granicni uslovi (4.
3.10) aoblika: |
-~ @ o 1

array(y ,Yat+Q) | dPran (3, Yu—Q) .
z Yl'.uqu....  AXPly= * Ppars - AXPAYS 1 - qrebade
+ E-H“Pr—rﬂ{x) — 0- . (4-2. 12)

148




Ako na (4.3.11) i (4.3.12) primenimo Fourierovu transfor-
maciju i iz dabijenih uslova elimini&emo sve nepoznate funkcije

iruzev P-a, dobijamo Carlemanov grani¢ni problem oblika

™ L
Proln) = Z Z Armpali)  Pog(k+i) + Hemix), (4.3.13)
=] pw=)
—DL R LD s r=l,.eoaqyMes E=11n--1n y

gde sSu A,gee(X) i H-w(x) poznate funkcije.
Problem (4.3.13) se, u opstem sludaju, mo2e resiti samo
pribli3nim metodama, mada postoje diroke Kklase partikularnih

sludajeva koje dopustaju resavanje u kvadraturama.

Klase problema koji se svode na integraloe jednacine sa
| konvoluci jama |

Vet je pomenutp u drugoj glavi koliko je tesna veza
teorije singularnih integralnih jednatina i  teorije graniénih
problema za analiticke funkcije. Metoda Fourierovih transforma-
cija omaguéuje da se i mnoge klase integralnih jednacina tipa
konvoluci je svedu na graniéne probleme za analiticke funkcije.

Razlikovacemo nekoliko slucajeva takvih integralnih
jednacina. | | |
Integralna jednacina tipa konvoluci je sa Jjednim _jezgrom

je jednac¢ina oblika

Qs

1 —~
£{(L) + _JT_;T ‘[ k{t-s) «$(s)ds = g(t), —@lt<x, (4.3.14)

gde su k{t) i g(t) date funkcije iz klase {0OI}. Redenje f(t) ove
jednatine, takodje, traiimo u klasi {0J.

Ako na (4.3.14) primenimo Fourierovu transformaciju (1.2.
1), na osnovu formule Kkonvolucije (1.2.4), dobijamo obiénu

algebarsku jednadinu
Fix) + KGO «Fix) = B(x), —aix<m, (4.3.15)

gde su K(x) i G(x) Fuuriarcﬁi integrali painatih funkci ja, a
F(x) Fourierov integral tra2ene funkcije. Ako je ispunjen uslov
normalnosti

1 + K(x) # 0, —o<x<o, (4.3.16)

jedinstveno resenje jednadine (4.3.15) je oblika
Fin) = (1 + K(x)]‘*-ﬁ(x), {(4.3.17)
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odakle sledli da je tratena funkcija £{t) data relacijom:

1 L
fi{t) = —= I [1 + K(x)1—*.G(x)e~ixwdn, —witdio , (4.35.18)

N

Integralne jednadine oblika

o oo
1 1 e
£ (L) + $§§Ik1(t"5)¥($)d5+ $§ﬁfkg(t—5)f(5)d$#g(t),"m{tEW,(4.¢.1?)

u klasi {03}, mazivaju se integralnim jednadinama sa dva Jezgra.

U tom sludaju predstavimo trazenu fumkciju £(t) u obliku
razlike jednostranih funkcija
F(t) = f,.(t) — f..(t).
Tada Fowrierovom transformacijom jednacina (4.3.19)

prelazi u Riemannov graniéni problem:
Fr ()01 + a0 = F-OG DL + Ea(x)] + Gixl, —@ix{®, (4.3.20Q)

gde su Ki(x), Ka({x) i G(x) Fourierovi integrali poznatih funk-
cija, Fr{x)e{{0,®3> i F-(x)e{{-»,0}>. Ako pretpostavimo da je
1 + Katx) # 0i 1 + Ka(x) # 0 na celoj realnoj osi, u skladu sa
paznatim'rezultatima'iz'tenrije Riemannovog problema, dobijamo

ﬁledetu teoremu:

Tearama A.%.1. Ako je indeks

K = Ind T (4.7.21)
= N0 T K, GO "

problema (4.3%.20) pozitivan, homogena jednatina (4.5.19) (za
Gz=0) ima taéno XK linearnu'nezavisnih redenja, a nehomogena jed-
natina je bezuslovno reéiya i njeno redgenje zavisi od X proiz-
vol jnih kompleksnih konstanti. |

U sludaju da je K{0, homogens jedna&ina (4.3.19) ima samo
trivi jalna resenja. Nehomogena jednadina je za =0 bezuslovno
resiva i resenje joj je jedinstveno. 'Kadé' je X£0, nehomogena

jodna&ina je rediva ako i samo ako su ispunjeni uslovi:

-y

_ G(t)dt
X*(t)[1 + Ky(t2J1{t + 1)k

=0 , k= 1,2,00.,=K. (4.3.22)

- iy

Kadgod resenje jednacine (4.3.19) postoii, mode se dobiti

pomocéu formule

. |
f(t) = iiﬁ I CF* (%) — Fo(x)l.p—txedx, -—ol{tl{o, (4. 5.23)




gde su F*(x) i F—(») resenja Riemannovog problema (4.3.20).1!

U praksi se ¢testo poijavljuju problemi kod kojih traiena
funkci ja na dva podskupa, &ija Je uwnija Jjednaka posmatranoj
ablasti D, zadovoljava dva razlifita uslova. Odgovarajute Jed-
matine &ija redenijia moraju da zadovol je takve uslove nazivaju

s@ parnim. Pod parnim integralnim_jednacinama podrazumevacemo

jiednadine:
Coly

1 |
Yit) + ?ﬁﬁ J b2, (t—5) Wis)ds

-0

1

g(t), 0<{tlom,

(4.3.24)

1 Oy
P{t) + Tﬁﬁ j kal{t-s) «-P(s)ds g(t), —-=t{0,

u klasi {0y. Da bisma, pamoéu Fourierove transformaci je, sistem
(4.3.14) sveli na Riemannov problem, dopunimo jJjednadine (4.,3.
24) novim nepoznatim funkci jama tako da ne budu naruseni dati

uslovi. Tako dobijamo jednacine:

W(t).+ T%; I ky(t—-s)-P(s)ds = g(t) + f_.(t)

'“

(4.3.25)

1 ' |
W (t) +'T§§ I ka(t-%) P(u)ds = g(t) + $,.(t),
I - o

gde su f.(t) i F_(t) nepoznate jednostrane funkci je. Sistem (4.

2.29) Fourierovom transformacijom i eliminaci jom nepoznate fun—

keije P01) = V(V(L)), prelazi u Riemannov granicni uslov:
1 + Kzix) | Ko {3 ) =Ky (%)
F+{x) = 3 Sha + -G (: -0 32 4L OO, (4.3.26)
¢ 1+ K G0 &) 1+ K. () o0, ’

S obzirom da je indeks problema (4.3.26) isti kao 1 U
sludaju (4.3.21) teoreme 4.3.1, i u slutaju parne integralne
Jednatine mo2e se formulisati teorema potpuno analogna teoremi.

4,.3.1. Uslavi resivosti u sludaju da je X<O su oblika

= = - = - W . _K- (4-3-2?)
(x)L1 + Kgtx)] G 60 (% + i)k O, k=1,2, ?

T Kalx) = Ky(x) e
x-l-

Redenje jednadina (4.3.24), kadgod postoji, je oblika:

L]

1 G(x) 4+ F—={x)
| 200 1 + K (%) e cx
-“.




ol

1 [ G(x) + F*(x)

N R A Y P . 4.7%.,28)
o7 1 + Ko lx) % | (

gde su F—(x) i F*(x) reSenja problema (4.3%.26).

Integralna Jjednalina

f(t) <+

8-

5 j k(t-s)f(s)ds = g(t), 0Lt (4.3.29)

naciva se jednostranom ili jednadinom Wiener—Hoptfa . Jednadina

(4.3.29) se moXe na razne nacineg dopuniti do oblika (4.3.19)
i1i (4.3.24). Ako u jedna&inu (4.3%.19) uvrstimo:
g(t), t:0
ka(t)=ki{t), ka(t)=0, q(t)=g+(t)={: (4.3.30)
O , t<0,
za £3M0 rosenie jednadine (4.3.19) bide istovremeno 1 resenje
jednostrane integralne jednadine (4.3.29). Obratnn, ako jedna-
Finu (4.3.29) dodefinidemo na negativnoj poluosi uvodjenjem
jednostranih funkecija f-(t) i F,o(t) (Fo(DI=f{L) za t20), dabti -

jama Jednalinu

=

i

f.(t) +.¢§§ I k(t-s)fa(s)ds = F_(t) + g.(t), -woltd{w (4.3.31)
- Oy - :

koja predstavl ja specijalan slucaj jednacine (4.3.19). Fourier-

ovom transformacijom prelazimo sa jednadine (4.3.31) na

Riemannav graniéni problem:

1 1
F*r(x) = ' L3 2k & + " Chall 78 - L0, G G
1 + K{x) Fmix) T + K () (=), * ¢4

Redenje jednacdine (4.3.29) dobijamo iz resenja problema

(4.3.32) pﬂmuéu formule

1T o
flt) = f..(t) = ?ﬁﬁ I Fr(x)rp—2ixedgy, t2>0. (4.35.353)

Za jednatine (4.3.29), odéito, vaii teorema 4.3.1 za
slucaj | |
¥ = — Ind [1 + kix)l. {(4.3.34)

Fored pomenutih slufajeva integralnih Jjednadina u [711]
opisane su i metode redavanja klase integralnih jednadina tipa
konvoluci je u ap&tem sludaju.

Pomenimo Jjednu klasu graniénih problema za parcijalne
jednatine koja se Fourierovom transformacijom svodi na integra-—

lne Jjednadine tipa konvoluciije kKoja se, dal je, svodi na
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Riemannov granidni pFublam na neki od pomenutih nacina.
) oblasti D opisanoj ma strani 1435, jednacina (4.5.1), i

granitni uslovi

aP*+a (u +0) oPTrau(x —-Q)
E z[dpnrﬂ ‘y- + ppqr'H 1Zu _] = gr-ﬂ(:'{)g

dPxASY dF Sy
e a g x &b, (4.3.35)
pP*aAu (N ,Vat0) dF oL (X ,Ye—Q) .
L ZEqupn ép){aqy e E:-Fq,-g &ﬂ}:&qy ] = g.-g{n) y
p= =@

x < a 4 % > b

se, Fourierovim transformacijama, mogu svesti na sistem inte-
gralnih jednacd¢ina sa jezgrima koja zavise od razlike argumenata
i sa granicama od a do b. Specijalno se mo2e dogoditi da umesto

sistema dobijemo samo jednu jednatinu oblika
b

: I k(t-s)f(s)ds = g(t), adtdb,

V20

u kojoj jezgro ima neku vrstu singulariteta na dijagonali t=s.

4.4, Jedan _doprinaos rasavanju graniénibh problema =a
eliptiéke parci jalne jednacine drugoq reda

Kori&cenjem navedenih tehnika autor je u svom radu [164)
redio dva granidna problema za elipticke parcijalne jednadine

drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

Problem 4.4.1. Neka je

AU,y + bugy + cuy + dul + eu + pix,y) = 0 (4.4.1)
elipti&ka parcijalna diferencijalna jednac¢ina drugog reda sa
- realnim konstantnim koeficijentima, gde Jje ab>0 i px,y)
proizvol jna realna funkcija iz klase {03.

Naé¢i ono redenje jednadine (4.4.1) koje zadovol java
sladéte uslove:

wix,0) = g(xg) , —"xw
| (4.4.2)
Uy (2 ,0) = helx), >0 § Ugy(x,0) = w-(x), x<0 ,

gde su hea(x)E{0,®} i w_(x)E{~®» Q) date jednoznaé¢ne funkcije. i,

Ako primenimo Fourierovu transformaciju na jednadinu (4.
4.2.), na osnovu osobine

o caPTay(y,y) da
- (3 und e B.3)
vV { AxP Ay > (—ix)eP rives UG ,y) (4.4.5




koja se izvodi 1z (1.2.12) i (1.2.14), dobijamo obiénu diferen-

cijalnu jednacinu
belyy + deU. + (~-ax® — icx + @) U = ~P{x,vy), (4.4.4)

gde je Vu = U, Vp = P 1 X igra ulogu parametra.

Opadte regsenje jednacdine (4.4.4) je dato funkcijom

C;(x)axptﬁ,(H)y]+cz(a)euptﬁg(x)y]+up(x,y), R1#¥R.a
U(H,y)={ (4.4.3)
[Ca () +Ca(x)yl axplR, () yl+Ug G, y) , Ra=Rsa

1
|
]
1
1

gde su Ci i Cz proizvoline funkcije, UsOi,y) neko partikularno
resen je jednacine (4.4.4) koje se dobija nekom od standardnih

metoda, 1 i

=b

1 |
Risme = = { -d + (d® — 4be + 4abx= + 4ibcx)17 =) . (4.4.6) i

U slutaju kada su svi koeficijenti Jednacine (4.4.1)
razliditi od nule, ne postoji nijedna vrednost parametra ® =za
koju je potkorena velilina u (4.4.6) jednaka nuli.

Ako je ¢ = 0, funkcije (4.4.4) su oblika

1

Risa = 5 [ —d & (4% -~ 4be + Sabx=)2/=3 . (4.4.7)
Ukoliko je abe - d2£0,funkcije rai(x) i rzi({x) su razlicite

za svakao ¢ 1 opste reéénje jednacine (4.4.4) je realno z&a svako
x, s abzirom da je trivijalno ispunjen uslov 2 > (4bc-d=)/4ab.

Tada je opste redenje jednacine (4.4.4), jedinstveno:
U(a;y)=cl(H)éHpER;(x)y]+Cg(u)exptﬁgtx)y]+up(x,y), %ER '(4.4.5')
U slutaiju kada je 4be — d2 > 0, sledi da je ra(x) = ra6o)

[ (4be—-d=) /4abl2~2, Tada je opste resenje jed-—

nactine (4.4.4) u komplekﬁﬁom obliku,

H|

kadgaod  je x|

Abe-d=
Ca GO explR, () y1+Ca GO explRa2 () yI+Upg (x,y), IxI# Aab
U(H,y)={ | |
- Abe—d=

Kada je ¢ = 0 i d2 — 4be = 0, funkcije (4.4.6) postaju
Ry, a2(x) = (—d £ 2ix|{ab )/2b (4.4.9)
i Ry()=Ralx) za x=0, pa je opste regenje (4.4.4) u kompleksnom

obliku
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Cs () explRy (O y] + CaGexplRa GOyl + Uy, x#0
U ,y)=
d
[Cy (%) + yCa(u)leexp (- ;E-y), “=0,
gde su funkcije R, 1 Ra date relaci jama (4.4.9), tj. ima Ssamno

Jadnu taéku prekida.
Ako je c=d=0, sledi da je:

Ri,2(%) = * [(ax=-e) /b2, (4.4.10)

pa je R, 0)# Ra{x) za svako x%R u slucajuw da je <0, 1 R,; (%) =
= Rop(x) kada je er0 i x| = (efa)r”=, Otuda 1e opste redenje
jednatine (4.4.4) oblika (4.4.5°) za ¢ = d O ie«< 0, i:

Cs ()euplR, G yvI1+Ca ) exuplRa () yI+ls Gi,y) , [ i#{e/a) 2 7=
Uix,y)= | (3.4.11)
[Cy ()4l Y ylrexplRy GO v1+U, (,y), Ixi={(e/a)*7F
gde su funkcije R;,=(x) date relacijama (4.4.10).
Najjednostavni ji sludaj nastupa kada je c=d=e=0. Tada je
Ry.=(x) = 2 |x]-ta/b)3s2 | | (4.4.12)
tako da je Riy(x¢)=Rx{x) kada je x=0. Dtuﬁa je opste redenje Jed-

natcine (4.4.4) oblika

Cirt(x) eexplRy (M) y1+Ca () sexplRalx)yl+Uy Gi,y) , x50

U(}:,y)*"-'{ -
Cs )40 (1) =Y + Ug (,y), x=0.

Iz svega navedenog sledi da opste regenje (4.4.5) jedna-

dine (4.4.4) ima prekide u slededim slucajevima:

i. ¢ = 0, 4be - d=2 > 0 , x| = [{4be — d=)/4abl* = ;
2- 4hE - d: = t:) ’ W= (:1 ;
I.c=d =0, e>0, |x} = (efa)r’® 3 i (4.4.13)

4., ¢ = d = @ = 0, x = 0,

Uslovi (4.4.2) se, slié¢no postupku opisanom u poglavlju

4.3, mogu dodefinisati na celo)j realno) osi

wix,0) = gx), —o X < 0
Ugp (2,00 = ha(x) + F_(x),  —o{x{w (4.4.14)




gcder je

nepoznata, x>0 O s %20
++(x)={ ; ¥_<x)={

O y %<0 nepoznata, x<0 .

Primenam Fourieraove transformacije na uslove (4.4.14),

dobi jamo sledede relacije:

U(H,O) == G(H), U;(x,O) = H*(x2) + F—{1)
(4.4.15)
Ugo (x,0) = Q™ () + F¥(x) .

Iz relacija (4.4.5) dobijamo da je:

Ul ,0) = Ca (k)R () + CaGORa{(x) + (Ug),(x,0) (4.4.16)
Ul x,0) = Ca (%)Ry (%) + CaCGORa(x) + (Ug)yy(x,0)

kadgod je Ry (x) # Ra().
Zamenom relacija (#4.4.16) u (4.4.13) dobi jamo sledece

jednacline:?

Cy i) + Caix) = B(x) = U, (x,0)
CLURIRL () + Ca(IRx(x) = H*(x) + F7(x) = (Up)L(x,0) (4.4.17)
C,00RI() + Calu)IRLI(X) = 0~ () + F*(x) — (Up)yy(x,0) .

~ Eliminacijom funkcija C.(x) i Cz(x) iz (4.4.17), dobijamo
relacijus

Fe(n) = —~ —=F~(x) + E(x) , (4.4.18)

oia

gde Jje:
ax2—g+icy
b

U)oy (k,0) — Q7 (x) (4.4.19)

E(2) = d/blUg)o(x,0) — H¥(x)1 - [(Ug)po(x,0) ~ B> +

S obzirom da funkcija E(¢) ima najvise konatno mnogo ta-
Caka prekida, formula (4.4.18) predstavl ja Riémannnv granicni
problem, sa prekidnim koetfici jentima, za odredjivanje funkcija
F—{z) 1 F*(2) analititkih respektivno na donjoj i gqornioj
polwravni. | |

Kada redenja problema (4.4.18) uvrstimo Lt formul e
(4.4.17), dobijamo funkcije C,((x) 1 Ca({x), pa samim tim 1 rese-
nje U((x,y) jednatine (4.4.4) knje.zadnvuljava uslove ((4.4.16).

Najzad, pomoéu inverzne Fourierove transformacije dobijamo
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-edenje problema (4.4.1) i (4.4.2):

ulu,y) = V-t {U(x,y)> (4.4.20)
*roblem 4.4.2. Nati resenje jednadine
AU s + buyy + cuy + 2u = 0, a,b,t,e=R (4.4.1°)

jefinisana i ograniéeno u gornjoj poluravni, koje zadovoljava

raniéni uslov
i ,0) + oix) e, {(n,0) = hi(x), —xu{o, (4.4.21)

jde je hix) data funkcija 1

oLem—> +
Tix) = ——— o o«,B,TER .} (4.4.22)
a— + 7 |

Fourierovom transformacijom iz (4.4.1°) dobijamn obidnu

{iferencijalnu jedna&inu
bUyy + (~ax® — icx + el = 0 , (4.4.3°)
:aja je netrivijalna ako je b # 0,

Ako u formulama (4.4.4), za d=0, razdvojimo realne 1

imaginarne delove dobijamo da je:

RGO
b

Ry (3t) = [cos B(x) + 1-9in B(x)1 , (4.4.27)
| B0
Ra(x) = - -—E—i- [cos B(x) + i.sin B(x)1 ,
jde je
A(x) = b2C(ax@~ 82) + c2x21, Blx) = —.arctg —— (4.4.28)
2 - ax2- g’

sdakle sledi da je RelR.(2)] > 0 i RelRa(%)] £ Q0 za b < 0, i
@R, ()1 £ 0 i Re[R2(:)] > O za b>0 i svaki » = R.

8 ohziraom na uslov ugranitenusti.resenjé jednacine (4.43.
1‘) kada y + @, sledi da je opste resenje,u kompleksnom obliku,
jednatine (4.4.3°) oblika |

Ulx,y) = COo)eexplRix)yl , —®<x<a, (4.4.25)



gde je C(x) proizvolina funkcija parametra x, a Rx) = R=0) za
>0 i R(x) = Rgs(x) za b<O. |
Ako (4.4.22) uvrstimo u (4.4.21), dobijamo relacije:

Yeul(s,0) + pPruy(x,0) - Thix) = e ™P(x) {(4.4.25)
Wix) = ulx,0) + of-us,(x2,0) = hx), (4.4.27)

i primenom Fourieraove transformaci je,na osnovu formule (1.2.13)

Tl ,0) + PeUs(x,0) — T-H(x) = =P-(x + i) (4.4.28)
Px) = U, 0) + of-Us(xx,0) — Hx) . (4.4.29)

Iz (4.4.2%5) dobijamo da je:

Ux,0) = C(x), (4.4.30)
Ul (x,0) = C(x)Rix),

i iz (4.4.28) 1 (4.4.29):

C(ILT + R{x)] = TeHx) = —P{x+i) {4.4.31)
Cin)Ll + of+FR{(x)] - H{x) = Pix).

Eliminaci jom funkcije C(x) iz (4,4.317 dabijamo relaciiu

P) = —=F () sPx + i) + TFOOH(KR) = H{x), —oxXn{w, (4.4.32)

de j |
R Fin) = oot XRUXO (4.4.33)
T T+ RGO e

i kaja predstavlija grani&ni uslov Carlemanovog problema.

- Kariscenjem rezultata iz monografije (681 ovaj problem
s@ moe redukovati na Riemannov graniéni problem za analiticke
funkcije sa prekidnim koeficijentima, 1 ragiti u kvadraturama.
Fomodu resenja P(x) ovog ﬁrablema jednostavno dobi jamo funkci ju
C(x) i, zatim, inverznom Fourierovom transformacijom i resenjie

grani¢nog problema (4.4.1°), (4.4.21).

A.5. Beskonaéni sistemi algebarskih linearnih jednacina

i jednadine sa periodiénim funktijama

U razliditim oblastima teorije i primena pojavlijuiu se
sistemi linearnih algebarskih jednacina sa heskonadno mnogo

napoznatih
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ol
}{n + z anh}:h = En-, n=1 ,2,--- {4-5-1)
1

w0je predstav]ljaju diskretne analogone integralnim jednadinama.
Jz neka dodatna ogranicenia za beskonaénu matricu |laqell 3
saektor c,ovakvi sistemi su analogni sa Fraedholmovim integralnim

jednadinama opisanim u [71]1. Neka od tih ogranicenja su, na

I lmer s

Z Q] £ = - uslov normalnosti, 1li

Nyh=i

Z 3l < 1 4 N=1,2,... — uslov regularnosti, itd.
=]

Mi c¢emo se ograniditi samo na sisteme oblika (4.5.1) za
«3je Jje mogude uspostaviti punu analogiju sa teorijom integral-

1ith jednatina sa konvoluci jama.

Diskretne Fourierove 1 Laurentove transformacije

Diskretni analogon integralnoj Fourierovoj transformaciji
{1.2.1) predstavlja razlaganje periodidnih funkcija u Fourierov
-ed. Mogude su i generalizaclje diskretnih transformacija putem
"azlaganja periodidnih funkcija po proizvoljinom ortonormiranom
;iﬁtému funkci ja, neprekidnih ili diskretnih. Ovakve tehnike se
lanas uveliko koriste u racunarskoj tehnici za brzu obradu

zignala (Fast Fourier—-metoda).

Neka je dat neki beskonadan niz kompleksnih brojeva
a - ---,a—n,aﬁtgaa,atiaﬂ,i.- - | (4-5-2)

Niz a nazivademo beshkonaétnodimenzionim vektorom .

Tada je ndgm?arajh&i formalni Fourierov red oblika

A(B) = Z ak-exp(ikB).' (4.5.3)

ka=0n
Cbratno, elementi niza (4.5.2) - Fourierovi koeficijenti,

;@ mogu izraziti preko funkcije A(B) pomocu formule

m
1 |
Ry = = AlB) rexp(—-inB)dB, neiD. | {(4.35.4)

2}
-~ |
Jednakost (4.5.3), kojom se beskonadnodimenzionom vektoru
v (4.5.2) dodel juje funkcija AB), definide direktnu diskretnu

iQgﬁiﬂﬁﬂxﬁ;ﬁﬁﬂﬂﬁigﬂmgglig vektora a. Formula (4.5.4) predstav-

ja inverznu diskretnu_ Fourierovu transformaciju . Vektor a
aziva se originaleom ,-a funkcija A(8) slikom transformacije.
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Operator diskretne Fourierove transformaci je oznatavacemo sa W:

i

A(B) Wa, a = W-*A. (4.5.5)

Diskretna Fourierova transformacija egzistira onda kada
e funkcija A(8) mo2e razviti u Fourierov red.

Vektor a koji zadovol java uslov
lam| £ M/n**+2, QLA (4.5.56)

mazivacemo vektorom klase {17 . Dokazuje se da ako su ispunjeni

uslovi (4.5.6), funkcija A8), predstavl jena redom (4.5.3),
zadovol iva Hilderov uslov.

Ako u formule (4.5.3) 1 (4.5.4) uvrstimo funkciju e*®=t,

dobi jamo: | -

Alt) = Z A et®, (4.5.7)
o0

Am = L. ALt dt (4.5.8)

~ P, a1 P - I

{tl=4¢
Neka redovi
Ar(z) = Z apz*" , ~-A~(z2) = z Az ™ (4.5.9)

Kag Ka-4

kmnyergifaju_respektivnn'za IzI<R i |zi>, gde je R», 1 neka
je ¢ neki realni broij koji - adovol java uslov r<edR.

Relaci jama

adz) =_z; 2™ | (4.5.10)
v o
_ 1 Alz) -
An & EE?' e gz (4.5.11)
ll'ItP

definisemo direktnu i inpverznu Laurentovu transformaci ju, res—

pektivno, koje oznacavamo sai
Alz) = La = Lea, a = L7 = L;lﬁ . (4.5.132)

Na taj nacin, direktna lLaurentova transformaci ja dodel Ju-~-
je hegkonatnmd1menv1onom vektoru a, analitiéku u prstenu r<izi<
<R funkciju A{z), za koju su elementi datog vektora koeficijen-—
ti razlaganja A(z) u Laurentov red. Ako je r>»R, Laurentov red
(4.5.10) divergira i lLaurentova transformaci ja ne egzistira.

Vektori a* definisani relacijama
| an ;N 30 0O, n >0
an = { | s &n ={ - (4.5.13)

nazivaju se, respektivna, desnim i levim jednastranim_ vekto-

rima , a formulama
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i AT (z2)
a*({z) = Z Sk = z aga¥*, ag8 = E;T f pa—y dz, Fi4<R
K= W - Ili!ﬂ
- o {(4.5.148)
1 A—(z)
A~ (z) = - z az™ = z awp2®, ag = - I gz, fair
KA be e e 3 b 23""1 zﬂ*: y =4

ILis PI.

definifemo desne i leve jednostrane Laurentove transformaci je .

O¢ito je, pritom:

a=av - a" , Alz) = A¥(=) - A~(z). (4.5.15)

Teorrema (711 Da bi funkcija A(t), definisana na jedinié&noj
krufnici, koja zadovol java Holderov uslov, bila granidna vred-
nost funkcije analiti¢ke unutar (izvan) jedinidnog kruga, neop-

hodno je i dovelino, da budu ispunjeni uslovi:
a = tL-*A = {13 (4.5.16)

a— = (L—1A)— = 0, (a* = (L=*A)* = 0) .!!

Vektor h definisan relacijama

L= -

Kz - -

naziva se konvolucgi jom fekggrg a, X€E{1}.,

Jednostavno se dokazuije da je konvoluci ja dva vektmré iz

{13 vektor koji takodje pripada klasi {12,

Ako su
0o _ e .
Alt) = La = Z apt¥ , X(t) = Lx = 2 ¥ebt*, {t} = 1, (4.5.18)
o ~wd W o o O

diskretne Laurentove transftformacije vektora a i x, vaXi da je:

o oD o Tl

Lh = z Z ABm—kXrt™ = Z amt”-z etk = A(t) -X{t), (4.5.1%9)

Nz-00 Kz.ao Mz - Pr-co

ti. diskretna Laurentova transformaci ja konvoluci je dva vektora
jednaka je proizvodu slika dva vektora koji grade konvoluci ju.

Za razliku od integralne Fourierove transformacije V,
diskretne transformacije W i L preslikavaju vektorski prostor u
skup drugaci je prirode -~ prostor <funkcija, 4to omogudcuje ne
samo razvoj teorije beskonacnih algebarskih sistema tipa konvo-
luci je, potpuno analogno teoriji integralnibh  jednalina tipa
konvolucije, veé¢ i razvoj teorije integralnih jednadina 1
graniénih problema za periodiéne funkcije i funkcije zadate na
krrudnicama.

"dsnbine‘uperafmra W su slidne osobinama operatora V:
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1. Weep = exp(ipB)A(B8); | | (4.5.20)

2. W-rpa(B-k) = expéintlan, BER ; (4.5.21)

Z. W-tAlx-3) = enp(—ink + nn) -a,, E=k+i-n j (4.5.22)

4. Wa.x = A-B) ; (4.5.23)

5. Wt —Ei A(B) = (in)Pa, 3 (4.5.24)
48P

a =
&b NEQ—— Ay (y) J= e AR ,y) ,gde je y parametar; (4.5.237

oy &y
o0
7. WLA(B)IB(B) = Z At D i 5 (4.5.26)
| L
Doy )
8. NEE; Bm-wbik]l = A(B)Y-B(B) 3 (4.5.27)
9. Waube = (1/2%)- i AB-EYBC(EL ) dE , (4.5.28)

gde je funkcija A(8) prosirena na interval [-%,7) uslovom 27—

periodidénosti.

L1
- 1 P{Erer**dt e -
10. W ¥Yyersgn(k+l1/2) = el J Yy $ (4.5.29)
- -3
x ob
11. (1/25)-I AR)IB(-)dk = z axbew 3 (4.5.30)

apsq » kada je p deljivo sa q,

12. W-tA(pe) ={; (4.5.31)

0 , u protivnom sluaju.

U [71] opisane su mnoge primene diskretnih transformaclja
u teoriji beskonaénih sistema algebarskih linearnih jednacina 13
ihtegralnih Jednadina tipa_kdnvolucije. U oba sludaja se prob-
lawmi svode na Riemannove i Carlemanove graniéne probleme =za
analiti®ke funkcije. Opisademo ovde samo neke od mnogobroinih
klasa problema opisanog tipa. |

Sistemi oblika

Y st + 2 brcwXe = €mg NED, - (4.5.32)

k= _ LT |

gda s an,bﬂ;cnﬁ{l}, mogu se, pomocu jednostranih vektora nE,

predstavitL formul om

. Kz-es _ Xy - 0O

odalkle diskretnom Laurentovam transformacijom dobi jama Riemann—
ov graniéni problem za odredjivanje analitickih funkei ja  X=(2)

unutar (izvan) jedini&énog kruga, respektivno:
- Alt) cC(t)
- t - - -
T = g T A

el = 1, (4.%.34)

164




Ll . 3 )

jde je A(E) = > ant™, B(t) = 2' b.t™, C(t) = 2' Cal™, X*(t) =

Nz =00 Nx-ony Nw-om
oo

= 2 xatm, X=(t) = — 2 xntm, i ofigledno, A(t),B(t),C(LIEH(M).

N0 e~}

Froblem (4.5.34} retsavamo uz dodatni uslov da resenje
e*i nuli u beskonadnosti, i za A(t) # O i B(t) # 0.

Graniéni problem (4.35.34) ekvivalentan e sistemu
(4.35.32) u tom smislu da su oba resiva ili neredgiva i,u sludaju
ia su re&iva, imaju podjednak broj linerano nezavisnih resenja.
‘adgod postoji resenje X*(t) problema (4.0.34), resenje sistema
(4.5.32) dobija se pomocu ¥ormulé=
| X+ (t)=X=(t)

Key =

231 tr+2
Iti=4

Parnoj integralnoj jednadini tipa konvolucije (4.3.24) u

gt . (4.5.35)

ilgebri odgovara sistem:

E_ Byt = Cpy 4 N0
LS R

00 (4.35.36)
Z bﬂ—h'}:l-t = Ce y I"I{D

Kx- ol
:0ji se metodama sliénim kao uw prethodnom primeru, diskretnim

.aurentovim transformacijama svodi na Riemannov problem oblika

B(t) B(E) — A(t) .
P(E) = s 4 TS O, It} = 1, (4.5.37)

=z dodatne uslove, A(t)#0, B(t)#0, ¥—=(») = 0, gde su ¢—(t) i
*{t) slike pri Laurentovoj transformaci ji pomocu Jedinstvenih
rektora = i ¥+, Kada resenje problema (4.5.37) postoji, iz

vjega se dobija resenje sistema (4.35.36) pomocu formule:

1 X{t)

2Txi et
tlx 4

dt, n=D. (4.5,38)

»

. Slieénim postupkom se redavaju i sledec¢i beskonadni alge-

yarski sistemi:

o .

. MEene

jde je on = (dlsn+p)/ (n+T)H, oL,P,T = tonst, TED i

L -

- -]
?.. An—wXe ™ Cn + r z Damck¥e = Cn)

0, neb, |rij#i, (4.5.41)

wri temu se poslednji diskretnom Laurentovom transformacijom
svodi na Carlrmanov graniéni problem. |
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Cesto se diskretne inverzne transformacije koriste :za
ratavanje integralnih jednacina tipa konvoluci je sa periodicnim
jezgrima, tako Sto se takvim =zadacima dodel juju beskonadni
sistemi algebarskih linearnih jednatina, koje je Jjednostavnije
resiti nego polazne probleme (vidi [71], strana 233-239). Ta
matoda ukazuje na visestruke koristi od primena diskretnibh
transformaci ja Sto d¢emb pokazati na jednom primeru wopstivs:
problem iz £71] na strani 246-249.

Pretpostavimo da Je na intervalu 0<y<k, (k=const.>0), dat
hoskonaltan sistem diferencijalnih linearnih jednadina v kome su

nepoznate funkcije parametra y:

L82 L y) + beS (v) + i (y) = O (4.5.41)
= dy= Ay dy LU '}" £ & 3Umn+4; b'4 = s aJa

gde su a,b,a,, (j=1,...,Mm), realne konstante, a ij,(i=1,...,m),
proizvol jni celi brojevi. |
Treba naéi niz funkcija uas(y) koje - adovol javaju jednadi-—

e (4.5.41) i uslove:

U (k=0) = ., NED (4.5.42)
d |
L (+0)  + u(n)-a; Up (+0) = gn, NED , - (4.35.43)

gde su f i g dati beskunatnndimenzinni vektori u 1z, 1

ol-r™ -+
aln) = P y (4.5.44)
YTr™ + &

gde su of,#,T i & poznate realne konstante i 0<{r<l1.

Ako na jednacinu (4.5.41) primenimo transformaciju L, na
asnovua (4.5.20) i (4.5.25), dobi jamo abiénu diferencijalnu
jednaéinu drugog reda po promenl jivo) Yy i sa parametrom t:

d= 3

d
ar 3= Uct,y) + brge Utt,y) + ‘_Z; 2yt )fu<t,y) =0 (4.5.45)

tija je upéte resenje

Oy (£) c@xplR, (£)yI+Cz (1) cexpiRa(t) yl, Ra(t)#R=z(t)
Uix,y) ={ T

Lc, () +C2(t) s ydeexplRa (t)yl, Ra(t)=Ra(t), (4.5.46)
gde su C.(t) i Calt) proizvoline funkci je. 1
Ri,alt) = == [-b % (bZ - 4a-) a t=% 11723, (ti=1. (4.5.47)
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Iz uslova (4.5:42), transformacijom L, dobijamo uslov:
utt,k=-0) = F(t), |ti=t. (4.5.48)

Uslove (4.5.43) mo2emo da napisemo u obliku:

i

d
&oupn (+0) + a'E; Up (+O) - &*Qn -r“'Vni

d
Wn = T'Uﬁ(+0) + d'a; uﬁ{+0) - T'gﬂi

adakle diskretnom Laurentovom transformaci jom dobijamo:

&-U(t,+0) + p-g; Ut ,+0) — &=B(t) = —P(rt) (4.5.49)

PLL) = T-U(t,+0) + a-g; U(t,+0) - T-G(t), It]=1. (4.5.50)

1> (4.5.46) i (4.5.48) sledi da jes:

Calt)rexplRy (£) - kI4+Cx (L) rexplRa{t) -kl F(t), |ti]=1, (4.5.51)

A iz (4.5.49) i (4.5.50)¢:

CL(E)LE+P Ry (£) 3 + Cait) [6+P-Ra(t)] = &8.6(t)-Plrt), (4.5.49")
Ce(t)LT+8+Ra(t)3 + Cal(t)LT+ol-Ra(t)] = P(L)+T-B(t), (4.5.50")
| It o= 1.

Eliminaci jom funkcija Cy(t) i Cza(t) iz (4.5.51),(4.5.49")
i (4.%.50°) dabijamo Carlemanov problem

Plt) = A(L) «-Pirt) + B(t), |t} 1, (4.5.51)

gde Jje:

ET+dR,£P)JEHp[kREit)]“Eﬁ+dﬁajt)39ﬂp[kﬁiit}]

A(t) = = (4.9.52)
= To+PRa(t) JexplKR, (t) I-Lo+PR, (£) lexplkRa(t)1 -
B(E) = id&“aT){G(t)[Rn@ﬁD(EE;)‘RaEKPEERE)]+€£R1-R2)I  (4.5.53)

[5+PR2(t) JexplkR, ()1 - [&+PR, () JexplkR=2(t)]

Kada nadjeamo reﬁenje_?(ti problema (4.5.51), pomodu njega
dobijamo partikularno resenje Uit,y) Jjednacine (4.5.45) koje
zadovol java uslove (4.5.48), (4.5.49) i (4.5.50). Odatle inver-
znﬁm Laurentovom transformacijom dobijamo resenje polaznog
problema (4.5.41), (4.5.42) i (4,.5.43):

Unly) = L=2U(t,y). (4.5.54)




Kampletan opis p&stupka'za resavanie Carlemanovoqg grani-

tnog problema tipa (4.5.51) dat je u monografiji [71] na stra-

nama 248-249.

4.6. QOsvrt na istorijski razvo] teorije granicnih problema

za elipticdke diferenci jalne jednacine

Jedan od prvih metoda resavanja va2nih klasa gramicnih
problema za parcijalne diferencijalne jednatine je poznata
metoda razdvajanja promenl jivih ili Fourierova metoda sa kojom
je u tesnoj vezi opisana metoda Fourierovih integralnibh trane-
formaci ja. Iz te metode vodi poreklo danas veoma Ctesto korisde-
na spektralna teorija diferencijalnih operatora.

lako je jod u drugoj polovini XIX veka prvi put primenje-
na metoda resSavania parcijalnih jednadina pomocu 1integralnih
transformaci ja, ova tehnika je u potpunosti razvijena tek u
nase vreme. |

A.M.Danilevski [47]3, je 1936. prvi resio jedan kombino-
vani granidéni prublem za -eliptiéke parcijalne diferencijalne
jednafine. Ta) problem bio Jje vezan =za raspodelu struje u
L111ndr1¢nnj elaktrud:. Gd tog vremena publikavanb je mnogo
radava u kojima se, svndjenjam na jednalinu W1anar—Hopfa, resa—
vaju razl;¢1t1 kombinovani graniéni problemi =za elipticke
parcijalne jednatine. Iscrpan spisak literature vezane za tu
problematiku mo2e se nadi u [1281, [1341, [1423, [211].

L.A.Vajn&tajn [2113 je prvi primenioc metodu faktorizaciie
u teoriji difrakcije 1947. godine. J.I.Cerski je 1957. u  [3&1,
umesto dotada uobicajene - metode Nieﬁer—anfa, prvi primenio,
pri resavanju kombinovanih problema, teoriju granicnih problema
Riémanna u opstem sludaju za sistem n parova funkcija. Cerski
i@, takodje, u £38) i [(39],dao i ocenu srednje kvadratne greske
za pribli2ne metode redavanja kombinovanih graniénih proeblemsa
za parcijalne jednadine. - |

Prvi rad u kojem sgp Jjedan pruble@ métematitke tizike
svodi na Carlemanov graniéni problem je rad W.T.koitera L[101]
iz 195%5. gndine. Interas za takvu prablamat;ku neprestalno ras-—
te poslednjih godina (B.M.Nuler [1443, Cerski [403, £41) itd).

- Prvi teorijski rad o beskona&énim sistemima linearnih
algebarskih jednalina sa diferencnim inaeksima je rad .M.
.Rapuporta £170], u kojem je autor resio jednostruki sistem u

klasi €13 svodjenjem na Riemannov graniéni problem. Zatim slede
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adovi J.H.Feljda (553,V.S.Rogodina [1771,M.G.Kreina [112] itd.

Godine 1958, I.H.Hairullin je teariju beskonadnih sistema
wopstio u nekoliko pravaca. Primenom diskretnib Fourierovih i
.aurentovih transformacija bavili su se mnogi autori. Nekolilko
adataka vezanih 2a periodicéne probleme matematicdke Ffizike
08ili su J.1.Cerski u {371, 03817, V.P.éestnpalov £2003, itd.

Pravi procvat ove metade do2ivljavaju razvojem teorije
wpitenih funkci ja koju je zasnovao S.L..Sobolev 1936. godiné i
istematski razvio L.Schwartz 1950-1951. Veoma brzo nakon
ojave Schwartzovih rezultata ideje teorije uopstenih funkcije
iasle su primene u citavoj matematidkoj analizi (vidi I.M.
iel jfand, G.E.Silov~ "Obob&fenie funkcii i deistvia nad nimi",
loskva, "Nauka", 1971).

U £71] nalazi se obiman spisak literature o primenama
aorije uopstenih funkcija u problematici o kojoj je ovde red.

Danas se razvijaju upocredo raznorodne metode resavanja
raniénihb problema za elipticke parcijalne jednadine:
arametarska metoda, metoda pntencijala} varijacione metode,
etoda Schaudara,.razna metode funkcionalne analize itd.

Iako je, u dana&nje vreme, naglasak, pre svega, na prib-
i2nim metodama resavanjia sloZenih grani¢nih problema pomocu
atunara, i dalja se posveduje dosta pa2nje analitickom
esSavanju problema za parcijalne Jednacdine viseg reda. To poka-
uiu mnaogobrojni rezultati publikovani paslednijih godina [31.

Fomenimo rad [143]1 A.D.Nominova u kome je u poluprostoru
efinisan analogon FPoissonove formule za videdimenzioni elip-
1Cki sistem parcijalnih jednadina drugog reda, zatim rad [95]
- I.Janusauskasa u kojem je dat prikaz poznatih rezultata ana-
iticke teorije linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina

naveden niz jos neredsenih graniénih problema te teorije, kao
rad £[94] istoug autora u kojem su date u eksplicitnom abliku
eke integralne reprezentacije Greenovih i Neumannovih funkcija

a videdimenzionim oblastima ogranifenim hiperravnima i
+erama.
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Mumer ichke metode mresavan ja
gr-amidcmnih problema Za el ipti Sl
pPar-ci jialnmne cdi Ferenmnc i jal Nne

FJedrmadi Me

U ovom poglavliu dat e pregled nejcesce koridadenih
netoda numeridéke analize za priblidno resavanje graniénih prob-
lema za eliptiéke parciijalne diferenci jalne jednadine drugog
roada. Takodje su oplsane i primene tih metoda u reSavanju gra-
niénih problema za elipticke sisteme linearnih parcijalnih
diferencijalnih jednaCina prvog reda.

Savremeni ratunari predstavljaiu mocno sredstvo Za
nmatematiécko modeliranje slo2enih problema nauke i tehnike.
Realizacija matematitkih modela na racunarima ostvarujle se
nomoéu tehnika numericke analize koje se neprekidno’ razviliaju
uporedo sa usavrsavanjem racunskih masina. |

Svaka numeriéka obrada problema matematicdke fizike il1
tehnike, u krainjoj liniji, svodi sSe na sisteme algebarskih
jednadina ili slicdne strukture.

Metoda formiranja sistema algebarskih Jednalina, kon
odgovara postavl jenom problemu, direktnﬁ zavisi od apriorne
informaci je vezane za - polazni prnblem.. U nagdem sludajun t«
apriaorna informacija je, zapravo, skup géanitnih uslova na rubu
noke aoblasti. | ” | |

5.1.  Metoda diferencnih shema

-

Jedna od klasi&nih metoda priblidnng regavanja graniénih
problema za parcijalne jednacine, je metoda diferencnih shema
koja se sastoji u tome da se polazna oblast na kaojoj se trai
raStenje zameni diskretnim skupom tacaka- mreiom, a izvodi nepo-
znatih funkcija w diferencijalnim jednatinama i graniéni uslovi
aproksimiraju na toj mre#i konaénim razlikama. Rezultat takvog

postupka je prelaz sa polaznog graniénog problema na konacan
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istem algebarskih jednacdina (linearnih ili nelinearnih) koji
azivamo diferencnom shemom. Tako dobijeni sistemi resavaju se
aznim direktnim i iteracionim metodama [491, [127°1.

Direktne metode daju resenja granidnog problema posle
onanog broja algebarskih operaci ja. Poznate su sledede takve
atode: metoda progona, metoda matriénog progona, metoda dekom-—
aziclje, tehnika brzih Fourieraovih transfcrmacija,' metod
umarnih reprezentaci ja itd.

Efikasnost direktnih metodsa ocenjuje se redom broja ope-
acija neophadnih da bi se problem resio kada rastojanje
zmed ju susednih &vorova mre2e tedi nuli.

Poznati iteracioni postupci su: metoda Richardsona sa
ebi&sevl jevim izborom, popreéno-trougaona iteraciona metoda,
azne metode promenl jivog pravca itd.

Efikasnost iteracionih metoda procenjuje se redom mini-
alnog broja iteracija nofe) neophodnog da se gredka podetne
retpostavke umanji za 1/ puta.

Iteracione metode su opstije i jednostavni je za realiza-

i ju,mada se danas i dal je teste koriste direktne metode za rad

a ratunarima.

L

Konvergenci ja i aproksimaci ja diferencnih shema

Pretpcﬁtavima da je D oblast u ravni ogranidena prostom,

atvorenom, deo po deo glatkom kanturom abD.

| Izbor mreie koja prekriva oblast D ne zavisi od konkret-
ih graniénih uslova, veé¢ od oblika konture 3D i odekivanog
cepena tadénosti resenjia. Mre2a se moZe sastaviti od kvadrat-
th, pravougaonih, trougaonih ili sloZenih ¢elija. 0Od dijametra
elemenata mreize zavisi velidina ostatika Rg pri zameni dife~-
el jalne jednadine diferencnom.

Obiéno se graniéni problem redava tako 4to se, na pocdetku
oblem grubo re&i za mali broj ¢elija mrede, a zatim se mreida
sitnjava na calnj pcsmatranoj oblasti ili nekim njenim delovi-
iw

Ovu metodu zasnovao je jo& Euler, a dobila je na =nadaju
2k sa pojavom brzih ratunara velikog memorijskog kapaciteta.

U ovom tekstu ograniticdemo se na prikaz metode diferen-

1ih shema u sluéaju kvadratne mree.

Naka*je (XoyYo) proizvoljna tatka u ravni i h pozitivan

169




Broj. MreXa D koja odéuvara nblasti D sastoji se od skups svih

tataka (xi,¥3), gde Jje
Mg = Xo + i-h , Y3y = Yo + i-h , (1,35iD),

koje pripadaju unutrasdnjosti oblasti D ili su udaljena od Kriwve
8D za manije od h.

‘Tatke ( évorovi ) mrele D, su susedne ako Je rastojanje

izmediu njih u pravcu x—ose ili y-ose jednako h. Cvor A, mreie

Dy je unutrasdniji ako pripada oblasti D i ako sva cetiri susedns

- &vora pripadaju mre2i Dn. U protivnom slucaju, cvor ., Je gra-

niéni .

Granic¢ni ¢évor mrede D. naziva se &évorom prvog reda ako 3Je

bar jedan od njesmu susednih é&vorova unutrasnji. U protivnom

sluEaju graniéni évor Jje évor drugog reda . Unutrasnjii Cvorovi
i grani&éni &vorovi prvog reda mreie Dn su relevantni za izracu-
navanje, dok se graniéni &vorovi drugog reda ne uzimaju dal je u
chzir, pa s@ mogu eliminisati iz mreie Dn.

Skup svih unutrasnjih ¢vorova mreie Dy oznacicemo sa Dn,
a skup svih graniénih &vorova mreie D, OzZNacCicemo sa Df.

PFrimetimo da je skup svih &vorova mreie Dy “povezan”, tJ.
dva proizvoljna &vora iz Dn spojena su nizom medjuscbno sused-
nih &vorova. Pritom je mnogouvgaona oblast 8, ogranicena poligo-
nalnom linijom &ija su temena sve tadke iz Dﬁ; izabrana tako da
njena geometrijska granica T bude najbli2a konturi aD_u odnosu
na pasmatranu mreiu. Pritom évorovi iz DS mogu leiati i unutar
Gn, & izvan oblasti D.

Funkci je definisana_u evorovima mre2e D nazivaiu se
mreXnim funkci jama . |

Oznacimo sa U prostor funkcija uwix,y) neprekidnih u D, sa
Un prostor svikh mre3nih {funkcija definisanib na Dn, sa Uk
prngtur svih mre2nih funkciia definisanih na Dy i sa U5 sve
mreine funkcije definisane na DY .

Neka su u linearnim prostorima U i U, uvedene odgovaraju-
¢e norme jf«llu i (11, takve da je Ilrltu; mre2ni analogon
normi (-l lu . Oznatimo sa |1~1lu- 5 11-llue, Hl-liu; i el luge
restrikel je odgovarajuéih normi na prostorima U°, U*, Un 1 UR,
gde su U’ i U™ prostori funkcija neprekidnih u intD i 3D, res-
pektivno. | | |

Speci jalno, svakoj funkei ji uilx,y)ed mo2emo Jjednoznacno

pridru2iti mrednu Funkoi ju Un=un (X,y)EUn takvu da j@ Un(Xk,ys) =
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Mm% y,¥4)e Na taj nadin definisan Jje linearni operator iz

~ogtora U u U, koiji se naziva praojekcijom funkcije Wil na

Operator L, naziva se diferencnim ako svakni mwre2nocj fun-—

i ji feU, dodeljuje neku mre2nu funkeciju iz Uy, (111 US).

Diferencni operator L. aproksimira diferencijalni opera-

3 L sa k-tim redom u odnosu na h po mreinoj normi | l-|{u; ako
2 k>0 i ako Jje za dovoljno puta glatku funkeciju uelU zadovol je-

a nejednakost

| ILu - LhuIIU; & Cu-h* , (S-1.1)

e je Cu neka konstanta koja ne zavisi od h.

Pretpostavimo da je dat graniéni problem oblika:s

Lu(,y) = £fx,y), H,y)=ED", (3.1.2)
lus,y) = gs(x,y), (% ,y¥=D*, (5.1.3)

je su L, 1, linearni {(diferencijalni) gperatori i ulx,y) ne-
aznata funkcija. |
Metonda diferencnih shema sastoji se u tome da se granicni

~oblem oblika (3.1.2), (3.1.3) aproksimira nekim odgovarajicim
Lferencnim graniénim problemom oblika

Linv = fpn na Dn, (5.1.27)
(IJ)hV = (gj)h Ma Dn, {S5.1.37)

ie je Lnv diferencni operator kaji ocdgovara Lu, (1l;)nv su di-
arencni operatori koji odgovaraju operatorima 14, mreZne fun-—
sije fn i (gyde su projekcije funkcija ¥+ 1 gy na Dy 1 DY, res-
aktivnao. |
-~ Graniéni problem (5.1.2') i (5.1.3') naziva se diferenc-
om shemom za graniféni problem (5.1.2) i1 (5.1.3). |
Re&enje problema (5.1.2), (5.i.3), u opstem sludaju, ne

adavol java na mrez2i D, diferencne jednatineltﬁ.l.z‘), (5.1.37°).

Ako pasmatramo jednakosti

Lt = fp + 4y na Dy, | (S.1.4)
(Ij)hu = (g_j)h + (lp_'}h Na D:, (5.1.35)
d@ su ¥n = Lhu — fn, (?,)h = (l4)pt = (Q43)p areine Ffunkciie

aje se nazivaju adstupanjima redenja diferencnog od diferenci-
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jalnag problema, karemo da diferencna shema (5.1.27), (5.1.3
aproksimira diferencijalni prablem (5.1.2), (3.1.3) u adnosu na

njegovo resenje u sa k—tim poretkom u odnosu na h, ako je k-0 i
v 1 dd, = Odhw), 1M Intlur = 0%, (3=1,2,...4k). (S.1.6}

U slutaju da su ndstupanjia (P4)yn na DR Jednaka nuli =&
svako h, kalemo da diferencni granicni uslovi (5.1.3') tadno
aproksimiraju granilne uslove (5.1.3) polaznog problema.

Diferencna shema (S.1.2°), (5.1.3°) je stabilpa ako pos-
te@ii takvo hor0 da za proaizvolino h = 1/N{ho 1 proizvol jne mre-
e funkci je EElUy, NEUR diferencni problem

L2
(1_1)|-12

14 na Dn (Z.1.7)
N na DS (5.1.8)

| IH

ima jedinstveno resenje z=U,, pri <emu je zadovol jena nejedna-
Loast |

|12||uh <CCETeflE g, T C*-linliul, {5.1.9)

gde su C’ i C® neke pozitivne relne konstante koje ne zavise od
h, & i n. | | - | |
 Svojstvo stabilnosti (ili nestabilnosti) diferencnih she-
ma je njihovo unutfaénje svpjistvo, tj; ono nema nikakve veze sa
oolaznim diferencijalnim granlénxm problemom. Veoma je vaino da
postavl jena diferencna shema bude stabilna, jer je, u tom
ﬁluﬂaju,.una stabilna 1 @ odnosu na greske pri zacokrudivanius
koje se éesto mogu dopisati desnim stranama jednakosti (8.1.2")
i (5.1.32°) u obliku mreﬁnih funkcija odstupanija kU, 1 MNELLS.
Fritom se greske resenja ditferencne sheme (5.1.2°) 1 (3.1.37),
na usnuvu linsarnosti shéme, paklapaju sa reseniem diferencnog
praoblema (S5.1.7), (5.1.8) ka;e ¢e biti maln akko su male norme
greéaka £ 1 Ny | o
Katemo da reéenjn y diferencne sheme (5.1.2°), (5.1.37)
cnverglra na odabranoj mreti Dn reseniu d1¥er9nc13a1nng gra-—
ni&nog problema (5.1.2), (q.i.&) sa k—tim pnretkam u odnosu  na
h, ake je k>0 i o |
| | Tu = yllo, = 0th*=). (5.1.10)

U tom sludtaju kazemo da diferencna shema ima k—ti poredak

ta¢n05t1-.

- U tenrlji d1¥erancn1h shema istaknutu ulogu igra kriteri-
Jum Pnnvergenc1ja dlferancnih shema dat sledeédom teoremom.




gorema J.1.1. Neka diferencna shema (5.1.2°), (3.1.3°) apro-

simira diferencijalni graniéni problem (5.1.2), (5.1.3) u
dnosu na niegovo refsenje u sa k—tim poretkom u odnasu na h, i
eka je ta shema stabilna. Tada resenje diferencne sheme kon-
ergira na mreti.Dh reseniu u diferencijalnog granicnog proble~

a sa istim poretkom u odnosu na h. il

To znadi, da je za proveru konvergenci je diferencne sheme
ovol jno dokazati da ona aproksimira postavljeni granicni prob-
em i da je stabilna u smislu navedene definicije.

Speci jalno, kazemo da Jje - diferencna shema (S.1.2°) i

5.1.3°) stabilna zdesna ako postoje brajevi he>0 i €730 takvi

o

a, za proizvoljno h = 1/N < he i proizveolinu mreinu funkciju

2Un, diferencni granifni problem

Lz = % & Dy (S.1.11)
(l3)pz = 0 na DR, (i=1,2,...,K), (3.1.12)

ma jedinstveno resenje zsU,., pri &emu je
lizile, € C eIk ly; - (5.1.13)
S obzirom da su u mnogim sluéajevima granicni uslovi

praksimirani ta&no, tj. da Jje Y, =_(14)hu - gy = 0, greska

- v na mre:i D, je resenje graniénog problema

L (1 — Y) = ¥, (1)l — y) G,

a je, na osnovu teoreme S5.1.1, jednostavno zakljuciti da je u

akvom sluétaju, za konvergenciju diferencne sheme, dovolino da

na bude stabilna 2desna.

Diferencne sheme za parci jalne jednadine prvog reda

Kao primer primene metaode diferencnih shema na slucaj
arcijalnih linearnih jedna&ina prvog reda, resicemo jedan
raniéni problem za (pyg)—analiticdke funkcije.

roblem S5.1.1. Naéi (p,g)-analitiéku funkciju F(t,y)=ulx,y) +

i-v(x,y))definisanu na zatvorenom pojasu D = {~ox{®, OLyLY>r,
akva da je: |
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1,6 = uix,0)
laf = vin,0)

Pln), —OIKLD (5.1.14)
W), —®nd<o, - (5.1.13)

gde su p = p(xk,y)>0 i g = qin,y) ¥ O date neprekidne realne
funkei je ogranitene u D, ulx,y) i vix,y) dva puta neprekidno
difarencijabilne funkcije u D, P(x) i ¥(x) date dva puta nepre-

Lidnao diferencijabilne funkcije na celoj x-—-osi, pri cemu je

sgp el = G4, sup lugy | = Gz, (5.1.16)
[ =]

sup vl = Bz<@, sup vy,
o o

Gad® .11 {S5.1.17)

U skladu sa opisanim postupkom, prvo cemo konstruisati
mre*u Dy, na pojasu D. Neka je h>0 realna konstanta koju cemo
uzeti za korak po promenljivei %, a o = y/M>0 realna konstantx
koja ¢e biti korak po promenljivo]j vy.

Nizovima tataka % = k-h, kD i y, = v, (v=0,1,2,...,M)
odgovaraju sledete mreie u D:

D = {{ugve) | kED, v=0,,1,...,M
Dy = {{(Hms¥Yy)  kED, w=1,2,...,M
DE = {(uyu,0) v - keiD) .

Na ovim mretama definidemo potrebne mreine funkcije
pOMot Projekci ia (Uue™u (lu,¥e) s VeV (in g ¥o) 3 Pre=P (RusYe) s Que™
== q(HH,yvi, Ye = @k_g = W{e,0), P = Pu,o = Plx,0)) i T a

nreine funkcije definisane na Dy i Dn uvodimo sledece norme:

ftgtiu, = tlglln = sup 1G9 (% yYod 1, (5.1.18)
W h j
llgile, = 11gtln = sup lg{xe,ye) |, (S.1.19)

Bl

Ako u jednatinama
PW: — Quy — ve = 0, gui + puy + v =0 (3.1.3)

koje zadovoljava tralena {(p,q)—analiticka funkcija £ = u + v,
zamenimo parcijalne izvode standardnim diferencnim formulama, i
ako umesto u i v uvedemo oznake U i VvV, iz (3.1.23), (5.1.14) 1

(%.1.15) dobi jamo diferancnu shemu

C(Ly) nflue = - (5.1.20)
_ , Uu.v—t"uh—x,qui ' Uk.v“uu.v—t Vh.v“vu.v—n _
ZP e o w1 = Ok ywv—12 = = 0
h T B _
L) nflee = ' (5.1.21)
=q'- ' UH;#—t_UEfL.rnl = -Uu.v-uu;v—; _ ngv—l—vk—i,v—1=0
1= h:;v—-l. h | ph.w—-:l.. c h
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—ry

- ..AL‘:.;}

ifl

13 nflu,o = Plhw,0) = P, (5.
[(lgjh*Ju,o W(HM,OJ = Wk .
(kED, v=1,2,...,M).

Iako diferencna shema zavisi od dva parametra h i ~, pri

'y

1
1.23

znatavanju diferencnih operatora (14)yn, (ladn, (Lidp, (L), i
dgovarajucibh normsi, zbog jednostavnosti notacije, koristicdema
iam0 indeks h.

Froverimo, prvo, da li diferencna shema (S5.1.20)—-(S.1.23)
proksimira postavl jeni problem. S obzirom na dodatni uslov da
unkaoi je ulx,y) i vix,y) moraju da budu dva puta neprekidno
Hterencijabilne po promenljivima % i y, na osnovu Taylorove

ormule imamo da je:

UlXyYe) = U Ry Yome) + AouL{M i, Yomr) + (RRF/2) ety o (M1 g B )

-{Hk—11YVH1) = U(HHIYV—I) - h'ué(HM1Yv*1) + (hz/z)'u;;(ﬂhv1Yv~1)g
j-
Lt ‘v_u o W — . T r
bl g v s "llgema , ma ’ h , 0 ' -
— - - = e (Mo g Vg = E uun(nhvgyv—l)i (5.1.25)
’ sliéna:
-V' . _V n - ’ T * =
Vi g v " Ve ,v—1 h ~ - _
: o = Vae (Mg g Yo )} = 5 Viw (M 3 YVooma ) (5.1.27)

de jJe fi{x,y) = udx,y) + ivix,y) resenije pastavl jenog brablema,

csvsBreEyomaaye) i nhv,ﬁg,vE(xh_i,xh). Dtuda je:

(L) flue = (35.1.28)

. uk.v*l"uk-—l g w1 uk.v_uh.v—l VR.V-VH'V_I -
)h:.v—:l e rh P i— — qk.V"""‘- -_— rc — ——— Tu _—

puiv*lu;(EH1YV“I)_QH|¥“IN;(NM,Yv—1)_V;(xh'yvﬂl}—lfz‘[ph'vql'

'hu::;; (T‘kv,y-\p—l)'{'qh'v—l "t"l.l;.-;- (Hk 'B kv) +¢'V;;(HH,EM\’) :l ]

L) pnflue & | (5.1.29)
uH-V"i_urﬁluvzi - Uit o vl g v—1 Vh.v—l_vﬁmi.vnl
Joe y g h Py v—1 “—4——;—4——— — —— E =

QE-vﬂluﬁ(xkoyvvi)+phivutué(xh1Yv—1)+V§(xh;Yw—1)+1/2'[“qhnv—1'
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-hu;;(ﬂh,v,yv_l)+pk,;_;¢u;;(xk,ﬁhv}—hvéé(ﬂhv,y?_;)].

S abzirom da su parcijalni izvodi ul,uy,Va,Vsy 1 funkci je

p i q neprekidne u gornjoj poluravnil,iz (5.1.20-1) sledi da je:

!3H.v-;lur; (Hl;g)’v“l)“qh.v—lu;f(}‘ltvaV—l)_V;(Kkgyv—l) = 01
(5.1.30)
QH.vmtué(Hh1Yv—1)+Ph,v—1U§(Hh,Yvé:)+V§(thyv—1> = O,
ra sve kD, i v=0,1,2,...,M, pa Je:
[(L;)hf]hv = (1/2)'Ephnv"lhuéé(nhv1YV—l)+
Qe vma T Us (X ey Bran) o Vg (Rae s i) 3, (5.1.31)
Lt hflue & (1/72) «-0— qh,v—lhu;é(nHV1Yv—1)+
D s e 3 UG (Ke s Brae ) ~AVyint (M 3 Yooma ) 1 (5.1.32)

Otuda, za grani&ni problem 5.1.1 na mre2i D, vale sledece

ralaci je:

CLafdnIu,v & Pu,ew na Dy (5.1.33
L{lafdnle,w T ¥r,w na Dy, (S5.1.34)
€l afdnle.,0o = P~ na DR (5.1.35)
[{(laflrlu.o = ¥ na DX (5.1.36)

(keD, v=1,2,...,M),
gde su
?H.v = - (1/2)'Eph,v—lh'ué;(nh.v1Yv*1)+

PGy vt T U (Mie g Bren )+ Vs (1 4 Bres) Ty (e 1.37)

Treew T {1/2)'EHQk.v—lhu;;(nHv1Yv“l)+-

D et P T Ui a g Dren) =h e Vst (Then s Yo—a ) 3, (5.1.38)

odstupanja resSenja problema od diferencnih jednacina (5.1.20) 1
(5.1.21). |
Na osnovu uslova (5.1.16), {5.1.17i problema i definicije

norme (5.1.19), sledi da je:

1P e € (1/72)+[PGyh + (OGx + Ba-T)1, (5.1.39)
blwl b € (1/2)«[(QRG, + Bs)h + PG=z-7l, (5.1.40)

gde je P = Qup lp(x,y) |, @ = sup igix,y)|, sto znadi da dife-
o )

rencna shema (5.1.20), (5.1.21), (5.1.22) 1 (5.1.23) tafno
aproksimira diferencijalni graniéni problem S.1.1 sa poretkom 1
u odnosu na h 1 « i-nnrmui||-||L na mre2i Dp.
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Ako resimo jednatine (5.1.20), (S5.1.21) PO Uk, i V.o

lobi jamo rekurentne formule:

T* Qe ewv—12
W o = (1 - : YUpe , s +

MPk,Vv—1

E:qh;v—l
hPk,v—1

Wpe—m 2 g w—1

- i (Vicooms = Vi—sow—a), (5.1.41)
hpk.v—i

T[iﬂi.v—t*ﬁi.v-t)
NPy v—1

Vicgw — (Upe y et ™ U ,0-a?) *+

T'Qu.v-1+hpt}v—1 . T (e gy w—1
,hph.v—l _hpk.v—l

+ Vie—1 o w—1 (5.1.42)

wje zajedno sa granidénim uslovima (5.1.22) i (5.1.23), daju
lgoritam za izracunavanje vrednosti funkcijae uilx,y)} 1 v,y
1oj po sloj polevdi od Up,2 1 Vu,2 28 K & D, zatim Ue,2 1 Vie,=
a k = D itd. |

Posmatrajmo, dal je, diferencni problem

C(Lyf)pmd = E, (5.1.43)
C(Laf)nd = 7, (S.1.44)
EtlyF)nl = O, (S.1.4%)
(1af)n) = 0, | | (5.1.46)

de su & i N proizvoline mre2ne funkcije definisane na Dnh, pri

emu je jlEl)n € @ i | IMlin € ® i f=0+iv. Analogno (S5.1.41) i
S.1.42), iz (5.1.43)~(5.1.44) dabi jamo rekurentne farmule: .

~ T*Qre g pma ™~ T Qe y vz ~
M, = (1 — YU yo—a + - Up—3 gv—1 —
- PO, o2 > 1 PPr.oms =3 ¢ vw—1
lt' o o~ T
= (Vk'v—l - Vk—l'v-——l) + nh'\.ﬁ (5- 1#47)
] u PO Py
Vik g v T PrevoaTi, vy (U vt ~Wpe—g g w-g ) F(1+ = 1)Vk.v---1"'
hpu.v—: . hPu.v—x |
T~ P il e . w— -
Ok et Wb — aedewTl oL (5.1.48)

N, w2 hpk.ven

Ako je p = inf |p(x,y)} i ako su koraci h i « odabrani
©
Aako da je
T* Qe y w——i

: QO <
h'pk.vﬂt

<1 | (5.1.49)

a- svako keD 1 v=1,2,...,M, iz (5.1.47) i (5.1.48), na osnovu

» %5.1.459) i (5.1.46), jednostavno dobijamo da je
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liu] i = sup judk,~»| = max Sup e, v | & max (vea/p) 1 IMln =
D ' Ok v M e Ol v M

= (Mer/p)=iinlin = Y/P2 -1 iNtin
LIviln € Moo CLJB 1 1m + 11AHIR) = YOLIE Im + Fin)in),

gde konstante Y/p i Y ne vavise ni od h ni aod <. Dtuda Je
diferencna shema (35.1.20)—-(3.1. ~3) stabilna zdesna ako je lspu-
nien dodatni uslov (5.1.49).

g pbzirom da diferencna shema (5.1.20)-(5.1.23) aproksi-
mira diferencijalni graniéni problem (5.1.1) i da Jje stabilna
rdesna, na osnovud teareme 5.1.1 sledi da resenje diferencne
sheme (5.1.20)~-(35.1.23) konvergira resSenju problema {(S5.1.1) s&a
poretkom 1 W odnosu na h i v kada h=20 i 30 i kada Je zadovo-
1 jen uslov (5.1.49).

Lako me proverava da je uslov (5.1.49) bitan i da shema
(5.1.20)-(5.1.23) nije uvek stabilna zdesna ako uslov (5.1.49)

nije ispunjen.

Diferencne sheme za parcijalne jednacine viseq reds

Primane difarencn:h shema pri resavaniju graniénih proble-
ma a aliptzékn parc1ja1na di%arnnc:;alne jednatine drugog reda
prlkakatemn ukratko na primeru Dirichletovog ‘graniénog problema
-a Poissonavu jednadinu drugog reda. Postupak se jednostavno
uopstava na v1éed1menz1on1 sluctai i na slucaj kada Je parcijal-
na jednatina reda viseg nd 2. ' | 7

Pretpostavimo da je data Foissonova jednadina
Wi + Ugy = FUx,Y), (S5.1.50)
oblast D u ravni x0Oy i M mreza:
vy, = kah, k€D, y, = ver, vED, h>0, <30 (5.1.51)

koja prekriva celu ravan ¥Oy. Ozna&imo da1Dh, DY 1 DE ranije
opisane skupove &vorova mreie M.

| Neka je Xk, ¥Yv?EDh. Zamenu d1¥erenc13a1ne jednacine (S.1.
50) diferencnom jednat1nam vrdicemo samo na skupu Dn unutras-
njih &vorova mreie Dnh. Na osnovu poznatih rezultata iz teori ie

L]

numerickog diferenciranja, iz (5.1.50) dobi jamo da Je

E‘“**"V*’"2”‘%2:VV’+“iizrlev"; h2 3%u + (S.1.52)
hﬂ o L : | 12 6}{‘ (BH'VQYV)
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i Uy Yora ) =20 K, Y ) FU (e Yo ) T d%u = £ (YL
e 12 éyq' (Hk,qh.v)
,]dE'.‘ je BH'vE (KH-—; ,Hh-a-:,)g. N g = (Yv—lgy-w-i-lj-
d%uix,y) d*% X ,vy)
& ? dy*

"ene po apsolutnoj vrednosti u oblasti D = DBUD. U tom sludaju,

Pretpostavimo da su funkcilje agrani-

*a dovol jno male h i © moZemo zanemariti sabirke u (5.1.52)

:0ji sadrie h® i «=, pa tako dobijamo diferencnu jednacinu

LEvo (ueme) = femd (S.1.53)

jde je

Wiesr 2 , w2l y villge—a 4+ +
h?® T2 ’

f£e¢h) = {(xh,yv),.(xh,yv)ﬁﬂg.

Iz (5.1.832) 1 (5.1.893) sledi da je

I,L"{uh(x,y)) = $£¢P> 4+ &H.f 2, (5.1.54)
de je B ‘
hZ 3= | = A&
&f N o o E—.E—E pa jle

L] ' ’ -
12 2% {(Bu,vyye) 12 3y* [ Oty )’
Jlef P ||y £ M-h2 , (5.1.55)

ide je M konstanta koja ne zavisi od hy, s abzirom da je x,= ol-h
a neko o>0. -

Na osnovu (5.1.55) sledi da diferencna shema (5.1.53)
prokeimira diferencijalnu jednadinu (5.1.50) sa gredkom reda
1{h=2) .

Na slican nacin se pokazuje da diferencna jednadina

'Uk+1.é“zuu.v+uu-1.v +2b Up+2 goves “Unes gv—1 " U1 ,weratU—3 ,v—2
. L ) N -

+
hﬂl 4hasre

Uu.v*a*Auu.v+uuly—1

=

+ Co»

= f(RuyYe)y (X1 yYo) EDpy

prokstmira sa greskom reda O0(h®+qgc=) diferencijalnu jednadinu

U + Z2bheugy + Ccoug, = f(x,y), gde s8u a,b,c konstante takve
a je b2 - ac < 0.

Razmotrimo kako se granié¢ni uslovi oblika

Ulap = YM), (5.1.56)
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Y1

| = @ (M) . (5.1.57
an .o ” Y wJ 37 )

.gde je ¥ data funkcija, Mz2aD i du/dn izvod po spol)inol norma-
11, mogu zaméniti diferencnim uslovima.

FPri tome treba uzeti u obzir da uslove (5.1.36) 1 {3.1.
=7) maoramo zameniti diferencnim uslovima na skupu DR granidnih
Evorova.

Neka jp Bluk,y) neki ¢évor iz DS, Alxu+ayye) Cvor o D4
najbliXi &voru B u pravcu x ose i1 MO-&,y.), 0<&lh, tadka kon-
ture 8D najbliZza cvoru B 1 pravou ® ose.

Na osnovu graniénog uslova oblika (5.1.356) modemo pretpo-
staviti da je

S obzirom da je
& au

{M) = iy, ~& ) = u(B) - + &7 82u ‘ B= (M, B)
RTEL YY) EUAEL T T BT 21 TanE (B T
h du h=2 3=n ~
u(h) = u(xufh,yv} =.u(B) Ty B+ 51 3nz |E' AE(R,AY,
1, otuda:
he¥P{M) + &«u{A)

u(B) = + 0(h=2), (5.1.598)
- h + & |

diferencni granicni uslﬁv, koji aproksimira graniéni uslov (5.
1.56) u &voru (X.,y.)ED% sa greskom reda O0(h®), je oblika
Re®P{(M) + S"Upars,v

L.Il-:.v = | h + 5 ] (411-59 )

Slidnim postupkom se graniéni uslov (S.1.57) u proizvolj-
naj tadki MEdD mode aproksimirati, sa greskom reda 0(h+s), di-

ferencrim uslovom, u tadki (He,y )=DN, oblika:

Wit v ™ Wit oo Miovw = WUk yor— _

e ==l Y.cos of + —3Z " 2egin of = P(M),
h T .

gde je o ugao izmedju spol jne normale n na 8D u tacki M 1 pozi-

tivnog smera x-—ose.

Pretpostavimo da je u oblasti D

{ 0{x<a, O<y«<b ¥} datx
Foissonova jednaéina (5.1.50) i na rubu 3D oblasti D Dirichlet-
ov uslov (5.1.56). Takodje ¢cemo pretpostaviti da problem (5. 1.
50), (5.1.54) ima jedinstveno resSenje u oblasti clD = D + aD i

da to re&enje u D ima neprekidne izvode Ulwwx 1 UsLey.
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Koristedi formule (5.1.53) i (5.1.57°) dobijamo diferenc-

u shemnu koja na mredi
X = Koh, k=0,1,...,M, h = a/M,
Yo = Vor, v=0,1,...,N, © = b/N,

proksimira problem (5.1.350), (5.1.58) sa greskom reda 0O(h=+c®)

L (lash2) = £ ¢hd, (S5.1.860)

de je
Weea 3 g v—2tpe g v Fllic—1 o v + U g wr—a = allpe g vl g -2
2 | e '
TR = < (k=1,2,...,M-1, v=1,2,...,N-1), (5.1.61)
- Uh'v, (kh,V’t)EDn‘
FOtuyye) 3 m=1,2,00.,M=1, v=1,2,...,N"1,
f ¢ E{ (S.1.62)

Pi{segVe) ¢ (Kh,vm)=DA.

Diferencna shema (5.1.60) predstavlja sistem od {(M=1)-
(N—-1) linearnih algebarskih jednaé¢ina po isto toliko nepozna-
ih U, (k=1,2,...,M-13 v=1,2,...,N"1).

Mo2e se dokazati [1141 da je diferencna shema (5.1.60)
tabilna, pa odatle sledi i njena konvargencija.

Ako (S5.1.60) napifemo u obliku

H+1.v“2ﬂklv+uk—l,v+d(uh.v+1_2uh,v+uk.v—l) = hzftxhsyv)

(k=1,2,...4M=13 v=1,2,...,N-1),

o | ) (54 1.63)
W{O,¥Ve)s Um,~

?(Hk10), Wpe 4

Y{a,vy.),

h'4 112,--|5N—1'
"P(}:H‘b)l k

1,2,...,M—1,h/¢=d}0

g W

ol
i H

L I

uvedemo aznaku

le - cum'l’ um‘ﬂ' " e = g u""Hmle, m=0'1,u-|1M, (5-1-64)

obijamo vektorsku formu sistema (5.1.63):

WMt T+ ﬁuk + Wpe—3 = {m, m=1,2,...,”-1
} (5. 1. 65)

Lh:: = "Pp, UH -— 'P.-’

de je A traodijagonalna matrica reda N~1 oblika:

(24200 £ 0 ... O 0 o
Q - ! . - - o - - - - - 3
| 0 | 0 O . . . o ~(24200 o
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M2F (g g V) —00P (X 4ey O W(0,ys) Wia,y:) ]
hﬂ“F(HH-lY:) "P(D,Yz) | "P(a,)"z)
fw = | 00 aemes= . ,*‘Pg:' - .,"Pﬂ.2 .. 5‘.
| h=<2+f (}:h !YN""’-} - " ‘
h=2+ (HM1VN—1)”{£‘P(}€h,h) lP(O,yN—-:.) "P(a,\/mm-;):

Jadnaéine (5.1.65) reéavaju se metodom matridnog progona
(vidi 481 , [1141), uz pretpostavku da Je M >> N.

Ukoliko je broj évorova mreie D, mali,tji. ako Je mreda
gruba, pribegava se iteracionim metodama sa istovremenim korek-
cijama granié¢nib uslova. Saglasno procesu usrednjavanja Libmana
posavii od aproksimacije U resenja nekog grénitnng problema
~a eliptitke jednadine videg reda, niz aprnksimacija' WUie o 2 a
unutrasnie &vorove (K.,ys) mrefe D, dobija se iz formule

LUEL = (1/78) -[ul® o ruddh s orud vl e 3, (=1,2,.. .0 . (5.1.66)

Ovaj postupak je detaljno opisan u (491.

Iz navedenih primera se vidi da je, da bi se obezbedila
konvergencija resenja diferencnih shema, potrebno uvesti dosta
dodatnih pretpostavki, jer refenja diferencnih problema, cak 1
ako su ta&na, mogu se ne samo kvantitativno ved i kvalitativno
razlikovati od resenja polaznog diferencijalnog problema. To je
odstupanje narofito veliko ako  koeficijenti - jednacine, i1i
nJjHano reéenje,'imaju'aingularitete {npr. prekidna redenja Jed-
natine gasnog stanja).

U ;akvim slu&ajevima neposredna aproksimaci ja diferenci-
jalnag prublema diferencnim prwblemom ne daje uvek ,dobru dife-
rencnu shemu. Zato je razradjen niz principa za konstruisanie
diferencnih shema koji omogucuju dobi janie shema sa dobrim
asobinama. Uspedno se primenjuje metod balansa i metod aproksi-
macije varijacionong funkcionala.

Diferencne shene dnbijéne tim metodama pravilno odraiava-

ju integralne zakonitosti koje postoje kaod palaznih Jjednadina.

S.2. Metod pravih

I} sluéaju metode pravih, za razliku od metode mreda,
operacija diferenciranja aproksimira se ne po svim, vet po oda-

brr-anim promenl jivim, &to znadl da se diferencijalna jednadina

pribli*no zamenjuje diferencijalno-diferencnom sa maniim brojem

neprekidnih nezavisnih prumanijivih. Ovaj metod mole se shvati-

ti kao grani&ni slucaj metode mreda kada koraci razlaganjia
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ekih od promenljivih'teie nuli. Na taj nadin, metod pravih

smoguéuje snizavanje reda diferencijalnog problema.

Osnove ovog metoda ilustrovacemo na primeru linearne
iiferenci jalne jednatine eliptidkog tipa sa dve nezavisne pro-
nenl jive i koefici jentima 1z C*=.

Neka je u ravni x0y data oblast D ogranicena pravama y =
=iy =p, (€p), 1 glatkim krivama Lz » = Qoly) 1 T: x =
= gs{y), (l<y<P, Qoly)<galy)), pri éemu oblast D cela lexi u mi-—
simalnom pravougaoniku R = {ag{xgb, oLy<PJ.

Preoetpostavimo da u oblasti D treba naci redernje u=ux,y)
lingsarne eliptidke parcijalne jednadine

LTul = A0, ydusy + 2B, yluuy + Clx,y)luy, + alx,ylu. +
+ B, yluy + € OGtyaydu = £ (x,y) (5.2.1)

<0je na rubu oD oblasti D zadovol java granicne uslove:

uix,of) = Tatn), uix,p) = ¥,(xd,
(5-2'2)

u(g.;.(y),y) = yaiyl, u(g;(y),y) = ¢, (y).

Pratpastavzma da su knaficxjﬂnt1 i slobodni €lan jednaci-
na (5.2.1) neprakidno diferancijabilna i da JE zaduvoljan uslov
2liptidnosti: |
| AR ,YICIx,y) — B2 (x,y) > 0, (x,yeR).

Pretpostavimo, takodie, da su funkcije ¥o(x) 2 T;ix} iz
““La,bl, a funkcije voly) i w,(y) iz C=(Cel,p] i da su ispunjeni

islovi:

(i
b
(4

""J(d) -}
- !
Palge(P)) = ws(P), (§=0,1). |

Razdelimo interval [oL,P] na n jednakih delova tackama
Yy = Yo + Jrh, (yo = oy Y = P)
| h = (( — o)/ 4 (J=0,1,2,...4Nn),
i kroz unutrasnje tatke podele postavimo familiju paralelnih
prravih v = y,, (j=1 2,...,n—1}; Na svakoj takvoi pravo) apro-—
ksimiramo jednacinu (5.2.1) obiédnom diferencijalnom Jjednacinom
po nepoznatim funkcijama u(x,y,y), tako sto ¢emo parcijalne iz—
vaode pa y zameniti formulom za priblizno diferenciranje:

é:
. u . = —l-tu(x,y,+,} - 2 ,¥3) + uiln,yy—1ld,

6)’2 Y=Y h=2 ' | | ‘
| o | 183
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27 | | = Hl-[u'(x ) = e (M Ya~2)] (D.2.4)
6H6y y=y ~h > s Y a4+ o VA g Y 4~ s .

Al | .
-(-;; |y=y,, E—E'Eu(x,y,*;) - ulx,yytl, (1=1,2,...,n"1).

it

Uvedimoa, takodie, oznake:
W, y3) = Uafx), Ui(X,ys) = mi(x), uislu,yy) = ad), Alt,y,y) =
= Ay,(e) itd. Tada iz (5.2.4) i (5.2.1) dobijamo slededi csistem

aobiénih diferenci jalnih jednadina:

B, (x) C,(x)
Ay GOu’y (k) + 2 cfujea () —usma ()] + th el )20, () +
s bJ(K)
il gees (HYI4+a ) Uus () + ~h sl (X)L gy (XY I+ ()= £ 45(),

(j=1,2,---,n-1). (5‘2-5)

Pored toga, iz graninih uslova (5.2.3) imamo

1, otuda: |
Lo (X)) = Wi (x), umix) = PI{(x).

~ Na taj nadin smo, sa jednaéine (5.2.1), predli na sisten
(5,.2.9) od n-1 obhiénih diferencijalnih jednadina sa n-—-1 nepoz-—
natih funkcija ug (), uz(x),..., Un-1{x), gde su Uo(x) 1 ug, ()
poznate i;ﬁdredjbne formulama (5.2.6). |
Sistem (5.2.5) naziva se sistemom jednatina metode pravih.

S obzirom da su koeficijenti i desne strane linearnog
sistema (5.2.5) neprekidni na [a,bl i AL(x) # 0 za ag<xsb, na
osnovu teorije diferencijalnih jednatina sledi da je opgste re-
senje | o | | |
Uy 1) = ¥, 00 ,C1,3C2,.004bmn—=), {i=1,2,...,n—1)
sistema (5.2.35) definisano na [a,bl i da sadr2i 2n-2 proizvolij-
nih konstanti C;,Cg,.;.,an_z koje linearno figurisu u funkeci-
jama ¥,. |
-Pretpustavimn'da U X 3=0oflyy) i §,=g,(y,) projekcije na ¥
osu krajeva odselaka MyN; koji lel2e na pravoi y=y, i  pripadaju
oblasti D. Tada,na osnovu formula (5.2.2),imamo granifne uslove
Ualxy) = valyyd,
| . (5.2.7)
My (Ry) = wi(yy),
gde je a £ %y < X3 £ b, (j = 1,2,...,n"1).
- Time je granicni problem (5.2.1), (5.2.2) sveden na resa-
vanje_graniéﬁmg problema f5.2.5), {5.2.7) z2a sistem obidmnih
diferancijalnih jedﬁaﬁina. Ako granidéni problem (5.2.5),((5.2.7)
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ma resenje, ono se mode dobiti ili analitiékim putem ili nekom
d numeritkih metoda pri ¢emu je funkcije u,yix) neophodno odre-
iti na celom intervalu {a,bl. |

Kada nadjemo redenje graniénog problema (5.2.35), (S$.2.7)

preastalim tackama oblasti D, pribli2no redenje granicnog
~oblema (5.2.1), (S5.2.2) nalazl se interpal aci jom.

Specifiénost graniénog problema (5.2.%9), (5.2.7) ogleda
» u tome &to je svaku od traienih funkcija us (%) neophodno od~—
aditi na celom intervalu [a,bl, znajuéi njene vrednosti u tac-
ama izmediju %3 1 ¥4 tog intervala. Ako nadjiema neku od funkci-
2 ug(x) samo za x5 & ® §& ¥;, mode se dogoditi da to ne bude
svol jho da bi se redio problem. Problem je u tome dto projek-
ije na x—osu du?i y=y,, (x5 £x £¥45), u opstem slucaju, ne po-
~ivaju projekcije susednih paralelnih du2i y=ys_a, (Xy-1 & % &
Tg4ms) 1 ¥Y2Y 34249 {(Xges £ ¥ EN3+1), Bto znadi da je za nala2enje
inkcija ug—s ili wyesix) iz sistema (5.2.5), neophodno =z=nati
-ednosti funkecije us(x) i izvan iseCka [xs4x3l.

U slutaju da su koeficijenti jednacine (5.2.1) i graniéni
slovi (5.2.2) sama neprekidne funkcije, pri primeni wmetode
-avih pojavljuju se dodatne potedkoce, s obzirom da resenje
istema (5.2.3) zavisi od vrednosti koeficijenata 1 funkcija
%) i Ua(x) U R i izvan oblasti D, pri ¢emu ta ekstenzija
i je jednoznaéna. |

Takvih potedkoda nema jedino u slucaju kada je oblast. D
“avuugaunik, &ije su strane paralelne koordinatnim Dsama.

Zbog svega navedenog, teéée se u praksi primenjuje metoda
L ferencnih shema (metoda mrela).

- U viéedimenziﬁnim slucajevima, pomenuta metoda sa cesto

aziva metaodom hiperravni .

5.3, Metoda Monte—-Carlo

Nelka je D oblast u ravni x0Oy sa deo po deo glatkim rubom
3, i neka se kvadratna mre2a D, sa korakom h, definisana Evo-
vima |
e = %o + ish, Yy = yo + j*h, i,i € D,
astoji gsama od unutrasniih tataka i graniénih tacdaka prvog
ada. Pretpostavimo da se tatka M ravnomerno sluéajno krede po
/orovima mreze D,. 1z potetnog poloZaja u nekom unutrasnijem

/0ru M;J(Ht.yg)ﬁbh, tatka M se u jednom koraku, pri svom kre-
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tanju, sa podiadnakom verovatnoécom jednakom 1/4 mo2e nacl  u
jednom od susednih Ccvorova My _3a2y Mi,35=292 Misa ili Maioa, s,
pri ¢emu je svaki takav jediniéni korak savrdena slucajan 1 ne
zavisi od polofaja tacke i prethodnog puta.

Recictemo da se kretanje tacke M zavrégava onda kada ona
daspe na rub Df&. Dokazano je [49] da je verovatnoca da se kre-
tanje taike M u konacno mnogo koraka zavrsdi na rubu DR jednaka
jedinici.

Ako je tadka M zapocela svoje kretanje iz fiksne tadcke
My, ,s, 5D, konacan skup svibh sukcesivnih poloiaja tacdke M

M"E'Jn’ Mlﬁ ._1*, > s n y N" .J’,

gde My ., EDR, (k=0,1,...45~1) 1 My, ,s =D8, naziva se trajekto—

rijom (u s koraka) ili istorijom kretanja tacéke M.

' 7a simulaciju ovakvog slu&ajnog kretanja koriste se tab-
lice slutaijnih brojeva ili generatori pseudoslucajnih brojeva u
vafunarima. Iako je distribucija tako dobijenih brojeva ravno-
merna, nijedan ratunar nije u stanju da generige nizove savrse-
ne slutajnih brojeva, ved su to konacni nizovi brojeva koji se
dobi jaju ménje ili vise sloZenim puﬁtupﬁima.'ntuda i naziv pse—
udugluéajni'brujevi .

Neka e u, tatkama ruba aD oblasti D definisana neka funk-

cija P(x,y)., Tada funkciju Wi{x,y) aprnk:1m1rama mreinom funkci-
jom ¥Yoq Na DR na nacdin opisan u paragrafu 5.1, tako da 3ie za
svaki gran1¢n1 Evor Mpq(xp,yq)EDh
Poaq = $(MLg) = PN,

gde je NEdD tadka najbliza, po horizontali (ili vertikali), ta-
Eki Mpq- |
. Neka je Pli,jsp,q) verovatnoé¢a da krajnjia tatka trajek-
torije tatke M, koja pocinje u M, ;8D)4, bude MpqeDR. S obzirom
da se kretanje ta&ke M neizbe?no zavrsava u prvo) tadki trajek-

torije kaja pripada rubu D%, vadi da je:

Z_ P{i,jsp.q)

Lo

gde se sumiranje vrsi po svim tackama MgqcbDn, pri Cemu Je

i, ~ C(5.3.1)

1 s 2Aa P’ = P, q° = 4
Fi{p’ ,qQ '3p.,g9) = (9.3.2)

o , za Ip’-pl+ig’-g| # O, My. o-=DX.

Ako funkeiju Pix,y) smatramo za sludajnu velicinu  koja

na DX uzima vrednost ¥y ,q, suma

18646




Va3 = z P(igj;qu)'wpqg MpqEDgg (5.35.3)

P «+9

swradstavl ja matematiéke ocekivanije funkcije $Yi(x,y) na rubu DJ

ra trajektorije koje poiniju u tacdki Mg, (x4,Y4).
Na osnovu formule potpune verovatnoce sledi da je:

F(i,jsp.q)= (1/4)-TP(i—-1,33p,qQ) + FGi+l,33p,q) +
+ P(i,j-1:p,q) + P1,i+i3p,q)]. ($.3.4)

Kada formulu (5.3.4) pomno2imo da Yeq 1 sumiramo po  svim

wradnostima p i g, na osnaovu (5.3.3) dobijamo da je:

Vig = (1!4}'(V;H1'4+V1+1.J+Vg'4_;+V1‘4*1), (S5.5.3)
[

ari Eemu e

Veg = Ppas Mea  DR. ' (5.3.86)

FPosmatraéemo, na primer, Dirichletov problem za odredji-
¢anje'harmnnijske,_u oblasti D, funkcije u = uwuix,y) koja na
~ubu 8D uzima date vrednosti Y(x,y).

Sli&no, kao u slucaju metode mreza, problem se svndi rna
1alatenje pribliZnih vrednosti u.s=ulxa,ys) trazene funkcije
A{x,y) u Uﬁﬁ%?iénjim évorovima ﬁ., neke mrmieADh uz uslov da su
swednosti u grani&nim &vorovima Mpq2DR pozitivne i jednake ¥oo=
= W eVYal- |

Nepoznate vrednosti w,y odrediuiu se iz sistema linearnih

F
jednacina

e s = (1/74) s Ty g, 3 Ugwa,aFUy g 3—3FUy 5] i}

Llpq = "qu -

DEito se formule (5.3.7) preklapaju sa formulama (5.3.5)
i (5.3.6) do na zhak. Otuda trazené nepoznate u, 4 moZemo smat-
~ati za matematilka o&ekivanja vsgs-.
Velifine vey moraju se eksperimentalno odrediti. Neka e
A dovol jno veliki broj trajektorija tatke M po cvorovima mreie
) kOije péCinju iz tatﬁe M, s 1 zavrsavaju sé u tadkama (%2,
y %2y, (k=1,2,...,N), na rubu DA.
'Zamenum.hatamatipkog odekivanja viy empirijskim matemati-

tkim ofekivanjem, dobijamo formulu

.. 8)

4

. n
tls 9 = Vs ﬁ;(i/N)' E Q(ch’,ylki)‘ £
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koja predstavi ja statisti®ku ocenu velidine ugy i koja se kori-
sti za nalasenje pribli?nog redenja Dirichletovog problema.

Metod redavanja graniénih problema koriscdenjem slucajinih
vali&ina naziva se metodom Monte—-Carlo .

Frednost ove metode sastoji se u tome sto ona omogucuje
dia s nadie pribliina vrednost uyy resenja Dirichletovog pro-
blema u jedinstvena)j fiksnoj taéki Mg 42Dy bex poznavanja vred-
rnosti resenja u preostalim tadkama mreie Dn.

Nedostatak ove metode je, pre svega, u tome sto empirilj~

ko matematicko oéekivanije

Vg = (1/N) .« z l{?(}:;hr,y{k:)i

sy
spora konvergira matematidkom odekivanju vy kada N + o |
To je razlog Sto se ranije ova metodas nije desto koristi-
la. Danas je metoda Monte-Carlo u mnogome pobol jSana razlicitim
modifikacijama sluéajnog kretanja. Froblem spore konvergencije
prevarzidjen je i razvajem brzih ratunara koji su u stanju da

obrade velike kolitine podataka za relativno kratko vreme.

S.4. 'Varijgciuhg mnetode redavanija graniénib problema

| IRy | T N .‘ - | |
varijacinﬁa'metOda bribliénng'reéa?anja grﬁnicnih proble-—

ma za diferencijalne jednaéine rezultat su oblasti funkcionalne

analize keja se naziva vafijacionim ra&unom.

| | Neka ja K = {y(x)} neka klasa funkc-, ja n nezavisnih real-

nih promenl jivibh x=(x3,...,%n), NEX. Promenljiva velidina I =

= IE?(x)J naziva se funkcionalaom na K, ako svakom y(x)€K dode-

ljuje po nekom pravilu broj I=R. Fritom je klasa K oblast defi-

nisanosti funkcianala I, a funkcije y{(x)ek nazivaju se dopusti=-

vim funkci jama. -
| Kademo da je na K definisan operator L ako svakoj funkci-
Ji yeEK, po nekom pravilu, ndgnvara jedna i samo jedna +funkcija
2 = Liy) knja,.u opitem sludaju, mo2e da zavisi od nekih drugih
promenl jivih t=(t1,.;.,tm). U tom slutaju . Jje klasa K oblast
definisanosti operatora L, a funkcije yeK su tzv. dopustive
funkci je za operator L. | |

Ako je K klasa realnih funkciia definisanih i neprekidnih

u nekoj oblasti w i uekK, vek, broj

(Ly,v) = I Ue v dw
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aziva se skalarnim proizvodom funkcija u i v. OCito je (u,v) =

{(v,u). |
Melka je linearni operator L definpisan na linearnom pro-
toru funkecija u definisanih i neprekidnih u oblasti w i ako su
jegove vrednosti Lu funkcije definisane 31 neprekidne u w,
ada se operator L naziva simetricdnim uw slufaju da za svake dve

aopustive funkcije u i v vaii da je:
(Lit,v) = (u,lv). | (5.4.1)

Ako, pored toga, za svako usK va2i da Jje (Lu,u)0, pri
2mu je (Lu,u) = 0 onda i samo onda kada je u=0, operator L se

aziva pozitivnim .

Problem odredjivania ekstremuma funkcionala I = ILu(x)]
a klasi funkcija K = {y(x)J, naziva se varijacionim problemom.
adatak se, preciznije, svaodi na nala2enje funkcije y = y{x)ekK
akve da za sve dopustive funkcije y=y(x%) u dovoljno malaj aoko-
ini funkcije y(x) vaz2i nejednakost:
IEy] > ILyl u slutaju minimuma,
. ITyd < I[yl u slucaju maksimuma.
Pretpostavimo da je u oblasti D sa rubom oD data 1inaarné
iferenci jalna jednadina sa neprekidnim kue%itijentima (obhidna
li parcijalna) i da treba nac¢i resenje y te jednacine koje na
ibu 8D zadovol java date linearne homogQene granidne uslove.
avu stranu te jednacdine mo2emo da tretiramo kao.linearni ope-
ator L definisan na skupu K funkcija sa neprekidnim 1zvodima
svol ino visokog reda u D + 3D, koji zadovol javaju date granic-
2 uslove na 8D.Na taj nacin se granidni problem svodi na resa-

anje operatorske jednadine

Ly

£(P), (5.4.2)

ie P oznacava skup nezavisnih promenljivih, f(P) je data +un-
zija i veK, pri dcemu regenje y, na rubu aD,mora da zadovol java
—aniéni uslov

R[yl = O, | (S5.4.3)

e je R dati linearni funkcional ili operator niieg reda od L.
Nehomogeni graniéni problem

li

Ly = £(P), (5.4.4)

Ryl = ®(P), PeaD, (5.4.5)
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gde Jje W(P) poznata fuhkuija, svodi se na homogeni, ako uvedemo
SNSINU |
’ y = 2 + Y,
gde je z nova nepoznata funkcija 1 Y dovol jno glatka funkcija
kaja zadmvoljava'granitni uslov (5.4.3).
Tada iz (5.4.4) i (5.4.3) dobijiamo
Lz = f(F) —- Lys,
R{z] = 0.

Ideja varijacionog metoda, u nasem slu¢daju, sastoji se u
tome da se graniéni problem (5.4.2), (5.4.3) zameni ekvivalen-
thim problemom odrediivanjia ekstremuma {(obié&no minimuma) nekog
funkcionala. Varijacioni metod reSavanja granicnih problema
dobi ja veoma mnogo u znadaju od kada je nemacki ﬁatematiéar W.
Ritz 1908. godine dosao do primenljive tehnike za odredjivanje
pribli*nog redenja varijacionog problema.

U vezi s tim vare sledede teoreme:

Teorema S5.4.1. Neka je L simetriéni linearni operator,defini-

san i pozitivan u klasi K. Ako postoji redenje graniénog prob-
lema (5.4.2), (5.4.3), ono je jedinstveno.i:

) b

Teorema 5.4.2. | Neka je L. simetridni bperator, definisan 1

pozitivan u klasi K, a FLyl funkcional oblika:t

FLyl = (Ly,y) = 2(f,y) = I (Hy - 2F) ydw, (5.4.6)
. | &) .

gde j& f=f (P) desna strana jednacine (5.4.2).

Ako graﬁitni problem (5.4.2), (5.4.3) sa homogenim gra-—
niénim uslovima ima resenje ¥, tada je ¥ minimum funkcionala
FCvl. |

Obratno, ako u klasi K postoii funkcija Y, jednaka mini-
UL funkcionala (%.4.6), ta funkcija je, istovremeno, 1 rese—

nje jednadine (5.4.2).1%1-
Varijacione metode resavanja granicnog problema 1lustro-
vacemo na primeru eliptic¢ke parcijalne diferencijalne jednadine
- Au = f(x,y), filx,y)=CD). (5.4.7)

Treba naci redenje jednacine (5.4.7) neprekidno v zatvo-
renaj oblasti D = D + aD, koje na rubu D zadovol java graniéni

wsloav
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0, tj. da je

Fretpostavimao, prvo, da je Y{x,y)
Wlap = 0. (5.4.8")

Dokazano Je [49] da je u klasi K = {u,y)> funkcija ne-
arekidnih w clD zajedno sa svojim prvim i drugim izvodima, koje

st na oD jednake nuli, operator

Lu = —Au {S.4.9)

simetriCan i pozitivan., Otuda, graniédni problem (5.4.7), (5. 4.
3°) zadovol java uslove teoreme (3.4.2), pa Jje ekvivalentan

sarijacionom problemu za funkcional
FLul = (Lu,u) —- 2(u,¥f)

A kKlasl funkcija uekK, Pritom je:

FLul = I I C{ud)® + (uy)= ~2Fful dudy. (5.4.10)
D |

Neka je Ky = {ulx,y)} klasa funkcija usC<=?(D+3D) koije

radovaol javaju neﬁamngeni uslov (5.4.8) i neka je z=2{%,y)EK,y i
vix,y) = ulx,y) — z(x,y), (S.4.11)

jJde je ulx,y) raéanjafnahnmngenng granitnﬂg .problema (5.4,.7),
D.4.8). Tada funkecija v=vix,y) =zadovoljava, na konturi aD,

omogent graniéni uslov

Vianp = 0 (5.4.12)

resen je je jednatine s
v = Lu -~ Lz = $(x,y) - Lz, (S5.4.13)
de je Lz = - (Zumt2yy) poznata funkcija. Regenje v=vix,y)

roblema (3.4.12),(5.4.13) je istovremeno i minimum funkcionala

FLvl = (Lv,v) = 2(v,f(,yv)i-Lz). {(S5.4.14)

Dakazuja s [(49] da je i graniéni problem (5.4.7), (5.4.
) ekvivalentan varijacionom prablemu za funkcional FLul defi-
isan relacijom (5.4.10) u klasi K,. |

ﬁalekn upétiji primer dat je u [i27'3, gde s& posmatra
irichlet-Neumannov problem za eliptiéku jednacdinu oblika

: 2 ' ' X
| d dut au
L E ha i + ——— + I —— =. - =
w E[.éx, A;,(x)éxd }Z B‘(x)éx‘ gix)u £, (5.4 15)
i,joq w1
b (R;,K:)QD,

'Hflbﬁfinvnm prostoru La(D).
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Metode Ritza i Galerkina

Nelka je dat neki funkcional oblika

1

FLul (Lu,u) — 2(f,u) (S.4.16)

definisan na nekom linearnom praostoru funkcija K = {uk,gde je L
pozitivni simetriéni linearni operator i f data neprekidna fun-—
kcija. Pretpostavimo da funkcije klase K zadovol javaju linearni

granictni uslov

RIul = Pe,y), (5.4.17)

gde je R pozxnati linearni funkcional i ¥ data funkci ja.

Fretpostavimo da je
o ,¥), Ual{M,¥d, covy Unlx,y) (S.4.177)

niz dovol jno glatkih linearna nezavisnih funkci ja, gde ueoix,y)
radovol java uslov (S.4.17), a uy (x,vy), {(i=1,2,...4n}), zadovo-
ljavaju homogeni uslov RLu,] = 0, (i=1,2,...,n).

l.inearna kombinacija

U(x ,V;C;,--- 1Cﬂ) =- L.I.:;(}: ,Y) + Z C;'Ll; (H ‘Y) (5-4- 18)
o L=y

zadnvuljava'ﬁutitiju 15;4;175,.pa Jje uek za 'prnizvnijan izbor
realnih konstanti Ci,...,Cn- |

Pribli*no redenje varijacionog problema (5.4.16), (5.4.
17) tra2imo u obliku (S5.4.18). Polazimo od toga sto wrstimo

funkeciju wl,y3Ci14a4.,0n) u funkcional (S5.4.16). Tako dobijamo
FEUJ- = ?(C;,---,Cﬁ), (5-4: iq}

gde je P poznata funkcija koja zavisi od n promenljivih Ci,...
enssCh. Koeficijente ci,...;cn funkci je (5.4.18) trazimo tako

da FLul bude'minimalna, tj. iz sistema

AP 3P AP |
20, e = O, cwa g —— = O. 4.7
N ' io . , 0O (5 0)

Na taj nacin se varijaciqni problem (5.4.16), (5.4.17)
pribli*no svodi na odredjivanje ekstremuma funkcije T vide pro-—
menl jivih. Taénost redenja zavisi od broja n promenliivih fun-
kei ja . |

U slutaju, na primer, graniénog problema u oblasti D:
au = 0, {(x,y)=D (5.4.2
Hlap = f{xX,yl), (5.4.5%
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gde je aAD prosta zatvorena kontura 1 f(x,y)eC(D), na osnovuy (5.
4.10) varijacioni preoblem se svaodi na odredjivanje minilouma

funkcionala

FLlul = I I C{u, )= + (uy,)=] dudy - (S.4.23)
o)

w klasi funkeija iz C<=22 (D) koje zadovoljavaju uslov (3.4.22).
Na osnovu Ritzove metode, resenje tra2imo u obliku (5.4,
18). Iz (S5.4.18) i (5.4.23) sledi da Jje

n T
| o ut ou
FLul = fj [(E: c*'&x‘ ) = +-(§E:ct'§;i )2]1dxdy = O, (5.4.24)
D {=0 &30

(3=1,2y-2.40)

pa minimum funkcionala (5.4.24) traZimo iz sistema jednacdina:

[l.la-,l.lj,] + C;'EU;,LI;J + s + C.—.'[LIH,LI.';] = O
Cuo,uazl + Cisfu;uzld + oo + Ehelu,,u=d = 0O (5.4.25)
CU@,UHJ + c;*cul,u“] + sea 4 C.—.'[LIH,LI.-.J = Q y
gde je
| | dlly AUy oy oLl
t ] = . + T — ) (5.4.26)
-u"ué_-' I If‘ 3w an 3y Tay dxdy S &
| I o . .
i
fu, ,usl = Lus.ttyd. - (5.4.27)

Funkcija ulx,y3Ca,-..,Cn) oblika (5.4.18) sa koeficijen-
tima dobijenim iz sistema (5.4.25) predstavlja pribli2no rese-
nje Dirichletovog problema (5.4.21) i (5.4.22), &ija taédnost
savist od izbora koordinatnih funkcija ue(x,y) 1 njihaﬁag broja.

Osnovni nedostatak Ritzovog metoda je u tome &sto se on
mole primenjivati samo u sludajevima jednadina sa simetricnim 1
pozitivnim operatorima. To ogranicenje ne vali za metod momena-—
ta koji édemo ovde ukratko opisati na primeru linearne jednacine
plipti¢kog tipa (5.2.1), gde su koeficijenti jednacdine i slobo-
dni &lan fix,y) neprekidni u oblasti D ogranicdeno)j konturom 8D,

i granitnbg uslova
Ulap = Wix.,.y). {5.4.28)

Za odredjivanje pribli?nog redenja graniédnog problema (5.

2.1) 1 (5.4.28) potrebna su nam dva skupa pomoénih funkcija
LR, Y)Yy W (,y)3, ks0,1,2,... (5.4.29)

koje ispunjavaiu sledece uslove:




. Funkci je wk(x;y}, k=0,1,..., neprekidne su u oblasti D.
2. Funkcije w{x,y), k=0,1,..., obrazuju u C(D) zatvoren

sistem u tom smislu da iz relacija

J I Fix,y) s (n,yldudy = 0, k=0,1,2,...,
D

gde je F{u,y)EC(D), sledi da je Fix,y)=0.

3. Funkcije $ulx,y), k=0,1,2,..., su dva puta neprekidno
diferenci jabilne u clD = D + &D.

4. Za proizvoljno n = N funkcije Walx,¥y), -..3y Pal,y) sU1
linearna nezavisne w D.

5. Yolap = Y{u,v) i ¥Yulao = 0y k=1,2,... .

6. Za proizvel jnu dva puta neprekidno diferencijabilnu w
D funkciju u(x,y) koja zadovel java uslov (5.4.28) i proizvolino
¢ >0, postoje takvi brojevi n i Ci, Czy «..,Cn koji zadovoljava-

ju uslove:

I artulx,y) 3 U (,Y)

dut Ayt l

Pt
m
~

a*ufx,yi dtu(%,y) | ,
| > y1 - ay:__ < € o (i=0,1,2)

é‘u(xly) _ a*uﬂ(xl } < 5
gde je A3XAY AXAY

Ua{(X,¥) = ¥Wolx,y) + z Cre P yyde

[ Y |

Funkci ja un(x,y) naziva se n-—tam_ aproksimaci jom resenja

granitnog problema (5.2.1) 1 (5.4.28) ako se konstante C., (b=
= 1,2,.04,4n), odredjuju po slededcem bra#ilu: muvrstimo w  LLul,
unesto funkcije u, linearnu kambinaciju u,, pa, zatim, konstan-
te Ck odredjujemo iz uslava ortogonalnosti Ltu,l - ¥ 4 odnosu
‘na prvih n funkcija $e(x,y):

. f f (LCUL] ~ ) s, ,yddudy = O, k=0,1...,n=1. (5.4.30)
Formula (5.4.30) predstavlja sistem linearnih algebarskih
jednadina nbaika{

K4

Z aj...ggc-; + Qe = 0, ‘52051,---,"\"1, (5.4.31)
gde je |
_a s I I LCY,y - dudy,
I j (LLI%¥o]l — f) »¥dudy.
Ako je C!,Cﬁ,...,cn-reéenje gsistema (5.4.31), tada se n -

ta aproksimacija pomenutog graniénog problema,metodom momenata,
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dobija 1z formule

“ .
Ul (,y) = Palx,y) + z cReP(n,y). (S5.4.32)
K=4q

Metod Galerkina predstavl ja poseban slufa) metode wmomena-
ta. Sistem funkcija se, u tom sluiaju, bira na isti nadin kao

kod metode momenata, a funkcije v {(x,y) odredjuju se po pravilu
""'l..;(:{,'y} = tph-u-;(}{,y}, |'i=011,2,.... -

U monogratiii [130] déta je kompletna teoriia metode
Galerkina i opisana je njegova numerichka realizacija.

Pomenimo jos, da se veoma cesto varijacioni problemi,
koji proistidu iz graniénih problema za parcijalne Jjednacdine,
resavaju i metodom najmanjih kvadrata [(127°1].

T riblisnp resavanije graniénib problema pomodu

tacénih resenja pribli2nih problema

Jedna posebna metada pribli2nog resavanja granicnih pro-
blema za analiticéke funkcije, a wamim tim i 2za siroku klasu
problema matﬁpatiaka_fiiikﬂ, dpisanafja detal jno u  monografiji
F.D.Gahova 1§ J.I.ﬁarskng {711. Ta metoda, po svojoj prirodi,
ne spada u numericku analizu, ved je posledica nekih rezultata
funkcionalne analize.

Neka je data linearna nehomogena jednatiné po nepoznato]

F, ablika
| L = g, | ($.5.1)

gde je L dati linearni operator koji preslikava linearni pros-
tor X u linearni prostor Y i geY. PribliZ2no resavanje jednadine
(5.9.1) se, U mnogim slutajevima; mo2e svesti na nalaZenje tac~-
'og resenja jednostavnije priblizZne’ jednadine

F il ot
Lf = g, (S5.5.2)

1z dodatni zahtev da je _
. f - Ff &€ Xo = X, (5.5.3)

jde je Xo neki pogodno izabrani linearni paotprostor prostora X.

[eorema 9.5.31. €713 Neka:

1. jednaéina'(S.S.Ql ima jedinstveno reéanje ?;

;ﬁ-rz. g -~ g€ Yo, Qde je Yo linearni potprostor prostora Y
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e ad

3. operator L - L preslikava X u Yoj

4. na Yo Jje definisan inverzni nparatur't"‘ 2 Yo + Xoj

9. operator 1 + L=t (L - L) na Xe ima sebi inverzan ope-
rator, gde je I jedinié&éni operator. |

Tada jedna&ina (5.3.1) ima jedinstveno resenje oblika:

Ul

f = + CI + L=t(L - LYI-tL~*(g - Lf). (5.5.4)
Pritom je ispunjen uslov (5.5.3) 1

LF - g & Yo «!! (5.5.5)

Ova teorema je posebno znatajna u slucaju kada u Xo nije
uvedena norma. Kada u Xo postoji definisana norma, va?i sledeci

sntave

Teorema S5.9.2. Ako su ispunjeni uslovi 1-4 prethodne teoreme,

pri ¢emu je Xo Banachov prostor, a uslov 5. zamenjen uslovom

LjL=t(L ~ LY}y £ 1, (5.5.6)

.

ostaju na snazi sva tvrdjenja  teoreme 5.5.1 i, pritom, jos i

ocena greske

o= =Dy

Ove dve.tenreme_se+mngu iskoristiti za pribli32no resava-
nje Riemannovog i Carleménovmg grani&nog problema za analiticke
funkcije; kao 1 za redavanje niza tipcwva integralnih jednadtina
aa kornvoluci jama. U ovom tekstu navescemoc samo kratak prikaz
pribliinog redavanja Riemannovog i Carlemanovog problema. Kori-
sticemo se, pritom, rezultatima iz paragrafa 1.6 1 1.7 .

Neka je Riemannov graniéni problem u ravni zadat gramc-

nim uslovom

3

[1 + Ke(x)IeF+(x) — [1 % Ka(x)IF~(x) = B(x), —oix<n, (5.5.8)

gde je F*(x)eL%x i F~eLz, (videti stranu 8), i Bi{x)elLg(—®,®).
Fo uzoru na opsti slutaj ((5.5.1) 1 (35.5.2) definisemo

operatore:
Lf & [1 + Ky OO 3eF*(x) - [1 + Ka(x?I-F~(x), (5.5.9)
Lf = [1 + Ka GOIFr () - 1 + Kaix)I:F—(x). (5.5.10)

- S obzirom da je, u nasem sludaju, YslLa(-o, @), da bi ope-
ratori L,ijL praslikavali'x u Y,davol jno je da funkcije K., Ka,
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Koy g K= budu ogranidene.

Uvedimo sledede oznake:s

X*(x) = ¢ & px i L2 Kalx) (5.5
gde su P+ i P— projekcioni operatori takvi da je P+ + F~ =1,
M = max {m;m-a X+ (%) i, m?x IX— (%) {2 (U.5.12)

Kz () =iz (G

Ky {3) =K g (%) I

= 4 - - e } . - « 13
8 = maximdx | 19K, (x) 3%+ (0) ’mf”I C1+K, (x) 3X~ (x) (5-1.13)
Tgorema $5.95.3. [711 Neka su u graniénom uslovu Riemanna (S.

S5.8) funkcije Ki(x) i1 Ka(x) ogranitene i neka je 2*7=M.g < 1.
Tada, za proizvol jinu funkciju G{x)el.a(—-w,®) problem (5.5.8) ima
jedinstveno resenje oblika (5.5.4), gde je

| E*(}:)d

F=_
| F— (%)

refSenje pribliznog Riemannovog granicnog problema
[14Ks (%) 1eF*(x) ~ [14+Ka(x)I-F—(x) = G(x). (5.5.14)

Srednje kvadratno odstupanje izmedju taé¢nog i1 pribliinog
resenja problema (5.5.8) ocenjuje se pomodu formule:
o o oo
¢ PG = F 0o 1mdx + | IFmo0 - Frasa = pdx d1e= g

- By - T

(5.5.13)

I Fv. ) . st . —~t
¢ —T I | BUx)=[1+Ka GO IF- GO —CIHK2 GO IF- |2, o,
1-2172Mg X

C1+K 5 () IX* (%)

Ova teorema, pored teorijskog, ima i veliki praktiéni
znataj. Ona daje dovol ino podataka o Riemannovom granicnom pro-
blemu (5.%5.8) i u sludaju kada funkcije Kii{x) i Kai(x) ne zado-
vol javaju HBlderov uslov, veé kada su samo merljive i ogranice-~
ne. Teorema 5.5.3 va2i eak i onda kada funkcije Ky(x) 1 Kafx)
imaju prekide u proizvel jnoj okolini proizvoline tatke x € 3D.

Pretpastavimo, dalje, da je dat Carlemanov graniént
{O<Imz<1} :

H

pfoblam za oblast D
P(x) + [1 + DO TPix+i) = Bix), —® Ix< © (5.5.16)

-takavlda tfazena funkcija P(z) mora da bude analitidka u
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sblasti D i da za svakao ve[{0,1] zadovol java uslov

I |P(x+iy) |Bdx < C. (35.5.17)

Fritom je G(g)ella(—w,m),

Definisemo operatore:

LP = Py + [1 + D) -Plx+i), (S.5.18)

TP = P(x) + [1 + D(x)1-Plx+i), (5.5.19)
gde je prostor ¥ = La(-®,®), a za prostor X uzimamo skup svih
funkci ja P koje imaju analitidko produenie na pPOJasu
0<Im 2<1 i koje zadovol javaju uslov (5.5.17).

Tada je pribliini Carlemanov problem dat granidnim uslovom

HH

(P = Pex) + [1 + D)1 Plx+i) = Bx) , —od{u<o . (5.5.20)

Da bi ovaj problem imao jedinstveno refenje, dovoljno Je

pretpostaviti da je
1+D(x) # 0, D(x) neprekiuna, D(tm=0, Ind[1+D(x)I1=0. (5.5.21)

Pomoéu rezultata teori je uopstenih funkcija moie se doka-—
zati da uvek postoji kanonska funkcija X(z) 'kaja zadovol java

uslov: -~ o — |
1 + D) = X )/ X(u+1). (5.5.22)

E ~—
ada zrnamo kanonsku funkciju X{(z), inverzni operator k=7

| _ ‘ _ )
ase moXe dobiti u obliku

ot

= |
VTR T, (5.5.2%)

ﬂ':_lﬂ == ¥ ’ L
K=16 = XG0 VIg——

gde su 'V iV~?* oznake za direktnu 1 inverznu Fourierovu trans-—
Formaci ju.
Operator K~ preslikava Yo = bz (w0, ®) u prostor X.

Fretpostavimo da je Xo = X i uvedimo normu:

L 1P] 1x, = max ced 1m<a>|=dx)=f=,tf |Pix+i) |Tdx) 2=}, (5.5.24)

Temrema'5.§;4;- 711 Neka je u Carlemanovom problemu (S.5.16)

funkcija D(x) ogranitena'i zadovol java nejednakost

Memax JEDCGI-DOGOI/XGOT € 1, (

5.5.25)
A b
qde je o
M= max € max IX(x){, max [XCe+id | 2. (5.5.26)
b4 "
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Tada za prnizvnijnu funkciju BG{(x)EGa(-m,®) problem (5.5.
&)Y ima jedinstveno resenje oblika (5.5.4) u prostoru X, gde e
" = Pixn) resenje pribli2nog Carlemannvng problema (5.5.20).
redka pribli2nog redenja procenjuje se pomocu formule (5.3.7)

narme (S.5.24).11

U pomenuto) mﬁnngra%iji C71] (strane (206—216) dati su
rajni primeri primene opisane pribli2ne metode pri resavanju
aznih graniéniih problema matematicdke fizike kojil se, tehnikom
ourierovih transformacija, opisanim u glavi 1, mogu svesti na

iemannov ili Carlemanov graniéni problem.

S5.6. Kratak istori jski aosvrt

Primena metode konaénih razlika u reéavanju diferencijal-
il jednatina matematicke fizike zahtevala je detal jno izudava-
je konvergenci je i stabilnosti diferencnih shema.

Razvo) teorije stabkilnosti i konvergenci je ubrzan 3e
akon &to se u toku rada na ratunarima pokazalo da diferencne
heme, koje apraksim1raju korektne dxfarencxjalne granitne pro-
leme, mugu biti naﬂtahilne. L |

Sredinom pedesetih godina A.F. F111pcv 5623, F.D.Lax [119]
1211, R.D.Richtmayer £17113,[172] i J.Neumann [138] su istovre-
eno 1 sa razliditih aspekata formulisali sledeci osnhovni re-
ultat: ako je linearni homogeni diferpncijalni problem korek-
an i diferencna shema aproksimira taj problem, tada Je sta-
ilnast diferencne sheme neophadan i dovol jan uslov za konver-
rRci ju redenja diferencne sheme ka redenju polaznog problema.

komnadnom obliku za apstraktne jedhatine u Banachovom prasto-
i, OVU teoremu su dokazali U.S.Rjabenki*i A.F.Filipov [1741.

Neumann i Richtmayer su formulisali,u [138]1,1lokalni kri-
arijun stabilnosti koji vafi samo za jednacdine sa konstantnim
naficijentima u sluCaju simetriénih operatora.

 Mnogo radova pasveéeno je pitanjima teorije stabilnosti
iparboli¢kih i parabolickih diferencijalnih parcijalnih jedna-
ina. Opgiran brikaz te problematike dat je u monografiji G.lI.
arcuka L[127°].
Veoma vainu klasu diferencnih shema, tzv. sheme sa pozi-
ivoim aperatcrima,_uvan je K.Friedrichs kaji je u [&51 usta-

aﬁiu.i'dﬁvnljne uslove njihove stabilnosti u La.

199




S.K.Godunov i V.5.Rjabenkii [781, [75]1 uveli su pojam
spektra familije diferencijalnih operatora, gto im Jje omogucilo
da formulidu neophodne uslove stabilnosti diferencijalnih jed-
matina. Uveden je i pojam jezgra spektra familije difgrencnih
indnacina. U terminima radijusa jezgra spektra data Jje ocena
norme stepena operatora familije, pri cemu se pokazalo da 1e ta
ocena ravaomerna za svaku familiju i da se moze koristiti :za
tzutavanje stabilnosti.

FPomenuti kriterijumi stabilnosti nazivajlu se speltralnim.
Ovim kriterijumima mole se ispitati konvergencija po normi
... Dsobinu stabilnosti diferencnih shema u C ispitivali su 5.
I.Serdjakova [1861, V.Tihomeé [2053, A.A.Samarski (1813 i dr.

Teoriju aproksimaci je i konvergencije sa opsteg stanovis—
ta funkcionalne analize razvili su L.V.Kantorovi¢ i G.F.Akilov
[94] koji su izudavali gSiroku klasu operatorskih Jjednacina
poklanjajuti posebnu paznju problemima numerickog resavanja
integralnih jednacina.

Znatajnu ulogu u teoriji konvergencije imaju rezultati S.
l..Soboleva [191]1 u teoriji =zatvorenja numerickog algoritma,
koii se &esfo koriste za teorijsko zasnivanje metoda pribliZnog
refavanja prnblama matamat:éke fizike. | |

Teori je aprokaim&cija, stabilnnétx 1 konvargenci;e pkede
stavl jaju neophodnu osnovu za efektivno konstruisanje diferen-—
cnih shema za pribliino regavanie graniénih problema. Fosled-
niih godina metode konstruisanja d:ferencn1h shema razvijale su
s@ ubrrzano u mnogo razliditih pravaca.

Jedan od tih pravaca vezan je za razvoj metoda konstrui-
sanja kanzerva:iﬁnih_di%erantnih shema fasnovanih na zakonu
stuvanja svoistvenom vecini fizickih procesa.

Koristeéi principe teorije konzervacionih diferencnih
Ehema,Q;Q.Ladizenskaja t122] konstruisala Jje operator za jedna-—
tine'ga prekidnim koeficijantima, koji ima jedinstvenu formu u
proizval jnoj tatki unutradnjosti date oblasti. Za formiranje
algoritma iskari&cen je pojam uopstenog redenja i dokazano je
da reéenje_diferencnbg prublama obrazuje neki funkcional koji
za h =+ O prelazi u funkcional diferencijalnog problema.

_ Konzervacione diferencne sheme u hidrodinamici izucavali
su S.K.Godunov £74°1, P.D.Lax i B.Wendroff [120]1,na osnovu eks-—
plicitnih diferencnih aproksimacija. |

U novije vrema vlada veliko interesovanje za konstrulsa-
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je resenia problema'matematitke fizike, visokog stepena tac-
asti. U tom smislu se istrativanja vrse preteino u dva pravca.
+vi s@ odnasi na povisavanje poretka aproksimacije diferencnih
edna&ina (L1821, (93] ,[132] itd). Drugi pravac se odnosl na
ehnike konstruisanja resenja na osnovu diferencnih jednacina
aiativno niskog reda na nizu mre2a sa promenliivim  koracima.
iva metoda se naziva ekstrapolacijom po Richardsonu i razvili
u je E.A.Volkov [221]1, L.Fox ,P.Henrici,C.Moler [64] i drugi.

Metode konstruisanja diferencnibh shema za jednaline elip-
i&kog i paraboliékog tipa sa prekidnim koeficijentima dali
u, na osnovu integro-interpolacionih metoda, A.N.Tihonov i
<HA.BSamarski [207] i drugi autori.

Najkompletni je teori jske osnove ove metode dac Jje §.0G.
ihlin [130] koji je ustanovio neophodne i dovol jne uslove sta-
ilmosti varijacionih metoda u prostoru sa energetskom narmam.

Osnovni nedostatak varijacionih metoda sastoji se u  tes-—
oéama koje naataju pri izboru odgovarajuéih pomocnih funkcija.

- Zahval jujuéi radovima R.Couranta [24], J.L.tionsa i R.
‘omama [123], ‘J.Céa [21],022]1, J.P.Aubina [&1,07], J.Bramblea i
. Hubbarda [1713, G. Stranga i B.Fixa £1971, M.Zlamala [2231, J.
ouglasa i T, Duparta €531 4 drugih, razvijnne su nove metode
onstruisanja di ferencnih Jedna¢1na Za grahiéne probleme mate-
aticke ¥121ke, pr1menom varijacionih metoda sa na poseban
atin konstruisanim pomoénim funkei jama koje su razlidite . od
wle u nekim srazmerno malim podoblastipa oblasti definisanosti
esenja. |

Metodu Monte-Carlo zasnovali su J.Neumann i Ulam pre vige
d tri decenije. Nakon prvobitnog optimizma, interes za ovu
etodu je jedno vreme splasnuo, jer se pokazalo da je metoda
fikasna samo uz primenu rafunara koji su u stanju da obave po
aknlikd miliona operacija u sekundi,s cbzirom da je neophodna,
ri_raéﬁhanju, izvrditi veliki broj statisticdkih proba. Zbog
edovol jne efikasnosti radunara druge generacije, u teoriju me-—
ode Monte-Carlo su, vremenom, uvedena mnoga pdbuljéanja.

Pojavbm ratunara tredce i Cetrvrte generacije ova metoda
e dobila u znataju i danas se cesto primenjuje.

Osnovni cilj numerilke matematike predstavlja =zasnivanje
to bréih'i*étn ekoromiéni jih metoda resavanja problema, t3.
1ptimizacija'humeri¢kih algofitama. U danadnje vreme teorija
simptotskih ocena predstavlja efikasno sredstvo za re8avanje

201




problema optimizacije algoritama za razli¢ite klase problema,

Sa tatke gledista optimizacije do danas je najvide razvi-
jona teorija kubaturnih formula koju su  zasnovali S.L.Sobolayv
£1913, £1921 i I.Babudka [B1. U njihovim radovima se zadatak
ocone kubaturnih formula svadi na odredjivanje minimuma funk-
cionala greske. Teorili tubaturnih formula posvedeni su  clanci
N.S.Bahvalova [L101 i I.M.Sobala (1931, vezani za optimalne
ocene konvergencije kubaturnih procesa i metode integracije
tipa metode Monte-Carlo.

Metodi kubaturnih formula posvedeni su i radovi I.M.Vino-
grr-adova [220], N.M. Korobova [110]1, A.N. Kolmogarova L1271 i dr.

N.S.EBahvalov [10]1 proudavao je kompleks algoritama za
resavanje problema matematidke fizike pomocu konacnih razlika 2
dao donju ocenu broja operacija pri reSavaniu Dirichletovog
problema za Laplaceovu jednadinu.

U okviru optimizacije procesa resavanja grani¢nih proble-
ma, razmatraju se 1 problemi ekonomiénosti, entropije, brzine
rada ra&unara, procesa realizacije algoritama u zavisnosti od
tehniékih redenja aritmetickih operaci ja u registrima konkret-
nih tipova ratunara itd.

Prnu¢avanju tenrijé numeritkih procesa i njihovo)j optimi-—
zaciji pnsve¢éﬁﬁje veliki broj &lanaka: I.Babutke i  5.Soboleva
(81, G.Dahlguista [46]1, P.Henricija (861 i drugih. I.Babuska,
E.vitasek i M.Prager su u [9] uveli pojam ow-niza numerickih
procesa i, pomocu takvih;niznvaj pnjmuvé lokalne i globalne
stabilnosti numeri&kih procesa koji su omogucdili analizu veli-
kog broja realnih algoritama numericke analize.

R.Moore [1351, K.Nickel [139], [140]- i drugi autori su,
poslednjih godina, razvili oblast teori je ocene tadnosti real-
nih algoritama, koijia se naziva intervalnom aritmetikom. Osnovni
cilj intervalne aritmetike sastoji se u aposteriornim procenama
gresaka radunara koje se ‘izvode dva puta za redom na istom
radunaru. |

Neprekidna pobol jsania konstruktivnib osobina i razvoj
- ratunarskih tehnika neodvojivi su od razvoia numericke analize.
Jedan od cil java ra¢unar$ke_tehnike je, pored uvodlenja sve
savrieni jih programskih jezika prilagodienih potrebama numeri-
¢ke'aha1ize, i standardizacija paketa programa i algoritama za
reéavénje razli¢itih problema iste prirode. |
y,,;Danas;su u praksi veoma aktuelne: teorija konaénih eleme-—

E

- nata i metoda graniénih integralnih jednacina.
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